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Sea G un grupo finito y sea ZG el anillo de grupo entero de G. Denotamos por V(ZG)
al grupo de unidades normalizadas (es decir, unidades con aumento 1) en ZG. Hans
Zassenhaus propuso una lista de conjeturas sobre subgrupos finitos de V(ZG). En este
trabajo nosotros tratamos la Unica de esas conjeturas que esta todavia abierta. Dicha
conjetura afirma que toda unidad de torsién de V(ZG) es conjugada racional (es decir,
conjugada en las unidades de QG) de un elemento de G. Nos referiremos a esta conjetura
como la Conjetura de Zassenhaus.

La Conjetura de Zassenhaus ha sido verificada para grupos nilpotentes [10], para
grupos ciclico-por-abelianos [2] y para algunos grupos particulares como por ejemplo,
para el grupo alternado As. Para el caso de los grupos proyectivos especiales lineales
PSL(2,q) con g=p’ y p un namero primo, la Conjetura de Zassenhaus ha sido
demostrada para q < 2511, 3,4, 5, 7].

Una de las mejores maneras de tratar la Conjetura de Zassenhaus es utilizando el
método introducido por Luthar y Passi en [6], el cual fue mejorado posteriormente por
Hertweck en [4]. Este método es conocido como el Método HeLP. El objetivo de nuestro
trabajo consiste en analizar la informacion que el Método HelLP nos puede proporcionar
sobre la Conjetura de Zassenhaus para los grupos PSL(2, q).

Analizando las demostraciones de los resultados que hemos mencionado
anteriormente, se puede observar que el Método HelLP se aplica de forma automatica
para unidades con orden r€, con r un ndmero primo, siempre que r #p, 0 f <20p =2
[4, 8, 9] (esto cubre los casos q <9 y q = 17). En este trabajo nosotros analizamos el
alcance que tiene el Método HelLP a la hora de abordar la demostracion de la Conjetura
de Zassenhaus para unidades con orden el producto de dos primos distintos en los grupos
PSL(2,q).

La idea en la cual se basa el Método HelLP es la siguiente: Dado un elemento
u € V(ZG) de orden n, llamamos distribucion de aumentos parciales de u a los aumentos
parciales de los elementos u¢, con d recorriendo todos los divisores de n. Por un teorema
de Marciniak, Ritter, Sehgal y Weiss, u es conjugada racional de un elemento de G siy
solo si los aumentos parciales de u¢ son todos nimeros enteros no negativos para todo
divisor d de n.

Sea p una representacién ordinaria de G. Luthar y Passi introdujeron en [6] una
férmula para las multiplicidades de los autovalores de p(u) en funcién de la distribucién de
aumentos parciales de u. Esta férmula fue extendida por Hertweck para caracteres de
Brauer [4]. De esta manera se producen restricciones sobre las distribuciones de
aumentos parciales de unidades de torsion en V(ZG). Por lo tanto, el Método HelLP
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consiste en demostrar que la distribucion de aumentos parciales de cada elemento de
torsion de V(ZG), que satisfacen ciertas restricciones, son de la forma mencionada
anteriormente.

Es importante destacar que una lista de enteros puede satisfacer todas las
restricciones el Método HeLP sin ser realmente una distribucion de aumentos parciales de
una unidad. A esta lista la llamaremos distribucion de aumentos parciales virtuales.

Recientemente, Bachle y Margolis han desarrollado un paquete para GAP en el cual
se encuentra implementado el Método HeLP. Experimentando con este paquete para los
grupos PSL(2,q), con g un primo impar, se puede observar una regularidad en la
distribucion de aumentos parciales virtuales de orden 2t con t un primo impar. En este
trabajo hemos demostrado que, de hecho, esas regularidades que se observan
experimentalmente siempre ocurren.

Vamos a precisar a continuacion el concepto de distribucién de aumentos parciales
virtuales. Para ello consideramos n un entero positivo y utilizaremos la notacién x¢ para
referirnos a la clase de conjugacién de x € G. Una distribucion de aumentos parciales
virtuales de orden n para G es una lista v = (v4)4), indexada por los divisores de n, donde
cada v, es una funcién clase de G tomando valores enteros, y verificando las siguientes
condiciones:

(V1) Xreva(x) = 1
(V2) Si d no divide a n entonces v;(1) = 0;
(V3) Si el orden de x no divide a g entonces v, (x) = 0;

A wDdPR

(V4) Si y es o bien un caracter ordinario o una caracter de Brauer modulo un
primo p que no divide a n entonces para todo entero [ se verifica que lo
siguiente es un entero no negativo:

1
= BalOTr gy g UG,

xG dn
Introducimos los siguientes conjuntos:
TPA, (G) = {Distribuciones de aumentos parciales de elmentos de G de orden n};
PA, (G) = {Distribuciones de aumentos parciales de elmentos de V(ZG) de orden n};
VPA,(G) = {Distribuciones de aumentos parciales virtuales de orden n para G}.

Claramente TPA, (G) € PA,(G) € VPA,(G). Ademas, se tiene que la Conjetura de
Zassenhaus se verifica para elementos de orden n en V(ZG) si y solo si TPA,(G) =
PA, (G). De hecho, calcular PA,(G) es mucho mas dificil que calcular VPA,(G). También
es importante destacar que el Método HelLP consiste en calcular VPA,(G). Si
demostramos que VPA,(G) =TPA,(G) entonces la Conjetura de Zassenhaus se
verificaria para elementos de orden n de V(ZG).



Il Jornadas Doctorales de la Universidad de Murcia MA-CO-03

El resultado principal de nuestro trabajo es el siguiente teorema:

Teorema: Sea G = PSL(2,p’) para un primo impar p y f > 1. Sea t un primo impar.
1. Supongamos que se cumple una de las siguientes condiciones:
a. p=+1lmodi4tyt=5.
b. p/f =+1mod4t, te {57} y o bien p=+3mod4t o bien 3p=
+1 mod 4t.
Entonces VPA,,(G) estd formado por TPA,.(G) y las 4-uplas
v = (v, Uy, Vg, Uye) CON
L, si(d, g% €{(2t,19),(t (96)). (2, (95)9), (1, 96), (4, (957}
va(g) =31-1, si(d, g% =(1,(g))%);
0, en otro caso;
para algun g, € G con orden 2t.
2. En otro caso, es decir si ni la condicién (a) ni la condicién (b) se verifican,
entonces VPA,.(G) = TPA,.(G).

La conclusion del teorema es que para verificar la Conjetura de Zassenhaus para
elementos de orden 2t en V(ZPSL(2,q)) se necesita demostrar que V(ZPSL(2,q)) no tiene
elementos con una distribucién de aumentos parciales como la que se expresa en el
teorema. Es importante destacar que si dicha distribucién de aumentos parciales virtuales
existe entonces t > 5. Utilizando esto se puede demostrar la Conjetura de Zassenhaus
para g < 17. Los casos q = 23 y q = 25 han sido verificados utilizando el Método HeLP [1]
y [7] respectivamente.

Como consecuencia del teorema, el Método HelP falla a la hora de demostrar la
Conjetura de Zassenhaus para unidades con orden 10 en V(ZPSL(2,19)). Sin embargo,
Béchle y Margolis han introducido una técnica conocida como el Método del Reticulo [1]
gue es capaz de tratar este caso. Desafortunadamente, este método no puede aplicarse
en los siguientes casos (q = 27 y q = 29, y unidades con orden 14).
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