Matematicas para la Empresa I. Grupos C, fy G.

TEMA 1: FUNCIONES REALES DE UNA
VARIABLE

Curso 2009/2010

ESQUEMA DE CONTENIDOS

e Concepto de funcién y de grafica de una funcion.
e Limites. Propiedades.

e Continuidad.

e Derivabilidad.

e Anadlisis de los intervalos-de (de)crecimiento y concavidad y definicién
de extremo local y global.

e Andlisis grafico de la econtinuidad, concavidad, (de)crecimiento y ex-
tremos de una funcién.

OBJETIVOS GENERALES

1. Conoeer el concepto de funcién real de una variable, su dominio y su
grafica.

2. Saber el calcular dominio de una funcién.
3. Conocer las funciones elementales y sus graficas.
4. Saber realizar operaciones algebraicas y composicién de funciones.

5. Conocer algunas funciones usadas en economia y empresa.

I'Esquema de contenidos de Mateméticas para la Empresa I para los grupos 1°C, 1°F
vy 1°G
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10.

11.
12.

13.
14.

15.

1.1

Conocer el concepto de limite, limites laterales, limites en el infinito y
sus propiedades.

Saber calcular limites.

Saber el concepto de continuidad y sus propiedades respecto al algebra
de funciones.

Conocer el concepto de derivada de una funcién en un punto.

Conocer su interpretacién. Relacionarla con la marginalidad y la elas-
ticidad.

Saber calcular derivadas y utilizar la regla de la cadena.

Conocer el concepto de crecimiento y decrecimiento en un punto y en
un intervalo.

Conocer el concepto de concavidad y convexidad en un intervalo.
Conocer el concepto de extremo relativo y extremo absoluto.

Saber analizar graficamente la continuidad, concavidad, (de)crecimiento,
extremos y asintotas horizontales y verticales de una funcion.

Concepto de funcién y de grafica de una
funcion

Funciones.

Definicién 1_Sean a,b € R. Se denominan intervalos abiertos a los subcon-
juntos.de R:

(a, 0y ={ax €R \a < z < b}

(<005b) = {r € R \z < b}

(@, +o0) ={r € R \a < z}

Definicién 2 Sean a,b € R. Se denominan intervalos cerrados a los sub-
conjuntos de R:

[a,b] ={z € R \a <z < b}

(—o0,b] = {z e R \z <b}

[a,+00) = {z € R \a <z}
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Definicién 3 Sean a,b € R. Se denominan intervalos semicerrados o semiabiertos
a los subconjuntos de R:

(a,b) ={x € R \a <z < b}

[a,b) ={z € R \a <z < b}

Definicién 4 Dado un subconjunto de la recta real D C R, se llama funcién
real de variable real definida en D a toda aplicacion f : D C R — R que
asocia a cada elemento x € D un solo elemento de R.

Las funciones de este tipo se suelen representar mediante expresiones de
la forma y = f(z) donde z es la variable independiente e y es‘la variable
dependiente (depende de x).

Definicion 5 Dada una funcion real de variable real, f, se define su dominio,
y se denota por Dom(f), como el subconjunto de nimeros reales para los
cuales la funcion estd definida, es decir,

Dom(f) = {z € R/ If(2)} .

1.2 Grafica de una funcion.

Definicién 6 Dada una funcion f : D CR — R, se denomina grafica de la
funcion al conjunto de todos'los pares (x, f(x)) donde x pertenece al dominio
de f, es decir,

Gr(f) ={(ny) ER* / x € Dom(f), y = f(x)} .

Funciones elementales.

i) Funciones lineales:
y=ar+0b

La'pendiente de una funcién lineal es la tangente del angulo que forma
la recta con el eje de coordenadas horizontal, y coincide con el valor
de a. Dependiendo del signo de la pendiente la funcién sera creciente,
decreciente o constante. !

ii) Funciones cuadrdticas:
y = az? +br +c

Su representacion grafica esta dada por una parabola.

ILas rectas de pendiente co, de ecuacién z = a, no son funciones.
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iii) Funciones potenciales:

siendo m un numero fijo.

Propiedades:

e Positividad. 2™ > 0 para todo x > 0y m € R.
o 1% =1.

o ™, " = g™t

o ™/g" = g™m ™,

o (™)t = g™,

o 7" = (1/x)™.

o /= /xm,

o (z.y)" =a™.y"™
o (z/y)" =a"[y™.
o (z/y)" = (y/x)™.

e Six > 1, entonces
m >0
m'<0

e Si 0 <z < 1 entonces

<1

4
&
3

m>0 = z2Mm<1
m<0 =

iv) Funciones exponenciales:

Propiedades:

o ¥ > 0.

o ¥ =1.

e Como e > 1 (e = 2.7182), se verifica que:
e">1lsiz>0ye"<lsiz<0

e Conserva igualdades y desigualdades:
r<y&et <el
El simbolo < puede ser sustituido por >, <, >, =y #.



Matematicas para la Empresa I. Grupos C, fy G.

v) Funciones logaritmicas en base e (neperianos):

y = In(z)

El logaritmo (neperiano) del nimero x se define como el exponente al
que hay que elevar e para obtener z. Es decir:

In(z) =yee=ux

Propiedades:

Las operaciones tomar exponencial y tomar logaritmo_son opera-
ciones inversas, puesto que e™®) =z y In(e”) = z.

Ejemplos:

In(1) = 0 ya que e® = 1.

In(e) =1 ya que e! =e.

In(l/e) = —1 ya que e™t = 1/e.

Signo de In(z): In(z) < 0 < x € (0;1); In(x) > 0 < z € (1,+00)
In(x.y) =In(x) + In(y).

In(x/y) = In(x) — In(y).

In(z¥) = y.in(x).

Conserva igualdades y.desigualdades:

r <y<ln(z) <in(y)

El simbolo < puede ser sustituido por >, <, >, =y #.

La propiedad e™® = z permite transformar cualquier potencia
x® en una exponencial de la siguiente forma:

y
Y — eln(z ) — 6y.ln(;r)

vi) Funciones hiperbdlicas:

ar +b
cxr +d

y:

Su representacion estd dada por una hipérbola.
Una funcién racional especial porque tiene aplicaciones interesantes en
Economia y Empresa es:

vi) Funcién valor absoluto:
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Operaciones con funciones.

Dadas las funciones de una variable y = f(z) vy z = g(x) se definen las
siguientes operaciones:

i) Suma y resta: (f £g)(x) = f(x) £ g(z).

ii) Producto: (f +g)(x) = f(z).g(z).

iii) Cociente: Si g(z) £ 0, (f/9)(z) = f(x)/9(x).

iv) Composicion: Dados los subconjuntos de la recta real A, B. € R, si
f:ACR—- Byg:BCR — R, la composicién de f con g (o f

compuesta con g) es la funcién go f : A — R definida por/(go f)(z) =
g9(f ().

Funciones usadas en Economia y Empresa.

i) Funcion de coste: El coste total (Cr) de producir una cantidad (z) de
un determinado bien es la suma del eoste variable (Cy/) y del coste fijo
(CFr).

CT(JJ) = Cv(lli) + CF

ii) Funcion de ingreso: El ingreso total (Ir) que una empresa recibe por
vender la cantidad(x) de un determinado bien que se vende a un precio
p viene dado por:
Ir(z) =p.x

iii) Funcion de beneficios:

B(z) = Ir(x) — Cp(z) = p.x — Cp(x)

iv)< Funcion de produccion: Relaciona la cantidad utilizada de un factor de
produccién (input) con la produccién obtenida (output). Se suelen
emplear funciones de produccién de la forma Q = f(K) 6 Q = f(L),
donde () representa la cantidad de producto que se obtiene utilizando
una cantidad K 6 L de factor capital o trabajo, respectivamente.

v) Funcion de demanda: Relaciona la cantidad consumida de un bien Qg
con su precio p. Es de la forma Qg = f(p).

vi) Funcién de oferta: Relaciona la cantidad producida de un bien @), con
su precio p. Es de la forma Q, = f(p).
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2 Limites. Propiedades

En ocasiones es interesante conocer no solo el valor de una funcién en un
punto sino también qué ocurre en puntos cercanos a él. Para realizar dicho
estudio se utiliza el concepto de limite.

Limite en un punto.

Definicién 7 Sea f: D CR — R.
i) Diremos que f tiene limite L (finito) cuando x tiende a xg

lim f(x)=1L

T—x0
st los valores de f(x) se pueden aproximar tanto.como queramos a L
cuando x estd suficientemente prorimo a xo pero no igual a xq.

ii) Diremos que f tiene limite 400 (respectivamente, —oco) cuando x tiende
a To
lim f(z)= +oo
T—T0
st los valores de f(x) se hacen tan grandes (respectivamente, tan pequenos)
como queramos cuando-z-estd suficientemente prorimo a xo pero no
wgual a xg.

Definicién 8 Limites laterales de f(x) en x:

Diremos que f tiene limite L (finito) cuando x tiende a x¢ por la derecha:

lim = lim f(z)=1L
T—T0

+
r>x0 T—Tg

st los-valores-de f(x) se pueden aprorimar tanto como queramos a L cuando
x.esumayor que xo y estd suficientemente proximo a xg, pero no es igual a
Zo-
Diremos que f tiene limite L (finito) cuando x tiende a xy por la izquierda:
lim = lim f(z)=1L
T—x0 —
<0 Ty
si los valores de f(x) se pueden aprozimar tanto como queramos a L cuando
T es menor que xo Yy estd suficientemente prorimo a xg, pero no es igual a
Zg-
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Proposiciéon 9 Sea f: D CR — R. Euxiste lim, .., f(z) = L si y sdlo si
lim,_,,+ f(z) =lim,_ - f(z) = L.

Proposiciéon 10 FEl limite de una funcion, si existe, es unico.

Limite en el infinito.
La definicién de limite en un punto se generaliza facilmente al caso delimites
en el infinito.

Definiciéon 11 Sea f : D C R — R. Diremos que el limite de f cuando
xr — 400 (respectivamente, cuando v — —oo) es L (finito), +00 ¢ —o0,
cuando para valores de x suficientemente grandes (respectivamente, pequenos),
los valores de f(z) tienden a L, +00 6 —o0. Se escribe:

lim, .+ f(z) = L, +00 6 —00

Propiedades de los limites.
Sean f: D CR —Ryg:DCR — R tales que lim, ., f(z) = Ly
lim, .., g(x) = M. Entonces:

L. lim, . (f(z) £ g(2

)
2. Ty (f(2) - 9()) =
fa

fla) _
3. S1 M # 0, lim, g TN M

4. Si L > 0, lim, ,q f(2)9®) = LM

)=L+M.

\_/

Las propiedades anteriores se pueden generalizar si algin limite es infinito,
adoptando.igualdades simbdlicas facilmente deducibles. Algunas de estas
igualdades son:

+o00+00 = 400; —o0—00=-—00; oo+ L ==20c0siL €R;
too - (£o0) = 4oo; oo L=2400siL>0; o00-L=FoosiL <0,

1 + +
— = 0;;.O::I:oosiLe]RyL>O;;.O::FoosiLeRyL<0;
400 L L
0 si |[L] <1 L 0 siL <0
+oo . _
L N {—i—oo siL>1 "~ (+00) _{—i—oo siL>0 "
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Calculo de limites de funciones de una variable.

En general, el limite de una funcién en una variable se calcula sustituyendo
la variable z por el punto donde se quiere calcular el limite (zg, +00 6 —00).
Si el valor que se obtiene es finito, +00 6 —o0o, ese valor es el resultado del
limite. Existen casos en los que no se puede asegurar a priori el valor del
limite de una operacién con funciones. Estas situaciones se conocen con el
nombre de indeterminaciones.

Limites indeterminados.

Representadas simbdlicamente, algunas indeterminaciones son:

0
000 (+00)+(—00) oy

100
0 00

Para resolver una indeterminacion hay que aplicar la técniea apropiada: sacar
factor comun y simplificar, multiplicar por el conjugado, regla de L‘Hopital
(que estudiaremos en el apartado 4 del tema), etc.

1. Las indeterminaciones 1*° se resuelven-aplicando el siguiente resultado,
que también sirve cuando r — 4006 —o0:

Si lim f(z) = 1y lim g(z)=.00yentonces lim f(z)s® = 1% =
T—x0

T—x0 T—xo

it 6(2) 0 (2) 1)

2. Las indeterminaciones del-tipo 0 - oo no se resuelven de una forma
estandar. Un modo de resolverlas es reduciéndolas a indeterminaciones

: 0 00

del tipo 5 y =t

3. La regla de L'Hopital se puede aplicar para resolver indeterminaciones
de la forma (O—J, > e indeterminaciones que puedan ser transformadas de
las anteriores.

Calculo de asintotas:

i) Si existe un punto a tal que lim f(z) = +00 6 —o0, entonces = = a es
r—a

una asintota vertical.

i7) lirjlcl f(z) =b# £oo , entonces y = b es una asintota horizontal.

Las curvas y = f(z) no cortan a las asintotas verticales pero si pueden
cortar a las asintotas horizontales.
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3 Continuidad

En los modelos econémicos, se supone que la mayoria de las funciones con-
sideradas verifican que a variaciones infinitesimales de la variable exdgena
corresponden variaciones infinitesimales de la variable endégena. Cuando
esto ocurre se dice que las funciones son continuas.

Se dice que una funcién f: D C R — R es continua en un punto xy si
y sélo si el limite de la funcién en el punto coincide con su valor en él:

lim f(z) = f(zo).

T—To

En caso contrario, diremos que f es discontinua en xzy. Clasificamos las
discontinuidades en la forma:

1. De primera especie: Si existen los limites laterales, pero:

a) No coinciden (Discontinuidad desalto).

b) Coinciden entre si pero no con f(zo) (Discontinuidad evitable).
2. De segunda especie: Alguno.de los limites, o no existe, o es infinito.

Definicién 12 La funcion f~+D C 'R — R es continua en un conjunto
A C D si es continua en cada.uno de sus puntos.

Propiedades.
Sean las funciones f,g.. D"C R — R, ambas continuas en el punto z de
D, entonces se verifica que

1) f+ ges una funcién continua en x.

11) f.: g esuna funcién continua en x;.

)
)
iti) o - )f es una funcién continua en zy Vo € R.
)

f/ g es una funcién continua en x siempre que g(x) # 0.

Las propiedades anteriores nos permiten probar facilmente la continuidad
de multitud de funciones:

i) Los polinomios son funciones continuas en todo R.

i1) Las funciones racionales son continuas en todo su dominio. Es decir,
son continuas en todos los puntos que no anulan el denominador.

10
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Otra propiedad importante de la continuidad es que la composicién de
funciones continuas es una funcién continua. De esta propiedad se concluye
que:

i) Una funcién exponencial es continua donde lo es la funcién exponente.

1) Una funcién logaritmica con argumento positivo es continua donde-lo
es su argumento.

i7i) El valor absoluto de una funcién continua es una funcién continua.

iv) La raiz (de cualquier indice) de una funcién continua_es'una funcién
continua donde exista la raiz.

4 Derivabilidad.

La derivabilidad de una funcién y = f(x) permite conocer la variacién in-
finitesimal de la variable y respecto de la variacion infinitesimal de la variable
x.

Definicién 13 Sea f: D C R —.R una funcion real de una variable, y sea
un punto o € D, se dice que f es derivable en xg si existe el limite siguiente

lim f(xo +h) — f(x0)
h—0 h

Cuando este limite emiste, al valor que toma se le llama derivada de f en xq
y se denota por fxy) o %(wo).
La derivada-tiene una importante interpretacion geométrica, ya que la derivada

de f en_unpunto ry € D es la pendiente de la recta tangente a la curva
y = [(%) en el punto (zo, f(z0)).
Interpretacion geométrica.

Sea,y = f(z). La ecuacién de la recta que pasa por los puntos (zg, f(xo)) vy
zo+ Az, f(xo+ A T) es

T — g _ y — f(xo)
(wo+ A2 x) =20 fl@o+ A T) — f(20)

Efectuando los productos cruzados, se obtiene la expresion:

y— f(@o+ AA:E;— f(a:o)x + fla) — f(@o+ AA:E;— f(a:o)xo

11
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f(zot+ A x) — f(x0)

cuya pendiente es m = .

Si ésta es la ecuacién de una rect% gecante ala curvay = f(z), para convertir
esta recta en recta tangente hay que calcular sucesivas aproximaciones de una
recta que pase por el punto (xg, f(zo)) v cuya pendiente se obtenga cuando
A x — 0. Esto nos lleva a la definicion de derivada de una funciéon en un
punto.

La ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto (zg, f(xo))
es:

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0)

Interpretacién econémica.

La derivacién de funciones de una variable es una técnica muy usada en Mi-
croeconomia, en Analisis Estatico-Comparativo, donde el problema gira en
torno al célculo de tasas de cambio. Ademas, una aplicacion muy frecuente
en Economia y Empresa es la obtencién de funciones marginales (funcién
de coste marginal, de ingreso marginal, etc.)< a partir de funciones totales
(funcién de coste total, de ingreso total, etc.)

i) Tasa de cambio: Cuando en la variable independiente = se produce una
variacion o incremento A.x (positivo o negativo), pasando del valor
inicial zg a o+ A x, la-variable dependiente pasa de f(zg) a f(zo+ A
x). El cambio real en la variable y es A y = f(zo+ A x) — f(20). El
cociente de los incrementos

Ay flzot+ A x)— f(x0)
AT Ax

se llama, tasa (media) de cambio o de variacién de la funcién y = f(x)
en el punto zy para un incremento de la variable independiente igual a
JANg(H

ii)“Tasa de cambio instantdnea:La derivada se interpreta como la tasa de
cambio instantdnea. Es decir, como una medida que recoge cuanto
cambia una funcién y = f(x) cuando la variable x sufre variaciones
muy pequenas (A z — 0).
Ejemplo: Se estima que dentro de x meses los beneficios que obtenga
una cierta empresa serdn de B(z) = 2%+ 20x+8000. ;Cudl serd la tasa
de cambio instantanea de los beneficios con respecto al tiempo dentro
de 15 meses?

B'(x) =2z + 20
B'(15) =2.15+20 = 50

12
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iii) Tasa de cambio porcentual: Se define como:

f'()

100 @)

iv) Elasticidad: Otra aplicacién de la derivacion es la elasticidad.
Dada una funcién f : D C R — R, se define la elasticidad media
como:

Por tanto, la elasticidad de una funcion f es una medida de la variacion
relativa de f ante la variacién de 1% de'la variable x.

Ejemplo 1: Supongamos que la elasticidad de la demanda para el precio
70 vale 5, esto es: ED(70) = 5;.8u significado es que cuando el precio
es 70, un aumento en dicho precio.del 1%, da lugar a un aumento en la
demanda del 5% ( e igualmente, una disminucién en dicho precio del
1%, da lugar a una disminucién en la demanda del 5%).

A partir de esto, podemos;saber la variacion porcentual de la demanda
ante cualquier variacion porcentual de precio. Por ejemplo, en el caso
anterior, ;cudl seria la variacion porcentual de la demanda cuando,
siendo el precio 70, éste aumenta un 4%? La respuesta es que la de-

manda aumentaria un 20%, que se obtiene facilmente, multiplicando
ED(70) (esto es, 5) por 4.

En_general, para una funcién cualquiera f(z), si Ef(a) = b, esto sig-
nifica’ que cuando x = a una variacién en este valor del 1% da lugar
a-una variacion en la funcién f de un b%. De la misma forma que en
el ejemplo anterior, conociendo la elasticidad podriamos responder a la
pregunta de cudl serfa la variacién porcentual de f ante una variacion
porcentual cualquiera de x, cuando x = a. Como antes, bastaria mul-
tiplicar esta ultima variaciéon porcentual por la elasticidad.

Avancemos algo més; en el parrafo anterior, hablamos de variaciones,
pero hay que precisar si se trata de aumentos o disminuciones. Con-
sideremos ahora el siguiente ejemplo:

13
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Ejemplo 2: Supongamos que la elasticidad de la demanda para el precio
70 vale -2, esto es: ED(70) = —2, ;que significa esto?. Su significado
es que cuando el precio es 70, un aumento en dicho precio del 1%,
da lugar a una disminucién en la demanda del 2%. Esto es, como
la elasticidad es negativa, las variaciones de precio y demanda son
en sentido opuesto, esto es un aumento en una de ellas produce una
disminucién en la otra, y viceversa.

Por ejemplo, ;cudl seria la variacién porcentual de la demanda cuando,
siendo el precio 70, aumenta un 4%? La respuesta seria ahora que la
demanda disminuiria un 8%. Explicamos a continuacién céme se llega
a esa respuesta: igual que en el ejemplo 1, multiplicamos la variacion
porcentual del precio (4) por la elasticidad (-2), y el resultado es -8, lo
que significa que la demanda varia un 8% y que lo haee disminuyendo
(debido al signo -), esto es lo que hemos dicho en la respuesta.

Veamos ahora, cudl seria la variacién porcentual de la demanda cuando,
siendo el precio 70, disminuye un 3%. Para responder a esto multipli-
camos la variacién porcentual del precio (que es -3, porque se trata
de una disminucién) por la elasticidad. (-2), y el resultado es 6, lo que
significa que la demanda varfa un. 6% y que lo hace aumentando (de-
bido al signo +). La respuesta.seria por tanto, que cuando, siendo
el precio 70, éste disminuyewun 3%, la demanda aumenta un 6%.

Resumiendo, en general,si F f(a) = b,

jcudl seria la variacion porcentual de f ante un aumento del r% en
x, cuando x ='a? Para responder a esto, multiplicamos r por b, si este
valor es positivo, la respuesta es: que f aumentaria un (rb)%. Si rb
es negativo, la respuesta es que f disminuiria un (rb)%

jcudl seria,la variaciéon porcentual de f ante una disminuciéon del
r%%en z, cuando x = a? Para responder a esto, igual que antes,
multiplicamos (—r) por b, si este valor es positivo, la respuesta es: que
/ aumentaria un (rb)%. Si rb es negativo, la respuesta es que f
disminuiria un (rb)%

Esquematicamente, para obtener la variacién porcentual de f ante un
incremento del r% en x:

r sl es un aumento
—r si es una disminucién
producto serd la correspondiente variacién porcentual de f, que serd un
aumento si el producto es positivo, o una disminucion si si el producto
es negativo.

Multiplicar E'f por , el resultado de este

14



Matematicas para la Empresa I. Grupos C, fy G.

v) Marginalidad: Los economistas se interesan por lo que denominan cam-
bios marginales. Para comprender a qué se refieren cuando hablan
de ellos, consideremos la funciéon de costes de una empresa que pro-
duce un tnico bien. Asi xy(x) simboliza el coste (medido en unidades
monetarias) que supone producir una cantidad x de dicho bien. Si se
incrementa la produccién en una unidad (h = 1), de z* a 2* 4+ 1, se
produce un incremento en los costes, C'(z* + 1) — C(z*) = C'(z*), que
es el coste marginal. Veamoslo:

Suponiendo que C'(x) es una funcién derivable en z = z*,

Cla) = }llin}) C(z +h]3_ C(x )’

lo que significa que para valores muy pequenos de h

C(z* 4+ h) — C(x*)
h

C(x") =
Para h = 1, se obtiene:

C(z*+ 1) — C(a*)
1

Cla*) = C(z" +1) — C(z")

Por esta razon, en términos econémicos, se define la funcién de costes
marginales como.da derivada de la funciéon de costes. Andlogamente,
se obtiene el beneficio marginal, el ingreso marginal y la productividad
marginal.

2

C(z")

FEjemplo 1: Supongamos que la funcién de costes de una empresa es C'(z) =
2% + 3, donde.x es el nimero de unidades producidas. El coste marginal
cuando se producen 4 unidades es C'(4) = 2.4 = 8. Esto significa que si
la produecion se incrementa en 1 unidad, de 4 a 5 unidades, entonces el
incremento aproximado en el coste total es de 8 u.m.

Ejemplo 2: La funcién de ingreso total de una empresa es I(x) = 40z—0.0222,
dende z son las unidades producidas. La funcién de ingreso marginal es
I'(x) = 40 — 0.04z y el ingreso marginal cuando se producen 100 unidades
es I'(100) = 36. Es decir, cuando el nimero de unidades producidas pasa de
100 a 101 el incremento aproximado en el ingreso total es de 36 u.m. Para un
nivel de produccién = = 1000 unidades, el ingreso marginal es I'(1000) = 0,
lo que significa que si se produce 1 unidad adicional, de 1000 a 1001 unidades,
el ingreso total no se incrementa.

15



Matematicas para la Empresa I. Grupos C, fy G.

Definicién 14 Dada una funcion f : D CR — R, se llama funcion derivada
de f ala funcion f' : Dy CR — R, que asocia a cada nimero real z el valor
de su deriwada en ese punto.

Dy ={z € R|3f (2)} es el dominio de derivabilidad de f.

En la siguiente tabla se presentan las funciones derivadas mas utilizadas.

| fl@) ] [ |
k 0
" na !
Inz —
T
e* e*
a® | a*lna

Se cumplen ademas las siguientes propiedades:
(f +9)(z) = f(x) + 9 (x)
(a- f)(z) =a"f(x) YaeR

(f - 9)(x) =f(v)g(x) + f(z)g'(z)

£\ _ [@)g(a)—f()g'(x)
(g> (m) = 9%(@)

Regla de la cadena: Si z = g(y) e y = f(x), entonces z es una funcién
de x por composicién-de funciones, z = (g o f)(x) = g(f(z)). Si z es una
funcion derivable de y'e y es a su vez una funcién derivable de x, entonces z
es funcién derivable'de x y su derivada es:

Z'=(g0 f) (2) =g (f(2))f (x)
Estoes:
dz dzdy
dr — dydx
Regla de L‘Hopital:
Sean f y g funciones derivables en un punto z, siendo ¢'(x¢) # 0y f(xo)

f'(x) f(z)

. . . ., . . X
g(xo) = 0. Entonces, si existe lim,_,,, —— también existe lim, ., —, y
x

g'(z) g(z)’

lim M = lim @
o gla)  eom g(a)

se cumple que:
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5 Analisis de los intervalos de (de)crecimiento
y concavidad y definicion de extremo local
y global

Funciones crecientes y decrecientes.

Definicién 15 Sea f: D C R — R una funcion derivable. Se dice que:

i) f es creciente en un punto xy si para puntos x proximos a Ty tales que
x < xg se verifica que f(x) < f(xg).

ii) f es decreciente en un punto xo si para puntos x prdrimos a xq tales
que x < xqy se verifica que f(x) > f(xo).

Definicién 16 Dada una funcion f: D C R =R .se dice que:

i) f es creciente en un intervalo I C D'si es creciente en todos los puntos
del intervalo, esto es, si para cualquier par de niumeros x1, xo € I tales
que 1 < To se verifica que f(x1) < f(z3).

1) f es estrictamente creciente.en un intervalo I C D si es estrictamente
creciente en todos los puntos del intervalo, esto es,si para cualquier par
de numeros x1, o € I tales que x1 < x5 se verifica que f(x1) < f(xq).

i1i) f es decreciente en.un intervalo I C D si es decreciente en todos los
puntos del intervaloy esto es,si para cualquier par de niumeros xi, xo € I
tales que; <y se verifica que f(xy) > f(xa).

iv) [ es estrictamente decreciente en un intervalo I C D si es estric-
tamente decreciente en todos los puntos del intervalo, esto es,si para
cualquier par de numeros x1, o € I tales que x1 < zo se verifica que

flz1) > f(z2).

Funciones céncavas y convexas.

Una funcién y = f(z) es convexa (6 céncava hacia arriba) en un intervalo
cuando el segmento que une dos puntos cualesquiera de la grafica siempre
estd por encima de la grafica, excepto en los extremos. Por el contrario,
es concava (6 céncava hacia abajo) cuando el segmento que une dos puntos
cualesquiera de la grafica de una funcién se sittia por debajo de la grafica.

17
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Extremos relativos o locales.

i) Se dice que f tiene un mdzimo relativo o local en xy si para todo z
préximo a xy que pertenezca al dominio de f, se tiene que f(zg) > f(z).

i1) Se dice que f tiene un minimo relativo o local en zy si para todo-x
préximo a xy que pertenezca al dominio de f, se tiene que f(zg) < f(z).

Extremos globales:

i) Una funcién y = f(z) tiene un mdzimo absoluto o global™en xy cuando
se verifica f(zg) > f(x) para cualquier z € Dom(f).

1) Una funcién y = f(z) tiene un minimo absoluto.o global en xy cuando
se verifica f(zg) < f(x) para cualquier z € Dom(f).
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6 Analisis grafico de la continuidad, concavi-
dad, (de)crecimiento y extremos de una funcion
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