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“If we knew exactly the laws of nature and the situation of the universe at the initial
moment, we could predict exactly the situation of that same universe at a succeeding

moment. But even if it were the case that the natural laws had no longer any secret for us,
we could still only know the initial situation approximately. [...] It may happen that small

differences in the initial conditions produce very great ones in the final phenomena. A

small error in the former will produce an enormous error in the latter. Prediction becomes
impossible, and we have the fortuitous phenomenon’,

(H. Poincaré, 1908)

“Poincaré generalizes an equilibrium point to an equilibrium motion; a chaotic attractor
generalizes the motion to a bounded equilibrium region towards which all motions tend, or
within which all motions remain; the conception of equilibrium in more or lees lost since

all degrees of periodic, or erratic fluctuations can occur within the region, The special
relevance of this to economics is that it offers not one but two types of explanation of the
pervasive irreqularity of economic time series -an endogenous one in additon to the

conventional exogenous shocks”.

(R. Goodwin, 1991)






Resumen

El interés de los investigadores de la ciencia econémica por la teoria del caos comenzo
en la década de los 80 y una de la razones del mismo es el comportamiento aparentemente
aleatorio de sistemas dindmicos no lineales simples y con pocos grados de libertad. Esta
especial dindmica es una de las razones que me ha llevado a realizar esta memoria, donde
se estudian algunas herramientas utilizadas en el andlisis de sistemas dinamicos no lineales.

Esta memoria esté estructurada en 5 capitulos, el primero es una introduccién, donde
se incluyen generalidades sobre sistemas dindmicos discretos y una panordmica general de
los distintos aspectos que se van a tratar en la tesis.

El segundo capitulo estd dedicado a la teoria del embedding de la que nadie duda que
el teorema de Takens [63] supone una de las justificaciones tedricas que permite construir
una 6rbita de un sistema dindmico determinista desconocido a partir de una serie temporal
de medidas obtenida de una 6rbita del mismo. Asi, dada la serie temporal, las tplas de la
Orbita equivalente a la desconocida estdn formadas por retardos de la serie que se estudia.
Un teorema previo al de Takens, y basico en la demostracién de éste, es el Teorema de
Whitney. En este capitulo se dan dos nuevas demostraciones del Teorema de Whitney y
se demuestra una extension del teorema de Takens (estos resultados se han publicado en
[4, [16]).

En el Capitulo 3 se profundiza en las implicaciones del signo del exponente de Lyapunov
de un sistema dindmico unidimensional y se obtiene un resultado que complementa el dado
por Kocak y Palmer en [36], asi como nuevos ejemplos de sistemas dindmicos unidimen-

sionales y bidimensionales con el comportamiento paradodjico de los sistemas dindmicos
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mostrados en [19]. Terminamos el capitulo con sistemas dindmicos unidimensionales no
auténomos y mostrando otro ejemplo de un sistema dinamico no auténomo, que en muchos
casos, también tiene un comportamiento paradojico del tipo de los sistemas de [19]. En
los ltimos afos se ha estimado el mayor exponente de Lyapunov de series temporales
econOmicas, una vez construida una serie vectorial a partir de ella, como medida de
comportamiento cadtico y de la“volatilidad” de la serie (resultados publicados en [6] [7]).

El Capitulo 4 esta dedicado a los gréficos de recurrencia [20], que al igual que los gréficos
de recurrencia simbolicos que se definen en el siguiente capitulo, son herramientas graficas
que permiten visualizar los conceptos tedricos a partir de los que han sido construidos. En las
ultimas décadas este tipo de graficos, y en particular las medidas definidas sobre ellos, se han
utilizado en el andlisis de series temporales econdmicas (entre otros [12, 26, [43]), siendo uno
de sus principales objetivos encontrar los puntos de cambio del comportamiento dindmico
del modelo generador de datos. En este capitulo se utilizan las medidas cuantitativas
definidas sobre estos graficos con una serie no estacionaria obtenida del sistema dindmico
de Liu para aproximarnos a sus puntos de bifurcacién (resultado publicado en [g]).

Un contraste no paramétrico de independencia se desarrolla en el Capitulo 5 y resulta
de aplicar el principal teorema, que demostramos, sobre la distribucién asintética de una
transformacién lineal del estadistico que estima la correlacién integral simbélica de una serie
independiente e idénticamente distribuida. El concepto de correlacién integral simbdlica se
define para cualquier conjunto compacto de R™ y esta basado en su simbolizacién, que
consiste en asignar a cada elemento del conjunto la permutacién del conjunto {1,2,...,m}
que representa el orden de sus componentes.

Para este contraste cuya hipdtesis nula es la serie es independiente e idénticamente
distribuida frente a cualquier dependencia, se ha estudiado el tamafio del test y su potencia
y los resultados obtenidos han mostrado un buen comportamiento del estadistico tal como
se muestra en la memoria. Se ha finalizado el capitulo definiendo grafico de recurrencia
simbolico y simbdlico coloreado y se han calculado medidas sobre los mismos.

Cada capitulo finaliza con una seccién dedicada a las conclusiones sobre los resultados
obtenidos y a las cuestiones que han quedado abiertas y que intentaremos cerrar en

préximos trabajos.
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Capitulo 1

Introduccion

El inicio del estudio de sistemas dindmicos no lineales se remonta al matematico francés
Poincaré a principios del siglo XX. Desde entonces se han desarrollado herramientas que
han permitido profundizar en el comportamiento de los mismos. En Economia es a partir de
la década de los 80 cuando se produce una eclosién del estudio de los sistemas dindmicos no
lineales, desde un punto de vista tedrico y también empirico, que se desarrolla paralelamente
a un gran numero de investigaciones que ya se habian empezado a realizarse afios antes en
otras ciencias.

Centrandonos en la Economia, ha sido tradicional la busqueda de modelos dindmicos
lineales que describieran situaciones econémicas en equilibrio y estables. El uso de sistemas
dindmicos lineales estaba justificado por tratarse de modelos simples, con una dinamica
sencilla, cuya solucién era considerada el estado ideal al que tenia que evolucionar una
Economia, de modo que sin intervencién externa ésta tenderia a su estado de equilibrio.
Pero obviamente el comportamiento de la Economia real no es tan simple, mas bien es
erratico, parece desordenado, esta sujeto a oscilaciones no periédicas y a cambios en su
dindmica a lo largo del tiempo.

Hasta la década de los 50, el objetivo de muchos estudios era determinar las condiciones
necesarias y suficientes de estabilidad de un sistema dinamico en equilibrio. En este contexto,

si el fendmeno investigado no era lineal se exclufan aquellas caracteristicas (no lineales)
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que desviaran la dinamica del sistema de la de uno lineal. Sin embargo, tales modelos
resultaban contradictorios cuando intentaban explicar series temporales reales obtenidas
de los fenémenos econémicos. Estas series no reproducian el comportamiento regular tipico
de los modelos lineales y por tanto, estos no podian ser la respuesta para dichas series.
La nueva MacroEconomia clasica [39] intenta explicar el comportamiento de estas series
introduciendo perturbaciones estocéasticas exdégenas, denominadas shocks, en un modelo
dindmico lineal, de modo que los términos aleatorios podrian explicar la irregularidad de las
series temporales. Asi las perturbaciones explican la irregularidad, mientras que las reglas
dindmicas lineales describen la estructura béasica de la serie; es decir, sin la accién de estos
shocks aleatorios la Economia seria estable y convegeria a un estado de equilibrio. Ragnar
Frisch y Jan Tinbergen [52], en los afios treinta, explican los ciclos econémicos utilizando
shock aleatorios, puesto que observan que sistemas dindmicos lineales perturbados con
tales shock pueden generar series temporales similares a las series reales.

Sin embargo, hacia 1950 este enfoque para modelizar la realidad econémica fue criticado
por Hicks [52], porque al introducir perturbaciones aleatorias exégenas en un modelo se
pone en manifiesto el desconocimiento sobre los mecanismos que existen detras del fendmeno
econémico. Con esta idea, Hicks desarrollé su modelo del ciclo limite, uno de los primeros
modelos macroeconémicos no lineales, aunque Hicks no era consciente de que el sistema
dindmico que planteaba era realmente no lineal. En esta modelizacion se utilizaban funciones
lineales a trozos que venian determinadas al introducir los conceptos suelo y techo en el
modelo estudiado.

Tanto para Hicks como para otros investigadores de la época, las fluctuaciones de las
variables econdmicas no se deben a shocks aleatorios exégenos, sino que son el resultado de
la existencia de relaciones “no lineales” entre ellas. Es decir, el comportamiento irregular
es debido a la dindmica intrinseca del fenémeno econémico descrito por estas variables.
Goodwin fue uno de los primeros economistas que utilizé6 de modo explicito un modelo
no lineal para explicar el ciclo econémico [52]. Sin embargo, este modelo junto con el de
Hicks y otros, si bien eran no lineales, (tenian estados estacionarios localmente inestables
y ciclos limites estables que intentaban explicar los ciclos econémicos) sufrieron criticas
puesto que las series obtenidas de la simulacién de los mismos eran demasiado regulares
comparadas con las series reales, incluso si algo de ruido era afiadido al modelo. Luego era
preciso confiar nuevamente en shocks exégenos para los que no tenian explicacién.

Hasta los afios 80 hubo un creciente interés por la modelizacién formal de los fenémenos



econdmicos y un gran desarrollo de los modelos lineales autorregresivos con shock exégenos
aditivos, que fueron muy bien acogidos. En contraposicién durante este periodo, pese al
interés de gran niimero de economistas por los modelos no lineales, estos no se investigaron
como en fisica, quimica o ingenieria, quiza debido a la escasez de técnicas que permitieran
estimar dichos modelos no lineales. En los afios 80 el interés por la dindmica no lineal en
Economia vuelve a surgir, empujado por las investigaciones y aplicaciones que se habian
llevado a cabo en otras ramas de conocimiento unido a la teoria del caos y a la creciente
insatisfaccion con los modelos lineales.

La informacion que los agentes econdmicos tienen sobre un fenémeno econémico genera
expectativas sobre la evolucién del mismo y en base a ellas los agentes toman sus decisiones.
La formacion de expectativas de los agentes econémicos es un aspecto que diferencia un
modelo econémico de un modelo dindmico en otros campos de la ciencia, puesto que los
agentes econémicos toman las decisiones en base a las expectativas sobre el estado futuro
de la Economia. Las expectativas racionales son aquellas en las que se tiene en cuenta
toda la informacién sobre el fenémeno econémico para tomar la decision éptima, de modo
que en media las expectativas coinciden con el resultado de las decisiones. Si un modelo
econémico fuese determinista y sin ruido, tener expectativas racionales implicaria una
perfecta prediccién mientras que, en un modelo estocastico, las expectativas racionales
coinciden con la esperanza condicionada a la informacién disponible.

Como ya hemos dicho, el interés de los economistas por la teoria del caos se inicid
en la década de los 80. Desde entonces se han realizado muchos estudios sobre caos en
Economia y se han revisado modelos y planteado otros nuevos que dan cabida a este tipo de
comportamiento. Ademaés, esta teoria permite dar una explicacién de la conducta erratica
de muchas series econémicas, no precisando de shocks exdgenos.

En Federici y Gandolfo [22] se puede ver que son varias las razones para mostrar
dicho interés. Una, el aparente comportamiento estocastico que podia generar un sistema
dindmico determinista, entendiendo por aparente, el hecho de que los datos generados
por el sistema no se distinguen de los que generaria una variable aleatoria. Y otra y
muy importante razén es la imposibilidad de realizar predicciones exactas, lo que podria
parecer contradictorio puesto que el modelo generador de los datos es determinista. Esta
imposibilidad es debida a que la dinamica de la serie es cadtica, es decir, tiene dependencia

sensible a las condiciones im'cz'alesﬂ y esta sensibilidad a las condiciones iniciales tiene

Ver la definicién en el Capitulo
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importantes implicaciones. La primera estd relacionada con las expectativas racionales
de los agentes econdémicos, puesto que si un modelo econémico generase series cadticas
(determinista o determinista con una componente estocéstica), los agentes econémicos,
pese a conocer las ecuaciones que gobiernan su dindmica (y conocer la naturaleza de los
shocks ex6genos, si los hubiera), no pueden impedir los efectos de la dependencia sensible
a las condiciones iniciales y por tanto, se hace imposible una precisa prediccién. Luego, si
el modelo dindmico presenta dependencia sensible a las condiciones iniciales no se podria
pensar que las expectativas son racionales y se tendrian que considerar otras posibles reglas
de generacién de expectativas.

Esta imposibilidad de hacer predicciones, salvo en el corto plazo, reduce el interés de
la estimacién de los parametros de un modelo de estas caracteristicas para unos datos
disponibles. Ademas, la no linealidad de la funcién que rige estos modelos con trayectorias
cadticas hace que no se tenga informacién tnica sobre el estado pasado del sistema que lo
ha llevado al estado presente.

Sin embargo, pese a esta impredecibilidad no se puede ignorar la importancia de la
dindmica no lineal (determinista o determinista con una componente estocastica) en el
estudio de los fenémenos econémicos. Lo importante es hacer comprensible la dindmica de
los fenémenos que ocurren, y cuando sea posible, aunque sea en el medio o corto plazo
predecir y modelizar.

En esta memoria se estudian algunas herramientas para la no linealidad, que no solo
tienen cabida dentro de la dindmica determinista y prueba de ello son lo ampliamente que
se han utilizado con series econémicas. En muchos trabajos relacionados con la dinamica
de variables econémicas se empieza construyendo una serie vectorial utilizando el método
del retardo, referenciando el Teorema de Takens o bien estimando el mayor exponente
de Lyapunov de una serie vectorial construida con objetivo de detectar comportamiento
cadtico en la misma o bien estudiar su volatilidad. Los graficos de recurrencia se han
utilizando con series no estacionarias con el objetivo de detectar senales que indiquen los
cambios de la dindmica, ademas, de lo ampliamente utilizados que son los contrastes de

independencia serial. Este tipo de herramientas son el objetivo de esta memoria.
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1.1. Generalidades sobre sistemas dinamicos discretos

En esta seccion debido a la discretizacién de los datos econémicos y a que muchos
modelos de la teoria econdémica se modelizan de modo discreto, se recuerdan conceptos
relacionados con los sistemas dindmicos discretos que implicitamente se utilizan en esta
memoria.

Los elementos de una serie temporal pueden ser medidas obtenidas de los estados,
x, de un sistema dindmico determinista, con x € X, y X un subconjunto de un espacio
finito-dimensional R"*, donde la transicién de un estado a otro estd gobernada por una

regla deterministica, que se expresa en tiempo discretoﬂ por una aplicacién f tal que

T = f(@e). (L.1)

El par (X, f) se llama sistema dindmico discreto auténomoEL donde X es el espacio de
estados y t representa el tiempo, de modo que si se conoce el estado del sistema en el
momento inicial zg se pueden conocer los estados sucesivos.

Se denomina érbita o trayectoria hacia adelante del sistema de condicion inicial

xg al subconjunto de X
{20, f@o), f w0} frl@o), - = {F1 (o)} = {wa}y

con z; = fl(zo) = fo fo-of(zo)y fOx0) = o.
—_—

t veces
Si f es lineal, siempre es posible obtener la expresién analitica de la érbita de condicién

inicial zg, sin embargo, si f no es lineal, es dificil dar una expresién explicita de la misma.
Cuando esto ocurre, se puede realizar un andlisis cualitativo del comportamiento de las
orbitas, es decir, estudiar su comportamiento asintétiaﬁ (cuando t es suficientemente
grande) o bien realizar un estudio local utilizando una aproximacién lineal del sistema en
el punto del espacio de estados que interese.

Cuando el comportamiento asintético de una érbita no es explosivo, puede ocurrir que

la 6rbita se aproxime asintéticamente a un punto zq del espacio de estados (punto fijo del

2Esta transicién también puede expresarse en tiempo continuo por un conjunto de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dx
(@) = Fa(t)).

3Cuando f depende explicitamente de la variable tiempo, z;41 = f(t,x¢) el sistema dindmico es no
auténomo.
4F] dindmica transitoria es la que tiene un sistema dindmico antes de alcanzar la dindmica asintética.
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sistema dindmico, f(z9) = z¢), a un conjunto finito de puntos -ciclo- (puntos fijos de una
interada de f) o bien a algtin conjunto A mostrando una dindmica mas compleja. Este
conjunto es llamado atractor del sistema dindmico. Un subconjunto A C X es un atractor

global del sistema dindmico ([1.1)) si verifica que:

1. Es invariante, es decir la érbita con condicién inicial xg € A permanecen indefinida-

mente en el conjunto A.

2. Para todo zg € X la distancia de f!(zg) a A tiende a 0 cuando ¢ se hace muy grande

(la 6rbita de condicién inicial xy estd infinitamente cerca de A).
3. No se puede descomponer en subconjuntos que verifiquen

Cuando esta situacién solo se cumple para valores g € U con A C U C X se dice que A
es un atractor local.

Los conjuntos atractores que tienen una estructura muy complicada se llaman atractores
cadticos y son aquellos donde las trayectorias tienen un comportamiento que parece aleatorio.
Aunque hay distintas definiciones de atractor cadtico, nosotros vamos a considerar que un
atractor es cadtico cuando sus orbitas tienen dependencia sensible a las condiciones iniciales,
lo que significa que érbitas de condiciones iniciales muy préximas, llega un momento en el
que se separan (aunque se esperaria que se mantuvieran cerca), pudiendo volver a estar
préximas.

Cuando A es un atractor global de un sistema dindmico la cuenca de atraccion del
atractor es todo el espacio de estados. En general, la cuenca de atraccién de un conjunto
atractor A es el conjunto de todas las condiciones iniciales cuyas érbitas son atraidas hacia
A. Cuando el comportamiento asintético del sistema se concentra en un conjunto
atractor de medida de Lebesgue 0 de R™, se dice que el sistema es disipativo.

Dada una o6rbita de condicion inicial zg del sistema dinamico (1.1) y A un conjunto
atractor del mismo, puede ocurrir que la 6rbita no visite todas las zonas del atractor con
la misma frecuencia, definiendo una medida sobre el atractor, pu(xo)dz, como la fraccion de
tiempo que la trayectoria esta en el elemento dz del atractor. Si el sistema es ergddico, para
todas las dérbitas, la medida que se define es la misma, con independencia de la condicién
inicial (para casi toda condicién inicial), g, en la cuenca de atraccién de A.

La caracteristica de un atractor cadtico es la dependencia sensible a las condiciones

iniciales que tienen las érbitas que evolucionan en él. Los exponentes de Lyapunov se
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definen a partir de la evolucion de la distancia en las distintas direcciones del espacio
de fase de dos orbitas de condiciones iniciales proximas; de modo que el hecho de que
dos oOrbitas en un atractor cadtico con condiciones iniciales muy préximas se alejen, en
alguna direccién y en algiin momento, es debido a que las érbitas tienen un exponente
de Lyapunov positivo en esa direcciéon. El mayor exponente indica la predecibilidad del
sistema, de modo que un exponente positivo indica poca capacidad de prediccién. Si el
sistema dindmico es ergddico, los exponentes de Lyapunov de las 6rbitas no dependen de
la condicién inicial de la misma [5I] y por tanto son una caracteristica del atractor del
sistema dindmico.

Resulta de interés, y sobre todo en un contexto econémico, los cambios en la dindmica de
un sistema cuando se tiene un sistema dindmico pardmetrizado (X, f), con zy41 = f(z, ).
Se dice que el sistema dindmico tiene una bifurcacién cuando p = pg si tiene un atractor
cuando p es menor que pg topolégicamente distinto al atractor que tiene cuando p es

menor que Ug.

1.2. Descripcion de la memoria

Los métodos para el estudio de series lineales se han utilizado ampliamente y consisten en
un conjunto de procedimientos que permiten describir completamente los datos utilizando un
pequenio conjunto de pardmetros. Sin embargo, muchas series no pueden ser analizadas con
métodos lineales porque resultan insuficientes y lo que se necesitan son otros procedimientos
y técnicas sensibles a las relaciones no lineales existentes en los datos. En esta memoria se
muestran algunas de estas herramientas o procedimientos, unas que han sido ampliamente
utilizadas y otras completamente nuevas y que han mostrado su eficacia sobre series
simuladas.

A partir de una serie real de medidas obtenidas de una 6rbita de un sistema dindmico
desconocido, {a;}, el Teorema de Takens [50), 60, [63] hace posible que casi siempre se pueda
construir una érbita de un sistema dindmico en R™ que sea equivalente a una érbita del
sistema dindmico desconocido, manteniendo la estructura diferencial de la misma. Para
ello, hay que elegir una dimension m, llamada dimensiéon embedding, y un retardo 7, que
haga posible realizar esta reconstruccién, puesto que cada una de las tplas de las nueva

orbita, x;, llamadas m—historias, se construyen de la siguiente manera:

Ty = (Oét, Otpry A4 27, " " ?at-i-(m—l)T)
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donde valor del retardo, 7, aunque no es importante desde el punto vista tedrico, si lo es
desde el punto de vista practico (este procedimiento se llama embeber la serie temporal).

Con anterioridad al Teorema de Takens, el Teorema de Menger and Né&beling y el
Teorema de Whitney hacen posible la inclusiérﬁ de un conjunto X de dimensién k£ en
R™ siempre que m > 2k + 1. Es decir, si un atractor de un sistema dindmico es un
subconjunto de una variedad diferenciable compacta de dimensién k, y se tienen m medidas
de dicho sistema, podemos visualizar el atractor en R™. El teorema de Takens reconstruye
el atractor (un atractor equivalente) con solo una serie temporal de una medida obtenida
del sistema dindmico de interés, de modo que ese nuevo atractor corresponde a un sistema
cuya dindmica viene dada por la funciéon vectorial F', definida de un subconjunto de R™

en sl mismo, como

Tipmr = (Qtrs Qror, Uidr,  +  Qgmr) = F(2) = Fo, pyr, - 7at+(m—1)7')
de modo que las funciones reales que constituyen £’ son

Fi(ay, augrs oo Qg (me1)r) = Qugir
Fo(at, pyr, por, 7at+(mfl)‘r) = Qi4mr

coni=1,2,....m — 1. Asi el elemento ay1,,, de la serie de medidas se puede explicar a
partir de valores previos de la misma (método del retardo). Esta manera de proceder ha
tenido mucha importancia en el desarrollo de las técnicas de analisis de series temporales,
ya sean estocdsticas o deterministas. Por ello, dedicamos el Capitulo [2] a realizar una nueva
demostracion del Teorema de Whitney, asi como a demostrar una versién del Teorema de
Takens [63] utilizando herramientas usadas por Stark (extensién del Teorema de Takens a
sistemas no auténomos, [60]) de Topologia Diferencial. Ademés, se introduce el concepto
de conjunto prevalente de un espacio infinito dimensional definido en Sauer y otros [33, 56]
y se realiza una demostracion de la version prevalente del teorema de Whitney (resultados
publicados en Acta Mathematica Hungarica, 88(4), “On an embedding theorem” [16] y en
[4])-

El valor del mayor exponente de Lyapunov de una érbita es una medida cuantitativa
de su estabilidad (o variabilidad) y es habitual utilizarlo con el criterio de si es negativo,
la érbita es estable. Sin embargo, no siempre es asi. En el capitulo [3] se dan ejemplos de

sistemas dinamicos unidimensionales y bidimensionales donde una érbita con un mayor

5La inclusién, que puede respetar la estructura diferenciable, de un conjunto en el conveniente espacio
vectorial R™, en general, se llama embedding.
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exponente de Lyapunov negativo es inestable. Ademads, en este capitulo, también se da un
resultado, que utiliza la definicién de exponente de Lyapunov fuerte de una érbita de un
sistema dindmico unidimensional, y que dice que si para una érbita este exponente fuerte es
negativo, el espacio de fases es compacto y la funcién f es CV), entonces la 6rbita es estable
(estos resultados obtenidos han sido publicados en International Journal of Bifurcation
and Chaos, [0] y en el libro Springer Proceedings in Mathematics and Statistics 23 [7]).

Otra herramienta ligada al anélisis de una serie temporal posiblemente obtenida de un
modelo no lineal son los gréaficos de recurrencia. Una vez construida una serie vectorial a
partir de la serie real, un grafico de recurrencia de la misma representa la proximidad entre
cada par de elementos de la serie vectorial construida. Estos graficos son de interés porque
no se imponen condiciones a la serie, y las medidas definidas sobre ellos hacen posible
identificar distintos tipos de comportamiento dindmico si lo hubiera, y aproximarnos al
momento temporal donde prodria haber ocurrido un cambio en la dindmica de una serie.
Este hecho es el que hemos tenido en cuenta para obtener los resultados del Capitulo 4
y encontrar posibles puntos de bifurcacién de un sistema dindmico continuo (sistema de
Liu) que depende de un parametro de control (resultado publicado en Chaos, Solitons and
Fractals, [§]).

Finalizamos esta memoria proponiendo un nuevo test de independencia basado en
dindmica simbélica [13]. De modo mas preciso, se describe la ausencia de dependencia de una
serie independiente e idénticamente distribuida (i.i.d.) utilizando patrones de ordenacién
de las m—historias construidas a partir de la serie i.i.d. La dindmica simbélica particiona el
espacio de estados en un niimero finito de regiones (m!) y cada una de ellas tiene asignada
una permutacién, que describe el orden de las componentes de un vector de esta regién
(las componentes de cada uno de los estados que estédn en la misma regién de la particién
se ordenan igual), de modo que si se tiene una serie vectorial de estados de un sistema
dindmico, a cada uno de ellos se le asigna la permutacién (simbolo) correspondiente a la
zona de la particion a la que pertenece y asi se obtiene su correspondiente serie de simbolos.
Puede parecer que al hacer esta asignacion la nueva serie de simbolos pierde informacién
de la serie de partida, obteniéndose una descripciéon més ruda de la dindmica subyacente,
pero caracteristicas esenciales de la dinamica de la serie vectorial, como periodicidades,
dependencias o cambios de la dindmica, entre otras, se mantienen en la serie de simbolos.

Numerosas investigaciones han hecho uso de la dindmica simbélica en el estudio de la

dindmica de series de datos, en particular se ha utilizado en recientes test de independencia
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y de determinismo [45, 46]. En el Capitulo [5|de esta memoria, se parte de la simbolizacién de
un conjunto compacto para definir la correlacién integral simbdlica del mismo y se presenta
un nuevo test de independencia serial basado en el estadistico construido para estimar
la correlacién integral simbélica de un conjunto compacto. Se estudia el comportamiento
asintético del estadistico para una serie independiente e idénticamente distribuida.

La distribucién de este sencillo estadistico estd basado en las matrices que recogen las
probabilidades de que un estado x; en R™ tenga asignado un simbolo y el estado en el
momento ¢ + j, con j = 1,2, ..., tenga asignado cualquier otro simbolo, cuando los estados
se han obtenido de embeber una serie i.i.d. Lo interesante y sorprendente es que estas
matrices no dependen del proceso generador de la serie i.i.d.

Se ha estudiado el tamafio del test realizando simulaciones de distintos procesos
generadores de series i.i.d., para distintas logitudes de series y distintos valores de m. De
modo andlogo se ha estudiado la potencia del test simulando series dependientes generadas
por distintos procesos. Los resultados obtenidos muestran un excelente tamano y una
buena potencia.

Para finalizar el capitulo hemos definido una nueva herramienta grafica, los graficos de
recurrencia simbolicos coloreados que visualizan la correlacion integral simbdlica de una
serie temporal embebida en un espacio m—dimensional. Cada serie tiene un solo grafico de
recurrencia simbélico para cada m. Esta nueva herramienta de andlisis de series temporales

se encuentra en un estado inicial de desarrollo.



Capitulo 2

Teoremas de Whitney, Takens y
Stark

Los primeros resultados sobre embeddings topolégicosp_-] fueron obtenidos por Menger y
Nobeling en 1931 [34] para espacios métricos X de dimensién topolégicaﬂ m. Mas tarde,
en 1936, Whitney [67] demostré analogos resultados para variedades diferenciables de
dimensién m. Sin embargo, cuando el conjunto X no es una variedad diferenciable, el
Teorema de Whitney no se puede utilizar y son Sauer, Yorke y Casdagli [56] los que
extienden el resultado de Whitney a conjuntos compactos con dimensién box-counting d.

Empleando una aproximacion diferente, en este capitulo se dan nuevas demostraciones
del Teorema de Whitney [67] y de su versién prevalente [56] utilizando herramientas
de Topologia Diferencial. Para ello, se comienza este capitulo recordando los principales
conceptos tedricos necesarios para seguir estas demostraciones.

Normalmente, si un investigador experimental dispone de una serie temporal (una serie
de medidas de un cierto fenémeno) que procede de un sistema dindmico multidimensional
desconocido, el analisis de tal sistema dinamico requiere la construccién de una Orbita

(atractor) de un sistema dindmico equivalente al desconocido. El Teorema de Takens [63]

1Un embeddding topolégico de un conjunto compacto X en R* es una aplicacién inyectiva de este
conjunto X en R* queconserva la estructura topolégica.
2Ver Munkres [49] pagina 305 para una defincién de dimensién topolégica de un conjunto.

11
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afirma que genéricamenteﬁ la 6rbita construida, a partir de sucesivos valores de la serie
temporal de medidas, conserva las caracteristicas topologicas y diferenciales de la érbita
del sistema desconocido de la que proceden las medidas. En la pentltima seccién de este
capitulo se enuncian el celebrado Teorema de Takens y la extension dada por Stark [60] y

demostramos un nuevo teorema que es una variante de los dos anteriores [16].

Aunque cuando se estudian series temporales en Economia, lo importante es la aplicacion
de las técnicas a los datos, es bien sabido que los teoremas que fundamentan la teoria
necesaria para que estas técnicas puedan ser utilizadas deben ser demostrados. Por ello,
hemos dedicado este capitulo de la memoria a los aspectos teéricos que fundamentan esta
importante herramienta, que es la construccién, a partir de una serie unidimensional, de
una trayectoria vectorial equivalente a la del sistema dindmico desconocido que genera
la serie que se estudia. Este modo de proceder es utilizado habitualmente con modelos

autorregresivos expresados como

ar = fa—r, 427, y Xt —(m—1)75 €t)

donde ¢, es independiente e idénticamente distribuida (i.i.d.), siendo muchos los modelos es-
tocasticos obtenidos a partir de sistemas dinamicos deterministas perturbados. Finalizamos
el capitulo describiendo algunos de los métodos mas utilizados para obtener los parametros,
que son necesarios fijar a priori, para llevar a cabo este proceso de reconstrucciéon (o

embedding).

2.1. Definiciones y Resultados Basicos. Notacion

En esta seccién se enumeran las definiciones y los resultados bésicos que se utilizan en
las secciones sucesivas, para ello se ha seguido principalmente el libro de Hirsch Differential
Topology [31] entre otros [2,149] [54]. El objetivo de esta seccion es agrupar todos los conceptos
y resultados bésicos necesarios para poder realizar una lectura casi autocontenida de esta

memoria.

3Informalmente quiere decir que el conjunto de sistemas dindmicos y el conjunto de medidas que
permiten construir un sistema dindmico equivalente es abierto y denso en la familia de sistemas dindmicos
y conjunto de medidas con la correspondiente topologia.
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Definiciones basicas

1. Un espacio topoldgico M C R* es una variedad diferenciable de clas cr) (r>0)
y de dimensién m si existe una familia de pares (U;, ¢i)ier, con I un conjunto de
indices, donde U; son conjuntos abiertos de M y ¢; son homeomorfismos de U; en

un conjunto abierto de R™, verificando que:
a) Uies Ui = M.
b) Si U;NU; # 0 la aplicacién
pipi ! eiUiNU;) = (Ui N Uj)
es de clase C7).
Cada par (Uj, ;) es una carta de la variedad y {(U;, ;) };c; un atlas de M.

2. Sean M y N dos C") variedades y f : M — N una aplicacién de M en N. Las cartas
(U,p) de My (V,1) de N se dicen que estan adaptadas o acopladas a esta aplicacion
fsi f(U) CV y la aplicacién

bofop o) = (V)
se dice que es una representacion local de f en las cartas dadas.

3. Se dice que f es diferenciable en un punto x € U C M, con U un abierto de M, si
tiene una representacién local diferenciable en ¢(z). Una aplicacion f es diferenciable

si tiene una representacién local diferenciable en todos los puntos de M.

4. Sean (U, ) y (V,4) dos cartas de M, con x € UNV y u,v € R™. Se dice que (U, ¥, u)

y (V,p,v) son equivalentes y se denota por (U, ¢, u) ~ (V,p,v), si
D¢ o o) ((x))(u) = v.

5. Sea el conjunto T, = {(U,¢,u): (U,p) es una carta de M, z € U, u € R™}. El
espacio tangente a M en x es el conjunto de las clases de equivalencia del conjunto

T,M =T,/ ~ y cada clase de equivalencia se llama vector tangente a M en x.

4C™ indica continua y diferenciable r veces.

13
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10.

11.

12.

. La unién de todos los vectores tangentes en todos los puntos de M es el fibrado

tangente a M y se escribe T M:

TM ={(z,v):x e M yveTM}= | {z} x LM
xeM

Sean M y N variedades diferenciable de dimensiones m y n respectivamente y
f M — N una aplicacién diferenciable. La derivada de f en x € M es la aplicacion
lineal Ty f : Ty M — T,y N y la derivada de f es la aplicacion T'f : TM — T'N tal
que a cada (z,v) € TM le corresponde (f(x), T, f(v)) € TN.

a) Si T,f es inyectiva se dice que f es una inmersion en x. Cuando f es una

inmersién en cada x € M, se dice que f es una inmersion.

b) Si T, f es sobreyectiva entonces se dice que f es una submersion en x. Si T, f es

sobreyectiva para todo x € M, entonces f es una submersién.

¢) Si f es una inmersién y aplica homeomérficamente M en su imagen se dice que

f es un embedding de M en f(M).

. Un punto z € M se dice que es un punto reqular si f es una submersion en x. En

caso contrario, se dice que x es un punto critico de fy f(z) su correspondiente valor

critico.

. El elemento y € N es un valor reqular de f si f~'(y) = 0 o bien si para todo

r € f~1(y) se cumple que z es punto regular de f.

Sea M una variedad de dimensién m. Un subconjunto S C M se dice que tiene
medida cero en M cuando para toda carta (U, ¢) de M, el subconjunto (U (S) de

R™ tiene medida de Lebesgue cero.

Un conjunto S se dice residual en un espacio topoldgico X si existe un conjun-
to numerable de subconjuntos abiertos y densos {U;}jen de X, cumpliendo que

Sean M y N variedades de dimensién finita, f : M — N una aplicacién diferenciable,
se dice que es transversal a una subvariedad L C N en f(z) € N, si f(x) ¢ L, o si

cuando f(z) € L, se verifica que

Ty(wyN = Tuf (TuM) + Ty (L.
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13.

14.

15.

16.

Se dice que f es transversal a una subvariedad L C N cuando lo es en todo y € L.

i . . J

Sean M una C" —variedad compacta de dimensién m, {U;, ‘Pj}jzl un atlas que
cumple que U}-Izl Uj=My{C }j ;7 una familia de conjuntos compactos que cumplen
C; cUjy Ule C; = M. Sea el conjunto de las C") —aplicaciones de M en R,
que se denota como C’")(M ,R™). En este conjunto se define una distancia entre

f.g € CT(M,R")

A(f,9) = sup{|l£(2) = 9(2) s |

rxeCp1<j<J1<i<r}

% -1 % —1
T (fOSDj )ij(;t) =T (gO(/)j )cpj(:v) veM

donde 7" denota la derivada de orden i < r.

Si en vez de considerar R™ se toma una C")—variedad N de dimensién n, la topologia

del conjunto C™) (M, N) es més complicada y se define utilizando una base de entornos.

Si feC)(M,N)y (U)y (V,7) son cartas sobre las variedades M y N respecti-
vamente, K C U es un conjunto compacto que cumple que f(K) C V y € >0, un

entorno de f es el conjunto definido de la siguiente manera:

g:M—->N:g(K)CV
Nr(fv (907 U)? (1/}7 V)v K, 6) = ||Tk(¢ ofo <p_1)(<p(l‘)) - Tk(w 0go 90_1)(90(37))” <e€
Vee K,k=0,...,r

Sean M y N variedades diferenciables y K un espacio topoldgico. La aplicacién
F:K—C'(M,N)

asigna a cada k € K la aplicacién entre de M a N parametrizada por k € K,

F(k) = fr € C")(M, N), cuya correspondiente aplicacion evaluacion es

evp : KxM— N
evp(k,z) = fi(z)

Dado un conjunto compacto A de R¥, tal que para cualquier € > 0 N(¢) es el ntimero
de subconjuntos A. = {z € R¥ : ||z — a|| < ¢,a € A} verificando que A C |J A, se
dice que tiene dimensién box-counting d si existe el limite

=0  log(e)
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Resultados

A continuacién se enuncian un conjunto de resultados basicos cuya demostracién se

puede seguir en cualquiera de las referencias introducidas anteriormente y en [60].

10.

. Sea M una variedad diferenciable de dimension m. El conjunto T, M tiene estructura

de espacio vectorial de dimensién m.

. Si M es una C")—variedad de dimensién m, la aplicacién 7 : T(M) — M definida

como 7(v) = x con v € TM y 77 1(x) = T, M induce en T(M) una estructura de

C™Y—variedad de dimensién 2m y 7 es O™,

. El subconjunto TM = {(z,v) : z € M, ||v|| = 1} € T(M) es una variedad diferencia-

ble de dimensién 2m — 1.

. Si M es una variedad compacta una aplicacion diferenciable f de M en N es un

embedding de M si y solo si f es inyectiva y una inmersion.

. Si X es un espacio métrico completo (o espacio topoldgico de Baire), todo subconjunto

residual es denso.

. Si T, f es sobreyectiva para todo z € M, entonces la aplicaciéon f es transversal a

cualquier subvariedad de .

Si f es transversal a una subvariedad L C N, f~1(L) es una subvariedad de M.

. Si M es una variedad compacta, el conjunto C™) (M, R™) es una variedad [60] con

TC(MR" = |J  {f} x T;C"(M,R")
feCm) (M,R")

siendo TyC™(M,R") = {n € C"V(M,TR") : mgn o = f} y e : TR" — R",
Trn (V) = f(x) con v € Ty, R".

. Ademads, si M es una variedad compacta, T'M es también una variedad compacta

y cm b (fM ,TR™) es una variedad. Por tanto, tiene sentido considerar el conjunto

TC™Y(TM, TR™) con

Tr,C"Y(TM, TR") = {w e C"V(TM,TTR") : 7pgn ow =T f} :

La aplicacién w : TTM — TTM definida como w(x,v,u,w) = (z,u,v,w), llamada

involucién canédnica, es un isomorfismo que satisface 7y o w =TTy con wow = 1.



2.2. Resultados previos

11. C")(M, N) es un subconjunto denso en C™) (M, N) cuando r > 1.

2.2. Resultados previos

Si bien en la seccién anterior se enumeran los resultados basicos de Topologia Diferencial
que se van a utilizar en este capitulo, por su importancia, en esta seccién comenzamos
enunciando dos teoremas clasicos de la Topologia Diferencial cuya aplicacion es fundamental
cuando lo que se pretende es demostrar que una propiedad se cumple en un subconjunto
abierto y denso de una variedad, para continuar demostrando una serie de lemas en los
que se apoyan las demostraciones de de los Teoremas de las Secciones 2.3 y 2.4.

Estos dos importantes teoremas de la Topologia Diferencial [3I] son el Teorema de
Sard y el de Transversalidad Paramétrica, que se utilizan reiteradamente en los resultados

que demostramos.

Teorema 2.1 (Morse-Sard). Sean M y N variedades de dimensiones m y n respectiva-
mente y f : M — N una C™—aplicacién. Sir > méx{0,m — n}, el conjunto de valores
criticos de [ tiene medida cero en N. El conjunto de valores regulares es residual en N,

luego es denso en N.

Teorema 2.2 (Teorema de Transversalidad Paramétrica ). Sean K, M y N C7)—
vartedades y L C N una C") —subvariedad de codimension p. Sea la aplicacién continua

F:K — C"(M,N) tal que evp es C™. Si
i) Los espacios topolégicos K y M tienen una base de entornos numerable.
i1) evp es transversal a L.
iit) > max {0, m — p} con m = dim M.

entonces el conjunto A = {k € K : fj, es transversal a L} es residual en K y por tanto
denso. Ademds, si L es cerrada en N y M es compacta, entonces A es también un conjunto

abierto.

Cuando K es una variedad de dimensién finita, se usa el Teorema de Morse-Sard para

obtener el resultado siguiente, cuya demostracién estd inspirada en Stark [60].

Teorema 2.3. Sean K, M y N C")—variedades y sea la aplicacion F : K — C") (M, N)

tal que evp es C™). Sea L C N una C")—subvariedad de codimension p en N. Si

17
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i) K y M son variedades de dimension finita.
i1) evp es transversal a L.
iti) v > max{0,dim M — p}.

Entonces el conjunto A = {k € K : fi, es transversal a L} es residual en K (el conjunto
B ={k e K : fi no es transversal a L} tiene medida cero en K ). Ademds, si L es cerrada

en N y M es compacta, A es un conjunto abierto.

Demostracion. evp' (L) es una subvariedad de K x M y 7 : evyp' (L) — K es la proyeccién
sobre K. Basta probar que el conjunto de valores regulares de 7 estd incluido en el conjunto
A ={k: fj es transversal a L}.

Sea k € K un valor regular de 7, entonces:

1. Si 7=1(k) = 0, entonces fi(z) ¢ L para todo x € M, fj, es transversal a L, o lo que

es lo mismo k € A.

2. Si 771(k) # 0, entonces y = fi(z) € L para algtiin z € M. Se tiene que probar que
fr es transversal a L en x, esto es, Ty, fr (T, M) + T,L = Ty N.
Como evp es transversal a L, para todo w € TN, existe v € TyL, a € T K y
u € T M tal que Ty, yevp (o, u)+v = w, esto es, nq(z) + Ty fr(u) +v = w, cumpliendo
que 1o : M — TN tal que 7y 0 nq = fi.
Por otra parte, Ty ;7 es sobreyectiva, es decir, para a € T, K, existe v’ € T, M tal
que (a,u') € Ty x(evi' (L)) o lo que es lo mismo 1, (z) + Ty fix (') € T, L. Por tanto,
se tiene que Ty fr.(u — u') + ( No(x) + Ty fr(u') + v) = w, con lo que queda probado

que fi es transversal a L.

Por el Teorema de Morse-Sard, el conjunto B tiene medida 0 en K y A es residual

en K.

O]

Los dos lemas siguientes son resultados técnicos que utilizaremos més adelante y estdn

probados en Stark [60].

Lema 2.4. Sea f € C")(M,R™). Dadosz € M, v € Ty R™ yU C M un entorno abierto

de x, existe v € TyC"(M,R™) tal que v(x) = v y su soporte estd en U.

18
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Lema 2.5. Sea f € C")(M,R™). Dados v € T,(M) v #0, w € Try)(TR™) y un entorno
abierto U C M de x, existe v € TyC"(M,R™) tal que w(T,v(v)) = w, cuyo soporte estd
en U.

A continuacién demostramos unos resultados en formato de lemas, los dos primeros
son necesarios en la demostracion que damos del Teorema de Whitney y los dos ultimos en

la demostracion de la version prevalente de este teorema.
Lema 2.6. Sea M una variedad compacta de dimension m. Sean la aplicacion o:

o CO(M,R¥*™Y - 0" V(TM, TR 1)

y su correspondiente aplicacion evaluacion evy:
evy : C"(M,R*™Y) x TM — TR*™+!
evy(f,v) = Tf(v)
Entonces ev, es transversal a toda subvariedad de TR*™H | para r > 1.

Demostracion. Sea

Tiveve : TpC(M,R¥™ ) x T,TM — Tpp, TR¥™ !

definida como
Trvevs(v,u) = T,T f(u) + wlpv(v).

Por el Lema la aplicacién T ,ev, es sobreyectiva para todo (f,v) € C™)(M,R*™+1) x

TM. Por tanto, ev, es transversal a cualquier subvariedad de TR?™+1, ]

Lema 2.7. Sea M wuna variedad compacta de dimension m. Sean las aplicacion p y su

correspondiente aplicacion evaluacion, con M x M\ A ={(z,y) € M x M : z # y}
P CT)(M, R2m+1) — Cr)(M < M \ A,R2m+1 % R2m+1)

p(f) = (f, f)/MxM\A

ev, = CT(M,R¥™F ) 5 (M x M\ A) — R+ x R2m+1

e’Up(f,I‘,y) = (f(:E), f(y))
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con A la diagonal de M x M. Entonces ev, es transversal a toda subvariedad de R2m+1

R2m+1

Demostracion. Sea

Tf@’yevp : TfCr(M, R2m+1) X T(x,y) (M x M \ A) — T(f(x),f(y))R%rH_l X R2m+1

definida como

Tayevo(vu,v) = (Tof(u) + v(2), Ty(v) + v(y)).

Por el Lema la aplicacion T , yev, es sobreyectiva para todo (f,z,y) € cr) (M, R?m+1)x

(M x M\ A). Por tanto, ev, es transversal a cualquier subvariedad de R2m+1L  R2m+L O

Lema 2.8. Sea M C R* una variedad compacta de dimension m vy sea {f1, fa, ..., fp} una
base del espacio vectorial de las funciones polindmicas de RF en R*™*+1 de grado menor o
tgual 1. Sean las aplicaciones
p i RP = C(M x M\ AR>H  RZmH])
P P
pla) = <Z aifiazaifi>
i=1 i=1
ev, : RPx (M x M\A)— R R2mHl

<Z a;fi(z), Z%ﬁ(y))
=1 =1

€Up(Oé, z, y)

con A la diagonal de R*™+1 x R?™*1 . Entonces ev, es transversal a A, para r > 1.
Demostracion. Sea ev,(a, x,y) = (z,2) € A con z = P L aifi(z) =3 aifi(y) y sea

Tozyevy = TaRP X Tpy(M x M\ A) = T, (R x R¥mH)

p P p p
Towyevp(a,u,v) = <Z aifi(x) + Y aiTefi(u), Y aifi(y) + aiTyfi(U)>
= i=1

i=1 i=1
Se tiene que probar que la imagen de T, , ,ev, contiene el conjunto Tz,Z(IRQmJrl X R2m+1).
La base de las funciones polinémicas de R¥ en R?™*! de grado menor o igual 1 tiene 2m + 1
polinomios de grado 0 y k(2m + 1) polinomios homogéneos de grado 1. Por tanto, si x # v,

x; # y; para algun 4, luego el rango de

((F1(2); f1(9)s s (fol@), fp()))
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es 4m + 2. Entonces para (0, ..., e;,..,0) € T, .(R?™F1 x R?™H1) con i = 1,2,...,4m + 2,
existe a € T,RP cumpliendo T4, » yev,(a,0,0) = (0, ..., 4, ..,0), quedando demostrado que

la, aplicacién ev, es transversal a A. ]

Lema 2.9. Sea M € RF una variedad compacta de dimension m y sea el conjunto
{f1, f2, .., [p} una base del espacio vectorial de las funciones polinémicas de RF ¢ R2ZmH1

de grado menor o igual que 2. Sean las aplicaciones
o : RP = C(TM,TR*™*)
o) = Mol
i=1
evy ;Rp x TM — TR?>™H!
evy(a,v) = iaini(v)

i=1
Entonces ev, es transversal a toda subvariedad de TR*™ 1, para r > 1.
Demostracion. Para o« € RP y v € TM, sea la aplicacién

Tovevy : ToRP x T,TM — ToTR*™ !

Tovevg(a,u) = i a; T, T fi(u) + i a;Tfi(v)

i=1 i=1
con Q =3"  ;Tfi(v). Bastarfa probar que esta aplicacién es sobreyectiva.
El nimero de polinomios homogéneos de grado 1y 2 en {fi, fa, ..., fp} es (2m+1)(2k +
k(k —1)/2), siendo el rango de

(T f1(v), ..., T fp(v))

2(2m + 1), para v # 0. Por tanto, para cada w € ToTR?™ ! existen a; € R (componentes

de a € T,RP), i =1, ...,p tales que
P
w= Z a;T fi(v) = Ty peves(a,0)
i=1
lo que prueba que ev, es transversal a toda subvariedad de TR*™ 1, ]

Lema 2.10. Sea A C R* un conjunto compacto. Entonces existe una aplicacién C°) de

R* o R™ inyectiva sobre A para algin n.

Demostracion. Como A C R¥ es compacto, existe un conjunto finito de abiertos {V;}?_,

tal que A C J!_; Vi. Sean {U;}!_; un conjunto finito de abiertos verificando V; C V; C U;.
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Existen C°)— funciones )\; : R¥ — [0,1] tal que \j(z) = 1siz € V; y \i(z) = 0 si
r € RF\ U; parai=1,...,p [31].

Sean las aplicaciones C), f; : R¥ — R¥ definidas como:

y sean las aplicaciones

gi = (fz, >\z) : ]Rk — RkJrl

con ¢ =1,...,p. La aplicacién
g=1(g1, ..., gp) : RF — RP(:+D)

es inyectiva sobre A.

Siz,y€ Aconx#yey€V; para algtn i, entonces:
= 2 ¢V, entonces \;(z) # \i(y) = 1 y por tanto, g(x) # g(y).
» x €V, entonces \;(z) = \i(y) = 1 pero fi(x) # fi(y), entonces g(x) # g(y).
O

Lema 2.11. Sea A C R¥ un conjunto compacto de dimension box-counting d < k y sea
f:RF = R una aplicacion CY. Si q > d entonces f(A) tiene medida de Lebegue 1 cero

en RY.

Demostracién. Denotamos por U (¢) los cubos de lado € > 0 que cubren A (A C |JU(e)).
Como la dimensién box-counting de A es d, N(¢) ~ e . Sea A, = U(e) N A, se cumple
que A = UA,. Es cierto que f(A) C Uf(A.) C Uf(U(¢)), entonces f(A) estd recubierto

d

por e~ conjuntos. Por otro lado, si z,y € U(e), se cumple

1f(@) = fWll < K [|lz — yl| < Ke

con K el valor maximo que alcanza la diferencial de f sobre el conjunto compacto A.

Entonces pu(f(U(e)) < K% Por tanto, f(A) tiene medida de Lebegue cero. O

Lema 2.12. Sea A C R* un conjunto compacto de dimension box-counting d < k. Entonces
eziste una aplicacion C™ de R* en R™, con n = min{j € N:j > 2d+ 1}, que es inyectiva

sobre A yr > 1.
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Demostracion. Por el Lema existe una C") —aplicacién f : R¥ — RY inyectiva sobre
A, para algin ¢. Si ¢ es un entero menor o igual que 2d + 1, entonces estaria ya probado.
Si g es un entero mayor que n, bastaria probar que se puede encontrar una aplicacion de
R* a R?~! inyectiva sobre A.

Identificamos R?~! con el conjunto {z € R?:z, =0}. Sea v € R?\ R y sea la
proyeccién paralela a v f, : R? — R71,

La aplicacién f, es C") y seré inyectiva sobre f (A), siempre que v no sea un vector
paralelo a alguna secante de f(A), es decir, si dados x e y dos elementos distintos de A

cualesquiera, debe de cumplirse que

f(z) = y)
1 (@) = fI I

Sea A la diagonal de R* x R* y sea la aplicacién diferenciable (porque lo es f y no se

v #

anula el denominador)

o : RFxRF\A -SRI
_ f@) = fl)
7@ = @ = )]

El conjunto A x A tiene dimensién box-counting 2d, como k > d, el conjunto (A x A)\ A

tiene medida de Lebesgue cero en (RF x R¥)\ A y su imagen por o tiene también medida

cero por ser ¢ — 1 > 2d (Lema [2.11)).

Por tanto, existe un vector v ¢ o(A4 x A) \ A tal que la aplicacién f, : R? — RI™1

proyeccion paralela al vector v, es inyectiva sobre f(A) como queriamos probar. O

Los Lemas [2.10]2.11] yf2.12] junto con el Teorema hace posible el resultado del
Teorema 2.171

2.3. Teorema de Whitney

Comenzamos esta secciéon enunciando el teorema dado por Menger y Nobeling en 1931,

donde solo se tiene en cuenta la estructura topolégica del conjunto X.

Teorema 2.13. [3]|] Sea X un espacio topoldgico compacto cuya dimension topoldgica
finita es menor o igual que m. Entonces X es homeomorfﬂ a un subconjunto de R>™+1,
Ademds, el conjunto de homeomorfismos de X en R*™T! es un subconjunto denso en el

espacio de las funciones continuas de X en R?™+1,

5 Aplicacién inyectiva de X a un subconjunto de R*™*1,
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A diferencia del Teorema [2.13] el Teorema de Whitney tiene en cuenta la estructura
diferencial de M y extiende su resultado. Aqui se va a dar una demostracién del Teorema

de Whitney utilizando el Teorema de Transversalidad Paramétrica.

Teorema 2.14. [67, [{]] Sea M wuna variedad compacta de dimension m. Entonces el
conjunto de embeddings de la variedad M en R*™+1 es un subconjunto abierto y denso de

C" (M, R*™ 1) para r > 1.

Demostracion. La demostracion se realiza en dos etapas.
En la primera etapa se prueba que el conjunto de aplicaciones de M en R?*™*! que son
inmersiones es un subconjunto abierto y denso de C”")(M ,R2mAL

Para ello, se considera la aplicaciéon

o : C"(M,R*™*Y) 5 "~ Y(TM, TR )

of) = Tf
y su correspondiente aplicacion evaluaciéon

evy : CT(M,R¥™Y) x TM — TR?>™H!

evy(fov) = Tf(v)

Teniendo en cuenta el Lema la aplicacién ev, es transversal a cualquier subvariedad
de TR?™+1 entonces es transversal a la subvariedad L = {0, € TR?>m+1}1 | cuya dimensién
y codimensién valen 2m + 1.

Si r > 3, la aplicacién ev, es CV y dim TM — codimL < 0, por el Teorema de
Transvesalidad Paramétrica, el subconjunto de aplicaciones f € CT)(M ,R2m+1) tal que
o(f) es transversal a L, es abierto y denso en C™) (M, R?™+1),

Si Tf(v) € L, teniendo en cuenta la transversalidad de ev, se cumple que
T,(Tf)(T,(TM)) + ToL = TyTR>™

como dim (T, (TM)) = 2m — 1, se tiene que dim(T,(Tf)(T,(TM))) es a lo sumo 2m — 1,
entonces dim(Ty (T f)(To(TM)) + Ty L) < 4m < dim TyTR*™ 1 = 4m + 2. Por tanto, T f(v)
no puede pertenecer a L y f es una inmersion.

El subconjunto de las aplicaciones f € C)(M,R?"*1) que son inmersiones, denotado

por I, es un conjunto abierto y denso en C™) (M, R?™+1),
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En la segunda parte de la demostracién probamos que el conjunto I tiene un subconjunto
abierto y denso de aplicaciones inyectivas y el teorema quedaria demostrado.

Sea la aplicacion

p : I—C"(MxM\AR™FL x RIm+)

ev, : Ix (M xM\A)— R R2Zm+H1

evp(f,x,y) = (f(:E)vf(y))

Sea ev,(f,z,y) = (2,2) € A (diagonal de R2™+1 5 R2m+1) T aplicacién ev, es transversal
a la subvariedad A (Lema con Ty 5 4ev,(0f,u,0y) = (T f(u),0) y f el

Ademés, ev, es OV sir > 2y dim(M x M\ A) — codim(A) < 0, por el Teorema
de Transvesalidad Paramétrica, el subconjunto de aplicaciones f € I tal que p(f) sea
transversal a A, es abierto y denso en I.

Contando dimensiones se tiene que dim(7\, (M x M \ A)) = 2m y por tanto,

z,y)

dim T,y p(f ) (T(zy) (M X M\ A))) < 2m.
Como dim(T(w)A) =2m+1,
dim (T ) p(F) (T (M x M\ A))) + dim(T(, yA) < 4m + 1

Como dim(R?™+! x R?™+1) > 4m + 1, la imagen de p(f) no puede intersectar A. Luego,
el conjunto de aplicaciones inyectivas en I es un subconjunto abierto y denso para r > 3.
Se concluye, por consiguiente que el conjunto de embeddings de M en R?™*! es un

subconjunto abierto y denso de C")(M,R?"+1) para r > 1. d

En espacios vectoriales infinito dimensionales no se dispone de un concepto como el de
medida de Lebesgue para hacer referencia a que una propiedad se verifica para casi todos los
elementos de dicho espacio. Ademads, un conjunto abierto y denso puede ser “pequeﬁo”lﬂ en
estos espacios vectoriales. Entonces cuando se quiere hacer referencia a que una propiedad
se verifica para casi todos los elementos de un espacio vectorial infinito dimensional hay
que hacer uso del concepto de conjunto prevalente, introducido por Hunt, Sauer y York

[33, 56]. En este contexto, se utiliza el término casi todo/s, con el significado de que el

Se puede ver un ejemplo en Embedology [56], pigina 584.
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subconjunto del espacio infinito dimensional que verifica la propiedad es prevalente con
respecto a ésta. Es decir, la prevalencia de un conjunto es una condiciéon apropiada cuando
se desean resultados probabilisticos en relacion a la verificaciéon de una propiedad en un

espacio de dimensién infinita.

Definiciéon 2.15. Un subconjunto de Borel S de un espacio vectorial normado V es
prevalente si existe un subespacio finito dimensional E C 'V tal que para cada v € V,

v+e €S para casi todo e € E (en sentido Lebesgue).

Cuando un subconjunto S es prevalente en V se verifica que si tomamos cualquier
elemento de v € V y le sumamos un elemento de F, e, para casi todo elemento del
subespacio vectorial finito dimensional E correspondiente a S, la suma v + e pertenece a S.
La idea es que una propiedad se verifica en un subconjunto prevalente de un espacio infinito
dimensional (se dice que la propiedad se verifica para casi todo elemento de este espacio)
cuando se cumple para casi todo elemento del subespacio vectorial finito dimensional (en
relacién con el conjunto prevalente) que es donde tiene sentido la medida de Lebesgue.

El teorema que se demuestra a continuacién es la version prevalente del Teorema de
Whitney, demostrado en [56], pero que nosotros realizamos utilizando herramientas de

Topologia Diferencial.

Teorema 2.16. [/] Sea M C R¥ una variedad compacta de dimensién m. Entonces casi

toda f € CT)(RF,R?*™*1) es un embedding de M, para r > 1.
Demostracion. Sea el conjunto
S ={f e CY(RFR¥ ) : f es un embedding sobre M,r > 1}.

Se tiene que probar que este conjunto es prevalente en el conjunto cr) (Rk, R?m+1) con
r > 1.

Para ello, se considera el espacio vectorial de las aplicaciones polinémicas de R* en
R2m+1 de grado < 2 y sea {f1, f2, ..., fp} una base de este espacio vectorial.

Sean fy € C™)(RF, R*™1) v f, = fo + 3%, aifi. Se considera la aplicacién:

o : RP— C(TM,TR>*™*)

O-(a) = Tfa



2.3. Teorema de Whitney

y su correspondiente aplicaciéon evaluacién:
v, : RPx TM — TR*™H!
P
evg(a,v) = Tfo(v)=Tfo(v)+ Z ;T fi(v)
i=1
El Lema [2.9| asegura que la aplicacién ev, es transversal a toda subvariedad de TR?™*1;
en particular es transversal a L = {0, € TR?™*1}.
Como dim(T'M) — codimL < 0, aplicando el Teorema el conjunto {a € R? : o(«)
es transversal a L} es abierto y tiene medida de Lebesgue 1.

Ahora si se tienen en cuenta las dimensiones, como dim T,,TM = 2m — 1, entonces la

dimensién T, (T fo)(T,TM) < 2m — 1 y dim(TyL) es 2m + 1. Por consiguiente,
Ty(T fo)(T,TM) + Ty L

no puede generar ToTR?™+! | luego la aplicacion T'f, no interseca L y el conjunto {a €
RP : f, es una inmersién} es abierto y de medida 1. Denotamos este conjunto por L.

Ahora se considera la aplicacién
p o I—=C"(M x M\AR™! xR
ev, : Ix(MxM\A)— R*™H x RZmH!
N I (LCED SNAENURD St
i= =
La aplicacion ev, es CY y por el Lema es transversal a A; como
dim(M x M\ A) — codimA < 0,

entonces por el Teorema el conjunto {o € I: p(a) es transversal a A} es abierto y de
medida 1 en I.

Para z,y € (M x M \ A), la dimensién dim (7, (M x M \ A)) = 2m, entonces
dim(Ty () (T y (M x M\ A)) < 2m.

Como dim(TmA) = 2m + 1, el conjunto Ty (M x M \ A) + TZ,ZA no puede generar
T, .(R¥™"+1 5 R2™H1) y por tanto, p(a)(z,y) ¢ A, esto es, p(a) es inyectiva para casi todo

acl O

Proposicién 2.17. Sea A C R¥ un subconjunto compacto de dimension boz-counting d.
Entonces casi toda f € CT)(RF,R™), conr > 1 yn=min{j € N:j > 2d+1}, es inyectiva
sobre A.
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Demostracion. La demostraciéon de esta proposicién es una aplicacién directa del Teorema

[2.16]y el Lema 2.12] O

2.4. Extension del Teorema de Takens y del Teorema de

Stark

Como ya hemos dicho es el importante Teorema de Takens [63] el que proporciona
el fundamento tedrico para el analisis de series temporales procedentes de un sistema
dindmico auténomo determinista. Esto es debido a que este teorema permite construir una
orbita de un sistema dindmico auténomo desconocido a partir de una serie temporal de
medidas obtenida de él.

Se denota por x; el estado del sistema dindmico en ¢, que pertenece a una variedad
diferenciable m—dimensional M de R*, tal que la dindmica viene dada por la aplicacién
f:M — M, con zy = f(xq) y sea {ay} la serie temporal o serie de medidas tal que cada
oy se ha obtenido de z; a través de una funcién (llamada en algunos casos funcién medida)
a: M — R tal que oy = axy) = a(f(zi—1) = a(ft(z0)).

Fijado un valor d, llamado dimensién de embedding, se define la aplicacién embedding

po: M —RY

Bale) = (a(x), alf(2)), - al £ (2))).

Takens probé que si la variedad M es compacta y d > 2m + 1, las aplicaciones del tipo ®f
son genéricamente embeddings de la variedad M en R?. Si ® .o € un embedding, ® (M)
es equivalente (difeomorfo) a M y se puede definir la aplicacion F' = ®f,0 f o <I>]7(11 sobre
O (M), tal que este sistema dindmico (®y (M), F') es equivalente al sistema dindmico
(M, f). Las propiedades relativas a conjuntos invariantes, dimensién de correlaciénﬂ
exponentes de Lyapunovlﬂ... son iguales en ambos sistemas, con la ventaja de que estas
propiedades pueden ser estimadas directamente a partir de las observaciones para el sistema

(Pra(M),F).

"Dado € > 0, la correlacién integral de un conjunto X C R™ es la probabilidad que dos puntos del
conjunto estén a una distancia menor que el valor ¢ fijado y se denota como C(e). La dimensién de
correlacién del conjunto X se define como el valor del limite, si existe

Jim 108C)
e—0 loge

8Ver Capitulo
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Si se escribe z, = (ap, ..., Aprd—1) € q’f,a(M)ﬂ

zn = (. opig—1) = ((a(zy), .oy o(Tpig_1)) =

= (a(f™(@0)), -y ([ (20))) = P awn)

entonces
o -1 _ -1 _ _
F(z) = (@500 fo®7L) (2) = (®rao fo ) L) (@pa(wn)) = palnin) = 2nt1,

F(zn) = F(Oén,Oén+1, --~7an+d—1) = (an+1yan+27 --~aan+d) = Zn+41

de modo que aunque el sistema original es inobservable, la dindmica del sistema equivalente
se puede expresar en términos de la serie temporal.

Desde el punto de vista practico, reconstruir el espacio de estados del sistema dindmico
desconocido a partir de una serie temporal tomada de él presenta obstaculos, entre otros,
la dimensién embedding d no es conocida porque se desconoce la dimensiéon de M y la
serie de observaciones es finita y muchas veces estd contaminada por ruido.

A continuacién se enuncia el Teorema de Takens [63]:

Teorema 2.18. [50, [60, [63] Sea M wuna variedad compacta m—dimensional y sea d >

2m+1. Entonces el conjunt de (f,a) € D")(M)xC")(M,R) que cumple que la aplicacién

Dro : M RY

Pra(z) = (o, ap1,.s atgom) = (@), (T41); ooy (Tg2m))

es un embedding es abierto y denso en D")(M) x C")(M,R) para r > 1.

Nota 2.19. Cuando las aplicaciones f y «, que estdn presentes en el Teorema de Takens,
son lineales la dimension embedding puede reducirse de 2m + 1 a m. Pero el caso lineal es
excepcional, y si bien en el Teorema de Takens la dimension 2m+1 es la minima dimensién
que asegura, sea cual sea (f,a) € DV(M) x C")(M,R), que @y es un embedding de M,
eso no quiere decir que no se pueda construir un embedding tomando una dimension d

menor que 2m + 1 cuando (f, ) lo permitan, como ocurre en el caso lineal.

9La serie vectorial {z,} es la serie embebida en R? de la serie real {ov}.
OPM(M) € C"(M, M) es el conjunto de difeomorfismos de M. Un difeomorfismo es una aplicacién
que posee inversa, siendo ambas aplicaciones diferenciables
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Los sistemas dindmicos no auténomos o los que se ven influidos por perturbaciones
externas representan una situaciéon mds adecuada a la realidad. El Teorema de Stark [60]

permite reconstruir el espacio de estados del sistema dindmico (2.1)),

xp = f(T1-1,Y1-1) (2.1)
Yyt = 9(ye—1)

utilizando retardos de una serie temporal {a;}, con oy = (x;), donde los valores de x;
son las primeras componentes de cada uno de los estados (x4, y;) del dicho sistema. Este

teorema es el siguiente :

Teorema 2.20. Sean M y N wvariedades compactas de dimension m > 1 y n respectiva-
mente. Sea g € DT)(N), cuyas orbitas periddicas de periodo < 2d, con d > 2(m +n) + 1,
son aisladas y con valores propios distintos. Entonces existe un conjunto abierto y densE

de D") (M x N, M) x C™)(M,R), tal que si (f,a) pertenece a este conjunto la aplicacién

(I)ﬁg,oz

Prga : MxN-—R

Prgalry) = (a(2),a(f(@y)), - alf D (@,y))
es un embedding para r > 1; donde fO(x,y) = f(f* " D(z,y),9" Y(v)), fO(z,y) =2z

Otra situacion posible, variante del Teorema y del Teorema, [2.20] seria la expresada

por el sistema dindmico dado por las ecuaciones,

x = f(Ti—1,Yt—1) (2.2)

Yt = g(xtflaytfl)

donde f € D")(M x N,M), g € D")(M x N,N). La aplicacién g no depende solo de
la variable y sino también de z y la serie temporal (de medidas) depende solo de «z,

o € C")(M,R) que se expresa como oy = a(z), de modo que:

fO®%,y) = @ 9O,y =y
fOzy) = FUF 1)( v), 9"V (z,y)) (2:3)
gV (@,y) = g

o = a(l“t)—a(f(t)(%‘ Y))

B e DV(M x N, M) significa que f, € D" (M) para cada y € N.
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para t > 1.

A continuacién se enuncia y se prueba esta extensién, haciendo uso de herramientas
utilizadas por Stark [60]. Es importante tener en cuenta que en este caso se va a reconstruir
una 6rbita de un sistema dindmico a partir de una serie temporal (de medidas) oy = a(x¢)

que depende solo de parte de las variables de estado del sistema dindmico tal como se

describe en ([2.3)).

Teorema 2.21. [16] Sean M y N wvariedades compactas de dimensiones m > 1 yn > 1,
respectivamente, y d > 2(m +n) + 1. Entonces para r > 1, existe un conjunto abierto y
denso de D" (M x N, M) x D" (M x N,N) x C"(M,R) tal que para cada (f,g,a) que

pertenece a este conjunto, la aplicacion

Prya : MxN R
Crgalr,y) = (al@),alf(@,9), . a(f OV (2,y))
es un embedding.
Demostracion. El conjunto de aplicaciones
(f,g.a) € D"V(M x N, M) x D”(M x N,N) x C"(M,R),

tal que ®¢,, es un embedding es un conjunto abierto, si d > 2(m + n) + 1 [24} 60, [67].
Quedaria probar que este conjunto es denso.

La demostracién se realiza en dos pasos:

Paso 1

i) Primero se prueba que el conjuntﬂ

(f,g) € D)(M x N, M) x D")(M x N, N) : los punto periédicos
D" = de (f,g) de periodo ¢ < 2d son aislados e hiperbdlicos,

con valores propios distintos y distinta x

es abierto y denso en D" (M x N, M) x D")(M x N,N) para r > 2.
Sabemos que el conjunto
(f,g) € D")(M x N, M) x D")(M x N,N) : todas las érbitas periédicas de
Dl = (f,g) de periodo ¢ < 2d son aisladas, hiperbélicas

y con valores propios distintos

128e dice que un punto periédico de (f, g) es hyperbélico si el médulo de sus valores propios es distinto
de 1.
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es abierto y denso en D" (M x N, M) x D) (M x N, N) [54, [60].

Por el Teorema de la Isotopia Transversal [2] [60] pequenas perturbaciones de (f,g) € D]
no cambian el nimero de orbitas periddicas de periodo menor que 2d.

Si (f,g) € D", entonces (f,g) € Dj. Ademds, la componentﬁ z de los puntos
(z,y) de periodo menor que 2d depende diferenciablemente de (f,g), por tanto, existe
Ui(f,9) € C(M x N,M) x g € C"(M x N, N) abierto tal que los puntos periédicos
de periodo menor que 2d de los elementos de U; tienen distinta la componente x. La
interseccién de U;(f, g) y D7 es un entorno abierto de (f,g) contenido en D". Luego D" es
un subconjunto abierto en DfJ.

Sean (f,g) € D} y {(z, yi)}le el conjunto de sus puntos periddicos de periodo menor
que 2d es finito por tratarse de puntos aislados. Algunos de estos puntos podrian tener
igual la componente x aunque (z;,y;) # (z;,y;), si i # J.

La aplicacién p : D] — (M x N)* definida como p(f,g) = ((f,g)(xi,yi))le es una
submersién [60] luego es localmente sobreyectiva. Si ocurriera que z; = x; se podria
sustituir la componente = por un valor cercano a z; y construir una aplicacién (f', ¢') € D"

tal que
(f', g ) (wiz1,yim1) = (), v3)
(f, 9" (@ yi) = (Tig1,Yir1)

v (f',4") = (f,g) sobre el resto de los puntos periddicos, de modo que los puntos periédicos

de (f',¢') tienen distinta componente x. Luego D" es un subconjunto denso de DJ.

ii) Sea (f,g) € D", denotamos PJ%) el conjunto de sus puntos periédicos de periodo
menor que m, con 1 < m < 2d.

Ahora queremos construir un conjunto abierto y denso Dy, C C”)(M ,R) tal que @y 4 o
sea una inmersion e inyectiva sobre el conjunto P?’C;).
Usando resultados de Stark [2, 24, [60], el conjunto de a € C™) (M, R) tal que ., , es

inyectiva sobre Pﬁ ‘;)

es abierto y denso en el conjunto C")(M ,R). Este conjunto se denota
por Djlc7 g
Queda probar que el conjunto de o € C™) (M, R) tal que @ g.a(r,y) es una inmersién

cuando (z,y) € P]‘il)

5 €s abierto y denso (basta considerar los puntos periédicos de periodo

menor que d), con (f,g) € D".

3Entendemos por componente x las variables que pertenecen a M.
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)

o llamamos

Sea T(4,)Pf.g.0 con (7,y) € PC{
=TT 7 Tia ) (F9)' € DTM X TN, Ty R)

donde L(T,M x TyN, Ta(wi)R) es el espacio de las aplicaciones lineales de T;; M x Ty N a
To@)Ry mar : M x N — M es la proyeccion sobre M.

La aplicacion T(, Py g, sera inyectiva cuando el rango de la matriz

ap
ai
. (eO €1 - em+n—1) (2.4)

aq—1

sea MAXimo con {ei}?j{)nfl una base de T, M x T,N. Sea B la submatriz de (2.4) que da

el rango méximo y que sin pérdida de generalidad puede considerarse que es

ap
ay
B = . <60 € - em—i—n—l) (2.5)

Am+n—1
Sea (x,y) un punto periédico de periodo ¢, entonces {(x;, yi)};};& son distintos con x; # x;
si i # j y la aplicacién
ar— (Tyoo, .. Ty, @) (2.6)
es una submersion [60].

Puesto que (f,g) € D")(M x N, M) x D")(M x N,N), T (f, g)" es un isomorfismo,

T(%yi)wMT(x’y)(f,g)i es también una submersién, luego la aplicacion
ar— (ag,ai,...,aq-1)

es una submersion.

Sea {eq, €1, ..., em+n—1} una base de vectores propios de T(m,)(f, g)7 tal que
T(a:,y) (f) g)q(ei) = Ai€i,

coni=0,1,...m+n—1y A #0.

T(x,y)(f,g)i(ej) = eg-i), para j = 0,1,...,m +n — 1, es una base de T, M x T, N con

(eg-i)) = (u(i) v(-i)), W e T, My ot € Ty,N para j=0,1,..m+n—-1ei=0,1,...,g—1.

J g J J
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Se tiene que

ai(ej) = TﬂﬁiaT(:vi,yi)WMT(x,y)(f, g)i(ej) _
= T:L‘zaT(wl,yz)WM(egl)) = sza(uy)),

Sea Bj; = a;(e;) = Txia(ugi)) paraj=0,1,...m+n—1ei=0,1,...,¢g — 1. Cuando 7 > gq,

se puede escribir ¢ = ¢p 4+ k y por consiguiente

B’L] = ka O[T(l.hyi)ﬂ'MT(x,y) (f, g)qp-l-k(ej) =

k
= Tu, 0Ty Ty (f,9) (W) = Angka(ug )

luego la matriz B se escribe

0 0 0
Tpa(ul’)  Too(”) o Toaluy), )
1 1 1
Twla(u((J )> Twla(ug )) e Tma(ugnlnfl)
-1 -1 -1
Ty sa(uf™) Ty o) o T a(ull) )
o | ATmal”) MTwe@?) o AT )
)‘OTMO‘(U(()D) AlTIla(ugl)) Tt )‘m-&-n—leO‘(ugzl-n—l)
T 0 T 0 r 0
AOT»TOO[(U(() )) AlTxoa(ug )) e )‘m—ﬁ-n—lTﬂCOO‘(ufnLn—l)
T () T (s) N T (s)
0 Isa(uo ) 1 Isa(ul ) m+n—1 $sa(um+n—1)

donde m +n = qr + s.

Por tanto, por ser la aplicacién (2.6)) una submersién es localmente sobreyectiva [60],
luego para un valor v > 0 suficientemente pequeflo se puede encontrar un « en un entorno

de a = 0, tal que
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obteniéndose
Y Y Y
)\1+T >\1+T L. )\1+T

Y7o YA1 Y m+n—1
,y)\SJrsr ’Y>\‘i+sr . 7)\757;:9;_1

det(B) = | ' ' = (2.7)
,y)\ng(qfl)r ’yAi+(q71)T L 7)\;;5?1:11)1‘
AT T D A

= AN LA A (2.8)

donde A es un determinante de Vandermonde. Este deteminante es distinto de cero puesto
que \; # 0,7 =0,1,...,m +n — 1. Por tanto, det(B) # 0.

Fijada una base, la aplicacion

(ao, a1, ...;ag—1) = (B0, Bit, -, Bimin—1)i—g
es un isomorfismo de (L(T;M x TyN, T, R))i=0,..4-1 en Re*(m+n=1) v 14 aplicacién
B = (Bi0, Bij1; s Bimin-1);—.. o1 — det(B)

asigna a B un polinomio en las variables B; ; cuyo det(B) # 0 y utilizando argumentos de

[60] se obtiene, pues, un subconjunto abierto y denso de o € C™) (M, R) tal que Dpgaes

)

. . d
una inmersién en (z,y) € P,

que denotamos como DJ%’ .
Sea el conjunto Dy, = D}yg N D?,g? que es residual en CT)(M, R).

Denotamos por E™) el conjunto
{(£,9.0) € DV(M x N, M) x D"/(M x N,N) x C"(M,R) : (f,g) € D",a € Dy}

Este conjunto es abierto y denso en D) (M x N, M) x D")(M x N,N) x C"(M,R) [60].
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Paso 2

La demostracién del esta segunda parte no difiere esencialmente de las pruebas dada
por Stark en [60].

Quedarfa estudiar los puntos (z,y) tal que x; = x4, 9 # j con i,j = 0,1,...,d — 1,

donde zj, = f®)(z,y) v (z,y) ¢ Pﬁ)g, con (f,g) € D". Para esta parte se utilizan los
)

argumentos de Stark [60], construyendo subvariedades de (M x N) — P;{ p

donde @, , sea
una inmersion e inyectiva cuando (f, g, a) pertence a un subconjunto abierto y denso de
E"). Estos conjuntos se obtienen utilizando reiteradamente el Teorema de Transversalidad

Paramétrica para las convenientes aplicaciones evaluacion.

i) Primero, se busca un subconjunto residual de D" y otro de Dy 4 tal que ®y, , sea
una inmersién sobre (M x N) — P}{ L.

Para ello, se considera una particiéon de {0,1,...,d — 1}, I = {[, Io, ..., I;} definida por
la relacién de equivalencia:

i~ri siysolosii,i €l
con k =1, ...,t. Para esta particion se define el conjunto:
W = {(m,y) € ((M x N) — P}g) cx; =xj siy solosii~y j} (2.9)
teniendo en cuenta todas las posibles particiones I se cumple que

UWr = (M x N)—P]‘?g.
I

La estructura de subvariedad de estos conjuntos se obtiene considerando las aplicaciones

7+ DY(M xN,M)x D" (Mx N,N)— CYM x N, M%)

T(f9) = (fO W, f@, )
v D(MxN,M)xDV(MxN,N)—C)Mx N, (M x N

v(f,9) = (£,9% 9" (f.9)2 .. (f.9%)

y estudiando la transversalidad de la aplicaciéon evaluacion correspondiente a 7 y v a cada
una de las subvariedades de M? y (M x N)? cuya antiimagen por dichas aplicaciones son
los conjuntos definidos por [2.9]y aplicando el Teorema de Transversalidad Pardmetrica,
se obiene un conjunto residual de D", tal que si (f, g) pertence a este conjunto residual,

cuando Wy # (), Wr es una subvariedad de (M x N) — PJf{)g.
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Para cada particion I, se define el conjunto J; formado por un elemento de cada
subconjunto I, de la particion I, para k = 1,2, ..., t. Existen distintas maneras de construir

Jr. Se elige arbitrariamente uno de estos conjuntos, J7, que tiene t elementos:

JI - {jlvj?) )]t}

Sea (x,y) € WI, entonces los puntos xj,,xj,, ..., z;, son distintos y cualquier otro x; con
j=0,1,..,d — 1 es igual a algtin x;, parai=1,....t (z; = fI Y z;_1,y;-1))-

Sea I' = {iy,12,...,is} un subconjunto de J; y sea el conjunto

(u,v) € TWI((M x N) — ch‘l,)g) :si 4 € Jr, entonces

Trp = N
T£®(u,v) = 0,, siysolosiiecl

= = d = = d
que cumple que Uy Ty i = T((M x N) = P{) y Up Tp.pr = Ty, (M x N) = P{)).
Recurriendo a Stark [60], para cada I y I’ y para un conjunto residual de D" se

tiene que cuando (f,g) pertenece a este conjunto, si TI, 1 # ), es una subvariedad de

T((M x N) - P,

) (se trata de utilizar ahora las aplicaciones
7+ DY(M x N,M)xD"V(MxN,N)— C(T(Mx N), TM?)
v(f.9) = (TFOTfO T, TFY)
'+ D(M x N,M)x D"(M x N,N)— C"(T(M x N),(M x N)%
V(f,9) = v(f,9) o Tmxn
y nuevamente aplicar convenientemente el Teorema de Transversalidad Paramétrica ). La
interseccién de todos los conjuntos residuales de (f, g) para cada I, I’ es un subconjunto
residual D" C D",
Para (f,g) € D', tal que T 7.1 es una subvariedad se define

(I)a,]J’ : MXN—)Rk

Do rr(zy) = (alz)) . alzy))
p : C(M,R)— CY(Typ, TR
pla) = Toarr

con k el niimero de elementos del complementario de I’ en J;. La aplicacién evaluacién

ev, es transversal a la seccién cero de TR* y aplicando el Teorema de Tranversalidad
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Paramétrica, esta transversalidad se verifica para un subconjunto abierto y denso de
C™)(M,R). Pero esta aplicacién evaluacién no puede intersecar dicha seccién cero (basta
contar dimensiones). Luego para este subconjunto abierto y denso de aplicaciones «, la
aplicacién embedding es una inmersién. Tomando la interseccion de estos subconjuntos
abiertos y densos de CT)(M ,R) para todo I e I, se consigue el conjunto residual de
C"')(M, R), que denotamos por ﬁf’g, de modo que si o € Eﬂg la aplicacion @y, , es una
inmersién sobre (M x N) — P}i’)g.

Resumiendo, se tiene ahora un conjunto

) = {(f.9.0): (f,9) € D'sa € Dy, N Dy, ).

tal que si (f, g, o) pertenece a este conjunto ®¢ ., es una inmersion.

Este conjunto es abierto y denso en D™ (M x N, M) x ﬁ)(M x N,N) x C"(M,R).

ii) Para obtener un subconjunto abierto y denso de E") tal que ® .9, S€a inyectiva

d)

sobre (M x N) — P]% o+ se considera la aplicacién

o : E" o CY (M xN)x(MxN)\AR! xR
evy : EVx (M xN)x(MxN)\A—R?xR?

evs(f, g, (2,y), (@, y) = (Pfgal®,y), Prgala’y))

que es transversal a la subvariedad A = {(z,2) : z € R?} ¢ R? x R?. Para probarlo basta
nuevamente seguir a Stark y aplicar el Teorema de Transversalidad Paramétrica y asi obtener
un subconjunto de (f, g,a) € E") abierto y denso para el que se cumple la tranversalidad
de ev, a la variedad A. Contando dimensiones se tiene que esta transversalidad se cumple
siempre que ev,(f, g, a(z,y), (2',y)) & A. Es decir que para dicho conjunto residual la

)

aplicacién embedding es inyectiva. Se denota como E; dicho conjunto residual.

Luego, el conjunto B = EI) N E;) es abierto y denso en D) (M x N, M) x D" (M x
N,N) x C’”)(M ,R) y para los elementos de este conjunto se cumple que la aplicacién ®¢ , o
es un embedding de M x N.

O]

Nota 2.22. El conjunto E") es abierto y denso en D™ (M x N, M) x D) (M x N,N) x
)

C™ (M, R) [60)] tal que Qs g.a €5 una inmersion e inyectiva sobre los puntos periédicos P;lg,
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trabajando con este conjunto residual y construyendo la aplicacion:
p : EV = CYT(M x N), TR (2.10)
ev, : E"xT(MxN)— TR
evo(fr g, 0, (u,v)) = T®fg0(u,v)

tambien podriamos consequir el subconjunto abierto y denso de E) donde D g0 S€Q UNG
inmersion sobre los puntos que no sean periodicos de periodo menor que d, que seria otra

manera de de resolver la parte i) del paso 2 de la demostracion del Teorema|2.21]

2.5. Aspectos practicos: Eleccién de los parametros de la

reconstruccion

Construir una serie vectorial utilizando retardos de una serie unidimensional es un
procedimiento bastante habitual y se realiza con el objetivo de obtener informacién del
sistema dinamicd ] generador de los datos.

Esta metodologia de construcciéon se denomina método del retardo (1) puesto que las
uplas de la serie vectorial son valores de la serie unidimensional retardada. Aunque los
Teoremas de Takens, Stark y la nueva versién demostrada utilizan como retardo 7 = 1,
estos teoremas también son vélidos cuando el retardo, 7, se elige mayor que 1 (se estaria
considerando el sistema dindmico donde las funciones que lo determinan no serfan f o bien
(f, g) sino iteradas de las mismas de orden 7). Teéricamente las tplas de la serie vectorial

se pueden construir utilizando cualquier retardo, segiin interese.

Elecciéon del retardo 7

Aunque la eleccién del retardo 7 no importa, desde un punto de vista practico si es
importante. Si se elige demasiado pequeno, los elementos de la m-tpla seran muy parecidos
y no aportaran nueva informacién al proceso de reconstruccion, mientras que si se elige un
retardo demasiado grande no se podra establecer la relacién existente entre las variables
retardadas, puesto que estarédn incorreladas y la trayectoria reconstruida no representaria
la dindmica de la correspondiente 6rbita del sistema dinamico considerado.

Aunque no existe un método riguroso y definitivo para determinar el valor éptimo del

retardo, los dos métodos mas utilizados son:

MEn sentido general, no necesariamente determinista
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= Usar como retardo el primer cero de la funciéon de autocorrelacion,
C(r) = Z (¢ — ) (T4 — T),
t
con lo que se pretende conseguir que los elementos de la serie que constituyen la

m-1ipla no presenten dependencia lineal.

» Utilizar el primer minimo local de la funcién media de informacién mutua (AMI,
averaged mutual information) [25], que mide cualquier correlacién entre los datos de

la serie temporal,

P(Oét, Oét+r)
P(ou)P(oir)

)

I(r) = 3 Plag, s log {

tt+7

con P la correspondiente distribucién de probabilidad de las medidas a;. Se busca que
los valores oy v a4+ sean suficientemente independientes, pero no tan independientes

como para que no haya ninguna relacién entre ellos.

Esta funcién se considera una generalizacién no lineal de la funcién de autocorrelacion

de una serie .

Realmente, al elegir el retardo, 7, como el primer cero de la funcién de autocorrelacion
o bien el primer minimo de la funcién de informacién mutua, lo que se pretende, como
dicen Franser y Swinney [25], no es que los retardos de los elementos de la serie vectorial

sean independientes sino que no proporcionen informaciéon redundante.

Eleccién de la minima dimension embedding

A pesar de que los Teoremas de Takens y otros aseguran la construcciéon de un espacio
de fases difeomorfo (una drbita) al espacio de fases original (una 6rbita) para una dimensién
embedding d suficientemente grande, la eleccion de dicha dimensién debe de realizarse con
cuidado cuando se dispone de una serie temporal finita cuyos datos, ademas, pueden tener
ruido.

Para determinar una dimensién embedding adecuada pueden utilizarse distintos méto-

dos, de entre los que se destacan:

1. El célculo de algin invariante del conjunto atractor (por ejemplo, la dimensién de
correlacién) para distintas dimensiones embedding, eligiendo aquella a partir de la

cual el valor del invariante es independiente de la dimensién considerada.
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2. El método de los falsos vecinos (FNN, false nearest neighbors, [35]) estd basado
en el hecho de que si la dimensién embedding elegida es demasiado pequenia para
reconstruir el verdadero atractor, habra puntos que, estando cerca en ese espacio
reconstruido (falsos vecinos), estaran lejos en el espacio original, por lo que se tiene
que ir aumentando la dimensiéon embedding hasta que los falsos vecinos desaparezcan

y entonces se tendra la dimensién embedding adecuada.

Béasicamente este método consiste en fijada una dimensién embedding d, construir
las d—historias, de modo que si 2:(d) = (at, ..., %1 (4—1)7) es una de ellas, se busca
la d—historia mas cercana, es decir su vecino mas cercano, 2, q)(d), donde n(t,d)

denota cual es el vecino mas cercano a la d—historia ¢, cumpliendo que:

|2(d) = 20,0 (@)]| = min {]|24(d) = z(d)]| : s # 1}

Si d no es una dimensién embedding apropiada, estos dos puntos, considerados en el
espacio de dimension correcta (y, por tanto, mayor) podrian no estar ya tan cerca, en
cuyo caso se denominaran falsos vecinos. Es decir, 2,,; 4)(d) es un falso vecino de 2(d),
cuando al construir las d + 1-historias, la correspodiente a la d—historia 2, 4)(d),
Zn(t,d)(d + 1) = (2n(1,0) (d), Qn(t,d)+dr) ¥ comparar las distancias Hzt(d) — Zn(t,d)(d)H y
Hzt(d +1) = zp@,a)(d + I)H se verifica que:

’at—i—d’r — Qp(t,d)+dr
|26(d) = 2ne.a) (@)

donde Ry, es un valor umbral que hay que fijar a priori. La dimensién d serd la

‘ > Rtol>

minima dimensién embedding cuando el porcentaje de falsos vecinos en el espacio
de fases d—dimensional sea nulo o suficientemente proximo a cero. Como la serie
temporal es finita y puede estar contaminada de ruido, el criterio anterior puede ser
insuficiente por lo que se anade un segundo criterio dado por

Hzt(d +1) = 2y ,0)(d + 1)H
Ra

> Atola

con R, una medida del tamano del atractor reconstruido, estimada por

1N
Rg=,|— —a)2
A N Z(Oét @)
t=1
La bondad del algoritmo dependera, por tanto, de la eleccién de los parametros Ry

y Atol .
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3.

2.6.

En la aplicacion del método de los falsos vecinos intervienen parametros que tienen
que fijarse a priori, Cao [I7] desarrolla posteriormente otro método basado en la
misma idea pero en el que no son necesarios parametros a los que asignar valores

subjetivos.

Este método consiste en, considerada la dimensién embedding d, calcular la media
de los cocientes de las distancias entre cualquier punto y su vecino méas cercano en

R es decir en la dimensién embedding d + 1,

R A
- N —dr teTadr Hzt(d) — Zn(t,d) (d)H

E(d)

)

que solo depende de d y del retardo 7, y se estudia el cociente

E1(d) = E(];l(ji—)l)_

Si la serie procede de un sistema determinista, habra un claro valor de d a partir
del cual F1(d) se estabiliza en torno a 1, que se toma como la minima dimensién
embedding buscada. Sin embargo, si la serie no es determinista, E1(d) crecerd suave

y lentamente hacia 1.

Conclusiones

En este capitulo se demuestran el Teorema de Whitney y su versién prevalente utilizando

herramientas de Topologia Diferencial para lo que tenemos que demostrar una serie de lemas

previos. También se hace una variante del teorema de Takens y se demuestra procediendo

de manera andloga a como Stark demuestra la variante de Takens para sistema dinamicos

auténomos (estos resultados se han publicado en [16], [4] vy [5]).

Aunque en [56] hay una demostracién de la versién prevalente del teorema de Takens,

nos planteamos hacer una nueva demostracion haciendo uso de las herramientas que se

muestran en este capitulo.



Capitulo 3

Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov de una orbita de un sistema dindmico son una medida
cuantitativa que informa sobre la estabilidad de la misma. Una érbita tiene un nimero
de exponentes de Lyapunov igual a la dimensiéon de sus espacio de estados y estos valores
pueden ordenarse, de modo que basta el mayor exponente de Lyapunov de la 6rbita para
saber si ésta es estable o inestable en sentido Lyapunov. Frente a un concepto de caracter
topoldgico como es la estabilidad de una orbita, sus exponentes de Lyapunov tienen una
naturaleza cuantitativa y pueden calcularse a partir de las ecuaciones del sistema dindmico
generador de la orbita, si se conocen, o bien se pueden estimar a partir de datos obtenidos
del sistema dindmico desconocido [6§].

En la préctica se asocia inestabilidad a una érbita con un mayor exponente de Lyapunov
de la misma positivo, mientras que si el mayor exponente de Lyapunov es negativo se dice
que la orbita es estable. Sin embargo, como se vera en los ejemplos de las Secciones y
esta interpretacion no es del todo cierta si no se exige alguna condicién adicional al
sistema dindmico.

Demir y Kogak, en [19], construyen dos sistemas dindmicos definidos, uno de ellos en
el intervalo [0, 1], que tiene una 6rbita estable con un exponente de Lyapunov positivo
y otro definido en [0,1), que tiene una érbita inestable con un exponente de Lyapunov

negativo. En ambos casos la funcién que define el sistema dindmico no es diferenciable en
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un conjunto infinito numerable de puntos. En este capitulo se dan dos sistemas dindmicos,
que al igual que los dados en [19], uno de ellos tiene una érbita estable con exponente de
Lyapunov positivo y el otro una érbita inestable con un exponente de Lyapunov negativo,
pero a diferencia de estos sistemas los que damos nosotros se definen a través de una
funcién diferenciable en el intervalo [0,1). Continuando con la misma idea, en la Seccién
[3-4] se construyen dos sistemas dindmicos bidimensionales tal que cada uno de ellos tiene
una érbita con el mismo comportamiento paraddjico que las érbitas de los sistemas de la

Seccién (estos ejemplos estan publicados en [7]).

En la Seccién se prueba un resultado para un sistema dindmico (I, f) con I = [0, 1]
y f€ C’l)(I ), que completa el obtenido por Kogak y Palmer [36] en relacién al concepto de
exponente de Lyapunov fuerte, definido por estos autores para un sistema dindmico discreto
unidimensional. El capitulo finaliza extendiendo la definicién de exponente de Lyapunov
fuerte para un sistema dindmico discreto unidimensional no auténomo y demostrando un

resultado para un sistema dindmico de este tipo (resultado publicado en [6]).

Uno de los métodos mas utilizado para estimar el mayor exponente de Lyapunov de
una Orbita, por ejemplo la obtenida embebiendo una serie temporal, es el algoritmo de

Wolf [68], del que se hace una reducida descripcién en la Seccién

En este capitulo cuando se haga referencia a estabilidad o inestabilidad en sentido de

Lyapunov se utilizaran los términos de estabilidad o inestabilidad.

3.1. Definiciones

Dado un sistema dindmico (X, f) donde X es un espacio métricoy f: X — X una
aplicacién continua, la drbita o trayectoria hacia adelante de condicién inicial g € X
es la sucesion (f"(z0))o2y = (zn)neo donde f™ denota la iteracién n—ésima de f. Dos
trayectorias con condiciones iniciales préximas pueden separarse o aproximarse en diferentes
direcciones cuando n crece. Los exponentes de Lyapunov proporcionan una medida de lo
alejadas o préximas que estan estas trayectorias en las distintas direcciones del espacio de
estados. Sean el subconjunto X C R™, d una métrica definida en R™ y {x,}>" o v {2}, }22,
dos trayectorias de condiciones iniciales xq y x(, con dx,, = x}, — x,,. Si f tiene derivadas
parciales continuas en cada z;, Df(x) es la diferencial de f en x (jacobiana), donde el

elemento (i, j) de esta matriz es g%? y fi y T; son las componentes de f y x en coordenadas
J
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locales, de modo que:

Df™(wo) = Df(xn-1)Df(xn-2)...Df(z1)Df(20).

Como dz, representa la separacién de estas érbitas después de n iteraciones de f, ésta
puede ser aproximada linealmente por:

n—1

dxy, =~ Df"(x0)dxg = H D f(x;)oxq
=0

La matriz (D f"(z0)!)(Df™(x0)) tiene m valores propios positivos dados por p;(n,xq)
donde ¢ = 1,2,...,m, tal que se pueden ordenar como: puj(n,zo) > p2(n,zo) > ... >

L, (1, 20).

Definicién 3.1. El exponente de Lyapunov i—ésimo de la orbita de condicion inicial xq

se define como

3 1
Ai(wg) = lim — log(|us(n, z0)|)

n—oo 2n

si este limite existe.
Oseledet, en [51], establece las condiciones de existencia de este limite.

Definicién 3.2. La drbita hacia delante {x,}72 es sensible a las condiciones iniciales o
es inestable en sentido de Lyapunov si existe un € > 0 tal que para cualquier 6 > 0 existen

N >0 ey, cumpliendo que d(xg,y) < 8, pero d(f™(y), fN(z0)) > e.

Definicién 3.3. La drbita o trayectoria hacia adelante {x,}>2, no es sensible a las
condiciones iniciales o es estable en sentido de Lyapunov si para cualquier ¢ > 0 existe

d > 0 tal que si d(xo,y) < 6 entonces d(f"(y), f"(x0)) < €, para todo n > 0.

Cuando m = 1 el exponente de Lyapunov A(z) de una érbita {x,} -, es el nimero
n—1

Azo) = lim = 5 log((f'(2)) (31)
=0

si este limite existe.
A continuacién se da la definicién de exponente de Lyapunov en sentido fuerte fue dada

por Kocak y Palmer [36]:

Definicién 3.4. El exponente fuerte de Lyapunov A(xg) de una orbita hacia adelante

{fﬂn}f:o €s
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k+n—1

Alo) = Jim 3" log(|'(x;))
=k

si este limite existe uniformemente con respecto a k > 0

3.2. Resultado en dimensién uno

En [36], Kogak and Palmer probaron el siguiente resultado:

Teorema 3.5. Sea f € CY(I) con I = [0,1]. Si A(z¢) > 0 para algin xo, entonces la

orbita del condicion inicial xo, Orbs(xg), es inestable.

Este teorema nos dice que para que una 6rbita del sistema dindmico (I, f), con I = [0, 1],
de condicién inicial zg, con f € C'Y (I), sea inestable no basta que su exponente de Lyapunov
sea positivo si f € Cl)(I ). Es necesario que el sistema dindmico verifique alguna condicién
adicional. En el caso de existir el exponente fuerte de Lyapunov de la 6rbita, si fuese positivo,
entonces la érbita efectivamente seria inestable. A continuacién, nosotros demostramos un

resultado analogo en relacién a la estabilidad de una érbita de un sistema unidimensional.
Teorema 3.6. Sea f € CY(I). Si A(zo) < 0 para g, entonces Orbs(xo) es estable.

Demostracion. Esta demostracién esta inspirada en [36].

Escribimos a, = f'(x,) (si ; = 0 0 x; = 1, para algtn i, se utilizard la derivada
lateral) y sean {z,}02 o v {yn oz las érbitas Orbs(xo) y Orbs(yo) con xg # yo. Tomamos
Wy, = Yp — T

Sea wp4+1 = apwy + gn(wy,) donde

gn(w) = f(zn +w) = fzn) = f'(2n)w

con |gn(w)| < w(|w|)|w|, donde w(.) denota el médulo de continuidad de la derivada.

Entonces
gn(wn) = bnwn
donde
. 90(n) e 20
0 if w,=0
con

|bn| < w(lwal)
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y w, puede ser considerada como la solucién de la ecuacién en diferencias lineal
Wn+4+1 = (an + bn)wn

Usando argumentos de [36], page 386, podemos probar que inf,,>¢ |f'(x,)| = A # 0 porque

si
3A(z0) 1 dn . A(xo)

]
5 < n+1k§:i og|f'(z)| < 5

paran > N. Se toman =N,
3A(z0) A(=g)
NV < | (@) - [ (wipn)| < eNTD T (32)

entonces si se denota por

C= sup [f'(z)|

0<z<1

teniendo en cuenta la desigualdad de la izquierda de (3.2)) se tiene que

()] > C~NeW+D5e2

para todo i.
Supongamos que Orbs(xg) es sensible a las condiciones iniciales, esto es, existe € > 0

tal que para todo § > 0 existen y cumpliendo que |y — 29| < § y N > 0 tal que

lwn| = 1Y (y) = Y (o) 2 e (3-3)

Sea N el primer indice tal que se cumple (3.3]).

Se elige € > 0 tal que:

A(zo)
2

i) Alzo) +e< < 0.

A(zo)
2

w
i) w(e) < A, (€) < ‘ y suficientemente pequeno.

A

Para este valor de € existe M > 0 tal que si n > M es cierto que

i+n
A(zo) —e < = > loglag| < A(xo) + € (3.4)
k=i+1

Consideramos dos posibilidades:

1. Si N > M, como

lwn| = lan—1 +bn—1]...lan—m + ON—m||wN-—m
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con |lwy_p| <€, |lwn| > €, entonces

M

1
lany—1 +bn_1|-..lan—nm +ON—p| > 1= i Zlog |aN_j + bN_j| >0 (3.5)
j=1
Sabiendo que log(1 + x) < z se tiene que
1 1 1 bn—
i Ej]vil log lan—j +bn—j| — i Z]-Nil log lan—;| = i Zj]\/il log |1 + aN_Jj <
< L M by | o w9
- M= aN—j| A
Entonces por (3.4) and (ii)
—Zlog]aN j+bn—j] < —Zlog]a]v i+ 1(4) 0.
J=1 J=1
Esto es una contradiccion con ((3.5)).
2. Si N < M tenemos que
lwn| = a1 + b1]...Jan—1 + by —1]|wi]
y por (3.3), S0 log [ax + bkl > 0.
Como
7210g]ak+bk|—7210g|ak| Zlg’1+ 1(4)

y podemos elegir € suficientemente pequeno tal que

N-1

T =" loglag| >0 (3.6)
k=1

Ahora, si consideramos n tal que n > M, es verdad que

1 N—-1 N+n—1
A(l’o) —e< m |J;1 ].Og |ak-’ + k:Z]V log ‘ak‘ < A(.’L'()) +e (37)
y
N+n—1
A(zg) —e < — Z log |ag|| < A(xo) + € (3.8)
"l k=N

Tomando la diferencia (3.7)—(3.8]) se tiene

N+n—1 N+n—1
—2€< lZlog|ak|+ Z 10g|ak|1 —[ Z log |ag|

k=N

< 2e
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y entonces
N+n—1

LY Ly
— log|ay| = — log |a|
N-1,7 =N

que es una contradiccion puesto que
1 M-t
. log |a
N ;;1 g lax]

es positivo por (3.6)) y

N+n—1
> loglayl
k=N

1
n

es negativo por (3.8].

3.3. Dos ejemplos de dimensiéon uno

Vamos a construir dos sistemas dindmicos discretos definidos utilizando funciones que
son una variante de las funciones lineales a trozos que definen los sistemas dindmicos
discretos dados en [19]. Las funciones de nuestros sistemas dindmicos son ctibicas a trozos
y CV([0,1)). Uno de estos sistemas dindmicos tiene una érbita con un exponente fuerte de
Lyapunov negativo, pero la érbita es inestable, y el otro sistema dindmico tiene una érbita
con un exponente fuerte de Lyapunov positivo, pero es estable.

Para construir los sistemas dindmicos que nos interesan es preciso que se puedan
calcular los pardmetros a,b,c y d de una funcién ctibica f(z) = az® + bx? + cx + d que

verifique las siguientes condiciones:

fx) =y, f(x2) =y2, fl(x1)=1t1 y [f'(x2) =t

conocidos los valores x1, 9, y1, Yo, t1, t2 cuando x1 # zo. Obtener el valor de estos pardme-
tros es cierto puesto que

.1‘1 .1‘1 I

£0
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entonces:
2(y2 — y1) — (t1 + t2)(z2 — 1)
(21— 22)3

to — 1 3
b= —-—< — -
(zs — 1) 2a(x2 + 1)

t1xo — toxy
c= ———+4 3ax1x2
ro — I

a

2 [(t2 + t1)1‘% — 2t1$1$2]

3
x:f - *CL(L‘%J}Q +

d=y + 5

2(.%2 — (L‘l)

Ejemplo 1. En este ejemplo se considera el sistema dindmico (I =1[0,1], f) con f cibica
a trozos, continua en I y cY en [0,1). El sistema tiene una drbita, la de condicién inicial

xzg =0, Orbs(0), que es estable y tiene un exponente fuerte de Lyapunov positivo.
Vamos a proceder a constuir la funcién f en varios pasos:

1. Sean los puntos del intervalo I:
ap=1—-2"-10""1 ¢, =1-2"" yb,=1—-2"410""1!

paran =0,1,2,... que verifican:
O0=cy<by<ar anp < Cp <bp<apy1 n>1

Se definen sus imagenes por f:

fla,)=1-2""n"1_2.10"!
flea) =1—27""1
f(by)=1-2"7n"1t42.70 !

f'(an) = f'(bn) =0y f'(cn) =2

2. Se definen los distintos trozos de f:
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Denotamos por fi(z) los trozos de f que unen los puntos (a,, f(an)) y (ca, f(cn))

cumpliendo que f'(a,) =0y f'(¢,) = 2. Los coeficientes de f; son

a=—2-102"*2

b=—2-10""1 +6-102"T2(1 —277)

c=2+4+4-10"1(1—-27") —6-10>"F2(1 — 277)?

d=1-2"""1-2.107""1 +2. 10" (1 + 10"} (1 — 27™))(1 — 27" — 107" 1)2

Los trozos fa(x) que unen los puntos (¢, f(¢y)), (bn, f(bn)) que cumplen f'(c,) = 2

y f'(bn) = 0 tiene los siguientes coeficientes

a=-2-10>""2

b=2-10""1(1+3-10""1 (1 —27"))

c=2—4-10"" (1 -27""1) —6.102"+2(1 — 27)2

d=—-1+3-27""14+2(1-27")210"" (1 4 (1 — 27™)10"+1)

Los coeficientes de los trozos f3(x) que unen (by, f(by), (ant1, f(ant+1)) con f/(by) =0

y f(an+1) =0 son

(10n+2 _ 2n+3 X 11)22(n+1) . 102(n+2)
(—107+2 411 - 2n+1)3

a =
3 -n—1 -n—2
b:—ia(2—3-2 =l 4+9.107"72)
c=3a(l-2""+10"""1)(1 -2t —107"2)

d=1-2""142.107""1 + %(1 -2+ 107 2 (=2 427" 113107 72)
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De este modo se construye la funciéon ctbica a trozos f:

filz) si ap,<z<c,yzel
x si cn, <x<b
flay={ 2 mErs
fa(z) s bn <2 < any1
]. Si x:l

Por construccion la funcién f es continua en [ y Cl)[O, 1) y la érbita de condicién

inicial g = 0 es

{0,1/2,3/4,..,1—27"..}

La derivada en cada punto de esta érbita vale 2 (tal como se ha construido f) y por tanto,
el exponente fuerte de Lyapunov es A(0) = log2 > 0, pero esta érbita es estable, como

vamos a ver a continuacion.

1

2k
1 _

cumple que |f™(z) — f™(0)| < on <eparan >k y0<ax<dluego queda por probar ésta

Para ello, sea € > 0 y sea k tal que 1/2F < e. Como f es creciente y f¥(0) =1 — — se

altima desigualdad para n < k.
Como cada f7 es una funcién continua, se cumple que dado € > 0 existe d; tal
que si 0 < z < §;, entonces |f/(xz) — f/(0)] < € cuando j = 1,..,n — 1. Luego si

0= min{él, ...,6n_1,5} y 0 < 2 < § se cumple que | f*(z) — f¥(0)| < € para todo k > 0

Nota 3.7. Este ejemplo no contradice el Teorema 1 de [36] porque nuestra funcion no es

CY en el intervalo compacto I, es CY en [0,1).

Ejemplo 2. De modo andlogo al ejemplo anterior, construimos ahora un sistema dindmico
([0,1),9) con g una funcién cibica a trozos en el intervalo [0,1) y CV[0,1) cumpliendo

que la orbita Orby(0) tiene un exponente de Lyapunov fuerte negativo y es inestable.

1. Se distinguen los siguientes puntos del intervalo [0, 1):
p=1-2""—4""1 b, =1-27" ¢, =1-2""44"1 y d,=1-2""42.47""1

cumpliendo

O=by<cg<dy=b1 <c1 <di <as an<bn<cn<dn<an+1 n > 2



3.3. Dos ejemplos de dimensién uno

de modo que la funcién g verifica que:

o) = 1= = (12) 41 g1y~ 1270

glen) =1-27""1+(1/2) - 47771 g(dn) =0

g'(an) = g'(cn) = g'(dn) =0y g'(bn) = 1/2

2. Luego los coeficientes de los trozos de ciibica gi(x), que unen (a,, g(an)) vy (bn, g(bn))

y que ¢'(an) =0y ¢'(by) = 1/2 son

a=—2-4%nt!

b= —2-4"+6 4211 —277)

c= 4n+1(1 o 2—71) —6- 42n+1(1 o 2—n)2 + 1/2

d=1-2"""1-2.4"7""24 (1-2"" -4 1)2(2.42F1(1 —27") - 2. 4")

Los trozos g2(x) que unen (b, g(b,)) con (cn, g(¢y,)) cumpliendo que ¢'(b,) =1/2 y

d'(cr) = 0 tienen los siguientes coeficientes

a=—2-4%nt!

b=2-4"+6-421(1-27")

c=(1/2) =41 -27")(1+6-4"(1-27"))

d=(1/2) +2-4"(1 —27)2(1 + 4" (1 —27™)

Los tramos denotados por gz(x) unen (¢n, g(cn)) v (dn,0) verificando ¢'(c,) =0y
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g'(dy,) = 0 tienen los coeficientes

a=2-43(+1)(1 — g1y 4 42042
3 - —n—1
b:—ia(2(1—2 n) 3.4
c=3a(l—-2""+4 " (1 -2 42.47771)

d=1-2""1492.472_ %(1 — 27 41291 — 277 4 5. 470 )

Por ltimo, g4 () son los trozos de la funcién g que unen los puntos (d, 0), (an+1, g(a@nt1))
y verifican que ¢'(dy,) = ¢'(an+1) = 0 siendo sus coeficientes
_(2n+2 A 4n+2 _ 4n+2 _ 2n+1>(22n+4)<42n+4)

(472 — 9. on+1)3

a =

b= _T&L( 3'2—71—1_’_7'4—71—2)

c=3a(l+2-4 1 27" (1 —4"2_27n"1)

a

=3

(1—2"+2.47 2 (242714 11.4772)

La funcién definida a trozos ¢ es

gi(z) si a,<zx<b,y

g2(z) si b, <z <e¢,
g(z) =

gs(x) st e, <z <d,

ga(z) st ¢ <x<aps

Por definicién, la funcién g es CY en [0,1). En cada punto de la érbita
Orby(0) = {0,1/2,3/4,...,1—27" ..}

la derivada es % y por tanto el exponente fuerte de Lyapunov es A(0) = —log2 < 0, pero a
pesar de ello, la 6rbita es inestable.

Para probar la inestabilidad de la érbita Orby(0), tomamos el valor € = 3/8, de modo
que para cada § > 0 existe 0 < z < § y k > 2 tal que g*(z) < 1/2 'y ¢*(0) > 7/8 cumpliendo

que

19%(0) — g"(2)| > €.
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Nota 3.8. Hay que senalar que este ejemplo no contradice el resultado de la Seccion

puesto que el sistema dindmico se define en [0,1), que no es un intervalo compacto.

Observacién: La representacion grafica de las funciones de los sistemas dindmicos de
los ejemplos 1y 2, pese a ser funciones cibicas a trozos, en graficos de pequeno tamano,
son muy similares a las funciones de los sistemas dindmicos definidos por Demir y Kogak
[19] salvo que en los puntos donde cambia la definicién de la funcién la grafica de la funcién
de nuestros sistemas dinamicos es redondeada debido a la diferenciabilidad de la funcion.

Estos ejemplos unidimensionales y el resultado de la Seccién han sido publicados

en International Joournal of Bifurcation and Chaos [6].

3.4. Dos ejemplos de dimension dos

Andlogamente a como hemos procedido para construir sistemas dindmicos unidimen-
sionales, en esta seccién vamos a construir dos sistemas dindmicos bidimensionales, uno
([0,1]2, F) con una érbita con exponente de Lyapunov positivo, pero que es estable y otro
([0,1)2,G) que tiene una trayectoria inestable con exponente de Lyapunov negativo (estos
ejemplos estan publicados en el libro Nonlinear Maps and Their Applications, Springer

Proceedings in Mathematics and Statistics [7]).

Ejemplo 3. El sistema dindmico ([0,1]%, F) con F = (f,g) tal como se define a continua-

cion tiene la Orbp(0,0) estable, siendo su exponente de Lyapunov positivo.

1. La primera componente de la aplicacién F' es la funcién f definida en [19] como:

1 3
20+ 5 — 5 (2 1) an <z < by,
F@) =9 52— 9 2 1
1 r=1

cona,=1-2"-10"""1 b, =1-2"410"""1 n=0,1,2,...y z € [0,1].

2. La segunda componente de F' es g : [0,1] — [0, 1] definida como
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1 )
31)4—5 2n+1(2n—1) ap <z < by,
_ ) 5"t2 33 3 1
g(CU)— m(l‘—bn)—Fl—i‘W—ﬁ bn<x§an+1
1 r=1

dondea,=1-2"—-10"""1b,=1-2""410""1, n=0,1,2,...yz €I

. La aplicacién F(z,y) = (f(y),g(z)) es continua en [0, 1]%, porque f y g son funciones

continuas en [0, 1]. Sea la trayectoria de condicién inicial (0,0):

{(O,O)v(551,91)7(1‘273/2)"”}:{(1 ! 1)}00

A
En cada punto de esta trayectoria la aplicacion es diferenciable, excepto en (0, 0),

pero como f y g son diferenciables a la derecha de 0, definimos:

0 lim ! 0 2
DF(0*,07) = A
lim, o+ ¢'(x) 0 30
y paran =1,2,...
) 6" 0 N 0o 26"
DF?"(0,0) = DF?*=1(0,0) =
0 6" 3671 0

Ahora se computan los valores propios de (DF¥){(DF¥), distinguiendo si k = 2n o

k=2n—1,conn=1,2,..
Cuando k£ =2n — 1:

32, 62(n71) 0

DF?=10,0))!DF?*~0,0) =
( (0,0)) (0,0) . g2 . g2n-1)

El mayor valor propio de esta matriz es u1(2n — 1,(0,0)) = 326". Y cuando k = 2n

6> 0
(DF?(0,0))* =
0 62n
siendo su mayor valor propio p1(2n, (0,0)) = 62".

Por tanto, el exponente de Lyapunov de la 6rbita con condicién inicial (0,0) es

.1
M(0,0) = lim o log(|u1(k, (0,0))]) = log6 > 0



3.4. Dos ejemplos de dimensién dos

La érbita de condicién inicial (0,0) es estable. Para probarlo se toma € > 0 y un
valor de k > 0 tal que 1/2% < €. Como f’ y ¢’ son positivas, las componentes de la
érbita de condicién inicial (0,0), con la distancia del méximo (denotada por |- |)
verifica que

11
2k’ 2k

1

P a) - FH0.0)] < | (e 50)

paran > ky 0 < |(z,y)| < 0. Queda por probar que la desigualdad se verifica
para n < k. Como cada FJ es continua, entonces, dado € > 0 existe 0; cumpliendo
que si 0 < |(x,y)| < &, |F(x,y) — F(0,0)] < € para j = 1,...,n — 1. Luego si se

toma

o =min{o1,....00 1,8} y 0 < |(,)] <

es cierto que

[F*(2,9) = F*(0,0)| < e

para todo k > 0.

Ejemplo 4. Construimos una funcién vectorial continua G = (f?,g) en [0,1)? cuya érbita

Orbg(0,0) tiene un exponente de Lyapunov negativo, pero es inestable.

1. La primera componente de G es f? donde la aplicaciéon f : [0,1) — [0,1) se define en

el ejemplo 2 de [19] como sigue:

11
§x+§ 0<z<T7/16 0 a, <x <b,
flz) =4 (2nFl —gntl o= h(p 4277 —2.47 771 ) by < <cp

1—2n"2_2.4 "3
2-n—1_Qg.4—n—2

(x4+27"—2.47""1 1) cn < < apyt

dondea, =1-2"—4"1 b, =1-2"44"1ye,=1-2"+2-47""1 para
n=12,..
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2. Ahora, se define la segunda componente de G, que se denota por g : [0,1) — [0,1):
1 1
5 <z < —
3z + 5 0<z< =
6 . 7 2 1 e 1 1
1277 710 635 5737 100
9(z) =
1 5 o
R R o LG an <z < by
5n+2 — 33 3 1
m(l’—bn)‘f’l"‘w—ﬁ bn<gj§an+1

dondea,=1-2"—-10""1yb,=1—-2"+10"""1 paran=1,2,..

3. La aplicacién G(z,y) = (f?(y), g(x)) es continua en [0,1)? ya que f y g son funciones

continuas en [0, 1). Consideremos la trayectoria de (0,0), denotada por

{(0,0), (z1,v1), (z2,92), - }

1 1 1 1
donde (x2n7y2n) = (1 - 2‘?7 1- 2311) y (xQn—laan—l) = (1 - 23n—l ) 1- 23n—2>

paran =1,2,...

Similarmente al ejemplo anterior, se tiene que

0 1/4
DG(0,0) =
3 0
y paran =1,2,...
3n71
3/4)" 0 0
pe(0,0) = | @Y DG"H0,0)=| g "
0 (3/4) AN
Si k =2n —1, se tiene que
32n
0
n— n— 2(n—1
(DG =1(0,0))' DG (0,0) = [ #07yy)
0 42n
32n
luego p1(2n —1,(0,0)) = 2o
32n

Si k = 2n, se tiene que u1(2n,(0,0)) = o

Entonces el mayor exponente de Lyapunov de la 6rbita de condicién inicial (0,0) es:

c 1 3
M(0,0) = lim o log(|u1(k, (0,0))]) = log (4) <0
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La érbita Orbg(0,0) es inestable. Vedmoslo.

Si se utiliza la distancia del méximo y se toma ¢ = 3/8, para cada § > 0 existe (z,0),
tal que |(z,0)] < &, y un k = 2n > 2 cumpliendo que G*"*(z,0) = (f? o g)"(x) < 1/2

y G?"(0,0) > 7/8. Por lo tanto, para este (,0) se cumple que

G2(0,0) = G¥"(@,0)] = |1 = 1/2" — (20 )"(2)| = ’; - G%(x,())’ > e

3.5. Exponentes de Lyapunov en sistemas dinamicos

discretos no autonomos

Sea X un espacio métrico y sea fy oo = (fi)i2, una sucesion de aplicaciones del conjunto

C(X). Para n > 0, se define:

J0oo = ftn-1)© .0 f10 fo

(3.10)
=1
donde I es la identidad de X.
Cuando f; = f para ¢ = 0,1,... se tiene el sistema dindmico discreto auténomo
(X, foco) = (X, f). En caso contrario, (X, fo) €s un sistema dindmico discreto no

autonomo.
En el caso no auténomo, la érbita hacia adelante de condicién inicial g € X es la

sucesion

{zo, f1(wo0), f2(f1(20)), -} = {@n}nZo-

donde x, = fr_10...0 fao f1o fo(zo).
En [9] se extiende la definicién de exponente de Lyapunov a estos sistema no auténomos

cuando X es un subconjunto de R. Esta definicion es:

Definicién 3.9.
! . R s ,
Mz) = lim —~log|(fa-10...f20 fo) (z)] = lim — ;)log £ ()]
]:

Teniendo en cuenta la definiciéon de exponente de Lyapunov (Definicién se puede
extender de modo inmediato el concepto de Orbita estable e inestable en sentido de
Lyapunov a sistemas dindmicos no auténomos del tipo . A continuacién ampliamos
la definicion de exponente fuerte de Lyapunov para estos sistemas unidimensionales no

auténomos.
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Definicion 3.10.
k+n—1

Alwo) = lim ~ 3 log(I/1(z;)])
=k

n—oo n

st este limite existe uniformemente con respecto a k > 0

Una situacion a tener en cuenta es cuando la sucesiéon de aplicaciones que se denota
por fo~ estd formada por bloques de aplicaciones que se van repitiendo, es decir, si el
bloque de aplicaciones que se repite es f1, fo, ..., fin, talque n =tm+kconn > 1y k <m,

entonces la iterada n—ésima del sistema dindmico no auténomo es

foo = fro..ofio(fmo..ofi)

donde (fy, o ... o f1)! significa la composicién t veces del bloque f, o ... 0 fj.

A continuacion se va a calcular el exponente fuerte de Lyapunov de un sistema no
auténomo, como los definidos por [3.10] pero donde las aplicaciones f y g definidas en la
Seccién forman un bloque de aplicaciones que va a repetirse. En este bloque f se aplica
p veces, con 0 < p <m y g lo hace ¢ = m — p veces en cualquier orden dentro del bloque

con p # q y tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.11. Dado el sistema dindmico no auténomo (I =[0,1), fo,c0, donde foy oo
representa la repeticion del bloque compuesto por p veces f y m —p = q veces g en cualquier
orden, con p # q, entonces el exponente de Lyapunov fuerte de la drbita de condicion

inicial xg = 0 es:

A(0) = L log 2
m
y es inestable.

Demostracion. Dado el bloque de p veces f y ¢ = m —p veces g en cualquier orden y p # ¢,
se hace uso de la Definicién [3.10] para obtener el valor del exponente de Lyapunov de la
orbita de condicién incial xg = 0. Las sumas parciales S,, de la expresiéon del exponente

fuerte se expresan

Sn:T(p*qHZ,*jlogz
rm—+1+7

donde 0 <i<p,0<j<qyn=rm+1+j, con independencia de k.

Cuando n — 00, esta serie es convergente y es inmediato que este valor es

pP—q

log 2



3.6. Método de Wolf para el calculo del mayor exponente de Lyapunov de una Orbita

que coincide con su exponente fuerte de Lyapunov A(0).
Con independencia de p y ¢ la 6rbita de condicién inicial 0 de este sistema dindmico es
inestable, cuya inestabilidad es debida a la inestabilidad de g. Si p < ¢, el exponente fuerte

de Lyapunov de la érbita es negativo y la érbita de condicién inicial 0 es inestable.

3.6. Meétodo de Wolf para el calculo del mayor exponente

de Lyapunov de una o6rbita

El objetivo de este capitulo no es el cilculo del mayor exponente de Lyapunov de la
orbita reconstruida a partir de una serie temporal sino tener en cuenta que una Orbita que
tiene un exponente positivo no necesariamente es inestable. Pero consideramos oportuno
dar unas pinceladas de cémo se estima el mayor exponente de Lyapunov de una orbita
construida a partir de una serie temporal real (método del retardo) utilizando el algoritmo
de Wolf [68], que es el mas habitual y sencillo (aunque hay otros) y que estd implementado
en algunos programa infomédticos. Si la serie temporal real es {Cl?i}iT:l, que procede de
un sistema dindmico estocéastico o determinista desconocido y {Z;}"; es una trayectoria
vectorial, que se obtiene, como sabemos, embebiendo la serie temporal unidimensional en
un espacio m—dimensional (Capitulo[2), siendo los elementos (estados) de la serie vectorial

embebida

Ti = (:Eia Lidrs ey xi—i—(m—l)r)

con i = 1,2,...,n, donde n = T — (m — 1)7. El algoritmo de Wolf consiste en elegido
un elemento de la serie vectorial T;,, calcular la distancia d(ty) entre este punto y el
mas cercano, Ty . A continuacién se considera el siguiente de cada uno de los puntos
considerados, T;, , Ty, ¥ se mide la distancia entre ellos d’(¢1) y se repite este proceso ahora
partiendo de Z;; y asi sucesivamente, de modo que la estimacién del mayor exponente de

Lyapunov viene expresado por

1 Y /
A=——) log—=*
tM - tl k‘zl dtk,1

siendo M el nimero de veces que se repite este proceso, con ty; — t1 el periodo temporal

de la serie vectorial que se tiene en cuenta para calcular A. La eleccién de este periodo de
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tiempo es importante porque es en el que se analiza la divergencia de las trayectorias con
condiciones iniciales préximas.

En condiciones ideales, con infinitos datos y sin ruido, el algoritmo de Wolf converge al
verdadero valor del mayor exponente de Lyapunov de la érbita desconocida. Sin embargo,
en la realidad, los datos no son infinitos y suelen estar contaminados con ruido, por lo que
hay que debido a éste hay que fijar una distancia minima entre las condiciones iniciales de

las érbitas consideradas, aumentando la complejidad del proceso de estimacién.

3.7. Conclusiones

Con los ejemplos desarrollados en este capitulo se pone en relieve que el valor del
mayor exponente de Lyapunov de una 6rbita no basta para decir si la 6rbita es estable o
inestable. Cuando se utiliza el mayor exponente de Lyapunov en relaciéon a la estabilidad
de una érbita es porque f es suficientemente diferenciable o porque este mayor exponente
de Lyapunov es fuerte en el caso de un sistema unidimensional en [0, 1].

En relacién a los contenidos de este capitulo, creemos que definiciones, resultados y

ejemplos se podrian extender a sistemas dindmicos de dimensién mayor. Por ejemplo:

= Extender la definicién de exponente fuerte de Lyapunov de una érbita unidimensional
a la de mayor exponente de Lyapunov fuerte de una érbita de un sistema dindmico

multidimensional.

» Demostrar resultados andlogos a los Teoremas [3.5] y [3.6] para sistemas dindmicos de

dimensién mayor o igual a 2.

= Construir sistemas dindmicos n—dimensionales en ([0, 1)", f) para n > 3 que tuvieran

el comportamiento paraddjico descrito en este capitulo.



Capitulo 4

Graficos de Recurrencia

Los graficos de recurrencia y su analisis cuantitativo son una herramienta util para
estudiar y comprender la dindmica de un sistema a través de las series temporales obtenidas
de 6rbitas generadas por el mismo, y son especialmente interesantes cuando el sistema
dindmico es no lineal o la serie no es estacionaria.

Los graficos de recurrencia (RP) fueron propuestos por Eckmann et al. [20] para visuali-
zar patrones de recurrencia en los datos, que es una caracteristica de los sistemas dindmicos
deterministas disipativos. Por tratarse de una herramienta grafica, su interpretaciéon puede
resultar ambigua; por ello, Zbilut y Webber [66] [71], y mas tarde Marwan [42] desarrollaron
una serie de medidas, conocidas como medidas de Andalisis Cuantitativo de la Recurrencia
(RQA), que sirven para cuantificar la informacién que hay en un gréfico de recurrencia.
Tanto estos graficos como su analisis cuantitativo (RQA) han sido usados para analizar
series temporales en Fisica, Quimica, Biologia y en los ultimos afios en Economia, donde
se han aplicado, entre otras, a series temporales de tipos de cambio [3, B0] y a series
financieras [10, 21], 26}, 61, [62].

En este capitulo, comenzamos recordando qué se entiende por un grafico de recurrencia
junto con las medidas utilizadas para el andlisis de los mismos, puesto que la cuantificacién
de los estados recurrentes es una herramienta que permite aproximar cuando se produce

un cambio en el comportamiento dindmico de la 6rbita de la que procede la serie que se
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estudie. Estas medidas han sido utilizadas con datos procedentes de sistemas dindmicos
bien conocidos, como son el sistema dindmico discreto generado por la aplicacién logistica
[29] y el sistema de Lorenz [65] y han confirmando su capacidad para aproximar los valores
de bifurcacion de estos sistemas dindmicos, es decir, el valor del parametro que provoca un
cambio en el atractor. Para ello, se tiene en cuenta que las medidas definidas por Zbilut and
Webber permiten encontrar los puntos de transicién entre un comportamiento dindmico
cadtico y otro periddico y las desarrolladas por Marwan permiten identificar transiciones
entre distintas situaciones cadticas [41].

En nuestro trabajo “Anélsis de las recurrencias del atractor de Liu” [8] usamos RQA
para estudiar el comportamiento asintético del sistema dindmico tridimensional propuesto
por Liu y otros en [38] cuando un pardmetro de control sumando en la segunda ecuacién del
sistema cambia. Se representan graficamente distintos atractores de este sistema dinamico
para diferentes valores del parametro de control con objeto de entender el mecanismo
generador del atractor cuando este parametro vale 0, y para realizar el estudio generamos, a
partir de este sistema dindmico e incrementando el parametro de control en cada iteracion,

una serie temporal no estacionaria que serd la base del estudio que se realiza.

4.1. Analisis Cuantitativo de un Grafico de Recurrencia

Sea {Z;};_,, con T; € R™ una serie temporal vectorial (podria ser una trayectoria de
un sistema dindmico). Fijado un valor real ¢ > 0, se dice que dos estados T; y T; son
recurrentes cuando ||Z; — Z;|| < ¢, donde || - || es una métrica definida en R™. El gréfico de
recurrencia correspondiente a este valor de € y a esta trayectoria (que se puede denotar
como RP({z;}!" | ,¢)) puede expresarse algebraicamente por una matriz R € M,, llamada
matriz de recurrencia, donde

Ry — 1 si|z—7j) <e
0 en otro caso
con i,j = 1,2,...,n, de modo que el grifico de recurrencia se obtiene representando la
matriz R en el plano, donde cada uno de los ejes se representa el tiempo, de modo que
cuando R;; = 1 se sitiia un punto en la posicién (¢,j) y cuando R;; = 0, la posicién (i, j)
estd vacia. Por definicion de matriz de recurrencia, el grafico correspondiente tiene una

linea diagonal, puesto que R;; =1 con i =1,2,....n.



4.1. Anélisis Cuantitativo de un Grafico de Recurrencia

A gran escala, fijado un valor de € > 0, un grafico de recurrencia de una serie vectorial
{z;}}_, , puede tener caracteristicas topolégicas que indican distintos comportamientos

dindmicos:

s Homogeneidad, que estd presente en los graficos de recurrencia de trayectorias

deterministas o aleatorias estacionarias (Figura [4.1)).

s Abruptos cambios de la dindmica que vienen representados por amplias zonas o

bandas con escasos estados recurrentes (Figura [£.2p)).

= Drift que ocurre cuando algin parametro del sistema generador de datos va cambiado

lentamente durante el proceso.
A pequena escala también se distinguen estructuras como:

= Puntos recurrentes aislados que se dan cuando el sistema tiene estados que no

persisten en el tiempo (Figura [4.2p)).

= Linea diagonal de longitud [, que ocurre cuando, fijado un valor de ¢, los estados T; y
T; estdn a una distancia menor que € y también lo estan los estados Tjj y Tj44 con
k=0,1,2,...,1 — 1. Se trata de agrupaciones de puntos consecutivos que se disponen

paralelos a la linea diagonal del grafico de recurrencia (Figura [4.1p)).

» Lineas verticales y horizontales, que son aquellas que se obtienen cuando R; j11 =1
con k = 0,1,...,v — 1, con v la longitud de la linea vertical y R;;4; = 1 con

k = 0,1,....h — 1, siendo h la longitud de la linea horizontal, respectivamente

(Figura[4.1p) y c)).

Figura 4.1: Gréficos de recurrencia correspondientes a distintas series embebidas en R*.

a) Serie i.i.d. b) Serie periédica ¢) Serie cadtica
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Figura 4.2: Gréficos de recurrencia correspondientes a series no estacionarias embebidas en R*

Las lineas diagonales y verticales son la base de las medidas que constituyen el andlisis
cuantitativo de un grafico de recurrencia de una serie vectorial, fijado un valor de ¢.
A principio de la década de los 90, Zbilut and Webber [66], [71] definieron medidas

basadas en las lineas diagonales, algunas de ellas son:

1. Porcentaje de recurrencia: De todos los pares de estados de la trayectoria {z;}"_,

este porcentaje nos da cuantos son recurrentes. Se escribe:

100 &
%REC = — > Ry,
i,j=1

Esta medida se corresponde con el estimador de la correlacién integra]E] [14, 28]. Para
un serie temporal, el valor de esta medida depende de la eleccién de €, un valor de ¢
demasiado grande consideraria estados recurrentes aquellos que no lo son, mientras
un ¢ demasiado pequetio detectaria solo el ruido. Zbilut [70] recomienda un valor de

£ que asegure un porcentaje minimo de un 1% de estados recurrentes.

2. Porcentaje de determinismo: Es el ratio de puntos recurrentes que forman lineas

diagonales. Se define como:

N

- IP(l
%YDET = 10021—%1()7

ig=1Ri;

Informamente hablando la correlacién integral de un conjunto, X C R™, para un valor de ¢, es la
probabilidad de que eligidos dos elementos del conjunto al azar estén a una distancia menor que ¢ [28].
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donde P(l) es el niimero de lineas diagonales de longitud /. La longitud minima de
estas lineas, I, tendria que ser mayor o igual que 2, porque si tomamos Iy, = 1

estariamos considerando todos los pares de estados recurrentes.

Si una serie temporal vectorial estd generada por un proceso estocéastico las lineas
diagonales de su grafico de recurrencia son mucho mas cortas que la lineas diagonales
que aparecen en el grafico de recurrencia de una serie que proceda de un proceso
determinista, en los que es menor el nimero de puntos recurrentes aislados. En el
caso de los graficos de recurrencia de una serie temporal periédica determinista las

lineas diagonales son méas largas que si fuese una serie cadtica o estocéstica.

3. Maxima longitud de las lineas diagonales: En un grafico de recurrencia hay
una linea diagonal de longitud ! cuando R;4 j+r = 1 para k = 0,1,...,l —1. Al menos

el cardinal de una linea diagonal tiene que ser 2.

Una interesante medida es la maxima longitud de las lineas diagonales de un grafico
de recurrencia. Segun Eckmann [20] “La méaxima longitud de las lineas diagonales
esta relacionada con el mayor exponente de Lyapunov positivo” de la érbita estudiada

con el gréifico de recurrencia.

Marwan [42] analizé las lineas verticales y definié medidas basadas en ellas. A conti-

nuacién se recogen algunas de estas medidas:

1. Laminaridad: Se trata del porcentaje de puntos recurrentes que forman lineas

verticales en un grafico de recurrencia. Se define como:

omax 9 P(v)
LAM = 100=2 0,
i,j=1+"]

donde vy, es la longitud minima que se toma para las lineas verticales y P(v) denota
el nimero de lineas verticales de longitud v. Una linea vertical que comience en 7; de
longitud v ocurre cuando cuando R;;4; = 1 para k = 0,1,...,v — 1, es decir v estados
sucesivos estan préximos a T;. Normalmente se considera una longitud minima de
las lineas verticales, vnin. Esta medida se utiliza para estudiar las transiciones en la

dindmica cadtica debida a cambios en los pardmetros de un sistema.

2. Trapping time: Se trata de la longitud media de las lineas verticales, que se expresa

como
TT _ zr;%}tnin UP(U)
T Stme  p(y)
V=VUmin
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y da el tiempo medio que el sistema esta atrapado cerca de un estado especifico.

En particular, nosotros estamos interesados en el analisis de series temporales reales,
{x;}L_,, que proceden de un sistema dindmico estocastico o determinista desconocido. Si
la serie procede de un sistema determinista, a partir de la serie real se puede construir
una trayectoria vectorial equivalente a una trayectoria del sistema dindmico original,
embebiendo la serie temporal unidimensional en un espacio m—dimensional (Capitulo .
Los teoremas de Takens y Stark [16, [60) [63] garantizan que la estructura topolédgica y
diferenciable del sistema original queda preservada cuando la dimensién embedding, m, y
el retardo, 7, necesarios para embeber la serie, son elegidos propiamente. Los elementos

(estados) de la serie vectorial embebida son

T; = («777;7 Litrs ey $i+(m71)7)

coni=1,2,..,T,donde n =T — (m — 1)7.

Hemos reconstruido una érbita vectorial en R* de distintas series unidimensionales
para obtener sus graficos de recurrencia, fijado un cierto valor de €, tal como se pueden ver
en las Figuras [{.1] y [£:2] Los gréficos de recurrencia de la Figura [£.1] corresponden a series

temporales estacionarias:
= Figura ) serie independiente e idénticamente distribuida.
= Figura ) serie periédica.
= Figura ) serie cadtica generada por la aplicacion logistica.
En la Figura se pueden ver los graficos de recurrencia de dos series no estacionarias:
» Figura [4.2h) serie generada utilizando dos modelos AR(1) distintos.

= Figura [4.2p) serie generada por el sistema dindmico ([0, 1], f(z) = az(1 — z)) donde

el pardmetro a cambia abruptamente.

Es importante notar que para utilizar estos graficos no es necesario imponer restricciones
sobre la distribucion de la serie que se quiera estudiar. Dada una serie real, para cada m y

para cada valor de € se puede construir un grafico de recurrencia.
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4.2. El atractor de Liu

El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales describe el sistema dindmico auténomo

propuesto por Liu et al.[3§],

t = 10(y —x)
y = 40z —xz+e (4.1)
Z = 252+ 4952,

donde e es un parametro de control. Para conocer el mecanismo generador del atractor
cadtico del sistema cuando e = 0, estos investigadores exploran, utilizando simulacién
numérica, el comportamiento dindmico del sistema para diferentes valores de e y condicion
inicial (2,2;2,4;38). De este modo se obtiene una érbita periédica cuando |e] = 40
(Figura [4.3h), surge un atractor cadtico con un ala (scroll) cuando e = 18 (Figura [4.3p) y
el comportamiento asintético se va extendiendo a una nueva ala conforme disminuye el
valor de |e|, como se puede ver cuando |e¢| = 14 (Figura [4.3k) y, por fin, cuando e = 0 el
atractor es muy complicado puesto que tiene dos alas (dos scrolls) (Figura [4.3d).

Figura 4.3: Atractores del sistema de Liu para distintos valores de e

a) e =40 b) e =18
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Para obtener un conocimiento més amplio de este sistema dindmico, se ha calculado el

mayor exponente de Lyapunov cuando 0 < e < 70. Los exponentes de Lyapunov miden la
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divergencia de érbitas cuyas condiciones iniciales estan préximas. Si el mayor exponente
de Lyapunov de una Orbita es negativo quiere decir que ésta se aproxima a un punto
fijo. Si el comportamiento de las 6rbitas convergen a un ciclo limite, el mayor exponente
de Lyapunov es cero, mientras que si dos trayectorias de condiciones iniciales cercanas
se separan exponencialmente, el maximo exponente de Lyapunov es positivo. Para la
computacion del mayor exponente de Lyapunov, se ha utilizado el algoritmo de Wolf
[68]. Los resultados se muestran en la Figura Hay un amplio rango de valores de
le| (aproximadamente de 0 a 33,5) donde el sistema tiene un comportamiento cadtico
con pequenas ventanas de comportamiento peridédico. Cuando e varia de 33,5 a 229,13 el
sistema tiene un ciclo limite y finalmente para valores de e mayores que 229,13 el atractor

tiene un punto fijo. Este sistema es disipativo para todos los valores del pardmetro |e|.

Figura 4.4: Mayor exponentes de Lyapunov del sistema de Liu cuando el pardmetro e varfa de 0 a
70
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4.3. Aplicacion: Cambios en la dinamica del sistema de Liu

En esta seccién, hemos aplicado el andlisis cuantitativo de los graficos de recurrencia
para encontrar transiciones en el comportamiento asintético del sistema dindmico de Liu
cuando cambia el parametro de control e. Para ello, inspirados en los trabajos de
Trulla et al. y Iwanski y Bradley, que trabajan con la ecuacién logistica y el sistema
dindmico de Lorenz, respectivamente, [29] [65], se genera una serie temporal sin eliminar

el comportamiento transitorio. Para ello, numéricamente se integran las ecuaciones de



4.3. Aplicacién: Cambios en la dindmica del sistema de Liu

Liu usando el método de Runge-Kutta de orden cuatro, incrementando el pardmetro e
en cada iteracién desde 0 a 70, y obtenemos una serie vectorial de R? de 150000 datos.
La condicién inicial seleccionada es (2,2;2,4;38). En el andlisis se ha utilizado la serie
unidimensional obtenida de la proyeccién de la primera componente, {z;}, de la serie
tridimensional obtenida (con las componente y o z se consiguen resultados similares).

La Figura ) representa la serie temporal unidimensional {z;} frente al pardmetro e.
A simple vista, se pueden observar distintos comportamientos: una zona donde los puntos
se disponen sin orden aparente, con posibles pequenas ventanas de comportamiento menos
complicado que no se aprecian; otra zona donde el comportamiento debe ser periédico
pero complejo; y, por iltimo, una donde el comportamiento peridédico es més simple (se
trata de un ciclo limite, donde las diferencias visuales se deben tinicamente al muestreo y
a los puntos utilizados en el grafico). La Figura ) es un diagrama de bifurcacion del
sistema de Liu obtenido integrando el sistema para cada valor del pardmetro.

Antes de aplicar el anélisis cuantitativo, se reconstruye un espacio de estados equivalente
al espacio de estados del sistema a partir de la serie unidimensional {xi}}iqooo. Para
ello hay que elegir una dimensién embedding m y un retardo 7 de modo conveniente. Como
esta serie no es estacionaria, se tendra que elegir una dimensién embedding suficientemente
grande de modo que el espacio de estados m-dimensional reconstruido contenga toda la
dindmica relevante del sistema dinamico del que en realidad procede la serie temporal que
se estudia [70]. En este caso usamos m = 7, puesto que el sistema original es tridimensional
[63] [60]. En cualquier otra situacién, para determinar la dimensién embedding se podrian
utilizar métodos como el de falsos vecinos cercanos [35] o el método de Cao [17]. El valor
elegido para el retardo 7 es el minimo de la funcién de informacién mutua [42]. En este
caso con m =7y 7 =9 se obtiene una serie vectorial de 149964 datos que es equivalente a
la serie tridimensional.

Se aplica el analisis cuantitativo de la recurrencia, repetidamente, en ventanas moviles
de 1000 datos de la serie 7-dimensional, de modo que dos ventanas consecutivas tiene 990
datos en comtn y para cada una de ellas se computan las medidas %determinismo, maxima
longitud de las lineas diagonales, laminaridad y TT (time trapping), utilizando el programa
desarrollado por Zbilut y Webber, que es un conjunto de ejecutables bajo DOS [71], 12], y
se obtenienen un total de 14895 valores para cada una de las medidas.

En la Figura ), se representan los valores de la medida determinismo frente a

valores del parametro e. Los primeros tres maximos relativos se alcanzan para valores
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Figura 4.5: Representacién de una serie unidimensional obtenida del sistema 1) frente al
parametro e

a) Simulacién del diagrama de bifuracion del sistema (4.1))
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de e préoximos a 5,8, 11 y 20, indicando la existencia de un ciclo limite para valores del
pardmetro e cercanos a estos valores. Aproximadamente a partir de e = 28,5, los valores
de la medida determinismo crece, destacando los valores alcanzados cuando el parametro e
estd proximo a 37,5. Conforme el parametro e va creciendo el valor de esta medida aumenta.
También merece considerar el alto valor alcanzado por el porcentaje de determinismo
cuando el valor de e esta cerca de 33, 5. Estos resultados son confirmados con los obtenidos
por la medida méxima longitud de las lineas diagonales (Figura [5.8p)). En relacién al

grafico que recoge los valores de la laminaridad (Figura )), hay que senalar que esta
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Figura 4.6: Anélisis de los estados recurrentes del sistema de Liu cuando el pardmetro varia de 0 a
70
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(b) Longitud méxima de lineas diagonales (d) Time trapping

medida decrece abruptamente cuando el valor del parametro e se sitia en torno a e = 16,3
indicando posiblemente que se pasa de un atractor cadtico a otro también cadtico, a partir
de este valor del pardmetro e, los valores de la laminaridad se mantienen oscilando hasta
e = 33,5 y entonces comienza a decrecer suavemente, que es cuando el comportamiento

periédico comienza.

El estadistico trapping time (Figura [5.8d)) confirma la existencia de los distintos
comportamientos dindmicos corroborando el cambio de dindmica producida en torno al

valor del pardametro e = 16,3.

En resumen, el sistema debe presentar los siguientes comportamientos asintéticos: Para
valores del pardmetro mayores que 50, tiene un comportamienteo periédico; cuando el
pardametro se mueve entre 33,5 y 50, aproximadamente la conducta asintética es ciclica
aproximadamente, pero mas complicada (period-doubling bifurcations); entre 28,5 y 33,5
el atractor es cadtico, como para valores menores que 28,1. Para e < 28,1 el atractor
es cadtico pero su complejidad se incrementa para valores menores que 16,3 (el atractor

cadtico tiene dos scrolls, pero solo tiene un scrolls cuando el valor del parametro es mayor
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que 16,3), aunque hay ventanas donde el comportamiento es periddico.

Puesto que el sistema es conocido, a la vista de los resultados obtenidos de las distintas
medidas (para distintos valores destacables de e, como algiin maximo de la medida
determinismo o laminaridad, por ejemplo), numéricamente hemos integrado el sistema
para algunos valores del pardmetro de control e confirmando los resultados obtenidos

con el andlisis cuantiativos de los estados recurrentes, como se puede ver en la Figura [I.7]

a) e =581 b) 28,28

Figura 4.7: Distintos comportamientos asintéticos del sistema de Liu (4.1]) para distintos
valores del parametro e
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4.4. Conclusiones

En nuestro trabajo “Andlsis de las recurrencias del atractor de Liu” [8] conseguimos,
utilizando RQA, obtener valores aproximados del pardametro e donde cambia la dindmica
de la serie no estacionaria generada.

Esta herramienta se ha utilizando ampliamente en los iltimos afios con series econdémicas
con el objetivo de ver los cambios de dindmica y estudiar, si utilizando estas medidas se
puede obtener informaciéon que anticipe los cambios o crisis se van a producir, de modo
que sea posible influir para provocar cambios en la dindamica de las variables econémicas
que se estudien.

Ahora nos planteamos ver qué tipo de relacién existe entre estos graficos de recurrencia

y los graficos de recurrencia que proponemos en el tltimo capitulo de esta memoria.
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Capitulo 5

Correlacion Integral Simbdlica

El concepto de correlacion integral se ha utilizado ampliamente en diferentes campos
de investigaciéon para estimar la dimensién de correlacion [28] de datos deterministas
(cadticos) o para analizar propiedades de series temporales [11} 23], 44 [47]. En particular,
el test no paramétrico BDS (Brock, Dechert, Sheinkeman y LeBaron,[I4]) estd basado en
la correlacién integral de una serie independiente e idénticamente distribuida y su uso se
ha mostrado recomendable en el andlisis de las series temporales econémicas de mercados
financieros, de tipo de cambio, de precios de materias primas... (entre otros [32] 40, [48]).
Ademas, el test BDS forma parte del paquete de andlisis de datos de muchos programas
informaticos.

Por construccion, la correlaciéon integral y por tanto, cualquier procedimiento basado
en ella, depende de un parametro de proximidad e, cuya elecciéon debe realizarse antes de
ser utilizado y es posible que se obtengan conclusiones estadisticas distintas dependiendo
del valor de este paramero. Por ello, no se puede elegir un tnico valor de €, sino un rango
de valores para los que debe de evaluarse el procedimiento utilizado. En esta situacion se
ha probado empiricamente [23] que la distribucién asintética del test BDS depende de la
eleccion del parametro de proximidad.

En este capitulo, de modo andlogo a como se construye del test BDS, que se basa, como

se ha dicho anteriormente, en el concepto de correlacién integral, se define la correlacion
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integral simbdlica de un subconjunto compacto de R™, y a partir de este concepto, se
construye un nuevo test no paramétrico de independencia de series temporales. Este test
se basa en el estadistico construido para estimar la correlaciéon integral simbdlica de la
serie vectorial que se obtiene de embeber una serie unidimensional utilizando el método
del retardo (Capitulo . Como la definiciéon de correlacion integral simbdlica no tiene en
cuenta ni la estructura métrica de R™ ni la geometria de la serie vectorial, no es preciso
fijar un parametro de proximidad € para la utilizacién del nuevo test.

Una vez estudiadas las propiedades de este nuevo estadistico, se define una nueva
herramienta grafica. Se trata del grdfico de recurrencia simbdlico coloreado de una serie
vectorial de R™. Al igual que un gréfico de recurrencia clasico (Capitulo permite
visualizar la correlacién integral de una serie vectorial de R™ fijado un valor de ¢, estos
nuevos graficos representan graficamente la correlacion integral simbdlica de una serie
vectorial, con la diferencia de que no es necesario fijar un valor para el pardmetro de
proximidad &, necesario en los gréaficos de recurrencia clasicos. En los gréaficos de recurrencia
simbdlicos, al igual que ocurre con la correlacién integral simbdlica, la proximidad entre
cada par de elementos de la serie vectorial que se estudie no es lo que importa, lo importante
es si las componentes de dos elementos de la serie tienen el mismo orden. Continuamos
definiendo medidas sobre un grafico de recurrencia simbdlico coloreado y mostrando que
pueden ser ttiles en el estudio de series temporales, y en particular para detectar cambios

de su dinamica.

5.1. Preliminares y Notacion

En este capitulo se denotan una serie vectorial como {z}; ; C R™ y una serie uni-
dimensional, que es la realizacién de un proceso estocastico real, como {x;},_,. Para
m > 2, se puede construir la serie vectorial que se obtiene de embeber la serie temporal

unidimensional en un espacio m—dimensional y sus elementos son (Capitulo |2} 7 = 1):

Tt = (T4, Tey1, .--=$t+(m71))-

Cada 7y es una m—historia y m es la dimensiéon embedding. Si la longitud de la serie
unidimensional es 7', la serie vectorial embebida, {Z;};_,, es de longitud n =T —m + 1.
Para cada m > 2, S;, es el grupo simétrico de orden m!, que esta formado por todas

las permutaciones del conjunto {1,2,3,...,m}. Cada elemento m = (i1,12,...,0m) € Sy, se
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dice que es un simbolo. A continuaciéon definimos cémo se asigna a cada vector de R™ un

simbolo de S,,.

Definiciéon 5.1. Se dice que un vector T € R™ es de tipo m € Sy, si y solo si, m =

(i1,12, ..., 0m) €s el unico simbolo que satisface las siguientes condiciones:
a) Ty <@y <o <@y, Y

b) Ts—1 < g Z'fl'i571 =, .

S

La condicién (b) garantiza la unicidad del simbolo 7 asignado a un vector Z. Luego, se
dice que el vector T € R es de tipo 7 si este simbolo es la permutacién que ordena de
menor a mayor las componentes de la m—historia.

Sea un subconjunto X C R™, se define la aplicacion:
s: X — S,

que asigna a cada elemento de X el simbolo de S;, que da el orden de sus componentes, es

decir, su tipo. En particular, si X = {Z;}" ., la aplicacién s transforma la serie vectorial
) ’ t=1>

en una sucesion de simbolos.

Se define la funcién indicador 7 : X x X — R

1 sis(@) =s(y)
I(z,y) = 1(s(7), 5(y)) = (5.1)

0 en otro caso

que vale 1 siempre que las componentes de T e 7 tengan el mismo patrén de orden y 0 en
caso contrario.
Si {@:},_, es una serie unidimensional, la serie vectorial embebida en R™, {z;};" |,

tiene, como se observa a continuacion, solapamientos:

Ty = (x4 Tey1 Tiyo e Tipm—1)
Ti1 = (Te41 Tt4+2 Tt+m—1 Titm)
Tpr2 = (Ty2 ... Titm—1 Ttym  Tttmtl)
Titm—1 = (Te4m—-1  Tigm  Tefmel - -- Jit-s-z(m—l))
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En general, dadas dos m-histories, Z; y s,

= se solapan cuando |s — t| < m, es decir, si llamamos N(t) = {s € R: [s —t| < m}, T¢

y T se solapan cuando s € N(t) ot € N(s).

= la probabilidad de que la m—historia T; tenga asignado el simbolo © € 5, y la

m—historia T tenga asignado el simbolo ¢ € S, se denota por pzrs‘s.

Nos interesan estas probabilidades cuando la serie unidimensional es i.i.d, para lo que
hay que tener en cuenta que la serie vectorial embebida es (m — 1)—dependiente, debido
al solapamiento de las m—historias. En esta situacién, dadas dos m—historias, Ty y s,

distinguimos

1. que las m—historias no se solapen (|s —t| > m), esto es, s ¢ N(t) (o bien t & N(s)),
en cuyo caso las probabilidades psz para cualesquiera 7w, € S, toman el valor
(1/m!)2. Estas probabilidades se pueden escribir en una matriz PM de orden m!,

llamada matriz de probabilidades y se denota:

PM(|s - t]) = ((1/m)?)

m!

2. que |s —t| < m, en cuyo caso para cada uno de los m — 1 valores que toma |s — t| se

tiene una matriz de probabilidades de orden m! distinta y se escribe:
PM(|s = t]) = (p))ms) (5.2)

o bien

PM(|s = t]) = (4o (5.3)

Importante: Estas matrices no dependen del modelo generador de la serie i.i.dE]
Por ejemplo para m = 3, las diferentes matrices de probabilidad, cuando |s — t| = 1,

|s—t|=2y k=]|s—t| >3, son:

0,25 0,25 0 0 05 0
0 0 0,25 025 0 0,5
0,25 005 0 0 0,25 0
05 0,25 0 0 0,25 0
0O 0 02 05 0 025
0O 0 05 025 0 0,25

PM(1) = 1/3!

!Se han calculado estas matrices si serie unidimensional es i.i.d. para las dimensiones embeddings 3, 4,
5y 6, utilizando los programa MATLAB y Mathematica.
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0,05 005 0,15 03 0,15 0,3
0,15 0,15 0,2 0,15 0,2 0,15
0,05 0,05 0,15 0,3 0,15 0,3

PM(2) =1/3!
0,15 0,15 0,2 0,15 0,2 0,15
0,3 0,3 0,15 0,05 0,15 0,05
0,3 0,3 0,15 0,05 0,15 0,05
1/31 173! 1/3! 1/3! 1/3! 1/3!
1/31 1/31 1/31 1/3! 1/3! 1/3!
1/31 1/31 1/3! 1/3! 1/3! 1/3l

PM(k) = 1/3 /3 1730 1/30 1/30 1/31 1/

1/3! 173! 1/3! 1/3! 1/3! 1/3!
1/31 1/3! 1/3! 1/3! 1/3! 1/3!
1/3! 173! 1/3! 1/3! 1/3! 1/3!

Cuando la serie unidimensional {x;}$°; es i.i.d. la funcién indicador I(Z, Ts), definida

en la ecuacién (5.1]), es una variable Bernoulli de pardmetro

prs sit € N(s)
fts = Z prat = traza(PM(|s —t])) = . (5.4)

TESm ]. .
— s t ¢ N(s)

donde p;s es la probabilidad de que las m—historias T; y s tengan asigando el mismo
simbolo y esta probabilidad solo depende de |t — s|. Cuando |t — s| < m esta probabilidad

. 1
vale p;s mientras que vale — cuando |t — s| > m.
m

5.2. Estadistico Correlacién Integral Simbdlica.

Comenzamos esta seccién definiendo el concepto de correlacion integral simbélica de

un conjunto compacto:

Definiciéon 5.2. La correlacion integral simbélica de un conjunto compacto X de R™,

distribuido de acuerdo a una medida p, se define como:

SC(X) = [ [ 1(s(2). 50))dp(@)du(z) (55)

La correlacion integral simbdélica mide la probabilidad de que elegidos al azar dos

elementos del conjunto X tengan asignado el mismo simbolo.
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Nosotros estamos interesados en la correlacién integral simbdlica de una serie vectorial
de m—historias construida a partir de una serie unidimensional. En esta situacion, para
m > 2y {z:};_, la serie vectorial embebida en R™, una estimacién de la correlacién

integral simbélica del conjunto X = {Z;},;~, viene dada por la siguiente expresion:

92 n—1 n

SCY = —— Z I(s(Ty),s(Ts)) (5.6)
n(n—1) = 51,

Cuando se satisfacen las condiciones del teorema U de Aaronson et al.[I], es decir,

cuando la serie temporal {z;},°, es estacionaria y ergédica, el estadistico SC"* cumple:

lim =SS (s(@).s@) = [ [ 1@, s@)du@)n@) (5.7

esto es

SC({m}2)) = SC™ = lim_SCY.

Cuando {x:};°; es una serie i.i.d., las hipétesis del teorema de Aaronson se verifican,
luego nos planteamos la correlacion integral simbdlica de la serie vectorial de las m—historias

obtenida de la serie i.i.d.

Media de SC]" para una serie i.i.d

En esta seccién vamos a computar el valor esperado del estadistico SC}* de la serie
vectorial de longitud n construida a partir de una serie unidimensional i.i.d., {z;}$2;, v

dimensién embedding m > 2.

E[SCY] = ———=> > El(s(@) s(z))] =

t=n—m+2 s=t+1

n—1 n
+X > E[I(s(m»,s(xs))]) (5.8)

t=1 s=t+m



5.2. Estadistico Correlacién Integral Simbdlica.

Como cada I(s(T;), s(Ts)) es una variable aleatoria Bernoulli, b(us) (5.4) se obtiene

que la esperanza del estadistico SC)*, que se denota por p*, vale:

9 n—m+1t+m—1
ur=FE[SC'] = —/——— traza(PM|s — t|)
sl = | 5 S
n—1 n n—1 n 1
+ Z Z traza(PM|s —t|) + Z Z — (5.9)
t=n—m+2 s=t+41 t=1 s=t+m m:
haciendo céalculos se tiene
m_pser = —2 |m-m4ny
M = n - n(n — 1) n—m SZQ,UIS
m—1
— — 11
+ > (m—s)ps + (n—m)(n—m + )'] (5.10)
= 2 m!
y tomando limites, se tiene que:
, m1 __ s m __ mi __ 1
nh_)HOlOE[SCn | = Jim ' = E [SC™] = g (5.11)

1
Luego, la esperanza asintética del estadistico SC)* es — con independencia del proceso
m)!

generador de la serie i.i.d.

Varianza de SC)' para una serie i.i.d.

Vamos a calcular la varianza asintética de una transformacion lineal del estadistico
SCT" correspondiente a la serie vectorial embebida construida a partir de la serie i.i.d. Esta

transformacion lineal es
n(n —1)

Se definen las variables aleatorias Iys = I(s(T¢), s(Ts)) — ues, donde pys viene dada por
la ecuacién 1] e {Its}t,s cont=12,.m—1ys=t+1,..n, es la familia de estas

variables, que tienen media cero.

Lema 5.3. Sea {x;}icr una serie i.i.d. y sea sea m > 2. Entonces
EllisIyy] = 0

siempre que [t —t| >m —1 6 |s—s'| >m —1.

Demostracion. Como Iis = I(s(Tt), s(Ts)) — pus se tiene que:

Bllilvy] = BI(s(@), (@) (s(T0), 5(Fs))] — pustiers
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Fijados t,s, si [t/ —t| > m —1y |s—s| > m — 1, entonces I;s y Iy son variables
independientes por lo que E[l;s1y ] = 0. Por simetria para probar el lema basta considerar

que [t/ —t|<m—-1yl|s—s>m—1:
= Sis¢ N(t), entonces
1. Cuando s’ ¢ N(t)y s € N(t'):

1 1

2 Y o Hts = Hrrst = -
m.: m!

BlI(s(z2), s (5T, 5(7)] =
2. Cuando s’ € N(t) y s’ € N(t') o cuando s’ € N(t) y s’ € N(t'):
BUI(@), @) (@), @) = —traza(PM(F = ) = usies
» Si s € N(t), se distinguen dos situaciones:
1. Cuando s’ € N(¢') se tiene que:
BL(s(72), 52 ) I(E0), 8(7))] = traza(PM(Jt—s|))traza(PM( ~$'])) = st
2. Y cuando s’ € N(t') se cumple que:
BIE(s(70), s (s(0), 5(50))) = traza(PM (1t = s1))— = sy
En todos los casos E[l;sIys] = 0. O

Lema 5.4. Sea {z;}icr una serie i.i.d y sea m > 2. Cuando s > t+2m — 1 se cumple que
la covarianza de la variable Its con cualquier otra variable Iy solo dependen de hy = |t' —t|
y hy =1s"— s|

6(h1, he) = Ellisly ]

Demostracion. Sabemos que las probabilidades pf%) recogidas en la matriz PM (|t —t|) y

p;rs, en PM(|s — s'|). Fijados t y s con s >t + 2m — 1 se cumple que:
1. El Lemaasegura que si hy > m o hg >m, d(hi,hy) =0
2. Cuando hy < m o hy < m, distinguimos:
s Sit/ >tys >s

E[I(s(z¢), s(zs))(s(Ty), s(Ts))] = % S PR (5.12)
| £ &
2
Olh, o) = Blhslvy] = ;Zzpﬁép;’ff - ( 1 >
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s Cuando t/ >ty s> s

BII(s(@), s@) (@), s@o)] = - S S pifll  (5.13)
22

1 2
5(h17h2) = ItsIt/ = ' Zngﬁ(;pgés _ ( )

s Sit=tys #s

B (5(7), s(E)(5(70),5(70))] = —traza(PM]5 — 5] (5.14)
2
6(h1,he) = E[Lislyy] = %traza(PMb’ —s|)— (ni‘) .

Los casos t/ < t, s < §;t <ts <syt#t ys=s sonsimétricos a los casos
anteriores. Puesto que las probabilidades que se utilizan en las ecuaciones (5.12)), (5.13)) y
(5.14) dependen de hy y ha (ver|5.3) con lo que queda demostrado lo que queriamos. [J

Proposicién 5.5. Sea {x;};c; una serie i.i.d. y sea m > 2. Se cumple que

., n(n—1) - -
nhjlgo TVG’T(SCTL — My ) = 0-1271
donde
= > Y Ellsliihysts) (5.15)

hi=—m+1 ha=—m+1
con s >t+2m — 1.

Demostracion. La varianza de Var(SC)" — ') se puede expresar como:

n(n—1) 2 G )
———Var(SC}' — ' —Var I
verses =) = v (5 3

n—1ln—-1 n

= ZZ > Z ElLislyy]  (5.16)

t=1t/'=1s=t+1 s'=t'+1

Por el Lema la expresién (5.16)) se puede escribir como

. ) I D SR ol TN

t= 1t’€N(t)s>t+2m 1s'eN(s)
t+2m—2

+Z Z Y. Y Ellslyy] (5.17)

t=1¢'eN(t) s=t+1 s’eN(s)

El segundo sumando de (5.17)) es de orden n puesto que N(t) y N(s) son finitos, luego

este sumando converge a cero cuando n tiende a infinito.
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Fijados t y s tal que s > t 4+ 2m — 1, por el Lema se tiene que
E[ItsIt’s’] - E[ItsIt+hls+h2]

luego como

m—1 m—1
Z Z ItsIt’s’] = Z Z E[ItSIt+h1S+h2] = Jr2n' (5'18)

t'eN(t) s’eN(s) hi=—m+1 ho=—m+1

Teniendo en cuenta (5.18)) se verifica que

-1
WVar(scy—unm) = lim ——— )" > Y Ellslyy]

t=1 ¢/eN(t) s>t+2m—1 s'eN(s)

n
= Jlim ————g Yoo (5.19)
t=1 s=t+2m—1

lim
n—oo

Como el ntimero de sumandos de Y77 S0, o1 es L(n—2m + 1)(n — 2m + 2) se

tiene que

-1 n
=Y e sem -y = tim —— S oo

lim
n—oo

5.3. Resultado Principal

En esta seccién se prueba el principal resultado de este capitulo. Se trata de un teorema
que hace posible el contraste de hip6tesis no paramétrico que proponemos en la Seccién
cuya hipétesis nula es la serie unidimensional {x;}; es i.i.d. frente a cualquier alternativa

(no i.i.d.).

Teorema 5.6. Sea {x:},.; una serie i.i.d. y sea m > 2. Entonces el estadistico

n(n —1) <SC,T - un’") (5.20)

2 Om

se distribuye asintdticamente como una N (0,1) donde pll* y oy, se definen en @ Yy en

, respectivamente.

Demostracion. Para cada entero k > 3(m — 1), se definen las variables aleatorias:

Ynf:\/ (Z Z SJ1J2+ZT)
i=1j2=51+1
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donde

jik—2m+2  jok—2m+2

Sj1j2 = Z Z Iis

t=(j1—1)k+1 s=(jo—1)k+1

jk—2m+1 jk—2m+2

= > X I

t=(j—1)k+1 s=t+1
conry = [(n—1)/k] y ra = [n/k], la parte entera de (n — 1)/k y n/k, respectivamente.

Las variables aleatorias S}, ;, son i.i.d. de media 0 y varianza

k—2m+2 2k—2m+2 k—2m+42 2k—2m+2

v = Z >y Z E[lysIy ). (5.21)

s=k+1  t'=1 =k+1
Por el Lema se sigue que
ST (k—2m+2— [haf)(k —2m+ 2 — |ho)) EllusLrsnyoin
|h1|<m |ho|<m
Luego por el Teorema Central del Limite para variables aleatorias i.i.d. se tiene que

(o) (5,5, )

J1=1j2=j1+1

se distribuye asintéticamente como una N < k:z) cuando n — oo.
Por otra parte las variables aleatorias T} son i.i.d. de media cero e independientes de

las variables "t et Sz

Go=j1+1 Sjyja con

, 2 -
JE&VW( nm_l);T) -

Luego se tiene que

. k_ vk
nILHgO Y =Y (5.22)
donde Y* ~ N(0, )72 ) Pero como
. _ 2
klggo g2 m
entonces cuando k£ — oo
lim lim Y=Y (5.23)

k—o00 N—00

donde Y ~ N(0,02,).
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5. CORRELACION INTEGRAL SIMBOLICA

Solo queda probar que:

P . n(n_ 1) m m k
klg{)lonh_)rgosupP (|\/ — (SCTt — ) =Y,

para todo € > 0, para aplicar la proposicién 6.3.9 de [15], de modo que ([5.24)) implica que

> 5) =0 (5.24)

(5.20) se distribuye asintéticamente como una N (0, 1).

Para probar (5.24]) escribimos

nn—1) «m m k| _ 2 ko prk k
donde
r1—1 jik—2m+2 ro—1 jok ri—1 Jik rok—2m+2
= X X X et X > s
J1=1 t=(j1—1)k+1 jo=j1+1 s=jok—2m+3 ji=1t=j1k—2m+3 s=jik+1
rik—2m+2 n n—1 n
Up= > > It X X s
t=1 s=rok—2m+3 t=r1k—2m+3 s=t+1
ri—1 j1k—2m+2 Jik ri—1 J1k—1 Ik
Ui =% > )OREE LD DD DR i
J1=1 t=(j1—1)k+1 s=j1k—2m+3 Jj1=1 t=j1k—2m+3 s=t+1
v bastaria probar que
lim lim sup Var n{n —1) (SC™ — ™y —YF | =0 (5.25)
k— 00 n—00 2 " " " '

puesto que (5.25)) implica (5.24)) por la desigualdad de Chebyschev.
Teniendo en cuenta que Var(Iis) < 1 para todo t, s, |Cov(X,Y)| < /Var(X)Var(Y)

y el Lema [5.3| se cumple que:

oz B2
Var (Z > Its) <(ag— a1 +1)(Bo — B+ 1)(1 + (2m — 1)?) (5.26)

t=a1 t=£

luego, basta contar y se tiene

2 2 (r1 —1)(ro — 2) ,
Var (W‘dﬁ) < n(nfl)( 5 (k—2m+2)(2m — 2)(1 4+ (2m — 1)?)+

+ (r1 —1)((ra — Dk —2m 4+ 2)(1 4 (2m — 1)%)+ (5.27)
+ 2(ry — 1)(14 (2m — 1)?)
\/"22_2(k —9m +2)(2m — 2)((r2 — 1)k — 2m+2)>
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2 2
— < ——— ((rk —2m+2)m(1 + (2m — 1)?
Var( n(n—l)Un> e p— ((m m+2)m(1 + (2m — 1)*)+
+ m?(1+ (2m — 1)%)+ (5.28)
+ 2m(1+ (2m = 1)2)/(rk — 2m + 2)m)
Var 2_prk) < 2 ((r1 — 1)(k —2m +2)(2m — 2)(1 + (2m — 1)?)+
nn—1)" ") = nan-1)
+ (r1 — 1)(2m — 3)2(1 + (2m — 1)%)+ (5.29)
+2(m = D)2m = 3)(1 + 2m = 1)2)/(k = 2m + 2)(2m - 2))
cumpliéndose que
lim i =
Ji i s v | T ) =0
lim lim sup Var (1/ ) =
k—o00 n—00 n
lim lim sup Var( UTk> =0
ki—00 N—00 n(n—1)
Por tanto se tiene que:
n(n — 1) m m k|l _
kILI{:OT}LIgOsupVar ( — 5 (SC' — ) — Yn) =0
con lo que queda demostrado el teorema. O

5.4. Test de independencia: Tamano y potencia

El objetivo de esta seccion es estudiar el tamafio y la potencia del estadistico (5.20)) en
muestras finitas para contrastar la hipétesis de que la serie temporal {z;} es i.i.d. (Hy)
frente a cualquier alternativa (Hi).

Para realizar este constraste, fijado un valor de m, se utiliza el estadistico (5.20]) y se

tiene en cuenta que la distribucién asint6tica del mismo bajo la hip6tesis nula es N(0, 1).

Para mostrarlo se simulan series de longitudes 250, 500, 1000, 1500, 2000, 2500 y 3000
de distintos modelos generadores de datos para las dimensiones embedding m = 3, m = 4,
m =5y m = 6. Se han utilizado estas dimensiones porque son las adecuada a los tamanos
muestrales que encontramos normalmente en las serie econémicas y para ellas se han
calculado las matrices de probabilidades definidas en la Seccién de este capitulo, que

son necesarias para calcular o2, (ver [5.15)).
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Tamano del test

Para ver el tamano de este test se han generado 2000 series i.i.d. de cada una de las

distribuciones siguientes [45]:

1. Distribucién normal con media cero y varianza 1, N'(0,1).
2. Distribucién uniforme en el intervalo (0,1), ¢(0,1).
3. Distribucién Chi-cuadrado con 4 grados de libertad, x3.

4. Distribucion t de Student con 4 grados de libertad, 4.

Se han elegido éstas porque representan un amplio espectro de distribuciones: simétricas,
no simétricas, gausianas y no gausianas... En cada caso se ha calculado la proporciéon de

rechazo de la hipdtesis nula a un valor nominal del 5 %. Los resultados se muestran en las

Tablas BT} B2 B3]y

Tabla 5.1: Tamaiio del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m =3

[m=3 T=250 T=500 T=1000 T =1500]

N(0,1) 0,045 0,53 0,049 0,05
X3 0,047 0,045 0,046 0,05
Uuwo,1) 0,047 0,055 0,049 0,043
ta 0,048 0,054 0,05 0,046
| m=3 T=2000 T=2500 T =3000
N(0,1) 0,053 0,048 0,049
X3 0,055 0,054 0,043
Uuo,1) 0,055 0,05 0,047
ta 0,059 0,047 0,051

Estos resultados muestran que el tamano empirico del estadistico se encuentra en

valores muy cercanos al su valor nominal del 5%, lo que asegura la aplicabilidad y la

reproductividad del test.
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Tabla 5.2: Tamaiio del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m = 4

| m=4 T=250 T=500 T7=1000 T =1500 |
N(0,1) 0,049 0,042 0,045 0,047
X3 0,042 0,046 0,056 0,042
U(0,1) 0,047 0,049 0,0505 0,044
ty 0,044 0,053 0,042 0,044
| m=4 T=2000 7=2500 T = 3000
N(0,1) 0,043 0,045 0,043
X2 0,043 0,04 0,055
U(0,1) 0,041 0,041 0,041
ty 0,047 0,041 0,0525

Tabla 5.3: Tamaiio del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m =5

| m=5 T=250 T=500 T=1000 T =1500 |
N(0,1) 0,041 0,044 0,05 0,043
X3 0,046 0,043 0,047 0,047
U(0,1) 0,04 0,049 0,051 0,046
ty 0,049 0,05 0,044 0,045
| m=5 T=2000 T=2500 T = 3000
N(0,1) 0,049 0,05 0,05
X3 0,049 0,045 0,044
U(0,1) 0,044 0,047 0.048
ty 0,046 0,049 0,048

Tabla 5.4: Tamaino del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m = 6

[m=6 T=2000 T=200 T=3000 T=23500 T =4000
N(0,1) 0,046 0,056 0,044 0,055 0,045
X2 0,043 0, 0465 0,052 0,0485  0,0505
Uu0,1) 0,056 0,0455  0,0495  0,0455 0,048
ta 0,049 0,0465  0,0505  0,0515 0,045

Potencia del test

Para estudiar la potencia de este nuevo estadistico, se han generado 1000 series para

cada uno de los procesosd generadores de datos (PGD) utilizados por Granger y Lin [27],

por su variedad y distintos comportamientos no lineales, para cada una de las longitudes

consideradas y las distintas dimensiones embedding ya mencionadas. Cuatro de los procesos

son medias méviles no lineales (PGD1, PGD2, PGD3 y PGD4), del PGD5 al PGDS8 son

91



CORRELACION INTEGRAL SIMBOLICA

92

procesos autorregresivos lineales y no lineales. El PGD9 es bilineal de orden 1 y 2, el

PGD10 es determinista (la logistica) y el altimo PGD11 responde a un modelo ARCH.

PGD 1: 24 = ¢ + 0,8¢7_, PGD 2: z; = ¢; + 0,8¢7_,,

PGD 3: z; = ¢, + 0,8¢2_3, PGD 4: 2y = ¢, + 0,8¢2_; + 0,8¢7_, + 0,8¢7_,
PGD 5: 24 = |241[%8 + ¢, PGD 6: z; = sign(xs—1) + €,

PGD 7: xy = 0,521-1 + €, PGD 8: xy = z4—1 + €,

PGD 9: x; = 0,6€;_17¢_2 + €, PGD 10: 2y = 4ay—1(1 — z4—1),

PGD 11: Ty = \/EGD ht =1+ 0,81’?71

Se ha computado el nimero de veces que se rechaza la hipdtesis nula para cada uno

de estos procesos para un nivel de confianza del 5 %. Los resultados se muestran en las
Tablas 53, 58 51 v 5.3}

Tabla 5.5: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m = 3

‘m=3 T=250 T =500 T=1000 T =1500 T =2000 7T =2500 T = 3000

PGDL 0,328 0,61 0,854 0,973 1 1 1
PGD2 0,139 0,26 0,482 0,714 0,862 0,953 0,984
PGD3 0,062 0,045 0,058 0,059 0,064 0,057 0,051
PGD4 0,75 0,98 1 1 1 1 1
PGD5 0,78 0,99 1 1 1 1 1
PGD6 0,48 0,84 0,996 1 1 1 1
PGD7 0,64 0,93 1 1 1 1 1
PGDS 0,997 1 1 1 1 1 1
PGD9 0,041 0,04 0,048 0,049 0,042 0,058 0,047
PGD10 1 1 1 1 1 1 1
PGDI1 0,062 0,098 0,161 0,232 0,287 0,387 0,47

En la Tabla [5.5] se observa que la potencia del estadistico es baja para todas las
longitudes de serie cuando ésta ha sido generada por los modelos PGD3 y PGD9. En el
caso del proceso PGD11, la potencia es baja, pero va aumentando con la longitud de la
serie aunque siempre es menor del 50 %.

En el resto de los casos la potencia del estadistico aumenta con la longitud de la serie
e incluso, para longitudes pequenas, se obtienen buenos resultados, salvo en el caso de
la serie generada por el proceso PGD2 donde se necesita que la serie tenga una longitud
mayor de 1000 datos para que la potencia supere el 50 %.

En las Tablas[5.6)y [5.7)se observa que la potencia del estadistico con las series generadas
por los procesos PGD3, PGD9 y PGD11 mejoran y en los tres casos la potencia aumenta

conforme aumenta la longitud de la serie.
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Tabla 5.6: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m = 4

‘m:4 T=250 T=500 T=1000 T =1500 T =2000 7T =2500 1T = 3000

PGDI 048 0,87 1 1 1 1 1
PGD2 0,213 0,51 0,9 0,99 1 1 1
PGD3 0,095 0,22 0,52 0,79 0,94 0,994 0,995
PGD4 0,96 1 1 1 1 1 1
PGD5 0,93 1 1 1 1 1 1
PGD6 0,7 0,97 1 1 1 1 1
PGD7 0,79 0,994 1 1 1 1 1
PGDS 1 1 1 1 1 1 1
PGD9 0,20 0,52 0,92 0,999 1 1 1
PGD10 1 1 1 1 1 1 1
PCD11 0,103 0,245 0,46 0,65 0,85 0,93 0,97

Tabla 5.7: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m =5

]m:5 T=500 T'=1000 T =1500 T =2000 T =2500 T = 3000

PGDI 0,912 1 1 1 1 1
PGD2 0,68 0,98 1 1 1 1
PGD3 0,35 0,81 0,98 0,99 1 1
PGD4 1 1 1 1 1 1
PGD5 1 1 1 1 1 1
PGD6 0,99 1 1 1 1 1
PGD7 0,99 1 1 1 1 1
PGDS8 1 1 1 1 1 1
PGD9 0,65 0,98 1 1 1 1
PGD10 1 1 1 1 1 1
PGDI1 025 0,57 0,82 0,945 0,99 1

Por los resultados que se muestran en las tablas, se puede ver que la potencia de este
estadistico frente a cualquier dependencia en la serie es bastante buena, sobre todo si
la dependencia se da en el primer momento. Si el proceso generador de datos es lineal
(PGDT), el estadistico discrimina siempre para todas las dimensiones embedding cuando
la longitud de la serie es mayor de 1000, pero para series de menor longitud también se
obtienen buenos resultados. Si la serie es determinista caética (PGD10), el estadistico tiene
una potencia del 100 % en todos los casos.

Cuando la serie estd generada por un proceso ARCH(1), como es el PGD11, el estadistico
precisa de una serie mas larga o una dimensién embedding mayor para poder rechazar la
hipétesis nula en més del 50 % de los casos; lo que no ocurre con las series generadas por

otros procesos.
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Para estos modelos generadores de datos los resultados obtenidos para m = 6 son
similares a los conseguidos con m = 5. Cuando la dimensién embedding es m = 6, como
el nimero de simbolos es 720, se necesitan series mas largas para aplicar el estadistico y
realizar el contraste.

Consideramos ahora los siguientes procesos generadores de datos

PGD 12: 2y = Vhier, hy =1+ 0,8xf_5
PGD 13: ; = 0,845 + €&

PGD 14: xy = 0,342 4+ 0,745 + €
PGD 15: zy = ¢ + 0,86%_5

PGD 16: z; = 0,64 56,1 + €

y repetimos el procedimiento realizado con los modelos desde el PGD1 hasta el PGD11,
pero ahora con series de longitud 2000, 2500, 3000 y 3500 y dimensiones embedding m =5
y m = 6. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla

Tabla 5.8: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% para m = 6

[m=5 [[T=2000 T=2500 T=3000 T =3500]

PGD12 || 0,060 0,058 0,049 0,066
PGD13 | 0,496 0,516 0,50 0,475
PGD14 1 1 1 1
PGD15 | 0,051 0,045 0,052 0,051
PGD16 || 0,188 0,244 0,291 0,345
[m=6 [[T=2000 T=2500 T=3000 T =3500
PGD12 | 0,268 0,3 0,44 0,573
PGD13 1 1 1 1
PGD14 1 1 1 1
PGD15 | 0,389 0,559 0,701 0,838
PGD16 | 0,823 0,944 0,994 1

Para series generadas por los modelos PGD12, PGD13, PGD15 y PGD16, la potencia
del test es mayor cuando m = 6. En estos procesos generadores de datos z; depende de
modo explicito y muy importante del retardo t — 5 y si el embedding se realiza en R%, x; y
T;_5 no estdn en la misma m—historia y esa podria ser una causa de la menor potencia
del test cuando m = 5. Sin embargo, tanto para m = 5 como para m = 6 se rechaza la
hipdtesis nula en el 100 % de los casos si la serie se ha generado con el PGD14, lo que
puede ser debido a que en el modelo generador z; = 0,3xy_3 + 0,7x;—5 + €, x; depende

linealmene de z;_9 v x_5 y es la dependencia de x;_o la que se muestra en los resultados
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obtenidos.

Aspectos graficos

En este apartado vamos a visualizar como se comporta la correlacién integral simbdlica
y el estadistico conforme la longitud de la serie aumenta, para series temporales
generadas por distintos procesos cuando m = 3 y m = 4. Estas series son, una i.i.d., otra
generada por un modelo AR(1), una serie ARCH(1) y una serie correspondiente a una
orbita cadtica de la logistica. Para ello, hemos generado series temporales de 8000 datos de
cada PGD y se han calculado 700 valores de la correlacién integral simbdlica y del
estadistico , tal que el k—ésimo valor calculado corresponde a la subserie de longitud
1000 + (k — 1)10 de la serie de partida. Para cada una de las series y de las dimensiones
embedding, los resultados se recogen en dos graficos, representando en cada uno de ellos el
valor de SC}* para cada k y, en el otro, se representa el valor del estadistico (5.20) para
cada k.

Para todas las series con estructura en los datos, los valores del estadistico crecen
cuando k crece, tanto para m = 3 como para m = 4 (Figura y d, Figura ydy
Figura [5.4b y d). Sin embargo, si la serie es i.i.d., el estadistico toma valores en torno a 0
(Figura y d).

Observamos también que cuando la serie es determinista cadtica, como en el caso de
la correspondiente a la Figura la representacion del estadistico frente a las
longitudes de serie k es practicamente una recta.

Las Figuras 5.2 y c),|5.3p y ¢) y [5.4p y c) representan los valores de SC}"* para las
distintas longitudes k de las series correspondientes a procesos AR, ARCH y cadtico,

respectivamente, mientras que la Figura ) y ¢) corresponde a la serie i.i.d. Se observa

que en este ultimo caso el valor de SC}* se estabiliza en torno a 1/3!y 1/4! respectivamente.

Parece ocurrir algo similar en el caso de la serie ARCH (Figura[5.3h), pero basta aumentar
m o bien fijarse en la grafica del estadistico (5.20]) para m = 4 para saber que no se trata

de una serie i.i.d.
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Figura 5.1: Valores de SC}* y del estadistico 1) para distintas longitudes k correspondientes a

una serie i.i.d.
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Figura 5.2: Valores de SC}* y del estadistico 1) para distintas longitudes de k correspondientes
a una serie AR(1)

a) SC3? b) Estadistico m=3
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Figura 5.3: Valores de SC}* y del estadistico 1) para distintas longitudes de k correspondientes
a una serie ARCH(1)

a) SC3? b) Estadistico m=3
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Figura 5.4: Valores de SC}* y del estadistico 1) para distintas longitudes de k correspondientes

a una serie cadtica

a) SC} b) Estadistico m=3
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5.5. Correlaciéon integral simbédlica de una serie vectorial

no solapada

Dada una serie {}, i.i.d., se denota por {.%t}le la serie vectorial de las m—historias
que no se solapan, que es de longitud k = [T'/m] (donde [-] indica parte entera de T'/m),

cuyos elementos son de la forma:

Ty = ($(t—1)m+1a L(t—1)m+25 s Ttm)

cont=1,2,....,k. Las m—historias de esta serie temporal no tienen elementos comunes y
por tanto, si la serie {z;}, es i.i.d., cada Z; es independiente de cada T, con t # s.

La siguiente proposicién muestra el comportamiento asintético del estadistico correlacion
integral simbdlica cuando se aplica a la serie vectorial no solapada {Et}le, construida a

partir de una serie {x;};-; que sea i.i.d.

Proposicién 5.7. Sea {z;}_, una serie i.i.d. y sea m > 2 una dimension embedding.

Entonces el estadistico SC;* de la serie vectorial de m—historias no solapadas sigue una

ot ()

distribucion

k(k—1) 1
donde B <(2), m') es una variable binomial de pardametros k(k —1)/2 y 1/ml.

Demostracion. En este caso las funciones indicador I(s(Z¢),s(Zs)) son variables inde-
pendientes Bernoulli de pardmetro % Luego la suma de variables Bernoulli iguales e
independientes es un variable aleatoria'binomialz
kf zk: I(s(z1),s(xs)) ~ B <k(k2_l)n{u> (5.30)
t=1 s=t+1 '
donde k = [T'/n]. Por tanto, la distribucién del estadistico correlacién integral simbdlica

de la serie no solapada, SC}", que es una transformacién lineal de la variable aleatoria

binomial ([5.30)), es

. 2 k(k—1) 1
SCka(k—l)B< 2 m')

O

El teorema de Movire-Laplace permite aproximar una variable binomial de pardametros

ny p,cuandon > 10, n-p > 5y n-q > 5 por una variable aleatoria normal N (np, ,/npq).
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En este caso

ot ()~ G G ()

tipificando se obtiene:

m_ 1
SC — ~ N(0,1). (5.31)

S (50 3)

Tamano y potencia del test

Para mostrar el buen comportamiento del estadistico (5.31]) en series finitas en relacién
al contraste propuesto en la Seccién , se han simulado 2000 series unidimensionales
i.i.d. de longitudes 250, 500, 1000, 1500 y 2000, generadas por la distribucién N (0,1). Los

resultados se muestran en la Tabla [5.0l

Tabla 5.9: Tamano del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% cuando la serie vectorial es no
solapada

T =250 T =500 7T =1000 T = 1500 T=2000‘

m=3 0,040 0,047 0,0485  0,0455 0,053
(83) (166) (333) (500) (666)
m=4 0045 00496  0,0515 0,046 0,0455
(62) (125) (250) (350) (500)
m=>5 0,036 00465 0,047 0,0545  0,0496
(50) (100) (200) (300) (400)

Se han obtenido similares resultados para series i.i.d. que responden a otras distribucio-
nes.

Se observa que para m = b, si la serie tiene una longitud T = 250, el estadistico a un
nivel de significacién del 5% rechaza la hipétesis nula en el 3,6 % de los casos. En esta
situacién el niimero de m—historias no solapadas es pequetio (< 50) en relacién al niimero
de simbolos y posiblemente ésta sea la causa de este resultado (infratamano).

Con respecto a la potencia se ha procedido de modo analogo a la Seccion para lo

que se han generado 1000 series de cada PGD y cada dimensién embedding y los resultados

se muestran en las Tablas [5.10, [5.11]y [5.12]

Al comparar estos resultados con los obtenidos para series solapadas, se puede decir que
es mayor la potencia del test cuando se toma la serie vectorial completa, teniendo en cuenta

todas las m—historias, que cuando solo se utiliza la serie vectorial de las m—historias no

101



5. CORRELACION INTEGRAL SIMBOLICA

Tabla 5.10: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% cuando la serie vectorial es no
solapada para m = 3

m=3 T =250 T=500 T=1000 T =1500 7T = 2000
(83) (166) (333) (500) (666)
PGD1 0,11 0, 186 0,43 0,62 0,75
PGD2 0,06 0,1 0,17 0,23 0,31
PGD3 0,06 0,053 0,051 0,04 0,058
PCGD4 0,244 0,494 0,851 0,964 0,997
PGD5 0,26 0,525 0,871 0,978 0,996
PGD6 0,086 0,15 0,307 0,433 0,601
PGD7 0177 0,358 0,70 0,896 0,964
PGD8 0,667 0,951 1 1 1
PGD9 0,041 0,04 0,048 0,049 0,042
PGD10 1 1 1 1 1
PGD11 0,052 0,062 0,075 0,08 0,096

Tabla 5.11: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% cuando la serie vectorial es no
solapada para m = 4

m=4 T =500 T=1000 T =1500 T = 2000
(125) (250) (350) (500)
PGD1 0,285 0,616 0,852 0,957
PGD2 0,103 0,244 0,411 0,615
PGD3 0,088 0,123 0,207 0,294
PGD4 0,768 0,99 1 1
PGD5 0,703 0,967 0,999 1
PGD6 0,148 0,319 0,537 0,719
PGD7 0,481 0,904 0,983 1
PGD8 0,988 1 1 1
PGD9 0,134 0,279 0,43 0,608
PGD10 1 1 1 1
PGD11 0,072 0,129 0,171 0,234

solapadas, ello se debe a que al considerar solo las m—historias que no se solapan hay
una pérdida de informacién que estd presente en la serie vectorial solapada y ademas, la
serie vectorial de las m—historias no solapadas es de menor tamaio, lo que ralentiza la

convergencia del estadistico a su distribucién limite.

Pese a la pérdida de informaciéon que supone considerar solo las m—historias que no
se solapan, el test rechaza la hipdtesis nula cuando la serie unidimensional procede del

modelo determinista PGD10 en todos los casos.
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Tabla 5.12: Potencia del test: Proporcién de rechazo de Hy al 5% cuando la serie vectorial es no
solapada para m = 5

m=5 T =1000 7 =1500 7 = 2000
(200) (300) (400)
PGD1  0,5523 0,80 0,95
PGD2 0,293 0,404 0,661
PGD3 0,141 0,264 0,358
PGD4 0,99 1 1
PGD5 0,954 0,998 1
PGD6 0,223 0,369 0,528
PGD7 0,803 0,969 1
PGDS 1 1 1
PGD9 0,257 0,457 0,652
PGD10 1 1 1
PGD11 0,109 0,161 0,283

5.6. Propiedades asintéticas del estadistico correlaciéon

integral simbdlica

En esta seccién se prueban algunas propiedades asintoticas que verifica el estadistico

correlacion integral simbolica.

i) Consistencia

Proposicién 5.8. Sea m > 2 un entero positivo. Si E (SC™) # % se cumple que

lfm P( nin—1) (’SQT _“”m‘) > C) =1 (5.32)

n—00 2 Om,

para todo C € RY, donde " y oy, se definen en las expresiones Yy , respectiva-

mente.

Demostracion. La expresion

nln 1) (1SC2 sy .

2 Om

es equivalente a
V20,C

SC — py'| >

Si la serie {x;}, es i.i.d., se cumple que lim, o p;)' = %

103



5. CORRELACION INTEGRAL SIMBOLICA

104

Si E(SC™) # % se tiene que existe un ng y un namero real positivo d tal que para

todo n > ng se cumple que |[SC* — u'| > 0.

Por otra parte, ya que 0, y C son nimero reales positivos, existe un ny tal que para

V20mC .
n(n—1)

Si se toma ny = max{ng, n1}, entonces para todo n > ny se tiene que

todo n > ny se cumple que

20,C
1SC™ — ™| > _V20C
n(n —1)
y por tanto
V20,,C
Z m m _vy=-m= _
Jim_ P (\SCn fin' | > o) 1
como se queria demostrar. O

Es importante determinar cudndo E (SC™) # %, que es normalmente el caso cuando

la serie temporal que se estudia no es i.i.d.

ii) Nuisance free parameter

Si se tiene un modelo generador de datos
Xt =G(Li—1,0) + (5.33)

donde {u;}, es ii.d., se cumple, tal como se ha visto en las secciones anteriores, que la
distribucién asintética del estadistico ([5.20) correspondiente a las m—historias de esta
serie, {u;}, (residuos) sigue una distribucién normal y se puede escribir:

Jn (W} . A(0, 1)

donde u(0) = lim E[SC(0)] y o(6) = lim E[(SCI(0) — u(0))?.

Nos planteamos bajo qué condiciones el estadistico correlacién integral simboélica de los
residuos estimados, obtenidos de estimar consistentemente el modelo , tiene la misma
distribucion asintética que la de los residuos tedricos {u;},. Cuando se da esta situacién,
es decir la distribucién del estadistico no se ve afectada por la estimacién de los
pardmetros del modelo, se dice que es nuisance-parameter free [18].

Mas formalmente, si se denota por SC™(0) el estadistico correlacién integral simbdlica

o~

para los residuos {u},, con 6 el vector de parametros del modelo, y SC™(6) es el estadistico

24 gsignifica convergencia en distribucion.
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correlacion integral simbodlica para los residuos estimados, con 6 el vector de parametros

estimados consistentemente, entonces SC™ es un estadistico nuisance-free parameter si
v (scme) - scm@)) »" o (5.34)

El teorema que demostramos a continuacién da las condiciones bajo las que se verifica

(5.34).
Teorema 5.9. Supongamos que el proceso generador de datos se expresa como

X = G(It_l, 9) -+ U (535)

donde I;_1 es un conjunto finito de regresores, 0 es un vector de pardmetros, {u;} es i.i.d.

y G es una funcion continua definida sobre un conjunto compacto. Entonces la estadistico

correlacion integral simbolica SC* es nuisance-parameter free.

Demostracion. Sea 6 una estimacion consistente del vector de pardmetros 6 y sea m > 2.

FEntonces se quiere probar que se verifica que

n(n —1)

5 (scimo) - scr @) - o,

Los residuos estimados se pueden expresar:

~ ~ ~

w(0) = X; — G(I1—1,0) = w(0) + G(I,_1,0) — G(I,_1,0) (5.36)

entonces

~ ~

g (0) — w(0)] = |G (L1, 0) — G(Li_1,0)]. (5.37)

Se sabe que los m! simbolos proporcionan una particién de R™ en m! subconjuntos

{Aﬂ'17A7T27 o 7A7Tm!}’

y que se cumple que P (T (0) € Ar, N Ar;) = 0 para todo i # j, si los residuos u; proceden
de una distribucién continua. Luego, sin pérdida de generalidad, se puede considerar que
una m—historia %;(¢) pertenece a una bola de radio € > 0 que verifica que B(@(6),¢) C A
para algin 7 € S,,. Para este ¢, y dado que G es una funcién continua en un conjunto
compacto (y por consiguiente es uniformente continua) existe un § > 0 independiente de

Li1,0y 0 tal que si || (I,—1,0) — (I,—1,0) |< 8, por (5.37),

~

lur(0) —ur(0)| < €

—T significa convergencia en probabilidad.

3
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~

y por consiguiente u;(0) € Ay.

Luego se sigue que la funcién indicador

~ -~

I(s(ue(0)), s(us(0))) = 1(s(:(0)), s(us(0)))

para casi todo t y s, y por consiguiente

-1 —
Tim_ P ,/ng)]scy(e)—scy(e)bo =0

con lo que queda demostrado el teorema. ]

Nota 5.10. Hay que senalar que hemos usado que la aplicacion G sea uniformemente
continua, por lo que podriamos haber considerado esta hipotesis en el Teorema Y no

seria necesario que el dominio de G fuese compacto.

Nota 5.11. Una prueba similar podria realizarse utilizando el desarrollo de Taylor de G,

si G es diferenciable respecto de 0 y se cumpliera sup, supy E|VG(I;—1,0)| < co.

Nota 5.12. También tengamos en cuenta que si el proceso generador de datos fuese
multiplicativo, es decir

Xt = G(Itfl, H)ut

puesto que la correlacion integral simbdlica es invariante bajo transformaciones mondtonas,

podemos considerar | X¢| = |G(Li—1,0)||ut| y tomando logaritmos aplicar el Teorema a

e e
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5.7. Graficos de recurrencia simbdlicos

Dada una serie vectorial en R™ y su correspondiente serie de simbolos de S, la funcion
indicador I(-,-), definida en la pagina nos ayuda a saber cuando y cudntas veces la
serie {T;} visita cada una de las m! zonas de la particién simbélicaﬁ

Para la serie temporal vectorial {Z;};" ; de R™ (y su correspondiente serie de simbolos
{s(mi)};_,) se puede definir, al igual que para los graficos de recurrencia clésicos (Capitulo

, una matriz S € M, llamada matriz de recurrencia simbdlica, donde
Sij = 1(s(Ti), 5(z;5))

con i,j = 1,2,...,n. Cuando S;; = 1, se dice que los estados T; y T; son recurrentes al
mismo simbolo s(Z;) = s(T;). Esta matriz de recurrencia simbélica puede representarse en
el plano, donde en cada uno de los ejes se representa el tiempo 7,7 = 1,2, ...,n de modo que

si T; y T; son estados recurrentes, en la posicién (i, ) se sitia un punt(ﬂ de color negro y

cuando los estados T; y Z; no son recurrentes, es decir, S;; = 0, la posicion (7, j) estd vacia.

Esta representacién es el grifico de recurrencia simbdlico para la serie vectorial.

En [4I] Marwan cita a Groft [37] en relacién a este tipo de graficos de recurrencia como
una variante de los gréficos de recurrencia clasicos, aunque ya en [37] se utilizaban los
simbolos asignados a los elementos de una serie vectorial para estudiar si dos series tenian
algtin tipo de dependencia entre ellas. Estos autores, si bien mencionan la posibilidad de
estos graficos de recurrencia simbodlicos, no definen ni consideran medidas sobre ellos que
puedan ayudar a la compresion de las series cuando se hace uso de esta herramienta grafica,
ni muestran propiamente que los graficos también pueden aportar informacién de la serie
que se estudie.

Si en la matriz de recurrencia simbdlica de una serie vectorial se distingue entre los
distintos simbolos recurrentes se obtiene la matriz simbélica coloreada de la serie vectorial,

que se define como:

sp sis(@) =s(T;) =7

0 en otro caso

4La particién simbélica de R™ es la familia de subconjuntos de R™ determinados por los Tg
hiperplanos definidos por las igualdades de las m componentes de un elemento de R tomadas de dos en
dos. Estos hiperplanos son {(z1,...,xn) € R™ : z; = zj, i # j}, de modo que todos los elementos de un
subconjunto de la particién tienen asignado el mismo simbolo (Definicién [5.1)).

5Punto donde los dos estados son recurrentes, llamado punto de recurrencia.
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donde s, es el nimero asignado al simbolo s(Z;) = 7, con i,j = 1,2,...,n. Luego, si a
cada simbolo recurrente se le asigna un color se obtendria la representacién de la matriz
simbolica coloreada, que consistiria en situar en la posicién (i, 7), un punto cuyo color

dependera del simbolo 7 asignado a los estados recurrentes T; y T; (Si; = sx) ¥ que cuando
Sij = 0 estara vacfa. Estos nuevos graficos se llaman grdficos de recurrencia simbdlicos
coloreados.

Es importante resaltar que para utilizar esta herramienta grafica no es necesario fijar el
valor de un pardmetro de proximidad € > 0. El grafico de recurrencia simbélico coloreado (y
el no coloreado) de una serie vectorial es tinico, mientras que para cada valor del pardmetro
¢ se obtiene un graficos de recurrencia clasico distinto (Capitulo .

El grafico de recurrencia simbdlico de una serie vectorial de R™ aporta informacién de
interés acerca de la dindmica de la misma, muestra de ello son los graficos de recurrencia
simbolicos que se verdn a continuacién. Como en particular, esta herramienta se quiere
usar en el andlisis de serie temporales, para tener constancia de la informacién que revelan,
se van a utilizan con seis series vectoriales obtenidas de series temporales generadas por
distintos procesos: Dos series peridédicas, una procedente de un sistema dinamico discreto y
otra de un sistema dindmico continuo; una serie cadtica generada por la aplicacién logistica,
una serie procedente de un modelo autorregresivo AR(1) y una serie i.i.d. La longitud de

las series es de 1000 datos, siendo cada una de ellas embebida en R?.

= Series periédicas

Las Figuras[5.5p) y[5.5b) son los graficos de recurrencia simbdlicos correspondientes a
la serie vectorial de m—historias que se ha construido a partir de la componente x de
una orbita periédica obtenida de un sistema dindmico de Liu [8]. Se puede observar
la importancia del color; en la Figura ) se utiliza el mismo color para los distintos
simbolos recurrentes, mientras que en la Figura ) se utilizan colores distintos
para mostrar las recurrencias a simbolos diferentes. Este segundo gréafico aporta mas
informacién, puesto que muestra que la serie de simbolos estd principalmente formada
por dos de ellos (hay algunos otros estados recurrentes a otros simbolos, pero muchos
menos y no se percibe su color debido a la longitud de la serie y a las dimensiones del
grafico), luego la serie vectorial alterna su permanencia en dos zonas de la particién

simbélicaﬂ de R* y en ambas se mantiene durante un periodo de tiempo similar.

6Se trata de las zonas de la particién simbdélica correspondientes a simbolos asignados al orden ascendente
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5.7. Graficos de recurrencia simboélicos

La Figura ) muestra el grafico de recurrencia simbélico correspondiente a la serie
embebida de una orbita periddica del sistema dindmico ([0, 1], f(x) = 3, 845z(1 — z)).
Cuando en la matriz de recurrencia simbdlica no se distingue entre los simbolos
recurrentes, el grafico de recurrencia que resulta esta formado por lineas diagonales del
mismo color. Sin embargo, si distinguimos entre los simbolos, se puede observar que
las lineas estan formadas por puntos de seis colores distintos (abcde fabede fabedef...),
indicando que la serie vectorial visita seis zonas de la particién simbélica de R* y
pasa de una a otra sucesivamente (Figura ) Este comportamiento puede ser

percibido debido al uso del color.

Figura 5.5: Importancia del color en un grafico de recurrencia simbélico (I)

a) Gréfico de recurrencia simbolico b) Gréfico de recurrencia simbélico coloreado

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

s Serie i.i.d.

La Figura ) muestra el grafico de recurrencia simbdlico correspondiente a una
serie temporal i.i.d (NMV(0,1)) y la Figura[5.7b) es el gréafico de recurrencia simbdlico
cuando se hace un zoom sobre los estados recurrentes de los 200 primeros datos de
la serie vectorial. Como a simple vista se puede ver, los estados recurrentes parecen
distribuirse homogéneamente y no se observan estructuras ni colores que predominen

sobre los restantes.

» Serie procedente de un modelo AR(1)

La Figura ) muestra el grafico de recurrencia simbélico correspondiente a una serie

procedente de un modelo autorregresivo AR(1) (z¢ = 0,541 + €) y la Figura[5.8p)

y descendente de una tupla.
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Figura 5.6: Importancia del color en un grafico de recurrencia simbdlico (II)

a) Gréfico de recurrencia simbélico b) Gréfico de recurrencia simbdlico coloreado
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Figura 5.7: Gréficos de recurrencia simbdlicos correspondientes a una serie i.i.d. y m = 4

a) serie i.i.d. b) zoom serie i.i.d.
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es el grafico de recurrencia simbolico correspondiente a los 200 primeros datos de la
serie vectorial. A diferencia del grafico correspondiente a una serie i.i.d., se pueden
ver ciertas estructuras que forman los estados recurrentes simbolicos y predominio de
algin color, es decir los estados de la serie de m—historias recurren a unos simbolos

en mayor proporcién que a otros.

s Serie cadtica

Anélogamente, la Figura |5.9a) muestra el grafico de recurrencia simbélico para una
6rbita del sistema dindmico ([0, 1], f(x) = 4z(1 — z)). En la Figura|5.9| se observa un

mayor predominio de un color o equivalentemente mas estados recurrentes al simbolo
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Figura 5.8: Gréficos de recurrencia simbdlicos correspondientes a una serie AR(1) y m = 4

a) serie AR(1) b) zoom de la serie AR(1)

asignado a dicho color, asi como la mayoria de los estados recurrentes se distribuyen
formando cortas lineas diagonales con distintos simbolos que se repiten o bien lineas

verticales formadas por el mismo simbolo (ver Figura [5.9p)).

En la Figura [5.10] vemos el grafico de recurrencia obtenido de embeber la proyeccién
de la primera componente de una serie vectorial del sistema dindmico continuo

cuando e = 0. Se pueden observar la inestabilidad de la dindmica.

s Serie no estacionaria

La Figura [5.11] corresponde al gréfico de recurrencia simbdlico de una serie vectorial
construida a partir de una serie temporal no estacionaria generada con el sistema
dindmico ([0, 1], f(z) = ax(1 — x)) variando el pardmetro a cada cien datos. En el
gréafico se percibe el cambio de comportamiento dindmico del sistema cuando cambia

el valor del parametro a.

Con estos ejemplos se muestra que el uso de graficos de recurrencia simbdlicos puede ayudar
a comprender el comportamiento de series unidimensionales. Es claro, que los graficos
solo no bastan al igual que ocurre con los graficos de recurrencia clasicos. En la siguiente
seccion se definen diferentes medidas basadas en las estructuras existentes en estos graficos

y en el nimero de estados recurrentes a cada uno de los posibles simbolos.
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Figura 5.9: Graficos de recurrencia simbdlicos para la x; = 4a4—1(1 — 24_1) con condicién inicial
z0=0,1bym=4

a) serie cadtica b) zoom de la serie cadtica
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Figura 5.10: Gréfico de recurrencia simbdélico para una serie obtenida del sistema dindmico continuo

(4.1) cuando e =0 (m = 4).

5.8. Medidas en graficos de recurrencia simbdlicos

En esta seccién se van a definir medidas sobre el grafico de recurrencia simbdlico de
una serie vectorial. En particular, estas medidas van a ser calculadas para los graficos de
la seccién anterior y los que se obtendrian si hiciéramos el embedding de las series en R3.
Ademés, también se ha trabajado con una serie temporal generada por un modelo ARCH(1)
(PGD 11), debido al interés econémico de estos modelos. Esta serie ha sido tratada igual
que las de la seccién anterior: a partir de una serie unidimensional de longitud 1000, se ha

construido una serie vectorial para m =3y m = 4.
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Figura 5.11: Grafico de recurrencia simbdlico para x; = ax;—1(1 — 24—1) con condicién inicial
zo = 0,15, m = 4 y a cambiante

Proporcion de puntos recurrentes

La proporcién de puntos recurrentes de un grafico de recurrencia simbdlico es una
medida de la densidad de los pares de estados recurrentes a los distintos simbolos. Se define

COmao:
n

1
RECS = — Zl Sij.
1,)=

Esta definicién se corresponde con una estimaciéon de la correlacién integral simbolica
definida en (5.6). En la Tabla se han recogido los valores de esta medida para los
graficos de recurrencia simbodlicos de las series temporales de la seccién anterior y la nueva

serie ARCH(1), cuando m =3y m = 4.

Tabla 5.13: Proporcién de puntos recurrentes en los graficos de recurrencia simbolicos de series
embebidas en R3 y R* para datos de seis procesos distintos

Modelo | RECS,m=3 [ RECS, m=4
N(0,1) 0,1662 0,0417
AR(1) 0,1826 0,0567
Top1 = 4da(1 — x4) 0,2566 0,1162
Periodic 1 0,4915 0,4576
Periodic 2 0,3327 0,1658
ARCH(1) 0,1688 0,0432

= Para la serie i.i.d. considerada, se observa que la proporcién de puntos recurrentes

toma valores proximos a 1/3! o0 1/4! (en coherencia con los resultados de la Seccién [5.2)),

dependiendo de si la serie se ha embebido en R3 o R*.
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En general, teniendo en cuenta los resultados de la Seccién la probabilidad de
que dos estados obtenidos de embeber una serie unidimensional i.i.d. sean recurrentes

es fija, y depende solo de la dimensién embedding.

En el caso de que la serie presente algiin tipo de dependencia, como puede ser la serie
que procede de un modelo AR(1) o de un modelo ARCH(1), la proporcién de puntos
recurrentes deberia diferenciarse del nimero de puntos recurrentes de una serie i.i.d.,
puesto que dos estados seran recurrentes al mismo simbolo no solo por azar, sino que
la relacién de dependencia de los elementos de la serie influye en ello. Se observa que
en el caso de la serie ARCH(1) que hemos generado, como la dependencia se da en la
varianza, con una serie de longitud 1000 esta proporcién de estados recurrentes no se
diferencia de la correspondiente a una serie i.i.d. Si en vez de la serie se utilizara la
serie de las varianzas estimadas, se obtendrian valores de esta medida mayores que
los que se obtendrian si se considerara que la serie de las varianza es i.i.d., pero este

caso todavia necesita ser interpretado.

Para las series deterministas simuladas (periédicas y cadtica) los valores de esta
medida son sensiblemente mayores que para los graficos correspondientes a series
estocasticas. En general, para las series vectoriales procedentes de series peridédicas o
cadticas, que dos estados tengan el mismo patréon de orden en sus componentes no

depende del azar sino de la relacién determinista generadora de los datos.

Proporcion de pares de estados que recurren a cada uno de los simbolos

Dada una serie vectorial de R™, la proporcion de pares de estados recurrentes al simbolo
7 mide la proporcién de parejas de estados que tienen asignado el simbolo 7 de S, (también
informa sobre el tiempo que la serie vectorial permanece en cada una de las zonas de la

particiéon simbdlica de R™). Se define como:

RECS(7r) = % Z Sij(m),

,j=1

es decir, solo se tienen en cuenta los elementos de la matriz de recurrencia simbdlica que
tienen asignado un 1 cuando s(7;) = s(7;) = 7 (lo que es equivalente a calcular de los

estados que recurren a cualquier simbolo cuantos lo hacen a un simbolo concreto).
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Se calcula esta medida para cada uno de los simbolos en los graficos de recurrencia de

la seccién anterior y en los graficos que se obtendrian al embeber las series en R3.

Tabla 5.14: Proporcién de pares de estados que recurren a cada uno de los simbolos de S3

||| Periédica 1 | Peribdica 2 | @411 = 4x¢(1—2,) | AR(1) [ N(0,1) | ARCH(1) |

™ 0,3564 0,1111 0,1372 0,0626 | 0,031 0,0424
T || 9,0452-1075 |  0,1104 0,0036 0,0256 | 0,0256 | 0,0182
7 || 3,0151-1075 | 0,1111 0,0156 0,0275 | 0,0275 | 0,0243
7 || 1,3266- 1074 0 0,0357 0,0176 | 0,0243 | 0,0256
m || 5,628-10° 0 0,0646 0,0171 | 0,0265 | 0,0331
T6 0,1343 0 0 0,0534 | 0,0313 | 0,0252

Tabla 5.15: Proporcién de pares de estados que recurren a cada uno de los sfmbolos de Sy (T)

’ ‘ AR(l) ‘ ]\/v<07 1) ‘ Ti41 = 4.Tt(1 — .Tt) ‘

m 0,0144 0,0026 0,0429

o 0,0037 0,0017 0,0011

3 0,0015 0,0013 0,0036

7y | 6,5457-107% | 9,3654 - 1074 0,0028

s 0,0015 0,0017 8,1771-107*
7 | 5,0956 1074 0,002 0,0177

7 0,0035 0,0015 7,0694 - 10~*
g | 9,9898 1074 0,0024 0,0042

o 0,0016 0,0024 0,0029
7o | 7,613-107% 0,0013 0,0182
w1 | 1,571-107* 0,0012 0,0057
o | 4,6526 1074 0,0011 0,0156
ms | 4,2296 - 1074 0,0013 0

14 | 3,4441-107* | 9,3654 - 10~* 0

s | 9,3654 - 1074 0,0015 0

6 0,0011 0,0029 0

mi7 | 7,0694 -107% 0,0020 0

T8 0,0037 0,0024 0

o | 8,7612-107% 0,0017 0

20 0,0015 0,0022 0

o1 | 3,4441-104 0,0018 0

92 0,0018 0,0013 0

a3 0,0041 0,0025 0

T4 0,0011 0,0012 0

= Los resultados que se recogen en las Tablas y indican que cuando la serie es
periddica, hay simbolos con un niimero de recurrencias grande frente a otros simbolos

que no tienen recurrencias o cuyo numero de recurrencias es proximo a cero.
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Tabla 5.16: Proporcién de pares de estados que recurren a cada uno de los simbolos de Sy (IT)

| | Periodica 1 | Periodica 2 | ARCH(1) |

T 0,33524 0,0276 0,0056
T | 9,0452-1075 | 0,0276 0,0015
ms | 3,0151-107° | 0,0276 0,0011
ms | 1,3266- 1074 0,0276 9,3654 - 1074
m | 5,628-107° | 0,0276 0,0016
7o 0,1214 0,0279 0,0019
7 5,628 -107° 0 0,0021
ms | 904521075 0 0,0013
T | 3,0151-107° 0 9,9898 - 104
mo | 1,3266- 1074 0 0,0028
_— 0 0 5,5588 - 104
T12 0 0 0,0012
T3 0 0 0,0019
T4 0 0 0,0025
Ti5 0 0 0,0017
T16 0 0 0,0014
m17 0 0 0,0015
T8 0 0 0,0016
1o 0 0 0,0027
To0 0 0 7,0695-10~*
21 0 0 0,0024
Moo 0 0 0,0016
a3 0 0 0,0023
o4 0 0 0,0016

El grafico de recurrencia de la Figura [5.5b) muestra que los estados recurrentes se
concentran en dos simbolos, denotados por 7 y g en coherencia con los resultados
de la Tabla En el caso del gréfico de la Figura ) son seis los simbolos donde
se concentran las recurrencias de la serie vectorial de R* y los restantes sfmbolos no
tienen recurrencias, tal como se cuantifica en las Tabla (andlogo comportamiento

se observa en la Tabla pero para la particién simbélica de R3).

Esta medida también se puede interpretar en términos de color (o tiempo). En la
Figura ) el color correspondiente al simbolo 7 estd presente aproximadamente
dos veces y media el color del simbolo mg y los restantes colores no se perciben. Es
decir, los estados visitan esencialmente dos zonas de la particién simbélica de R* y
el tiempo que la érbita reconstruida permanece en una de ellas es casi tres veces el

tiempo que permanece en la otra.

En el caso de la Figura[5.6p) los colores asignados a los seis simbolos con recurrencias

no nulas (de 71 a 7g) aparecen en la misma proporcion, indicando que se visitan por
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igual 6 zonas de la particién simbélica de R*, siendo el grafico de recurrencia el que
nos indica el orden, siempre el mismo, en el que es visitada cada una de las zonas de

la particién.

= Los valores, que toma esta medida para los distintos simbolos correspondiente al

grafico de recurrencia de la serie cadtica (Figura [5.9)), indican que la mayor parte

de pares de estados recurrentes se concentran en los simbolos w1, mg, T19 ¥ 712.

Contrariamente a los simbolos desde w3 hasta 74 no les corresponden pares de

estados recurrentes.

= Cuando la serie es i.i.d. la proporcién de pares de estados que recurren a cada uno de
los simbolos es aproximadamente igual, indicando que todas las zonas de la particién
simbélica de R?* son visitadas por igual. Es decir, dos estados son recurrentes a

cualquiera de los simbolos de S4 con la misma probabilidad (Tabla [5.15]).

= Si la serie ha sido generada por un modelo AR(1), se distingue un simbolo con un
mayor numero de pares de estados que recurren a dicho simbolo. El ntimero de
recurrencias a este simbolo es aproximadamente cinco veces el nimero de puntos de

recurrencia del simbolo que menor nimero tiene (Tabla [5.15)).

= En el caso de la serie ARCH(1) también ocurre que hay un simbolo que se distingue
por un mayor numero de recurrencias. Sin embargo, el nimero de recurrencias a
este simbolo no es tan significativamente grande como en el caso de la serie que
procede del modelo AR(1) o de un modelo determinista (Tabla . Se necesita una
serie mas larga embebida en R* o0 en R™, con m > 4, para observar que un simbolo

acumula mayor nimero de recurrencias.

De los resultados obtenidos podemos decir que si se tiene una serie determinista, hay
simbolos de un cierto S,, para los que la probabilidad de encontrar dos m—historias

recurrentes a estos simbolos es 0.

El comportamiento de estas series en relacién a las recurrencias a los distintos simbolos

de S3 se recogen en la Tabla e indican comportamientos similares a los mostrados en

las Tablas y
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Tabla 5.17: Proporcién de puntos recurrentes que forman lineas verticales

Modelo [ VS, m=3]VS m=4]
Periédica 1 0,9993 0,9985
Periddica 2 0 0

Ti+1 = 4$t(1 - It) 0,4402 0,2846

AR(1) 0,4630 0,3062

N(0,1) 0,1612 0,03867
ARCH (1) 0,2021 0,0691

Lineas verticales

Al igual que en los graficos de recurrencia clésicos, en un grafico de recurrencia simbdlico
se pueden observar lineas verticales. Una linea vertical de longitud v que comienza en
(4,7) (los estados i y j tienen asignado el mismo simbolo) ocurre cuando S;j4; = 1 para
k=0,1,...,v—1 (andlogamente se podrian definir lineas horizontales). La longitud minima
de una linea vertical es v, = 2.

Para una serie embebida y su serie de simbolos, los que hacen posible este tipo de
lineas son solo dos simbolos, el que da el patrén de orden ascendente y el que da el patrén
de orden descendente en las componentes de los elementos de la serie vectorial’} Si una
linea vertical tiene longitud v en un grafico de recurrencia de una serie vectorial, se tienen
v estados consecutivos de la seriede m—historias que permanecen en la misma zona de la
particiéon simbdlica de R™ y que corresponde al simbolo asignado al patréon de orden de las
componentes ascendente o descendente.

La proporcion de los pares de estados que siendo recurrentes forman lineas verticales

en un grafico de recurrencia simbdlico se define como:

VS _ :}l:’l]ml'n /UN(/U)
iz

donde N(v) es el niimero de lineas verticales de longitud v.

» En el gréifico de recurrencia simbélico de Figura [5.5} el 99,85 % de estados recurrentes
forman lineas verticales. Sin embargo, en el grafico de recurrencia correspondiente
a la Figura [5.6] los simbolos asociados a los estados recurrentes no forman lineas

verticales, sino solo lineas diagonales, por lo que para esta serie se obtiene un valor

“Observacién: el orden de las componentes de la segunda componente hasta la tltima de la m—historia
Z; determinan el orden de la primeras m — 1 componentes de T;1.
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de esta medida igual a 0 (cuando se realiza el estudio para la serie embebida en R?

los resultados, como se muestra en la Tabla no varian).

Tengamos en cuenta que ambos graficos de recurrencia corresponden a series embebi-

das de series periddicas, una de un sistema dindmico continuo y otro discreto.

» Para la serie simulada i.i.d. (Figura ) solo un 3,87 % de los estados recurrentes
se distribuyen formando lineas verticales, un ntimero significativamente menor que
cuando se estudian estas lineas en los graficos de recurrencia de las series restantes.
Para estas series la probabilidad de que dos estados consecutivos tengan asignado el
mismo simbolo (ascendente o descendente) es fija y no depende del proceso generador

de la serie i.i.d.

= Cuando la serie corresponde a la orbita cadtica simulada de la aplicacién logistica
se obtiene que el 28,5% de los estados recurrentes forman lineas verticales. En este
caso, el comportamiento cadtico provoca inestabilidad de las érbitas periddicas, con
lo que estados recurrentes a distintos simbolos forman cortas lineas diagonales, tal

que estas lineas se repiten en el grafico de recurrencia simbdlico.

» Cuando la serie responde a un modelo AR(1), un 30,6 % de los estados recurrentes
forman lineas verticales, mientras que si la serie es ARCH(1) solo el 6,9 %, casi el

doble de los estados recurrentes que forman lineas verticales si la serie es i.i.d.

Longitud media de las lineas verticales

La longitud media de las lineas verticales da el tiempo medio (la media del niimero
de estados consecutivos de una serie vectorial de R™) que la serie vectorial embebida
estd en las zonas de la particién simbélica correspondientes a los simbolos ascendente y

descendente de R™ y se define como:

1 Sy N )
N " Nw) ’
v=1

Esta medida vale 0 cuando la serie es periddica y corresponde a un sistema dindmico
discreto, no hay dos estados consecutivos que tengan asignado el mismo simbolo, porque
no se dan lineas verticales.

Se observa que los valores més bajos de esta medida corresponden a la serie ARCH(1)

pese a que el nimero de estados recurrentes que forman lineas verticales es mayor que
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Tabla 5.18: Longitud media de las lineas verticales

Modelo ‘ TV ‘
Periédica 1 26,394
Periédica 2 0

N(0,1) 2,341

AR(1) 2,7767

Xpp1 = 4oy (1 — ) | 3,1372
ARCH(1) 2,16

cuando la serie es i.i.d. Si bien la estructura existente en los datos hace posible un mayor
niumero de estos estados recurrentes que forman lineas verticales, éstas son principalmente
de longitud 2. En el caso de la serie i.i.d. hay menos estados recurrentes formando lineas
verticales pero la proporcién de lineas de longitud 2 es menor comparada con la serie

generada por el modelo ARCH(1).

Lineas diagonales

A la vista de los graficos de recurrencia, las lineas diagonales también tienen importancia
en el andlisis de los mismos. Se define una linea diagonal de longitud p en un grafico de
recurrencia simbolico a la linea formada por los puntos que representan pares de estados
recurrentes a distintos simbolos (los puntos son de distintos colores) lo que ocurre cuando
Sitkj+k = 1 para k =0,1,...,p — 1, pero s(T¢) # s(Ty+1) con t =14,...,i +p — 2 y se define
como:

_ X PD()

=Pmin

DS P :
2i =1 Sij

donde D(p) es el nimero de estas lineas diagonales de longitud p. Se considera una linea
diagonal cuando tiene al menos dos puntos.

Estas lineas son interesantes cuando en ellas se repite la misma secuencia de simbolos
(la misma disposicién de los colores en la linea diagonal), lo que indicaria que la linea
diagonal no aparece solo debido al azar sino que esa misma disposiciéon de los simbolos se
repite debido a la estructura existente en la serie.

La Figura corresponde al grafico de recurrencia en R* de una érbita periédica
del sistema dindmico generado por la funcién logistica para a = 3,84. En este caso solo

hay lineas diagonales que repiten el mismo patrén de simbolos y que indican que la serie
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vectorial construida va pasando de una region de la particiéon simbodlica a otra siempre con
la misma pauta, recorriendo seis de estas regiones, para volver a empezar.

No tenemos todavia un programa que permita calcular esta medida tal como ha sido
definida. Sin embargo, si se pueden hacer los calculos si se consideran lineas diagonales sin
la exigencia de que estén formadas por estados recurrentes a simbolos distintos, es decir
se da cabida a las lineas diagonales que tienen simbolos repetidos y las denotamos como
DVS.

La Tabla muestra los valores de la medida DV S para los graficos de recurrencia
simbolicos de la Seccién Se observa que un 78 % de los estados recurrentes forman lineas
diagonales atun teniendo en cuenta las lineas diagonales formadas por el mismo simbolo
(contabilizadas en los estados recurrentes que forman lineas verticales) los valores que toma
esta medida (DVS) para esta serie cadtica es grande, lo mismo que ocurre cuando las series
son periddicas. En el caso de las serie periddicas simuladas cuando procede de un sistema
dindmico discreto todos los puntos recurrentes forman lineas diagonales mientras que,
cuando la serie peridédica procede de un sistema dindmico continuo los puntos recurrentes
forman bloques de lineas verticales luego hay muchas lineas diagonales formadas por el
mismo simbolo.

Anélogamente al caso de las lineas verticales, cuando se miden las lineas diagonales
también podriamos considerar, en media, qué longitud tienen estas lineas, aunque creemos
que seria mas interesante computar los patrones de lineas diagonales que se dan con mayor
frecuencia.

Buscar patrones de lineas diagonales debe distinguir series con estructura de aquellas
que son i.i.d. porque si observamos los resultados de esta medida para la serie i.i.d. simulada,
el azar hace que un 49,31 % de los estados recurrentes formen lineas diagonales, similar al
valor obtenido cuando la serie ha sido generada por un proceso ARCH, aunque, claro, en

este ultimo caso el nimero de estados recurrentes es mayor.

Puntos recurrentes aislados

Otra medida a tener en cuenta son la proporciéon de los puntos de recurrencia que
estan aislados. Dos estados recurrentes T; y T, dan lugar a un punto de recurrencia aislado
Sts =l cuandoparai=t—1,i=1t+1,7=s5—1,5,5s+1,5;; =0y ademds, también

Sts—1 = 0y Sis+1 = 0 (graficamente alrededor del punto de recurrencia (t,s) no hay
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Tabla 5.19: Proporcién de puntos recurrentes que forman lineas diagonales con posible repeticién

de simbolos

Modelo ‘ DVS ‘
Periédica 1 0,9969
Periddica 2 1

Tt4+1 = 4.%3(1 — .’L‘t) 0,7824

AR(1) 0,5267

N(0,1) 0,4929
ARCH(1) 0,4931

ningdn otro punto de recurrencia.

Tabla 5.20: Porcentaje de punto de recurrencia aislados

’ Modelo H ARS, m =3 ‘ ARS, m =4
N(0,1) 16,43 45,56
AR(1) 9,8 26,98
Tep1 = 4dxe(1 — x¢) 3,04 8,69
Periodic 1 0 0
Periodic 2 0 0
ARCH(1) 15,17 44,68

La Tabla muestra que de las series simuladas, aquellas que son deterministas tienen
un porcentaje muy bajo de puntos recurrentes que sean aislados, mientras que cuando la

serie es i.i.d. el nimero de puntos recurrentes que son aislados es sensiblemente mayor.

5.9. Detectando cambios de comportamiento dinamico

Cuando se estudia una serie temporal, puede ocurrir que la serie no sea estacionaria
porque el proceso generador haya cambiado en algin o algunos momentos durante el
periodo temporal. Teniendo en cuenta como se comportan las medidas definidas en la
secciéon anterior, éstas podrian ayudarnos a distinguir cambios en el comportamiento
dindmico de la serie que se estudia. Para ello, elegida una dimensién embedding m, se ha
seguido la siguiente metodologia: se han calculado medidas sobre los graficos de recurrencia
simbdlicos correpondientes a ventanas consecutivas de w datos de la serie, de modo que

dos ventanas sucesivas no se solapan en ns datos y lo hacen en w — ns. Asi, la ventana de

k—1)ns+w

datos k corresponde a la subseries formada por los datos {xt}gz(kil)ns 41

Vamos a ver cémo se comportan estas medidas en los dos casos:
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1. Sea una serie temporal de longitud 8000, tal que cada bloque de 2000 datos se ha

generado con un modelo autorregresivo AR(1), en el orden siguiente:
¢ =08z 1+¢ x¢=03r1+¢ x=006r1+¢ x¢=04r 1+ €

Con el objetivo de saber si se puede detectar cuando cambia el modelo generador
de la serie se ha utilizado la medida proporcién de puntos recurrentes, cuyo valor
se representa en el eje de ordenadas y en el eje de abscisas se representan las
ventanas de datos, de modo que a los w primeros datos de la serie, primera ventana,
le correspondera la proporcién de puntos recurrentes del grafico de recurrencia
correpondiente a estos w datos. Se desplaza la ventana 10 datos y se repite el proceso,

y asli sucesivamente

Para ns = 10 y m = 4, se han tomado dos longitudes de ventanas de datos w = 500 y
w = 1000. En la Figura [5.12p) se visualizan los resultados obtenidos cuando w = 500
y en la Figura |[5.12b) los resultados para w = 1000. En ambos gréficos se observan

los cambios en el modelo generador de datos.

En este caso los graficos son muy similares aunque cuando el tamafio de la ventana

es mas pequeno los puntos en los que cambia el modelo se pueden precisar mas.

Cuando w = 1000 y ns = 10, la ventana de datos 152 ({z;}2%12,,) es la primera en
la que los 10 tltimos datos no se obtienen utilizando el primer modelo autorregresivo,
que es el que genera los 990 primeros datos de esa ventana; la primera ventana
con todos sus elementos obtenidos del segundo modelo autorregresivo es la 201
({4 }25%51)- De modo andlogo la primera ventana con elementos del segundo proceso
generador y los 10 ltimos del tercer proceso generador de la serie es la 352, siendo la
ventana 401 la que tiene todos sus elementos generados por el tercer proceso. Y por
dltimo la ventana 552 es la primera cuyos 10 tltimos términos se obtienen utilizando
el cuarto proceso y la 601 la generada por el cuarto proceso en su totalidad. En la
Figura ) se observan los cambios del modelos generador de datos en torno a las

ventanas que hemos dicho.

También se pueden utilizar otras de las medidas que se han definido en la seccién
anterior. Por ejemplo, podemos utilizar la proporcion de puntos recurrentes que
forman lineas verticales. En la Figura [5.13| se muestran los resultados de esta medida

cuando el tamafio de la ventana es de 500 y 1000 datos, respectivamente.
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Figura 5.12: Valores de la proporcién de de puntos recurrentes segtin el tamano de ventana

a) w =500, ns =10y m =4
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b) w =1000, ns =10y m =4
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Los resultados obtenidos dependen del tamafio de la ventana de datos, pero también
del nimero de datos que no tienen en comun las ventanas (ns) y de la dimensién

embedding.

. Para mostrar como se comportan estas medidas ante cambios en la dindmica de un

modelo determinista se ha generado una serie de 100000 datos obtenidos a partir
del sistema dindmico discreto ([0, 1], f(x) = az(1 — z)). Para generarla el pardmetro
a se ha ido cambiando en cada iteracién, aumentandolo 0,00003, con a € [1,4].
Andlogamente, al caso anterior, se han tomado ventanas de 1000 datos de modo que
dos ventanas sucesivas tienen en comin 990 datos y se ha utilizado la dimensién
embedding m = 5. Los resultados obtenidos se muestran en el grafico superior de
la Figura donde se distinguen los distintos comportamientos dindmicos del
sistema cuando el parametro a cambia atendiendo a los cambios en la proporciéon de
puntos recurrentes. Se ha obtenido un nuevo diagrama que aproxima el diagrama de

bifurcacién de este modelo determinista como se puede ver en el grafico inferior de la
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Figura 5.13: Valores de la proporcién de puntos recurrentes que forman lineas verticales segun el
tamafno de ventana

a) w =500, ns =10y m =4
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Figura

5.10. Conclusiones

En este capitulo se propone un nuevo contraste de independencia de series temporales
para el que se ha utilizando un nuevo estadistico del que hemos estudiado su distribucién
asintética bajo la hipotesis nula de una serie i.i.d. El estadistico estd basado en la estimacién
de la correlacién integral simbélica de esta serie embebida en R™. Se ha comprobado que
el estadistico tiene un buen tamafio y una buena potencia frente a distintos tipos de
dependencia en los datos. Relacionado con este estadistico nos han quedado muchas

cuestiones abiertas y algunas de ellas son las siguientes:

= Para obtener tanto la media como la varianza del estadistico de contraste ha sido
fundamenteal el calculo de las matrices de probabilidades (pagina que recogen la

probabilidad de que dos m—historias tengan asignados unos determinados simbolos
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Figura 5.14: Diagrama de bifurcacién de la logistica

S3(1-3)

)

cuando la serie unidimensional es i.i.d. Estas matrices no dependen del proceso
generador de la serie i.i.d., solo dependen de la dimensién embedding elegida para
construir la serie vectorial. En relacién a estas matrices nos planteamos si hay otros
procesos estocasticos generadores de series unidimensionales para los que se puedan
construir matrices de este tipo dependiendo de alguna de las caracteristica del mismo

y de la dimensién embedding.

= Los valores de "' v oy, que se definen en (5.9)) y en , respectivamente, precisan
tener en cuenta cémo se solapan dos m—historias consecutivas para ser calculados,
que en el caso estudiado lo hace considerando un retardo 7 = 1 para la construccién
de las m—historias a parir de la serie unidimensional i.i.d. Creemos que resultaria de

interés calcular u," y oy, cuando 7 > 1.
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= Este estadistico ([5.20)) muestra una gran potencia para discriminar si la serie pro-
cede de un sistema dindmico determinista. Ahora nos planteamos cémo utilizar la
correlacion integral simbdlica como herramienta para contrastar determinismo frente

a estocasticidad.

= Quedaria estudiar la potencia del estadistico frente a una serie determinista mas
ruido y establecer, si es posible, jpara qué niveles de ruido el estadistico tiene una

buena potencia?

= Nos planteamos cémo podemos utilizar la correlacion integral simbolica para estudiar

causalidad entre series.

» En la pagina (95| hemos representado valores de SC* frente a longitudes crecientes de
una serie unidimensional correspondiente a distintos procesos generadores de datos.
Conforme la longitud de la serie aumenta el valor de SC)" se estabiliza porque se
trata de datos cuyo proceso generador es ergdédico. En el caso de una serie i.i.d. el
valor de SC)* se estabiliza en torno a 1/m!. Para otras serie, jen torno a qué valor se
estabiliza SC]"? obviamente dependera de m y de caracteristicas propias de modelo

que genera los datos.

También en este capitulo hemos definido una herramienta gréfica, los graficos de
recurrencia simbélicos, aunque tan importantes como los graficos son las medidas que se
definen sobre ellos. Hemos utilizado este tipo de graficos y la medida proporcién de puntos
recurrentes para detectar cambios de la dindmica en una serie temporal no estacionaria.
Se ha mostrado su eficacia para aproximarnos a los puntos de bifurcacién de un sistema
dindmico discreto parametrizado. Creemos que esta herramienta también puede ser eficaz
para aproximarnos a la cuenca de atraccién de un sistema dinamico asi como para estudiar

los cambios en la dindmica de un sistema dindmico continuo.
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Uso de estas herramientas

Aunque esta memoria estd dedicada a aspectos tedricos de algunas herramientas para
el andlisis de serie temporales, nos ha parecido interesante utilizar éstas con un modelo
econémico sencillo, donde se conocen las ecuaciones dinamicas que lo rigen, y con una serie
financiera, por el interés que tienen las mismas para la investigaciéon en economia, teniendo
en cuenta que el objetivo ahora, no es el estudio ni del modelo en si, ni la modelizaciéon
de la serie temporal que hemos elegido, sino ver de modo sencillo la aplicacién de las

herramientas desarrolladas.

Un sistema dinamico no lineal: Un modelo de duopolio

(Puu,[53])

Generalidades

Existen distintos tipos de mercados para un producto, desde el mercado competitivo,
donde muchas empresas ofertan un producto de modo que la decisién de una empresa
sobre su produccién no afecta decision sobre la produccién de las restantes, hasta el
monopolio, donde solo una empresa oferta un producto y por tanto, su decisién sobre la
cantidad ofertada determinara el precio que maximiza sus beneficios. Entre un tipo y otro
de mercado, estd el oligopolio, donde no hay una sola empresa, pero tampoco demasiadas,
de modo que las decisiones de produccién de cada empresa afecta a las decisiones de

produccion de las restantes, puesto que la produccién total determina el precio que lleva a

129



USO DE ESTAS HERRAMIENTAS

130

cada empresa a decidir el nivel de producciéon que maximiza sus beneficios. En particular,
en una situacién de duopolio, dos empresas, que producen el mismo producto y cuyos
niveles de produccién son z e y, tienen qué decidir la cantidad que deben ofertar para
méximizar sus beneficios teniendo en cuenta la produccién de la otra empresa (puesto que
el precio depende de la producciéon de ambas). El resultado de esta maximizacién son las
curvas de reaccién de cada empresa, z(y) e y(z), que dan su produccién éptima para cada
nivel de produccion de su competidora. La interseccion de ambas curvas de reacciéon es el
punto de equilibrio de Cournot.

Nosotros vamos a utilizar una variante del modelo de duopolio lineal de Cournot, un
modelo de duopolio no lineal sencillo debido a Puu ([53]): La cantidad producida por cada
una de las empresas es x e y y la funcién de demanda de este producto es isoeldstica
y viene dada por p = J:l—ky’ siendo los costes marginales de produccién a y b (u.m.),

respectivamente. Luego, las funciones de beneficio son:

Bl(x7y) =

—ax
r+y

By(z,y) = — by

xr+y

resultando que la produccién de cada empresa que maximiza su beneficio en funcién de la

e =%~ (5.39)

y(x) = 3¢ (5.39)

La condicién de segundo orden asegura que se trata de los niveles de producciéon que

produccién de su competidora, es:

maximizan el beneficio de cada una de ellas.

Las funciones de reaccién de cada una de las empresas no son lineales. La funcién de
reaccién de la empresa 1, dada por la ecuacién , tiene dos puntos de corte con el eje
OY: (0,0) y (0,1/a) y un méximo cuando y = 1/4a. Andlogamente, los puntos (0,0) y
(1/b,0) verifican la funcién de reaccién de la empresa 2, dada por la ecuacién , que
tiene un maximo cuando x = 1/4b (Figura [1)).

Resolviendo el sistema de ecuaciones y (5.39)) se obtienen los niveles de produccién

de ambas empresas donde se alcanza el equilibrio de Cournot:

((a f: b)2’ (a f@?) (5.40)




Un sistema dindmico no lineal: Un modelo de duopolio (Puu,[53])

Consideramos la dinamica de cada una de las empresas en una situaciéon de duopolio
como la descrita, donde las empresas van ajustando su produccién en cada periodo temporal
t dada la produccién de la otra empresa en el periodo anterior ¢ — 1. Asi, el proceso de

ajuste de las producciones viene dado por el sistema dindmico discreto:

— Tt—
(T, yt) = F(wt-1,9t-1) = <\/ % — Yt—1, 1/% - xt1> (5.41)

siendo el equilibrio de Cournot un punto fijo de este sistema dindmico, cuya matriz jacobiana

es:
b—a

b a 0
DF — 2a 42

((a+b)2’(a+b)2> a—b 0 (5:42)
2b

El punto de equilibrio de Cournot es un punto fijo estable del sistema dindmico (|5.41])

siempre que los exponentes de Lyapunov de la d6rbita de condicién inicial dicho punto sean
menores que cero, lo que es equivalente a que el determinante de la matriz jacobiana sea
menor que 1 (puesto que los exponentes de Lyapunov, como se ve en el Capitulo |3, se
calculan a partir de los valores propios de la matriz jacobiana del sistema dindmico):

(a—b)?

— <1
4ab

lo que ocurre cuando

2 e (3-2v2,3+2V2)

b
(o bien b/a). El comportamiento de este sistema también puede ser explosivo o imposible,
a 4
lo que no ocurrird siempre que el ratio 3 € (25, 4). Luego, para condiciones iniciales

préximas al punto de equilibrio se podra dar un comportamiento mas complejo cuando el

ratio % se sitie en alguna de las dos estrechas franjas,
a 4 . a 25
b€<25,3—2\/§> Ob€(3+2\/§,4>

Cuando el ratio a/b pertenece a uno de estos intervalos, el equilibrio de Cournot
del sistema (|5.41]) no es estable y para condiciones iniciales préximas a este punto el
comportamiento asintético del sistema puede ser muy diverso, como se puede ver en las
Figuras [2h), b), ¢) y d) (dindmica periddica y cadtica, respectivamente).

La dindmica interesante ocurre cuando el ratio a/b esta alejado de 1, es decir cuando
una empresa tiene altos costes unitarios de produccion frente a otra empresa que tiene

costes unitarios bajos.
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Figura 1: Curvas de reaccién de una situacién de dupolio paraa =1y b=5
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Embeddings de algunas series temporales obtenidas del modelo de Puu

(1531)

Fijado un valor del ratio a/b, se obtiene una érbita del sistema dindmico vy a
partir de ellas generamos distintas series temporales unidimensionales (distintas a(x,y)) a.
Para cada una de ellas vamos a realizar un embedding y asi obtener una érbita vectorial
equivalente a aquella a partir de la que hemos obtenido la serie temporal de medidas o}
(Capitulo . Vamos a realizar el embedding de las series unidimensionales en R®. Se ha
utilizado m = 5 porque el teorema de Takens ([63], teorema [2.21]) asegura que con esta
dimensién embedding se consigue una orbita equivalente a la original [ﬂ

La Figura [3h) representa la érbita del sistema dindmico cuando a/b = 6,24 a

partir de la que vamos a obtener la serie real «;.

» Serie unidimensional obtenida utilizando la funcién medida «(z, y) = 2. La proyeccién

de las tres primeras componentes de la érbita embebida en R se ve en la Figura )

= Se procede de la misma manera si la serie temporal se obtiene a partir de a(x,y) = Inz.
La Figura ) se obtiene de la proyeccion de las componentes 2,3 y 4 de la érbita

5—dimensional.

» Igualmente si a(z,y) = = + y, se visualiza la proyecciéon en R? de las componentes

tercera, cuarta y quinta tal como se ve en la Figura )

8En muchos casos también se obtiener una érbita equivalente a la original embebiendo la serie unidi-
mensional en un espacio R™ con en una dimensién m menor. En este caso se podrian utilizar también las
dimensiones embedding m = 3 o m = 4 y se obtendrian similares resultados.
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Se ha procedido de manera andloga utilizando la serie periddica representada en la Figura
4h).

Figura 2: Comportamientos asint6ticos del sistema dindmico (5.41]) para distintos valores del ratio
a/b

a) a/b=06 b) a/b = 6,15
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Figura 3: Distintas reconstrucciones de una érbita del sistema ( cuando a=6,24

a) Serie bidimensional cuando a/b = 6,24 b) a(z,y) = x embebida en R, proyecciones 1,2 y 3
Henon map: &= 6.24, b= 1,(x; v, J=(0.018078,0.10504)
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Un sistema dindmico no lineal: Un modelo de duopolio (Puu,[53])

Figura 4: Distintas reconstrucciones de una 6rbita del sistema 1} cuando a=6,15

a) Serie bidimensional cuando a/b = 6,15 b) a(z,y) = x embebida en R, proyecciones 1,2 y 3
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Graficos de recurrencia

Para mostrar como informan los graficos de recurrencia cldsicos y simbolicos del
comportamiento dindmico del sistema , cuando a/b = 6,24, a partir de una serie real
que ha sido embebida en R™ (m = 3,4) hemos realizados los graficos que se muestran en
la Figura

En las Figuras [5|a) y b) se representan los graficos de recurrencia clésicos correspon-
dientes a una érbita céotica embebida en R? para dos valores distintos del pardmetro de
proximidad e.

Las Figuras ) y d) muestran los graficos de recurrencia simbélicos coloreados para
la misma serie embebida en R3 y en R* respectivamente. Sobre todo en el grafico de
recurrencia simbélico correspondiente a la serie embebida en R?, se observan distintos tipos

de pequenas lineas diagonales con el mismo patrén de simbolos. No hay lineas verticales,
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pero de los puntos recurrentes el 86,55 % forman lineas diagonales, esto es debido a la
inestabilidad de las 6rbitas periddicas.

De modo analogo se ha procedido con una serie periddica de periodo 8, correspondiente
al sistema ([5.41)) para a/b = 6,15. Embebida la serie en R?, aproximadamente 1/3 de los
puntos recurrentes forman lineas verticales y 2/3 lineas diagonales como se puede ver en
la Figura [7} Si la serie periédica se embebe en R?, el grafico b) de la Figura |§| muestra el
gréfico de recurrencia simboélico donde el 100 % de los puntos recurrentes forman lineas

diagonales repitiéndose el mismo grupo de simbolos de Sy.

Figura 5: Graficos de recurrencia para una serie cadtica del sistema cuando a/b = 6,24
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Un sistema dindmico no lineal: Un modelo de duopolio (Puu,[53])

cuando a/b=6,15y m =4

Figura 6: Gréficos de recurrencia para una serie periédica de

a) Grafico de recurrencia clasico
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Grafico de recurrencia simbélico para m = 3

Figura 7
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Un sistema dindmico no lineal: Un modelo de duopolio (Puu,[53])

Cambios en la dindmica del sistema ([5.41))

Las Figuras [8p) y [9b) son una aproximacion a los graficos de bifurcacién del sistema

4 25
dindmico ([5.41)) cuando a/b € (25,3 — 2\@> y a/b € <3 +2V/2, 4> , respectivamente.

Para obtener los gréaficos que se pueden ver en las Figuras ) y Eh) se ha procedido como
en la Seccién Se ha generado una serie no estacionaria del sistema (5.41)) cuando

4
el ratio a/b varfa en la ventana (25,3 — 2\@) y bien cuando lo hace en la ventana

a/b e (3 +2v/2, 15), se han utilizado ventanas méviles de 1000 datos, de modo que dos
sucesivas tienen en comun 990 datos. Para cada ventana se ha calculado su grafico de
recurrencia simbélico y se ha medido la proporcién de puntos recurrentes y el resultado se
muestra en tales graficos, donde se observa una aproximacion a los valores del ratio a/b
donde cambia el comportamiento dindmico del modelo.

Esta metodologia podria resultar de utilidad duando se estudia un nuevo sistema
dindmico y queremos saber en torno a qué valores de los parametros del sistema cambia la

dindmica del mismo.
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Figura 8: Aproximacién a los puntos de bifurcacién del sistema dindmico lj cuando a/b €
(0,16 — 0,18)
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Serie de rendimientos del Ibex-35

Figura 9: Aproximacién a los puntos de bifurcacién del sistema dindmico lj cuando a/b €
(5,8;6,25)

a) Proporcién de puntos recurrentes en ventanas
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Serie de rendimientos del Ibex-35

La serie temporal que vamos a describir ahora es la formada por los datos diarios del
Ibex-35 al cierre de la bolsa de Madrid desde enero de 1994 hasta el 15 de marzo de 2010
de longitud 4066 (http://finance.yahoo.com). La Figura |10 representa las graficas de la
serie del logaritmo del Ibex-35 y la serie de rendimientos del Ibex-35, que se ha calculado
como la diferencia del logaritmo del indice Ibex-35. Se observan periodos en los que hay
solo pequetios cambios en la serie (desde mediados de 2003 a 2005) y otros en los que hay

bloques de grandes aumentos y disminuciones en la rentabilidad de este indice.

Siguiendo a Soofi-Cao [58, 59] el retardo elegido para construir una serie vectorial a
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partir de esta serie es 1 (7 = 1). Se calcula la minima dimensién embedding para la serie
de rendimientos del Ibex-35, utilizando el método de Cao (capitulo , implementado en
Matlab (toolbox TSTOOLS).

En la Figura[l1]no se observa claramente una minima dimensién embedding a partir de
la cual el valor de E'1 se estabilice alrededor de 1, sino que la curva crece suavemente, lo que
indicaria la posible presencia de una componente estocéastica en la serie o bien un sistema
dindmico de alta dimensionalidad. No obstante, como E1(m) ya esta suficientemente cerca
de 1 entre las dimensiones m = 7 y m = 10, se ha elegido como dimensién embedding
m = 8.

Figura 10: Ibex-35 en el periodo enero de 1994 hasta el 15 de marzo de 2010

a) Serie de logaritmo de Ibex-35 b) Serie de rendimientos del Ibex-35
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Figura 11: Minima dimensién embedding para la serie de rendimientos del Ibex-35
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Serie de rendimientos del Ibex-35

El grafico de recurrencia clasico representado en la Figura ) corresponde a la serie
no estacionaria del logaritmo del Ibex-35. Este grafico indica que el comportamiento
dindamico de la serie en este periodo temporal no responde a un tinico modelo. El grafico
de recurrencia de la serie de rendimientos que se representa en la Figura [12b) corrobora
que la serie tiene distintos comportamientos dindamicos en este periodo.

En la Figura (13 se tienen los graficos de recurrencia simbdlicos coloreado b) y no colo-
reado a) de la serie de logaritmos del Ibex-35. Observando los graficos, la no homogeneidad

confirma lo que decian los graficos de recurrencia clasicos.

Figura 12: Gréficos de recurrencia cldsicos relacionados con la serie del Ibex-35

a) Serie del logaritmo del Ibex-35 b) Serie de rendimientos del Ibex-35

4000 4000 FF

3500 35005
3000 3000
2500 2500

2000 2000

1500 1400

1000 1000

a00 500 B

0 1000 2000 anoo 4000 il 100“0 = 2000 - 3060

Figura 13: Gréficos de recurrencia simbdlicos de la serie logaritmo del Ibex-35
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Teniendo en cuenta que el objetivo de esta seccion no es la modelizacion de la serie de
rendimientos del Ibex-35, sino la reflexién sobre si esta serie tiene estructura que la aleje
de ser i.i.d., se ha calculado el valor del estadistico estudiado en el Capitulo [5

n(n —1) <SC7T - le) (5.43)

2 Om

para n = 4066 — m y distintos valores de m. La Tabla [I| muestra estos valores.

Tabla 1: Valor del estadistico 1' para distintas dimensiones embeddings

’m:3 m=4 m=5 m:6‘
| 1,648 22615 19048 10,8738 |

Si solo tuviéramos los resultados para m = 3, m = 5 y m = 6 dirlfamos que no hay
evidencia de que la serie de rendimientos del Ibex no sea i.i.d. Sin embargo, el valor del
estadistico para m = 4 indicaria la existencia de estructura en los 4065 datos de de la serie
vectorial de los que consta la serie. Bastaria que el estadistico rechazara la hipotesis de
que la serie sea i.i.d. para un valor de m para poder decir que la serie no es i.i.d.

Las graficas de la Figura[I4 muestran el valor del estadistico para distintas longitudes de
la serie, siendo el primer valor del estadistico el que corresponde a una serie de longitud 500,
aumentamos 10 datos y el segundo valor del estadistico corresponde a 510 datos,.... es decir
el valor k—ésimo del estadistico le corresponde a una subserie de la serie de rendimientos del
Ibex-35 que tiene 500 + (k — 1)10 datos. Se ha procedido asi para dimensiones embedding
3,4 y 5. Si comparamos el comportamiento del estadistico para la serie que analizamos y
para las series de subseccion “Aspectos graficos”, pagina donde observabamos que los
valores del estadistico crecen con el tamano muestral salvo si la serie es i.i.d., en cuyo caso
los valores del estadistico se sitian en torno a 0, podemos decir que no es lo que ocurre
para esta serie. En el caso de la serie de rendimientos del Ibex, si nos fijamos en el grafico
de la Figura [14] correspondiente a m = 4 , los valores del estadistico no crecen en todo el
periodo temporal considerado, pero tampoco toma valores en torno a 0. Mas bien parece
que hay distintos comportamientos dindmicos y no uno global en todo el periodo.

En la Figura [15] se muestran los valores de la correlacién integral simbodlica para las
mismas subseries que se ha calculado el estadistico , confirmando que los 2000 o 2300

primeros datos tienen una estructura que no comparten los restantes.



Serie de rendimientos del Ibex-35

Figura 14: Valores del estadistico 1) para distintas longitudes de la serie de rendimientos del
Ibex-35
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Figura 15: Valores de la correlacion integral simboélica de la serie de rendimientos del Ibex-35 para
distintas longitudes

0.169 T T T T T T T

0.1685 | B

0.165

01675 B

0167 B

0.1665 B

D. 1 66 1 1 1 1 1 1 1
0 a0 100 150 200 280 300 350 400

b) m =4

0.0432 T T T T T T T

0.043

0.0425

0.0426

0.0424

0.0422

0.042

0.0415

0.0416

0.0414 B

D . 041 2 1 1 1 1 1 1 1
0 a0 100 150 200 250 300 350 400

8.2 B

g1 . . . . . . .
0 a0 100 150 200 250 300 350 400

146



Bibliografia

Aaronson,J., Burton, R.M., Dehling, H.G., Gilart, D., Hill, T. and Weiss, B. (1996)
Strong laws for L- and U-statistics. Transactions of the American Mathematical

Society, 348, 2845-2866.

Abraham, R. and Robbin, J. (1967) Transversal mapping and Flows. New York: W.D.

Benjamin.

Aparicio, T., Pozo, E.F. and Saura, D. (2013). Do Exchange Rate Series Present
General Dependence? Some Results using Recurrence Quantification Analysis. Journal

of Economics and Behavioral Studies, 5(10), 678-686.

Balibrea, F. and Caballero, M.V. (2004). A transversality approach del Whitney’s

prevalent theorem. Grazaer Mathematicsche Berichte, 346, 29-36.

Balibrea, F. and Caballero, M.V. and Tendero, A. (2006). Some applications of the

transversality in embedology Far East Journal of Dynamical Systems, 8(1), 149-174.

Balibrea, F. and Caballero, M.V. (2013). Stability of orbits via Lyapunov exponents
in autonomous and nonautonomous systems. International Journal of Bifurcation

and Chaos, 23, 1350127.

Balibrea, F. and Caballero, M.V. (2014). Examples of Lyapunov exponents in Two-
dimensional systems. In Gréacio, C, Fournier-Prunaret, D., Ueta, T. and Nishio, Y
(ediors), Nonlinear Maps and Their Applications,9-15. New York: Springer Proceedings

in Mathematics and Statistics.

147



BIBLIOGRAFiA

148

8]

[11]

[12]

Balibrea, F., Caballero, M.V. and Molera, L. (2008). Recurrence quantification analysis
in Liu’s attractor. Chaos, Solitons and Fractals, 36(3), 664-670.

Balibrea, F. and Chacén, R. (2011). A simple non-autonomous system with complica-

ted dynamics. Journal of Difference Equations and Applications, 17(2), 131-136.

Bastos, J.A. and Caiado J. (2011). Recurrence quantification analysis of global stock
market. Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 390(7) 1315-1325.

Baxter, M. and Kirchner, T. (2013). Correlation in time-dependent density-functional-
theory studies of antiproton-helium collisions, Phys. Rev. A, 87 (6), 062507.

Belaire-Franch J., Contreras D. and Tordera-Lled6, L. (2002). Assessing nonlinear
structures in real exchange rates using recurrence plot strategies. Physica D 171,

249-264.

Brandt, C. and Pompe, B. (2002). Permutation entropy: a natural complexity measure

for time series. Physical Review Letters, 88, 174102(4).

Brock, W.A., Dechert, W.D., Scheinkman, J.A. and LeBaron, B. (1996). A test for

independence based on the correlation dimension. Econometric Review, 15(3), 197.

Brockwell, P.J. and Davis, R.A. (1986). Time Series: Theory and Methods. Second

Edition. New York: Springer-Verlag.

Caballero, M.V. (2000). On an embedding theorem. Acta Mathematica Hungarica,
88(4), 269-278.

Cao L. (1997) Practical method for determining the minimum embedding dimension

of a scalar time series. Physica D 110, 43-50.

De Lima Pedro J. F.(1996). Nuisance Parameter Free properties of Correlation Integral

Based Statistics. Econometric Reviews, 15(3), 237-259.

Demir, D. and Kogak, S. (2001). A note on positive Lyapunov exponent and sensitive

dependence on initial conditions. Chaos, Solitons and Fractals 12, 2119-2121.

Eckmann, J., Kamphorst, S. and Ruelle, D. (1987). Recurrence plots of dynamical
systems. Europhysics Letters, 5, 973-977.



Bibliografia

[21]

Fabretti, A. and Ausloos, M. (2005). Recurrence plot and recurrence quantification
analysis techniques for detecting a critical regime: Examples for financial markets

indices. International Journal of Modern Physics, 16(5), 671-706.

Federici, D. and Gandolfo, G. (2014). Chaos in Economics. Journal of Economics

and Development Studies, 2(1), 51-79.

Figueiredo C., Diambra L., and Pereira C. (2011). Convergence Criterium of Numerical

Chaotic Solutions Based on Statistical Measures. Applied Mathematics, 2, 436-443.

Foster,M.J. (1975). Calculus on vector bundles, Journal of London Mathematical
Society, 11, 65.

Fraser, A.M. and Swinney, H.I. (1986). Independent coordinates for strange attractors
from mutual information. Physical Review A, 33(2), 1134-1140.

Guhathakurta, K., Bhattacharya, B. and Roychowdhury, A. R. (2010). Using recu-
rrence plot analysis to distinguish between endogenous and exogenous stock market

crashes. Physica A: Statistical Mechanics and Its Applications, 389, 1874-1882.

Granger, C. and Lin, J-L (1994) Using the mutual information coeficient to identify
lags in nonlinear models. Journal of Time Series Analysis, 15(4), 371-384.

Grassberger P. and Procaccia, 1. (1983). Measuring the strangeness of strange attrac-

tors. Physica 9D, 189-208.

Iwanski, J.S. and Bradley E. (1998). Recurrence plots of experimental data: To embed
or not to embed? Chaos 8, 861-871.

Hirata, Y. and Aihara, K. (2012). Timing matters in foreign exchange markets.

Physica A: Statistical Mechanics and its Applications 391,(3), 760-766.
M.W. Hirsch (1994). Differential Topology. Fifth Edition. New York: Springer Verlag.

Hsieh, D.A., (1989) Testing for Nonlinear Dependence in Daily Foreign Exchange
Rate Changes. Journal of Business, 62, 339.

Hunt, B.R., Sauer,T. and Yorke,J.A. (1992). Prevalence: A translation-invariant
almost every on infinite-dimensional spaces. Bulletin of the American Mathematical

Society, 27(2), 217-238.

149



BIBLIOGRAFiA

150

[34]

[35]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

Hurewicz, W. and Wallman, H. (1948). Dimension theory. Princenton: Princenton

University Press.

Kennel, M.B., Brown, R. and Abarbanel, H.D.I. (1992). Determining embedding
dimension for phase-space reconstruction using geometrical constructions. Physical

Review A 45(6), 3403-3411.

Kogak, H. and Palmer, K. (2010). Lyapunov Exponents and Sensitive Dependence.
Journal of Dynamics and Differential Equations 22(3), 381-398.

Groth, A. (2005). Visualization of coupling in time series by order recurrence plots.

Physical Review E 72, 046220(8).

Liu C., Liu T., Liu L. and Liu K. (2004). A new chaotic attractor. Chaos, Solitons
and Fractals 22, 1031-1038.

Lorenz, H-W. (1993) Nonlineal Dynamical Economics and Chaotic Motion. Lecture

Notes in Economics and Mathematical Systems. Second Edition. Springer.

McMillan, D. G. (2003). Non-linear Predictability of UK Stock Market Returns
Ozford Bulletin of Economics and Statistics 65(5), 557.

Marwan N., Romano, M.C., Thiel, M. and Kurths, J. (2007). Recurrence plots for

the analysis of complex systems. Physics Reports 438, 237-329.

Marwan N. (2003). Encounters with neighbours-Current Developments of Concepts
Based on Recurrence Plots and their Applications-. (PhD Thesis), Institute of Physics,

Postdam. Postsdam.

Marwan, N. and Webber, C.L., Jr. (2015). Mathematical and computational founda-
tions of recurrence quantifications. In: Recurrence Quantification Analysis: Theory and
Best Practices. Springer Series: Understanding Complex Systmes, 3-44. Switzerland:

Springer International Publishing.

Mathew N. and Picu R.C. (2011). Molecular conformational stability in cyclotri-

methylene trinitramine crystals. Journal of Chemical Physics 135(2)

Matilla-Garcia M., Ruiz Marin, M. (2008). A non-parametric independence test using

permutation entropy. Journal of Econometric, 144, 139-155.



Bibliografia

[46] Matilla-Garcia M., Ruiz Marin, M. (2010). A new test for chaos and determinism
based on Symbolic Dynamic. Journal of Economic Behavior & Organization, 76(3),

600-614.

[47] Matilla-Garcia M., Ruiz Marin, M., Mohammed, D. and Ojeda, RinaB. (2013).
Nonparametric corre- lation integral-based tests for linear and nonlinear stochastic

processes. Decisions in Economics and Finance, 37(1),181-193.

[48] Matilla-Garcia M. (2007). Nonlinear Dynamics in Energy Futures, The Energy Journal,
28(3), 7-30.

[49] Munkres, J.R. (2000). Topology. Second edition. Prentice Hall. Upper Saddle River.

[50] Noakes, L. (1991). The Takens embedding theorem. International Journal of Bifurca-
tion and Chaos, 1(4), 867-872.

[51] Osedelets, I. (1968). A multiplicative ergodic theorem. Lyapunov characteristic num-

bers for dynamical systems. Trans.Moscow Math.Soc.,19, 179-210.

[52] Perona, E. (2005). Birth and Early History of Nonlineal Dynamics in Economics.
Revista de Economia y Estadistica, XLIII(2), 29-60 .

[53] Puu,T. (1991) Chaos in Duopoly Pricing. Chaos, Solitons and Fractals, 1(6), 573-581.

[54] C. Robinson, Dynamical Systems. Stability, Symbolic Dynamic, and Chaos, CRC
Press (London, 1995).

[55] Sajjan, S.G. (2000) A note on central limit theorems for lattice models. Journal of
Statistical Planning and Inference, 83(2), 283-290.

[56] Sauer, T., Yorke, J.A. and Casdagli, M. (1991). Embedology, Journal of Statistic
Physics, 65(3/4), 579-616.

[57] Schreiber, T. (1999). Interdisciplinary application of nonlinear time series methods.

Physics Reports, 308, 1-64.

[58] Soofi, A. and Cao, L. (1999). Nonlinear deterministic forecasting of daily peseta-dollar
exchange rate. Economics Letters 62(2), 175-180.

[59] Soofi, A. and Cao, L.(eds.), 2002. Modelling and Forecasting Financial Data: Techni-

ques of Nonlinear Dynamics. Boston: Kluwer Academic Publisher.

151



BIBLIOGRAFiA

152

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

Stark, J. (1999). Delay Embedding for Forced Systems: I. Deterministic Forcing.
Journal Nonlinear Science, 9, 225-332.

Strozzi, F., Zaldivar, J.-M., Zbilut, J.P. (2007). Recurrence quantification analysis
and state space divergence reconstruction for financial time series analysis. Physica A

376, 487-499.

Strozzi, F., Gutiérrez, E., Noé, C., Rossi, T., Serati, M., Zaldivar, J.M. (2008). Mea-
suring volatility in the Nordic spot electricity market using recurrence quantification

analysis. The European Physical Journal - Special Topics 164, 105-115.

Takens, F., Detecting strange attractor in turbulence, Lecture Notes in Mathema-

tics, 898, D.A. Rand and L.S. Young (eds.) Springer Verlag, New York (1981) 366-383.

Tong, H. (1990). Non-linear Time Series. A dynamical System Approach. Oxford:
Oxford University Press.

Trulla LL, Giuliani A, Zbilut JP and Webber CL. (1996). Recurrence quantification
analysis of the logistic equation with transients. Phys Lett A 223, 255-260.

Webber CL and Zbilut JP. (1994). Dynamical assessment of physiological systems
and states using recurrence plot strategies. J Appl Physiol, 76(2), 965-973.

Whitney, H. (1936). Differentiable Manifolds, Annals of Mathematical, 37, (1936),
645-680.

Wolf, A., Swift, J.B., Swinney, H.L.. and Vastano J.A. (1985). Determining Lyapunov

exponents from a time series. Physical6D, 285-317.

Zbilut, J.P. (2005). Use of Recurrence Quantification Analysis in Economic Time

Series. Economic: Complex Windows. New Economic Windows, Springer 91-104.

Zbilut, J.P., Thomasson, N., Webber, C.L., Jr. (2002). Recurrence quantification
analysis as a tool for nonlinear exploration of nonstationary cardiac signals. Med.

Engin. Physics, 24, 53.

Zbilut, J.P. and Webber CL. (1992). Embeddings and delays as derived from quanti-
fication of recurrence plots. Phys Lett A, 171, 199-203.



