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A class of uniformly continuous functions

Summary. We study a class of uniformly continuous functions. Some algebraic and topological
properties are established for this class, Also a condition for f (uniformily continuous function)
belongs to this class, is given. Finally some more general classes with the same properties are

introduced.
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DEFINICION

Sean (E,d) v (E’,d") dos espacios métricos ¥ M un con-
Junto no vacio de E. Diremos que una aplicacion f de M en
E' tiene la propiedad (P) cuando para todo nimero real
positivo £ existe otro nlimero real positivo « tal que

d'(f().f(y)) € e+ad(x,y), ¥Xx,yeM (1)

Existen funciones que verifican esta propiedad. Las fun-
ciones constantes son el ejemplo mas sencillo, pero cual-
quier funcidén de Lipschitz también la verifica evidente-
mente. Denotaremos por & al conjunto formado por todas
las aplicaciones que tienen la propiedad (P).

TEQREMA 1

Las funciones de la clase ® son uniformemente conti-
nuas.
En efecto, fijemos arbitrariamente el nimero real €. La

propiedad (P) nos asegura la existencia de otro ndmero o
tal que se verifica (1). Sea

£
== >0
n o

Es ¢laro que si d(x,y)<n entonces d'(f(x),f{y))< 2 ¢ asi que
la aplicacién f es uniformemente continua en M.

NOTA Y CONTRAEJEMPLO

Vamos a comprobar que existen funciones uniforme-
mente continuas que no verifican la propiedad (P), es de-
cir, que en general la clase ® esta estrictamente contepida
en la de las aplicaciones uniformemente continuas de M en
E'

Supongamos que los espacios métricos de la definicion
son ambos iguales a la recta real con la distancia habitual;
sea M=[0,+co[ vy f la funcién definida por f(x)=v/X.
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Esta funcidon es uniformemente continua en el intervalo
compacto [0,1]. Por otra parte la desigualdad

[x — ¥l
VX + VY

1
IVE-= S oixy]

valida para x,ye[l,+oo[ permite ver facilmente que f es
uniformemente continua en este intervalo. Un sencillo ra-
zonamiento nos conduce a probar que entonces f es uni-
formemente continua en la reunidon de los dos intervalos
mencionados, que es M.

Veamos que esta funcién no verifica la propiedad (P).

Para x,yeM podemos poner x=X?, y=Y? con X,YecM.
Consideremos en particular puntos tales que sea X>Y. Si
la funcién f verificase la propiedad (P), fijado cualquier
nimero real £ >0 existiria otro o>0 cumpliendo

X=Y =g +a(X3*~Y?)
es decir,
a(X=¥) X+ Y4 X-Y)+e= 0

para todo par de nimeros Xz 0, Y= 0, con X>Y. Haciendo
X-Y=u>0, y X+Y¥=v>0, la desigualdad anterior se es-
cribe asi:

guv-u+g> 0, para todos u,v>0 (%)
La funcién
F(u,v)=guv-u+g

¢s continua en [0, +oo[X[0,+co[ y eligiendo u, >z se ob-
serva que F(u,0)<0. Existe entonces un entorno V del
punto (u,,0) tal que F(u,v)<0 cualquiera que sea {u,v)eV.
Ahora bien, en el entorno V hay siempre puntos (u,v) con
u>0 y v>0 lo cual contradice la desigualdad (2}. Asi pues
la Funcién f elegida es uniformemente continua pero no
verifica la propiedad (P).

A continuacion estudiaremos las propiedades topolégi-
cas y algebraicas de la clase @ y daremos un teorema
seghiin el cual, bajo ciertas hipdtesis, la clase ® coincide
con la de todas las aplicaciones uniformemente continuas
de M en E’.

TEOREMA 2

Sea (f) una sucesidn de funciones de la clase ® que
converge uniformemente hacia una aplicacién f de M en
E’. Entonces fe @ .

Empecemos escribiendo la desigualdad evidente

CEERyN<
< d'(F(x) £ (x)) +d (L (x),E (yN+d{E, (y),E(y))

y fijemos arbitrariamente el nimero real £>0. Por la
condicidon de la convergencia uniforme se puede elegir un
subindice p tal que
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d'(f(x).f,(x) <
d'(f (y).fy) <

¥

£
3
—53*,, para todos x,yeM

asi que

& fy) < % +d"(EX).E,(9)

Como fp verifica la propiedad (P), para el nimero /3 existe
otro nitmerc >0 tal que

d’(fp(x),fp(y))s%-i—o(d(x,y), para todos x,yeM

De las dos desigualdades precedentes deducimos que

d’(fix), fy))<e+ed(x,y), para todos x,yeM

’
luego la funcidn limite f pertenece a la clase ®.
El teorema gue acabamos de establecer puede enun-
ciarse también de este modo:

TEOREMA 2’

La clase ® constituye un conjunto cerrade (no vacie) en
el espacio de las aplicaciones de M en E’ dotado de la
topologia de la convergencia uniforme.

A continuacién estudiamos la estructura algebraica de la
clase ® en el caso en que el espacio métrico (E’,d’) sea un
espacio vectorial normado, a cuya norma denotaremos por

E
TEOREMA 3

En ¢l caso sefialado en el parrafo anterior, la suma de
dos funciones de la clase ® pertenece también a esta clase,
y el producte de un nimero por una funcién de & perte-
nece igualmente a @ .

Sean f y g dos funciones de . Escribamos la desigual-
dad evidente

}1(f+g)(x)—(f+g)()’) | =
< [ | + | sCx-2m)|
para todos x,yeM. Fijemos arbitrariamente un nimero real

e>>0, Por hipétesis existen entonces dos nimeros «1>0 y
a2 > tales que

UﬁX%ﬂwHS%-+mduJL

ja00-8) | < 5 +azd(x.y)

para todos x,yeM. Poniendo o =sup(x,.x,) se obtiene en
consecuencia que

| E+e)xAf+e)y}]| =e+adix,y)
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para todos x,yeM

luego f+g e ® como queriamos demostrar.

Sea ahora fe ® y A un niimero (real o complejo, segin
sea el cuerpo base del espacio vectorial E'). 8i A=0 la
funcién Af es constante, asi que pertenece a la clase @.
Supongamos A =0. Escribamos la igualdad

LADE-AD | =i

f(x)-1(y) |

vilida para todos x,yeM. Fijemos arbitrariamente el ng-
mero real €0, Para ¢l nimero

&
>
A
existe otro nimero o’ >0 tal que
e
fi(x)-f = +o'd(x,y),
[f0-fy) | < g =odCx,y)
para todos x,yeM

Poniendo o =[|x” se obtiene, en consecuencia, que

RO~ DC) | <e +adx,y),

para todos x,yeM

luego Afe® como queriamos demostrar.

El teorema que acabamos de establecer puede enun-

ciarse también de este modo:

TEOREMA 3’

La clase & forma un subespacio vectorial del espacio
vectorial de todas las aplicaciones de M en el espacio nor-
mado (E’, [

Supongamos que el espacio E' es de Banach. Entonces
el espacio de todas las aplicaciones acotadas de M en E’ es
también de Banach si se le dota con la norma del supremo,
es decir, la topologia de la convergencia uniforme. Apo-
yandonos en este teorema bien conocido y utilizando los
teoremas 2’ y 3' podemos concluir lo siguiente:

TEOREMA 4

Cuando E’ es de Banach, el espacio ® "®B(M,E") de las
aplicaciones de la clase ® que son acotadas, dotado de la
norma del supremo, es también de Banach.

NOTAS

. El producto de dos funciones de la clase @ con valores
reales no pertenece, en general, a esta clase ya que, como
es sabido, el producto de dos funciones uniformemente
continuas no es siempre una funcién uniformemente conti-
nua.

Supongamos que el espacio métrico E es un espacio
vectorial normado al igual que el E’. Como las aplicaciones
lineales continuas de E en E’ son de Lipschitz ellas forma-
Tan un subespacio del espacio @ . Esta inclusidn es estricta,
evidentemente.

Estudiemos ahora la transitividad de la propiedad (P).

TEOREMA 5

Sean (E.d), (E',d") ¥ (E”",d"’) tres espacios métricos y M
un conjunto no vacio del primero. Sea f una aplicacion de
M en E’ que verifica la propiedad (P) ¥ sea g una aplica-
ctdn de M'=f{M) en E'* que también cumpie dicha propie-
dad. Entonces la funcién compuesta F=g o f verifica
igualmente la propiedad (P).

Fijemos el nimero real ¢>0. Tomemos cualquier otro g’
tal que 0<¢’<g. Para este nimero ¢ y por verificar g la
propiedad (P) existe «'>0 tal que

d” (g{fi(x)).g(f{y))) < e’ +o 'd’(f(x),f(y)),
para todos x,yeM

Consideremos el ndmero positivo
£ =(— Yo' =0

Para este nimero y por verificar f la propiedad (P) existe
o'’ =0 tal que

d'(f(x)flyn<e" +a” dix.y),
para todos X,yeM.

De las dos desigualdades obtenidas se deduce

d”(F(x),F(y) <e+ad(x,y),
para todos x,yeM

111

donde a=a’a’’ >0, lo cual prueba el teocrema.

Vamos ahora a caracterizar las funciones de la clase ®
por sus moédulos de continuidad.

Como ¢s5 sabido, un médulo de centinuidad para la apli-
cacién ¢ : R, —R creciente, continua en 0 por la derecha,
tal que @(0)=0 y que verifique la condicién

A’ (fxLEyN < @(d(x,¥)),
para todos x,yeM.

Para las aplicaciones uniformemente continuas se obtiene
un modulo de continuidad considerando la funcién ¢ defi-
nida asi

p(u)=sup{d(f(x),f(y)) € R; d(x,y)<u}
Si la funcion f pertenece a la clase @ fijado cualquier ni-

mero g>0 existe otro >0 tal que se verifica (1) y por
tanto, si d(x,y)<u, es claro que



32

@{w)<¢+av, para todo ux=0 Ky

Reciprocamente, supongamos que la funcién uniforme-
mente continua f admite un médulo de continuidad que
verifica (3). Aplicando la definicion de modulo de conti-
nuidad y haciendo u=d(x,y) se obtiene la desigualdad (1)
asi que fe ®.

Podemos enunciar, pues, el siguiente

TEOREMA &

Una aplicaciéon uniformemente continugz de M en E’
pertenece a la clase @ si y sdlo si admite un modulo de
continuidad ¢ que verifica la propiedad: cualquiera que sea
>0 existe o>>0 tal que se tiene (3).

Para terminar demosiraremos un teorema que expresa
una condicidn suficiente para que una funcidn uniforme-
mente continua tenga la propiedad (P). En este caso el es-
pacio ® coincidira con el de todas las aplicaciones unifor-
memente continuas de M en E°.

TEOREMA 7

Si el conjunto M es compacto en el espacio métrico E
toda funcién uniformemente continua verifica la propiedad
(P).

Supongamos que nuestra funcion no verificase la citada
propiedad. Entonces existiria un nidmero real ¢,>0 tal que
para cualquier «>>0 existirian al menos dos puntos x_,y, en
M verificindose

d*(f(x,).f(y N=e, +ad(x,.y,)

Dando a o los valores de la sucesion de los nlimeros natu-
rales construimos dos sucesiones (x,), (y,) de puntos de M
que cumplen

d*(f(x, ). f(y ) =g +nd(x,,.y,},
para todo ne N (4)

Por ser M compacto, de la sucesion (x,) puede extraerse
una subsucesion (X, ) convergente hacia un punto xeM.
De la sucesion (y, ) de puntos de M puede extraerse and-
logamente una subsucesion

W, )
convergente hacia un punto v M. Es claro que

“kh

X, )
converge hacia x,. Para abreviar la notacién vamos a de-
notar a las dos Gltimas sucesiones escritas por (X} e (v,)

que convergen respectivamente hacia x, € y,. Si en la desi-
gualdad (4) sustituimos n por m=n, tendremos

1. A. FERNANDEZ VINA
A", ).y )y 20+ Md(X Y ) (5
para todo me N
Cuando h tiende hacia +ao se tiene
Em d(x,y,)=d(x,y,)
mientras que
lim n, =+w
y por consiguiente
lim [, +md(x_.y, )=+
Por otra parte al ser f continua en M se verifica
Em d'(f(x,).f(y,.)y=d"(f(x,). Ky )} e R
Al tomar limites en la desigualdad (5) se llega, pues, a una
contradiccién. En el transcurso de la demostracién ante-
rior hemos admitido implicitamente que d{x,,y)=0. Si
dix,,y,)=0 entonces x,=y, y por tanto
lim d'(f{x,,).f(y ) =0

En lugar de tomar limites ordinarios en la desigualdad (5)
tomamos limites superiores cbteniéndose

02 ¢+ lim[md(x,,.y, ) |=¢, +u

donde p es un cierto elemento de R, lo cual es una con-
tradiccion.

Aplicando el conocido teorema de la continvidad uni-
forme podemos enunciar el anterier de un modo aparente-
mente mas general:

TEOREMA 7’

Si el conjunto M es compacto en el.espacio E, toda
aplicacion continua de M en el espacio E’ verifica la pro-
picdad (P).

GENERALIZACION DE L.0OS RESULTADOS PRECE-
DENTES

Sea r un numero real positivo. En la situacién general en
que venimos trabajando, diremos que la aplicacion f tiene
la propiedad {P,} si para todo niimero real positivo ¢ existe
otre niamero real positivo o tal que

df(x)Hy)<e +aldx, ) (6)
ctialesquiera que sean los puntos X,yeM. Denotaremos por

#, al conjunto de todas las funciones f que verifican esta
propiedad.
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Para r=1 la propiedad (P,) y la clase @, son respectiva-
mente la propiedad (P} y la clase @ que hemos estudiado
anteriormente.

La clase ®, no es vacia pues a ella pertenecen las fun-
ciones constantes y, en general, las que verifican una con-
dicién de Holder de orden r {las cuales tienen especial
interés cuando 0<r< 1, como es sabido).

a) Las funciones que cumplen la propiedad (6) son uni-
formemente continuas lo que se comprueba facilmente si-
guiendo la misma ideca de [a prucba del teorema [. Se ob-
tiene asi una generalizacién de este teorema.

b) Los teoremas 2°, 3’ y 4 se generalizan igualmente a la
clase @, con demostraciones enteramente similares a las de
aquelios. Lo mismo ocurre con el teorema 7, que s mas
destacado que los otros.

¢) Subsiste la siguiente caracterizacion de la clase @,
por los médulos de continuidad: una aplicacién uniforme-
mente continua de M en E' pertenece al espacio ®, si y
sélo si admite un médulo de continuidad ¢ que verifica la
propiedad de que para todo £ >0 existe « >0 tal que

olw)<g+aur

cualquiera que sea ux>0,

d) El problema de averiguar si un determinado espacio
@, coincide con el de todas las funciones uniformemente
continuas se resuelve por la negativa y a este fin puede
utilizarse la misma funcién f(x)=+/X, M=[0,+e[ que nos
sirvid para estudiar esta cuestidn en la clase ® . Siguiendo
la misma pauta en los calculos y razonamientos el pro-

blema se lleva a decidir si existe algin par de nimeros
reales u=>0, v>>0 tales que sea

F{u,v}=qu"v’-u +e <{

donde >0 y a>0 son constantes.

Elegido un niimero u >e es claro que F{u,,0)<0. Como
F es una funcién real continua en [0,+o0[X[0,+co[ existe
un entorno V del punto (v,,0) tal que es F(u,v)<{ para
todos u,veV. ‘Ahora bien, en V hay siempre puntos (u,v)
con y>0 y v>0 alcanzandose asi la conclusién deseada.

NOTA

Los espacios vectoriales ® , cerrados en el espacio Ul de
las aplicaciones uniformemente continuas de M en E’ do-
tado de la topologia de la convergencia uniforme, forman
una familia creciente pues si r<r’ se tiene ® (@, eviden-
temente, y la inclusién

UO(P,C U

- B8, pues, estricta.
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