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Si una variedad M„ es paralelizable y w,, Wj,-••. CÜ„ es 
una paralelización del fibrado cotangente, la forma de Pfaff 
sobre la variedad M„xR" defmida por: 

4 
« 0 = E ViCOj 

i = I 

induce sobre el fibrado en esferas M „ x S " " ' una forma de 
contacto, que se llama forma de Liouville (4). En particu­
lar, Ŝ  y S^xS' son paralelizables con paralelizaciones da­
das por: 

co, = X|dx2-XjdX|-hX4dx3-X3dx4 
C02 = X,dx,-X3dx,-(-X2dX4-X4dX2 
ü)3=x,dX4-X4dx,+X3dx2-X2dXj 

Q)'i=zd6-i-xdy-ydx 
a)'2=yde-^zdx-xdz 
(o'3=xd9-hydz-zdy 

respectivamente (1). 
Según lo dicho anteriormente, las formas diferenciales 

defmidas por: 

(Ü0=yiWl + y2W2 + y3tó3 y ío'o=yi(ü'i + y2Cü'2 + y3(fl'3 

son de contacto sobre S'xS^ y S^xS^xS' respectiva­
mente. 

Teniendo en cuenta las expresiones globales de coi, coz, 
co.í la forma de contacto coo se expresa globalmente como: 

gi(fidf2-f2dfi +f4df.i-f3df4)-(-g2(fidf.i-f3dfi +f2df4-f4df2)-l-
+g.i(fidf4-f4dfi+f3df2-f2df.i) 

donde g¡, i= 1,2,3 y f¡, i= 1,2,3,4 son funciones diferencia-
bles gobales. De forma similar escribiríamos coi global­
mente (2, 3). 

• Esto nos lleva al objetivo del presente artículo, el cual 
consiste en demostrar los teoremas 1 y 2. 

TEOREMA 1 

Sea M una variedad compacta, conexa y de Hausdorff, 
de dimensión 5, con una forma de contacto co que se es­
cribe globalmente como: 



42 F. GÓMEZ GARCÍA 

g= + V 2 Si. que son funciones 

CD=gl(fldf2-f2dfl+f4df3-f3df4)+g2(fldf3-f3dfl+f2df4-
-f4df2)+g3(fldf4-f4dfl+f3df2-f2df3), 

donde f¡, g,: M—•R son funciones diferenciables globales. 
Entonces M es difeomorfa a S^xS^. 

DEMOSTRACIÓN 

Vamos a obtener un difeomorfismo a:M—•S^xS^ tal que 
CT*(Q)g)=Xw con \ ítO, por lo que (Oo=0 es la única estruc­
tura de contacto en S'xS^ verificando el teorema. 

i) Si g^,+g\+g^3=l y P,+f^2+f^3+fí.= l. entonces la 
aplicación a:M—>S3xS^ definida por a(p) = (fi(p), f2(p), 
f3(p), f4(p), gi(p), g2(p), g3(p))6S3xS2 es tal que O*(Q)O)=CO 
es de contacto en M. Luego a es una aplicación diferen­
ciaba de rango máximo, y por ser la variedad compacta 
tenemos que (M,a) es un recubridor de S^xS^ simple­
mente conexa, lo cual implica que o es un difeomorfismo. 

ii) Sean f=-l- _ 
• -¡ • ~ • , 

diferenciables en M sin ceros, por ser co de contacto en M. 

Luego (ü'= (O es de contacto en M. 

Si llamamos f'i=f¡/f i = l,2,3„,,4 y g'¡=g/g i=l,2,3 te­
nemos que cü'= — co=g'i (fidf2 — f2dfi -i- f4df'3 — 

Pg 

- f3d f4 ) + g '2 ( f , d f3 - f3d f , + f , d f , - f 4 d r 2 ) + 
-Hg'3(f\df4-r4df,-Hf3df' ,-f,df3) 

es de contacto en M. 
Si ponemos a=(f'i ,r2,r3,f '4,g'i ,g'2,g'3):M—S^xS^, 

a*(a)o)=co' y por lo tanto, CT es difeomorfismo al estar en el 
4 

caso i). Observemos que, de no suponer que S f^r=l, 
3 

Z g^=l se verifican desde el principio, obtenemos un di­
feomorfismo CT:M—•S'xS^ tal que a*(cDo)=(l/f^g))co, de 
donde (M.M) sería isomorfa a (S'xS^,coo) como estructura 
de contacto. Resultando el teorema 1. 

TEOREMA 2 

Si M es una variedad compacta, conexa y de Hausdorff, 
de dimensión 5, con una forma de contacto que se expresa 
globalmente como: 

co = g 1 (f 1 (fdg-gdf)+f2df3-f3df2) -I- g2(f2(fdg-gdf)+fsdf i-f i df3) + 
-i-g3(f3(fdg-gdf)+fidf2-f2dfi) 

con f¡, i= 1,2,3; g¡, i= 1,2,3; f y g funciones diferenciables 
de M en R. Entonces M es difeomorfa a S^xS^xS' . 

La demostración de este teorema es análoga a la de­
mostración del teorema 1. Sin embargo, es preciso hacer 
las siguientes observaciones, que hacen esta demostración 
más interesante que la anterior. 

i) Debido a que la variedad S^xS^xS' no es simple­
mente conexa la aplicación a no es difeomorfismo, sino 
sólo aplicación recubridora con un número finito de hojas. 

Los únicos recubridores de S^xS^xS' son S^xS^xS' 
junto con las aplicaciones R„:S^xS^xS'—•S^xS^xS' defi­
nidas por (x,y,G)—»(x,y,ne). Con lo cual, para cada aplica­
ción R„ existe un homeomorfismo h haciendo el siguiente 
diagrama conmutativo: 

M 

S^xS^xS' ^ -S^xS^xS ' 
R„ 

Como a y R„ son difeomorfísmos locales tanto h como h~ ' 
son diferenciables, lo que implica que h es difeomorfismo y 
el teorema está demostrado. 

ii) La forma (o no es única, sino que hay una cantidad 
numerable, todas ellas del mismo tipo que la dada en el 
teorema, y que se obtienen al considerar los distintos re­
cubridores (S2xS2xS',R„) de S^xS^xS' . Al tomar como 
R„ la identidad obtenemos la forma co. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Consideremos en este trabajo una variable aleatoria X 
continua y positiva con función de distribución F(x), fun­
ción de densidad f(x) acotada, positiva y continua en un 
intervalo I = [a,b] finito o infinito. 

TRUNCAMIENTO POR LA DERECHA 

Representaremos por U, la variable aleatoria truncada 
de X por la derecha en el punto x, cuya función de distri­
bución viene dada por: 

0,„,=P(U..u,= « 2 í | g - . , 

con xe2D={x:F(x)>0}. 
Y con función de densidad. 

F(u) 
F(x) U < X 

(1.1) 
U2:x 

g.(u) = 
f(u) 
F(x) 

O 

U S X 

US:X 
(1.2) 

En (1) definimos la función de concentración de la varia­
ble aleatoria X truncada por la derecha en el punto x, 
como la curva de ecuaciones paramétricas 

P.(u)= I g.(t)dt i (1.3) 

(1.4) 

donde m(x) es la función de medias (por truncamiento por 
la derecha), cuya expresión viene dada por: 

1" 
i.x I uf(u)du 

m(x)=l ud„(G.(u))=^°p^^^ 
(1.5) 

También se define en (1), la función de índices de con­
centración por la expresión 
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i(x)+l. J: p,(u)dq.(u) 

que puede también escribirse en la forma 

J^ 2uf(u)F(u)du 
i(x)=-l + : 

F(x) I uf(u)du 

(1.6) 

(1.7) 

con X 6 2D. 

TRUNCAMIENTO POR LA IZQUIERDA 

Representaremos con Z, la variable aleatoria truncada 
por la izquierda de la variable aleatoria X en el punto x, 
cuya función de distribución viene dada por 

u . ^ D^v ̂  ^ P(X<U,X¿X) 
H.(u)=P(Z.<u)= p ( x ^ ^ ) -

para x e 2D* = {x:F(x)<l}. 
Y con función de densidad 

O 

F(u)-F(x) 
l-F(x) 

u < x 
(1.8) 

u > x 

h.(u)= 
o 

f(u) 
I-F(x) 

u < x 

u s x 

(1.9) 

DEFINICIÓN 1.1 

Se llama función de concentración de la variable aleato­
ria X truncada por la izquierda en el punto x, a la curva de 
ecuaciones paramétricas 

E'.(u) = j^h.(t)dt 

Q.(u) = m*(x) l^' (t)dt 

(1.10) 

(1.11) 

donde m*(x) es la función de medias (por truncamiento por 
la izquierda), cuya expresión viene dada por 

tf(t)dt 
m*(x) 

I» 00 

(t)dt = - I-F(x) (1.12) 

DEFINICIÓN 1.2 

Se define el índice de concentración truncado por la iz­
quierda, como el doble del área comprendida entre la 
curva de concentración truncada por la izquierda y la pri­
mera bisectriz. 

Por tanto, si representamos dicho índice por I(x), se ve­
rifica: 

'̂ =1'-.'" )dQ.(u) (1.13) 

con X 6 20*. 
La expresión (1.13), utilizando (1.10), (1.11) y (1.12) se 
transforma en: 

i(x)=-i±mv 
J»00 

I 2uf(u)F(u)du 

l-F(x) «•«. 
(1-F(x 

í«CO 

)) I uf(u)du 
(1.14) 

Resulta evidente de la definición que la función de índi­
ces verifica, 0<I(x)<l , V.eSD*. 

2. COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA LA FUN­
CIÓN DE ÍNDICES DE CONCENTRACIÓN TRUN­
CADA POR LA DERECHA 

La siguiente Proposición nos da una cota superior para 
la función i(x). 

PROPOSICIÓN 2.1 

Sea U, la variable aleatoria truncada por la derecha en x. 
Entonces una cota superior para la función i(x), viene dada 
por: 

1- -XF^JJC 'f^^^'^t^'^'-^^^'-^)' (2.1) n,m(x) ^(x) J o m(x) ' F(x) 

donde n, es un número finito y positivo para cada x e 2D, 
que satisface 

i _ ^ _ ' r"\f(t)dt=o 
F(x) n ,F(x)Jo 

(2.2) 

DEMOSTRACIÓN 

La expresión (1.6) se transforma en 

i(x)=-l+2j p.(u)dq.(u) 

y la Proposición quedará probada si aplicamos una cota 
superior de la integral 

J = | p.(u)dq.(u) (2.4) 

(2.3) 

a la expresión (2.3). 
Para cada x e ÍD, consideremos la tangente a la curva de 

concentración con pendiente s, y sea U(sJ , el área del 
triángulo formado por la tangente y las rectas q,=0 y p,= 1. 
Entonces 1-U(s,) es una cota superior de la integral (2.4). 

Puesto que 

(2.5) <- _dp.(u)_ 
• dq.(u) 

m(x) 
u 

resulta 
m(x) u=—^-^ 
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y como el punto de contacto de la tangente con la curva de 
concentración es, 

H ( U ) = I - P . K ) - ' 5 W H ^ ) = O 

(q.(í¥^)- P.(5¥^)) 

la ecuación de la tangente es: 

que es la igualdad (2.2) del enunciado, expresada en térmi­
nos de p, y q,. 

Sustituyendo en la expresión (2.6) la igualdad (2.5), se 
obtiene: 

,m(x). , ,m(x),. 

Por tanto, el valor de U(s,) vendrá dado por 

( S . q , ( ^ ) . l - p , ( í l ^ ) ) ^ 
U(s.) = 

2s. 
(2.6) 

Expresando (2.6) en función de la variable u, resulta 

V(u) = 2m(x)U(s.)=u(l-p.(u) + 
m(x)q,(u) 

II ' 

la cual es continua y derivable en el intervalo (a,b). 
La derivada de V(u) es continua y vale 

V'(u)=( l-p.(u) + m ( x ) - ? ^ ) ( l - p , ( u ) - m ( x r l ^ ) 

. . . ni(x) n, , m(x) , , , , , ,., 

2m(x) 2n. 
n, " " m(x) '̂ " " 

y por tanto la cota superior de la función i(x) es 

_, + 2 ( l - U ( = ^ ) ) = l - l ! ^ q ^ . ( n . ) = 

que son las (2.1) que queríamos demostrar. 
Observemos que la cota superior obtenida en la Proposi­

ción anterior, es el doble del área del cuadrilátero más 
pequeño circunscrito a la curva. 

Para la cota inferior de i(x) tenemos la siguiente Proposi­
ción. 

El jjrimer factor del último miembro es siempre positivo 
por lo que basta considerar el signo del segundo factor. 

H(u) = l - p » - m(x)p,(u) 

considerando la derivada lateral en el extremo a del inter­
valo, se tiene 

H(a)=l>0 

para a^ 0; luego la función V(u) es creciente en el extremo 
izquierdo del intervalo I. 

En el extremo b se tiene 

H(b) = - -¿- <0 

si b es finito, por lo que la función V(u) es decreciente en 
el extremo superior de I y por tanto posee un máximo en 
un punto n, interior de I, en el cual se verifica V'(n,)=0. 

En el caso b=oo el resultado es el mismo debido a que 

lím V(u)=0 
U— DO 

y V(u) es positiva en (a,b), con lo que también la función 
V(u) tendrá un máximo positivo en un punto n, en el que 
V(n. )=0. 

En cualquiera de los casos anteriores la igualdad 
V'(u)=0, equivale a 

PROPOSICIÓN 2.2 

Sea U, la variable aleatoria truncada por la derecha en x. 
Entonces una cota inferior para la función i(x), viene dada 
por: 

1 
F(x) (F(m( X)) - -T-T I t 

m(x) J Q 
tf(t)dt) (2.7) 

DEMOSTRACIÓN 

La función i(x) viene dada por el doble del área com­
prendida entre la curva de concentración y la recta p,=q, . 

El área de un triángulo con vértices (0,0), (1,1), (q,(u), 
p,(u)) es cota inferior del área citada, por lo que una cota 
inferior del índice de concentración i(x), será el doble del 
referido triángulo, es decir. 

V(u)= 
0 O 1 
1 1 1 

q.(u) p.(u) 1 
=p,(u)-q.(") 

La mayor de estas cotas inferiores será el valor máximo 
de V(u), que por ser una función derivable coincide con la 
raíz de 

\ru w e , ^, m(x ) -U , 
V (u)=f.(u)( „ / „ , ) m(x) 
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Como V'(u) es positiva para u<m(x) y negativa para 
u>in(x), este valor máximo se obtiene únicamente para 
u=m(x) y resulta la cota(2.7). 

3. COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA LA FUN­
CIÓN DE ÍNDICES DE CONCENTRACIÓN TRUN­
CADA POR LA IZQUIERDA 

En este apartado daremos las cotas superior e inferior de 
la función de índices de concentración I(x). Enunciamos 
las Proposiciones correspondientes a la variable aleatoria 
Z,, y omitimos las demostraciones por su analogía con las 
anteriores. 

PROPOSICIÓN 3.1 

Sea Z, la variable aleatoria truncada por la izquierda en 
X. Entonces una cota superior para la función I(x), viene 
dada por 

(̂  tf(t)dt)^ 
- 1 ^ ^ . ( ' - F W . 

"v,m*(x)(l-F(x))2 m*(x){l-F(x))^ 
(3.1) 

donde v, es un número finito y positivo para cada x, que 
satisface 

í 
F(v.)-F(x) J . 

tf(t)dt 

l-F(x) v.(l-F(x)) 

PROPOSICIÓN 3.2 

=0 

n =2x/3 

y de (2.1), se obtiene como cota superior de i(x), 11/27. 

COTA INFERIOR PARA LA FUNCIÓN i(x) 

De (2.7), se obtiene como cota inferior de i(x), 1/4. 
Luego podemos escribir: 

l/4<i(x)< 11/27 

COTA SUPERIOR PARA LA FUNCIÓN I(x) 

De (3.2) se obtiene, 

(4.3) 

l + V l + 3x2 v.= 

y de (3.1), se deduce como cota superior de I(x), la expre­
sión: 

1- 8(l-9x^+VT+3x^ + 3 x V l + 3x^) 
27(l+x)(l-x)2 

(4.4) 

(3.2) COTA INFERIOR PARA LA FUNCIÓN I(x) 

De (3.3), se obtiene la cota inferior de I(x), por la expre­
sión: 

Sea Z, la variable aleatoria truncada por la izquierda en 
X. Entonces una cota inferior para la función I(x), viene 
dada por 

1 
l-F(x) 

(F(m*(x))-F(x)- I • •m*(x) 

tf(t)dt 
m*(x) 

(3.3) 

4. APLICACIÓN 

Consideramos como ejemplo la distribución uniforme 
U(0,1), cuyas funciones de índices de concentración para 
los truncamientos por la derecha y por la izquierda vienen 
dados respectivamente por las expresiones: 

i(x) = l/3 

I(x) = 1 - X 
3(l+x) 

(4.1) 

(4.2) 

COTA SUPERIOR PARA LA FUNCIÓN i(x) 

De (2.2) se deduce. 

4(1+x) 

Por tanto de (4.4) y (4.5), se deduce: 

(4.5) 

I-'' -I(x)-:l 8 ( ' - 9x^+VÍ^Í^ + 3x^V^^^33^) (4.6) 
4(1+x) 27(l+x)(l-x)2 
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coordenadas, los números y letras deberán ser legi­
bles después de la reducción del original (las figuras 
se publicarán a tamaño no superior a 10 cm. de ancho 
y de altura no superior a 8 cm.). 
Las tablas o cuadros esquemáticos deberán nume­
rarse además de identificarse en su dorso tal como se 
ha indicado para las figuras. 
Deberá procurarse que la información que proporcio­
nen gráficas y tablas no se duplique entre sí o con la 
que figura en el texto. No deberán reproducirse figu­
ras o tablas ya publicadas en la bibliografía. 
Los textos del pie de las figuras, tablas y gráficos 
deberán acompañarse escritos a máquina en una hoja 
al final del trabajo. 
La situación aproximada de las figuras y tablas en el 
texto deberá señalarse mediante un recuadro; dentro 
de este recuadro se indicará el número de la figura o 
tabla. 

7. Caracteres de imprenta 
Se ruega a los autores expresen en sus originales de la 
manera siguiente los estilos de lo? caracteres de letra 
que deban emplearse. 
Subrayar con una línea las palabras en cur­

siva 
Subrayar con dos líneas = : = las palabras en VER­

SALITAS 
Subrayar con tres líneas ^ ^ ^ las palabras en 

VERSALES 
Subrayar con una línea las palabras en ne­

gritas. 

8. Examen de los trabajos. La Comisión de Publicacio­
nes, de acuerdo con la información recibida de los 
Censores, aceptará los trabajos para su publicación o 
devolverá aquellos que hayan sido razonadamente 
desestimados, y los que su contenido no encuadre 
con el de la Revista, o no se ajusten a las presentes 
normas. Se solicitarán, en su caso, las modificaciones 
que se consideren oportunas. 

9. Pruebas de imprenta. Los autores indicarán las señas 
a las que deben enviarse las pruebas de imprenta, las 
cuales deberán devolverse, debidamente corregidas y 
junto con el trabajo original, en el plazo máximo de 
diez días a partir de la fecha de envío, pasado el cual 
perderá el trabajo su turno de publicación. En la co­
rrección de pruebas no se admitirán modificaciones 
del texto original. 

10. Separatas. De cada trabajo se entregarán gratuita­
mente al autor 10 separatas. A petición de éste (hecha 
constar por escrito en la cubierta del original) podrán 
servírsele, a su cargo, las que desee. 
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