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Abstract. In this paper we show that the global expressions of the Liouville forms of the unitary
cotangent fibre bundles of 5° and §2x5' (which are §*x5? and 852x8§2x 8§, respectively) determine
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Si una varicdad M, es paralelizable y w,, w;..., w, €8
una paralelizacion del fibrado cotangente, la forma de Pfaff
sobre la variedad M_xR" definida por:

4
o= 2,y

induce sobre el fibrado en esferas M_x8*~ ! una forma de
contacto, que se llama forma de Liouville (4). En particu-
lar, §* y 82x8! son paralelizables con paralelizaciones da-
das por:

o', =208 +xdy - ydx
w,=ydf+zdx—xdz
w',=xd0+ydz—-zdy

@, =% dX,— X 0%, +x,dx,—x,dx,
Wy =X dx,— X ,dx, +X,dx, —x,dx,
Wy=X X — X dx, +X3d%; = x7dX,
respectivamente (1).

Segun lo dicho anteriormente, las formas diferenciales
definidas por:

We=Y @, TY 0, +¥3my ¥ @ =Y, Y0’ tye’,

son de contacto sobre S$*xS8? y S§2xSIx§' respectiva-
mente.

Teniendo e¢n cuenta las expresiones globales de w1, w2
> la forma de contacto we se expresa globalmente como:

gi{f1dfz —f2df +fadfs —Fadfa) + g2{f 1 dfs — £3df) + f2dfa—fadfz) +
+gafidfs —fadf) + £2df2 —f2df3)

donde g;, i=1,2,3 y {,, i=1,2,3,4 son funcicnes diferencia-
bles gobales. De forma simiiar escribiriamos w, global-
mente (2, 3).

Esto nos lleva al objetivo del presente articulo, el cual
consiste en demostrar los teoremas 1 y 2,

TEOREMA 1

Sea M una variedad compacta, conexa y de Hausdorff,
de dimensidn 5, con una forma de contacto w que s€ es-
cribe globalmente como:



12

o=g1(fidf2 —E2df1 + fadfs —Fadfs) + g2(f1dfz — Bdf + fadfa—
~fadfz) +ga(f1dfa — fadf) +Fadfz —[2d13),

donde f;, g;; M—R son funciones diferenciables globales.
Entonces M es difeomorfa a $*x 52,

DEMOSTRACION

Vamos a obtener un difeomorfismo o:M—8*x5? tal que
o*(wy)=Aw con x =0, por 10 que wy,=0 es la lnica estruc-
tura de contacto en $¥x§2 verificando el teorema.

i) Si gi+ghtei=1 y B+f3+f+f4=1, entonces la
aplicacidon o:M—8?x 8§82 definida por o(p) = {fi{p), f2(p}.
faipy, fa(p), gu(p), 22(p), g3(P))eS?x 82 es tal que c*(we)=0
es de contacto en M. Luego o es una aplicacion diferen-
ciable de rango maximo, y por ser la variedad compacta
tenemos que (M,o) es un recubridor de S3XS? simple-
mente conexa, lo cual implica que ¢ es un difeomorfismo.

r /3
ii) Sean f=+\/£l f,, g=+ El g, que son funciones

diferenciables en M sin ceros, por ser @ de contacto en M.
Luego w’= —PI— w es de contacto en M.

Si lamamos £,={f i=1,23,,, 4y g'=g/g i=1,2,3 te-
nemMos gue w'= PLB w=gh (fdf: — df0 + fadfs -

— AT )+ g 5(6 dF s — [ D+, dF ,—F ,df )+
+g (A — £, dF ,+F ,df, — £,dF,)

es de contacto en M.
Si ponemos o ={(f",[2,,f4,87,8%2,8"3): M—53% 8§82,
o*(we)=@’ ¥ pot 1o tanto, o es difeomorfismo al estar en el
4
caso i). Observemos que, de no suponer que E; fﬁ:l__,

J -
I g2=1 sc verifican desde ¢l principio, obtenemos un di-
1

feomorfismo o:M—583xS? tal que o*(wo)=(1/Pg)w, de
donde (M,w) seria isomorfa a ($7x8%,wo) como estructura
de contacto. Resultando el teorema 1.

TEOREMA 2

5i M es una variedad compacta, conexa y de¢ Hausdorff,
de dimension 5, con una forma de contacto que se expresa
globalmente como:
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w=g(f1{fdg—gdf) + f2dfs~f2dfz) + g2(F2(fdg—gdf) + F:df 1 —fdfa) +
+gfx{fdg—gdf) + 1 df:—f2df,)

con f, i=1,23; g, i=1,2,3; f y g funciones diferenciables
de M en R. Entonces M es difeomorfa a $2x82x 5!,

La demostracidén de este teorema ¢s aniloga a la de-
mostracion del tecrema 1. 5in embargo, es preciso hacer
las siguientes observaciones, que hacen esta demostracion
mas interesante que la anterior,

i) Debido a que la variedad S?x852x 8! no es simple-
mente conexa la aplicaciéon ¢ no es difeomorfismo, sino
solo aplicacién recubridora con un nimero finito de hojas.

Los dnicos recubridores de $x$ixS!' son $2x§*x§!
Junto con las aplicaciones R :S2x 82x 81 -82x 828! defi-
nidas por {x,y,8)—(x,y,nd). Con lo cual, para cada aplica-
cién R existe un homeomorfismo h haciendo el siguiente
diagrama conmutativo:

M

I

SIEIX G wmme §2 52 S

R,
Como g y R, son difeomorfismos locales tanto h como h~!
son diferenciables, lo que implica que b es difeomorfismo y
el teorema estd demostrado.

ii} La forma @ no es unica, sino que hay una cantidad
numerable, todas ellas del misme tipo que la dada en el
teorems, y que se obtienen al considerar los distintos re-
cubridores (82x82x 8" R,) de 5?x82x 8!, Al tomar como
R, la identidad obtenemos la forma .

BIBLICGRAFIA

1 BRICKEL, F.-CLARK, R. 5.: Differentiable Manifoids. An
introduction. Van Nostrand Reinhold Company. London
(1970).

2 GONZALO, ],: Un modelo global para ciertas formas de
contacto, tesis doctoral. Universidad de Murcia (1983).

3 GONZALO, L-VARELA, F.. Caractérisation de l'espace
prajectif Pa, au moyen d’'une forme de contact. C.R. Acad. Sc.
Paris, t. 300, Série [, n.© 2, pp. 47-50 {1985),

4 STENBERG, S.: Lectures on Differential Geometry. Chelsea
Publishing Company. New York {1983),



ANALES DE CIENCIAS. VOL, XLVI. NUMS. 1 - 4, 1987: 43-46

SECRETARIADO DE PUBLICACIONES - UNIVERSIDAD DE MURCIA

Cotas superiores e inferiores
para la funcion de indices de
concentracion

J. Candel; J. M. Ruiz; N. Zoroa
Departamento de Matematica Aplicada y Estadistica
Universidad de Murcia

Recibido: 28-10-587
Aceptado: 29-1-88

Greater and lower bounds for the index function of concentration

Summary. In a previous paper {1) we studied the relation between the distribution function of a
continuous variable and the index function of concentration of the random variable truncated an the
right. In this paper we obtain greater and lower bounds for the index function for the truncation both
on the rigth and on the left. We apply the obtained results to the uniform distribution U(0,1).
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1. INTRODUCCION

Consideremos en este trabajo una variable aleatoria X
‘continua y positiva con funci6n de distribucién F(x), fun-
cién de densidad f(x) acotada, positiva y continua €n un
intervalo I=[a,b] finito o jnfinito.

TRUNCAMIENTO POR LA DERECHA

Representaremos por U_la variable aleatoria truncada
de X por la derecha en el punto x, cuya funcién de distri-
bucion viene dada por:

@ qu
P F(x)
G.w=Pl,<v)= %%%}): (1.1)
' 1 uz x

con x € & ={x:F(x)>0}.
Y con funcién de densidad,

f(u)
g (u)= Fg‘) usx (1.2)
=X

En (1) definimos la funcién de concentracion de la varia-
ble ajeatoria X truncada por la derecha en el punto x,
como la curva de ecuaciones paramétricas

p,(u)=J "g,(tJdt (1.3)
(1

1 '
A= o | o (1.4

donde m(x) es la funcién de medias (por truncamiento por
la derecha), cuya expresion viene dada por:

LEY 4.(G JO uf(u)du s
m(x)= | ud (G )= — (1.5)

También se define en (1), la funcién de indices de con-
centracién por la expresion



ioo+1 '
5= } P,(wdq,(u) (1.6)
V]
que puede también escribirse ¢n la forma
JO 2uf(u)F(u)du
W )=-1+2 " (LD

Fx) J uf(u)du
o

con xe D).

TRUNCAMIENTO POR LA [ZQUIERDA

Representaremos con Z la variable aleatoria truncada
por la izquierda de la variable aleatoria X en el punto x,
cuya funcién de distribucion viene dada por

0 u<x
_ _ X <u,X2 x)_
HW=P(Z,su)="" e FW-Fe) | (1.8)
1-F(x) =
para x ¢ D*={x:F(x)<1}.
Y con funcidon de densidad
0 u<x
h(u)= (1.9)
fiu)
TFxy 4=

DEFINICION 1.1

Se llama funcién de concentracion de la variable aleato-
ria X truncada por la izquierda en el punto x, a la curva de
ecuaciones paramétricas

u

Piu)=1 h(1)dt (1.10)

Q,(u)z—'-— J th,(t)dt (i.10)

m*(x)

donde m*(x) es la funcién de medias (por truncamiento por
la izquierda), cuya expresion viene dada por

L)

> tit)dt
m*(x)=3 th, (Hdi="2

~F— (1.12)

DEFINICION 1.2

Se define el indice de concentracion truncado por la iz-
quierda, como ¢l doble del area comprendida entre la
curva de concentracidn truncada por la izquierda y la pri-
mera bisectriz.

* Por tanto, si representamos dicho indice por I(x), se ve-
rifica:

x+1_{

1
7 jo P (u)dQ,(u) (1.13)
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con X e D*,
La expresién (1.13), utilizando (1.10), (1.11) v {1.12) se
transforma en:

2uf(u}F(u)du
_ I+F(X) x
I{x}=- TR0 + ps (1.14)
: (1-F(x)) § uf(u)du

x
Resulia evidente de la definicién que la funcidn de indi-
ces verifica, 0<I{x)<1, ¥V, eD*,

2, COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA LA FUN-
CION DE INDICES DE CONCENTRACION TRUN-
CADA POR LA DERECHA

La siguiente Proposicién nos da una cota superior para
la funcidn i(x).

PROPOSICION 2.1

Sea U, la variable aleatoria truncada por la derecha en x.
Entonces una cota superior para la funcién i(x), viene dada
por: -

4t j iy 4o, P
oo Fog ), 040 = 1= 2 (=) 2.1)

donde n, es un nimerc finito y positivo para cada x e D,
que satisface

F(n,) | N _
1- 76 _n_",F(x)J., tfit)dt =0 2.2)

DEMOSTRACION

La expresién (1.6) se transforma en

w1

i =-1+2 | p,(u)da,) @3)
[+]

Ay la Proposicion quedard probada si aplicamos una cota

superior de la integral

& | *
J=JO p(u)dg,(u) (2.4)

a la expresion (2.3).

Para cada x € D, consideremos la tangente a la curva de
concentracion con pendiente s, y sea U(s,), el area del
trianguto formado por la tangente y las rectas q,=0yp.=1.
Entonces 1-U(s,) es una cota superior de la integral (2.4).

Puesto que

_dp,(u) _m(x)
S dom - 2.5
resulta
u:n_l(.x_)
3

2
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y como el punto de contacto de la tangente con la curva de
concentracion es,

m{x) m(x)
q.f = ) S

p.{ )]

X

la ecuacion de la tangente es:

m(x)

) 2y

PP — ) s.(q,—,(—

Por tanto, ¢l valor de U(s,) vendra dado por

sva ")+ 1, (T(—"lnz

Us,)= % 5 (2.6)

x

Expresando (2.6) en funcion de la variable u, resulta

V(u)=Zm(x)U(S,)=u(1—Px(U)+m—(”f:(u‘) )2

la cual es continua y derivable en el intervalo (a,b).
La derivada de V(u) es continua y vale

P.( )

V' (u)=(1-p, () +mix) Py 1op () m(xy B )

El primer factor del Gltimo miembro es siempre positivo
por lo que basta considerar el signo del segundo factor,

H(u)=1-p,(u)- ML

considerando la derivada lateral en el extremo a del inter-
valo, se tiene

H{a)=1>0

para a> 0; luego la funcidon V(u) es creciente en el extremo
izquierdo del intervalo L
En el extremo b se tiene

Hb) = —TIJ-(JJ

si b es finito, por lo que la funcién V(u) cs decreciente en

el extremo superior de 1 y por tanto posee un maximo en

un punto n, interior de I, en el cual se verifica V'(n)=0.
En el caso b=g el resultado es el mismo debido a que

lim V(u)=0

¥ V(u) es positiva en (a,b}, con lo que también la funcién
V(u) tendra un maximo positive en un punto n, en ¢l que
V'(n)=0.

En cualquiera de los casos anteriores la igualdad
V'(u)=0, eguivale a

H(u)=1-p,(n )} IP-(—X):"ﬁ) =0

que es la igualdad (2.2) del enunciado, expresada en térmi-
nos de p, v q,.

Sustituyendo en la expresion (2.6) la igualdad (2.5), se
obtiene:

m
ug = Tt (T )+ p,(n )=
_ 2m(x}) _ 2n,
= —ﬁ:—qz.(ﬂ.)— mx) (I—P,(ﬂ,‘))z

y por tanto la cota superior de la funcidn i(x) es

120U R gy ﬁ:ﬂqi(“-):
(1-p,(n)?

m(x)

que son las (2.1) que queriamos demostrar.

Observemos que la cota superior obtenida en ia Proposi-
¢idén anterior, es el doble del area del cuadrilatero mas
pequefio circunscrito a la curva.

Para la cota inferior de i(x) tenemos la siguiente Proposi-
cién,

PROPOSICION 2.2

Sea U, la variable aleatoria truncada por la derecha en x.
Entonces una cota inferior para la funcién i(x), viene dada
por:

*my{z)

(F{m(x))- tf(t)dt) .n

1
F(x) m{x}

DEMOSTRACION

La funcidn i(x) viene dada por el doble del drea com-
prendida entre la curva de concentracién y la recta p,=q,.

El area de un tridngulo con vértices (0,0}, {1,1), (q,(u),
p,(u)) es cota inferior del area citada, por lo que una cota
inferior del indice de concentracidn i(x), sera el doble del
referido triangulo, es decir,

0 0 1
1 1 1
9w pu) 1

V{u)= =p,(u}-q,(u)

La mayor de estas cotas inferiores sera el valor maximo
de V(u}, que por ser una funcién derivable coincide con la
raiz de

mix}-u

V@ =hu T

)



Como V’(u) es positiva para u<m(X) y negativa para
u>mix), este valor miximo se obtiene unicamente para
u=m{x} ¥ resulta la cota:{2.7).

3. COTAS SUPERIOR E INFERIOR PARA LA FUN-
CION DE INDICES DE CONCENTRACION TRUN-
CADA POR LA IZQUIERDA

En este apartado daremos las cotas superior e inferior de
la funcién de indices de concentracién 1(x). Enunciamos
las Proposiciones correspondientes a la variable aleatoria
Z_, y omitimos las demostraciones por su analogia con las
anteriores.

PROPOSICION 3.1

Sea Z, la variable aleatoria truncada por la izquierda en
x. Entonces una cota superior para la funcién I(x), viene
dada por '

N 4 (j! tf(t)dt)? L av,(1-F (v,
v OO(I-F(x))? T i (x)(I-F(0))?

donde v_ es un nimero finito y positivo para cada x, que
satisface

(3.1

. vy

(_Fv)-F .‘ tf(t)dt

-FX) v (1-F(x) =0 (3.2)

PROPOSICION 3.2

Sea Z_ la variable aleatoria truncada por la izquierda en
x. Entonces una cota inferior para la funcién I(x), viene

dada por mix)
j. tf(t)dt

m*(x)

L (Fm*(x)-F(x)- ) 3.3)

1-F(x)

4. APLICACION

Consideramos como ¢jemplo la distribucién uniforme
U(0,1), cuyas funciones de indices de concentracién para
los truncamientos por la derecha y por la izquierda vienen
dados respectivamente por las expresiones:

itx)=1/3 4.1}
_1-x
1= 3(1+x) @2

COTA SUPERIOR PARA LA FUNCIOGN i(x)

De (2.2) se deduce,

J. CANDEL - ]J. M. RUIZ - N. ZORDA
n,=2x/3 -
y de (2.1), se obtiene como cota superior de i(x), 11/27.

COTA INFERIOR PARA LA FUNCION i(x)

De (2.7). se obtiene como cota inferior de i(x), 1/4,
Luego podemos escribir:

1/4<i(x)<<11/27 4.3)

COTA SUPERIOR PARA LA FUNCION I{x)
De (3.2) se obtiene,

RS ETY
* 3

y de (3.1), se deduce como cota superior de 1(x), 1a expre-
sién;

B 8(1-9x2+ T +3x3+3x2/T+3x9)

27(14+x)(1-x)* (4.4)

COTA INFERIOR PARA LA FUNCION I(x)

De (3.3}, se obtiene la cota inferior de [(x), por la expre-
sion:

I-x
4(1+x) (4.3)

Por tanto de (4.4} y (4.5}, se deduce:

B(1-9x%++/1+3x%2+ 3x2+/T+3x7)
AN E+x)(1-x)?

x <Ix)<1 (4.6)

TTx)
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perdera el trabajo su turno de publicacion. En la co-
rreccion de pruebas no se admitirdn modificaciones
del texto original. ’

Separatas. De cada trabajo se entregarin gratuita-
menie al autor 10 separatas. A peticion de éste (hecha
constar por escrito en la cubierta del original) podran
servirsele, a su cargo, las que desee.
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