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Function of concentration indexes by truncation on the right. Relation with its
distribution function

Summary, In this paper we introduce the concepts of curve and index of concentration for right
truncaled random variables, We study the problem of obtaining the distribution function through its
index of concentration function. The distribution function is characterized wsing the index of con-
centration function and means function.
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1. PRELIMINARES

Sea (2, @&, P) un espacio de probabilidad y X una variable Con este espacio de probabilidad (§2, @, P,}, 1a funcién de
aleatoria real distribucién de X = X{w), que ahora puede recibir el nombre
de U = U(w), es;
X:Q—R
Flu)F(x) si u< x
con funcién de distribucién F, definida por F(u/x) = (1.1)

1 si u=z x
F(x} = P({w: X(w) = x})
Esta funcién de distribucion F(u/x) definida por (1.1) para

Para cada x tal que F{(x} > 0, el conjunto F(x) > 0, diremos que es la funcién de distribucién de la
variable aleatoria X truncada por la derecha en el punto x.
A={wed: X(w) £ x}e@ La condicién F(x) > 0 utilizada para definir F(u/x), deter-

mina el conjunto
posee una probabilidad positiva P(A) = F(x) > 0, luego se
puede considerar el nuevo espacio de probabilidad (Q.Q ,PL). D = {x: Fx} >0} (1.2)
donde para cada Ce¢ @, se define
donde puede variar el pardmetro x que interviene en F(u/x).
P.(C) = PLANCYP(A) La siguiente Proposicién caracteriza al dominio D,
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Proposicién 1.1

Sea X una variable aleatoria positiva, Entonces
1) Si X es continua el dominio D es de la forma

D =(,m) con a=10

2} Si X es discreta el dominio D es de la forma

D=(x0w) con a>0

Demostracion

Resulta inmediata.

2. CURVA Y FUNCION DE INDICES DE CONCEN-
TRACION TRUNCADAS POR LA DERECHA

En lo que sigue de este trabajo nos referiremos siempre a
una variable aleatoria continua y positiva con funcién de
distribucién F y funcién de densidad f. También se supondrd
que dicha variable aleatoria posee media finita.

CURVA DE CONCENTRACION
Definicion 2.1

Se llama funcion de concentracion de la variable aleatoria
X truncada por la derecha en ¢l punto x, & la curva de
ecuacion p(g), con

piu/x) = Flu/x) =j f (e/x)dt 2.1
0

N U
qu/x) = o, t f(t/x)dt

2.2)
donde f(t/x) es la funcion de densidad de X truncada por la
derecha en x, que viene dada por

‘ f(t)/F(x) si t=< X
fit/x) = (2.3)
0 si tz x
y m(x) es la funcién de medias (por truncamiento por la
derecha), cuya expresién viene dada por:

m(x)=J‘ ud (F(u/x))= J‘ uf(u)du/F(x) (2.4)
0 0

Proposicion 2,1
La curva de concentracidn tiene la concavidad hacia las q

positivas,

Demostracion
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Resulta evidente ya que

d’p  _ m?(x)

dg? u’flu/x)

es siempre negativa.

FUNCION DE INDICES DE CONCENTRACION

Se define ¢l indice de concentracién truncado por la dere-
cha, como ¢l doble del drea comprendida entre la curva de
concentracion truncada porladerechay la primera bisectriz.

Por tanto, si representamos con i(x) dicho indice, se veri-
fica:

. 1
e+l I pl/x)dq(uix) =
2 )
- 1 I uf(u/x)F(wx)du
m(x) o
o lo que es lo mismo
0 = -1+ — j”udum?(u/x)) .5
m{x) 0

donde la expresién (2.5) evidentemente depende de x, el
punto de truncamiento, por lo que (2.5) define una funcién i
con dominio £ que en lo sucesivo serd llamada funcién de
indices de concentracidon por truncamiento por la derecha de
1a funcién F(x), 0 mds brevemente: «funcién de indices de
concentracién.

Se puede establecer de modo formal lo anterior como sigue

Definicion 2.2

Liamaremos funcidén de indices de concentracién (por
truncamiento por la derecha) de F(X) a la funcién i definida
para x ¢ D, por:

PR SRRV S 2
i(x}) = -1+ 00 (x J'o Fu)du/F*(x))

(2.6)
Sustituyendo en (2.6), m(x) por su valor dado en (2.4),
resulta también que i{x) se puede poner en Ja forma:

ix) = -1+ I 2uf(u) Fu)dw/F(x) I uf(ude 2.7
(1] 0

3. ESTUDIO DE W

Consideremos ¢l conjunto F de las funciones de distribu-
cion que admiten hasta la derivada de segundo orden, para
las gue existe la funcién de indices de concentracion i(x).

Y conJ representaremos el conjunto de las funciones i(x),
es decir:
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8= {ii(0)=—1+ I  2uf(w) Flu)du/E(x) J‘luf(u)du,x eD
Fe F} o o

Consideremos también la aplicacién w

w:F.—3J 3.1y
F — w(F)=i

En este apartado, nos ocuparemos de obtener explicita-
mente w !, es decir F=w ™ !(j).

Proposicion 3.1
Si i=w(F). Entonces se verifica:

AXFHOF (x)+BX)F(X) FA(x)+Cx)FAx)F(x)+

D(X)F(x)=0 (3.2)
con

A)=1"(X)H0)x~xT"(x) =i* (X)i(x) +i"(x)-2xi'(X) (3.3)
B(x) = t—2(x)—4xi'(x)-2xi(x)i’(x} (3.4)
Cx)=(1-(x))xi'(x) (3.5
D(x)= —2xi(x }(1 +i(x)) (3.6}

Demostracion
Transformando (2.7) en
j; 2uffu)F(u)du = (i(x)+l)F(x)_j: uf{u)du
y derivando la igualdad anterior respecto de x, se obtiene

j‘l uf{u)du=(1-ixNXF (OFXVE (X)F(x)+ (1 +i(x))F'(x))
° (3.7)

“derivandoe de nuevo en (3.7), queda la igualdad (3.2), donde

F=w"i) es la solucién de la ecuacion diferencial no lineal
(3.2).

Proposicién 3.2

La solucién de la ecuacion diferencial (3.2), con A(x) #0,
B(x) =0, C{x) =0 y D(x) #0, viene dada por la expresion

F(x)=exp{- I w(x—‘kI)

exp(~ I A(t)!C(t)dt')dx}, xed (.8
xp
donde w(x,k,) es la solucién de la ecuacién diferencial

QU x)wi(x)+Rx)EX +h(xX)w(x)dw(x)=0

con
h(x)=exp(—-‘r P()dY) |
o
__ B(+C(x) - b _- A
W=- g R Y PR
Demostracién

La expresion (3.2) es una ecuacion diferencial de segundo
orden homogénea, gue se reduce a una de primer orden con
el cambio

F'(x)/F(x) = u(x)

resultando

ges AK) L BERMHCE 5o D),
w0=- S U cwo . V- gy VW
y Hamando .

B(x)=-A(x}/C(x) ,
R(x)=-D(x)/C(x)

Qx)=~B(x)+C(x))/C(x) ,

queda
u'(x) = Px)u(x)+Q)u(x)+Rx)u*(x)  (3.9)
La ecuacién (3.9) con el cambio
u() = 1v(x)
se transforma en
v'(X)+POOV(X) = ~Q(X)-R(X)/v(X) (3.10)
Por otro lado, si en (3.10) realizamos el cambio
v(x} = z(x)w(x)
se obtiene
w{OHz' (x)+ PO z(x))+ 2(x)w’ () =— Q(X) - R(X)/Z{x)W(X)
(3.11)
Elegimos z(x) tal que

Z'(x)+P(x)z(x) = 0

Z(x) = expi- J‘l P{1) dt) = h(x)

10
con lo cual (3.11), se transforma en

h(x)w’x) = — Q(x} — R(x)/w{x)h(x) (3.12)
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Ahora la ecuacion dada por (3.12), es equivalente a
w'=g(x,w)=D{x)hAXICEIW(R) + (BX)+COOMh{x)C(x)

siendo g una funcién continua en el recinto U(x>0, w>0) vy
tiene en €l derivada acotada, por tanto, para cada punto {x,,
w,) de U, pasa una y solo una curva integral de la ecuacién
diferencial w* = g(x, w), ¥ como consecuencia, existe un
factor integrante para la misma.

La ecuacién (3.12) se puede escribir ahora en la forma

(QUx)h(x)w(x)+hAXx)w(x)dw(x)=0

que en funcidén de los coeficientes iniciales, queda

_B()+C(x} AWM gy DX
e “’(")e""(.f ;oo 4w’

+expl2 j‘ 28 dOW)W(x)=0 (3.13)

La naturaleza de los coeficientes A(x), B(x), C(x) y D(x)
determinard la mayor o menor dificultad de hallar un factor
integrante de la ecuacion (3.13), no obstante, una vez cono-
cido wix)=w{x.k,), se tienc

v(x)=expl j‘ éz‘; dwixk,)

TAWD 4y

o
ux= SR eP .[ _To

0

y puesto que u'(x) = F'(X)/F(x), se obtiene
F'(x) |

F@® _ 1 _ Al
Ty wick o P .f o CO dey

integrando en (a,b)C D, y haciendo a=x y b tender a oo, se
tiene (3.8), como se queria demostrar,

4. RELACION ENTRE LA FUNCION DE DISTRIBU-
CION Y LAS FUNCIONES DE MEDIAS E INDICES
DE CONCENTRACION

Observemos que la funcién de distribucién F(x) depende
de la solucion w(x.k,).

Sin embargo estadificultad se evita si se considera también
la funcion de medias de la distribucién truncada por la
derecha. Quedando en este caso, totalmente caracterizada la
funcién de distribucién F(x), mediante la Proposicién si-
guiente.

Proposicion 4.1

Sea i €3, m(x) la funcion de medias y u(v) = m(x)i(x}

+ 1). Entonces se verifica:
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) g, x eD {4.1)
x-u(x)

Fix}=exp(-1/2 jw

Demostracién
La éxpresi(')n (2.6), sc puede poner en la forma siguiente

GG+ Dmix)=x— .r ’ FHu)du/F(x) 4.2)

o
derivando respecto de x la expresion (4.2}, queda

FOmE)+ () + 1m'(x)=2F(x)F'(x) I lF’(u)dufF“(x)
o

(4.3)
llamando
G(x) = j !Fz(u)du
la expresiél; (4.3) se transforma en
i7(OmMEX) + ({100 + Dm(x) =G"(x)G(x)G ' *x) (4.4)

Introduciendo en la expresion {4.2), la funcién G(x), tene-
mos que

1

G’(X)IG(X)=W) (4. 5)
entonces de (4.4) y (4.5), se obtiene
. oo LXIM{X)+m (x)(x)+ 1)
G"(xXYG'(x)= MO0+ 1) (4.6)
1ntegrando {4.6) en {(a.b)CD, nos dd
G‘(b)= I 1')m{x)+m (xX)((x)+1)
L@ J. Xm0+ 1) dx “n

y haciendo en (4.7), a=x y b tender a o, se obtiene

G'{(X)=exp(- ‘f

o lo que es lo mismo

i'(0m(x)+m' (0Gx)+ 1)
x-m(x)((x)+1)

dx)

F(x)=exp(1/2 j‘m VOOmE)+m'(x)G(x)+1)

, dx)=
x X—m(x)((x)+1)
R ® u'(x)
=exp(-1/2 j'l S ) dx)

como gqueriamos demostrar.
La Proposicién siguiente nos da una relacién entre m(x) e

i{x).
Proposicion 4.2

La funcidén ix) €3 verifica:
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i'(x)+P(x)i(x)=0Q(x) EJEMPLO

con A la variable aleatoria X con funcidn de medias
) ’ o

p)= ") x+mix) m(x)=2(x3+x+1)3(x+1)

m(x) x-m{x)
: le corresponde la funcion de indices

y )=(x¥+2x2=2x— 1/(5x3 +10x24+ 10x+5)
Q(x)=m'(x)/m(x) para 1<x< 2, Por la Proposicién 4.1 la funcién de distribu-
cion correspondiente viene dada por:
(x2—1)/3 1ex<2
Demostracion F{x)=
I x=2
De (4.1) y 11.3.8 de (2) se abtiene
i (XIME(x-m(x))+m (X + D(x-m(x))}-2x)=0 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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