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Summary

One of the main objectives of statistics is the comparison of random quantities. These
comparisons are mainly based on the comparison of some measures associated to these
random quantities. For example, it is very common to compare two random variables in
terms of their means, medians or variances. In some situations, the comparisons based
only on two single measures are not very informative. The necessity of providing more
informative comparisons of two random quantities has motivated the development of the
theory of the stochastic orders, which has grown significantly during last 40 years (see
Shaked and Shanthikumar, 2007). This theory is composed of different criteria classified
by the characteristic they are comparing. Basically, this characteristics are the residual
lifetimes, the location, the variability and the concentration of the random variables and
they are measured by several functions of interest in reliability, risks and economy. In some
cases, these functions are defined in terms of certain incomplete integrals of the distribution,
survival or quantile functions. Unfortunately, these integrals can not be given in an explicit
way in most cases, therefore we can not check directly these orders by their definitions.
Even though we can verify some stronger orders or stronger conditions in this kind of
situation, there are lots of cases which are not covered by any tool in the literature. Due to
this fact, it is of interest to study sufficient conditions for these orders, easy to verify, when
the strongest ones do not hold and this is one of the main areas of research on this topic.
For instance, the well-known increasing convex order holds when the incomplete integrals
of the survival functions are ordered. However, there are loads of situations where these
integrals do not have any explicit expression, which makes difficult to verify the order. A
solution in this case is to verify the stochastic order, which is stronger than the increasing
convex order, The stochastic order holds when the survival functions are ordered, which is
a simple condition to verify as long as the survival functions have an explicit expression.
Even if this does not occurs, there exists a sufficient condition for the stochastic order
in terms of the density functions. However, there are lots of situations where the random
variables are not ordered in the stochastic order. Luckily, to check the increasing convex
order in this cases, there exist the renowned Karlin-Novikov conditions established in terms
of crossings among the survival, quantile and density functions, therefore these conditions
can be always verified. Nevertheless, this set of conditions is just sufficient, not necessary,
therefore there are still situations not covered by this result. Hurlimann (1998) gave a
characterization of the increasing convex order in this direction, he considered the case of
n > 1 crossing points among the survival functions, but his proof has a mistake. One of the
goals of this thesis is to give a right proof for this result, which also inspired us to establish



Summary 2

characterizations for other orders (more details will be given later).

Our main purpose in this thesis is to continue this line of research for some of the
main orders in the different sorts of comparisons of this theory: residual lifetimes, location,
variability and concentration. Down to the last detail, we consider the situation where the
strongest order is no more verified; and is defined by a simple condition in terms of the
survival or the quantile functions. The strongest orders for each kind of comparison are
the hazard rate, the stochastic, the dispersive and the star shaped orders, respectively. We
seek an intermediate condition between the strongest order and the corresponding weaker
order giving several sets of sufficient condition in terms of the distribution, the survival or
the quantile function of the random variables or even, when it is possible, in terms of the
density functions, since last ones are always available.

In particular, we initiate the study with the comparison of residual lifetimes in Chapter
2. First of all, we consider the mean residual life order playing the role of the weaker order
and the hazard rate order as the stronger one, as we have mentioned above. This stronger
criteria is characterized by the monotonicity of the ratio of the survival functions. However,
this ratio is not monotone in many cases and the hazard rate order does not hold. The
aim is to prove that this non monotonicity can be still enough to guarantee the mean
residual life order, under some additional mild conditions. We consider a less restrictive
condition, and we assume that the ratio of the survival functions is initially decreasing
and later is increasing. To conclude with the sufficient conditions for the mean residual
life order, and inspired by our right proof for the result given by Hurlimann (1998), we
consider the general case where there are n > 1 changes in the monotonicity of the ratio of
the survival functions. Next we consider in Chapter 3 the comparison in the total time on
test transform order, which has been used in reliability to compare two random lifetimes.
This comparison has a particular interest when the stochastic order does not hold, since
in reliability the stochastic order is the main tool to select which unit or system has larger
lifetime. Then, we provide sufficient conditions for the total time on test transforms order
in this kind of situations, where the survival functions cross each other, at least, once.
To finish we consider again the generalizations of the main results. Below, in Chapter
4 we deal with the excess wealth and the expected proportional shortfall order. On the
one hand, we consider comparisons of random variables in terms of their variability. In
particular, we study the excess wealth order playing the role of the weaker order. The
strongest order in this sort of comparison is the dispersive order, as we have mentioned
above. Recurrently, we consider situations where the dispersive order does not hold. It is
well-known that the dispersive order holds when the difference of the quantile functions
is monotone, therefore we assume that this difference is not monotone. Moreover, in this
case we consider a more general case where there can be more than one changes in the
monotonicity of the difference of the quantiles functions, and in this case it is necessary
that the last change occurs from decreasing to increasing. On the other hand, we consider
comparisons of random variables in terms of their concentration. In particular, we consider
the expected proportional shortfall order, playing the role of the weaker order, and the
star order, as the stronger one. We give several sets of sufficient conditions when the star
order does not hold. We consider situations where the ratio of the quantile functions is not
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monotone, in an analogous way to the case of the mean residual life order by replacing
the survival functions by the quantiles ones. In addition, we establish a set of conditions
under which the expected proportional shortfall is no more verified. We also manage to
establish a set of sufficient conditions in terms of the density functions. Encore, to finish
with the sufficient conditions, we establish generalizations of the main results on sufficient
conditions, where we assume that the number of changes in the monotonicity is greater
than one.

Furthermore, we apply along every chapter the provided results to compare some well-
known parametric models of distributions. In particular, we consider during the thesis
the normal, the gamma and the lognormal families with no closed expressions for their
distribution, survival and quantiles functions; the Weibull and the Pareto families with
explicit expressions for all of their associated functions; and the Davies, the Govindarajulu
and the Tukey families which are defined in terms of their quantile functions and with no
explicit expression for the distribution (survival) function. Other contribution of this thesis
is to give an interpretation to the total time on test transform order. Despite being used
widely in reliability, it is not very clear in which sense are being compared the random
variables. We provide a characterization of this order which reveals the true nature of this
comparison. We prove that this order is equivalent to compare the means of the lower tails
of the random variables, thereupon we give an interpretation of this order in reliability and
actuarial context as well. Moreover, in every chapter we consider the duals of the previous
orders, giving the analogous versions of every result. When it is possible we prove the
result by means of the relationship among each order and its dual or by a detailed proof
otherwise. These duals are the mean inactivity time for the mean residual life, the dual
total test on transform order and the location independent riskier for the excess wealth
order.

The stochastic comparison of ordered data is another of the most important areas of
research in this topic. There are a lot of results for the case of the generalized order sta-
tistics (GOS’s). This model includes, as a particular case, order statistics for independent
and identically distributed (i.i.d.) observations and record vales. In general, GOS’s provi-
de a framework to obtain results that can be applied to the particular cases mentioned
previously. Most results in the literature are devoted to the comparison of the GOS’s in
terms of the stochastic, the likelihood ratio, the hazard rate and the dispersive orders.
However, there are only a few results for other stochastic orders like the total time on test
transform order and the excess wealth order. In the Chapter 3 we provide some results for
the comparison of generalized order statistics in the total time on test transform order. We
also provide results for the comparison of generalized order statistics in the excess wealth
order along Chapter 4. These results improve some previous results in the literature.

Now, we turn around inside the topic to talk about another branch of this topic, the
joint stochastic orders. Since all of the previous orders share the feature of not taking
into account the dependence among the two random variables which are being compared,
the topic of joint stochastic orders is an emergent area of research. There are several
contexts where it is important to take into account the dependence among the random
variables. For example, if we are interested in comparing two units which are aging in the
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same environment and both depend on this environment, it would be suitable to involve, in
some way, this fact in the comparison. Therefore, in this branch of the stochastic orders, the
criteria are defined in terms of the joint functions associated to the random vector (X,Y)
instead of the marginal ones. This line of investigation is still initiating and, consequently,
there exist only a few tools in this context to compare two random variables. There are
just some versions of the likelihood ratio, the stochastic order and the hazard rate order so
far. Along Chapter 5 we work on the joint stochastic orders providing some contributions
to this area. We define a new notion for the comparison of the residual lifetimes of two
random variables taking into account their dependence structure in order to be able to
keep comparing the random variables in these terms when the stronger notion (the one
already defined) it is no more satisfied, since there are lots of situations of this kind and
there is no any other criteria in the literature to keep comparing the random variables
in terms of their residual lifetimes. The new notion is defined in a simple, and easily to
check, way. Furthermore, we establish the relationship between the previous joint orders
in the literature and the new one, which we call the weak hazard rate joint order, as well
as we give conditions in a way that we can check the strong hazard rate joint order by
means of the weak hazard rate joint order. Thus these conditions are established by the
crossing points of the joint density functions of the random vectors (X,Y") and (Y, X), and
we can apply this result to order any pair of random variables. In particular, through this
set of conditions we order the bivariate normal distributed family in the strong hazard rate
order. This is the beginning of a larger study on the comparison of residual lifetimes taking
into account the mutual dependence of the random variables. In fact we have initiated the
study of a possible extension for the mean residual life order to keep comparing the two
random variables in terms of their residual lifetimes even when the new weak joint hazard
rate order does not hold.

We want to mention that a part of this thesis has been published in Belzunce and
Martinez-Riquelme (2014) and Belzunce, Martinez-Riquelme and Ruiz (2013, 2014).



Capitulo 1

Introduccion a las comparaciones
estocasticas

1.1. Introduccion

La comparacién de variables aleatorias es uno de los principales objetivos de la Pro-
babilidad y la Estadistica. Estas comparaciones estan basadas principalmente en medidas
asociadas a dichas variables como pueden ser la media, la mediana o la varianza de dichas
variables. El problema de estos criterios es que no resultan muy informativos al reducirse
a la simple comparacion de dos ntimeros. La necesidad de establecer criterios de compara-
cién més detallados de las variables ha motivado el desarrollo de la teoria de “ordenaciones
estocasticas” que ha tenido un gran desarrollo a lo largo de los tltimos 40 anos. Esta teoria
tiene diversas aplicaciones en distintos campos como fiabilidad, riesgos, finanzas, seguros,
epidemiologia, economia, etc., y consta de diferentes criterios de comparacion de variables
aleatorias, cuyo objetivo es seleccionar cual de ellas es mayor de acuerdo a su dispersion,
concentracion, tiempo de vida residual, etc. En este capitulo de la memoria establecere-
mos en primer lugar la notacion que se seguira a lo largo de la misma y definiremos en la
Seccion 1.1 las funciones que permiten establecer los distintos criterios de comparacion es-
tocdsticos. Posteriormente, se daran los principales modelos paramétricos de distribuciones
de probabilidad, los cudles se ordenaran en algunos de los distintos criterios tratados en
esta memoria en funcién de sus parametros. Como hemos indicado en el resumen, en esta
memoria se obtienen resultados para la comparacién de modelos de variables ordenadas.
Por ello se dara la definicion de varios modelos de variables ordenadas como los estadisticos
ordenados usuales o los valores récord y el modelo de los estadisticos ordenados generali-
zados que engloba los modelos anteriores, entre otros muchos. Por tltimo en la Seccion 1.2
se daran las definiciones de ordenaciones estocdsticas que usaremos en esta memoria y los
principales resultados que se utilizaran en el resto de capitulos.

A lo largo de esta memoria usaremos la siguiente notacion. Dado un espacio de proba-
bilidad, (€2, A, P) y una variable aleatoria definida sobre el mismo, X : Q@ — R, denotamos
su funcién de distribucién como F(z) = P(X < z). Los puntos para los cuales F(z) es
estrictamente creciente forman lo que se conoce como el soporte de X, el cual denotaremos
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por Sy; el punto infimo [supremo] de este conjunto lo representaremos por Iy [ux]. Dado
un suceso A, la variable { X |A} denotard la variable X condicionada al suceso A. En esta
memoria utilizaremos los términos “creciente” o “decreciente” para referirnos a una funcién
“no decreciente” o “no creciente”, respectivamente. Por dltimo, denotaremos por (z), a la
funcion definida de la siguiente forma

r six >0,

(z)4 =
0 siz<O.

De forma andloga se define la funcién (z)_ como sigue

0 sixz>0,

(¢)- =

rz siz<O0.

Fijada esta notacién general, pasamos ahora a la definicién de distintas funciones que
seran utilizadas para la comparacién de variables aleatorias.

1.1.1. Funciones de interés en fiabilidad, riesgos y economia

Una de las funciones mas conocidas en fiabilidad y supervivencia asociada a una variable
X es la funcién de supervivencia, denotada por F(z), que se define como F(x) = 1—F(z).
Su interpretacién es sencilla. En fiabilidad y supervivencia, por ejemplo, donde se trabaja
con variables aleatorias que representan tiempos de vida de mecanismos o individuos,
la funcién de supervivencia representa la probabilidad de que un mecanismo (individuo)
siga funcionando (vivo) después de x unidades de tiempo. En teoria de riesgos, donde X
representa la pérdida para la compania aseguradora que suponen las reclamaciones de un
cierto individuo, la funcién de supervivencia nos da la probabilidad de que ésta suponga
un gasto mayor o igual que .

Para variables aleatorias continuas, con [y finito, existe una expresién de su esperanza,
denotada por F(X), en términos de la funcién de supervivencia que viene dada por

E(X) = /looﬁ(x)dx+lx. (1.1)

A partir de la funcién de distribucién se define también la funcién cuantil como su
inversa. Siguiendo el convenio inf {Q} = oo, esta funcién se define como sigue.

Definiciéon 1.1.1. Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F. Se define
su funcién cuantil, denotada por F~1, como

FYp)=inf{z € R| F(z) > p}, para todo p € (0,1],

y F710) =nf{z e R| F(z) > 0}.
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Esta definicion permite construir la inversa de la funcién de distribucion incluso en los
puntos donde ésta no sea estrictamente creciente, siendo asi F~! continua por la izquierda,
definida obviamente sobre el intervalo (0,1) y con imagen Sy, esta tltima propiedad se
puede probar sin dificultad. La funcién cuantil en teoria de riesgos también se conoce
como el valor en riesgo, denotandose por VaRx(p) en este contexto, y representa el limite
maéaximo de las pérdidas que se producen en el 100p % de los casos. El valor en riesgo se ha
convertido en una de las medidas de referencia en el mundo financiero y actuarial.

Para variables aleatorias continuas con funcién de densidad f, en el contexto de fiabi-
lidad y supervivencia es de gran interés también la funcién razén de fallo. Esta funcion,
como su propio nombre indica, mide la “probabilidad”de que el individuo o mecanismo
falle en un determinado instante.

Definicién 1.1.2. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f y
funcion de supervivencia F. Se define la funcion razon de fallo como
Q)
r(t) = ==, para todo t < ux.
(1)=& @ " X
Esta funcién no es realmente una probabilidad, pero en el contexto de fiabilidad se
puede interpretar como un indicador de la probabilidad de fallo instantaneo.
Otra funcion relevante en teoria de fiabilidad es la conocida como funciéon de vida

media residual. Esta funcién estd definida a partir de la variable aleatoria condicionada
Xe={X—-t|X >t}

Definicion 1.1.3. Sea X una variable aleatoria con media finita. Se define la funcion vida
media residual como
m(t) = E(X}), para todo t < ux.

La razén por la cual esta funcion recibe el nombre de funcién vida media residual es
la interpretacién que se le da en fiabilidad y supervivencia. En este contexto, la variable
X, representa el tiempo de vida restante de un individuo a tiempo ¢, por lo que m(¢)
representa la vida media que le resta a un individuo a tiempo t. La funcién de distribucién
de la variable X;, denotada por FY,(z), viene dada por el siguiente cociente

F(z+1) — F(t)
F(t)

Fx,(x)=P(X —t<z| X >t)= , para todo x > 0, (1.2)

siendo nula en otro caso. A partir de (1.1) y de (1.2) la funcién vida media residual se
puede reescribir como

* F(x)d
m(t) = ftf—((;;)x, para todo t < uy.

La integral que aparece en la expresion anterior corresponde a la esperanza de una funcién
ampliamente conocida en teoria de riesgos que definimos a continuacion.



1.1. Introduccién 8

Definicién 1.1.4. Sea X wuna variable aleatoria con media finita. Se define la funcion
stop-loss como
wx(t) = E((X —1t)+), para todo t € R.

Veamos la interpretacion que se da a esta funcion en el contexto de reaseguros. Un
reaseguro es una operacion por la cual un asegurador distribuye sus riesgos, cediendo
parte de los mismos a otra u otras entidades reaseguradoras con el objetivo de reducir el
volumen de pérdidas a unos limites soportables por la entidad aseguradora. La parte de
riesgo transferida se denomina cesion y la no cedida pleno o retencion. Un reaseguro excess
loss es una modalidad de reaseguro por la cual el reasegurador cubre la parte del siniestro
que excede del pleno fijado por la cedente para el siniestro, la cantidad ¢. Por lo que la
empresa reaseguradora cubre (X — t),. Para més detalles ver Sarabia, Gémez, Vazquez
(2007). Por tanto la funcién stop-loss mide el promedio del riesgo cubierto por la empresa
reaseguradora. La funcién stop-loss se puede reescribir a partir de (1.1) como

x(t) = /too F(z)dz, (1.3)

de donde se obtiene otra forma de expresar la funcién vida media residual en términos de
la funcién stop-loss, en concreto se tiene que

m(t) = =) para todo t < ux.

De forma andloga a las funciones razén de fallo y vida media residual se definen la
funcién razén de fallo inversa y tiempo medio de inactividad.

Definicién 1.1.5. Sea X wuna variable aleatoria continua con funcion de densidad f y
funcion de distribucion F'. Se define la funcion razon de fallo inversa como

o S0

para todo t > lx.

Para cualquier variable aleatoria X se define la funcion tiempo medio de inactividad
como
m(t) = E(Xw), para todo t > lx,

donde Xy = {t — X | X < t}.

La funcién razoén de fallo inversa es un indicador de la probabilidad de que un mecanismo
falle en el instante t dado que en ese instante ya no funcionaba, de forma analoga a la funciéon
razon de fallo.

Para la funcién tiempo medio de inactividad tenemos que si X representa el tiempo
de vida de un mecanismo o individuo, la funcién m(t) mide el tiempo medio que lleva el
mecanismo sin funcionar dado que el mecanismo ha sobrevivido menos de ¢ unidades de
tiempo.
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Recordamos que en teoria de riesgos y finanzas el valor en riesgo, VaR, es una de
las funciones més utilizadas. Sin embargo, presenta un inconveniente: aunque proporciona
informacioén sobre el porcentaje de casos en los que se sobrepasa una cierta cantidad, no
informa sobre la amplitud del intervalo, en términos probabilisticos, de los valores que
quedan a la derecha del VaR. Por ello se utilizan otras medidas en términos de la funciéon
cuantil, las cudles recordamos a continuacién.

Definicién 1.1.6. Sea X una variable aleatoria con funcién cuantil F~. Se define la cola
del valor en riesgo como

1 1
TVaRx(p) = T VaRx (u)du, para todo p € (0,1).
Esta medida puede interpretarse como la “media aritmética” de todos los valores en ries-
go de X, de p en adelante. Otra forma de medir la “amplitud”del intervalo (VaRx(p), o)
es a través de la funcién excess wealth, también conocida como la funcién right spread (ver
Fernandez-Ponce, Infante-Macias y Munoz-Pérez, 1996).

Definicién 1.1.7. Sea X una variable aleatoria con funcion cuantil F~* y media finita.
Se define la funcion excess wealth como

Wx(p)=F ((X — F_l(p))+> , para todo p € (0,1).

A partir de (1.1) podemos expresar la funcién excess wealth como

o
Wx(p) = / F(x)dz, para todo p € (0,1). (1.4)
F=1(p)

Esta medida aparece de forma natural en los contextos de fiabilidad y seguros. En fiabi-
lidad es comun utilizar técnicas de “burn-in”para eliminar fallos tempranos (ver Jensen y
Petersen, 1983). Consideremos un sistema que produce unidades (bombillas, circuitos, etc)
con tiempo de vida aleatorio y consideremos que las unidades se ponen en funcionamiento,
antes de salir a la venta, hasta que el 100p % de las unidades falle. Esta técnica evita que
salgan a la venta unidades con tiempos de fallo muy bajos provocando futuras reclama-
ciones, ocasionando costes y mala imagen para la empresa. El tiempo de vida esperado de
las unidades que si salen a la venta viene dado por Wx(p). En teoria de riesgos, en un
contrato de reaseguros puede fijarse el pleno, ¢, en términos de la funcién cuantil, cediendo
el 100(1 — p) % de las reclamaciones, por lo que ¢t = F~!(p). En este contexto Wx(p) se
conoce como la funcién expected shortfall, ESx(p).

Cuando la variable aleatoria representa los ingresos familiares anuales en una determi-
nada poblacién, la funcion excess wealth ha sido utilizada como una medida de desigualdad
(ver Fagioulli, Pellerey y Shaked, 1999). Sin embargo, esta funcién presenta el problema de
que no es invariante por cambios de escala, lo que supone una limitacién en el estudio de la
desigualdad. Para salvar este inconveniente Belzunce et al. (2012) introdujeron una nueva

medida, la funcién expected proportional shortfall, definida como la media de la variable
(X — F~1(p));/F1(p) en lugar de (X — F~1(p)),.
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Definicién 1.1.8. Sea X una variable aleatoria con funcién cuantil F~' y media finita.
Se define la funcion expected proportional shortfall como

X —F~'(p)
F=1(p)

EPSx(p)=FE <( +) , para todo p € (0,1) tal que F*I(p) > 0.

De la definicion resulta trivial la igualdad

EPSy(p) = x). (1.5)

F=1(p)
La funciéon anterior también se puede aplicar en el contexto de reaseguros y tiene en
cuenta la magnitud del VaR respecto del cual se toma la diferencia. Otra funcién para
estudiar la desigualdad en distribuciones de ingresos es la curva de Lorenz.

Definicién 1.1.9. Sea X wuna variable aleatoria no negativa con funcion cuantil F~% y
media finita. Se define su curva de Lorenz como

P
Lx(p) = ﬁ/{) F~Y(u)du, para todo p € [0,1]. (1.6)
En economia, la curva de Lorenz tiene la siguiente interpretaciéon: si X representa la
distribucién de ingresos de una poblacién, entonces Lx(p) indica la proporcién de los
ingresos totales que recibe el 100p % de los individuos méas pobres. Por tanto, cuanto maés
cerca de la diagonal del cuadrado unidad esté la curva de Lorenz, mas repartida estara la
riqueza entre toda la poblacién. En el negocio de los seguros, Lx(p) puede interpretarse
como la proporcién de todas las cantidades reclamadas ocasionadas por el 100p % de las
reclamaciones de menor cuantia.
Observemos que (1.6) puede reescribirse como

E(X)

Lelp) = [ P2 (i

donde F~i denota la funcién cuantil asociada a la variables aleatoria % Si en lugar
E(X)

de integrar la funcién cuantil asociada a esta variable aleatoria normalizada, utilizamos la
correspondiente a la variable centralizada, X — E/(X), obtenemos la funcién conocida como
curva de dilatacién definida por Belzunce, Candel y Ruiz (2000).

Definicién 1.1.10. Sea X una variable aleatoria no negativa con funcién cuantil F~1 y
media finita. Se define su curva de dilatacion como

P
Dx(p) = /o F)iE(X)(u)du, para todo p € [0,1].

Esta funcién guarda relacion con el llamado capital econémico, un concepto utilizado
en teoria de riesgos para cuantificar el margen de capital que tanto las companias de seguros
como los bancos deberian tener disponible para hacer frente a pérdidas inesperadas. Si X
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es la variable aleatoria que representa la pérdida total de la compaiia, el capital econémico
basado en una medida de riesgo determinada p se define como

ECy = p(X) — B(X).

En el caso particular de que la medida de riesgo empleada sea el TVaRx (p), el capital
econdémico puede escribirse en términos de la curva de dilatacion, concretamente se tiene
la siguiente igualdad
~ Dx (p)
L—=p
Por ultimo, existe otra medida asociada a las funciones de supervivencia y cuantil de
una variable, la funciéon TTT transformada. Esta funcién no ha sido muy utilizada en teoria
de fiabilidad (su uso es més de tipo tedrico que aplicado puesto que no se le ha dado una
interpretacion clara dentro de este contexto) y uno de los aportes de esta memoria, como
veremos en el Capitulo 3, es la interpretacion de esta medida tanto en teoria de fiabilidad
como en riesgos. Barlow et al. (1972) definieron dicha funcién para variables aleatorias no
negativas como sigue.

ECx (p) =

Definicién 1.1.11. Sea X wuna variable aleatoria con funcién cuantil F~1, funcion de
supervivencia F' y media finita. Se define la funcion TTT transformada de X como

F~Yp)
TTTx(p) = / F(z)dx, para todo p € [0,1].

0

Hu, Wang y Zhuang (2012) extendieron esta medida al caso de variables aleatorias
cualesquiera, no necesariamente no negativas, introduciendo la siguiente funcion.

Definicién 1.1.12. Sea X wuna variable aleatoria con media finita E(X). Se define la
funcion T transformada de X como

“+oo
Tx(p) = E(X) —/F ( )F(x)dx, para todo p € [0, 1].
1 p

En particular, cuando el extremo inferior del soporte de la variable es finito, la trans-
formada T'x(p) se puede reescribir para variables continuas como sigue

F~p) _
Tx(p) = / F(z)dz + lx, para todo p € (0,1). (1.7)
!

X

Si lxy = 0, entonces Tx se reduce a la TTT transfornﬁexda de X. Notese también que en
el caso de variables aleatorias continuas se tiene que F'(lx) = 1. Por lo tanto cuando las
variables aleatorias son no negativas las definiciones 1.1.11 y 1.1.12 coinciden.
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1.1.2. Modelos paramétricos de distribuciones

Como hemos senalado en el resumen, los resultados obtenidos en esta memoria se han
aplicado a distintos modelos paramétricos. A continuacién fijamos la definiciéon y notacién
de los modelos que consideraremos a lo largo de la memoria. En primer lugar, damos la
definicién de distintos modelos para los que no hay expresién explicita para su funcion de
distribucién ni para su funcién cuantil pero si para su funcién de densidad. Comenzamos
con la familia normal.

Definicién 1.1.13. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion normal
de media p € R y desviacion tipica o > 0, denotdndolo por X ~ N(u,c?), si la funcién de
densidad viene dada por

1 1
flz) = E exp {—F(a} — ;L)Q} , para todo x € R.
Asociada a esta familia, mediante el cambio de variable exp {X} tenemos la familia
lognormal.

Definicion 1.1.14. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion lognormal
de pardmetros u € R y o > 0, denotdndolo por X ~ LN (u,0?), si la funcién de densidad
viene dada por

1 1
f(z) = — exp {—T‘Q(loga: — M)Q} , para todo x € (0,00).

Otra familia que viene definida en términos de su funcion de densidad es la familia
gamma. Este modelo ha sido ampliamente utilizado para modelizar el tiempo de funciona-
miento de una unidad en fiabilidad.

Definicion 1.1.15. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion gamma
de pardmetros de forma o > 0 y escala > 0, denotandolo por X ~ G(«, 3), si la funcidn
de densidad viene dada por

v*Vexp {—x/p}
pel(e)

donde T'(+) denota la funcién gamma.

fx) =

, para todo x € (0, 00),

La siguiente familia, la gamma generalizada, ha sido aplicada para modelizar distribu-
ciones de ingresos (ver por ejemplo McDonald, 1984 y Bandourian, McDonald y Turley,
2004).

Definicion 1.1.16. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion gamma
generalizada de pardmetros de forma a,p > 0 y escala 5 > 0, denotandolo por X ~
GG(a, B,p), si la funcién de densidad viene dada por

z?Lexp {—(z/5)"}
BrL(p)

f@)=a

, para todo x € (0, 00).
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Usualmente, si el modelo tiene expresion explicita para la funcion de distribucién, o
equivalentemente, de supervivencia, éste se presenta en términos de las mismas. Veamos
a continuacion la definicién de varios de estos modelos. Consideramos en primer lugar la
familia Pareto que ha sido aplicada en fiabilidad y teorfa de riesgos (ver por ejemplo Seal,
1980, Kleiber y Kotz, 2003 y Boland, 2007).

Definiciéon 1.1.17. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion Pareto
de pardmetros de forma a > 0 y escala k € R, denotdandolo por X ~ P(a, k), si la funcién
de supervivencia viene dada por

— B\
F(z) = (—) , para todo x € (k,00).
x
Su funcion cuantil viene dada por

k
F~'(p) = ———. para todo p € (0,1).
(1—p)e
Otro ejemplo de familia paramétrica con expresion explicita tanto para la funcién de
supervivencia como la cuantil es la familia Weibull. Esta familia ha sido ampliamente

utilizada en fiabilidad y ha sido aplicada también en el contexto de riesgos (ver Beirlant y
Teugels, 1992, Kleiber y Kotz, 2003 y Boland 2007).

Definicién 1.1.18. Se dice que una variable aleatoria X sique una distribucion Wetbull
de pardmetros de forma 3 > 0 y escala o > 0, denotandolo por X ~ W («, ), si la funcidn
de supervivencia viene dada por

a

_ B

F(x) =exp {— <£> } , para todo x € (0,00).
Su funcion cuantil viene dada por

F~(p) = a(—log(1 —p))%, para todo p € (0,1).

Un caso particular dentro de la familia Weibull es el caso ¢ = 1 que es el caso de la
distribucion exponencial y lo denotaremos por X ~ Exp(1l/a).

A continuacién presentamos tres familias definidas en términos de sus funciones cuan-
tiles, las cudles no tienen expresién explicita para las funciones de distribucién ni supervi-
vencia. La primera de ellas, la familia Govindarajulu, fue introducida por Govindarajulu
(1977) y ha sido aplicada en fiabilidad (ver Nair, Sankaran y Vineshkumar, 2012)

Definiciéon 1.1.19. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion Govin-
darajulu de pardmetros de forma > 0, escala 0 > 0 y posicion 8 > 0, denotdndolo por
X ~ G(B,0,0), sila funcién cuantil viene dada por

FYp)=0+0o((8+1)p" - Bp’*), para todo p € (0,1).



1.1. Introduccién 14

La siguiente familia paramétrica, el modelo Tukey, fue introducida por Freimer et al.
(1988) y ha sido aplicada en carteras (ver Pfaff, 2013).

Definicion 1.1.20. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion Tukey
de parametros de forma A3, Ay € R, escala Ay > 0 y posicion Ay € R, denotdndolo por
X ~ T(A1, A2, A3, A1), si la funcion cuantil viene dada por

1(pd—1 (1-p™M—1
Fl(p)Z)\1+—<p —( ) ),pam todo p € (0,1).

DY s

La siguiente familia paramétrica, el modelo Davies, fue introducida por Hankin y Lee
(2006) y ha sido aplicada para el ajuste de datos en fiabilidad asi como en hidrologia (ver
Nair y Vineshkumar, 2010).

Definicién 1.1.21. Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion Davies
de pardmetros de forma A\, Ay no negativos no pudiéndose anular los dos a la vez y escala
C > 0, denotdandolo por X ~ D(C, A1, X2), si la funcion cuantil viene dada por

M
Flp)=C 55 para todo p € (0,1).

(1-p)

1.1.3. Modelos de variables ordenadas

La comparacién estocastica de datos ordenados es uno de los topicos mas estudiados
dentro de la teoria de ordenaciones estocasticas. Podemos ver distintas revisiones del tema
en Boland, Shaked y Shanthikumar (1998) y Boland et al. (2002) para el caso de los es-
tadisticos ordenados usuales; en Belzunce et al. (2007) para el caso de los valores récord y
en Belzunce (2013) para la comparacién multivariante de distintos modelos de datos orde-
nados. En particular, ha sido ampliamente estudiado el caso de los estadisticos ordenados
generalizados. Este modelo incluye, como casos particulares, los estadisticos ordenados de
observaciones independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) y los valores récord. En
general, los estadisticos ordenados generalizados proporcionan un contexto donde obtener
resultados que puedan ser aplicados a los casos particulares mencionados previamente. Pue-
den verse resultados para los estadisticos ordenados generalizados en Franco, Ruiz y Ruiz
(2002), Belzunce, Mercader y Ruiz (2005), Khaledi (2005), Hu y Zhuang (2005a, 2005b),
Khaledi y Kochar (2005), Qiu y Wang (2007) y Xie y Hu (2009, 2010).

La variedad de situaciones practicas que modelizan estos vectores es enorme y de ahi el
intento de encontrar condiciones bajo las cuales estos modelos pueden ser comparados de
acuerdo a los criterios que se describen en la Seccién 1.2. Recordamos a continuacion las
definiciones formales de estos modelos.

Los estadisticos ordenados aparecen en un gran nimero de aplicaciones de la estadistica
y juegan un papel importante en distintos modelos probabilisticos. Sea (X1, Xs, ..., X,,) un
vector aleatorio n—dimensional y sea (21, xa, ..., x,) una observacién de dicho vector alea-
torio. Denotemos por x(1), Z(), - . . , T(n), 10s valores anteriores ordenados de menor a mayor,



1.1. Introduccién 15

es decir, (1) = min{x, s, ..., 2, }, 2(2) es el segundo valor més pequefio de z1, xa, ..., T, y
asi sucesivamente, siendo x(,) = max{x,xs,...,,}. Consideraremos variables aleatorias
continuas por lo que no hay posibilidad de empate.

Definicién 1.1.22. La funcion X, de (X1, Xo, ..., X,,) que toma el valor xq, en cada
posible secuencia de valores (x1,xa, ..., T,) de (X1, Xo, ..., X,) se conoce como el k—ésimo
estadistico ordenado. Asi, (X 1y, X(2),...,X(n)) es el conjunto de estadisticos ordenados
de (Xl,XQ, Ce 7Xn)

Cuando se introducen los estadisticos ordenados, las variables aleatorias subyacentes no
estan sujetas a ninguna restriccién, aunque normalmente suele considerarse el caso en el que
son i.i.d., caso que supondremos de ahora en adelante. Bajo este supuesto y considerando
que las variables Xy, ..., X, tienen una funcién de distribucién absolutamente continua F
con funcién de densidad f, se tiene que la densidad conjunta de los estadisticos ordenados
correspondientes, X (i, ..., X(,), viene dada por

r—1

P (@1 o0) = o T A F )™ (o), (1.9

n!

para todo x1 < --- <z, en el soporte de X.
Algunas de las aplicaciones de los estadisticos ordenados son las siguientes:

(a) Si Xi,...,X, es una muestra aleatoria simple de X, entonces X(,..., X, es la
muestra ordenada.

(b) Otra aplicacién de estos estadisticos se encuentra en la teorfa de la fiabilidad, y en
concreto, en el modelo k-out-of-n. El estadistico ordenado k-ésimo, Xy, en una
muestra de tamano n representa el tiempo de vida de un sistema (n — k -+ 1)-out-of-n.
Este sistema consiste en n componentes del mismo tipo con tiempos de vida i.i.d..
Todas las componentes comienzan a trabajar simultaneamente y el sistema falla si
fallan k£ componentes o mas. Dicho de otro modo, son necesarias n—k-+1 componentes
para que el sistema funcione. Para el caso en que k = 1, obtenemos los sistemas en
serie v el caso k = n corresponde al caso de los sistemas en paralelo.

Pasamos ahora a definir el modelo de los valores récord. Motivados por algunas condi-
ciones extremas del tiempo, los valores récord fueron definidos por Chandler (1952) como
un modelo para valores extremos en una sucesién de variables aleatorias i.i.d.. También
puede ser 1util como un modelo para conocer los niveles de precipitaciones més altos o las
temperaturas mas elevadas. Asi pues, los valores récord aparecen en situaciones de nuestra
vida cotidiana, asi como en diversas aplicaciones estadisticas y en teoria de la fiabilidad.

Como veremos a continuacion, los valores récord se definen a partir de los tiempos
récord, es decir, aquellos instantes de tiempo en los que aparecen los valores méas altos.

Definicién 1.1.23. Dada {X;}ien una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con distribucion continua, las variables aleatorias

L(1) =1,
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L(n+1) =min{j > L(n)|X; > X4}, para todon € N,

son los tiempos récord y
Xr(n), para todon €N,

son los valores récord.

Si nos basamos en una sucesién de variables aleatorias {X;}iey i.4.d. con funcién de
distribucién F' absolutamente continua y densidad f, la densidad conjunta de los n primeros
valores récord Xy, ..., X) viene dada por

n—1

f(xi)

A )f(xn>, (19)

fXL(1)7~--7XL(n) (1’1, Cen ,In) = (
i=1
para todo 1 < --- <z, en el soporte de X.

El caso de los k—récord es en el que los valores que resultan de interés no son los valores
mas elevados de una sucesién, sino los segundos o terceros valores més altos. Observando
los k—ésimos valores sucesivos méas grandes, Dziubdziela y Kopocinski (1976), propusieron
el siguiente modelo de los valores k récord. Sea pues {X,};eny una sucesién de variables
aleatorias i.i.d. con distribucién continua. Para k € N, la sucesién

[ TS ST

del k—ésimo estadistico ordenado mas alto es no decreciente, y la manera intuitiva de
introducir el k—ésimo récord es la siguiente: eliminar todas las repeticiones en esta sucesién
para obtener una subsucesién estrictamente creciente cuyos elementos se llaman valores
récord k—ésimos.

La manera formal de introducir este modelo es definiendo previamente los tiempos
k—récord.

Definicién 1.1.24. Dada {X;}ien una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas con distribucion continua y k un entero positivo, las variables
L®)(n) dadas por

L®(1) =1,

L(k)(n +1) =min{j € N|Xj j 151 > XL(k)(n)’L(k)(n)+k_1}, n €N,

son los k—ésimos tiempos récord y las cantidades

Xpw (n), L") (n)+k—1>

que denotaremos por Xk, para n € N, serdn los valores récord k—ésimos.

Obviamente, los valores récord ordinarios se obtienen en el caso en que k = 1.

Si { X, }ien es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con funcién de distribucién F
absolutamente continua y funcién de densidad f, la densidad conjunta de los k—récords
Xrways - -+ Xpw(n) vendrd dada por
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n—1 T

fXL(k)u) _____ X0 (X1, ..., xy) = k" <1_[1 }fW((I,))> F(2,) " (), (1.10)
=

para todo z1 < --- < x, en el soporte de X.

Kamps (1995a y 1995b) definié un modelo que generaliza los modelos de datos ordena-

dos anteriores entre otros muchos que existen en la literatura. Siguiendo Kamps (1995a y
1995b), damos a continuacién la definicién de estadisticos ordenados generalizados unifor-
mes para, posteriormente, definir los estadisticos ordenados generalizados basados en una
funcion de distribucién arbitraria F.
Definicién 1.1.25. Sean € N, k > 1, my,...,moy € R, My = 3" 'my, 1 < r <
n — 1, pardmetros tales que v, = k+n —1r + M, > 1 para todor € 1,....n—1, y
sea m = (my,...,Myu_1), sin > 2 (m € R arbitrario, si n = 1). Llamaremos estadisticos
ordenados generalizados uniformes al vector aleatorio (U nm ks - - - » Umnngnk)) con funcion
de densidad conjunta

h(uy, ... u,) =k (H 7j> (H(l — uj)mf> (1-— un)kfl,

para todo 0 < uy < ... < wu, < 1. Llamaremos estadisticos ordenados generalizados
basados en una funcion de distribucion F' al vector aleatorio

(Xt nmkys - - s X)) = (F 7 Unaig)s - o F - Upnningy)) -

Si F' es una distribucién absolutamente continua con funcion de densidad f, la funcién

de densidad conjunta de (X nmu),---» Xnnmk)) viene dada por
n—1 n—1
j=1 j=1
para todo z; < ... < x, en el soporte de X. Siguiendo la notacién de Cramer y Kamps

(2003), la funcién de supervivencia de X (. m, k) tiene la siguiente expresién
F.,(t) = H.(F(t)), para todo t € R, (1.12)

donde H, viene dada por

H,(2) = (1_%) [z

y G es una G—funcion de Meijer.

El modelo de los estadisticos ordenados generalizados incluye como casos particulares
a los estadisticos ordenados usuales asi como a los valores récord y otros modelos como
describimos a continuacion.

Ve U

=L — 1 ds, para todo z € (0,1)
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(a) Sim; =0paratodoi=1,...,n—1,yk = 1, entonces la expresién (1.11) se convierte
en (1.8) y obtenemos los estadisticos ordenados.

(b) Sim; =—1paratodoi=1,...,n—1,y k=1, entonces (1.11) resulta ser (1.9), con
lo que obtenemos los valores récord.

(c) Si m; = —1 para todoi = 1,...,n — 1, y k € N, entonces (1.11) nos da (1.10), y
asi obtenemos los valores k—récord.

(d) Si tomamos

n—i1+1 n—1 ) 1
m; = — ,paratodo 1 <1 —1<n—1y k= ,
Vi—1 Vi Un—1
donde vy, vy, ..., v,_1 son nimeros reales positivos y F'(z) = 1—e~*, x > 0, entonces

la densidad conjunta de los correspondientes estadisticos ordenados generalizados
es la densidad de la distribucion exponencial multivariante de Weinman, es
decir,

nol n—i+l_ mn—i 1 -1
flas,... ij [T —e)y s wemi(i — e )t e ™,
7j=1

Unl

n— ]+1 _ 1
-1 vj_1’

para todo #; < --- < x,, en el soporte de X, donde v; =k +n —j +

(e) Sim; = (n—j+1)p;—(n—j)pj+1—1y k = p,, obtenemos el modelo de estadisticos
ordenados bajo reparaciéon imperfecta multivariante. Consideremos la siguien-
te politica de reparacién minima introducida por Shaked y Shanthikumar (1986). En
el instante inicial n items comienzan a funcionar. Bajo fallo, un item se repara. Si
i items (i = 0,1,...,n — 1) ya se han desechado, entonces, con probabilidad p;,1,
la reparacion fracasa y el item también se deshecha y con probabilidad 1 — p;,1, la
reparacién funciona y es minima.

Consideremos ahora n items con tiempos de vida aleatorios i.i.d. Ti,...,7T, con la
misma distribuciéon F'y funcién de densidad f. Sean (1{y),...,T(»)) los tiempos de
vida aleatorios ordenados que resultan de 77, ...,7,, bajo una politica de reparacién
minima como antes. Entonces la densidad conjunta multivariante de (T, ..., T(,))
viene dada por

flty, ... t,) =n! Hp] ) IR = (=R =l para todo ty < - < t,
en el soporte de F'. Esta densidad es un caso particular de la densidad (1.11) con los
parametros ya mencionamos anteriormente.

Este modelo ha sido ampliamente estudiado en la literatura por diversos autores con el
principal objetivo de ordenar valores de estadisticos ordenados generalizados en los distintos
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criterios de ordenacién estocéastica. En esta memoria se establecen diversos resultados en
esta linea de investigacion para los cuales seran de gran utilidad los siguientes resultados. En
primer lugar, recordamos la siguiente representacién del vector de estadisticos ordenados
generalizados dada por Cramer y Kamps (2003).

Teorema 1.1.26. Sea (X nmk),---» X(nnmk)) Un vector de estadisticos ordenados gene-
ralizados basado en una funcion de distribucion continua F y sean By,..., B, variables
aleatorias independientes con distribucion exponencial de pardmetros 1/, ..., 1/v,, res-

pectivamente, donde vy, = k. Entonces

(Xanmk) X@nmk)s - - > X(nnmk)) =st (HF(Bl); Hp(B1+ By),...,Hp (Z Bi)) ;
=1

donde Hp(x) = F~Y(1 — exp(—x)) para algin z € R, .

En segundo lugar, Hu y Zhuang (2005b) demostraron que el vector de estadisticos
ordenados generalizados tiene la siguiente propiedad.

Lema 1.1.27. Sean [,n € N, my > my > -++ > Muyseqiny—1 € R y my > —1 para todo
i. Sea X(ijm; k) €li-€ésimo estadistico generalizado basado en una funcion de distribucion
continua F, donde j=n dl. Sis>reNys—r >1—n entonces

Fl it .
_’—s() es creciente en t,

Fon(t)
para todo t tales que F*J(t) > 0, donde F*yr Y F*,ﬁ denotan las funciones de supervivencias
de X(rnmnk) Y X (s k), Tespectivamente.

1.2. Ciriterios de comparacion estocastica

Como ya dijimos en la introduccion, el objetivo de la teoria de ordenaciones estocastica
es la comparacién de variables aleatorias para poder identificar cual es mayor segin ciertos
criterios. Estos criterios estan basados en la comparacién de las funciones asociadas a
las variables aleatorias que hemos definido en la secciéon anterior. El campo de aplicacion
de estas funciones determina el contexto donde estos criterios tienen mayor interés. La
referencia basica en el estudio de la ordenacion de distribuciones es el libro de Shaked y
Shanthikumar (2007). La gran mayoria de los resultados y definiciones que se dan a lo largo
de esta seccion estan recogidas en este libro, indicandose expresamente las referencias en
otro caso.

1.2.1. El orden estocastico

El criterio mas conocido es el orden estocastico. Este es el criterio mas intuitivo en
fiabilidad y supervivencia, ya que compara las probabilidades de que dos mecanismos o
individuos sigan funcionando después de x unidades de tiempo, siendo la mayor la que
tiene mayor funcién de supervivencia en toda la recta real.
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Definicién 1.2.1. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y
G, respectivamente. Se dice que X es menor que Y en el orden estocdstico, denotindolo
por X <4 Y, si se verifica alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

i) F(x) < G(z), para todo v € R.
ii) F(x) > G(z), para todo x € R.
iii) F~1(p) < G7Y(p), para todo p € (0,1).

De manera indistinta usaremos el subindice de la desigualdad para referirnos al orden,
por ejemplo hablaremos del orden estocéastico o del orden st. Este comentario se aplica al
resto de 6rdenes considerados en esta memoria. Este orden se puede caracterizar a partir de
la Definicién 1.2.1 en términos de las variables aleatorias min{ X, F'~*(p)} y min{Y, G~'(p)}.
El siguiente resultado no se encuentra en la literatura.

-1
i

Teorema 1.2.2. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G
respectivamente. Entonces X <Y si, y sélo si,

min{X, F(p)} < min{Y,G*(p)}, para todo p € (0,1).

Demostracion:
Para la prueba basta tener en cuenta el apartado iii) de la Definicién 1.2.1 y que la
funcién cuantil de la variable min{X, F~'(p)}, denotada por F,'(g), viene dada por

_ F~l(q) si0O<qg<p
1 . )
B (Q)_{ F'(p) sip<g<L (1.13)

Una de las caracterizaciones mas conocidas de este criterio es la ordenacion de las medias
de todas las transformaciones crecientes de las variables aleatorias. De hecho, podemos
encontrar en la literatura autores que utilizan esta caracterizacién para definir este orden.

Teorema 1.2.3. Sean X e Y dos variables aleatorias. Entonces X <4 Y si, y solo si,

E(¢(X)) < E(¢(Y)),
para toda funcion ¢ creciente para la cual existan las esperanzas anteriores.

Observacion 1.2.4. En particular, tomando la identidad como funcion creciente en este
teorema, se tiene que
X <4Y=EX)<EY). (1.14)

Por lo que este criterio compara la localizacion de las variables.
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En general, dadas dos variables aleatorias, éstas no tienen porque estar ordenadas en el
orden estocdstico, por lo que resulta una ordenacién parcial. Este comentario se aplica al
resto de 6rdenes que consideraremos a lo largo de la memoria. Como ejemplo de variables
que no estan ordenadas en el orden estocdstico tenemos el caso de la familia Weibull,
donde no se verifica el orden estocastico, salvo que los pardmetros de forma sean iguales.
En concreto se tiene el siguiente resultado (ver Lisek, 1978).

Proposicién 1.2.5. Sean X ~ W(ay,p1) e Y ~ W(ag, 52) con B # Pa. Entonces no se
verifica X <4 Y ni X >4 Y.

A pesar de la simplicidad de la definicién del orden estocastico, en muchas ocasiones no
resulta sencillo verificarlo. La razén es que para muchas variables aleatorias no se conoce
una expresiéon explicita para la funcién de distribucién, por lo que obviamente tampoco para
la funcién de supervivencia. Recordamos a continuacion una condicién suficiente para este
criterio en términos de las funciones de densidad de las variables aleatorias. Para presentar
este resultado tenemos que definir previamente los cambios de signo de una funcién.

Definicién 1.2.6. Definimos el nimero de cambios de signo de una funcion real de variable
real f en I CR como

S_<f) = Sup{S_[f(ZL’l),f(fL’g), c 7f($m)]}

donde S™[y1, Y2, - - -, Ym| €s el nimero de cambios de signo en dicha secuencia y el supremo
se toma sobre todos los posibles conjuntos de puntos ordenados de I, x1 < xg < +++ < Ty,
para todo m € N.

Veamos entonces una condicién suficiente para el orden estocdstico en términos de las
funciones de densidad de las variables.

Teorema 1.2.7. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de densidad f vy g,
respectivamente. Si
ST (g—f) =1 con la secuencia —, +,

entonces X <4 Y.

Karlin (1968) generalizé este teorema al caso en el que el nimero de cambios de signo
de la diferencia g — f es mayor que uno. Recordamos previamente el concepto de funcion
totalmente positiva.

Definicién 1.2.8. Sea una funcion K : A x B C R? — R. Se dice que K es totalmente
positiva de orden r, denotado por TP,, si para todo 11 < To < -+ < Ty, Y1 < Yo < -+ <
Ym, donde x; € A, y; € B, 1 <m <r, se tiene que

K($1ay1) K($17Z/2) K(Ilaym)

Kay)  Klowys) oo Klaga) | (1.15)

K(l'mayl) K<xm7y2) K(xmaym)
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Podemos establecer ahora el siguiente teorema.

Teorema 1.2.9. Sean K : A x B C R? — R una funcién TP,, f una funcién acotada y
medible Borel sobre B y consideremos la transformacion

o(x) = / K (. 9)  (4)dy.

Si [, K(z,y)dy existe para todo x € A y S™(f) < r—1, entonces S™(g) < S™(f).

El Teorema 1.2.7 se sigue como un caso particular de éste tomando f(y) como la
diferencia de las densidades (por lo que estd acotada) y K(z,y) = 1, para todo y > =
y cero en otro caso. En la literatura existen caracterizaciones de distintas propiedades en
términos de los cambios de signo. Por ejemplo, se puede caracterizar la propiedad de que
una funcion tenga un inico méximo en términos de los cambios de signo.

Teorema 1.2.10. Sean f y g dos funciones tales que {z|f(z) >0} C {z|g(x) > 0}. El
cociente f(x)/g(x) tiene un inico extremo relativo, siendo éste un mdximo, si, y solo s,
para todo ¢ > 0

S7(ef(-) —g()) <2 en {z]g(z) > 0},

con la secuencia de signos —,+, — cuando se da la igualdad.

Veamos a continuacién una aplicacion del Teorema 1.2.7 para ordenar estocdsticamente
dos variables aleatorias pertenecientes a la familia gamma generalizada.

Proposicién 1.2.11. Sean X ~ GG(ay, B1,p1) e Y ~ GG(ag, fa, p2). Si se verifican las
siguientes desiqualdades:

(Z) aq Z Qg,

(i1) a1p1 < aaps,

S -~
(iii) cnpy — azpy > mai—e [—5?1 —m 1—‘232} ,

donde m = a3 /3352, entonces X <, Y.

Demostracion:
Estudiar los cambios de signo de g(x) — f(x) equivale a estudiar los cambios de h(x) =
log g(x) — log f(z), por lo tanto estudiaremos los cambios de signo de

a1 Qa2
h(z) = log K + (c1p1 — agpz)logx — (£> + (£> ;
P P2
donde K es constante. Encontrar los cambios de signo de h(z) no resulta sencillo directa-
mente, por ello estudiamos el comportamiento de esta funcién. Derivamos h(z) y multipli-
camos por z, lo cudl no afecta al signo de la expresion ya que el soporte de las variables es
(0,00), y se tiene que

xh'(z) = (a1p1 — aopa) — g (%) + as <é> .
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Para ver los ceros de esta funcion estudiamos de nuevo su derivada

(zh'(z)) = —a—%anal*l + a—%xo“‘”l.

a1 a2

1 2

Es facil ver que esta funcién sélo se anula en el punto zy = (a280 /a2p52)"/ (1702

siendo la secuencia de signos +, —, ya que a; > aw. Por lo tanto xh/(z) tiene un méximo
y, combinando las hipétesis (i), (ii) y (iii) tenemos que zh/(z) toma valores negativos en
todo el intervalo.

En resumen, hemos probado que

Y

h'(z) <0, para todo x > 0,

o equivalentemente h(x) es decreciente en todo el soporte. Bajo las condiciones (i), (ii) y
(i), esta funcién empieza tomando valores positivos y termina tomando valores negativos,
por lo tanto tiene un cambio de signo con la secuencia de signos +, —. Aplicando el Teorema
1.2.7 tenemos que X <y Y.

|

1.2.2. El orden creciente convexo y creciente concavo

Como vimos en el Teorema 1.2.3, el orden estocastico se caracteriza por la ordenacion de
las medias de todas las transformaciones crecientes de las variables. Para definir un nuevo
criterio se restringe ese conjunto al de todas las transformaciones crecientes y convexas, o
bien al de las transformaciones crecientes y céncavas. Recordamos las definiciones de dichos
ordenes.

Definiciéon 1.2.12. Sean X e Y dos variables aleatorias. Se dice que X es menor o igual
que Y en el orden creciente convexo [orden creciente céncavol|, denotindolo por
X Sicx[icv] Y; st

E(¢(X)) < E(o(Y)),

para toda funcidn ¢ creciente y conveza |creciente y concava| para la que ezistan las espe-
ranzas anteriores.

El orden creciente convexo [creciente céncavo] implica la ordenacién de las medias en
el sentido E(X) < E(Y), ya que la identidad es una funcién creciente y convexa (creciente
y concava). A partir de la siguiente caracterizacién se puede interpretar facilmente este
criterio en el contexto de riesgos.

Teorema 1.2.13. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y
G y funciones cuantiles F~1 y G, respectivamente.

o Tenemos que X <iex Y st, y s6lo st

mx(z) < my(z), para todo x € R,
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o equivalentemente, si se cumple

TVaRx(p) < TVaRy(p), para todo p € (0,1).

o Tenemos que X <iov Y 87, y s6lo si,
/ F(t)dt > / G(t)dt, para todo x € R,

o equivalentemente, si se cumple
p P
/ F~Hu)du < / G~ (u)du, para todo p € (0,1).
0 0

Por lo que el orden creciente convexo tiene una clara aplicacién en teoria de riesgos a
partir de la interpretacion de las funciones stop-loss y TV aRy. El orden creciente convexo
y el orden creciente concavo estan relacionados, puesto que ¢(z) es creciente y convexa
(creciente y concava) si, y sélo si, —¢(—z) es creciente y céncava (creciente y convexa). En
concreto se tiene que

X <Y & —X >4 Y. (116)

De forma trivial tenemos que la relacién del orden creciente convexo (creciente y cénca-
vo) con el estocéstico es la siguiente

X Ss‘c Y =X Sicx [Sicv]y (117)

Recordamos a continuacién una condicion suficiente para los érdenes creciente convexo
y creciente concavo en términos de cambios de signo.

Teorema 1.2.14. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y G
y funciones de densidad f vy g, respectivamente y con medias finitas tales que E(X) < E(Y).
Entonces X <iex Y [X <iwv Y] si se da alguna de las condiciones siguientes:

(1) ST (G —F) <1 con la secuencia de signos +,—[—,+], cuando se da la igualdad .
(ii) S~(G — F) <1 con la secuencia de signos —, + [+, —], cuando se da la igualdad .
(111) S~ (g—f) <2 con la secuencia de signos +,—,+ [—, +, —|, cuando se da la igualdad.

Siendo (1) y (i) equivalentes.

El conjunto de condiciones (i) del teorema se conoce como las condiciones de Karlin-
Novikov. La familia Weibull es un ejemplo donde se aplica este resultado (ver Lisek, 1978).
Este comentario sera recordado en el Capitulo 2.

Hurlimann (1998) establecié una generalizacién del teorema anterior para el orden
creciente convexo, suponiendo que el nimero de puntos de corte es mayor o igual que
uno.
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Teorema 1.2.15. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia F v
G, respectivamente y medias finitas. Supongamos que F y G tienen n > 1 puntos de cortes
en los puntos t1 < tg < -+ < t,. Entonces X <ix Y si, y solo si, se satisface uno de los
siguientes conjuntos de condiciones:

(i) El nimero de puntos de corte es par, n = 2m, siendo el primer cambio de signo de
4+ a — y se cumple, para j =1,...,m, la siguiente desigualdad

Tx (taj-1) < my (toj-1).

(i) El nimero de puntos de corte es impar, n = 2m + 1, siendo el primer cambio de
signo de — a +, los extremos inferiores de los soportes son finitos, se cumple, para
73 =1,...,m, la siguiente desigualdad

mx (ta;) < my (ta;)
y ademds E(X) < E(Y).

A lo largo de la prueba, Hurlimann (1998) asume que el conjunto de condiciones (i) del
teorema anterior es equivalente al siguiente conjunto:

mx(ty—1) — Ty (toj—1) < mx(tyjp1) — my(tojn) j=1,..,m—1,
7x (tam—1) < Ty (tom—1)-

Sin embargo, esta equivalencia no es cierta como muestra el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 1.2.16. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones de supervivencia F
y G, respectivamente, definidas como sigue

(1 stz <0,
0.9 5i0<x<0.6,
=, \_ ) 45—6x s10.6<z<2/3,
F@) =9 05 si2/3< <11,
6 — bz st1.1 <z <1.2,
L 0 stx > 1.2,
Y
B 1 st x <0,
Glx)=4q 1-35 si0<2<2,
0 st x > 2.

Es fdcil ver que F y G tienen cuatro puntos de corte en t; = 0.2, to = 0.63, t3 =1 y
ty = 1.1, siendo el primer cambio de signo de + a — (ver Figura 1.1). Definimos ahora
la funcion h(t) = [°(G(z) — F(z))dz. Como se puede ver en la Figura 1.1, se tiene que
h(t1) < h(t3), por lo que no se verifica la equivalencia anterior.
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0.64
0.49

0.2

(3. h(ts))

0.15

(G(z) — F(x))dz

4f+004
—Jt

0.05

h(t)

Figura 1.1: Grdficas de las funciones de supervivencia G y F (arriba) y de la
funcion h(t) (abajo) para las variables X e Y dadas en el Ejemplo 1.2.16.

El argumento dado por Hurlimann para la prueba del caso (ii) contiene una errata
andloga. A continuacion proporcionamos una prueba valida para el teorema asi como varios
comentarios al respecto.

Prueba del Teorema 1.2.15.

Demostracion:
Consideramos la funcién h(t) como en el ejemplo anterior,

h(t) = my (t) — mx(t) = /t (@) - Fla)da.

A partir del apartado (i) del Teorema 1.2.13, se tiene que X < Y si, y sélo si, h(t) > 0,
para todo t € R. Tenemos que probar que bajo los conjuntos de condiciones (i) y (ii) se
verifica h(t) > 0, para todo t € R.

De forma trivial se tiene que el comportamiento de esta funcién es el siguiente: h(t) es

creciente en los tramos donde la diferencia de las funciones de supervivencia G(z) — F(z)
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es negativa y es decreciente donde la diferencia es positiva. Por lo tanto sera suficiente
que la funcién h(t) sea positiva en los puntos minimos para demostrar que es positiva. Los
puntos minimos de A(t) son los puntos de cambio de signo de G(z) — F(z) con la secuencia
+, —, los cudles variardn de acuerdo con la distincién hecha en los apartados (i) y (ii) del
enunciado. Observar que bajo ambos supuestos la diferencia G(r) — F(r) termina negativa,
es decir, h(t) termina creciendo y por lo tanto h(t) > 0 para todo t € (t,,00), puesto que
en ambos casos t, es un minimo. Por otro lado, en el caso en el que G(x) — F(x) empieza
negativa, h(t) empieza creciendo y por lo tanto necesitamos la hipétesis adicional de que
My sminfix 13 R(t) > 0, 0 equivalentemente, E(X) < E(Y). El inverso es trivial ya que si
se verifica el orden en todos los puntos de manera obvia se verifica en un subconjunto de
puntos. [ |

Anélogamente se puede sustituir la condicién de los puntos de corte de las funciones
de supervivencia en el teorema anterior por la equivalente en términos de las funciones
cuantiles. Esta caracterizacién serd de utilidad cuando se disponga de expresién explicita
para las funciones cuantiles pero no para las funciones de distribucion.

Teorema 1.2.17. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~* y G™1,
respectivamente y medias finitas. Supongamos que las funciones cuantiles tienen n > 1
puntos de corte en los puntos py < pa < -+ < pn. Entonces X <ix Y si, y solo si, se da
uno de los conjuntos de condiciones siguientes:

(i) El nimero de puntos de corte es par, n = 2m, siendo el primer cambio de signo de
+ a — y se cumple, para j =1,...,m, la siguiente desigualdad

TVaR[X;pyj1] < TVaR[Y;py;1].

(i) El nimero de puntos de corte es impar, n = 2m + 1, siendo el primer cambio de
signo de — a +, se cumple, para 7 =1,...,m, la siguiente desiqualdad

TVaR[X;py;] < TVaR[Y,pyj]
y ademds E(X) < E(Y).

Para aquellas situaciones en las que no se dispone de expresion explicita ni para las
funciones de distribucién ni para las funciones cuantiles, a partir del Teorema 1.2.8 podemos
establecer el siguiente resultado en términos de los puntos de corte de las funciones de
densidad de las variables. En este caso, se puede dar una condicién suficiente.

Teorema 1.2.18. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de densidad f y
g, respectivamente y medias finitas. Supongamos que las funciones de densidad se cortan
n > 1 veces en los puntos t; < ty < --- < t,,. Supongamos que se cumple alguno de los
conjuntos de condiciones siguientes:

(i) El nimero de puntos de corte es impar, n = 2m + 1, siendo el primer cambio de
signo de — a + y se cumple, para 7 =1,... m, la siguiente desigualdad

Tx (taj-1) < my (taj-1).
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(i) El nimero de puntos de corte es par, n = 2m, siendo el primer cambio de signo de +
a —, los extremos inferiores de los soportes son finitos, se cumple, para j =1,...,m,
la siguiente desigualdad

mx (tag) <y (ta],
y ademds E(X) < E(Y).

Entonces X <;x Y.

1.2.3. Ordenacién de tiempos de vida residuales

Como dijimos en la Seccién 1.1, existen funciones que miden la vida residual de las
variables a partir de un instante de tiempo t y, a partir de estas funciones, se definen
distintos criterios de ordenacién estocédstica. A partir de la funcién razon de fallo se tiene
el orden razén de fallo aunque este criterio no se define directamente a partir de dichas
funciones ya que no estaria definido para aquellas variables que no son absolutamente
continuas.

Definicion 1.2.19. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia
F y G, respectivamente. Se dice que X es menor que Y en el orden razon de fallo,
denotdndolo por X <., Y, si

es creciente en & € (—oo, max (ux,uy)) ,

donde a/0 se toma por convenio igual a oo siempre que a > 0.

La Definicién 1.2.19 se puede reescribir en términos de las funciones razon de fallo de
las variables aleatorias cuando sus funciones de distribucién son absolutamente continuas,
proporcionando una interpretacién de este orden en este caso.

Teorema 1.2.20. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones razon de fallo r y s,
respectivamente. Entonces X <y, Y si, y sdlo si,

r(x) > s(x), para todo x tal que F(x),G(x) > 0.

La interpretacién de este criterio no resulta obvia a partir de la definicién cuando las
variables no son absolutamente continuas. La siguiente caracterizacién en cambio resulta
interesante desde este punto de vista, ya que proporciona una interpretacion del orden sea
cual sea la naturaleza de las variables aleatorias.

Teorema 1.2.21. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia F
y G, respectivamente. Entonces X <y, Y si, y solo si,

(X —2|X>2} <4 {Y —2|Y >2a}, para todo x tal que F(x),G(z) > 0.
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Por lo que si dos variables aleatorias estan ordenadas en el orden hr, en el contexto de
fiabilidad y supervivencia, se interpretard de forma obvia que todas las vidas residuales de
las variables estan ordenadas estocasticamente. En particular, se tiene que el orden hr es
mas fuerte que el orden st, es decir,

X <Y = X<,V (1.18)

Este orden también se puede verificar graficamente. Para presentar este resultado son
necesarias algunas definiciones previas.

Definicién 1.2.22. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia
continuas F y G, respectivamente. El grdfico formado por todos los puntos de la forma
(F(:c%@(a:)) se conoce como el grdfico P — P El epigrafo de este grdfico es el conjunto
formado por todos los puntos de la forma { (z),y) |y > G(x } Andlogamente, se define
el hipografo como el conjunto {(F(z),y) |y < G(z)}.

Definicién 1.2.23. Un subconjunto A de un espacio Euclideo se dice estrellado respecto
a un punto s € A si para todo x € A se tiene tx + (1 —t)s € A, para todo t € (0,1), es
decir, A contiene el segmento que une s con x. Una funcion f se dice estrellada respecto a
un punto (a,b) si su epigrafo es estrellado respecto a (a,b). Andlogamente, una funcién se
dice anti-estrellada respecto a (a,b) si su hipografo es estrellado respecto a (a,b).

Miiller y Stoyan (2002) a partir de esta propiedad presentaron una caracterizacién del
orden hr en términos del grafico P — P, proporcionando asi una manera de verificar el
orden graficamente. En concreto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.2.24. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones de supervivencia Fuy
G, respectivamente. Entonces X <y, Y si, y solo si, el grdfico P — P es estrellado respecto
al origen.

Analogamente al orden hr se define el orden razén de fallo inverso, considerando el
cociente de las funciones de distribucién en lugar de las de supervivencia.

Definicion 1.2.25. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F y
G, respectivamente. Se dice que X es menor que Y en el orden razon de fallo inverso,
denotdndolo por X <u, Y, st

G(z)
F(x)

es creciente en x € (min (Ix,ly),00).

La Definicién 1.2.25 se puede reescribir en términos de las funciones razén de fallo
inversas de las variables aleatorias cuando sus funciones de distribucion son absolutamente
continuas, proporcionando una interpretacién de este orden en este caso.

Teorema 1.2.26. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones razon de fallo inversas
7y s, respectivamente. Entonces X <. Y si, y solo si,

7(z) < §(x) para todo x € R tal que F(z),G(x) > 0.
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De forma andloga al orden hr se establece el siguiente resultado.

Teorema 1.2.27. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y
G, respectivamente. Entonces X <., Y si, y solo si,

{r—X|X<z}>4{x—-Y |Y <z}, para todo x tal que F(x),G(x) > 0.

Por lo que si dos variables aleatorias estan ordenadas en el orden rhr, en el contexto de
la fiabilidad y supervivencia se interpretara de forma obvia que los tiempos de inactividad
estan ordenados estocdsticamente. En particular, se tiene que el orden rhr es més fuerte
que el orden st, es decir,

XSrthjXéstYi

Otra forma de verificar el orden rhr es a través del grafico P — P. Este grafico se define
de forma andaloga al grafico P — P, sustituyendo las funciones de supervivencia por las de
distribucién.

Definicion 1.2.28. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F
y G, respectivamente. El grdfico formado por todos los puntos de la forma (F(x),G(x)) se
conoce como el grdafico P — P.

A continuacién recordamos el resultado que permite verificar el orden graficamente.

Teorema 1.2.29. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y
G, respectivamente. Entonces X <. Y, st, y solo si, el grafico P— P es estrellado respecto
al origen.

En muchos casos el orden hr no se verifica en ningin sentido (ver ejemplos en el Capitulo
2); a pesar de ello es posible seguir comparando dos variables aleatorias en términos de sus
vidas residuales a través de otros criterios de comparaciéon mas débiles, como por ejemplo
el orden vida media residual. Este criterio compara dos variables aleatorias en términos de
sus vidas medias residuales.

Definicion 1.2.30. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia
F y G, respectivamente. Se dice que X es menor que Y en el orden vida media re-
stdual, denotindolo por X <un Y, si, y solo si, se da una de las siguientes condiciones
equivalentes:

(Z) [ Gt

~Foa © creciente en x tal que f;oo F(t)dt > 0.

(ii)) E(X —2| X >2)<E(Y —2|Y >uz), para todo x tal que F(z),G(z) > 0.

Trivialmente a partir del Teorema 1.2.21 y (1.14) tenemos que el orden hr es més fuerte
que el mrl, es decir,

X Shr Y =X Smrl Y. (119)
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En el Capitulo 2 veremos que efectivamente hay situaciones en las que no se verifica el
orden hr pero si se da el orden mrl, siendo uno de los objetivos de esta memoria el estudio
de este tipo de situaciones.

De forma analoga al orden mrl, se define el orden tiempo medio de inactividad.

Definicion 1.2.31. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion
continuas 'y G, respectivamente. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden
tiempo media de inactividad, denotindolo por X <.y Y, st

E(x —X|X <z)>E(x-Y|Y <), para todo = tal que F(x),G(z) > 0.

Por lo que la interpretacién en fiabilidad y supervivencia de este criterio es obvia a partir
de la definicién: si se verifica el orden mit los tiempos medio de inactividad de las variables
estdan ordenados. Para ver con méas detalle la definicién y propiedades de este criterio se
puede consultar Kayid y Ahmad (2004), Ahmad y Kayid (2005) y Ahmad, Kayid y Pellerey
(2005). Este criterio esté relacionado con el orden rhr, de manera andloga a la relacién que
existe entre el orden hr y el mrl.

En particular, se tiene que el orden rhr es mas fuerte que el orden mit, es decir,

X< Y = X < Y- (1.20)

1.2.4. El orden cociente de verosimilitudes

Los criterios anteriores que comparan las vidas residuales de las variables estan definidos
en términos de las funciones de distribucién o supervivencia cuando no disponemos de
expresion analitica para la funcién de distribucién (ni para la de supervivencia), el orden
que se define a continuacién permite establecer una condicién suficiente para estos criterios.

Definicion 1.2.32. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de densidad o
funciones puntuales de probabilidad f 1y g, respectivamente. Se dice que X es menor o
wqual que Y en el orden cociente verosimilitudes, denotdndolo por X <, Y, si, y sélo

s,
9(x)
f(z)
Como resumen de las relaciones entre los érdenes vistos hasta este momento, tenemos
las siguientes implicaciones

es creciente en x € Sx U Sy.

X Slr Y = X Shr Y = X Smrl Y

\ 3 \’
X< = X<4V = X<uV (1.21)
Y Y \

XémitY = XSiCVY = E(X) §E<Y)

Por lo que podremos verificar el orden cociente verosimilitudes para comparar variables
aleatorias en los criterios razon de fallo, razén de fallo inversa, vida media residual y tiempo
medio de inactividad cuando no dispongamos de expresion explicita para la funcién de
distribucién de alguna de las variables.
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1.2.5. Ordenes en dispersion

Dentro de la teoria de ordenaciones estocésticas existen distintos criterios para comparar
variables aleatorias segtin su dispersion. En esta subseccién se trataran algunos de ellos,
definiendo en primer lugar el mas fuerte.

Definicién 1.2.33. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~' y
G, respectivamente. Se dice que X es menor o iqual que Y en el orden en dispersion,
denotdndolo por X <aisp Y, 87, y sdlo s,

G~ Hp) — F~1(p) es creciente en p € (0,1).

Intuitivamente est4 claro que el orden en dispersién se corresponde con una comparacién
de las variables en términos de su variabilidad dado que comparamos intervalos donde X
e Y acumulan la misma probabilidad ¢ — p.

Observaciéon 1.2.34. A partir de la definicion se sigue trivialmente que este orden es
invariante por cambios de escala, es decir,

X <dgisp Y = X + ¢ <aisp Y (X <aisp Y + ¢) para todo ¢ € R.

El orden en dispersién puede caracterizarse en términos de los cambios de signo de las
funciones de distribuciéon como recordamos a continuacién.

Teorema 1.2.35. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F y
G, respectivamente. Entonces X <gsp Y, 5%, y solo st

ST(F(-—¢)—G(-) <1, para todo c € (0,00)
siendo la secuencia de signos —,+ en caso de igualdad.

A partir de este resultado y del Teorema 1.2.9 se puede establecer una condiciéon sufi-
ciente para el orden en dispersién en términos de las funciones de densidad de las variables.

Teorema 1.2.36. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de densidad f vy g,
respectivamente. Se cumple X <gisp Y, 87, y solo s,

ST(f(-=¢)—g() <2, para todo ¢ € (0,00)
siendo la secuencia de signos —,+, — en caso de igualdad.

Ademas el orden en dispersion puede caracterizarse en términos del orden st, como
vemos en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.37. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G2,
respectivamente. Entonces X <qisp Y, 87, y solo s,

(X = F7'(p))+ < (Y = G7'(p))+, para todo p € (0,1).
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Cuando dos variables aleatorias no estén ordenadas en dispersién, existe la posibilidad
de seguir comparandolas segtiin su variabilidad mediante otros criterios mas débiles. En
concreto a partir de la Definicion 1.1.7, un criterio mas débil resulta de la comparacion de
las funciones excess wealth.

Definicién 1.2.38. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones excess wealth Wx y
Wy, respectivamente. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden excess wealth,
denotdandolo por X <., Y, st, y solo st,

Wx(p) < Wy (p), para todo p € (0,1).
La siguiente caracterizacién sera de interés a lo largo del Capitulo 4 de la memoria.

Teorema 1.2.39. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~* y G™1,
respectivamente. Se cumple X <., Y si, y solo si,

/ (F'q)— F (p)dg < / (G™'(q) — G7'(p)) dg, para todo p € (0,1).

Tanto de este teorema, como de la combinacién de la Definicién 1.4 con el Teorema
1.2.37 y (1.1), se sigue que el orden en dispersién es mas fuerte que el orden ew. Ademas
es conocido que el orden ew es mas fuerte que el orden creciente convexo si Iy = ly. En
resumen tenemos la siguiente cadena de implicaciones

X Sdisp Y =X Scw Y =X Sicx Y. (122)

Jewitt (1989) defini6 el orden dual del orden ew, el orden location independent riskier.
Su definicion surge de forma natural ya que habra situaciones en las que sea de interés la
comparacion de las colas inferiores de las variables en lugar de las superiores. Por ejemplo,
para aquellos inversores que prefieren evitar riesgos, el que las colas inferiores tengan mayor
peso es una propiedad no deseable.

Definicién 1.2.40. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion
F y G, respectivamente. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden location
tndependent riskier, denotdndolo por X <. Y, si

F~1(p) G~(p)
/ F(x)dr < / G(x)dz, para todo p € (0,1).

o0 —00

Observacién 1.2.41. De forma andloga al orden ew, se tiene que X <y, Y st, y solo si,
E((F'(p) = X)4) < E(G™H(p) = Y)4), para todo p € (0,1).
Jewitt (1989) dio la siguiente caracterizacion del orden lir.
Teorema 1.2.42. Sean X e Y dos variables aleatorias. Entonces X <y Y si, y solo si,

E(F~(p) = X|X < F~(p)) < E(G™'(p) =YY < G~(p)), para todo p € (0,1).
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La relacién que existe entre el orden ew y su dual es la siguiente

X Slir Y& -X Sew =Y. (123)

Existe otro criterio mas débil para comparar variables aleatorias segtin su variabilidad
cuando no se dan ninguno de los anteriores. Recordamos a continuacion la definicién del
orden en dilatacién.

Definicion 1.2.43. Sean X eY dos variables aleatorias con media finitas. Se dice que X
es menor o igual que Y en el orden en dilatacion, denotdndolo por X <4 Y, si

Dx(p) > Dy(p), para todo p € (0,1).

Trivialmente a partir de la Definicion 1.1.10 el orden en dilatacion se puede reescribir
de las siguientes formas.

Teorema 1.2.44. Sean X eY dos variables aleatorias con media finitas. Entonces X <qy
Y si, y solo si, se da alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(i) X = E(X) Siex Y = E(Y).

(ii)) E(¢p(X —E(X))) < E(¢p(Y —E(Y))) para toda funcién ¢ convera para la que existan
las esperanzas anteriores.

A partir del teorema anterior, tomando ¢(z) = z? se tiene lo siguiente

X<aY =Var(X)<Var(Y).

Dado que el orden ew es més fuerte que el orden en dilatacién se puede establecer la
siguiente cadena de implicaciones

X Sdisp Y=2X<wWY=2X<unY=> VCLT’(X) < VCLT’(Y) (124)

En muchas situaciones, como ocurria con el orden hr y el mrl, el orden ew (asi como el
orden en dilatacién) no es facil de verificar porque no se dispone de expresién explicita para
las funciones excess wealth (o las curvas de dilatacién). Una posibilidad es intentar verificar
un criterio mas fuerte como es el orden en dispersion; sin embargo, éste no se verifica en
ningin sentido en muchos casos, es decir, X ZLaisp ¥ v X Zaisp Y. En el Capitulo 4 de esta
memoria se daran conjuntos de condiciones suficientes para estos érdenes bajo el supuesto
adicional de que no se verifica el orden en dispersion.

1.2.6. Ordenes en concentracion

Otro grupo importante de érdenes son aquellos que comparan las variables en términos
de su concentracién. En esta subseccién se trataran algunos de ellos, definiendo en primer
lugar el mas fuerte.
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Definicién 1.2.45. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~!
y G, respectivamente. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden estrella,
denotdandolo por X <,Y, si, y sdlo si,

G Y p)F(q) <G Hq)F*(p), para todo 0 <p < q< 1. (1.25)

El nombre que recibe este criterio se debe a la equivalencia de la condicién que aparece
en la definicién anterior con que la funcién G~'F(x) sea estrellada en x respecto al (0,0)
(ver Definicién 1.2.23).

A continuacion recordamos una caracterizacién del orden en términos de los cambios
de signo de las funciones de distribucion de las variables.

Teorema 1.2.46. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y
G, respectivamente. Se cumple X <,Y, si, y solo si,

ST(F(-) — G(c¢)) <1, para todo ¢ > 0
siendo la secuencia de cambios de signo —,+ en caso de igualdad.

Cuando no se de el orden estrella podemos seguir comparando dos variables aleatorias
segliin su concentraciéon mediante otros criterios mas débiles. Un primer criterio es el que
se basa en la comparacién de las funciones expected proportional shortfall.

Definicién 1.2.47. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~' y
G™1, respectivamente y medias finitas. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden
expected proportional shortfall, denotindolo por X <Y, si, y solo si,

EPSx(p) < EPSy(p), para todo p € (0,1) tal que F’l(p), Gil(p) > 0.

A partir de (1.4) y (1.5) se tiene que la condicién del orden eps es equivalente a la
siguiente desigualdad

1 /Oo — 1 /°° _
—_— F(x)dx < G(z)dz, para todo p € (0,1). 1.26
F=Yp) Jp-1p) (@) G=p) Ja10) (@) 0.1) (1.26)

Belzunce et al. (2012) caracterizaron este criterio como sigue.

Teorema 1.2.48. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G™1,
respectivamente. Se verifica X <eps Y, s, y solo s,

fql F~Y(u)du _ fql G (u)du
Fip) = GTHp)

Incluso cuando el orden eps no se verifica en ningtin sentido podemos seguir comparando
dos variables aleatorias segin su concentracién en el siguiente criterio.

, para todo 0 < p < q < 1 tales que F~*(p),G*(p) > 0.
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Definicién 1.2.49. Sean X e Y dos variables aleatorias con medias finitas. Se dice que
X es menor o igual que Y en el orden Lorenz, denotindolo por X <porens Y, St

Lx(p) > Ly(p) para todo p € [0, 1]

Entre estos criterios existe la siguiente relacion

X< Y= X<,Y=X< Y. (1.27)

De forma andloga a lo comentado anteriormente para otros érdenes, el orden eps no es
facil de verificar cuando no se dispone de expresion explicita para las funciones expected
proportional shortfall. Una posibilidad es verificar un criterio més fuerte, el orden estrella,
sin embargo éste no se verifica en ningtin sentido en muchos casos. En el Capitulo 4 de esta
memoria también se daran conjuntos de condiciones suficientes para el orden eps bajo el
supuesto adicional de que no se verifica el orden estrella.

1.2.7. El orden ttt

El orden total time on test transform (ttt) fue introducido por Kochar, Li y Shaked
(2002) para comparar variables aleatorias no negativas a partir de las funciones TTT
transformadas de dichas variables. A partir de la transformada T'x (p), Hu, Wang y Zhuang
(2012) definen el orden ttt para dos variables X e Y cualesquiera con medias finitas.

Definicién 1.2.50. Sean X e Y dos variables aleatorias con medias finitas. Se dice que
X es menor o iqual que Y en el orden ttt, denotdndolo por X <y Y, si

Tx(p) < Ty (p), para todo p € (0,1).

Hu, Wang y Zhuang (2012) dieron también la siguiente caracterizacién del orden a la
que haremos referencia més adelante.

Teorema 1.2.51. Sean X e¢Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~ y G71,
respectivamente y medias finitas. Entonces X <y Y st, y solo si,

1 P
T (G (u) — F7'(u))du es creciente en p € (0,1).
—DPJo

Una propiedad interesante de este criterio es la relacién con el orden st, en concreto el
orden st es més fuerte que el orden ttt, es decir,

X<gY =X Y. (1.28)

Hu, Wang y Zhuang (2012) definieron el orden dual ttt para variables aleatorias no
necesariamente no negativas.
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Definicién 1.2.52. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y
G, respectivamente y medias finitas. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden
dual ttt, denotdndolo por X <gw Y, st

1/
—/ (G (u) — F~*(u))du es creciente en p € (0,1).
P Jp

Entre el orden ttt y su dual existe la siguiente relacién

X <gp ¥ & —X <y =Y. (1.29)

Estos criterios no tienen hasta ahora una interpretacion clara. En el Capitulo 3 uno
de los objetivos es dar una interpretacion en los contextos de fiabilidad y riesgos. Otro
objetivo del Capitulo 3 serd dar condiciones suficientes para estos ordenes cuando el orden
st no se verifica, ya que en muchas situaciones no existe expresién explicita para las trans-
formaciones T'x y Ty y no existen herramientas en la literatura para abordar el problema
cuando no se verifica el orden st.



Capitulo 2

Condiciones suficientes para los
ordenes mrl y mit

2.1. Introducciéon

Como vimos en el Capitulo 1, para poder verificar el orden mrl es necesario evaluar las
funciones stop-loss de las variables, es decir, las integrales incompletas de las funciones de
supervivencia. En muchas situaciones, estas integrales no tienen expresion explicita, por lo
que a priori resulta complicado ordenarlas. Las distribuciones normal, gamma o Weibull
son ejemplos de esta situacion. A partir de (1.19), se tiene que el orden hr es una condicién
suficiente para el orden mrl, por lo que podemos intentar verificarlo a través del orden
hr, que sélo requiere de las funciones de supervivencia. Sin embargo, podria darse que el
orden hr no se verifique pero si se verifique el orden mrl. A continuacién vamos a ver dos
ejemplos donde parece darse esa situacién. El primer ejemplo es tedrico y el segundo parte
de dos muestras de datos. Como herramienta para estudiar el orden hr, en ambos casos,
utilizaremos los graficos P — P. Recordemos que por el Teorema 1.2.24, el orden hr se da
si el grafico P — P es estrellado respecto del origen.

Veamos el primer ejemplo donde consideramos dos variables con distribuciones Weibull.

Ejemplo 2.1.1. Sean X ~ W (1,4) e Y ~ W(1,3). En la Figura 2.1 se muestra el grifico
P — P de las variables. Este grifico no es estrellado respecto al origen, por lo que no se
verifica el orden hr. Para verificar el orden mrl necesitamos calcular las integrales incom-
pletas de las funciones de supervivencia de las variables pero en este caso, al igual que
en otras muchas situaciones, no tienen expresion explicita. Si representamos el cociente
my(z)/mx(x), calculado mediante integracion numérica, como se puede ver en la Figura
2.1, la grifica sugiere que las variables X eY estan ordenadas en el orden mrl.

El ejemplo anterior es bastante significativo puesto que la distribucién Weibull es uno
de los modelos mas utilizados en fiabilidad y, sin embargo, no se ordena en el orden hr. El
ejemplo anterior parece indicar que se ordena en el orden mrl. Veamos ahora un ejemplo
de esta situacién con un conjunto de datos reales.

38
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6000

4000

Ty (z)/mx(x)

Figura 2.1: Grdfico P — P (arriba) y grdfica de 7y (x)/mx(x) (abajo) para X ~
W(1,4) e Y ~W(1,3) .

Ejemplo 2.1.2. Consideremos los retornos diarios de las acciones de una compania eléctri-
ca espanola (Iberdrola) y los retornos diarios de las acciones de una entidad bancaria es-
panola (Santander). Denotaremos por I y S las companias y por Ry y Rg las variables que
denotan los retornos diartos de dichas companias, respectivamente. Los datos son de acceso
publico y pueden verse en Yahoo! Finance. Para el ejemplo hemos tomado dos muestras de
tamano 500. La Figura 2.2 corresponde al grdfico P — P empirico de las dos muestras, es
decir, se representan los pares de puntos (F,(z), Gn(z)), donde F, y G,, son las funciones
de distribucion empiricas de las muestras de Ry y Rg, respectivamente.

Al igual que en el Ejemplo 2.1.1, este grdfico no es estrellado respecto al origen por
lo que las variables no estdn ordenadas en el orden hr. Para wverificar el orden mrl re-
presentaremos los pares de puntos (Tr,n(x), Trgn(z)), donde TR, () = f;ooﬁn(u)du
Y Tren(T) = f;oo G(u)du son las funciones stop-loss empiricas de las muestras de Ry y
Rg, respectivamente. Si siguiéramos el esquema del Ejemplo 2.1.1, representando el cocien-
te Tryn(T) /TR, n(x), tendriamos el siguiente problema. Cuando x toma valores grandes el
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Figura 2.2: Grdfico P — P de los retornos diarios Ry y Rg (arriba) y grdfico de
las funciones stop-loss empiricas de Ry frente a la de Rg (abajo).

denominador toma valores muy pequenos lo que hace que el cociente tome valores muy altos
y distorsione el comportamiento que queremos estimar. Este problema es muy conocido y
surge por ejemplo en la estimacion no paramétrica de la funcion vida media residual (ver
Csdrgo y Zitikis, 1996 y Abdous y Berred, 2005). Para salvar esta dificultad sugerimos
considerar el grdfico de los pares de puntos (Tg, n(x), Tren(x)). Como muestra la Figura
2.2, las pendientes de las rectas que unen el origen con cada uno de los puntos del grifico
corresponden al cociente de las funciones stop-loss empiricas de las variables y, efectiva-
mente, crecen cuando x crece. Por lo tanto en este ejemplo el grdfico también sugiere que
las variables se ordenan en el orden mrl (aunque no se ordenen en el orden hr).

Como hemos visto en los dos ejemplos anteriores, por un lado estamos en condiciones
de asegurar que el orden hr no es apropiado para comparar las variables aleatorias y, por
otro lado, tenemos informacion grafica que sugiere que el orden mrl si seria apropiado. Por
tanto, es de interés estudiar este tipo de situaciones y el objetivo de este capitulo es dar
condiciones suficientes para poder asegurar analiticamente que las variables se ordenan en
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el orden mrl cuando el orden hr no se verifica. En los dos ejemplos anteriores se puede
observar que las pendientes de los segmentos que unen el origen y los pares de puntos
(F(z),G(z)) no son decrecientes (propiedad que se verificarfa si las variables estuvieran
ordenadas en el orden hr) sin embargo, verifican la siguiente propiedad: son inicialmente
crecientes y posteriormente decrecientes como funcién de x. Dichas tangentes corresponden
al cociente G(z)/F(x). Por lo tanto los ejemplos anteriores comparten la siguiente propie-
dad: el cociente G(x)/F(z) decrece en z hasta un punto y después crece. La cuestién ahora
es si esta propiedad es una condicién suficiente para el orden mrl, como parecen indicar las
graficas. La Seccion 2.2 estd dedicada a responder a esta pregunta dando distintos conjun-
tos de condiciones suficientes para el orden mrl asi como ejemplos donde éstos se aplican
y generalizaciones de los mismos. En la Seccién 2.3 se daran resultados analogos para el
orden mit, definido por analogia al orden mrl.

2.2. Condiciones suficientes para el orden mrl

2.2.1. Resultados generales

A continuacién damos respuesta positiva a la pregunta que se acaba de plantear en
la introduccién de esta seccion, estableciendo como condicién suficiente para el orden mrl
la propiedad de que el cociente de las funciones de supervivencia tenga un minimo y
la hipotesis adicional de que las medias estén ordenadas. La ordenacién de las medias
no supone realmente una restriccion puesto que esta condicidn es necesaria para que se
verifique el orden mrl. El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 2.2.1. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia con-
tinuas F y G, respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y). Si existe un punto
z9 € R tal que F(x)G(y) < F(y)G(z), para x <y < xo y F(2)G(y) > F(y)G(x), para
Y > T > x09, entonces

X <Y,

Demostracion: o o
Por hipétesis, tenemos que F'(z)G(y) > F(y)G(x), para todo o < z < y, integrando
respecto a y la desigualdad anterior se tiene que

F(z) /00 G(y)dy > G(x) /Oo F(y)dy, para todo x > xq. (2.1)

Consideremos ahora < y < xg. Por hipétesis tenemos que F(7)G(y) < F(y)G(x).
Tomando limites cuando x tiende a —oco se tiene que

F(y) > Gy), para todo y < zo, (2:2)

lo que es equivalente a que min{y, X'} >4 min{y, Y}, para todo y < xy. A partir de 1.14
se tiene que
E(min{y, X}) > E(min{y, Y}), para todo y < xo.
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Sustituyendo min{y, X'} = X — (X — y)+ (y andlogamente para Y') se obtiene a partir
de la tultima desigualdad que

EX—-(X—-vy)y) > EY — (Y —y)4), para todo y < zy.

Puesto que estamos suponiendo que E(X) < E(Y'), debe cumplirse E((X —y);+) <
E((Y —y)4), para todo y < xg, y combinando esta desigualdad con (2.2) se tiene que

(X =y)2) _ B(Y —9).)
Fly) = Gy
Combinando (2.1) y (2.3) se llega al resultado.

, para todo y < x. (2.3)

Las hipétesis del teorema anterior se pueden reescribir en términos de la monotonia
del cociente H(z) = G(x)/F(x). El motivo de enunciar el teorema de esa forma es evitar
los ceros en el denominador. En particular, se daran las condiciones anteriores si, y s6lo
sf, H(z) tiene un tnico extremo relativo en g, siendo zy un minimo. Esta propiedad
puede verificarse en términos del grafico P — P, la funcién H () es inicialmente decreciente
y posteriormente creciente si, y sélo si, el epigrafo del grafico P — P es antiestrellado
respecto al origen, desde el origen hasta (F(xo),G(7)), v estrellado respecto al origen,
desde (F(z¢), G(x)) hasta el punto (1,1). Como podemos ver en el Ejemplo 2.1.2, el gréfico
P — P empirico tiene esta propiedad. El test t-Student confirma que los dos conjuntos de
datos tienen la misma media y por lo tanto podemos afirmar que las variables aleatorias se
ordenan en el orden mrl. Respecto al Ejemplo 2.1.1, haremos mas tarde una discusion para
la familia paramétrica Weibull donde daremos condiciones sobre los pardmetros para que
dos variables se ordenen en el orden mrl, siendo este ejemplo un caso particular de dicha
discusion. A continuacion aplicamos el Teorema 2.2.1 a varias familias paramétricas.

Ejemplo 2.2.2. Familia Pareto
Sean X ~ P(ay, ki) eY ~ P(as, ko), donde ai,as > 1 con el fin de que las medias sean
finitas. A partir de la Definicion 1.1.17 se tiene que la funcion

Aoy - ) _ () e

ai
ki

es creciente en x € (max{ky, ko},00), siempre que a; > as. Veamos como se comporta
H(z) para x < max{ky, ko}. Tendremos que distinguir dos casos

1 .
@) st k1 < k’g,
H(z) =

5(:1:) st kQ S /ﬁ.

Por lo tanto, si ke < ki y E(X) = a1k1/(ay — 1) < E(Y) = agks/(az — 1), la funcion
H(z) es decreciente en v € (max{ki, ky},00) y por el Teorema 2.2.1 se verifica el orden
mrl pero no se cumple el orden hr. Por otro lado, si k1 < ko, entonces ﬁ(m) es creciente en
x € (—oo, max{ki, k2}) y en este caso se verifica el orden hr. Podemos entonces establecer
el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2.3. Sean X ~ P(ki,a1) e Y ~ P(ks,as). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:

(i) a1 > as,

(i) E(X) =aki/(a1 — 1) < E(Y) = agks/(az — 1),

(iii) ky < ko,
entonces X <y Y, X L€ Y y X 2. Y

La Figura 2.3 muestra un ejemplo del resultado anterior para X ~ P(2,3/2) e Y ~
P(3/2,4/5).

(2)/

S 4

60 )
40

20{ 770
m(z)

Figura 2.3: Grdficas del cociente de las supervivencias (arriba) y de las vidas
medias residuales (abajo) para X ~ P(2,3/2) eY ~ P(3/2,4/5).

La condicién del enunciado sobre el minimo del cociente de las funciones de supervi-
vencia de dos variables aleatorias ha sido considerada y estudiada con anterioridad. En
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concreto, la Proposicién 2.2.b de Metzger y Riischendorf (1991) relaciona dicha propiedad
con el cruce de las funciones razén de fallo de las variables. En particular, probaron el
siguiente resultado.

Teorema 2.2.4. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia ab-
solutamente continuas F y G vy funciones razén de fallo r vy s, respectivamente. El cocien-
te G(z)/F(x) es inicialmente decreciente y posteriormente creciente, en los x tales que
F(x) > 0, si, y sélo si, eviste un punto xo € R tal que r(z) < s(z), para todo v < xq tal
que F(x),G(z) >0 yr(z) > s(x), para todo v > x¢ tal que F(z),G(z) > 0.

Por lo que podemos reescribir el Teorema 2.2.1 en términos de los puntos de corte de
las funciones razén de fallo como sigue.

Teorema 2.2.5. Sean X e Y dos variables aleatorias con distribuciones absolutamente
continuas con funciones razon de fallo v y s, respectivamente y medias finitas tales que
E(X) < E(Y). Si existe un punto xg € R tal que r(z) < s(x), para todo x < xq tal que
G(x),F(x) >0 yr(z) > s(x), para todo vy < x tal que G(x), F(z) > 0, entonces

X Smrl Y.

Que las funciones razén de fallo de dos variables aleatorias se crucen en un punto es
una propiedad de gran interés en fiabilidad y supervivencia. Esta situacion se presenta en
casos de tratamientos que son efectivos en las primeras etapas de cierta enfermedad pero,
a largo plazo, no suponen mejoras en los enfermos cuando se comparan sus tiempos de
supervivencia con los de un grupo de control. También se presenta esta situacién en el
caso opuesto, es decir, en los que un tratamiento supone mejoras a largo plazo pero, sin
embargo, puede incrementar el riesgo al comienzo de la enfermedad. Para una discusién
mas detallada y referencias de este topico se pueden ver los trabajos de Liu, Qiu y Sheng
(2007) y Cheng et.al. (2009). El enunciado del teorema anterior conlleva implicitamente que
las variables no se ordenan en el orden hr, por lo que las vidas residuales no se ordenan en
el orden st (ver Teorema 1.2.21), sin embargo las vidas medias residuales si se ordenan. Por
lo que, en cierto sentido, podemos seguir comparando las vidas residuales de las variables.
A continuacién aplicamos este resultado para ordenar la familia parametrica Weibull.

Ejemplo 2.2.6. Familia Weibull
Sean X ~ W(aq,p1) e Y ~ W(ag, B2). Sir y s denotan las funciones razdén de fallo de
X e Y, respectivamente, entonces r(t) = s(t) si, y sdlo s,

52(1?1 B1—PB2
B 51a§2
Por lo tanto, las razones de fallo de cualquier par de variables pertenecientes a la familia

Weibull se cortan en un punto, o equivalentemente, no se ordenan en el orden hr. Sin
embargo, st se ordenan en el orden mrl. Distinguiremos tres casos.

t > 0.
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a) By > Py > 1. En este casor y s son crecientes siendo r(t) > s(t) para valores grandes
de t, por lo que si E(X) < E(Y), entonces X <y Y.

b) b1 > 1> Py > 1. En este caso 1 es creciente y s decreciente, por lo que obviamente
r(t) > s(t) para valores grandes de t y entonces se verifica X <uyn Y si E(X) < E(Y).

c) 1> By > Pa. En este caso r y s son decrecientes siendo r(t) > s(t) para valores
grandes de t, por lo que, si E(X) < E(Y), entonces X <y Y.

En resumen, podemos establecer el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.7. Sean X ~ W(ay,p1) e Y ~ W(ag, £2). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:

(i) B1 > B2,
(it) E(X) =arl'(1+1/B1) < ael'(1+1/82) = E(Y),
entonces X <Y, X €Y y X 2 Y
El Ejemplo 2.1.1 es un caso particular de este resultado.

Lisek (1978) prob6 que si a; > as y E(X) = 01I'(1+ 1/a1) < bI'(1 + 1/as) = E(Y),
entonces X < Y. Por lo tanto este resultado mejora el dado por Lisek (1978).

Los resultados previos pueden ser también utilizados para dar condiciones suficientes
para la clase de envejecimiento NBUE [NWUE]. Una variable aleatoria no negativa X se
dice NBUE [NWUE] (new better [worst] than used in expectation) si E(X — z|X > z) <
[>]E(X), para todo x > 0, o equivalentemente, si X <1 [>mn]Y, donde Y es una variable
aleatoria con distribucién exponencial de media E(X). Dada una variable aleatoria X con
funcién de supervivencia F y funcién razén de fallo r, por el Teorema 2.2.1, se tiene que
una condicién suficiente para que X sea NBUE [NWUE] es que — In(F(z)) — /E(X)
sea inicialmente decreciente [creciente] y posteriormente creciente [decreciente] en x > 0.
Ademads, en el caso absolutamente continuo, la funcién razon de fallo corta al menos una
vez el valor 1/FE(X). La razén es que si asumimos que 7 no corta a ese valor, entonces por
(1.18), se tiene que X <y Y, donde Y sigue una distribucién exponencial de media E(X),
pero entonces X sigue también una distribucion exponencial. Por lo tanto la funciéon razén
de fallo tiene al menos un corte con el valor 1/E(X). Si sélo existe un corte, es decir, si
para algin xy € Ry, r(z) < [>|1/E(X), para todo 0 < = < zq y r(z) > [<]E(X), para
todo x > xg, entonces, por el Teorema 2.2.5 se tiene que X <1 [>ui]Y, donde Y sigue
una distribucién exponencial de media E(X), es decir, X es NBUE [NWUE]. Podemos
entonces establecer el siguiente resultado.

Corolario 2.2.8. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de supervivencia F y
funcion razon de fallo r. Si se verifica una de las dos siguientes condiciones equivalentes:

i) —In(F(z)) — 2/E(X) es inicialmente decreciente [creciente] y posteriormente cre-
ciente [decreciente] en x > 0,



2.2. Condiciones suficientes para el orden mrl 46

it) Eziste un punto vy € Ry tal que r(z) < [>]1/E(X), para todo 0 < x < z¢ y
r(z) > [<]1/E(X), para todo x¢ < x tal que F(x) > 0,

entonces X es NBUE [NWUE].

Hasta ahora hemos dado condiciones suficientes para el orden mrl en términos de las
funciones de supervivencia de las variables, con el fin de poder verificar el orden cuando
las integrales incompletas de las funciones de supervivencia no tienen expresién explicita
y no se verifica el orden hr. Sin embargo, las funciones de supervivencia tampoco tienen
expresion explicita en muchas ocasiones, como las familias normal o gamma. Siguiendo
los argumentos dados en el Teorema 2.3 de Metzger y Riischendorf (1991), es posible
probar que si X e Y tienen funciones de distribucion F' y G continuas y funciones de
densidad f y g, respectivamente, tales que el cociente de las funciones de densidad es
inicialmente decreciente y posteriormente creciente, entonces el cociente de las funciones de
supervivencia tiene el mismo comportamiento. Combinando este resultado con el Teorema
2.2.1, obtenemos un conjunto de condiciones suficientes para el orden mrl en términos de
las funciones de densidad de las variables. Establecemos por lo tanto el siguiente teorema.

Teorema 2.2.9. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funciones de densidad
f vy g, respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y). Si existe un punto xo tal
que g(x)/f(x) es decreciente en x < g y creciente en x > xo, entonces

X Smrl Y.

Este resultado es de gran interés puesto que proporciona un conjunto de condiciones
suficientes para el orden mrl que es posible verificar a partir de las funciones de densidad.
A continuacién se aplica el teorema anterior para ordenar las familias normal y gamma en
el orden mrl.

Ejemplo 2.2.10. Famzlia normal
Sean X ~ N(uy,0%) e Y ~ N(ug,03). A partir la Definicion 1.1.13, si f y g denotan
las funciones de densidad de X e Y, respectivamente, se tiene que

01

1 9 1 9
= — ———@ = — (T — R.
g(:z:)/f(:c) o exp{ 20% (IE Mz) + 20% (x M1> } , para todo x €

Este cociente presentard un extremo relativo st, y solo st, lo presenta su logaritmo. Por lo
que estudiaremos la funcion

ERY: N2
h(z) = (@ QM) - (@ 52) , para todo x € R. (2.4)
0'1 0'2

Esta funcion es una pardbola con vértice en el punto

H2 _ H1

2 2
[L'*_UQ 77
N
93 91

Tomando limites cuando z tiende a 0o en (2.4), se observa que h tiene un minimo en

*

x* st y solo si, o1 < 0. Si suponemos ademds p; < s, aplicando el Teorema 2.2.9,
obtenemos el siquiente resultado.
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Proposicién 2.2.11. Sean X ~ N(pu1,0}) e Y ~ N(ug,03). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:

(i) 1 < po,

(ii) o1 < 03,
entonces X <Y, X € Y y X 2. Y.

En la Figura 2.4 podemos ver un ejemplo del comportamiento del cociente de las den-
sidades y de las supervivencias para X ~ N(2,4) e Y ~ N(4,9). A partir del resultado
anterior las vidas medias residuales quedan ordenadas como puede verse en la Figura 2.5.

800
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g9(x)/ f(x)

400
200 J
0 7 T T
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1.01 4

—10 -8 —6 —4 -2 0

Figura 2.4: Grdficas del cociente de las densidades (arriba) y del cociente de las
supervivencias (abajo) para X ~ N(2,4) e Y ~ N(4,9).

Taylor (1983) probé que si se cumplen las condiciones de este resultado sobre los pardme-
tros, entonces X <.« Y. Con la condicién suficiente que hemos establecido para el orden
mrl en términos de las funciones de densidad se prueba que, en realidad, las variables se
ordenan en este criterio més fuerte que el orden icx.
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20

Figura 2.5: Grdfica de las vidas medias residuales para X ~ N(2,2) e Y ~
N(4,3).

Ejemplo 2.2.12. Familia gamma
Sean X ~ G(ay,p1) e Y ~ G(ag, B2). A partir la Definicion 1.1.15, si f y g denotan
las funciones de densidad de X e Y, respectivamente, se tiene que

g(x)/f(x) = %xazm exp {£ — ﬁ} . para todo x > 0.
2

De nuevo tomando logaritmos, estudiaremos el comportamiento de la funcion

h(z) = (g — o) In(x) — é + %, para todo x > 0. (2.5)

St derivamos para obtener los extremos relativos de esta funcion, se prueba fdcilmente que
el extremo relativo se alcanza en el punto

Q2 — O
-1 _ 1
B2 B1

Tomando limites cuando x tiende a +00 y a 0 en (2.5), se obtiene que h tiene un minimo
en x* si, y solo si, aq > ag y Po > 1. Si ademdas suponemos E(X) = oy < E(Y) = g3,
aplicando el Teorema 2.2.9 obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.13. Sean X ~ G(ay, 1) e Y ~ G(ag, £2). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:
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(i) aq > ag,
(i) B2 > B,
(i) a1By < aafa,
entonces X <Y, X € Y y X 20 Y.

En la Figura 2.6 podemos ver un ejemplo del cociente de las densidades y de las super-
vivencias para X ~ G(3,1) e Y ~ G(2,3/2). De nuevo, a partir del resultado anterior, las
vidas medias residuales quedan ordenadas como puede verse en la Figura 2.7.

g(x)/ f(x)

Figura 2.6: Grdficas del cociente de las densidades (arriba) y del cociente de las
supervivencias (abajo) para X ~ G(3,1) e Y ~ G(2,3/2).

De la misma forma que se argumenté en el Ejemplo 2.2.6, para esta familia también se
mejora un resultado de Lisek (1978).
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Figura 2.7: Grdfica de las vidas medias residuales para X ~ G(3,1) e Y ~
G(2,3/2).

Observacién 2.2.14. Ndtese que bajo transformaciones crecientes de las variables aleato-
rias, el comportamiento del cociente de las funciones de supervivencia es el mismo que el de
las variables transformadas. El razonamiento para probarlo es el siguiente. Consideremos
primero una funcion real estrictamente creciente ¢. Fs fdcil ver que para cada x € R, se
tiene que {Pp(X) < 2} = {X < ¢ H2)} y {d(Y) < 2z} = {Y < ¢~ x)}. Por lo tanto,
Plp(X) > 2] = F(¢p~'(z)) y P[p(Y) > x] = G(¢~4(2)). Si ¢ es simplemente creciente, el
resultado se sigue a partir de la aproximacion de la funcion por funciones estrictamente
crecientes, ya que toda funcion creciente es limite de combinaciones lineales de funciones
estrictamente crecientes.

A partir de la Proposicién 2.2.11 y de la observacién anterior, podemos establecer
condiciones sobre los parametros de la familia lognormal para ordenarla en el orden mrl.

Ejemplo 2.2.15. Famzlia lognormal

Sean X ~ LN(uy,0?) e Y ~ LN(p2,02). Puesto que X = exp{X'} eY = exp{Y'},
donde X' ~ N(uy,0%) e Y' ~ N(ug,03), respectivamente, podemos establecer el siguiente
resultado.

Proposicién 2.2.16. Sean X ~ LN(u,0}) e Y ~ LN (p2,03). Si se cumplen las siguien-
tes desigualdades:

(i) 1 < po,
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(’LZ) 01 < 09,
entonces X <gm Y, X €. Y y X Z?n. Y.
Observar que bajo (i) y (i) se verifica E(X) < E(Y).

Al igual que en los ejemplos anteriores, este resultado mejora el de Lisek (1978) que
establece el orden creciente convexo entre las variables, bajo las mismas condiciones sobre
los parametros.

2.2.2. Generalizacion del resultado principal

A continuacién, proporcionamos una generalizacion del resultado principal de este
capitulo, el Teorema 2.2.1. Consideramos el caso en el que el nimero de extremos rela-
tivos del cociente de las funciones de supervivencia es mayor que uno. Aunque podemos
encontrar aplicaciones de este resultado, éste tiene mayor interés desde un punto de vista
tedrico. La principal razon es que se necesitan conocer las funciones vida media residual
de las variables en determinados puntos para aplicar el teorema.

Teorema 2.2.17. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia F
y G y funciones vida media residual m y 1, respectivamente y medias finitas. Supongamos
que G(x)/F(x) tiene n > 1 extremos relativos en los puntos —co < 11 < T9g < -+- < T, <
max (ux, uy ). Entonces X <Y si, y solo si, se satisface uno de los siguientes conjuntos
de condiciones:

i) El nimero de extremos relativos es par, n = 2m, siendo x1 un mdximo y para j =
1,...,m se cumplen las desigualdades

m(wg;-1) < U(w25-1).

ii) El nimero de extremos relativos es impar, n = 2m + 1, siendo x1 un minimo, para
7 =1,...,m se cumplen las desigualdades

m(za;) < U(w)
y ademds E(X) < E(Y).

Demostracion:

La implicacién directa es trivial, ya que si se verifica el orden mrl en todos los puntos
donde F(x),G(z) > 0, en particular se verificard en un subconjunto de puntos. Considere-
mos ahora el reciproco, veamos que bajo las condiciones i) o ii) se tiene que X <, Y.

Definimos la funcién é(x) como sigue

5(z) = / +°° (@(m ~Fw

Ql

)

ol
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Nétese que §(z) = G(z)(I(x) — m(z)), por lo que la condicién §(z) > 0, para todo
r tal que F(x),G(z) > 0 es equivalente a X <, Y. Para demostrarlo, veremos que el
comportamiento de la funcién d(z) es opuesto al del cociente de las funciones de super-
vivencia, es decir, la funcién 6(z) es creciente en los tramos donde el cociente G(z)/F(x)
es decreciente y viceversa. Por lo tanto bastard con que la funcién 6(z) sea positiva en los
puntos minimos para demostrar que es positiva. Veamos que efectivamente la funcién §(z)
es creciente (decreciente) en los subintervalos donde el cociente G(x)/F(z) es decreciente
(creciente).

Consideremos un intervalo (x;,7;11) donde el cociente G(z)/F(x) es creciente y 7 < y

pertenecientes a ese intervalo. En este caso se tiene que

Eg) du + /y - (E(u) ~ F(u)

Ql
Ql

5z) = / ’ (E(u) —F(u) (@) du

(@)
zém(am—ﬂmgg

donde las dos desigualdades se siguen del crecimiento del cociente G(z)/F(x). Por tanto,
§(z) es decreciente en los subintervalos donde el cociente G(z)/F(z) es creciente. De la
misma forma invirtiendo las desigualdades obtenemos que §(z) es creciente en los subin-
tervalos donde el cociente G(z)/F(x) es decreciente. Por lo tanto, bastara pedir que §(x)
sea positiva en los puntos minimos, los cuales variaran teniendo en cuenta si el nimero
de extremos relativos es par o impar de acuerdo con la distincién hecha en el enunciado
del teorema. Para concluir, falta ver qué ocurre en los intervalos (—oo,x;) v (z,,00). En
ambos casos, n = 2m y n = 2m + 1, el cociente G(x)/F(z) es creciente en z > x,,, por lo
que el integrando es positivo y trivialmente se cumple que d(x) > 0.

En el intervalo (—oo,z;), tenemos que distinguir entre el caso de nimero de extremos
relativos par e impar. Si el nimero de extremos relativos es par, la funcién §(z) tiene
un minimo en xq, por lo que si en z; es positiva lo serd en el intervalo (—oo, 1) y por
lo tanto X <, Y. Si el ntimero de extremos relativos es impar la funcién d(x) tiene
un maximo en z1, por lo que necesitamos que lim,_, ., d(x) sea positivo para que lo sea
en el intervalo (—oo, z). La desigualdad se sigue de la ordenacién de las medias ya que
lim, o d(x) = lim,,_(l(z) —m(z)) = E(Y) — E(X) >0y por lo tanto X <., Y. W

ol
ol

Ql

el

)duzaw,

Vemos a continuacién un ejemplo donde se verifican las condiciones descritas en el
apartado i) del teorema anterior.

Ejemplo 2.2.18. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de supervivencia

F(z) = = (exp{—30z} + exp{—2z}), para todo z > 0

N —

G(z) = = (exp{—10z} + exp{—z}), para todo x > 0,

N | —
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respectivamente. En la Figura 2.8 tenemos las grificas del cociente de las supervivencias
y de las vidas medias residuales. En este caso el cociente de las funciones de superviven-
cta tiene dos extremos relativos y en el punto mdximo las vidas medias residuales estdan
ordenadas, por tanto se verifica el orden vida media residual de las variables.

0.84

0.64

0.4 /

Figura 2.8: Grdficas del cociente de las supervivencias (arriba) y de las vidas
medias residuales (abajo), para X eY dadas en el Ejemplo 2.2.18.

m(z)

2.3. Condiciones suficientes para el orden mit

2.3.1. Resultados generales

Como vimos en el Capitulo 1, se define el orden mit andlogamente al orden mrl. Recor-
damos que dadas dos variables aleatorias X e Y con funciones de distribucién continuas F’
y G, respectivamente, se dice que X <. Y si

E(x — X|X <z) > FE(x—-Y|Y <), para todo z tal que F(z),G(z) > 0.
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En muchas ocasiones, las esperanzas que aparecen en la definicién no tienen expresién
explicita, por lo que no es fécil verificar el orden. A partir de (1.20), se tiene que el orden
rhr es una condicién suficiente para el orden mit, pero éste no siempre se verifica. El
objetivo de esta seccion sera dar condiciones suficientes para el orden mit en términos del
comportamiento del cociente de las funciones de distribucién, siguiendo el esquema de la
seccién anterior para el orden mrl. Veamos el teorema principal de esta seccién.

Teorema 2.3.1. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y G,
respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y'). Si existe un punto min{lx,ly} <
xo tal que G(z)F(y) < G(y)F(x), para v < y < xo, y G(z)F(y) > G(y)F(z), para
zg < x <y, entones

X <t Y.

Demostracion:
Por hipétesis, tenemos que G(u)F(z) < G(x)F(u), para todo min {lx,ly} <u <z <
To. Integrando respecto a u la desigualdad anterior se tiene que

F(:):)/ G(u)du < G(x)/ F(u)du, para todo min{lx,ly} <z < z,
o equivalentemente

E((z — X))
F(z)

E((x-Y))
G(x)

> , para todo min{lx,ly} <z < x. (2.6)

Consideremos ahora xy < x < y. Por hipétesis tenemos que G(x)F(y) > G(y)F(x).
Tomando limites cuando y tiende a 400 obtenemos que

F(z) < G(z), para todo x > x, (2.7)

lo que es equivalente a que méx{z, X} >4 méx{z, Y}, para todo x > (. A partir de (1.14)
se tiene que
E(méx{z, X}) > E(max{x,Y}), para todo x > x.

Observando que (x — X), = méx{x, X} — X (y andlogamente para Y') se sigue de la
ultima desigualdad que

E((z—X)y +X)>E((zx—=Y)y +Y), para todo x > xo.

Puesto que estamos suponiendo que E(X) < E(Y), debe cumplirse F((z — X),) >
E((x —Y),), para todo x > xy y combinando esta tltima desigualdad con (2.7) se tiene

que
E((x—X)y) _ E(z=Y)4)

F(x) G(x)

Combinando (2.6) y (2.8) se llega al resultado.

, para todo x > xy. (2.8)

>
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Las hipétesis del teorema anterior se pueden reescribir en términos del cociente H(z) =
G(x)/F(x). En particular, se dardn las condiciones anteriores si, y sélo si, H(x) tiene
un unico extremo relativo en zy, siendo zy un maximo. Esta propiedad puede verificarse
en este caso en términos del grafico P — P. La funcién H(x) es inicialmente creciente y
posteriormente decreciente si, y solo si, el epigrafo del grafico P — P es estrellado respecto
al origen, desde el origen hasta (F(zg), G(z¢)), y antiestrellado respecto al origen, desde
(F(x0),G(xg)) hasta el punto (1, 1). Esta condicién se puede reescribir en términos de los
puntos de cortes de las funciones razén de fallo inversas de las variables aleatorias. Para
probarlo basta reescribir la monotonia del cociente de las funciones de distribucién en
términos del signo de su derivada. Podemos entonces establecer el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funciones razon de
fallo inversas 7 y S, respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y). Si existe un
punto o tal que 7(x) < §(x), para todo min{lx,ly} < x < xq tal que G(x),F(x) > 0y
7(z) > 5(z), para todo x > xq tal que G(x), F(x) > 0, entonces

X Smit Y.

El enunciado del teorema anterior conlleva implicitamente que las variables no se orde-
nan en el orden rhr, por lo que los tiempos de inactividad no se ordenan en el orden st (ver
Teorema 1.2.27). Sin embargo, los tiempos medios de inactividad si se ordenan. Por lo que,
en cierto sentido, podemos seguir comparando los tiempos de inactividad de las variables.

Como ya se argumentd en la seccion anterior, puesto que en muchas ocasiones no
se dispone de una expresion explicita para las funciones de distribucién de las variables
aleatorias, seria de gran interés dar condiciones suficientes para el orden en términos de las
funciones de densidad de las variables. La propiedad de que el cociente de las funciones de
densidad tenga un extremo relativo implica que el cociente de las funciones de distribucién
también lo tenga (ver Metzger y Riischendorf, 1991). Combinando esta propiedad con el
Teorema 2.3.1, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.3. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funciones de densidad
I v g, respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y'). Si existe un punto o tal
que g(x)/f(x) es creciente en x < xy y decreciente en x > xq, entonces

X Smit Y.

Si consideramos dos variables aleatorias pertenecientes a la familia normal, a partir
del Ejemplo 2.2.10 podemos establecer condiciones sobre sus parametros para que dichas
variables se ordenen en el orden mit. Para ello, basta con invertir las desigualdades relativas
al extremo relativo, el cudl debe ser un méximo en lugar de un minimo, manteniendo la
condicién de la ordenacién de las medias que se necesita en el mismo sentido. Establecemos
entonces el siguiente resultado.

Proposicién 2.3.4. Sean X ~ N(u1,01) e Y ~ N(ug,02). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:
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(i) 11 < pio,
(ii) o1 > 09,
entonces X <pi Y, X L Y y X P Y.
De la misma forma podemos establecer el resultado anédlogo al Ejemplo 2.2.12.

Proposicién 2.3.5. Sean X ~ G(ay,p1) e Y ~ G(ag, fa). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:

(i) a1 < as,
(i) B2 < Bi,
(i) 1B < asfa,
entonces X <pi Y, X L Y y X 2 Y.

En el siguiente ejemplo consideramos la familia Weibull que ordenamos a través del
teorema de las densidades, en lugar de aplicando el teorema principal como hicimos con el
orden mrl. La razén es que la expresién de las funciones de distribucién complica el estudio
de la monotonia del cociente de dichas funciones, siendo mucho mas sencillo el estudio del
cociente de las funciones de densidad como veremos a continuacion.

Ejemplo 2.3.6. Familia Weibull. Sean X ~ W (ay, 1) e Y ~ W(ag, f2), estudiaremos
la monotonia del logaritmo del cociente de las funciones de densidad

B1 B2 B1
h(z) = log 9(2) = log a; + (Ba — 1) logz — (£> + (i) , para todo z € (0, 00).
2 «

f(ZE) (0% 2 aq
Esta funcion tendrd un extremo relativo si, y sélo st,
T B2 T B1
zh'(x) = By — 1 — Po (—) + 5y (—) =0, para todo x € (0, 00),
Q9 (5]

ya que las variables son no negativas. Esta funcion es una pardbola con un mdximo si
B1 < B, siendo lim, o xh'(x) = Po — f1 > 0 y lim,_, o xh/'(x) = —o0, por lo tanto tiene
un cambio de signo con la secuencia +, —, o equivalentemente el cociente de las funciones
de densidad tiene un mdrimo, por lo tanto podemos establecer el siquiente resultado.

Proposicién 2.3.7. Sean W(ay,51) e Y ~ Wi(ag, fa). Si se cumplen las siguientes de-
sigualdades:

(i) B < P2,
(i) BE(X)=al'(1+1/81) <al'(1+1/8:) = E(Y),
entonces X <piw Y, X L Y y X 2 Y.
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Puesto que la condicion sobre las medias es tanto suficiente como necesaria y los
pardmetros de forma van a estar ordenados en uno u otro sentido, mo es posible mejo-
rar las condiciones sobre los pardmetros mediante los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2. Es decir,
aparte de las situaciones en las que no se dispone de expresion explicita para las funciones
de distribucion, el Teorema 2.3.3 es de gran utilidad para facilitar el estudio en algunos
casos.

2.3.2. Generalizacion del resultado principal

A continuacién, damos una generalizacion del resultado principal de esta seccion, el
Teorema 2.3.1. Consideramos el caso en el que el nimero de extremos relativos del cociente
de las funciones de distribucién es mayor que uno. Aunque podemos encontrar aplicaciones
de este resultado, éste tiene mayor interés desde un punto de vista tedrico. De nuevo, la
principal razén es que se necesitan conocer las funciones tiempo medio de inactividad de
las variables en ciertos puntos para aplicar el teorema.

Teorema 2.3.8. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones de distribucion conti-
nuas F' y G, funciones tiempo medio de inactividad m y l~, respectivamente y medias finitas.
Supongamos que G(x)/F(x) tiene n > 1 extremos relativos en los puntos min(lx,ly) <
T <Xy < --- <@y < +00. Entonces se verifica X <ny Y si, y solo si, se satisface uno de
los siguientes conjuntos de condiciones:

i) El numero de extremos relativos es par, n = 2m, siendo x, un minimo, y para
7 =1,...,m se cumplen las desiqualdades

(@) > (x25).

ii) El nimero de extremos relativos es impar, n = 2m + 1, siendo x, un mdzimo, para
j=1,...,m se cumplen las desiqualdades

m(ze;) > 1)
y ademds E(X) < E(Y).

Demostracion:

La implicacién directa es trivial, ya que si se verifica el orden mit en todos los puntos
tales que F'(x),G(x) > 0, en particular se verificard en un subconjunto de puntos. Consi-
deremos ahora el reciproco, veamos que bajo las condiciones i) o ii) se tiene que X <, Y.

Definimos la funcién 6(z) como sigue

5(z) = / ' <G(u) - F(uﬁg) du.

—0oQ

Nétese que 8(z) = G(x)(I(x) — m(z)), por lo que la condicién §(z) < 0, para todo z tal
que F(x),G(x) > 0, es equivalente a X <,,;; Y. Para demostrarlo, veremos que el compor-
tamiento de la funcién §(z) es opuesto al del cociente de las funciones de distribucién, es
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decir, 0(z) es decreciente en los intervalos donde G(z)/F(z) es creciente y viceversa. Por
lo que serd suficiente que 0(z) sea negativa en sus puntos maximos para concluir. Veamos
que efectivamente la funcién 0(x) es decreciente (creciente) en los subintervalos donde el
cociente G(x)/F(z) es creciente (decreciente).

Consideremos un intervalo (z;,z;+1) donde G(z)/F(x) es creciente y = < y pertene-
cientes a dicho intervalo. En este caso se tiene que

5y) = / ’ (G(u) _ F(u)%) du + /_ OO (G(u) _ F@)%) du

< / ' (G@) - F(u)%> du < 8(x),

oo F(y)

donde ambas desigualdades se siguen del crecimiento del cociente G(z)/F(z). Por lo que
d(z) es decreciente en los subintervalos donde el cociente G(x)/F(x) es creciente. De la
misma forma invirtiendo las desigualdades obtenemos que §(z) es creciente en los subin-
tervalos donde el cociente G(x)/F(x) es decreciente. Por lo tanto, bastara pedir que 6(z)
sea negativa en lo puntos maximos, los cudles variaran teniendo en cuenta si el niimero
de extremos relativos es par o impar de acuerdo con la distincién hecha en el enunciado.
Para concluir, sélo falta por ver qué ocurre en los intervalos (—oo, z1) y (x,,00). En ambos
casos, n = 2my n = 2m+ 1, el cociente G(x)/F(x) es creciente en x < x4, por lo que el
integrando es negativo y trivialmente se cumple §(z) < 0.

En el intervalo (x,,00) tenemos que distinguir entre el caso de nimero de extremos
relativos es par e impar. Si el nimero de extremos relativos es par la funcién §(x) tiene un
maximo en x,, por lo que si la funcién es negativa en z,, lo seréd en el intervalo (z,,00) y
por lo tanto X <,;;; Y. Si el nimero de extremos relativos es impar la funcién 6(x) tiene un
minimo en x,, por lo que necesitamos que la funcién termine negativa, lim, ., d(z) < 0,
lo cudl se verifica ya que i, s 6(z) = 1m0 (I(z) — m(z)) = E(X) — E(Y) <0y por
lo tanto X <,; Y. [ |



Capitulo 3

Condiciones suficientes para los
Ordenes ttt y dttt

3.1. Introducciéon

Como se vio en el Capitulo 1, Hu, Wang y Zhuang (2012) definieron, para una variable
aleatoria X, la transformada Tx(p) para dar una definicién del orden ttt que permita
comparar dos variables aleatorias cualesquiera, es decir, no necesariamente no negativas.
Recordamos que dadas dos variables aleatorias X e Y con medias finitas, se dice que
X < Y, si

Tx(p) < Ty (p), para todo p € (0,1).

Como se comenté en el Capitulo 1, este orden no tiene una interpretacién clara, siendo
uno de los objetivos de esta memoria dar una interpretaciéon que permita aplicarlo tanto
en fiabilidad como en riesgos.

Para ello, reescribimos en primer lugar la transformada Ty (p). Puesto que min{z,t} =
x — (x —t)4, a partir de la Definicién 1.1.12 se tiene que

E(min{X, F(p)}) = E(X) — E(X — F(p)+) = Tx(p)-

Por lo tanto, se tiene que el orden ttt es equivalente a la comparacién de las medias de
las variables aleatorias min{X, F~'(p)} y min{Y, G~1(p)}, para todo p € (0,1), es decir,

X < Y & E(min{X, F'(p)}) < E(min{Y,G*(p)}), para todo p € (0,1). (3.1)

Ahora si podemos dar una interpretacion de esta funcion en fiabilidad y riesgos. En
fiabilidad, como dijimos en el Capitulo 1, es comun utilizar técnicas de “burn-in”para
eliminar fallos tempranos. Consideremos que las unidades se ponen en funcionamiento
antes de salir a la venta, hasta que el 100p % de las unidades falle, entonces el tiempo de
vida esperado de las unidades que no salen a la venta viene dado por E(min{X, F~(p)}).
En teorfa de riesgos, en el contexto de los reaseguros, si el pleno es F~'(p), entonces
E(min{X, F~(p)}) es el promedio de las reclamaciones que paga la empresa aseguradora.

59
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La comparacién de las variables aleatorias min{X, F~!(p)} y min{Y, G *(p)} también
aparece en el orden st. En concreto, el Teorema 1.2.2 establece que X <y Y si, y sélo
si, se verifica min{X, F~!(p)} <g min{Y,G7*(p)}, para todo p € (0,1). Este resultado
nos lleva a plantearnos si se puede caracterizar de forma analoga el orden ttt mediante
la comparacién, en algtin orden estocdstico, de las variables aleatorias min{X, F~1(p)} y
min{Y, G~*(p)}. En la Seccién 3.2 damos respuesta positiva a esta cuestion.

Por otro lado, y siguiendo el esquema de trabajo del capitulo anterior, nos planteamos
si es posible obtener condiciones suficientes para el orden ttt cuando el orden st no se da,
ya que el orden st es condicién suficiente para el orden ttt (ver (1.28)). Estas condiciones
seran de gran utilidad en aquellas situaciones en las que no existe expresion explicita para
las transformadas Tx y Ty y el orden st no se verifica. En la Seccién 3.2 también se
presentaran todos los conjuntos de condiciones suficientes que hemos conseguido establecer
para el orden ttt asi como ejemplos donde se aplican, incluyéndose también una subseccion
donde se presentan generalizaciones de estos resultados y otra subseccién dedicada a la
comparacion de estadisticos ordenados generalizados en este orden. En la Seccién 3.3 se
desarrolla el mismo estudio de la seccién anterior para el orden dual del orden ttt.

3.2. Resultados para el orden ttt

3.2.1. Caracterizacion del orden ttt

En esta seccién presentamos el teorema que caracteriza el orden ttt a través de la
ordenacién en el orden creciente céncavo de las variables aleatorias min{X, F~'(p)} y
min{Y,G~!(p)}. El resultado que hemos obtenido es el siguiente.

Teorema 3.2.1. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G~ 1,
respectivamente y medias finitas. Si lim, o+ (G™'(p) — F~'(p)) es finito, entonces X <y Y
st, y sdlo si,

min{X, F~(p)} <iey min{Y,G*(p)}, para todo p € (0,1).

Demostracion:
Supongamos primero que

min{X, F(p)} <iew min{Y,G*(p)}, para todo p € (0,1).

Por la preservacién de las medias por el orden icv y por (3.1), se tiene que X <y Y.
Supongamos ahora que X < Y, probaremos que

min{X, F(p)} <iew min{Y,G*(p)}, para todo p € (0,1).

Dado p € (0,1), denotaremos por £, " y G, las funciones cuantiles de min{X, F~'(p)}
y min{Y, G~*(p)}, respectivamente. A partir de la caracterizacién del orden creciente cénca-
vo dada en el Teorema 1.2.13, bastara probar que

q q
/0 Fy (u)du < /0 @, (u)du, para todo g € (0, 1).
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Tendremos que distinguir los casos p < q y p > ¢, puesto que las expresiones de las
funciones cuantiles de las variables minimo cambian en cada caso.
Consideremos p > ¢ en primer lugar. Por (1.13) se da la siguiente igualdad

[ [ o= [ @t [

De acuerdo con el Teorema 1.2.51 y dado que lim, o+ (G~*(p) — F~*(p)) es finito, se
tiene para todo g € (0,1) que
1 1 1 P
T (G Mu) — F " (u)) du > lim —— (G (u) — F(u)) du = 0.
—4Jo 0
Por lo tanto . .
-1 -1
/0 G, (u)du — /0 F (u)du > 0, para todo p > g. (3.2)

Consideremos ahora p < ¢ < 1. En este caso, de nuevo por (1.13), se tiene que la
funcion

0 = [ [
- /0 “w) = FN(w) du+ (g = p) (G7H(p) = F~'(p))

es lineal en ¢ € [p, 1). Claramente

'y
Hpp) = [ (67w~ F () du>0,
0
como hemos visto previamente y

I H(p.q) = Elmin{y. G~ (9)}] ~ Elmin{X, F~(9)}] 2 0

donde la desigualdad se sigue trivialmente de la hipdtesis X <y Y. Por lo tanto H(p, q) >
0, para todo ¢q € [p, 1), o equivalentemente,

/ G, (u)du > / E ! (u)du, para todo g € [p,1). (3.3)
El resultado se sigue combinando (3.2) y (3.3). |

Esta caracterizacién revela la verdadera naturaleza de la ordenacién que se establece
mediante el orden ttt: la comparacién en el sentido del orden creciente céoncavo de las
variables aleatorias min{X, F~!(p)} y min{Y,G"'(p)}. Por lo tanto el orden ttt puede ser
utilizado en cualquier contexto donde el principal interés sea la comparacion de las colas
inferiores.

Este resultado también muestra las similitudes entre el orden ttt y otros érdenes como
el ew, que puede ser caracterizado por la ordenacién en el orden creciente convexo de las

variables (X — F~'(p))y vy (Y — G7Y(p))+-
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3.2.2. Condiciones suficientes para el orden ttt

En esta subseccion establecemos conjuntos de condiciones suficientes para el orden ttt,
asi como ejemplos donde se pueden aplicar estas condiciones. La motivacién del estudio
es la misma que en el capitulo anterior. Existen situaciones en las que no se verifica el
orden st de las variables en ningin sentido y no se dispone de expresion explicita para las
transformadas Tx v Ty, por lo que no resulta sencillo verificar analiticamente el orden ttt.
El objetivo sera dar conjuntos de condiciones suficientes para verificar el orden ttt en este
tipo de situaciones.

Teorema 3.2.2. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G2,
respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y). Si existe un punto de corte
po € (0,1) entre las funciones cuantiles tal que G~ (p) > F~1(p), para todo p € (0,py) ¥y
G Y(p) — F~1(p) es decreciente en p € (py, 1), entonces

X < Y.

Demostracion:

Probaremos el resultado a partir de (3.1). Consideremos un valor p € (0,pg). Por
hipétesis G~1(p) > F~Y(p), para todo p € (0,p0), lo que, a partir de (1.13), podemos
reescribir como min{X, FF~1(p)} <y min{Y,G'(p)}, para todo p € (0,py) y a partir de
(1.14) se tiene que

E(min{X, F~*(p)}) < E(min{Y,G*(p)}, para todo p € (0,pp). (3.4)

Consideremos ahora un valor p € [pg, 1) y la variable (X — F~!(p)), vy andlogamente
para Y. La funcién cuantil de esta variable, que denotaremos por Fp}l, viene dada por la
siguiente expresién (ver Belzunce, Hu y Khaledi, 2003)

NP 0 sig <p,
20 ={ paig gy 3555 (39)

Probaremos que (X — F71(p))y >« (Y — G71(p)),, para todo p € (py,1). Por (3.5)
esto es equivalente a probar que

F_l(q) - F_l(p) > G_l(q) - G_l(p), para todo pg < p < g < 1,

lo que es trivial ya que estamos suponiendo que la diferencia de las funciones cuantiles,
G~ Y(p) — F~Y(p), es decreciente en p € (pg,1). Por lo tanto (X — F~(p))y >x (Y —
G~ 1(p)), para todo p € (po, 1) y, a partir de (1.14), se tiene que

E((X = F}p))+) = E((Y — G™'(p))+), para todo p € (po, 1).

Combinando la hipétesis F(X) < E(Y) y la igualdad min{x,t} = x — (x — ¢); con la
desigualdad anterior, se tiene que

E(min{F~(p), X}) < E(min{G*(p),Y}), para todo p € (po,1). (3.6)
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El resultado se sigue combinando (3.4) y (3.6). |

Veamos a continuacién un ejemplo donde se aplica este teorema para ordenar la familia
normal. Aunque esta familia no suele ser de gran utilidad en el contexto de fiabilidad,
consideramos este caso por dos razones. En primer lugar, a partir de resultados que se
encuentran en la literatura y el teorema que acabamos de dar, es sencillo establecer un
resultado para ordenar esta familia en el orden ttt. En segundo lugar, es un ejemplo donde
las variables aleatorias no son no negativas. Mas tarde focalizaremos la atencién en variables
aleatorias no negativas, las cudles son de mayor interés en el contexto de fiabilidad.

Ejemplo 3.2.3. Famzilia normal

Sean X ~ N(p1,02) e Y ~ N(ug,03) tales que py < po y 02 > 03. Si denotamos sus
funciones cuantiles por F~1 y G~, respectivamente, es conocido que si 0’% > U%, entonces
G (p) — F~Y(p) es decreciente. Adicionalmente, si o3 > o3, entonces F~' y G™! tienen
un punto de corte py € (0,1) tal que G™1(p) > F~(p), para todo p € (0,po) (ver Taylor,
1983). Por el teorema anterior, podemos establecer el siquiente resultado.

Proposicién 3.2.4. Sean X ~ N(uy,0%) e Y ~ N(ua,03). Si se cumplen las siguientes
desiqualdades:

(i) 1 < pa,
(ZZ) o1 > 09,
entonces X < Y, X €o Y y X 24 Y.

La Figura 3.1 ilustra dicha situacion para X ~ N(2,9) e Y ~ N(3,4). El computo de
las transformadas T y Ty se ha realizado numéricamente mediante simulacion, puesto
que no presentan expresion explicita en este caso. Notese que en el caso de iqualdad de
varianzas, cr% = O’%, sty < pg, entonces X <y Y y trivialmente se tiene que X <y Y.

Veamos ahora ejemplos de variables aleatorias no negativas. Consideramos en primer
lugar la familia Davies.

Ejemplo 3.2.5. Familia Davies
Sean X ~ D(A,601,C1) e Y ~ D(Ag,05,C5). Supondremos 01,05 < 1 para que las
medias sean finitas, donde E(X)=C1B(1+ A,1—=0;) y E(Y)=CyB(1+ X\, 1— 65).
En este caso estudiaremos la monotonia del cociente de las funciones cuantiles, puesto
que facilita los cdlculos y veremos que es suficiente para llegar a una conclusion. Equiva-
lentemente, tomando logaritmos sobre el cociente de las funciones cuantiles, estudiaremos
la funcion

H(p) = (A2 — A1) log(p) — (02 — 01) log(1 — p).

FEs facil probar que si \y > Ay y 01 > 0y, entonces H(p) es decreciente enp € (0,1), sien-
do lim,, o+ G (p)/F~(p) = 400 y lim, ;- G *(p)/F~'(p) = 0, por lo que la grifica del



3.2. Resultados para el orden ttt 64

P

Figura 3.1: Grdficas de la diferencia de las funciones cuantiles (arriba) y de las
transformadas Tx y Ty (abajo), para X ~ N(2,9) e Y ~ N(3,4).

cociente de los cuantiles corta a la rectay = 1, es decir, existe un punto py tal que G™*(p) >

F~Y(p), para todo p € (0,py). Puesto que F~'(p) — G~ (p) = G~ (p)(F~(p)/G(p) — 1),
tenemos que F~(p) — G™Y(p) es creciente en el intervalo [py, 1), al ser producto de dos
funciones crecientes y positivas. Por lo tanto, si E(X) = C1B(1+ A\,1—0;) < E(Y) =
CoB(1+ Xy, 1 — 0,), entonces X <y Y pero X £ Y y X Z« Y. La Figura 3.2 muestra
un ejemplo de esta situacion para X ~ D(2,3/4,1) e Y ~ D(1,1/4,4). Podemos entonces
establecer el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.6. Sean X ~ D(A\,01,C1) e Y ~ D(Ag,0,,Cs) tales que 64,05 < 1. Si
se cumplen las siguientes desiqualdades:

(7/) )\1 Z )\2;
(”) 91 2 92;
(iii) B(X)=CB(1+A,1—6) <E(Y)=CB(1+ A, 1 — ),
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entonces X < Y, X L€ Y y X 24 Y

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

2.54

Figura 3.2: Grdficas de la diferencia de las funciones cuantiles (arriba) y de las
transformadas Tx y Ty (abajo), para X ~ D(2,3/4,1) e Y ~ D(1,1/4,4).

En algunas situaciones la diferencia de las funciones cuantiles es inicialmente crecien-
te y posteriormente decreciente, siendo esta propiedad una herramienta de gran interés
para verificar el conjunto de condiciones del teorema anterior. Por lo que, a pesar de ser
una condicién més restrictiva que la que aparece en el enunciado del teorema anterior, el
corolario que damos a continuacion tiene gran interés.

Corolario 3.2.7. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F LyGt
)

respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y'). Si lim, o+ (G~ 1( )— F ' (p
0, lim, - (G *(p) — F*(p )) < 0 y existe un punto py € (0,1) tal que G~ (p) — F~1(p) es
creciente en p € (0,po) y G~ H(p) — F~1(p) es decreciente en p € (po, 1), entonces

|\/\

X < Y.
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Observacion 3.2.8. En el caso en que F' y G sean continuas, la condicion del corolario
anterior para G~ (p) — F~*(p), puede ser escrita en términos de G~ (F(z)) — z, es decir,
G~ Y(p)— F~1(p) es inicialmente decreciente y después creciente si, y sélo si, G (F(z))—x
tiene el mismo comportamiento.

A continuacién aplicamos este resultado para ordenar las familias Weibull y Pareto.

Ejemplo 3.2.9. Familia Weibull
Sean X ~ W(ay,81) e Y ~ W(ag, £2). De acuerdo con la observacion anterior, estu-
diamos el comportamiento de la funcion

B1

1 By
H(z) = G (F(2) — 2 = (o) (o%) — x, para todo x > 0.

Derivando, se tiene que si 1 < 3, entonces H(x) alcanza un mdzximo absoluto en el punto

B2
; (a152> P12
r = .
Q23

Puesto que el extremo inferior del soporte de ambas variables es cero, se tiene trivialmente
que
lim, o+ (G~*(p) — F~1(p)) = 0. Por otro lado es fdcil comprobar que

lim, - (G'(p) — F~1(p)) = —o0. Por tanto, si suponemos que E(X) = a;T (%) <

asl (%) = E(Y), entonces X <u Y y ademds X £ Y y X 2« Y. La Figura 3.3

tlustra esta situacion para X ~ W (1, ‘g) eY ~W(2,1). Podemos entonces establecer el

siguiente resultado.

Proposicién 3.2.10. Sean X ~ W(ay, 51) e Y ~ W(ag, B2). Si se cumplen las siguientes
desigualdades:

(1) B1 < o,

(ii) E(X)=al (%) < asl (%) — B(Y),

entonces X <t YV, X s Y y X 24 Y.

Ejemplo 3.2.11. Familia Pareto
Sean X ~ P(ay, k1) e Y ~ P(ag, ko). Dado que las medias deben ser finitas, asumimos
ai,as > 1. Estudiamos el comportamiento de

ko ky

Hip) = G70) = 7 0) = sy — 7=

, para todo x > 0.
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G7l(p) - F~\(p)

P

0.8

Tx

0.4+

Figura 3.3: Grdficas de la diferencia de las funciones cuantiles (arriba) y de las
transformadas Tx y Ty (abajo), para X ~ W (1, 4) eY ~W(2,1).

Derivando observamos que H(p) alcanza un mdzimo absoluto en el punto
1 1

1 <a1k2> (%)

asky

Siempre que a1 < ag y kiay < keay, se tiene que py € (0,1). Combinando las dos
desigualdades, se tiene que lim, .o+ G (p) — F1(p) = ke — k1 > 0 y por otro lado
lim, ;- G™*(p) — F~!(p) = —oo. Bajo el supuesto adicional E(X) = kiay/(ag — 1) <
E(Y) = koas/(az — 1), se tiene que X <y Y y ademds X £« Y y X Z« Y. La Figura 3.4
muestra un ejemplo de esta situacion para X ~ P(2,1) e Y ~ P(3,1.75).

En el caso a1 < ag, kiay > keay y ko > ki la funcion H(p) es decreciente, siendo
ademds inicialmente positiva y lim, ;- G~(p) — F~(p) = —o0. Bajo el supuesto E(X) =
kiay/(an — 1) < E(Y) = kaag/(as — 1), entonces X <y Y y ademds X £ Y y X 24 Y.

Podemos entonces establecer el siguiente resultado.
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Proposicién 3.2.12. Sean X ~ P(aj, ki) e Y ~ P(ag, ko) tales que 1 < a3 < ay y
E(X) = kia1/(ag — 1) < E(Y) = keag/(az — 1). Si se cumplen alguno de los siguientes

conjuntos de desiqualdades:
(Z) k’l(lz < kQCLl,
(ZZ) kiao > koaq Yy ko > kl,

entonces X <t Y, X £ Y y X 24 Y.

—0.25

Ty ,/‘_,_-"'

Tx

P

Figura 3.4: Grdficas de la diferencia de las funciones cuantiles (arriba) y de las
transformadas Tx y Ty (abajo), para X ~ P(2,1) e Y ~ P(3,1.75).

A continuacién exponemos un caso de dos variables aleatorias que no verifican los
conjuntos de condiciones suficientes anteriores pero, sin embargo, se ordenan en el orden
ttt. Este ejemplo motiva la buisqueda de otros conjuntos de condiciones suficientes para el

orden ttt.
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Ejemplo 3.2.13. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~(p) = p

y G (p) = %pQ + % En la Figura 3.5 podemos ver que en este caso no se verifican las
condiciones del Teorema 3.2.2 pero, sin embargo, se da el orden ttt, como puede probarse

analiticamente.

0.3

0.1

G~ (p)—F~'(p)

0.44
Tx

0.34

0.24

Figura 3.5: Grdficas de la diferencia de las funciones cuantiles (arriba) y de las
transformadas Tx y Ty (abajo), para X eY dadas en el Ejemplo 3.2.185.

Establecemos el nuevo conjunto de condiciones suficientes para el orden ttt, de nuevo
bajo el supuesto adicional de que no se verifica el orden st.

Teorema 3.2.14. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G™1,
respectivamente y medias finitas. Si existe un punto de corte py € (0,1) entre las funciones
cuantiles tal que G~ (p) > F~'(p), para todo p € (0,p0) ¥ SUP,eponiF ' (p) — G '(p)} <
E(Y)— E(X), entonces

X < Y-

Demostracion:
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Consideremos un valor p € (0, py). Por hipétesis G~ (p) > F~(p), para todo p € (0,py),
o equivalentemente, a partir de (1.13), se tiene que min{X, F~*(p)} <¢ min{Y,G~'(p)},
para todo p € (0,pg). A partir de (1.14) se obtiene que

E(min{X, F(p)}) < E(min{Y,G"'(p)}), para todo p € (0, po)- (3.7)

Consideremos ahora un valor p € [py,1) y las variables aleatorias max{X, F~(p)} y
max{Y, G~ (p)}. Andlogamente a (1.13), se tiene que la expresién de su funcién cuantil, la
cual denotaremos por prl, viene dada por

_ Flp) si0<qg<p
1 _ )
Fio={ 8 Sasich (53

Por hipétesis G™1(p) < F~'(p), para todo p € (po, 1), lo que es equivalente a que
max{X, F~1(p)} >, max{Y, G (p)}, para todo p € (po, 1), a partir de (3.8). Por lo tanto,
se tiene trivialmente que

E(méx{X, F ' (p)}) > E(max{Y,G*(p)}), para todo p € (po,1).

Por hipétesis sup,e,, n{1F ' (p) =G~ (p)} < E(Y)— E(X), entonces, para todo p € [po, 1),
se tiene que

E(X)+Fp) <EY)+G(p)

y combinando esta desigualdad con la igualdad min{z,t} = x + ¢ — max{x,t} se tiene que
E(min{X, F~*(p)}) < E(min{Y,G*(p)}), para todo p € [py, 1), (3.9)

El resultado se sigue combinando (3.7) y (3.9). |

El ejemplo anterior verifica este nuevo conjunto de condiciones suficientes. En concreto,
el punto de corte de las funciones cuantiles es po = 0.5 y sup,e n{F ' (p) = G (p)} se

alcanza en p = 0.75, donde sup,e,, n{F '(p) =G '(p)} = 3; < E(Y) — E(X) = .

3.2.3. Generalizaciones

En esta subseccion se caracteriza el orden ttt generalizando los teoremas 3.2.2 y 3.2.7.
Consideramos el caso en el que el nimero de extremos relativos de la diferencia de las
funciones cuantiles es mayor que uno. Aunque podemos encontrar aplicaciones de este
resultado, éste tiene mayor interés desde un punto de vista tedrico. La principal razon es
que se necesitan evaluar las transformadas Tx y Ty en ciertos puntos.

Teorema 3.2.15. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~! y
G~ y transformadas Tx y Ty, respectivamente. Si existe un punto py € (0,1) tal que
G~ Y(p) > F~(p), para todo p € (0,po) y G~ (p) — F~L(p) tiene n > 1 extremos relativos
en los puntos pg < p1 < pa < -++ < pp, < 1. Entonces X <y Y s7, y solo si, E(X) < E(Y),
el nimero de extremos relativos es par, n = 2m, siendo p, un mdximo y para j =1,...,m
se cumplen las desigualdades
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Ty (ij—l) < TY(ij—l)-

Demostracion:

La implicacién directa es trivial, ya que si se verifica el orden ttt en todos los puntos,
en particular se verificard en un subconjunto de puntos. Consideremos ahora el reciproco,
veamos que bajo las condiciones del enunciado se tiene que X <, Y. A partir de (3.1) se
sigue que X < Y si, y sélo si,

E(min{Y,G*(p)}) — E(min{X, F'(p)}) > 0, para todo p € (0,1).
A partir de la igualdad E(X) = fol F~(p)dp y de (3.5) se tiene que

E(min{X, F(p)}) = B(X) - / (F~'(q) — F'(p)) dg.

Por lo tanto, verificar si se cumple el orden ttt serd equivalente a estudiar si

E(min{Y,G™(p)}) — E(min{X, F~'(p)}) =

0(p) = E(min{Y,G}(p)}) — B(min{X, F~'(p)}) = E(Y) — B(X) + 6(p).

Tenemos que probar que 5 (p) es positiva para todo p € (0,1). Para probarlo, veremos
que el comportamiento de la funcién §(p) es el mismo que el de la diferencia de las funciones
cuantiles, por lo que también lo es el de la funcién §(p). Veamos que la funcién §(p) es
creciente (decreciente) en los intervalos donde la funcién G='(p) — F~'(p) es creciente
(decreciente).

Consideremos un intervalo (p;, p;y1) donde G=1(p) — F~1(p) es creciente y sean ¢; < ¢y
pertenecientes a dicho intervalo. En este caso se tiene que

5(ar) = / ") — F @) — (@ g) - F\(0))) dg

q1

[ (@) - F ) - 670 - ) de <

q2

IN

[ (6 @)= F ) - 60 - F @) da < 6(as),

q2
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donde ambas desigualdades se siguen del crecimiento de G~'(p) — F~!(p). Equivalente-
mente, se tiene que S(ql) < 0(qs) para todo q; < ¢o tal que ¢, qs € (pi, pi+1). Por lo que
d(p) es creciente en los intervalos donde G~'(p) — F~1(p) es creciente. De la misma forma
invirtiendo las desigualdades, obtenemos que 6(p) es decreciente en los intervalos donde
G~'(p) — F~'(p) es decreciente. Por lo tanto, los puntos minimos de la funcién 6(p) son
los mismos que los de G7'(p) — F~'(p), es decir, los puntos impares serdn los minimos al
ser po,, un maximo. Puesto que las desigualdades que aparecen en el enunciado del teo-
rema son equivalentes a que g(p) > 0 en los puntos minimos, se tiene que 5 (p) > 0, para
todo p € (po, pn). Por otro lado, siguiendo la demostracién del Teorema 3.2.2 se tiene que
la funcién S(p) es positiva en los intervalos (0,pg) y (pn, 1). Por lo que queda probado el
teorema.

Observacién 3.2.16. Obsérvese que en el teorema anterior no es necesario distinguir
el caso en el que el niumero de extremos relativos es par con el impar. La razén es que
st el numero de extremos relativos es impar, tenemos que p1 es un mdrimo, es decir,
la diferencia de las funciones cuantiles es creciente en p € (po,p1), siendo por hipdtesis
G Y(p) > FX(p), para todo p € (0,py). Combinando ambas condiciones se tiene que
G~Y(p) > F~Y(p), para todo p € (0,p1) y podemos reducir este caso al caso en el que el
numero de extremos relativos es par.

Veamos ahora la generalizacion del Corolario 3.2.7.

Teorema 3.2.17. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~' y G~}
y transformadas Tx y Ty, respectivamente. Supongamos que G~(p) — F~Y(p) tiene n > 1
extremos relativos en los puntos 0 < p1 < py < --- < p, < 1. Entonces X <y Y si, y solo
st, BE(X) < E(Y) y se satisface uno de los siguientes conjuntos de condiciones:

i) El nimero de extremos relativos es impar, n = 2m + 1, siendo p, un mdzimo, para
j=1,...,m se cumplen las desiqualdades

Ty (p2;) < Ty (p2))
y ademds lim,_o(G~*(p) — F~*(p)) > 0.

ii) El nimero de extremos relativos es par, n = 2m, siendo p, un mdzimo y para j =
1,...,m se cumplen las desigualdades

Ty (p2j—1) < Ty (p2j-1)-

Demostracion:

La demostracién se sigue trivialmente a partir del teorema anterior con la salvedad de
que tenemos que distinguir el caso en el que el nimero de extremos relativos es par con
el impar. La razén es que los minimos de la funcién 5 (p), definida en el teorema anterior,
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varian teniendo en cuenta este hecho, ya que para que se verifique el orden ttt tenemos
que exigir que el ltimo extremo relativo sea un méximo. En el caso impar, la funcién & (p)
empieza creciendo, por lo que hay que exigirle que empiece positiva, o equivalentemente,
lfmy, (G~ (p) — F~'(p)) = 0.

|

3.2.4. Comparacion de estadisticos ordenados generalizados

La mayoria de resultados sobre ordenacion de estadisticos ordenados generalizados que
se encuentran en la literatura estan dedicados a la comparacién de los mismos en el orden
estocastico usual, el orden cociente verosimilitudes, los 6rdenes razon de fallo y razén de
fallo inverso y el orden en dispersién. Sin embargo, existen muy pocos resultados para
otros érdenes estocésticos como el ttt. En concreto, Kochar, Li y Shaked (2002) dieron
el siguiente resultado. Sean X1,...,X,, e Y7,...,Y,, dos conjuntos de variables aleatorias
iid., st X; <y Y1, entonces min{Xy,..., X,,} <y min{Y3,...,Y,}, en el caso en que
X; e Y] son no negativas. Posteriormente, Li y Yam (2005) probaron que si X; e Y son
no negativas y se verifica max{Xy, ..., X,,} <ut max{Yi,...,Y,}, entonces X; < Yi.
Otros resultados para estadisticos ordenados pueden verse en Li y Shaked (2004) y Wang
(2009) y para estadisticos ordenados generalizados en Qiu y Wang (2007). El objetivo de
esta seccidén es dar nuevos resultados en esta linea de investigacion, los cudles se pueden
combinar con otros ya existentes proporcionando a su vez nuevos resultados. Recordamos
a continuacién un resultado de Barlow y Proschan (1975) que usaremos a lo largo de esta
subseccion.

Lema 3.2.18. Sea W una medida sobre el intervalo (a,b) no necesariamente no negativa,
donde —o0 < a < b < +00. Sea h una funcion no negativa definida sobre el intervalo (a,b).

a) Si ftb dW(u) > 0, para todo t € (a,b) y h es creciente, entonces fab h(uw)dW (u) > 0,
para todo t € (a,b).

b) Si f; dW(z) > 0, para todo t € (a,b) y h es decreciente, entonces f; h(uw)dW (u) > 0,
para todo t € (a,b).

El siguiente teorema se sigue trivialmente a partir del Teorema 3.9 de Belzunce, Mer-
cader y Ruiz (2005), el cudl también se aplicara en esta memoria.

Teorema 3.2.19. Sean (X nmk)s-- > Xmmak) ¥ (X@pmk)s - X kry) dos vecto-
res de estadisticos ordenados generalizados basados en una misma funcion de distribucion
continua F' con pardmetros k ym;, i=1,...,n—1y Kk ym], i=1,...,n—1, respectiva-
mente. Si k> kK ym; >mj, parai=1,...,n—1, entonces Xrnmr) st X(rnm k')-

Presentamos en primer lugar el teorema principal de esta seccién.
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Teorema 3.2.20. Sean [,n € N, my > mg > -+ > Muygeqiny—1 € R y m; > —1, para todo
i. Denotamos por X jm; k) € Y(ijm, k) l0S i-€simos estadisticos ordenados generalizados
basados en dos funciones de distribucion continuas F' y G, respectivamente, con extremos
inferiores del soporte finitos e iguales, que denotaremos por a, donde el tamano de muestra,
J, esn o1 5 exviste 1 <r < n tal que Xirp i, k) Sttt Y(rn,mn,k), entonces

Xs k) St Y(smk), paratodo s <r, [ —s>mn—r.

Demostracion:
Sean s <7y l—s>n—r.Denotaremos por F,, y F

. la funciones de supervivencia

de X(,n,mn.. k) Y SU inversa, respectivamente y por F*,,S y F*_,; la funciones de supervivencia
de X1,k ¥ su inversa, respectivamente y andlogamente para Y, , m, k) ¥ Y(s,1,m,k) Te€m-
plazando F' por G. Por (1.7), se tiene que X (r,n,my,, k) <u Y (r,n,m,, k) es equivalente
a

Fonlp) _ Gonlr) _
/ Fr(u)du < / G, (u)du, para todo p € (0,1).

Haciendo el cambio de variable u = é;ifw(u' ) en la integral de la derecha se tiene que

Fo) Fo () L
/ F.r(u)du < / F..(u)d [G*W(F*,T(u’))] , para todo p € (0,1),
0 equivalentemente,

Foop) _ o
/ Fer(w)d |G (F .y () = u| 20, para todo p € (0,1).

Por (1.12), se tiene que @:(F*r(u)) =G (F(uw) = 5*_,715(?*,75(1;)), por lo que pode-

mos reescribir la desigualdad anterior como sigue
Fo.(p) ST
/ F., (u)d {G*/VS(F*@S(U)) — u] > 0, para todo p € (0,1).

Consideramos ahora la funcién h(u) = F.  (u)/F, . (u). Por el Lema 1.1.27, la funcién h(u)
es decreciente, por lo que aplicando el Lema 3.2.18 se tiene que

Fore) _ ST
/ Fos(u)d [G*,?S(F*/,s(u)) - u} > 0, para todo p € (0,1).

Tomando p = F*y,«(?;,ls(q)) en la ultima desigualdad se obtiene que

—1

Fol(0) _ Gla) _
/ Fos(u)du < / G s(u)du, para todo p € (0,1),
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que es equivalente a X1, 6) <ttt Y(sm,k) & partir de (1.7). [ |

Este resultado es una generalizacion, por un lado, del Teorema 3.1 de Qiu y Wang
(2007), quienes establecieron el resultado para tamafnios de muestra iguales y, por otro
lado, del Teorema 3.1 (1) de Wang (2009), quien establecié el resultado para los estadisticos
ordenados usuales.

Este resultado se puede combinar con el Teorema 3.2.19, para establecer un nuevo resul-
tado que permite comparar estadisticos ordenados generalizados basados en distribuciones
distintas y con distintos parametros.

Teorema 3.2.21. Sean I,n € N, m; > my > -+ > Muany—1 € R. Denotaremos por
Xin,iin k) Y Yiinink) (08 i-€simos estadisticos ordenados generalizados basados en dos fun-
ciones de distribucion continuas F' y G, respectivamente, con extremos inferiores del soporte
finitos e iguales, que denotaremos por a. Sea X (i) k) (Y(i’l’fﬁ;’k/)) el 1-ésimo estadistico
ordenado generalizado basado en la funcion de distribucion continua F' (G) con pardmetros
Eymi i=1,...,0 =1, tal que k' > ({)k y m, > (<)my;, para todo i = 1,...,1 —1. Si
ewiste 1 <1 < n tal que X nm, k) Sttt Y(rn,mnk), €ntonces

Xsm iy et Yistimnr) (Kot Stee Yisumin)), pora todo s <r, l—s>n—r.

Demostracion:
Sean s <r,l—s>n—r, k' >kym,>m; paratodoi=1,...,1—1 (el otro caso se
sigue invirtiendo las desigualdades). Por el teorema anterior se tiene que

Xs k) Sttt Y(s Lk (3.10)

Por otro lado de las hipdtesis y del Teorema 3.2.19 se observa que X(Syl,ﬁlg,k,) st X(s,,7,k)s
lo que implica, a partir de (1.28), que

Xspmp k) Stee X (s,0,k)- (3.11)
Combinando (3.10) y (3.11) se concluye que

Xspm k) Ste Y(slimuk)-

1

A continuacién se describen algunas consecuencias del Teorema 3.2.20. Consideremos
los primeros estadisticos ordenados generalizados, es decir, tomamosr =n=1ys=1 <1
en el Teorema 3.2.20 y establecemos el siguiente corolario.

Corolario 3.2.22. Sean X = (X(Ln)ﬁln’k), ...7X(n7n7771n7k)) eY = ()/(17,17,71”7;6), ...,Yv(mn’,ﬁmk))
los vectores de estadisticos ordenados generalizados basados en dos funciones de distribu-
cion continuas F' y G, respectivamente con extremos inferiores del soporte finitos e iguales.
St X 1mk) Sttt Y(1,1,m.k), €ntonces

X(1nimk) Sttt Y (1nmn,k) s

para todo m,, = (my, ma, ..., my_1) tal que my = m, m; es decreciente eni y m; > —1, para
todo 1.
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El siguiente lema sera utilizado para dar un resultado general donde se demuestra que la
ordenacién de las variables de partida en el orden ttt implica la ordenacién de los minimos
de los vectores de estadisticos ordenados generalizados.

Lema 3.2.23. Sean X(1,1m k) € Y(1,1,mk) los primeros estadisticos ordenados generalizados
basados en dos funciones de distribucion continuas F' y G, respectivamente, con extremos
inferiores del soporte finitos e iguales. Sean X e 'Y dos variables aleatorias con funciones
de distribucion F' y G, respectivamente. Si X < Y, entonces X11mk) Sttt Y(1,1,m.k)-

Demostracion: i
En este caso particular se tiene que Fx . (z) = (F(yc)) , por lo que la condicién
X1, 1,mk) Sttt Y(1,1,m,k)> €8 equivalente a que

F(pt/%) e
/ (F(x))"d <G (F(x)) — :c) > 0, para todo p € (0,1). (3.12)

Por (1.7) la condicién X < Y es equivalente a
Foo(q) o
/ F(z)d (G (Fla)) — 95) > 0, para todo p € (0,1).

Consideramos la funcién h(x) = (F(x))kfl. Tomando ¢ = p'/* en la tltima desigualdad y
aplicando el Lema 3.2.18 se tiene (3.12). |

Combinando los dos ultimos resultados podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.2.24. Sean X = (X1 nmn k) o Xmniink) € Y = Y ks - Ynniink))
dos vectores de estadisticos ordenados generalizados basados en dos funciones de distribu-
cion continuas F' y G, respectivamente. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones
de distribucion F y G, respectivamente. St X <y Y, entonces

X(1niin k) Sttt Y(1nmn,k)s
donde m; es decreciente en 1 y verifica m; > —1, para todo 1.

Este resultado es una generalizacion del Teorema 5.i) de Kochar, Li y Shaked (2002), que
hemos mencionado en la introduccién de esta seccion, en el que se establece el resultado para
los estadisticos ordenados usuales. Desafortunadamente, para el teorema en esta misma
linea, que vimos en la introduccién, dado por Li y Yam (2005), no existe hasta ahora una
versién para los estadisticos ordenados generalizados, siendo todavia una cuestién abierta.
Nosotros hemos probado el resultado para el caso de los valores récord, el cual se sigue
como caso particular del siguiente teorema.

Teorema 3.2.25. Sean X = (X(l,n,ﬁ@n,k%---aX(n,n,ﬁln,k)> eY = (Yv(lm,mn’k), ~-~7}/(n,n,ffzn,k))
dos vectores de estadisticos ordenados generalizados basados en dos funciones de distribu-
cion continuas F y G, respectivamente, con extremos inferiores del soporte finitos e iquales,
que denotaremos por a. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion
F y G, respectivamente. Si Xy p im0 Sttt Y(rmnmin k), donde my,, = —1, para todo i,n € N
y k=1, entonces X < Y.
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Demostracion:

A lo largo de esta demostracion seguiremos la misma notacién que en la prueba del
Teorema 3.2.20. De forma andloga a este teorema, se tiene que X, n ., k) Sttt Y(rn,mnk) €5
equivalente a

Fo,(p) -
/ ., (u)d [G YF(w)) - u] > 0, para todo p € (0,1). (3.13)
Consideremos la funcién h(u) = FF(TL)’ si demostramos que h(u) es decreciente y tomamos

p=F.,(F (q)) en (3.13), aplicando el Lema 3.2.18 obtenemos que

F (o) ST
/a F(u)d [G‘ (Flu)) — u} >0, para todo p € (0,1),

lo que concluye la prueba. Veamos que efectivamente h(u) es decreciente. Teniendo en
cuenta la representacion de los estadisticos ordenados generalizados dada en el Teorema
1.1.26, se tiene que .

F(u)
L, (~log(F(u)))’

donde recordamos que L, es la funcién de supervivencia de la convolucién de las r primeras
variables aleatorias independientes B; ~ Exp(v;), es decir Z§=1 Bj, donde en este caso
particular v; = 1, para j = 1,...,7. La funcién h(u) serd decreciente si, y sélo si, h(u') =
—_— es creciente en v’ € (0,1), donde v’ = F(u). Derivando obtenemos que esta
I logl) €€

condicién es equivalente a

h(u) =

L. (—log(u)) > —L.(—log(«)), para todo u’ € (0,1),

lo que es equivalente a que la razén de fallo de la convolucion Z;Zl Bj, que denotaremos
por r,,, sea menor o igual que 1. Dado que la convolucién de variables IFR es IFR (ver

Barlow y Proschan, 1975) entonces r,, es creciente. Ademéds se verifica limr,,(z) = 1,
T—00

por lo tanto r,,.(x) < 1, para todo = € (0, 00). [

Observacion 3.2.26. La prueba del teorema anterior puede ser reescrita fuera del contexto
de los estadisticos ordenados generalizados, particularizando al caso de los valores récord.
Sin embargo, hemos escrito el resultado de esta forma para resaltar que la esencia de la
demostracion radica en el hecho de que la razon de fallo de la convolucion Z;Zl B;j es
menor o iqual que uno. Por tanto esta demostracion serd vdlida para todos aquellos casos
de estadisticos ordenados generalizados en los que se verifique esta propiedad. En general, la
razon de fallo de la convolucion de exponenciales independientes es siempre creciente, como
mencionamos en la prueba, y tiende al minimo de los pardmetros de éstas, min(7yy, ..., 7)
(ver Boland, El-Neweihi y Proschan, 1994). Por lo tanto, siempre que para algin 1 <i <n
se verifique v; < 1, entonces la razon de fallo de la convolucion Z;:1 Bj serd menor o igual
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que uno en todo el soporte para todo r > 1. Este es el caso del teorema anterior en el que
v = 1, para todo i = 1,...,n, o el caso de los mdximos para los estadisticos ordenados
usuales, donde v, = 1, dado por Liy Yam (2005).

3.3. Resultados para el orden dual ttt

3.3.1. Caracterizacion del orden dual ttt

Recordamos que Hu, Wang y Zhuang (2012) definieron el orden dual ttt para variables
aleatorias no necesariamente no negativas (ver Definicién 1.2.52). De forma andloga al
orden ttt, a partir de (3.8) se puede definir el orden dual ttt como sigue.

Definicién 3.3.1. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G™1,
respectivamente. Se dice que X es menor o igual que Y en el orden dual ttt, denotdndolo
por X <qut Y, si

Emax{X, F'(p)}) > E(max{Y,G ' (p)}), para todo p € (0,1).

Los resultados dados en las secciones anteriores de este capitulo para el orden ttt pueden
ser reescritas facilmente para su dual, a partir de la relacién (1.29), la cuél recordamos que
establece lo siguiente

X <awy ¥V & —X g =Y,

Combinando esta relacion con los resultados anteriores estableceremos los resultados
analogos para el orden dual ttt.

Teorema 3.3.2. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G71,
respectivamente y medias finitas. Silim, o+ (G~ (p)—F~(p)) es finito, entonces X <que Y
st, y solo st,

max{X, F'(p)} >iex méx{Y,G ' (p)}, para todo p € (0,1).

Demostracion:

Denotaremos por F~' la funcién cuantil de —X y andlogamente para —Y . Tenemos
entonces, a partir de (1.29), que X <gu Y si, y sélo si, —X <y =Y, lo que por el
Teorema 3.2.1 es equivalente a que

min{—X, F~'(p)} <iev min{-Y,G='(p)}, para todo p € (0,1).
Se prueba de forma sencilla que la tltima desigualdad es equivalente a
—max{X, F_l(p)} <iov — max{Y, @_1(]9)}, para todo p € (0,1),
y a partir de (1.16) y de ' (p) = F~1(1 — p) se tiene que
méax{X, F(p)} >iex méx{Y, G~ (p)}, para todo p € (0,1).
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3.3.2. Condiciones suficientes para el orden dual ttt

A continuacién, establecemos un resultado en el que se recogen todos los conjuntos de
condiciones suficientes para el orden dttt a partir de los establecidos para el orden ttt en
la Seccién 3.2.

Teorema 3.3.3. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~ y G~1
respectivamente y medias finitas. Supongamos que se verifica alguno de los siguientes con-
jJuntos de condiciones:

a) Si existe un punto py € (0,1) tal que G~ (p) < F~(p), para todo p € [po,1) y
G~ Y(p) — F~1(p) es decreciente en p € (0,pg) y ademds E(X) > E(Y),

b) Si existe un punto py € (0,1) tal que G™*(p) — F~'(p) es creciente en p € [py,1) y
G (p) — F~1(p) es decreciente en p € (0, po) ademas E(X) > E(Y),

Y
c¢) Si existe un punto po (0,1) tal que G™1(p) < F~Y(p), para todo p € [po, 1) y ademds
SUDpe(0,0){G (P) = F~1(p)} < E(X) — E(Y),

entonces
X Sdttt Y

Demostracion:

Probaremos primero que se verifica X <yt Y bajo el conjunto de condiciones descrito
en a). Combinando (1.29), el Teorema 3.2.2 y el hecho de que F~!(p) = —F~'(1—p), se tiene
que si E(—X) < E(=Y) y existe un punto py € (0,1) tal que —G~1(1—p) > —F~1(1—p),
para todo p € (0,py) y =G~ (1 —p) + F~*(1 — p) es decreciente en p € (po, 1), entonces
—X <t =Y, o equivalentemente, X <gut Y. Se prueba de forma sencilla que estas
condiciones son equivalentes a las del enunciado a). El apartado b) se obtiene trivialmente
como corolario del apartado a).

Consideremos ahora el conjunto de condiciones c). Combinando (1.29) y el Teorema
3.2.14, tenemos que si existe un punto py € (0,1) tal que G_'(p) > F~'(p), para todo
p € (0,po) y suppe(p071){F:1(p) — G- (p)} € E(—Y) — E(—X), entonces X <quy Y. De
nuevo de forma sencilla se prueba que este conjunto de condiciones es equivalente al que
aparece en el enunciado c). [

3.3.3. Generalizaciones

A continuacién proporcionamos una generalizacién de los apartados a) y b) del Teorema
3.3.3, como hicimos para el orden ttt. Consideramos el caso en el que el nimero de extremos
relativos de la diferencia de las funciones cuantiles es mayor que uno. Este resultado tiene
mayor interés desde un punto de vista tedrico como ocurria para el orden ttt.

Teorema 3.3.4. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G~1

respectivamente y transformadas Tx y Ty . Si existe un punto p,1 € (0,1) tal que G™(p) <
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F~Y(p), para todo p € (pny1,1) y G~ (p) — F~(p) tiene n > 1 extremos relativos en los
puntos py < pa < -+ < pp < ppy1 < 1. Entonces X <qur Y s1, y solo si, E(X) > E(Y), el
numero de extremos relativos es par, n = 2m, siendo py un minimo y para j =1,...,m se
cumplen las desigualdades

T, (p2j—1) < Ty (p2j-1).

Demostracion:

En este caso, dada la complejidad de la demostracién, reescribiremos la prueba al no ser
tan facil obtener el conjunto de condiciones andlogas a partir del teorema correspondiente
para el orden ttt. En primer lugar, reescribiremos la definicién del orden dttt en términos
de las funciones cuantiles de las variables. A partir de (3.3.1), se tiene que X <gu Y i, y
sélo si,

Emax{X, F(p)}) — BE(max{Y,G '(p)}) > 0, para todo p € (0,1).

A partir de la igualdad E(X) = fol F~Y(p)dp y de la expresién de la funcién cuantil de
la variable max{X, F~!(p)} y de max{Y, G~ (p)}, ver (3.8), se tiene que

B(max{ X, F-(p)}) = pF-'(p) + / P (g)dg = B(X) + /O (P ) — P (q))dg.

Por lo tanto, se tiene que

E(max{X,F~(p)}) — Emax{Y,G"'(p)}) =

d(p) = E(méx{X, F~'(p)}) — Eméx{Y,G"'(p)}) = E(X) — E(Y) + 5(p).

Tenemos que probar que d(p) es positiva para todo p € (0,1). Para probarlo, veremos
que el comportamiento de la funcién §(p) es el opuesto al de la diferencia de las funciones
cuantiles. Es decir, veamos que la funcién d(p) es decreciente (creciente) en los intervalos
donde la funcién G7'(p) — F~1(p) es creciente (decreciente).

Consideremos un intervalo (p;, p;+1) donde G™(p) — F~!(p) es creciente y q1 < ¢o
pertenecientes a dicho intervalo. En este caso se tiene que
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5(s) = / T (P g) — F'(@) — (G (@2) — G (0)) dg
-/ Y (P (g2) — F'(@) — (G (@2) — G (0)) dg <

q1

< / (FY(g2) = F1(a) = (G (@) ~ G*(0)) da < (1),

donde ambas desigualdades se siguen del crecimiento de G~*(p) — F~!(p). Por lo que 4(p)
es decreciente en los intervalos donde G~1(p) — F~!(p) es creciente. De la misma forma
invirtiendo las desigualdades obtenemos que §(p) es decreciente en los intervalos donde
G~'(p) — F~(p) es decreciente. Obviamente, el comportamiento de la funcién §(p) es el
mismo que el de la funcién 6(p). Por lo tanto, los puntos minimos de la funcién 4(p) son
los maximos de G~!(p) — F~!(p), es decir, los puntos impares serdn los maximos de la
diferencia de los cuantiles, al ser py un minimo. Puesto que las desigualdades que aparecen
en el enunciado del teorema son equivalentes a que 5 (p) > 0 en los puntos maximos, se
tiene que S(P) > 0, para todo p € (p1,pnt1). Por otro lado, a partir del apartado a) del
Teorema 3.3.3, se tiene que la funcién d(p) es positiva en los intervalos (0,p1) v (Ppi1, 1).
Por lo que queda probado el teorema.
La implicacién directa es trivial, ya que si se verifica el orden dual ttt en todos los
puntos, en particular se verificarda en un subconjunto de puntos.
[

Observacién 3.3.5. De forma andloga al correspondiente resultado para el orden tit, en el
teorema anterior no es necesario distinguir el caso en el que el nimero de extremos relativos
es par con el impar. La razon es que si el numero de extremos relativos es impar, tenemos
que p, es un minimo, es decir, la diferencia de las funciones cuantiles es creciente en
P € (P, Put1), siendo por hipétesis G—1(p) < F~(p), para todo p € (pny1,1). Combinando
ambas condiciones se tiene que G1(p) > F~1(p), para todo p € (pn, 1) y podemos reducir
este caso al caso en el que el numero de extremos relativos es par.

Veamos ahora la generalizacién del apartado b) del Teorema 3.3.3.

Teorema 3.3.6. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones cuantiles =1 y G~ 1,

respectivamente y transformadas Tx y Ty. Supongamos que G~ (p) — F~1(p) tiene n > 1
extremos relativos en los puntos 0 < py < py < -+ < p, < 1. Entonces X <qus Y 8%, y solo
st, E(X) > E(Y) y se satisface uno de los siguientes conjuntos de condiciones:

i) El nimero de extremos relativos es impar, n = 2m + 1, siendo p; un minimo, para
j=1,...,m se cumplen las desiqualdades

T, (p2j-1) < Ty (paj—1)

y ademds lim,_,; (F~*(p) — G~*(p)) > 0.
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ii) El nimero de extremos relativos es par, n = 2m, siendo p; un minimo y para j =
1,...,m se cumplen las desigualdades

TX (p2j—1) S TY(pzj_l).

Demostracion:

La demostracion se sigue trivialmente a partir del teorema anterior con la salvedad de
que tenemos que distinguir el caso en el que el nimero de extremos relativos es par del
impar. La razén es que los méximos de la funcion S(p), definida en el teorema anterior,
varian teniendo en cuenta este hecho, ya que para que se verifique el orden dual ttt tenemos
que exigir que el primer extremo relativo sea un minimo. En el caso impar, la funcién 0 (p)
termina decreciendo, por lo que hay que exigirle que termine positiva, o equivalentemente,
lim,1(F~!(p) — G~ (p)) > 0.

|

3.3.4. Comparacion de estadisticos ordenados generalizados

En esta subseccion damos resultados para ordenar dos vectores de estadisticos ordena-
dos generalizados en el orden dual ttt a partir de (1.29) y los correspondientes resultados
para el orden ttt de la Seccion 3.3.

Teorema 3.3.7. Sean I,n € N, my > my > -+ > Myaxpiny—1 € R y my > —1, para todo
i. Denotamos por X jm; k) € Y jm,k 08 i-€simos estadisticos ordenados generalizados
basados en dos funciones de distribucion continuas F y G, respectivamente, siendo los
extremos superiores del soporte finitos e iguales, donde el tamano de muestra, j, esn 06 [.
Si existe 1 <r < n tal que X(pn k) Zditt Y(rn,mnk), entonces

X(s k) Sditt Y(slmk), para todos>r, [ —s<mn-—r.

Demostracion:

Supongamos que existe 1 < r < n tal que Xgnm, k) Zditt Y(rnmnk), O equivalente-
mente, por (1.29), —(X¢nm. k) <ttt —(Yrnmnk)) 1o que es equivalente a partir de que
~(Xmmnk) = (=X)—rt1nmn.k) ¥ andlogamente para — (Y n s, k))s & (—=X) (n—r-1m,00.k)
<ttt (=Y) (n—r+1,n,mn.k)- Aplicando el Teorema 3.2.20 se tiene que

(—X)(l—s+1,z,ml,k) <ttt (_Y)(l—s-i-l,l,ﬁzl,k)v para todo s > 1, [ —s <n—r,
o equivalentemente,
—(X(smnk) Sttt —(Yspmin k), paratodo s >r I —s<n-—r,

y de nuevo por (1.29), se tiene que

X(s k) Zdut Y(sim k), paratodos>r, l—s<n-—r.
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Por lo que el teorema queda demostrado.

Este resultado se puede combinar con el Teorema 3.2.19 para dar un nuevo resultado que
permite comparar estadisticos ordenados generalizados con distintos parametros y basados
en distribuciones distintas.

Teorema 3.3.8. Sean I,n € N, my > my > -+ > Mmuygqiny—1 € R. Denotaremos por
Ximink) Y Yiinmnk 05 i-€simos estadisticos ordenados generalizados basados en dos
funciones de distribucion continuas F y G, respectivamente, con extremos superiores del
soporte finitos e iguales. Sea X (i 1) k") (Y(Z-ylﬁ;’k/)) el i-ésimo estadistico ordenado gene-
ralizado basado en la funcion de distribucion continua F (G) con pardametros k' y m,
i=1,...,0 =1, tal que k' > (<)k y m; > (<)m;, para todo i = 1,...,1 — 1. Si existe
1 <7 <ntal que X mn k) Zdit Yirnmak), entonces

Xs iy Zaee Yis sk (Xspimnk) Sawe Yispm ) para todo s >r, | —s<n—r.
Demostracion:

Supongamos que existe 1 < r < n tal que X nm,k) Zditt Y(rnmnk), O €quiva-
lentemente por (129)7 _(X(r,n,ﬁLn,k)) Sttt _(Yv(r,n,ﬁln,k)% €5 decir, (_X)(nfrJrl,n,ﬁLn,k) Sttt
(=Y) (n—r41,n,7m.k), aplicando el Teorema 3.2.21 se tiene que

(—X)(l—sﬂ,l,ﬁz;,k') <ttt (Zttt)(_y)(l—s+l,l,ﬁl,k)7 para todo s > r, l—s<n-— T,
o equivalentemente,
—(X(spmn k) <ttt (Zeet) — (Yispmn k), Paratodo s >r, l—s<n-—r,
y por (1.29) se tiene equivalentemente que

X(s,l,m’ k') <dttt (Zttt)Y(s,l,ﬁzl,k)a paratodo s >r, [ —s<n—r.

l?
Por lo que el teorema queda demostrado.
[

De forma anéloga a los teoremas 3.3.7 v 3.2.25 se pueden probar los siguientes teoremas.

Teorema 3.3.9. Sean X = (X(l,n,ﬁLn,k)a ceey X(n,n,ﬁbn,k)) eY = (YV(I,n,ﬁ@n,k)a vy Yv(mn,ﬁbn,k)) dos
vectores de estadisticos ordenados generalizados basados en dos funciones de distribucion
continuas F' y G, respectivamente y sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de
distribucion F y G, respectivamente. Si X <git Y, entonces

X(1niin k) Zdttt Y(1,m,7m,k)
donde m; es decreciente en i y verifica m; > —1, para todo 1.
Teorema 3.3.10. Sean X = (X1 nmn k) Xnnink) € Y = Y k)s - Ynniink))
dos vectores de estadisticos ordenados generalizados basados en dos funciones de distribu-
cion continuas F' y G, respectivamente y sean X e Y dos variables aleatorias con funcio-
nes de distribucion F y G, respectivamente. St existe 1 < r < n tal que X pm, 1) Zdut
Y min.k), donde my,, = —1 para todo i,n € N y k =1, entonces X <qu Y.



Capitulo 4

Condiciones suficientes para los
ordenes ew, lir y eps

4.1. Introduccion

Como se vio en el Capitulo 1 los 6rdenes en dispersion, excess wealth y en dilatacién
son ordenaciones que comparan la dispersién de dos variables. Mientras que el orden en
dispersion solo necesita de las funciones cuantiles o de las funciones de distribucion, los
ordenes excess wealth y en dilatacién necesitan de la evaluacién de integrales incompletas
de las funciones cuantiles, lo cual en muchos casos no es posible. En estos casos, y puesto
que el orden en dispersion es méds fuerte que los érdenes excess wealth y en dilatacion
(ver (1.24)), podriamos verificar el orden en dispersién como condicién suficiente para los
ordenes excess wealth y en dilatacion. Sin embargo, esto no siempre es factible como vemos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Consideremos X e Y dos variables aleatorias no negativas con funciones
de distribucion F(z) = 1 — exp{—2?} y G(z) = 1 — exp {—\%x}, respectivamente. La
Figura 4.1 muestra que G~*(p)—F~(p) no es mondtona, por lo que X Laisp Y y X Paisp Y-
Sin embargo, las funciones excess wealth de las variables quedan ordenadas (el computo de

las funciones excess wealth se ha realizado numéricamente), lo que sugiere que X <qy Y,
y por lo tanto también X <4 Y.

El ejemplo anterior motiva el estudio de condiciones suficientes para los érdenes excess
wealth y en dilatacién, cuando no se cumple el orden en dispersion y no se pueden verificar
directamente a partir de sus definiciones. En el caso del orden en dilatacion, es sencillo
establecer un conjunto de condiciones suficientes a partir de las condiciones de Karlin-
Novikov como vemos a continuacion.

Teorema 4.1.2. Sean X e Y dos variables aleatorias con funciones de distribucion F' y G,
respectivamente y medias finitas. Si ST(F7(-) — E(X) — (G71(-) = E(Y))) =1 en (0, 1),
con la secuencia de signos +, —, entonces

X <aY.

84
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G '(p)—F'(p)

P

0.6

0.44

0.24

P

Figura 4.1: Grdficas de la diferencia de las funciones cuantiles (arriba) y de las
funciones excess wealth (abajo) para las variables X e Y dadas en el Ejemplo
41.1.

Demostracion:

Consideremos las variables aleatorias X’ = X — E(X) e Y =Y — E(Y), denotan-
do sus funciones cuantiles por F'~1 y G’ respectivamente. Es ficil ver que F'~!(p) =
F~Y(p) — E(X) y andlogamente G'"'(p) = G'(p) — E(Y), para las que trivialmen-
te se cumple E(X') = E(Y’) = 0. Por el Teorema 1.2.14, si S~ (F'7!(-) — G'1()) =
ST(F'()—E(X)-G'(-)+E(Y)) = 1en (0,1), con la secuencia +, —, entonces X’ <jo, Y,
o equivalentemente, a partir del Teorema 1.2.44, X <g Y. [ |

Notese que la hipdtesis de este resultado es mas débil que la de la definicién del orden
en dispersion, es decir, el crecimiento de la diferencia de las funciones cuantiles.

En el caso del orden ew, no resulta tan obvio que condiciones suficientes se pueden es-
tablecer cuando no se verifica el orden en dispersion. Uno de los objetivos de este capitulo
es estudiar conjuntos de condiciones suficientes para el orden ew. Ademas y siguiendo el
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estudio iniciado en el capitulo anterior, damos resultados para la comparacién de estadisti-
cos ordenados generalizados en el orden ew. Todo el estudio anterior se llevara cabo a lo
largo de la Seccién 4.2. De forma andloga al orden ew, llevaremos a cabo un estudio para
el orden lir en la Seccion 4.3.

Dadas las similitudes entre los érdenes excess wealth y en dilatacién con los 6rdenes
expected proportional shortfall y Lorenz, surge de forma natural el considerar el estudio
de condiciones suficientes para estos dos ultimos 6rdenes, cuando no se verifica el orden
estrella. En el caso del orden Lorenz, Arnold (1987) resuelve el problema dando el siguiente
conjunto de condiciones.

Teorema 4.1.3. Sean X eY dos variables aleatorias no negativas con funciones de distri-
bucion F y G, respectivamente y medias finitas. Si S™(F7'(-)/E(X) — G7'()/E(Y)) =1
en (0,1), con la secuencia de signos +, —, entonces

X SLorenz Y.

Igual que en el caso anterior, no es tan sencillo establecer un conjunto de condiciones
suficientes para el orden eps y en la Seccion 4.4.1 abordaremos este problema.
Pasamos a ver los distintos resultados que hemos obtenido.

4.2. Resultados para el orden ew

4.2.1. Condiciones suficientes para el orden ew
Establecemos el primer conjunto de condiciones suficientes.

Teorema 4.2.1. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles F~1 y G1,
respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y'). Si existe un punto py € (0,1) tal
que G7Y(p) < F~Y(p), para todo p € (0,p0) y G~ (p) — F~(p) es creciente en p € [po, 1),
entonces

X <ew Y.

Demostracion:

Consideremos p € [pg, 1) y las variables aleatorias (X — F~*(p)). y (Y — G7(p)),.
A partir de (3.5), se tiene que la funcién cuantil de (X — F~(p))., que denotamos por
Fp‘f(q)7 viene dada por

Fg) = (F'(q) = F'(p)), , paratodo g € (0,1),

y andlogamente para (Y —G~'(p))+. Dado que G™*(p) — F~'(p) es creciente en p € [py, 1),
se tiene que
(X = F7(0)s < (Y =G (p))s, para todo p € [po, 1),

y por lo tanto, a partir de (1.14), se tiene que

E(X = F~{(p)+) < E((Y = G™(p))+), para todo p € [po, 1). (4.1)
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Consideremos ahora un valor p € (0,pg) y las variables aleatorias min{X, F~'(p)} vy
min{Y, G~!(p)}. Por hipétesis G~ (p) < F~*(p), para todo p € (0,p), lo que es equivalente,
a partir de (1.13), a que min{X, F~!(p)} >4 min{Y, G *(p)}, para todo p € (0,py). De
nuevo por (1.14), se tiene que

E(min{X, F(p)}) > E(min{Y,G ' (p)}), para todo p € (0, po).

Como ya se indic6 en demostraciones anteriores, (r —t); =  —min{z, ¢}. Combinando
esta igualdad con la desigualdad anterior y el hecho de que F(X) < E(Y), se tiene que

E((X = F}(p))+) < E((Y — G'(p))+), para todo p € (0,pp). (4.2)

El resultado se sigue combinando (4.1) y (4.2). [

Notese que la condicién de la hipdtesis es més débil que el orden en dispersién. Si se
verifica el orden en dispersién entonces se verifica el conjunto de condiciones anteriores
donde pg = 0; sin embargo, esta condiciéon no implica, obviamente, el orden en dispersion.
Por lo tanto, este resultado proporciona una condicién intermedia entre los érdenes excess
wealth y en dispersién. A continuacién ordenamos varias familias paramétricas aplicando
este resultado.

Ejemplo 4.2.2. Familia Pareto

Sean X ~ P(ay, k1) e Y ~ P(ag, ko), asumimos ay,as > 1 para que las medias sean
finitas. Como vimos en el Ejemplo 3.2.11, si ay > ay y kiaa > keay, entonces G~1(p) —
F~Y(p) es inicialmente decreciente y después creciente, siendo lim, o+ G~(p) — F~1(p) =
ky — k1 < 0. Si adicionalmente suponemos E(X) = kiay /(a1 —1) < E(Y) = ksas/(as — 1),
entonces X <eow Y y ademds X Laisp Y nt X Paisp Y. Podemos entonces establecer el
stguiente resultado.

Proposicién 4.2.3. Sean X ~ P(ay, k1) e Y ~ P(ag, ko) con ay > ag > 1. Si se cumplen
las siguientes desigualdades:

(Z) k1a2 > kgal,
(ZZ) E(X) = klal/(al — 1) S E(Y) = k‘gag/(ag — 1),
entonces X <ew Y, X Laisp Y y X Zaisp Y-
A continuacién aplicamos el teorema anterior a la familia Davies.

Ejemplo 4.2.4. Familia Davies

Sean X ~ D(A1,01,C1) e Y ~ D(Xg,02,C5), asumimos 601,05 < 1 para que las medias
sean finitas. Como vimos en el Ejemplo 3.2.5, si \y < Ay y 01 < 05, entonces existe un
punto po tal que G (p) < F~(p), para todo p € (0,py) y G~ (p) — F~1(p) es creciente en
p € [po,1). Por lo tanto si E(X) = C1B(14+ A,1 —61) < E(Y) = CoB(1 4 A\, 1 — 6,),
se tiene que X <qw Y. Es posible ver también que, bajo las condiciones previas sobre los
pardmetros, G'(p) — F~'(p) es decreciente en p € (0,po) y por lo tanto X Laisp Y ¥
X Zaisp Y. Podemos entonces establecer el siguiente resultado.



4.2. Resultados para el orden ew 88

Proposicién 4.2.5. Sean X ~ D(A,01,C1) e Y ~ D(Ag,09,Cq) con 0; < 0y < 1. Si se
cumplen las siguientes desigualdades:

(Z) )\1 S )\27
(ii)) E(X)=CiB(14+X,1—0;) <E(Y)=0CyB(1+ X\,1—065),
entonces X <ew Y, X Laisp Y Yy X Zaisp Y-

En ambos ejemplos la diferencia de las funciones cuantiles verifica en realidad una
condicién maés fuerte que la que aparece en el enunciado del teorema; dicha diferencia es
inicialmente decreciente y luego creciente. Siguiendo el mismo esquema que en los capitulos
anteriores establecemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.6. Sean X eY dos variables aleatorias con funciones cuantiles =4 y G,
respectivamente y medias finitas tales que E(X) < E(Y). Silim, o+ (G~ (p)—F*(p)) <0
y existe un punto py € (0,1) tal que G~(p) — F~1(p) es decreciente en p € (0,pp) y
G~ (p) — F~X(p) es creciente en p € [po, 1), entonces

X <ew Y.

La hipdtesis que aparece en este resultado es mas restrictiva que la del Teorema 4.2.1,
sin embargo es mas 1til. La razén es que la condicién del corolario anterior es mas facil
de verificar analiticamente en muchas situaciones. Veremos a continuacién otra familia que
verifica esta propiedad, la familia Weibull.

Ejemplo 4.2.7. Familia Weibull

Sean X ~ W(ay, 1) eY ~ W(ag, ). Como vimos en el Capitulo 2, si o < (31, enton-
ces G (p)—F~Y(p) es inicialmente creciente y después decreciente, siendo lim,, o+ (G~ (p)—
F=(p)) = 0 y lim, ;- (G~ (p) — F*(p)) = +oo. Por lo que si suponemos E(X) =
oI (%) < aol (%) = E(X), entonces X <o Y y ademds X Laisp Y y X Paisp Y-
Podemos establecer entonces el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.8. Sean X ~ W(ay,p1) e Y ~ W(ag, f2). Si se cumplen las siguientes
desiqualdades:

(i) Ba < B,

(ii) E(X) = oyl (f%) < ol ([%) — E(Y),

entonces X <ew Y, X Laisp ¥ Yy X Zaisp Y-

El ejemplo dado en la introduccion es un caso particular en el que se verifican las
condiciones de la proposicion anterior.

En el caso de variables aleatorias absolutamente continuas, cuyos soportes son interva-
los, el resultado anterior se puede reescribir de la siguiente forma.
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Corolario 4.2.9. Sean X e