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Introduccion

Este trabajo se desarrolla en el marco de la denominada Teoria de la Informacién,
la cual fue introducida por C. E. Shannon en su trabajo “A mathematical theory of
communications” de 1948 [11]. Dicha teoria aborda, desde un punto de vista matematico,
el problema de la transmision de un mensaje desde un emisor hasta un receptor a través
de un canal de comunicacion .

emisor | — | canal | — [receptor

Entendemos por mensaje una sucesiéon de entidades minimas de informacién que
llamamos de forma genérica simbolos. El conjunto de dichos simbolos sera el alfabeto de
la comunicacion. En cuanto al canal, son ejemplos de canales habituales de comunicacion,
desde el espacio, un cable de teléfono o la fibra éptica, hasta la persona que teclea en la
caja el codigo de barras de un producto cuando falla el lector. De acuerdo con la fiabilidad
de la transmision hay dos tipos de canales; a saber, los canales con interferencia o ruido
y los canales sin interferencia. Nosotros nos interesamos por los primeros, en los cuales
el mensaje recibido es susceptible de diferir del enviado. Siempre consideraremos que los
alfabetos de entrada y salida coinciden.

En la practica, el mensaje es codificado antes de ser transmitido; es decir, es trans-
formado en un nuevo mensaje usando un codigo intermedio con algin fin especifico.
Segun cudl sea este objetivo, nos encontramos con la divisiéon de la Teoria de la Infor-
macion en tres ramas. La primera es la Criptografia, que estudia los codigos secretos; es
decir, los usados con la finalidad de que el mensaje enviado sea solo comprensible por
el receptor. La segunda rama se encarga del estudio de los codigos compresores, esto
es, codigos en los que lo primordial es reducir el “espacio” necesario para albergar el
mensaje. Finalmente, la iltima rama de la Teoria de la Informacién, y en la cual se sitia
nuestro trabajo, es la de Teoria de Cédigos Correctores de Errores o simplemente Teoria
de Cédigos. En este caso, supuesto el uso de un canal con ruido, el mensaje enviado es
codificado con el fin de que el receptor pueda corregir, o al menos detectar, los posibles
errores que aparezcan en el mensaje recibido respecto del original.

Denotamos por A el alfabeto utilizado para codificar la informacién antes de ser
enviada; de este modo concretamos la idea de simbolo como cada uno de los elementos



de A. Entonces, un cddigo (bloque) C' de longitud r es un subconjunto de A", el producto
cartesiano de r copias de A. Llamamos palabra a cada uno de los elementos de C. Una
codificacion serd una aplicacion que asocie univocamente a cada mensaje que deseemos
transmitir, una palabra de C'

Se entiende como decodificacion el proceso que lleva a decidir cual fue la palabra
enviada a través del canal a partir de la recibida. El canal con ruido quedara, por
definicién, determinado por la probabilidad de que cada simbolo que entra en él se
transforme en cada uno de los simbolos de salida. Puesto que en la practica la palabra
enviada es desconocida, se entiende que el mejor método de decodificacion es aquél que
es capaz de hallar la palabra de C' que con mayor probabilidad ha sido la enviada.
Si suponemos que la probabilidad de que un simbolo sea alterado es menor que la de
que no lo sea, la decodificacién de mayor probabilidad es aquella que determina que la
palabra del cédigo enviada fue la que (o una de las que) mas simbolos en comtn tiene
con la palabra recibida. Asi, un cédigo serd mejor cuanto mayor “distancia”’ haya entre
sus palabras. La medida de esta propiedad viene dada por el concepto de distancia (de
Hamming) minima. En concreto, dadas dos palabras u = (uy,...,u,),v = (v1,...,v,) € C,
se llama distancia de Hamming entre u y v al nimero d(u,v) = [{i € {1,...,r} 1 u; # v;}|,
y entonces, la distancia minima de C' es

d(C) = min{d(u,v) : u # v}.

Un problema central dentro de la Teoria de Cédigos, y que surge de manera natural,
es la busqueda de codigos éptimos. Se sigue del parrafo anterior que para que un codigo
tenga buenas propiedades de decodificacion, debe poseer una distancia minima grande.
Sin embargo, se deben tener en cuenta otros aspectos. Por un lado, si pensamos en su
aplicabilidad, un codigo debe tener un cardinal o nimero de palabras suficientemente
grande como para que permita codificar un niimero elevado de posibles mensajes. Por
otro lado, utilizar un coédigo de una longitud excesiva supone un gasto adicional del
canal, y por tanto, una menor eficiencia en la comunicacién. Estos tres parametros
del cédigo: distancia minima, cardinal y longitud, entran en conflicto entre si, y no es
posible optimizarlos simultaneamente. Por tanto, un buen codigo sera aquel que conjugue
un buen equilibrio entre ellos. En general, la existencia de cédigos 6ptimos para un
canal dado estd resuelta de forma tedrica por un resultado de Shannon, bajo ciertas
limitaciones sobre el canal de transmision [11]. Sin embargo, la demostraciéon de este
resultado no es constructiva, por lo que la btsqueda de cédigos éptimos es todavia un
problema abierto. En la practica, se trabaja fijando alguno o algunos de los parametros
y buscando los cédigos que posean el mejor valor posible para los otros. En este trabajo
mostramos algunas aportaciones en este sentido, en diferentes contextos. Concretamente,
trabajamos con codigos con una longitud determinada y construimos explicitamente
c6digos con el mayor cardinal posible para una distancia minima prefijada.

Unido a la busqueda de coédigos con buenos pardmetros debe estudiarse el problema
de disenar métodos de codificacién y decodificacién lo més eficientes posible. Histéri-
camente, se ha abordado esta cuestion a partir de la utilizacion de cdédigos que poseen
de partida cierta estructura, ya sea algebraica, geométrica o combinatoria. En todos los
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casos, dicha estructura es utilizada tanto en la implementacién de métodos de codifi-
cacién y decodificacién como en el estudio de los pardmetros de los codigos utilizados.
En particular, el estudio de la determinacion de la distancia minima sigue siendo un
problema central para toda familia de codigos. Nuestro trabajo se centra en la Teoria
de Codigos Algebraicos; es decir, en la situacién en la que los cédigos poseen cierta
estructura algebraica. A partir de aqui éste serd el contexto durante toda la exposicion.

La estructura algebraica basica méas importante en la literatura es la de cédigo lineal.
Un codigo lineal es un subespacio vectorial de [F”, donde [F es un cuerpo finito que hace las
veces de alfabeto. En primer término, la estructura de espacio vectorial permite enfocar
de un modo diferente el concepto de distancia minima. En efecto, si C' es un coédigo lineal,
se define el peso de una palabra ¢ = (¢q,...,¢.) € C como w(c) = {ie{l,...,r}:¢; #0}|.
Entonces la distancia minima de C' es

d(C) =min{w(c):ceC,c+0}.

Ademas, el hecho de ser codigo lineal, procura métodos de codificacion y decodi-
ficacion alternativos al método elemental de busqueda exhaustiva de la palabra mas
“cercana” a la recibida. Si C' es un codigo lineal de dimensién k, consideramos el espacio
F* como el conjunto de posibles mensajes a transmitir. Fijada una matriz generadora G
de C'; es decir, una matriz cuyas filas forman una base de C, el sistema de codificacién
consiste en asociar a cada mensaje x € F¥ la palabra de C' obtenida del producto ¢ = zG?,
donde G' es la matriz transpuesta de GG. A partir de esta codificacién, el método de de-
codificacién utilizado hace uso del concepto de cédigo dual. Consideramos el producto
escalar usual sobre F”, que denotamos por u-v (u,v € F). Entonces, el cédigo dual de
CesCt={uelF :u-c=0paratodoce C}. Si H es una matriz generadora de C*,
se llama sindrome de u € F" a uH!. El método de decodificacién de un vector recibido
y € F" se reduce a encontrar la palabra de C' de peso minimo tal que su sindrome coincida
con el de y. Aunque, en general, este método, conocido como método de decodificacién
por sindrome, mejora con mucho el método exhaustivo, cuando la lista de sindromes
diferentes de elementos de F” es grande el método sigue sin ser eficiente.

En cuanto al problema central que ocupa este trabajo, el estudio de la distancia
minima, la estructura de cddigo lineal permite abordar su calculo mediante técnicas
de algebra lineal. De modo general, se sabe que si C' es un cédigo lineal y G es una
matriz generadora, d(C') es el mayor niumero tal que cualquier conjunto de r —d(C') + 1
columnas de G son linealmente independientes. Cuando el cédigo tiene una longitud o
una dimensioén, como espacio vectorial, grande este cédlculo se torna inviable. En estos
casos se busca al menos una cota inferior para el valor real de la distancia minima. La
mas relevante entre las cotas validas para cualquier codigo lineal es la llamada cota de
Singleton. Esta cota establece que si C' es un cédigo lineal de longitud r y dimension k,
entonces d(C') <r-k+1. Un c6digo MDS (maximum distance separable) es aquel cuyos
parametros 7, k, d(C') satisfacen la igualdad anterior. Para una longitud y una dimensién
fijas no existen cédigos lineales con una distancia minima mayor que la de un codigo
MDS. Son cédigos MDS, por ejemplo, la cédigos de Reed-Solomon.

Sin lugar a dudas, a partir de los codigos lineales, la estructura algebraica mas rele-
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vante en la Teoria de Codigos es la de los codigos ciclicos. Un cédigo ciclico es un codigo
lineal C' que cumple que si ¢ = (cq,...,¢,.) € C entonces (¢,,cq,...,c._1) también es una
palabra de C'. Esta propiedad, en apariencia combinatoria, se traduce en que todo codigo
ciclico de longitud r sobre el alfabeto F,, el cuerpo de ¢ elementos, puede identificarse
con un ideal del algebra de polinomios

Ag(r) = Fy[z]/(z" - 1).

Esta vision polinémica ha permitido desarrollar enormemente las aplicaciones practicas
de los cédigos ciclicos. Gran parte de los codigos mas relevantes en la literatura son
ciclicos: cédigos de Hamming, codigos de Golay, codigos BCH, cédigos de Reed-Solomon,
etc.

La propiedad que define a un cédigo ciclico, anadida a la de codigo lineal, permite
mejorar el método de decodificacién por sindrome, pues reduce la lista de sindromes
modulo la equivalencia de las palabras de C' por permutaciones ciclicas. Por otro lado,
el punto de vista polinémico proporciona un método de decodificacién alternativo basado
en la divisién de polinomios.

Si bien no existe ningin método general especifico para el célculo de la distancia
minima de un cédigo ciclico arbitrario, si que existen numerosas cotas inferiores. La
mas antigua de ellas es la cota Bose-Ray-Chaudhuri-Hocquenghem, usualmente llamada
cota BCH. Esta cota se basa en la estructura del conjunto de raices de los elementos
de un cédigo ciclico vistos como polinomios en el algebra A,(r). El acercamiento a este
conjunto de raices, tradicionalmente parte de la suposicién de que r y ¢ sean coprimos.
En ese caso, todas las raices de 2" — 1 son distintas y pueden estudiarse en términos de
clases ciclotémicas (que definimos més adelante); ademds, el dlgebra A,(r) es semisimple
y pueden aplicarse los teoremas de estructura de Wedderburn. Todo nuestro trabajo se
desarrolla bajo esta suposicion de semisimplicidad.

En primer lugar, dado un cédigo ciclico C' ¢ A,(r) existe un tnico polinomio ménico
g(x), divisor de z" - 1, que lo genera como ideal. Se dice que g(x) es el polinomio
generador de C'. Se define entonces el conjunto de ceros de C', que denotamos por Z(C'),
como el conjunto de raices comunes a todas sus palabras. Como C' estd generado por
g(x), sus raices serdn precisamente las raices de g(z), y por tanto raices r-ésimas de
la unidad. Fijada a una raiz r-ésima primitiva de la unidad en una extensiéon de Fy, se
llama conjunto de definiciéon de C respecto de a a

D,(C)={0<i<r:a'eZ(C)}.

Puesto que g(x) pertenece a F,[z], se cumple que si i € D,(C) entonces también
iq € D,(C), es decir, D,(C) es cerrado para la multiplicacién por ¢ médulo r. Ya que
q y r son coprimos, la multiplicacién por ¢ moédulo r divide al grupo ciclico Z,, de los
enteros modulo r, en orbitas disjuntas denominadas clases g-ciclotomicas, esto es, para
todo a € Z, su clase g-ciclotémica médulo 7 es el conjunto

C,(a) ={ag' i e N} C Z,.
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Se tiene por tanto que cualquier conjunto de definicién de todo cédigo ciclico es unién
de clases ciclotémicas.

Asi, la cota BCH para un cédigo ciclico establece que, si D, (C') contiene 6 — 1 enteros
consecutivos médulo r entonces d(C') > 0. Por lo tanto, se trata de una cota dependiente
de la estructura de D,(C'). Puesto que este conjunto depende a su vez de la eleccién
de la raiz de la unidad, existen varias cotas BCH posibles para un mismo cédigo. Han
aparecido en la literatura mejoras de esta cota, como las obtenidas por Hartmann y
Tzeng, Roos o van Lint y Wilson. Todas estas mejoras nos acercan mas al valor real de
la distancia minima aunque subsiste el problema de determinarlo.

Asociada a la cota BCH se define la familia de cédigos que lleva el mismo nombre.
Fijados los enteros b > 0,0 > 2 y una raiz r-ésima primitiva de la unidad «, el cédigo
BCH en A,(r) de distancia designada ¢ es el cédigo ciclico con mayor dimensién tal
que el conjunto {b,b+1,...,b+0 -2} estd contenido en D, (C). Esta familia de c6digos
contiene a muchas de las familias mas importantes dentro de la Teoria de Cédigos, como
son algunos de los c6digos de Hamming o los ya mencionados codigos de Reed-Solomon
(cédigos BCH para los que 7 = ¢ - 1).

Un problema clésico en el estudio de la cota BCH es la busqueda de condiciones
necesarias y suficientes para que en un codigo ciclico la mayor de las cotas BCH y
la distancia minima coincidan. Presentamos en este trabajo algunos resultados en este
sentido. En concreto, hemos encontrado condiciones en términos de los divisores de 2" —1
en ciertas extensiones del cuerpo F,. Es mads, a partir de estos resultados mostramos un
método de construccion de cédigos para los cuales el maximo de sus cotas BCH y su
distancia minima coinciden.

Ademas de los coédigos ciclicos, la familia fundamental de estudio en nuestro trabajo,
es la familia de los cédigos de grupo; en particular, en el caso abeliano. Si denotamos
por C, el grupo ciclico de orden r, existe un isomorfismo de algebras entre el algebra
de grupo FC, y el algebra de polinomios A,(r). Esta identificacién lleva a la definicién
general de c6digo de grupo. Un cddigo de grupo (por la izquierda, por la derecha) es
un ideal (por la izquierda, por la derecha) de un élgebra de grupo F,G, donde G es
un grupo finito arbitrario. La relevancia de la familia de los codigos de grupo supera la
mera generalizacion de codigo ciclico. Muchas de las familias més importantes dentro
de la Teoria de Cédigos no pertenecen a la familia de los cédigos ciclicos pero si poseen
estructura de codigo de grupo. Por ejemplo, las extensiones por paridad de los coédigos
de Golay, los cédigos generalizados de residuos cuadraticos o los cédigos de Reed-Muller.

El diseno de métodos de codificacién y decodificacién para el caso de los codigos
de grupo mejora el caso lineal en el mismo sentido que los codigos ciclicos, es decir,
reduciendo la tabla de sindromes. Ademas, la estructura de grupo asociada al conjunto
de posiciones de las entradas de las palabras procura una aproximacién diferente a la
decodificacién plasmada en el método denominado decodificacién por permutacién. En
muchos casos, este método mejora notablemente la decodificacion por sindrome.

En lo que respecta al célculo de la distancia minima, no hay método general para un
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codigo de grupo arbitrario. De nuevo los avances existentes se basan en la bisqueda de
cotas inferiores. En concreto, es tema central en este trabajo el estudio de una de ellas:
la distancia aparente.

En 1970, P. Camion [4] extendi6 el estudio de la cota BCH a la familia de los cédigos
abelianos al introducir las nociones de distancia aparente de un polinomio y de un codigo
abeliano. En el caso de los c6digos ciclicos, la distancia aparente y la (médxima) cota
BCH del cddigo, coinciden.

La distancia aparente de un cddigo abeliano en un anillo semisimple es el minimo
de la distancia aparente de ciertos polinomios. Dichos polinomios corresponden con
la transformada de Fourier discreta de los elementos de todos los subconjuntos del
conjunto de idempotentes que pertenecen al cédigo. Esto implica que el calculo es de
orden exponencial. Asi, en la practica, el nimero de operaciones requeridas es muy
elevado, por lo que es pertinente plantearse la busqueda de un método alternativo que
simplifique el original. En [§], R. E. Sabin realiz6 la primera reduccién de los célculos
para obtener la distancia aparente de un polinomio fijo usando ciertas manipulaciones
de matrices en el contexto de los llamados “2-D cyclic codes” (cédigos abelianos en dos
variables). Ain cuando el método de Sabin simplifica el original, no ayuda en nada a
reducir el numero de distancias aparentes que es necesario calcular. Asi que el problema
de la complejidad siguié abierto.

En el trabajo de Camion antes mencionado, uno puede comprobar que la distan-
cia aparente de un codigo ciclico es precisamente la distancia aparente de un poli-
nomio asociado al idempotente generador del cédigo (concretamente, la transformada de
Fourier). Hay ejemplos que muestran que, en el caso multivariable, la igualdad anterior
no se verifica. Asi, es natural preguntarse si en ese caso puede obtenerse la distancia
aparente a partir de ciertas manipulaciones sobre dicho polinomio o especificamente so-
bre la hipermatriz (de coeficientes) asociada a la imagen bajo la transformada de Fourier
discreta del idempotente generador, respecto de ciertas raices de la unidad prefijadas.
Este es el objetivo principal alcanzado en este trabajo: presentar un algoritmo para
calcular la distancia aparente de un cédigo abeliano basandose en el manejo de hiper-
matrices, de tal forma que la cantidad de operaciones involucradas se reduzca hasta el
orden lineal en el caso de dos variables (en varias variables, se aprecia una reduccién
dréstica, pero no hemos demostrado que sea lineal).

Una vez obtenido el algoritmo mencionado, el siguiente paso natural ha sido desa-
rrollar una nociéon de cédigo BCH multivariable que nos ha permitido extender ciertos
resultados clasicos sobre codigos BCH ciclicos. Ademas, hemos encontrado aplicaciones
de nuestras técnicas en la construccion de cédigos abelianos con distancia aparente pre-
determinada.

Por tanto, esta tesis esta dedicada al estudio del calculo de la distancia aparente de
un cédigo abeliano y al desarrollo de la nocién de cota BCH y c6digo BCH multivariable,
asi como a las construcciones multivariables y a las aplicaciones a los cédigos ciclicos
que se desprenden de dichas nociones.
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En el Capitulo [1} introducimos aquellos resultados preliminares y técnicas necesarias
para el desarrollo de nuestro trabajo; en particular, el estudio de la transformada de
Fourier discreta de un polinomio, respecto a una lista de raices primitivas de la unidad,
que es el objeto sobre el que estaremos calculando la distancia aparente.

Comenzamos el Capitulo [2 repasando la nocién clésica de cota BCH, pasamos al con-
cepto de distancia aparente en el caso de una variable y lo aplicamos al estudio de los
codigos ciclicos considerando tres problemas relacionados con la cota BCH. El primero
es dar condiciones necesarias y suficientes para que la cota BCH alcance la distancia
minima, el segundo problema consiste en dar técnicas de construccion de cédigos que
satisfagan las condiciones anteriores y el tercer problema es determinar técnicas de cons-
truccién como las anteriores, pero aplicadas a cédigos BCH.

En el Capitulo |3| presentamos la nocién de distancia aparente de un polinomio dada
por P. Camion. Después exponemos nuestra extension del método disenado por R. E.
Sabin para calcular la distancia aparente con métodos matriciales, en el caso de dos
variables. Finalmente, introducimos el concepto de distancia aparente minima de una
hipermatriz y mostramos que, aplicado al idempotente generador de un cédigo abeliano,
conduce a su distancia aparente.

El Capitulo 4] es una de las partes centrales de esta tesis. Estd dedicado exclusiva-
mente a presentar un algoritmo para el calculo de la distancia aparente minima de una
hipermatriz, a través de ciertas manipulaciones de las g-érbitas que componen el so-
porte de lo que llamaremos la hipermatriz proporcionada por un cédigo abeliano. Como
hemos comentado, nuestro método reduce drasticamente el nimero de computos nece-
sarios para alcanzar la distancia aparente minima.

En el Capitulo 5| desarrollamos la nociéon de cota BCH multivariable y c6digo BCH
multivariable, extendiendo ciertos resultados clasicos.

Dedicamos el Capitulo[f]a la aplicacién de nuestras técnicas y resultados en dos direc-
ciones. La primera consiste en la construccion de cédigos abelianos a partir de coédigos
ciclicos, que multiplican su dimensién pero preservan la distancia aparente. La segunda
consiste en el diseno de codigos abelianos de dimensién maximal, respecto a una distan-
cia aparente y una longitud dadas.

Finalmente, el Capitulo [7] es un apéndice en el cual presentamos un ejemplo del
calculo detallado de la distancia aparente de una hipermatriz de 2-érbitas de dimension
3, siguiendo el algoritmo dado en el Capitulo
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos toda la notacion y terminologia basicas que nece-
sitaremos en el desarrollo de esta tesis. Ademads, presentaremos los elementos de la
Teoria de Cédigos abelianos que son de nuestro interés y dos herramientas fundamen-
tales para la obtencion de nuestros resultados: las hipermatrices y la transformada de
Fourier discreta.

Dado un cédigo C', denotamos por d(C') su distancia minima y por w(c) el peso de una
palabra c € C. A lo largo de este trabajo IF, denotara el cuerpo finito con g-elementos,
donde ¢ es una potencia de un nimero primo p, que seré el cuerpo base de los cédigos.

La notacién y terminologia que exponemos a continuacion estan basadas en las pre-
sentadas en [0], [9] v [10].

Definicién 1.1 [0l Definition 9.1.1] Un cdédigo abeliano sobre F, es un ideal en el dlgebra
de grupo F,GG, donde G es un grupo abeliano finito.

Es bien sabido que cada grupo abeliano finito admite una descomposicién direc-
ta en producto de grupos ciclicos; es decir, existen enteros positivos s y rq,...,7;
tales que G = C,, x--- x C, , donde C), es el grupo ciclico de orden r, para k =
1,...,s. Esta descomposicién induce un isomorfismo canénico de [ -algebras entre F,G
y Folzq, ..., xs]/(2] = 1,..., 25 — 1), donde F,[x1,...,z] es el anillo de polinomios con
coeficientes en [F, en las indeterminadas z1,...,2z,. Denotamos esta édlgebra cociente
por A,(rq,...,75). Cada uno de sus elementos tiene un tnico polinomio representante
candénico cuyos monomios satisfacen que el grado de la indeterminada x, pertenece
a Zy,, el anillo de enteros moédulo 74, cuyos elementos siempre entenderemos como
representantes candnicos; esto es, enteros no negativos menores que r. Asi pues, es-
cribiremos los elementos f € A,(ry,...,rs) como f = f(z1,...,25) = ¥ a; X', donde
i=(i1,..., i) € Lp xx Ly, vy X1 =225, Sialguno de los monomios de un polinomio
f el [x,...,x5] es tal que el grado de la indeterminada z; es mayor o igual que ry,



denotaremos con f su imagen bajo la proyeccién canénica sobre A (71, ...,7s).

Definicién 1.2 Sea f = Y a; X' un polinomio en A (r1,...,rs). El soporte de f es el
conjunto
Supp(f) = {iGZm X"'XZTS : ai:/:O}-

En esta tesis solo consideraremos codigos abelianos en algebras semisimples. Por lo
tanto, a lo largo de este trabajo tendremos que los enteros positivos 71, ..., s menciona-
dos anteriormente verifican que med(q,r1-+75) = 1 y denotaremos

1-1]Z.,.
k=1

Cuando consideremos el caso s = 1, escribiremos r en vez de ry.

Recordemos que un elemento e € A,(r1,...,75) se dice idempotente si e = e, dos
idempotentes e, es; son ortogonales si ejes = 0 y un idempotente es primitivo si no
puede escribirse como suma de idempotentes ortogonales no nulos. Como consecuencia
del teorema de Weddeburn-Artin, en concreto de los resultados [7, Theorem 3.4.9] y [T,
Theorem 2.6.9], tenemos que existe un conjunto de idempotentes no nulos, primitivos y

ortogonales, que denotamos Icp = {eq,..., e}, tal que

Ag(ry,.oors) =Ay(ry, .. ours)e1 @ @ Ay(ry,...,75) - e (1.1)
Més atn, cada ideal C' en A, (ry,...,75) es suma directa de algunos miembros de la
familia de ideales minimales {A,(ry,...,75) - €;}t;. Asi que C es un ideal principal y

estd generado por una palabra (un polinomio) idempotente.

Para cada i € {1,...,s}, denotamos por U,, el conjunto de todas las raices r;-ésimas
primitivas de la unidad y definimos

U={a=(ay,...,as5) : a; €U, }. (1.2)
Se define el conjunto de ceros de un polinomio f € A,(ry,...,75) como
Z(f) ={aeU : f(a)=0} (1.3)
y, si fijamos « = (v, ...,a4) € U, el conjunto de definicién de f, respecto de a, es
Do(f)={iel : a'e Z(f)}. (1.4)

Observemos que el conjunto de ceros de un polinomio es un subconjunto de {a : i€
I} y por lo tanto, es un subconjunto del conjunto de raices del polinomio, visto como
elemento del anillo F [z, ..., x].



En algunas ocasiones estaremos interesados en los complementos de estos conjuntos.

Denotamos Z(f) =U N Z(f) y Da(f) = I~ Do(f).

Todo ideal C' en A (r1,...,75) estd totalmente determinado por su conjunto de ceros,
también llamado conjunto raiz de C.

Definicién 1.3 Sea C un cidigo abeliano en A,(r1,...,75). El conjunto
Z(C)={aeU : aeZ(f), VfeC}={acU : f(a)=0, VfeC}
es el conjunto de ceros de C.

Asimismo, si fijamos « € U, C' esta determinado por su conjunto de definicion respecto
de a.

Definicién 1.4 Sean C' un cddigo abeliano en A (r1,...,rs) y a € U. El conjunto de
definicion de C' respecto de v es

D, (C)={iel : a'eZ(O)}={iel : f(a')=0, VfeC}.

Notemos que si C' estd generado por el idempotente e entonces D,(C') = D,(e), para
todo aw e U, pues f = fe para todo feC.

Definicién 1.5 Sean C un cdédigo abeliano en A,(r1,...,75) y a € U. El soporte de C
respecto de v es el conjunto complementario de su conjunto de definicion respecto de «;
es decir,

suppo(C) =TI~ Do (C)={iel : ol ¢ Z(O)}.

Un hecho importante, cuya demostracién puede encontrarse en [0l pp. 835-836], es
que la dimensién de un coédigo abeliano C' verifica la igualdad

dimp, C' =[] r; = |Da(C)| = |suppa(C)|, para todo aeU. (1.5)
j-1

Dado i € Z,, la clase ¢'-ciclotémica de ¢ médulo r es el conjunto
Cp(i)={i-¢"€Z, : LeN}={i,qi,...,q" "} (1.6)

donde n; es el menor entero positivo tal que ¢"¢ =+ mod r. La siguiente definicién de
q'-orbita generaliza la definicion de clase gt-ciclotomica.

Definicién 1.6 Sean t un nimero entero positivo e i = (iy,...,is) € I. Definimos la
qt-orbita de i, médulo (rq,...,7s), como

Qi) ={(i-q",...,is-¢") el : 1 eN}.



Notemos que |Q(i)] = 7, donde n es el menor entero positivo tal que
q"iy =1, mod ry para todo k=1,...,s.
Con el fin de simplificar la escritura, al hablar de ¢!-6rbitas omitiremos la s-upla de en-
teros (ry,...,rs) sobre la que tomamos congruencias, pues siempre quedard clara a partir
del contexto. Denotaremos por Q, el conjunto de todas las ¢f-6rbitas médulo (7, ..., 7)
y en el caso t = 1 escribiremos Q(i) y Q en vez de Q1(i) y Q1, respectivamente.

El conjunto de definiciéon de un codigo ciclico respecto de « € U,, y por ende su
soporte respecto de «, es unién de clases g-ciclotémicas médulo r (véase [10, p. 104]).

Este hecho se puede generalizar para todo ideal en A,(rq,...,7s); es decir, siae U y C
es un cddigo abeliano en A,(ry,...,7s) entonces D,(C') es unién disjunta de ¢-6rbitas.
En efecto, dado que todo polinomio f(xy,...,xs) € A,(r1,...,7s) tiene coeficientes en

F,, si ol e Z(C) entonces od € Z(C'), para todo j € Q(i).
Reciprocamente, toda unién disjunta de g-6rbitas en Q define un cédigo abeliano en

Ay (ry,...rs).

Como casos particulares consideremos los cédigos triviales en A,(ry,...,7s). El cddi-
go nulo, C' = {0}, es tal que su conjunto de definicién respecto de cualquier o € U es la
unién de todas las ¢g-6rbitas en I; esto es, D,({0}) = I. Por otra parte, el conjunto vacio
(en I) determina el codigo impropio A,(ry,...,7s).

Notemos que si C' es un cédigo abeliano en A,(r1,...,rs) y consideramos dos juegos
distintos de raices o, € U entonces es posible que D, (C) # D,(C). Para el desarrollo
de nuestro trabajo se hace necesario considerar todos los conjuntos de definicién de un
c6digo abeliano C, es decir, {D,(C) : «a € U}. La siguiente observacién nos proporciona
una estrategia para determinar todos los elementos de este tltimo conjunto. Recordemos
que si a y b son enteros positivos coprimos, el orden multiplicativo de a mdodulo b
es el primer entero positivo m, tal que b divide a a™ — 1. Denotaremos este entero por

(’)b(a).

Observacién 1.7 Sean Q(a;),Q(az),...,Q(a,) las diferentes ¢-6rbitas mddulo
(r1,...,75) v fijemos ay,...,a,. Supongamos que hemos elegido o € U para obtener
el conjunto D,(C). Buscamos los elementos 8 = (f,...,0s) € U para los cuales sea
posible que Dg(C') # D,(C). De este modo, 8 € U debe satisfacer la igualdad 2 = «
para algin a; = (a;,...,a;) tal que med(a;;,r;) = 1 con j = 1,...,s. En este ca-
so, es claro que Dg(C) = a; - Do(C'), donde la multiplicacién tiene el significado ob-
vio. Ademds, dado que Dge; (C') = Dgona__ guisa)(C) y |Q(a;)] = mem{O;,(q)};., para
cualquier a; = (a;1,...,a;s) tal que ged(a;j,7;) =1, j =1,...,s, tenemos que considerar

IT;_4 ¢(rs)

a lo sumo mem{Or, (@)},

conjuntos de definicién distintos o elementos en U.

Introducimos entonces las siguientes notaciones

K(ry,...rs)={a; = (an,...,ais) : med(ay,rj)=1,j=1,...,s,a=1,...,h}  (1.7)
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Ro={feU : p*=a,a,€ K(ry,...,r5)}, paracada aeU. (1.8)

La primera parte de nuestros resultados atane solamente a los cédigos ciclicos. Con el
fin de facilitar la lectura, a continuacion establecemos notacién y terminologia especificas
para el caso s = 1. Denotamos por A,(r) el dlgebra cociente F,[x]/(z"—1). Cada uno de
sus elementos tiene un unico polinomio representante canénico cuyo grado pertenece a
Z,, por lo tanto identificamos los elementos de A,(r) como polinomios de grado menor
que r, es decir, los escribimos de la forma f(x) = ¥ a;2* con i € Z,. Cuando sea posible
que un polinomio f € F,[z] tenga grado mayor o igual que r, denotaremos con f su
imagen bajo la proyeccién candnica sobre A, (7).

Consideremos el conjunto de todas las raices r-ésimas primitivas de la unidad, U,. De-
finimos el conjunto de ceros de un polinomio f e A,(r) como

Z(f) = {a < Uy f(a) = 0}, (L.9)
y, dado « € U,., el conjunto de definiciéon de C', respecto de a, es

Do(f)={ieZ aie Z(f)}. (1.10)

Cabe resaltar que en el caso de cdédigos ciclicos binarios y ternarios, para r < 70

tenemos que gfa) < 6. Por lo tanto, de la Observacién podemos concluir que existen

a lo sumo 6 conjuntos de definicién del cédigo distintos. Si r < 90 entonces % <8y

asi existen a lo sumo 8 conjuntos de definicion diferentes.

1.1. Hipermatrices

A cada codigo abeliano vamos a asociar un arreglo multivariable, que llamaremos
hipermatriz y que usaremos para calcular una cota para la distancia minima del codigo.
Definimos a continuacién, en forma general, dicho tipo de arreglos.

Definicién 1.8 [13] Una hipermatriz con entradas en un anillo R e indices en I =
[i-1 Zy,, es un I-arreglo de dimension s, que denotamos por M = (a;)ier, con a; € R.
En el caso s =2, diremos que M es una matriz y en el caso s =1 diremos simplemente
que M es un vector o una matriz fila (o columna).

El conjunto de indices I, la dimensién y el anillo R se omitiran si quedan claros a partir
del contexto o si no son relevantes.

Nos referiremos a las entradas de la hipermatriz M como elementos; es decir, si a; es
una entrada de M, diremos que a; € M. Escribiremos M = 0 si todas las entradas de M



son cero; en caso contrario escribiremos M # 0.
Dado i € I escribimos su k-ésima coordenada como i(k) y definimos el conjunto

I(k,b)={iel : i(k) =b}.
Definicién 1.9 Una hipercolumna de la hipermatriz M se define como
HM(k,b)Z{aiGM : IGI(k,b)}

conl<k<sybeZ,,.

Una hipercolumna a menudo sera vista como una hipermatriz de dimension s — 1,
especialmente en algunos procesos donde haremos induccién sobre la dimension de las
hipermatrices. Reciprocamente, observemos que dados k € {1,...,s} y b € Z,,_, una

S

hipermatriz con indices en Her puede ser vista como una hipercolumna (de cierta
j=1
§¢k

hipermatriz de dimensién s) con indices en I(k,b).

Definimos a continuacién dos tipos especiales de hipermatrices.

Definicién 1.10 Sea f = Yi; ;X' un polinomio en Ay(r1,...,rs). La hipermatriz de
coeficientes de [ se define como M(f) = (a;)ier-

Definicién 1.11 Sea D c I. Llamaremos hipermatriz (booleana) proporcionada por D,
a la hipermatriz M = (a;)ier, cuyas entradas estdn definidas como sigue:
1 st i¢D
ai = ..
0 st ieD.

Si D es union de qt-orbitas, diremos que M es la hipermatriz de gt-orbitas proporcionada
por D y se denotard por M (D).

A lo largo de este trabajo, cuando lo consideremos apropiado, asignaremos un re-
cuadro de color a cada ¢!-érbita en I con el fin de visualizar la distribucién de las
mismas en las hipermatrices de gt-érbitas.

Ejemplo 1.12 Consideremos Ay(5,7) v el conjunto de las 2-6rbitas, médulo (5,7), a
las cuales asignamos un recuadro de color como se ve a continuacion.

Q(0,0) = {(0,0)}
Q0,1) = {(0,1),(0,2),(0,4)}
B - (0.3).(0,5),(0,6)}
) = {(170)7(270)7(370)7(470)}
) = {(1LD),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4),(3,1),(3,2),
(3,4), (4,1),(4,2), (4,4)}
B - ((1.3),(1,5),(1,6),(2,3),(2,5),(2,6),(3,3),(3,5),
(3,6), (4,3), (4,5), (4,6)}
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Si tenemos que D = Q(0,0) u @Q(0,1) u@Q(1,3), entonces

o 0o 0o ol B
r TP @grTrem@e
MO)={@ @I T @ T @ @
T NN N |
r TP @mrTrem@e

Definicién 1.13 Sea M = (a;)ic; una hipermatriz con entradas en un anillo. El soporte
de M es el conjunto
supp(M)={iel:a;#0}.

Denotaremos su complemento por D(M).

De modo similar, dada una hipercolumna de M, Hy;(k,b), tenemos que
supp(Hp (kb)) ={ieI(k,b):q; #+ 0} (1.11)
y denotamos

Dy(k,b) =D(Hp(k,b)) = 1(k,b) ~ supp(Hp (k,D)). (1.12)

A continuacion presentamos algunos hechos notables acerca de las hipermatrices de
orbitas y sus soportes, que se deducen directamente de las definiciones anteriores.

Observaciones 1.14 1. Sea M una hipermatriz de ¢'-6rbitas. Por definicién, D(M)
es union de ¢t-érbitas.

2. Si M es una hipermatriz de g-6rbitas y supp(M) es unién de ¢'-érbitas, para
algin entero positivo ¢, entonces M es también una hipermatriz de ¢'-Orbitas
proporcionada por D(M).

3. Si D es unién de ¢'-orbitas, entonces la hipermatriz de ¢!-6rbitas proporcionada
por D verifica que D(M (D)) = D.

4. Como comentamos en el parrafo posterior a (1.1)), si e € Icp entonces el ideal

generado por e, A,(71,...,rs)-e, es minimal. Por lo tanto, para cada a € U tenemos
que el conjunto de definicién D, (e) es maximal en I.
Ahora bien, supongamos que e es un idempotente en A, (r,...,7rs) tal que e =

ej + - +ej, cone; ..., ej; €lepy consideremos a € U (véase (1.2))). Entonces D, (e)
es unién de exactamente |Q| — [ ¢-6rbitas en Q, el conjunto de g-érbitas médulo
(r1,...,75). Por otra parte, para cada k € {1,...,l} consideremos Q;, = I~ D,/(e;,),
la g-6rbita de no ceros de e;,. Entonces supp(M(D,(e))) = U_,Qj,. Por lo tanto,
lIep| = |Q|, pues Du(er +---+€;) = Do(1) = 2.

Recordemos que Q, denota el conjunto de todas las ¢'-érbitas médulo (rq,...,7),
para algin entero positivo t. Vamos a definir un orden parcial sobre el conjunto de
todas las hipermatrices de ¢'-érbitas {M (D) : D es unién de ¢'-6rbitas }, como sigue.
Sean M = M (D) y M'= M(D') hipermatrices de érbitas. Definimos la relacién

M' < M < supp(M") € supp(M) < Dc D' (1.13)



1.2. Transformada de Fourier discreta

La transformada de Fourier discreta serda una herramienta fundamental en el estudio
de los codigos abelianos, particularmente en el calculo de cotas para su distancia minima.
Sea F|F, una extensién de cuerpos tal que U ¢ F,o (véase ) y denotemos con
Ap(ry,...,rs) el dlgebra cociente Fpo[xy, ..., z]/(z™ —1,..., 2™ - 1).

Definicién 1.15 Sea a € U. La transformada de Fourier discreta, respecto de «, es la
funcion
Vot Ap(ri,...,rs) — Ap(ry,...,rs)
f = Pa,f

donde

Paf = ar(X) =) f(a) X

iel

Algunos autores se refieren a la transformada de Fourier discreta como el polinomio
de Mattson-Solomon (M-S) (véase, por ejemplo, [§]).
La funciéon transformada de Fourier discreta es una aplicacion inyectiva, mas ain, puede
ser vista como un isomorfismo de [F -dlgebras

()OOt . Aqv(rl7"'77ﬂ8) — (IF((ZZIH.TS);—F;*)
/ = Pa,f

donde la multiplicacion “ = 7 en IFEIZI"'TS) se define coordenada a coordenada (véase [4, pp.

T . .
*) 0 como un polinomio

4-7]). Asi que, @, se puede interpretar como un vector en ]Ffl’;l'“
en Ap(ry,...,7s).
La transformada de Fourier discreta inversa de un polinomio g, respecto de «, esta dada

por el polinomio

! > gla X! (1.14)

7"1---7"8 iEI

Py = Pag(X) =

(véanse, por ejemplo, [4, p. 6] y [8, p. 186]).

Notemos que, si g € Ay (r1,...,75) y g(a™t) =0, entonces el monomio X! no aparece en
@;}g. Por lo tanto, como lo expone P. Camion en [4], dados un cédigo abeliano C' en
A,(r1,...,rs) y una palabra f e C' tenemos que, acotando la cantidad de no ceros de
©a.5 se puede acotar también w(f). Esta idea lleva a la construccién de una cota para
la distancia minima de C.

Observaciones 1.16 Los siguientes hechos se siguen directamente de la definicién de
transformada de Fourier discreta y de la semisimplicidad de A,(rq,...,7s).

1. Para todo par de polinomios fi, fo € Ay(71,...,75) tenemos que ©u 4, = Pa.fi +
[T

Carts ¥ Parfifs = Pafi * Pa.fr, donde “x” denota la multiplicacién de polinomios
coeficiente a coeficiente.



2. SieeAy(ry,...,rs) es un idempotente entonces Yoe = Pae2 = Pae * Pa,e. Luego,
cada coeficiente es igual a su cuadrado y, como éstos son polinomios sobre un
cuerpo, ¢, debe ser un polinomio con coeficientes en {0, 1}.

3. Supongamos que C' es un cédigo abeliano en A, (ry,...,75), con idempotente
generador e. Entonces, para cada f € C, se tiene que f = fe y por lo tanto

Paf = Paf * Pae- Asl que, supp(@a,r) € supp(@a.c), para toda palabra f e C.

En la Definicion [L.15] presentamos la transformada de Fourier discreta en el alge-
bra multivariable A,(r1,...,7s). En el Capitulo [2| trabajaremos exclusivamente con la
transformada de Fourier discreta univariable. Para la comodidad del lector, aclaramos
la notacién en este caso. Consideremos una extensiéon de cuerpos F|F, tal que U,, el
conjunto de todas las raices r-ésimas primitivas de la unidad, esté contenido en Fg..
Dados a € U, y f € A,(r), la transformada de Fourier discreta de f respecto de « se
escribira

a.f = Pa,r(T) =2f(ozj)xj. (1.15)

Como hemos mencionado antes, la transformada de Fourier discreta puede ser vista
como un isomorfismo de dlgebras ¢ : Ag(r) — (Fi., *), donde la multiplicacién “+” en
7. se define coordenada a coordenada (véase [10, §8.6]); asi que podemos ver a @
como un vector en Fj, o como un polinomio en Ag(r). La transformada de Fourier

discreta inversa de un polinomio g € A, () respecto de v € U se escribira

r—1
Paly = Pay(®) = 2 g(a)ad. (1.16)
7=0



Capitulo 2

Distancia aparente de cédigos
ciclicos. Cota BCH y cédigos BCH.

Calcular la distancia minima de cédigos ciclicos, o una cota para ella, es uno de los
problemas més estudiados en este tipo de cédigos (véanse, por ejemplo, [5, 10 [12]).
La primera cota inferior conocida para la distancia minima de un cédigo ciclico C', que
denotamos por d(C'), es la cota BCH [9, p.151]. El estudio de esta cota y sus generali-
zaciones es un tema clésico, el cual incluye la muy conocida familia de cédigos BCH. Es
bien sabido que un cédigo ciclico puede tener varias cotas BCH, asi que un problema
interesante es determinar cuando el maximo de sus cotas BCH es igual a su distancia
minima (véanse [0, [10]).

En este capitulo consideraremos tres problemas relacionados con el estudio de la cota
BCH. El primero consiste en dar una caracterizacién de aquellos cédigos ciclicos para
los cuales su distancia minima coincide con el maximo de sus cotas BCH. Para ello uti-
lizaremos dos herramientas: la transformada de Fourier discreta y la nocién de distancia
aparente de un cédigo, definida originalmente para codigos abelianos multivariables en
[, p. 21]. El segundo problema consiste en mostrar algunas técnicas para construir c6di-
gos ciclicos cuya distancia minima sea igual al maximo de sus cotas BCH, para lo cual
desarrollamos una estrategia basada en el analisis de los divisores de un polinomio de la
forma x" — 1, donde r es un nimero entero positivo. El tercer problema estriba en pre-
sentar técnicas de construccién de cédigos BCH para los cuales su distancia designada,
el maximo de sus cotas BCH y su distancia minima coinciden. Abordamos esta cuestion,
aplicando los resultados obtenidos en la resolucién de los dos problemas anteriores, al
estudio de cédigos BCH cuya distancia minima es igual a su distancia designada.

A lo largo de este capitulo, ¢ y r seran enteros positivos, donde ¢ es potencia de un
primo p tal que med(p,r) = 1. Denotaremos por U, el conjunto de las raices r-ésimas
primitivas de la unidad (véase (1.2))) y consideraremos una extensién de cuerpos Fg|F,
tal que U, ¢ F,. Para un polinomio g = g(x) € F [x], denotamos por gr(g) su grado
y por supp(g) su soporte. Ya introdujimos en el capitulo de preliminares el contexto
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general de los codigos abelianos sobre el que vamos a trabajar, A,(rq,...,75) y su re-
duccién al caso ciclico Ay(r). Sea a € U,. Para cada polinomio f € A,(r) mantenemos
las notaciones f, Z(f), Do(f) v las demds notaciones y nociones dadas en el parrafo

previo a (1.9 y (1.10).

Es bien sabido que todo cédigo ciclico €', de longitud r en el alfabeto Iy, se puede
identificar con un ideal en A, (r) (véase [10, p. 189]). Como 7 y ¢ son nimeros coprimos,
el dlgebra A,(r) es semisimple, asi que C' posee un tnico polinomio generador ménico
(vedse [10, Theorem 7.1]).

Sea a € U,.. Recordemos que un codigo ciclico, siendo abeliano, estda determinado por
su conjunto de definicién respecto de a (véase la Definicion . Observemos que si
tenemos un cddigo ciclico C', generado por un polinomio g, entonces D,(C) = D,(g).
De otra parte, podemos determinar si un polinomio f € A,(r) estd en C' basdandonos en

que feC siy solosi Dy(g) € Duo(f).

Presentamos ahora el concepto central de este capitulo, la cota Bose-Ray-Chaudhuri-
Hocquenghem (BCH), que es la mas antigua de las cotas para la distancia minima de
un cédigo ciclico [3].

Teorema 2.1 [10, Theorem 7.8] (Teorema de la Cota BCH) Sean o € U, y C un codigo
ciclico con polinomio generador g(x) tal que para algunos enteros b>0 y § > 1 se tiene
que

g(a’) = g(a®") == g(a***?) =0

Es decir, el codigo tiene una cadena de § — 1 potencias consecutivas de o como ceros.
Entonces la distancia minima del codigo es al menos ¢.

Claramente, para cada codigo ciclico C' puede existir mas de una cota BCH, depen-
diendo de la raiz de la unidad fijada y de las cadenas de potencias consecutivas respecto
de cada una de ellas. Denotaremos el méximo de todas las cotas BCH de C por A(C).
Algunas veces este valor es llamado la cota (inferior) BCH del c6digo (véanse [4, p. 22]
y 6, p. 984]).

Ejemplo 2.2 Consideremos r =41 y ¢ = 2. Las clases 2-ciclotémicas médulo 41 son

Cy(0) = {0},
Co(1) = {1,2,4,5,8,9,10, 16, 18,20,21,23, 25,31, 32,33,36,37,39,40} v
C(3) = {3,6,7,11,12,13,14,15,17,19, 22,24, 26,27, 28,29, 30, 34, 35, 38}.

Fijemos « € U, y sea C el c6digo ciclico con conjunto de definicién D, (C') = Co(1).
Algunas cotas BCH para C' respecto de o son ¢; = 3, considerando {1,2} ¢ D,(C); y
d2 = 4, tomando {8,9,10} c D,(C).

Para determinar todas las posibles cotas BCH de C, es necesario considerar también el
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conjunto de definicién Dg = 3- D, (C') = C2(3). En este caso tenemos que la cota BCH
mds alta es 03 = 6, considerando {11,12,13,14,15} c Ds(C'). Por lo tanto, el méximo de
todas las cotas BCH de C' es A(C) = 6.

A partir del Teorema [2.1| surge la nociéon de cédigo BCH, la siguiente definicion
estda basada en la que aparece en [10], p. 202].

Definicién 2.3 Un cddigo ciclico C' en Ay (r), con polinomio generador g(z), es un
codigo BCH con distancia designada § > 2, si existen be {0,...,r—1} y a € U, tales que
g(x) es el polinomio de menor grado sobre F, de modo que

{a* : j=0,...,6-2} c Z(C)

0, equivalentemente, si para cada clase ciclotémica Q € D,(C) se tiene que Qn{b+j :
j=0,...,0-2} +@.

Denotamos este tipo de cédigos como B,(«,d,b). La definicién anterior implica que
el cédigo By(a,d,b) es el codigo ciclico con mayor dimensién que satisface la inclusién
{abti 2 5=0,...,0 -2} ¢ Z(B,(a,0,b)).

La distancia de Bose de un cddigo BCH, C = B,(«,9,b), se define como el mayor
valor ¢’ tal que C' = B,(a/,¢',b") para algin V' € {0,...,r -1} y algin o' € U, (véase
[10, p. 205]). Vamos a ver que, dado un cédigo B,(«,d,b), es posible que su distancia
de Bose sea menor que su cota BCH, A(B,(«,d,b)). Ilustramos este hecho a través del
siguiente ejemplo.

Para cualquier elemento a € F» denotamos por min,(a) el polinomio minimo de a en
F,[x]. En el caso ¢ = 2 escribimos simplemente min(a).

Ejemplo 2.4 Consideremos A3(21) y fijemos « € Usy tal que min(«) = 25+x®+x4+22+1.
Sea C' = By(a,4,15) el cédigo BCH generado por mem{min(a), min(a3),min(a7)}.
Consideremos las clases 2-ciclotémicas modulo 21

Cy(0) = {0},

02(1) = {1,2,4,8,11,16},
Cy(3) = {3,6,12},

Co(5) = {5,10,13,17,19,20},
Co(7) = AT, 14} y

C5(9) = {9,15,18}.

El conjunto de definicién del cédigo C' respecto de av es D, (C') = Co(1)uCq(3)uCy(T7).
Segun la Observacion para determinar todos los posibles conjuntos de definicién de
C, tenemos que considerar también el elemento [ € Uy tal que 85 = .. Asi obtenemos
el conjunto de definicién Dg(C) =5- D, (C) = Cy(5) u Co(7) u C2(9).

La distancia de Bose es § = 4, pues {6,7,8} c D,(C) y {13,14,15} c Dz(C') proporcionan
la maxima cota BCH de modo que C sea un cédigo BCH, en cada caso. Por otra
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parte, A(C) = 5, pues {1,2,3,4} c D,(C) y {17,18,19,20} c Dg(C'). Sin embargo,
{1,2,3,4} c Cy(1) uCs(3) vy {17,18,19,20} c Co(5) U C(9), asi que C' no puede ser un
cédigo BCH con distancia designada ¢ = 5. Por lo tanto la distancia de Bose es menor
que el méximo de todas las posibles cotas BCH del cédigo, A(C').

La cota BCH fue mejorada por Hartmann-Tzeng en 1972, demostrando que si s
y 0 son enteros positivos con ¢ > 2, C' es un ciclico cédigo en A (r) y S es una
raiz r-ésima primitiva de la unidad tal que Dg(C') contiene los conjuntos consecutivos
{Bitia pitleje  Gi+o=2+jal () < 5 < s,y si med(a,r) < O entonces la distancia minima
del codigo es al menos § + s. Esta cota, que algunos autores llaman cota HT, fue mo-
dificada en 1983 por Ross. Manteniendo la notacion, lo que propone el autor es que si
las condiciones de la cota HT no se cumplen para todo j entre 0 y s, pero si para una
cantidad suficiente s’ de valores de j, entonces d(C') > 0 + s’ - 1. Finalmente, en 1986 van
Lint y Wilson generalizan las cotas dadas por Hartmann-Tzeng y Ross demostrando que
si f(x) es una palabra no nula en C' tal que f(a?) = f(ab*!) =--- = f(ab**71) = 0 pero
f(ab*s) £ 0 entonces el peso de f(x) es al menos s+ 1 (véanse [9] p.151-155] y [12]).

2.1. Distancia aparente de cdédigos ciclicos

Para caracterizar los c6digos ciclicos para los cuales el maximo de sus cotas BCH es
igual a su distancia minima, vamos a usar dos herramientas: la transformada de Fourier
discreta y la distancia aparente (de un polinomio y de un c6digo).

Presentamos a continuacion algunas definiciones relacionadas con el calculo de la cota
BCH, basadas en aquellas expuestas por P. Camion en [4, Chapter 3], adaptadas a
polinomios en una variable.

Definicién 2.5 Dado g € Ap(r) definimos su distancia aparente, que denotamos d*g,
como Ssigue.

1. 8i g =0 entonces d*0 = 0.

2. 8i g+ 0 entonces d*g=mzix{7’—g7‘(x_hg) : Oéhér—l}.

Notemos que si 0 < h < r entonces d*z" = d*1. Luego, d*x" = r para todo h € Z,.

Ejemplo 2.6 Consideremos el polinomio g = x + 2?2 + 2% en Ay(7). De la siguiente tabla
deducimos que d*g = max{7 - gr (a:hg) :0<h<6}=4.
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Observacion 2.7 Sean f y g polinomios en Agp(r). Si supp(g) € supp(f) entonces
gr(g) < gr(f) y para todo h € Z, tenemos que gr(xhg) < gr(ahf). Luego,

méx{r—gr(W) : OShSr—l}Sméx{r—gr(x_hg) : OShSr—l}
y de este modo d* f < d*g.

Diremos que una lista de representantes candnicos by, by,...,b € Z, es una lista de
enteros consecutivos maédulo r, si para cada 0 < k <[ se tiene que b1 = b +1 mod r.
Si b =10y (resp. b=by,1) denotamos por b* = b,y (resp. b~ = by).

Definicién 2.8 Sean M = (ag,...,a,-1) un vector en ¥, y a; una entrada no nula de
M. El conjunto de entradas nulas adyacentes a a; es el conjunto de entradas

CM(’L) = {aio,ail,...,ail}

tales que a;; = 0 para todo j €{0,...,1}, i,71,...,4 es una lista de enteros consecutivos
modulo r, it =1 y Qi # 0.

Notacién 2.9 Denotamos por wy (i) el valor |Cy (7).

Observemos que, dado un vector M y una entrada no nula a; € M, el conjunto de en-
tradas nulas adyacentes a a; puede ser vacio.

Recordemos que, dado un polinomio g = Y2} a;z’ € A (r) decimos que el vector
M(g) = (ag,...,a,—1) en Fy, es el vector de coeficientes de g. El siguiente resultado
permite calcular la distancia aparente de un polinomio g a partir del vector M(g).

Proposicién 2.10 Para todo polinomio 0 # g € Ap (1), con vector de coeficientes M (g),
se tiene que d*g = MaxXez, {wWar(g) (1) + 1}.

Demostracién. Consideremos el polinomio 0 # g = Y- a;z’ y su vector de coefi-
cientes M = M(g) = (ag,a1,...,a,_1). Sea i € supp(M(g)) hagamos h=r -1 —wy (i) —1i
y consideremos z"g. Notemos que a;+; = 0 para todo 0 < j < wy(4), con lo cual
gr(as_hg) = i+h y su coeficiente principal es a;. De aqui tenemos que r—gr(:z:_hg) =wp(i)+1
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y por lo tanto, d*g > méx;ez, {w (i) + 1}. Ahora consideremos h € Z,. Entonces el coe-
ficiente principal de z"g es gy Y wy(gr(zhg) =h) >r—-1-gr(z"g). Con lo cual
obtenemos el resultado. |

Ejemplo 2.11 Sea g=1+xz +2* € A3(5) y consideremos la tabla

hi o atg | gr(atg) | 5-gr(at9)
0| 1l+z+at 4 1
1] 1+x+22 2 3
2| x+ax2+a23 3 2
3| 22+ 23+ 2t 4 1
4 1+a3+24 4 1

De la Definicién tenemos que d*g = 5 — gr(zg) = 3. Por otra parte, notemos que
M(g) =(1,1,0,0,1), war(ao) =wn(as) =0y wy(ar) =2.

Sean f e A,(r) un polinomio arbitrario y o € U,. Si g = a5 (véase (1.15)) entonces
Z(g)=7 (x_hg) para todo h € {0,...,r=1} y gr (%) > |Do(9)l, luego d*g < r—|Du(g)|.
Por otra parte, de la definicién de transformada de Fourier discreta inversa tenemos que
w(f) =r=[Da(g)]- Asi que,

d*pa.r <w(f), paratodo fe Ay (r) y ael,. (2.1)

Por lo tanto, el minimo de las distancias aparentes de las transformadas de Fourier de
las palabras del cédigo es una cota inferior para la distancia minima del mismo. De
aqui surge de forma natural la siguiente definicién, que esta basada en la presentada por
P. Camion en [4, p. 21].

Definicién 2.12 Sean C' un cddigo ciclico en A (r) y a € U,. La distancia aparente de

C, respecto de «, es
a:C = ml’crl{d*gow}.

La distancia aparente de C' es
d*C' =méx{d:C : aeU,}.
Definimos también el conjunto de raices optimas de C' como

R(C)={BeU : d*C=d;C}.

Consideremos un cédigo ciclico C' en A,(r), con polinomio generador g(x). Notemos
que si a € U, y g(a) =0, para algtn i € Z,, entonces c¢(a?) = 0 para todo ¢ € C. Por lo
tanto, supp(Pa.c) € supp(@ay) para todo ¢ € C'y a € U,. Ahora, si e es el idempotente
generador de C', ¢ = ce para todo ¢ € C. Asi que, supp(pa.) € supp(pa.) para todo c e C
y a € U,. Por lo tanto, supp(pa.c) = supp(ay) v de este modo d*¢, g = d*pae < d* 0o
para todo ¢ € C'y a € U, (véase la Observacién . Luego, para cada « € U, tenemos
que mingec{d*@a.c} = d*@ae y de este modo, d*C' = méxgey, {d*¢s.}. Esto demuestra el
siguiente resultado.
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Proposicién 2.13 [/, p. 22/ Sean C un cédigo ciclico en A,(r) con idempotente gene-
rador e y 5 € R(C). Entonces d*C = d*pg..

Veamos ahora que, en codigos ciclicos, la distancia aparente coincide con una cota ya
conocida.

Proposicién 2.14 [J, p. 22/ Sea C un cddigo ciclico en A,(r). Entonces d*C = A(C).

Demostracién. Sean A = A(C), a € U, y b€ {0,...,n -1} tales que {a®*/ : j =
0,...,A-2} c Z(C). Si e es el idempotente generador del cédigo, por las Observaciones
tenemos que @, () = Y b a;xt, donde a; € {0,1} y, particularmente, a; = 0 para
todo i € {b,b+1,...,b+ A -2}. Haciendo h =r-b- A + 1 tenemos que gr (xhgpohe) =
b+h-1=r—-A.Asi que, &*C >d*¢a 21— (r—A)=A.

Ahora, supongamos que d*C' > A; es decir, supongamos que d*¢z. > A donde
B € R(C). Entonces existe h' € Z,, tal que r — d(h') > A, donde d(h') = gr (l’h’@/g,e)
y asi e (ﬁd(h')‘h'“”) =0,para j=0,...,r=d(h')-2.Si b’ = gr (l’hls%,e) —h' +1 tenemos

que B, ..., BY+r=d(h)=2 son ceros (consecutivos) de e. Luego, se tiene una cota BCH,
d=r—d(h') > A, lo cual es imposible. n

De los resultados anteriores se deduce que
AC)=d*C=d*pg. <d(C) paratodo SeR(C). (2.2)

Ejemplo 2.15 Consideremos g = 2 y n = 17. Las clases 2-ciclotémicas médulo 17 son
C2(0), Cy(1) y C2(3) y K(17) = {1,3} (véase (L.7))). Sea C el cédigo ciclico con con-
junto de definiciéon D, (C) = Cy(1) = {1,2,4,8,9,13,15,16} respecto de « € Uy7, tal que
min(a) =8 +ax"+20+x4+ 22+ +1. Entonces e = 210+ 2P+ B + 2% + a8+t + 22+ 2+ 1
es el idempotente generador de C'y M(pa.e) = (1,0,0,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,0).
Luego, d* (¢a,) = 3. Tomando § tal que 32 = a, se puede verificar que M(pg.) =
(1,1,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,1,1) y asi d* (¢p.) = 4. Por lo tanto, A(C) = d*(C) =
d* (905,6) =4.

Corolario 2.16 Sea C' un cddigo ciclico en A,(r) con idempotente generador e. Si

d* P =w(e) para algin o € U, entonces d(C) = A(C) y a e R(C).

Demostracién. Por hipétesis, d*p,. = w(e) > d(C). Ahora, si f € R(C) entonces
d*pp.e > d*pq. y €l resultado se obtiene de ({2.2)). [ ]

Notemos que el corolario anterior se tiene también para cualesquier palabra ce C'y
a € U tales que d*¢, . = w(c).

Vamos a comentar a continuaciéon cémo, utilizando estos resultados, podemos cons-
truir cédigos ciclicos y calcular su distancia aparente, o el maximo de sus cotas BCH.
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Aqui a los polinomios en A, (r) los interpretaremos también como vectores en [F e Y
dado un vector en f € Fy., denotaremos por f(k) la coordenada k-ésima de f.

A cada idempotente e € A,(r) asociamos el vector ¢, € Fro, donde « € U,. Como
Pa,e €s un idempotente en (F7., ) tenemos que ¢, (k) =0si k € D,(C) y 1 en otro caso.

Determinemos ahora las clases g-ciclotémicas médulo r, digamos: Cy(ay), ..., Cy(an)
con h € Ny fijemos aq,...,a,. Entonces, dado que en nuestro contexto cada cédigo cicli-
co tiene un tnico idempotente generador, para construir un cédigo ciclico en A,(r) para
cada eleccion D = U%_,Cy(a;;) conij e {1,...,h} y 1 <t <h, definimos el vector Fp € Fy.
tal que Fp(k)=0si ke D y 1 en otro caso. Este vector puede ser visto como la imagen
bajo la transformada de Fourier discreta respecto de algin « (fijado arbitrariamente),
del idempotente generador e de un cddigo ciclico C' en A,(r), tal que D = D,(C). Asi,
de la Proposicion tenemos que d* @, . = Méxgez, {wr, (k) + 1}.

Por otra parte, la Observacién nos permite deducir que, en la practica, para
calcular la distancia aparente de C' basta con fijar a € U, y recorrer los elementos de
Ra; es decir,

d*C =max{d;C : feRa}

y de este modo, podemos redefinir R(C') = {f e R, : d*C = dgC}. Por lo tanto, de la
Proposicién deducimos que d*C' = max{d*ps. : f€Ra}.

Ejemplo 2.17 Seanr =21y ¢ = 2. Como vimos en el Ejemplo[2.4] las clases 2-ciclotémi-

cas médulo 21 son C3(0), Ca(1), Ca2(3), Ca(5), Co(7) v C2(9) v asi K(21) = {1,5}.

Elijamos D = Cy(1) u C2(3) u C(7). Entonces
Fp=(1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,1,1).

Sea C' el cédigo ciclico tal que D,(C) = D para algin « € U,. Entonces d*¢, . = 5.
Ahora, tomando % = « tenemos que Dg=5-D, = Cy(5) uCo(7) uC2(9) y

Fp,=(1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0).

Luego, d*¢s . = 5. Por lo tanto, d*C =5y R(C) = {a, f}. Claramente, este cédigo tiene
cuatro cotas BCH: 2,3,4 y 5.

2.2. (Cdbdigos ciclicos cuya distancia minima coincide
con su distancia aparente

Definicién 2.18 Sea C' un cddigo ciclico en A,(r). Diremos que C' tiene distancia
aparente optima si d(C') =d*C = A(C).
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Un primer ejemplo de codigos ciclicos con distancia aparente éptima son los cédigos
de Reed-Solomon. Recordemos que un cédigo de Reed-Solomon sobre F, con distancia
designada 0 se define como un cédigo BCH de longitud r = ¢ — 1. Todas las clases ¢-
ciclotémicas médulo r tienen tamano uno; es decir, los ceros de 2" — 1 son exactamente
los elementos no nulos de F, y de este modo la dimensién del cédigo es r — (0 — 1).
Entonces, por la cota de Singleton [10, Theorem 1.11], tenemos que la distancia minima
del cédigo coincide con su distancia designada §.

Dado un polinomio g € A (), visto en Fo[x] con gr(g) <r -1, es facil comprobar
que med(g, 2" —1) = med(ag, 2" — 1) para todo h € {0,...,r -1}, puesto que 2" y 2" -1
son polinomios coprimos. Entonces, definimos

m, =med(z"g, 2" - 1) (2.3)
que claramente no depende de h. Para cada h € {0,...,r — 1} escribimos
ahg = (2" = 1) f,p + ahg (2.4)

donde f, 5 es el cociente del algoritmo de la divisién. Notemos que si g # 0 entonces

2hg # 0, para todo h € Z,, porque gr(g) <r. Basado en resultados como [0, Theorem 2]
y [10, Theorem 8.6.31] presentamos el siguiente lema.

Lema 2.19 Consideremos un polinomio g en Ap(r) y sea m, = med(zhg, 2" — 1) con
he{0,...,r—1}. Entonces:

1. d*g<r—-gr(my).

2. Sig|lxr -1 entonces d*g=r-gr(g).
Demostracion.

1. Sea h € {0,...,r — 1}, de la definicién de m, tenemos que m, = mg, luego
gr (x_hg) > gr(mg). Asi d*g <1 —gr(m,).

2. De la definicién de distancia aparente tenemos que d*g > r — gr(g). Para verificar
la otra desigualdad, notemos que, bajo la suposicién de que g | 2" -1, g y m, son
polinomios asociados y asi, d*g <r - gr(my) =7 - gr(g).

Recordemos que si C' es un cddigo ciclico en A,(r) y ¢ € C entonces d*¢. < w(c) (véase
(2.1)). Nuestro interés ahora es determinar cuando se tiene la igualdad. El siguiente
resultado nos ayudard a determinar condiciones para ello (véanse [4, Theorem 4.1] y [5]
Theorem 2]).
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Lema 2.20 Sean C un cddigo ciclico en Ay(r) y ce C. Entonces v — gr(m, ) =w(c),
para todo o€ U,.

Demostracién. Notemos que r — gr(my, ) = {af 1 pac(a?) # 0}|. De aqui el resul-
tado se tiene inmediatamente. |

El Lema nos dice que la distancia aparente de cualquier g € A, (7) es menor o
igual que el numero de no ceros de m,,. El siguiente resultado nos muestra una condicién
necesaria y suficiente para que se alcance la igualdad.

Proposicién 2.21 Sean f € Ag(r) y my como en . Entonces d*f =r —gr(my) si
y solo si existe h € {0,...,r - 1} tal que xhf | 27 -1 (equwalentemente zhf ymy son
polinomios asociados en IF [z]).

Demostracion. Supongamos primero que se tiene la igualdad. Por definicién de distan-
cia aparente existe h € {0,...,r—=1} tal que d*f =r—gr (a:hf) y asi gr (a:hf) gr(my).
De y tenemos que los conjuntos de ceros de my y ah f f coinciden. De donde
zhf | - 1

Reciprocamente, supongamos que existe h € {0,...,r—1} tal que W | x7—1. De y
tenemos que my | W y de este modo, W y my deben ser polinomios asociados.

Por la definicion de distancia aparente, tenemos que d* f = d* (W) y por el Lema [2.19

(2), d* (W) =r—gr (W) De aqui el resultado se sigue inmediatamente. ]

Hasta aqui hemos conseguido dar una condicién suficiente para que un codigo ciclico
tenga distancia aparente optima (véase Corolario y en la Proposicién hemos
podido dar ya condiciones necesarias y suficientes para que, dado un polinomio g €
A (1), su distancia aparente coincida con el nimero de no ceros de my,. A continuacién
presentaremos resultados que nos permiten caracterizar aquellos codigos ciclicos que
tienen distancia aparente éptima.

Teorema 2.22 Sean r,v enteros positivos, p un niumero primo y q una potencia de p.
Supongamos que med(r,q) =1 y consideremos la extension de cuerpos Fpo|F, tal que
U, €Fp. Sea C un cédigo ciclico en Ay(r). Entonces d(C) = A(C) si y solo si existe
un polinomio f e Ap(r), tal que:

1. d&*f =d*C
2. d*f=r—gr(my).

3. ¢, € C, para algin a e R(C).

Mas ain; en ese caso, existe h€{0,...,r—1} tal que x"f |27 -1
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Demostracién. Supongamos que d(C') = A(C), equivalentemente que d(C) = d*C.
Sean c € C tal que w(c) = d(C), a € R(C) y my, . = mcd(@a,c, 2" - 1), como en (2.3). De
(2.1)), la definicién de distancia aparente de un cédigo y el Lema tenemos que

w(c) 2d pac>d C=d(C)=w(c)=r—-gr(mg,,.).

Luego, del Lema deducimos que d*@q . =1 —-gr(my, ) y ast d*@q,. = d*C. Entonces
f = @a, verifica todas las condiciones requeridas.

Reciprocamente, supongamos que existe f € A, (r) que satisface las condiciones (1-3)
del enunciado. Por el Lema y la definicion de distancia minima tenemos que d* f =
w(pyl;) 2 d(C). Entonces, por el apartado (1), d*C' 2 d(C) y, de , A(C) =d(C).
La afirmacién final se sigue directamente de la Proposicion [2.21 |

Para verificar si un codigo satisface la condicién (2) del teorema anterior, la Proposi-
cion [2.21] nos muestra que solo tenemos que fijarnos en las propiedades de los divisores
de x" - 1.

Corolario 2.23 Sea C un cddigo ciclico en Ay (r). Entonces d(C) = A(C) si y solo si
existen k € {0,...r =1} y un divisor g | 2" -1, en Fp[z], tales que f = xFg cumple las
siguientes condiciones:

1. d f=dC.

2. ¢,y € C, para algin a e R(C).

Demostracién. Recordemos que d*f = d*g. Si A(C') = d(C') entonces del Teorema
2.22| tenemos que existen f € Ap(r) y h € Z, tales que zhf | 27 — 1. Tomando k=7 —-h
se cumplen las condiciones requeridas. L
Por otra parte, si existen k € {0,...7—1} y un divisor ¢ | 2" -1, en F o [z], tal que f = 2Fg
cumple las condiciones (1) y (2), entonces tomando h = r—k tenemos que g = 2 f | 27 -1
y de la Proposicién deducimos que d*f =r — gr(my), con lo cual se satisfacen las

condiciones del teorema anterior y obtenemos que d(C') = A(C). n

Notemos que, en los términos del corolario anterior, puede ocurrir que encontremos
a, B € U, tales que ¢!, € C pero o3 ¢ C.

Es bien sabido que un elemento a € Fyv verifica que a € F, si y solo si a? = a. Vamos a
usar este hecho para reescribir la condicién (8) del Teorema o la condicién (2) del
Corolario [2.23 como sigue.

Corolario 2.24 Sea C un cddigo ciclico en A (r). Entonces d(C) = A(C) si y solo
si existen k € {0,...,r =1} y un divisor g | " -1, en Fp[x], tales que se cumplen las
siquientes condiciones:
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1. drg=d*C y f :x_’“g cumple que
2. supp(f) € Z, ~ Do(C), para algin o € R(C) y

3. (f(a?))?= f(a?), para todo j €{0,...,7—1}.

Demostracién. Supongamos que f cumple la condicién (2) del Corolario ; es
decir que ¢!, € C, para algiin o € R(C) y sea i € supp(f). Entonces, por definicién de
transformada de Fourier inversa tenemos que ¢!, (a’) # 0 (véase (1.16)), con lo cual
i ¢ Do(C), luego supp(f) € Z, ~ Do(C). Por otra parte, dado que ¢ € C, tenemos
que sus coeficientes son elementos de F, y de la definicién de transformada de Fourier
discreta inversa sabemos que si j € Z,, f(a’) se corresponde con un coeficiente de go;}f.
Luego, (f(a?))4 = f(ad), para todo j €{0,...,r—1}.

Supongamos ahora que se satisfacen las condiciones (2) y (3) de este corolario. En-
tonces los coeficientes de ga;}f son elementos de F, y por lo tanto gp;}f € A,(r). Dado que
supp(f) € Zr ~ Do(C) tenemos que Do(C) € Do(py!;). Observemos que un polinomio
f e A,(r) pertenece a C' siy solo si D,(C) € D,(f). Esto implica que go;}f eC. ]

Vamos a comentar ahora cémo podemos aplicar los corolarios anteriores. Sea C
un cédigo ciclico de longitud r. Buscamos determinar si d(C) = A(C'). Para aplicar
cualquiera de los corolarios previos tenemos que considerar los divisores g | 2" — 1 en
Fpo[z] con gr(g) = r— A(C). Esto significa que tenemos que considerar a lo sumo
h- (FAT(C)) polinomios, donde h = |K(r)| (véase ) Claramente, si A(C') no es un
nimero muy grande podemos verificar todos los divisores en F,[z]. En el caso en que
A(C) sea un numero grande, probablemente tendremos que reducir la extensién a un
cuerpo intermedio F, c F c Fpv, y calcular solamente los divisores apropiados de 2" -1
en F[x]. En este caso, nuestro método no sera exhaustivo.

Por ejemplo, consideremos el cidigo ciclico binario C' de longitud 45 con D, (C') =
C2(3) uCy(5), para algun « € Uys. Se puede comprobar que A(C') = 3, dimg, (C') = 35
y K(45) = {1,7}. Entonces para verificar cualquiera de nuestros corolarios anteriores
tenemos que considerar 2(2;) polinomios (notemos que 2 < 2(3‘2) < 21%) y nuestro
método es viable. Por otra parte, para cédigos ciclicos con distancia aparente mayor
que 5, podriamos elegir considerar los factores de z*® — 1 en un anillo de polinomios
intermedio. Por ejemplo, en Fyi[z] tenemos 15 factores de grado 1 y 10 factores de
grado 3. Lo que implica menos de 50 célculos. Esencialmente lo mismo ocurre en Fas[2].

Observaciéon 2.25 En los términos de los comentarios anteriores, en el caso F = F, = Fy
verificar la condicion (3) en el Corolario es especialmente simple. Basta con verificar
que supp(x*g) es unién de clases 2-ciclotémicas. En efecto, tomando esto como hipdtesis,

dado que g € Fo[x] entonces zFg = 2 e supp(¥g) x? y de este modo

2

((Fg) @)= 2 ()| = 3 (a¥)'= 3 (o) =(2Fg)(a));

iesupp(a*g) iesupp(a*g) iesupp(a*g)
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es decir, (f(a’))? = f(a?), para todo j€{0,...,r-1} y a e U,.

Presentamos a continuaciéon otra condicién suficiente para determinar cuando un
codigo ciclico tiene distancia aparente 6ptima.

Corolario 2.26 Sea C' un cddigo ciclico en A (r) con idempotente generador e € C.
Si existen h € {0,...,r =1} y a € U, tales que z"p, . | 2" -1 entonces d(C) = A(C) y
aeR(C).

Demostracién. De la Proposicién y el Lema podemos deducir que d*p, . =
r—gr(me,.) = w(e). Entonces el resultado se sigue directamente del Corolario [2.16, m

Observacién 2.27 Dados g € A (r) y «, 8 € U, tenemos que .l € A (r) si y solo si

cpﬁlg € A,(r). En efecto, existe a € Z, con med(a,r) =1 tal que o = ﬂa y si suponemos que

ol € Ag(r) tenemos que (g(ad))? = g(a?), para todo j € Z,. Luego, (g(5%9))7 = g(8'),
para todo j € Z, y asi 5! € Ay(r).

Del Corolario [2.23] tenemos que para construir un cddigo ciclico C' que satisfaga
la igualdad A(C') = d(C), podemos centrarnos en la transformada de Fourier discreta
inversa de los divisores de 2" — 1 en algin cuerpo intermedio F. En el siguiente resul-
tado mostramos una manera de hacerlo. Como antes, finalmente tenemos que imponer
restricciones sobre la distancia minima o el cuerpo intermedio con el fin de acotar la
cantidad de célculos.

Corolario 2.28 C’onsider@mos un cuerpo intermedio Fy, ¢ F c Fpo. Sean g € Fo[x] un
dwisor de x" -1 y B eU,. Si go __ es un elemento de A (7“) para algun ke{0,...,r—1},

entonces la familia de codzgos czclzcos permutacion equivalentes

{O (*"wg) : O‘EUT}

verifica que A(Cy) = d(Cy). Mds aiin, dimg, (Cy) = |supp(g)|, para todo o € U,.

Demostracién. Sean f = zFg y e € A,(r) el idempotente generador del ideal C' =
(go;}f) en A,(r). Dela Proposici(’)ntenemos que d* f =r—gr(my), tomando h = r-k,
y del Lema deducimos que w(gp;}f) = r — gr(my). Por lo tanto, d*f > d*(C.,).
Siguiendo la exposicién hecha en el parrafo previo a la Proposicién|2.13] se puede verificar
facilmente que supp(@a.) = supp(f) con lo cual d*p, . = d* f. Luego, por la Proposicién
tenemos que d*C > d*p, . = d*f y asi, del Corolario obtenemos que A(C') =
d(C). Finalmente, de y lo observado en el parrafo posterior a la Definicién

tenemos que

dimg, (Ca) = = [Da(C)] =7 = |Da(e)] = [supp(pa.e)| = [supp(f)] = [supp(9)]-
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Como en la Observacion [2.25] en el caso F = Fy solamente tenemos que verificar que
supp(g) es unién de clases 2-ciclotémicas.

El corolario anterior nos permite concluir que para construir codigos ciclicos con
distancia aparente 6ptima basta verificar que alguna transformada de Fourier discreta
inversa de f = x*g, para algun divisor g de " -1 y k € Z,, tenga coeficientes en F,; es
decir, que (f(a’))4 = f(a?), para todo j € {0,...,r =1} y algin « € U,.. llustramos esta
idea con un ejemplo.

Ejemplo 2.29 Consideremos ¢ =2, r =45, K(45) ={1,7} y g = 20+ 23+ 23+ 236 4 235 +
232+ 230+ 220+ 22+ B+ 2+ 220+ 21 T+ 2+ 210+ 2% + 28 + 20 + 25+ 22 + 1. Se puede verificar
que g | 2% — 1 en Fy[z] (asi que F =Fy). Sea [ € Uys tal que min(f3) = z'2 + 23 + 1. Para
encontrar el valor k£ que cumpla las hipétesis del corolario anterior, podemos verificar que
el soporte del vector M (g) es unién de clases 2-ciclotémicas o podemos calcular g(1) y
g(5?), puesto que Dg(g) es Zys~(Ca(0) U C2(3)). Tomamos la segunda alternativa. Dado
que g(1) =1y g(83) = B3, para f = 25¢ tenemos que @B}f € Ay(45) (asi, (p;}f € Ay(45),
para todo a € Uys). Sea C' = (@Blf) Entonces Dg(C') = Co(1) uCq(3) uCa(9) u Ca(21) =
Zas ~ supp(f) v, analizando M (g) o, como en el Ejemplo [2.17

M(f):FDg(C) = (.7 0, Oa.? 0,1 7.7.7 07.7 1 a.’.a.a.a
Hoo@o 1. W% oH1 8085
Mo oMo 1040 M:TH1T

tenemos que 5 =d(C) = A(C) y dim(C') = 21.

Ahora buscaremos un cédigo con distancia aparente éptima que tenga mayor dimen-
sién, lo cual se aprecia viable observando la estructura de las clases 2-ciclotémicas.
Como supp(x°g) = Zys ~ Ds(C'), se puede verificar que hay tres subconjuntos de Dg(C')
(conjuntos de entradas nulas consecutivas de M( f), médulo 45) que determinan d*C'; a
saber, {1,2,3,4}, {16,17,18,19} v {31,32,33,34}. Elegimos {1,2,3,4} y construimos el
codigo C” tal que Dg(C") = D(C') N C2(21). De este modo,

FDQ(C’) = (.70707.7 0,1 .. . .7.7.7.7
.70707.707 1’.’.’ ’. ..7..
.7 07 07.7 07 17.7.7 07.7 7.7.7.7.)
y d*C" = d*C = d*f = 5. Dado que Dg(C") € Dg(C) tenemos que C es un subcddigo
de C" y ¢y 1 e C c C'. Luego, por el Corolario [2 jl, obtenemos 5 = d(C") = A(C") y
dim(C") = 25 un c6digo con mayor dimensién.

En la Seccion 3.3. refinaremos este tipo de construcciones para obtener codigos ciclicos
con distancia aparente 6ptima y que sean codigos BCH.
El siguiente resultado da una condicion para la existencia de cddigos ciclicos tales que
su distancia aparente y su distancia minima coincidan.

Corolario 2.30 Sean F,cF=F, cF. una cadena de cuerpos, h un factor irreducible
de x" =1 en Fy[z] con conjunto de definicion Do(h) para algin o€ U, y g = (z" - 1)/h.
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Si existen enteros positivos j, k tales que g(a?) = o y med(y, W_”)) | k, entonces
existe un codigo ciclico q-ario con distancia aparente optima.

Demostracién. Por hipétesis, la congruencia (en la variable X)

qg-1 . qg-1 méd r
med(q -1, r)j “med(g-1 T) med(q-1,7)
tiene una solucion X =t¢, con 0 <t < m.
Entonces (¢ -1)(jt +k) =0 mdd r; es decir, q(jt + k) = jt + k méd r y asi xtg(ad)e =
ztg(ad). Ademds, para todo jg"* € D, (h) tenemos que ¢"*(jt + k) = jt + k mdd r, en-
tonces ztg(a?)?" = ztg(a?) y por lo tanto z*g(a?) € F,. Dado que ztg(a’) = 0 para todo

i € Z, ~ Dy(h), podemos aplicar el Corolario [2.28| para obtener que C' = (gp 7) tiene

a,atg

distancia aparente éptima. [ ]

El siguiente resultado nos permite contar, bajo ciertas condiciones, el niimero minimo
de codigos ciclicos binarios con distancia aparente 6ptima. Sea n un entero positivo. El
nimero de enteros i € {1,...,n} tales que med(n,7) = 1 se denota por ¢(n), lo que se
conoce como la funcién ¢ de Euler de n.

¢>(T

Corolario 2.31 Sear =2m-1, para algin m € N. Ezisten al menos codigos ciclicos

binarios con distancia aparente optima.

Demostracion. Para cada 0 < j <7, coprimo con r, consideremos la clase 2-ciclotémica
C5(j), la cual tiene exactamente m elementos. Sean v € U, y h | 2" — 1 el polinomio
en Fy[z] tales que D, (h) = Cy(j). Consideremos g = (2" — 1)/h. Por hipétesis, a es un
elemento primitivo de Fom, asi que g(a?) = o* para algtin k € Z,. Entonces aplicamos el
corolario anterior tomando ¢ = ¢’ = 2 y tenemos que existe un cédigo ciclico binario con

distancia aparente dptima, a saber C' = (¢;)).
B(r )

consideremos el conjunto A = {j € Z, : med(j,r) = 1} cuyo cardinal es justamente ¢( )

Sean j # j' € A tales que Cy(j) # Co(j'). Si € U, y h, h' son divisores de z" — 1 tales
que Dy (h) =Cs(j) y Duo(h') = Co(j") entonces g = (z" —1)/h y g' = (" = 1)/h’ tienen el
mismo grado, y por lo tanto supp(g) # supp(g’), porque son polinomios binarios. Luego,
los cédigos C = (¢3}) v Ci = (¢,,) no son iguales. u

Para ver que el nimero de cédigos que podemos obtener de esta forma es al menos

Ejemplo 2.32 Consideremos ¢ =2, r =15y K(15) = {1,7}. En este caso, el Corolario
2.31| garantiza la existencia de al menos dos cédigos con distancia aparente 6ptima (los
determinados por g3 y g4, en la tabla siguiente). Denotemos los factores irreducibles de
¥ =1 en Fy[z] por hy = @, hg = $3, hy =t + 2 + 1, h4—x4+x3+1 y hs = @5, donde
®,, denota el n-ésimo polinomio ciclotémico. Tomando g; = ,t=1,...,5, aplicamos
los corolarios anteriores (con F =Fy) como sigue.

Consideremos el factor go. Se puede verificar que go‘lT = 210+ 2% € Ay(15), para todo

a,Tgo
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a € Uys. El c6digo ciclico C' generado por 219+ 25 tiene dimensién 10 y satisface A(C) =
d(C) = 2. Ahora fijemos « € Uys tal que hy = min(«) y hy = min(a?). Entonces ot =

o+ 2B+ + 27 e Ay(15) y ¢!

3

=8+t + 22 + 1 € Ay(15). Esto nos da la siguiente

tabla o
Generador | Dimensién | A(C) = d(C)
T 10 2
a,Tgy
-1 4
o793
a,z3g4

El polinomio g; determina un c6digo impropio. En el caso de g5, como D,(g5) =
Zis ~ C3(3), tenemos que g5(a?) = o', con lo cual las condiciones del Corolario [2.30]
no se satisfacen. Hay otros cédigos que son interesantes. Se puede ver que el polinomio
hohshs verifica las condiciones del Corolario [2.28, con k£ = 0. Luego, hohshs determina
un cddigo, digamos C’, tal que A(C") =d(C") =5y dim(C") =T.

Ejemplo 2.33 Sean ¢ =2 y r = 21 y denotemos los factores irreducibles de 2! — 1 en
Fo[x] por hy = @y, hg = 3, hg =2 +x+1, hy=a+ 22+ 1, hy=ab+ 2t +22+x+1y
he =26+ 25+ 2%+ 22 + 1.

T_

Consideremos g; = ‘Th—il, i=1,...,6 y fijemos a € Uy tal que min(a) = hg. Aplicamos el
Corolario como antes (con ¢’ = 2) y obtenemos 5 cddigos binarios de longitud 21
con distancia aparente éptima. Por otra parte, aplicando el Corolario [2.28| al polinomio
hihshshg obtenemos otro cédigo que satisface esta propiedad. Los presentamos todos en

la siguiente tabla:

Factor Dimension | A(C') = d(C)

el 14 2
DL,ng2

o 12 3
«,93

ot 12 3
oc,z3g4
_17 6
«,Tgy
-1 6
St

@a,m 10 0

2.3. Aplicaciones: Distancia aparente 6ptima en co6-

digos BCH

A partir de los resultados de las secciones anteriores podemos obtener algunas apli-
caciones en el caso de la familia de los cédigos BCH. Recordemos que B,(«,d,b) denota
un cédigo BCH, con distancia designada 4§, tal que {a®*7 : j=0,...,6 -2} ¢ Z(C). El
siguiente resultado nos permite construir cédigos BCH con distancia aparente éptima.

Teorema 2.34 Sean r un entero positivo, p un nimero primo, q una potencia de p y U,
el congunto de raices r-ésimas primitivas de la unidad. Supongamos que med(r,q) = 1.
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Consideremos los cuerpos F, ¢ F ¢ Fo tales que U, c Fgpo Sea g € Flz] un divisor de
- 1. Si existen k € {0,...,r =1} y B € U, tales que <p - e A,(r) entonces existe

una familia de codigos BCH permutacion equivalentes {C’ - B (v, 6 b) : aeU,} con
6 =1 -gr(g) para algin beZ,, de modo que 6 = A(Cy) =d(Cy) y o' €Cy.

Demostracién. Sean g = Y175 a;zt, f = a:_’fg y aeU,. Por el Lemam tenemos que
d*g =r—-gr(g). Claramente, my = med(zh f, 2" - 1) =g y d* f = d*g.

Consideremos la unién de clases g-ciclotémicas modulo r, T' = U’”*’“ ! C,(3), donde
’ J=gr(g)+k+1—4\ /0
1

j es el representante canénico de j en Z, y sea € = Yo rxt tal que r; = 0 si i e T
y 1 en otro caso. Observemos que, como supp(f) es unién de clases g¢-ciclotémicas,
supp(f) € supp(e). Luego, por la Observacion [2.7| tenemos que d*e < d* f. Es mds, como
d*f = wup)(gr(g) + k) + 1 entonces d*EZd*fzd*g. . -
Notemos que si i € Z, entonces ¥ .o ;) o’ € Fy. En efecto, 3o ya? = o' + @+ +
a1 Centonces (Zjqu(i) ozj)q = Yjec, (i) @ Por construccion, supp(e) es unién de
clases g-ciclotémicas, asi que £(a?) € F, para todo j € Z, y de este modo ¢;L € Ay(r).
Sea C, = (gp&}g). Como ¢, es idempotente, de la Proposicién deducimos que
d*Cy > d*e = d*f Por otra parte, dado que supp(f) € supp(e), tenemos que f xe = f
y entonces gpa gpaa gpa . Por lo tanto, la Observacion [2.27| nos permite concluir que
p.'r € Co pues g3l € A (r) Asi, de la Proposicién 2 21[y el Lema @ tenemos que
d*C =d*e = d* f. Como consecuencia del Corolario obtenemos que A(C,) = d(Cy).
Finalmente, notemos que, si () es una clase q—ciclotémica modulo 7 contenida en supp(e)
entonces @ n{gr(g)+k+1,...,7r+k-1} = @. Por lo tanto C, es un cédigo BCH con
distancia designada 6 = A(C,) =7 —-gr(g). n

En la Seccion 3.2. mostramos una manera de construir cédigos ciclicos con distancia
aparente 6ptima. La demostracion del Teorema|2.34]es constructiva, no sélo se demuestra
la existencia de un coédigo BCH por cada a € U,, sino que presenta una manera de
construirlo, como lo describiremos a continuacién. Dados ¢ € Fo[2] un divisor de z” -
1, k € {0,...,r =1} y B € U, tales que gp;lzTg € A,(r), consideramos los coeficientes

g(r) + k+ 1-ésimo a r + k — 1-ésimo de f, que sabemos que son nulos, y tomando T" =

;*5;(2)+k 1Cq(7), definimos el polinomio & = Y. 2*. Como se demostré, el codigo C' =
(p5L) es un cédigo BCH con distancia aparente éptima. Notemos que el conjunto T'
es una eleccién particular de indices que corresponderan a los coeficientes cero de e,
pero pueden considerarse otros bloques de coeficientes nulos de f. Es decir, podemos
modificar de diferentes formas el soporte de un cédigo ciclico para obtener un codigo

BCH, como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.35 Continuamos con el Ejemplo 2 Recordemos que ¢ =2, r =45y C’
es un cédigo ciclico con D,(C") = Cy(1) U 02(3) u C3(9) donde min(a) = z2 + 23 + 1.
Siguiendo la prueba del teorema anterior, consideremos T' = Cy(1) UCo(3) y € = Y jep @
Entonces C” = (o) con Do (C") = Co(1) uCa(3) es el cédigo BCH, Bsy(a, 1,5), tal que
d(C")=d=1y dim(C") = 29.
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También podemos obtener, a partir de C’, el cédigo Bs(«, 5,16) con distancia aparente
éptima, 0 = 5, y dimensién 29, tomando 77 = Cy(1) u C2(9).

El siguiente teorema es un resultado clasico de la Teoria de Céodigos BCH que carac-
teriza, bajo ciertas condiciones, los cédigos BCH con distancia aparente 6ptima.

Teorema 2.36 (Véase, por ejemplo, [10, Theorem 9.2.5]). Sean h,m € N. Un cédigo
BCH, sobre F,, de longitud r = ¢™ - 1 y distancia designada 6 = ¢" - 1 tiene distancia
aparente optima.

Nuestros resultados nos permiten presentar algunos ejemplos de cédigos BCH, con
distancia aparente éptima, que no cumplen las condiciones del teorema anterior.

Ejemplo 2.37 Sean ¢ =2y r = 15. Consideremos el polinomio g = g3 del Ejemplo [2.32}
es decir, g =a™ + 28 + 27 + 25 + 23 + 22 + x + 1. Entonces su vector de coeficientes es

M(g)=(1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0)

y d*g = 4. Dado que, por ejemplo, C5(7) no estéd contenida en supp(g) tenemos que
©al, ¢ A2(15) para todo a € Uys (véase Observacion [2.27). Sin embargo, el polinomio Tg
con vector de coeficientes

M(zg) = (0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0)
ya verifica que p~! € Ay(15) para algin « € Uys, por lo tanto, C' = (gp‘li) es un codigo
binario con d(C) = d*C = 4 y dim(C) = 8. Pero C no es un cédigo BCH, pues la clase
2-ciclotémica Cy(5) € D,(C) es tal que Co(5)n{b+7 : j=0,...,0 -2} = @. Siguiendo
las ideas expuestas en el parrafo posterior a la demostracién del Teorema[2.34] podemos

considerar T' = C5(0) u C2(7) y de este modo construimos el polinomio € = Y ;.p 2 cuyo
vector de coeficientes es

M(g) = (07 17 17 17 ]‘? ]" 1707 17 17 170’ 1707 0)

el cual determina el c6digo BCH en As(15), C" = (go&}e), con distancia aparente 6ptima
d*C" = d(C") = § = 4 y dimp,(C") = 10. Este c6digo no puede ser considerado en el
Teorema [2.36| pues ¢ no es de la forma 2" — 1.

El siguiente resultado es la extensiéon del Corolario [2.30 a cédigos BCH; es decir, pre-
sentamos condiciones para la existencia de cédigos BCH con distancia aparente 6ptima.

Corolario 2.38 Sean F, c F, ¢ Fyo una cadena de cuerpos, h un factor irreducible de
" =1 en Fy[x] con conjunto de definicion D,(h), para algin a € U, y g = (2" -1)/h. Si
existen enteros positivos j, k tales que g(a?) = o y med(j, m) | k, entonces eziste
un cédigo BCH de distancia designada 6, C = By(a,6,b), tal que § = A(C) = d(C) =
gr(h), para algin b€ Z,.
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Demostracion. Se sigue inmediatamente del Corolario y del procedimiento de
la demostracién del Teorema [2.34] n

A continuacién presentamos dos ejemplos en los que modificaremos los conjuntos de
definicién de los codigos obtenidos en los ejemplos y [2.33 para obtener cédigos
BCH con distancia aparente 6ptima.

Ejemplo 2.39 Continuamos con los codigos del Ejemplo determinados por los
polinomios g, g3 v ¢g4. Recordemos que en este contexto « es tal que min(«) = hs.
Aplicando el Teorema podemos obtener los siguientes cédigos BCH con distancia
aparente optima.

Es posible encontrar cédigos con distancia aparente 6ptiam y dimensién mayor que la

del codigo ((,0 T) en As(15). Para ello, modificamos su conjunto de definicién respecto
a,Tgy

de a hasta obtener los cédigos Bs(«,2,0) de dimensién 14 y By(a,2,3t) de dimensién

11, para t = 1,2,3. En el caso del cédigo ciclico determinado por gs3; es decir, (gp T),
@,Tg3

encontramos el c6digo By(«,4,13) de dimensién 10. Finalmente, a partir del c6digo

(cp . ) podemos construir el c6digo Ba(a,4,0) de dimension 10.
a,zgy

Notemos que los cédigos BCH determinados por ¢o, g3 v g4 no estan considerados en el
resultado clasico [10, Theorem 9.2.5].
Hay otro cédigo BCH, de distancia aparente 6ptima, que no ha sido considerado. Nos

referimos a By(«,5,11), de dimensién 10, obtenido a partir del c6digo (cp W), del
a,hghghg
Ejemplo [2.32]

Ejemplo 2.40 Vamos a considerar los cédigos del Ejemplo donde g=2,r=21y
« es tal que min(«) = hg.

Podemos modificar el conjunto de definicion, respecto de «, del codigo ((pa’m) en tres
formas diferentes. La dimensién més grande posible (con estas técnicas) es 20 y es la
del cédigo Ba(a,2,0). En el caso del cédigo ciclico (gpa%), modificamos su conjun-

to de definicion, respecto de «, en dos formas para construir asi dos cédigos BCH:
Bs(,3,19) de dimension 15 y Bs(«,3,12) de dimensién 12. Modificando el conjun-
to de definicion, respecto de «, del cédigo generado por ¢ obtenemos los cédigos

@, g4

By(a,3,15) de dimensién 12 y By(a, 3,1) de dimensién 15. A partir del cédigo generado
por ¢ __ construimos el cédigo Bs(cr,6,17) de dimensién 11. En el caso de ¢
a,Tgs

Y
a,ac5g6

tenemos By(«,6,0) de dimensién 11. Finalmente, el cédigo generado por ¢ —___es
a,hphgzhsng

justamente el cédigo Bs(«,5,17) de dimension 10.

Finalizamos el capitulo con un ejemplo de un cédigo binario BCH con distancia
minima ¢ de longitud 33 y dimensién 23. No hemos encontrado en la literatura cédigos
BCH con distancia aparente 6ptima que tengan esta longitud y dimension.

Ejemplo 2.41 Sean ¢ = 2, r = 33, « € Us tal que min(a) = 29+ 27+2°+23+ 1y
g=230+ 227 + 22+ 22+ 28 + 2P + 212 + 29 + 25 + 23 + 1. Se puede verificar que g satisface
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las condiciones del Teorema con k = 0; en efecto, ¢, = 2?2 + 21 + 1. Tomando
T = C5(1) obtenemos el cédigo B(a,3,31) de dimensién 23.
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Capitulo 3

Distancia aparente minima de una
hipermatriz

En 1970, P. Camion extendi6 la nocién de cota BCH a la familia de cédigos abelianos
introduciendo la definicién de distancia aparente (véase [4]). El célculo de la distancia
aparente de un cédigo abeliano C' en un anillo semisimple requiere del calculo de la
distancia aparente de algunos polinomios que corresponden al conjunto de idempotentes
de C, bajo la transformada de Fourier discreta. En [§], R. E. Sabin calcula la distancia
aparente de un polinomio en dos variables operando entre las filas y columnas de su
matriz de coeficientes. Este método es una forma practica de llevar a cabo dicho calculo.

En este capitulo presentamos nuestra propuesta de extension del método disenado por
R. E. Sabin; calculamos la distancia aparente de un polinomio en varias variables mani-
pulando su hipermatriz de coeficientes. También introducimos el concepto de distancia
aparente minima de una hipermatriz, el cual nos serd de gran utilidad en el calculo de
la distancia aparente de un cédigo abeliano por medio de hipermatrices.

Retomamos la notacién dada en los preliminares. El calculo de la distancia aparente
de un cédigo abeliano en A,(ry,...,rs) requiere el célculo de la distancia aparente de
polinomios en el dlgebra A (ry,...,7s). Por tal razén, las definiciones y resultados de
este capitulo estaran enmarcados en esta ultima algebra.

Sea f =Y a:X e Ap(ry,...,rs). Consideremos f como polinomio en Fyo[z1, ..., 2]
y dado k € {1,...,s} hagamos Y} = X/z;. Entonces podemos escribir f como un poli-
nomio en Fyo[Yi][xk]

kal

f=rfe=> fupr} (3.1)
b=0

donde firp =3 K a;Y})i e Y= Xi/2b. El grado de f como polinomio en Fo[Yy][xx]; es
i(k)=b
decir el grado de f, es llamado el grado k-ésimo de f y se denota por gr(fx).
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Para cada h € I denotamos por di[h](f) el grado en la variable z; del producto
Xbfen Ap(ry,...,rs), esto es, el grado k-ésimo de XB f. Denotamos por c¢x[h](f) el
coeficiente de xi’“[h](f ); es decir (X f)i a,m](s), si consideramos X f como polinomio en
F o [Yi][@k]. Sino hay lugar a confusion, escribiremos dix[h] y ¢;[h] en vez de di[h](f)
y cx[h](f), respectivamente.

En el caso de una variable, como lo vimos en el capitulo de preliminares, trabajaremos
en el dlgebra A, (r), donde 7 es un entero positivo tal que med(r, ¢) = 1, escribiremos h

en vez de h y denotaremos por d[h] el grado del polinomio " f en A (7).

En el capitulo anterior presentamos la nociéon de distancia aparente de un polinomio
en una variable (véase la Definicién [2.5)) y comentamos que en el contexto de la definicién
original corresponde a las algebras de varias variables. Vamos a verla ahora.

Definicién 3.1 [4, p.21] Sea f un polinomio en Ap(r1,...,75). La distancia aparente
de f, denotada por d*f, es

1. Para el polinomio nulo, d*0 = 0.

2. En el caso s=1

d*f =méx{r-d[h]:0<h<r-1}.

3. Para s >?2
d* f = méx{méx {d*cx[h](ry - dk[h])}} :

hel  (1<k<s

Notemos que, de acuerdo con esta definicién, d* XP f(X) =d* f(X) para todo h € I.

Ejemplo 3.2 Consideremos el polinomio f = x3 - (21 + 1)x2 en A3(2,4) y tomemos
h = (1,2). Entonces X2 f = 22 f = (22— 23)ay — a3 = (=1 — 21) a3 + 2129.

Luego, ¢1[(1,2)] = @9 — 23, d1[(1,2)] = 1, 2[(1,2)] = -1 — 21, d2[(1,2)] = 3 y tene-
mos que d*c1[(1,2)] = 2 y d*c2[(1,2)] = 1. Por lo tanto, para h = (1,2) tenemos que
maxicpeo {d*cx[h](rx — di[h])} = 2. Recopilamos todos los valores que debemos consid-
erar para determinar d* f:

h | k| dci[h] | r, —di[h] | max;o{d*ci[h](ry — di[h])}
00) 5t 1 L
O T :
02) 15 :
03) b5ty 5 L
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h | k| d*c[h] | . = di[h] | méxico{d*cp[h](rs — di[h])}
00 55— :
) g1 :
02 g1 :
03 55— 4

y de aqui es claro que d* f = méxpe; {maxicpes {d*cx[h](rr — di[h])}} = 4.

Recordemos que, dado g € Ap(r1,...,75), denotamos por Z(g) el conjunto de ceros
de g y por Z(g) su conjunto de no ceros (véase ) Observemos que para todo i,h e [
yaeU={(a,...,as) : aj €U, }, donde U,, es el conjunto de todas las raices r;-ésimas
primitivas de la unidad, tenemos que g(ad) = 0 si y solo si (XPg)(ad) = 0. Asi que, g y
X_hg tienen los mismos ceros; en consecuencia,

1Z(9)| =12(X1g)| (3.2)

Por otra parte, si C' es un cédigo abeliano en A,(ry,...,rs), f € C'y @a () =0
entonces el monomio X! no aparece en f (véanse la Definicién y (1.14)). Por lo
tanto, el peso de f es igual al nimero de no ceros de ¢, . En general,

w(f)=1Z(¢ay)|, paratodo ael. (3.3)

El siguiente resultado es muy 1til en la consecucion de la cota para la distancia minima
de un cddigo abeliano, dada por P. Camion en [4, p.22].

Proposicién 3.3 Sea f e Ap(ry,...,rs). La distancia aparente de f es menor o igual
que el nimero de no ceros de f. En otras palabras, d* f <|Z(f)|.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre s. Si f es un polinomio en una
variable tenemos que d[h] es igual al nimero de raices de W que, a su vez, es mayor
o igual que |Z(z"f)], para todo h € Z,. De (3,2)) tenemos que d[h] > |Z(f)|. Asi que,
r—d[h] <|Z(f)| para todo h € Z, y por lo tanto d* f <|Z(f)|.

Supongamos ahora que el resultado se tiene para s — 1 variables. Consideremos 3 =

(Br.-..,Bs1) €152 Uy, he Iy supongamos que (cs[h](f))(8)= (X2 f)s.a,m10r)(8) # 0.
Escribamos el polinomio X f como un elemento de Fo[Y;][x;]; es decir,

o o du[h](f) .
(XBF)X) = (X f)s(xs) = ) (XBf)s iy

1=

Sea ¢;(8) = (XPf)si(B) y denotemos por g[h, 3](zs) al polinomio en una variable
Z?jgh] g:(B)xi, el cual tiene grado gr(g[h, 5]) = ds[h] pues (¢s[h](f))(5) # 0. Entonces,
por lo visto en el caso s = 1, |[Z(g[h,5])| > rs — d[h] para todo h € Z,_, donde d[h] es
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el grado del polinomio acgg[h, B], en la variable x,. Luego, si tomamos h = 0, tenemos
que [Z(g[h, B])| > rs — ds[h]. Por otra parte, de la hipdtesis de induccién tenemos que
d*(cs[h]) < |Z(cs[h])]. Por lo tanto,

d*(cs[h])(rs - ds[h]) <|Z(cs[h]|Z(g[h, B])|-
Observemos que para todo = (Bi,.. ., Bs1) € Z(cs[h]) y todo B, € Z(g[h, 3]), tenemos
que

(XBF)(Br,- .-, B, Bs) = g[h, B1(Bs) # 0

luego, (61, ..., Bs-1,0s) es un no cero de X®f. De lo anterior y teniendo en cuenta la
ecuacion (3.2)) podemos concluir que

d*(c;[h])(rs - ds[h]) < |Z(es[h])IZ(g[h. 8| < [Z(XP )| = [Z(f)], VB e Z(cs[h]).

Esto se tiene, usando el mismo argumento, para cualquier d*(cx[h])(r% — di[h]) con
helyl<k<s Asid*f<|Z(f) [

En [8, Section 2.4] R. E. Sabin presenta un algoritmo para calcular la distancia
aparente de un polinomio en dos variables usando matrices. Describimos el proceso
a continuacion. Dado un polinomio f = Z(i,j)ezrleQ a; joi ), consideramos la matriz
M = (a;;) para todo 0 < i < 7y, 0 < j < ry. Denotamos por M, ,, con v = 1,2y
p=1,...,r, -1, la matriz de coeficientes del polinomio xf;_f (véase la Definicién .

Recordemos que las hipercolumnas de esta matriz son vectores y por lo tanto, de acuerdo
con la Notacién [2.9] definimos

b =g (o, oo + 1)) (- (0.

plel ile2

by = méx{(méx{wHMLP(LdQ[(p,O)D(i) + 1}) (re = da[ (p, 0)])} )

€Ly (/8

De este modo, d*f = méax{by,by}. Basados en el algoritmo anterior, para calcular la
distancia aparente de un polinomio en A (ry,...,7,) le asociamos una tnica hiperma-
triz a la cual le calcularemos su distancia aparente. El método que proponemos para
determinar la distancia aparente de una hipermatriz no requiere considerar todas las
hipermatrices de coeficientes M, ,, con v =1,...,sy p=1,...,r, = 1. Desarrollamos a
continuacion nuestra propuesta.

Recordemos que, dado un entero positivo r, una lista de representantes canoénicos
bo,b1,...,b; € Z, es una lista de enteros consecutivos modulo r, si para cada 0 < k <[ se
tiene que byy1 = by + 1 mdd r. Si b = by (resp. b = byy1) denotamos por b* = b,y (resp.
b- = bk)

Definicién 3.4 Sea M una I-hipermatriz no nula sobre Fpo, k€ {1,...,s}, beZ,, y
Hy (k,b) una hipercolumna no nula. El conjunto de hipercolumnas nulas adyacentes a
Hy(k,b) es el conjunto de hipercolumnas

CHy(k,0) = {Hn(k,bo), Ha (K, 01), oo, Hy (K, by) }
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tales que Hp(k,b;) = 0 para todo j € {0,...,1}, by,br,...,b es una lista de enteros
consecutivos modulo i, b* =by y Hpr(k,b;) # 0.

En el caso s =1 esta definicién coincide con la de entradas nulas adyacentes dada en
la Definicién 2.8l

Notacién 3.5 Denotamos por wy(k,b) el valor |CHy(k,b)|. Si s = 1 escribiremos
simplemente wyr(b), como en la Notacion [2.9

Observemos que, dadas una hipermatriz M y una hipercolumna no nula H;(k,b),
el conjunto de hipercolumnas nulas adyacentes a Hy;(k,b) puede ser vacio. Notemos
también que si Hps(k,b) = 0 entonces C'Hy(k,b) y wa(k,b) no estéan definidos.

Presentamos ahora la nocion de distancia aparente de una hipermatriz. Recordemos
que una hipercolumna de una hipermatriz de dimensién s puede ser vista como una
hipermatriz de dimensiéon s — 1. La siguiente definicién es recursiva puesto que para
calcular la distancia aparente de una hipermatriz necesitamos determinar primero la
distancia aparente de sus hipercolumnas (o de algunas de ellas). Como en el capitulo de
preliminares, en el caso de una variable escribiremos r en vez de ry.

Definicién 3.6 Sean M una I-hipermatriz sobre Fpo y ke {1,...,s}.

1. Si M es la I-hipermatriz nula, su distancia aparente es d*0 = 0.
2. En el caso s =1, la distancia aparente del vector M es

4" M = mix{wn(b) + 1},

3. Para s > 2, damos la definicion en dos pasos:
a) La distancia aparente de M respecto de la variable zy, es

diM = lr)nzétx{(wM(k,b) +1)-d*Hpy(k,b)}.
L),
b) Y la distancia aparente de M es d* M = méax, e {d; M }.

Dado que la distancia aparente de una hipermatriz es un maximo, estamos interesados
en identificar aquellas hipercolumnas, o entradas en su caso, cuyo valor generado ha
alcanzado dicho maximo.

Definicién 3.7 Sean M  una hipermatriz  no nula, k € {1,...,8} vy
b € Z,,. Decimos que (k,b) es una pareja involucrada (en el cdlculo de d*M) y que
Hy(k,b) es una hipercolumna involucrada (en el cdlculo de d*M ) si d* M = (wy(k,b) +
1)-d*Hp(k,b). En el caso s =1, si M = (ap)pe; €s un vector no nulo, diremos que la
coordenada b-ésima de M es una coordenada involucrada (en el cdlculo de d*M ) y que
ap es una entrada involucrada (en el cdlculo de d*M ) si d*M = wy(b) + 1.
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Notacién 3.8 Denotaremos por Ip(M) el conjunto de parejas (o entradas) involu-
cradas en el calculo de la distancia aparente de M.

En los siguientes ejemplos aplicamos las definiciones anteriores a hipermatrices de
dimensiones 1, 2 y 3.

Ejemplos 3.9 1. En primer lugar consideremos [ = Z, y sea M =(2,0,0,1) el vec-
tor sobre F3. Dado que wy; no esta definido para las entradas nulas, tenemos que
d*M = méx{wp(b) +1 : 0<b< 3} =max{wy(0) + L, wp(3) + 1} = max{3,1} = 3.
La coordenada involucrada en el calculo d*M es b =0 y la entrada involucrada es
Qg = 2.

2. Consideremos ahora [ = Z3 x Zs y la I-matriz sobre Fy

1 00 00O
M=111001
11001

Vamos a determinar la distancia aparente de M respecto de la variable x; (en este
caso por filas):

b wM(l,b) d*HM(l,b) (wM(l,b)+1)d*HM(1,b)
0 0 5 5
1 0 3 3
2 0 3 3

luego di M = 5. Ahora veamos el calculo respecto de la variable z5 (en este caso
por columnas):

b wM(Q,b) d*HM(Q,b) (wM(Q,b) +1)d*HM(2,b)
0 0 1 1
1 2 2 6
4 0 2 2

entonces, d;M = 6 y por lo tanto, d*M = 6 . La hipercolumna involucrada en el
célculo de d*M es Hyp(2,1).

3. Sea [ = 73 x Z3 x Zs y consideremos la [-hipermatriz sobre F5, M, cuyas hiper-
columnas son
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10 00O 01 111 000 0O
1 01 30 1 2111 000 0O
1100 4 11 3 41 000 0O

Para determinar la distancia aparente de M respecto de la variable xq, primero
calculamos la distancia aparente de las hipercolumnas H,(1,-) no nulas:

Observemos que wy(1,1) =0y wy(1,2) = 1. Recopilamos esta informacion en la
siguiente tabla

b wM(l,b) d*HM(l,b) (wM(l,b)+1)d*HM(1,b)
1 0 3 3
2 1 3 6

y de aqui podemos deducir de dj M = 6. Ahora determinamos la distancia aparente
de M respecto de la variable x5. Observemos que

b (UM(Q,b) d*HM(Q,b) ((UM(Q,b)-F]_)d*HM(Q,b)
0 0 b} b}
1 1 2 4

entonces d; M = 5. Para calcular la distancia aparente de M respecto de la variable
x3 tenemos los siguientes datos

b CUM(?),b) d*HM(g,b) (wM(3,b)+1)d*HM(3,b)
0 0 3 3
1 2 3 9
4 0 4 4

asi que djM = 9. Por lo tanto d*M = max{di M,d; M,d;M} =9 e Ip(M) ={(3,1)}.
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Recordemos que, dado un polinomio f = Y;;a: X" en Agpo(ry,...,7s), la hipermatriz
de coeficientes de f es M(f) = (ai)ier-

Fijemos k € {1,...s} y consideremos f como un polinomio en F [Y;][x]; es decir,
f=1rfe= Z;ial feprh. Es inmediato comprobar que la hipermatriz de coeficientes del
polinomio f;; es precisamente Hy(ry(k,b).

Como lo mencionamos anteriormente, en [8, pp. 189-190] R. E. Sabin determina la
distancia aparente de un polinomio f operando sobre su matriz de coeficientes M (f).
El siguiente resultado extiende este hecho y nos muestra que la distancia aparente de
un polinomio en Ay (r1,...,7s) es igual a la distancia aparente de su hipermatriz de
coeficientes.

Teorema 3.10 Sean s, v, q yri,...,rs enteros positivos, donde q es potencia de un pri-
mo p tal que med(p,r;) =1, parai=1,...,s. Consideremos I =14 Z,, y Ag(r1,...,75) =
Fplzy, ... o]/l - 1,...,25% - 1).  Para  todo  polinomio [  en
Ap(ry,...,rs), con hipermatriz de coeficientes M(f), se tiene que d* f =d*M(f).

Demostracion. Procederemos por induccién sobre s. Recordemos que una hiper-
columna de una hipermatriz de dimension s puede interpretarse como una hipermatriz
de dimensién s - 1.

El caso s = 1 corresponde a la Proposicion Supongamos entonces que el resulta-
do se tiene para los enteros positivos menores que s, probaremos que se cumple tam-
bién para s. Consideremos el polinomio f = ¥;;a;X? y su hipermatriz de coeficientes
M = M(f). Expresando f como fi = ¥pk." frprl tenemos que M(fy.p) = Hyr(k,b) para
todo ke {1,...,s} y todo b€ Z,,. Consideremos k € {1,...,s} eie I con i(k) = b, donde
b es un entero arbitrario en Z,, tal que Hy(k,b) # 0 y construyamos h € I de modo
que h(k) = r, -1 —wy(k,b) = by h(j) = 0 para 7 # k. Entonces dix[h] = b+ h(k)
y c[h] = frp, con lo cual rp — di[h] = wp(k,0) + 1 y, por hipdtesis de induccién,
d* frp = d*Hp(k,b). Por lo tanto, d*M < d*f. Ahora tomemos h € I, k € {1,...,s}
y consideremos Xbf, di[h] v ¢;[h]. Entonces wy(k,di[h] - h(k)) > ry — 1 — di[h].
Claramente ci[h] = (X" f) 4, n] = fr.de[n]-n(k) ¥ POT hipdtesis de induccién tenemos que
d*Hy(k,di[h] —=h(k)) = d*cx[h]. Luego, d*M > d* f. ]

: ' ' ‘= 4, .2 2 2.4
Ejemplo 3.11 Consideremos el polinomio g = 1 +x; + 2173 + 1125 + 27 + T{T2 + 2775 en

A5(3,5). Su matriz de coeficientes es

10
M(g)=| 11
11

o O O
o O O

0
1
1

Como vimos en el Ejemplo , d*M(g) = 6. En consecuencia, d*g = 6. En este caso, el
calculo de la distancia aparente de la matriz resulta mas practico que el de la distancia
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aparente del polinomio, puesto que para determinar d*g es necesario considerar todos
los polinomios de la forma zizlg, coni=0,1,2y j=0,1,...,5.

3.1. Distancia aparente de un cédigo abeliano

Hemos estudiado la distancia aparente de polinomios e hipermatrices. Ahora pre-
sentaremos la definicién de distancia aparente de un cédigo abeliano, a partir de los
calculos hechos para polinomios e hipermatrices, tomando como referencia la definicion
dada por P. Camion en [4, p. 21]. Recordemos que el soporte de un c6digo abeliano C
en Ay(r1,...,rs), respecto de av € U, es el conjunto supp(C') =1~ D,(C).

Definicién 3.12 (P. Camion) Sea C' un cddigo abeliano en A,(r1,...,7s) y conside-
remos el conjunto

F = {f: Z aX'e Ap(ry,...,r5) 1a;€{0,1}

iesupp(C)

y f%=f como polinomios en Aqv(h,---,rs)}-

Entonces la distancia aparente de C' esta dada por

dC= I}lellgl{d I}

Recordemos que un cédigo abeliano C' en A,(7q,...,rs) tiene un tnico idempotente
generador el cual se descompone como suma de idempotentes (centrales) primitivos
(véase el parrafo posterior a ) Observemos que f € F' siy solo si existen un idem-
potente 0 # e e C'y a e U tales que ¢, = f. En efecto, si f e Fesclaroque f=fx fy
por tanto, e = gp;’lf es un idempotente (véase el parrafo posterior a la Definicién .
Ademids, siie ]y g=Y;qu X entonces g(a) € Fy. En efecto,

t=0 k=1 t= k=1

lRM)I-1 s T 1Q3G)-1 s
i(k)qt i(k)gttt
<g<a>>q=( > ITaf “) = 2 [T =9(a).

Entonces, como supp(C') es unién de g-érbitas tenemos que f(a7d) € F, y de este modo
eeAy(ry,...,rs). El reciproco es inmediato de las Observaciones [1.16] Este hecho junto
con el Teorema nos permite reescribir la Definicién [3.12] como sigue.

Definicién 3.13 Sean C un cddigo en Ay,(r1,...,7s) y a€U. La distancia aparente de
C, respecto de a, es

d;,C =mim{d (pa.): 0+ e*=eeC},

donde @, denota la imagen de e bajo la transformada de Fourier discreta respecto de
a. En términos de matrices tenemos que

d;C:mfn{d*M(goaﬁ) : 0% e? :eeC},
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donde M(pa.) es la hipermatriz de coeficientes de pq.. La distancia aparente de C' es

d*C =max {d.C:aeU}.

Definimos también el conjunto de raices optimas de C' como

R(C)={BeU : d*C=d;C}.

Algunos autores, como P. Camion en [4] y R. E. Sabin en [§], se refieren a la dis-
tancia aparente de un cédigo abeliano como la cota BCH del mismo. Dicha referencia
estd basada en el resultado que presentamos a continuacién.

Teorema 3.14 [/, Theorem 4.1] Sean s, q y ri,...,rs enteros positivos, donde q es
potencia de un primo p tal que med(p,r;) = 1, para i = 1,...,s. Consideremos I =
11 Z,, Ay(r1,...,1rs) =F[ay, ..., xs] /(2] = 1,... ;25 = 1) y C un cddigo abeliano en
A (ry,...,7s). Entonces d*C es una cota inferior para la distancia minima de C.

Demostracion. Sean a € U y g una palabra no nula en C. Consideremos el codigo
generado por g, Cy = (g). Si g(at) = 0, para algin i € I, entonces c(at) = 0 para todo
c € Cy. Por lo tanto, supp(pa.c) € supp(pa.,g) para todo ¢ € C,. Por otra parte, dado que
Cy es un ideal en A (ry,...,75), existe un idempotente ey, tal que C,; = (e,) y ¢ = ce,
para todo ¢ € Cy. Asi que, supp(pa.c) € supp(Pa.e,) para todo c € Cy. En consecuencia,
para cada g € C' existe un idempotente e, € C' tal que supp(pa,g) = supp(Pa.e, ), 1o que
implica que d*@q 4 = d*Pa,e,-

Ademas, de la Proposicién y la ecuacion tenemos que

d*Spa,eg =d" Pa,y < ‘E(Soa,g” =w(g).

Teniendo en cuenta que dC = min {d*p.: 0% e>=eeC} y d(C) =min{w(g) : g€ C},
concluimos que d3C < d(C') para toda a € U. Por lo tanto, d*C < d(C') [

En este punto es natural plantearse la generalizacién de la Proposicion [2.13| a codigos
abelianos multivariables. Veremos que dicha generalizaciéon no es posible.

Un cédigo abeliano C' queda determinado tanto por su idempotente generador como
por cualquiera de sus conjuntos de definiciéon. De la Definicion tenemos que, para
calcular la distancia aparente de C respecto de a € U, necesitamos conocer la imagen bajo
la transformada de Fourier discreta de todos sus idempotentes. El siguiente resultado
nos permite determinar d,C a partir de D, (C'). Recordemos que si M (D) y M(D') son
hipermatrices de ¢'-6rbitas, decimos que M (D') < M (D) siy solo si D ¢ D’ si y solo si
supp(M') € supp(M).

Lema 3.15 Sean C' un cddigo en A,(r1,...,75), o« € U y M la hipermatriz de q-drbitas
proporcionada por D,(C'). Entonces

{(P:P<M}={M(pa.):e*=e,ecC}.
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Demostracién. Sean P < M y D = D(P) = I \ supp(P) (véase la Definicién [1.13)).
Consideremos el cédigo C" en A, (r1,...,rs) tal que D,(C’) = D y sea e el idempotente
generador de C”. Entonces P = M (D) = M(pa.c)-

Ahora, consideremos e un idempotente en C, ¢, su imagen bajo la transformada de
Fourier discreta respecto de a 'y M (¢q.) su hipermatriz de coeficientes, que claramente
es hipermatriz de ¢-6rbitas. De las Observaciones sabemos que los coeficientes de
©Yaes ¥ pOr tanto las entradas de M (p,.), son elementos en el conjunto {0,1}. Mds
aun, si i € supp(M(pa.e)) entonces i ¢ D,(C) y por lo tanto i € supp(M). Asi que,
M(pae) <M. u

La siguiente definicién es fundamental en el desarrollo de nuestro método de célculo
de la distancia aparente de un cédigo abeliano.

Definicién 3.16 Sea M una hipermatriz de qt-orbitas no nula. La distancia aparente
minima de M es
dam(M) =min{d*P:0+ P < M}.

Notemos que dados un cédigo abeliano C'y a € U , de la Definicién |3.13| la Definicién
y el Lema [3.15] obtenemos que
d;C =min{d*M (o) : 0#e*=eeC}=min{d*P:0# P < M} =dam(M)

donde M = M(D,(C)). Por otra parte, observemos que si e = ¥ ;.; a; X! es el idempotente
generador de un cédigo C' en A,(r;...,rs), entonces a; =0 si y solo siie D,(C). Por lo
tanto, M (¢a.c) = M(D,(C)). Esto demuestra el siguiente resultado.

Proposicién 3.17 Sean C' un cédigo abeliano en A,(ry,...,rs) y e su idempotente
generador. Entonces d*C' = maxaep{dam(M (pa.))} = méxaep {dam(M (D, (C)))}.

La Observacién nos permite deducir que, en la practica, para calcular la distancia
aparente de C basta con fijar a € U y recorrer los elementos de R,; es decir,

d*C = méx{dEC : BeRL}
y de este modo, podemos redefinir R(C) = {5 eR, : d*C = d:,;C’}.

Observacién 3.18 Consideremos el conjunto de todas las g-6rbitas médulo (1, ..., 7s),

Q, y sea C' un cédigo abeliano en A,(ry,...,7s) cuyo conjunto de definicién respecto
o

de a es D = JQj, con Q; € Qy 0 < pu<|9. Sea M = M(D). Observemos que
j=1

{P:0% P <M} =29+ -1y de este modo el cdlculo de d*C requiere el cémputo de

21Q-» — 1 distancias aparentes de hipermatrices de g-érbitas. Luego, el célculo de d*C
requiere [R,|- (2191-# - 1) cdlculos de este tipo.

El célculo de la distancia aparente minima de un vector de g!-érbitas se simplifica
notablemente, como lo muestra nuestro siguiente resultado.
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Corolario 3.19 Si M es un vector de qt-orbitas entonces dam(M) = d*M.

Demostracién. Consideremos un vector de ¢t-6rbitas P tal que P < M. Entonces
supp(P) <€ supp(M). Para todo i € supp(P) tenemos que Cy (i) € Cp(i) (véase la
Definicién [3.4)). Por lo tanto, Cy/(i) < Cp(i) para todo i € supp(P) y de este modo
d*M < d*P. [ ]

En el caso multivariable, como es de esperar, la igualdad del corolario anterior no se
verifica en general. Asi que se tienen que considerar todas las hipermatrices menores o
iguales que M, segun la relacion de orden parcial dada en , con la cantidad de
calculos que esto conlleva. Vamos a ver un ejemplo.

Ejemplo 3.20 Consideremos la matriz de 2-6rbitas proporcionada por D = Q(0,1) u
Q(0,3) uQ(1,3) (véase el Ejemplo [1.12). Entonces

1 0 0
O o

M=MD)=| B & &
OO0
[

y tenemos que d*M = 7. Sin embargo, la matriz

oo o |l o
i ENER
p=lE R T @ T
i EENER
I EEEEN

proporcionada por D’ = D u @Q(0,0) cumple que P < M y d*P =6 < d*M. De hecho,
puede comprobarse que dam(M) = d*P.

Para terminar este capitulo, cabe notar que el concepto de distancia aparente minima
y la Proposicion garantizan la existencia de un idempotente e’ € C', o € U y una
hipermatriz P < M (D,(C)) tales que d*C = d*M (pq.e) = d*M(D(P)).

41



Capitulo 4

Calculo de la distancia aparente
minima de una hipermatriz

Como se desprende del capitulo anterior, el cdlculo de la distancia aparente de un
codigo abeliano C' (no trivial) respecto de o € U, en un anillo semisimple, requiere o bien
el calculo de las distancias aparentes de las imagenes bajo la transformada de Fourier
discreta de todos los idempotentes del c6digo, (por la Definicién , o bien el calculo
de las distancias aparentes de todas las hipermatrices menores o iguales que M (D, (C)),
con respecto a la relacién de orden parcial dada en , segun la definicién de distan-
cia aparente minima (véase el parrafo previo a la Proposicién . Esto implica que, si
{ee C' : 0#e?=e}| =1 entonces determinar la distancia aparente de C, respecto de «,
requiere del cdlculo de las distancias aparentes de 2! — 1 polinomios o hipermatrices de
g-6rbitas, segiin la definicién que se disponga seguir (véanse las observaciones y
3.15).

En este capitulo presentaremos un algoritmo para calcular la distancia aparente de un
codigo abeliano, respecto de un juego de raices a € U, basado en ciertas manipulaciones
de las g-6rbitas que componen el soporte de la hipermatriz proporcionada por D,(C);
nuestro método usa menos calculos que los utilizados por P. Camion en [4] y R. E.
Sabin en [8]. De hecho, en el caso s = 2, tomando como referencia el calculo de la
distancia aparente de una hipermatriz P < M (D,(C)), la expresién que da el nimero
méximo de pasos necesarios para determinar dam(M (D, (C)) es [ - 1; es decir, es una
expresion lineal y no exponencial como en los métodos propuestos por los autores antes
mencionados.

Como en los capitulos anteriores, s, t, ¢ vy 71,...,7s seran enteros positivos, donde
q es potencia de un primo p tal que med(p,r;) = 1, parai =1,...;s e I = [[;_1Z,,.
Recordemos que Q; denota el conjunto de todas las ¢*-érbitas en I.

Vamos a comenzar desarrollando una serie de resultados de caracter técnico que
seran necesarios a lo largo de todo el capitulo. En particular, la siguiente observacion
serd referida en multiples ocasiones.
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Observaciéon 4.1 Sea M una hipermatriz de ¢'-érbitas (de dimension s, con indices
en I) y consideremos una hipercolumna arbitraria de M, digamos H)y(k,b), donde
ke{l,...,s}ybeZ,. Recordemos que I(k,b) ={iel:i(k)=>}, Hy(k,b) ={aie M :
ie I(k,b)}y Dy(k,b) = I(k,b)~supp(Hp(k,b))(véanse y (L.12)). Afirmamos que
H (K, b) puede ser vista como una hipermatriz de ¢''-6rbitas con dimensién s—1, donde
t' =t|Cy(b)| vy Cp(b) es la clase ¢'-ciclotémica de b, médulo ry; ademds, que como tal,
Hy(k,b) esté proporcionada por Dy (k,b). De hecho, podemos calcular dam(Hy;(k,b)).
En efecto, notemos que para cada i € I(k,b) tenemos que ¢"'i(k) = ¢"'b = b = i(k), por
tanto ¢t'i € I(k,b); es decir, I(k,b) es cerrado para ¢"-érbitas. Ahora, consideremos
ieI(k,b) tal que a; = 0. Como i€ I, existe Q € Q; tal que i € Q y por tanto ¢"i € Q,
con lo cual a ;= 0, pues M es una hipermatriz de g*-6rbitas. Esto prueba que H v (k,b)
puede ser vista como una hipermatriz de ¢*'-6rbitas. De las Observaciones podemos
concluir que H)y,(k,b) estd proporcionada por Dy (k,b).

Recordemos que para calcular la distancia aparente minima de una hipermatriz M
necesitamos considerar todas las hipermatrices 0 # P < M, donde < es la relacién de
orden parcial dada en (1.13). Nuestro objetivo es reducir el niimero de hipermatrices
a considerar para este calculo y como primer paso en esta direccién vamos a ver que,
dadas las hipermatrices de g!-érbitas N < M, se puede heredar la relacién “<” a sus

hipercolumnas correspondientes.

Proposicion 4.2 Sean M una hipermatriz de gt-érbitas y N < M. Entonces para cada
k=1,...,s ybeZ,, tenemos que Hy(k,b) < Hp(k,b), consideradas como hipermatrices
de gt -drbitas, donde t' = t|Cyp(b)| y Cype(b) es la clase gt-ciclotémica de b, médulo ry.

Demostracién. Como N < M entonces D(M) c D(N) y asi, Dy (k,b) € Dy(k,b).
Luego, de la Observacién tenemos que Hy(k,b) < Hp(k,b), consideradas como
hipermatrices de ¢'-6rbitas. [ ]

El siguiente resultado técnico sera esencial para nuestros calculos. Vamos a ver que

si M es una hipermatriz de g-6rbitas y Hy(k,b) # 0, existe una hipermatriz N < M

de soporte méximo, con respecto a la inclusién, tal que Hy(k,b) = 0. Recordemos que

dados k € {1,...,s} y b € Z,,, una hipermatriz con indices en I_I‘;-:i Z,, puede ser vista
VE

como una hipercolumna con indices en I(k,b) (véase el parrafo posterior a la Definicién

T9).

Lema 4.3 Sea M una hipermatriz de qt-orbitas no nula. Sean k € {1,...,s}, b € Z,,
y A una hipermatriz de dimension s —1 con indices en 151 Z,,, tal que supp(A) <
j*k

supp(Hp(k,b)). Entonces, existe N < M tal que

1. supp(Hy(k,b)) € supp(A).

2. Si P < M verifica que supp(Hp(k,b)) € supp(A), entonces P < N.

43



3. Si A es una hipermatriz de thqt(b)'—o/rbitas, donde Cy(b) es la clase qt-ciclotomica

de b mddulo Ty, entonces A= Hy(k,b).

Por lo tanto, N es la hipermatriz de q'-drbitas, de soporte mdximo (con respecto
a la inclusion), tal que supp(Hy(k,b)) € supp(A).

Demostracién. Hagamos A = supp(Hy(k,b)) \ supp(A) y consideremos la hiper-
matriz de ¢'-6rbitas N, tal que D(N) = D(M)U (U;c1Q¢(1)). Es claro que N < M y
supp(Hy (k,b)) € supp(Hp(k,b)). Veamos que N satisface las condiciones del enuncia-
do.

1. Sea i € supp(Hy(k,b)), arbitrario. Entonces @Q;(i) n D(N) = @ y en consecuencia
Q:(i)n A =@, con lo cual Q,(i) € supp(A), pues i€ I(k,b). Por lo tanto, i € supp(A).
2. Supongamos que P < M es tal que supp(Hp(k,b)) < supp(A). Tomemos i € supp(P);
es decir, i ¢ D(P). Entonces Q:(i) n D(P) = @. Vamos a ver que Q;(i) nD(N) = @.
Dado que P < M tenemos que D(M) c D(P) y asi Qi(i) nD(M) = @, luego i ¢ D(M).
Supongamos que Q;(i) N D(N) # @. Entonces Q,(i) n A # @; es decir, existe j € A
tal que Q;(i) = @Q:(j). De aqui, tenemos que j € supp(P) y como j(k) = b entonces
jesupp(Hp(k,b)) c supp(A), lo cual es imposible.

3. Supongamos que A es wuna hipermatriz de qt|cqt ®)_grbitas  tal que
supp(A) \ supp(Hn(k,b)) # @ y consideremos i € supp(A) \ supp(Hy(k,b)). Dado
que i ¢ supp(Hy(k,b)), i ¢ supp(N) entonces i € D(N) vy asi, Q;(i) € D(N). Sea N’ la
hipermatriz proporcionada por D(N) N\ Q;(i). Entonces N < N’ y

Dy (k,b) = Dy (k,b) N Qyc,.v)/(1) 2 D(A).

Por lo tanto, Hy/(k,b) < A, lo cual contradice lo probado en la parte (2) de este resul-
tado. n

Aplicando repetidamente el Lema [4.3] con A = 0, obtenemos de forma directa el
siguiente corolario.

Corolario 4.4 Sea M una hipermatriz de gt-orbitas no nula. Consideremos la lista de
pares (k1,b1),...,(k;,b;) donde 1 <kj<s ybje Zrkj: con j =1,...,1. Entonces existe
una hipermatriz N < M, de soporte mdzimo, tal que Hy(k;,b;) =0, con j=1,...,L

Recordemos que el conjunto de hipercolumnas nulas adyacentes a una hipercolumna
Hy(k,b) se denota por C'Hy(k,b) (véase la Definicién y que una hipercolumna
H (K, b) se dice involucrada en el célculo de d*M si d*M = (wpy(k,b) + 1) - d*Hp (K, b)
(véase la Definicién [3.7)). Nuestro siguiente resultado establece una condicién suficiente
para obtener de inmediato la distancia aparente minima de una hipermatriz.

Proposicién 4.5 Sean D una union de qt-orbitas y M = M (D) #0. Sea Hy(k,b) una
hipercolumna involucrada en el cdlculo de d*M, con 1 <k <sybeZ, . Sid Hy(k,b)=1
entonces dam(M) = d*M.
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Demostracion. Por hipétesis, tenemos que
d* M = (war(k,b) + 1)d* Hpy (k,b) = wpr(k, b) + 1

Consideremos una hipermatriz 0 # M’ < M. Claramente, si | € Z,, es tal que Hy(k,[) es
una hipercolumna nula, entonces Hy; (k, 1) también lo es. De aqui, dado que Hy(k,b) # 0
tenemos que C'Hp(k,b) € CHyp(k,b'), para algun b’ € Z,, y por lo tanto, d*M’ >
(warr (k") + 1)d* Hppr (kb)) > wpg (kb)) + 1 =d* M. |

La condicién que se establece en esta proposicion no es una condicion necesaria.

Ejemplo 4.6 Sean q =2 e [ =73 x Zg. La matriz de 2-6rbitas, con indices en I,

1 00100
M=1011011
011011

o O =

0 0
11
11

es tal que dam(M) =d*M =3 con Ip(M) ={(1,0),(2,0),(2,3),(2,6)}. Asi que la dis-
tancia aparente minima de M coincide con su distancia aparente. Sin embargo, ninguna
de sus hipercolumnas involucradas tiene distancia aparente 1.

La Proposicién no es aplicable al caso s = 1. Sin embargo, si M es un vector
tenemos que dam(M) = d* M. De hecho, si Py M son vectores de ¢'-6rbitas con P < M,
tales que d*P < d*M, entonces del Corolario |3.19| concluimos que P = 0. En el caso
multivariable tenemos el siguiente resultado.

Lema 4.7 Sean D una union de ¢t-érbitas y M = M(D) #0. Sea Hy;(k,b) una hiper-
columna involucrada en el calculo de d*M, con1<k<sybeZ, . SiP<Myd*P<dM
entonces d* Hp(k,b) < d*Hy(k,b) . En consecuencia, Hp(k,b) < Hy(k,b), consideradas
como hipermatrices de ¢1%t®1_griitas.

Demostracion. Dado que d*P < d* M, entonces
d*M =d*Hp(k,b)(wp(k,b) + 1) >d* P >d*Hp(k,b)(wp(k,b) +1).

Si Hp(k,b) = 0 obtenemos directamente el resultado. Supongamos ahora que Hp(k,b) #
0. Entonces tenemos que C'Hy(k,b) € CHp(k,b) v asi wy(k,0) < wp(k,b). Este he-
cho, junto con la desigualdad anterior, implican que d* Hp(k,b) < d*Hy(k,b). De aqui,
Hp(k?,b)<HM(]€,b) u

4.1. Calculo en matrices. Caso s=2.

Recordemos el contexto del célculo de la distancia aparente minima en el caso de dos
variables. Consideremos el cddigo abeliano C' en A,(r1,72) cuyo conjunto de definicién
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respecto de € U es D, = UgleQj, con Q; € Qy 0<pu<|Q|ysea M, =M(D,) la ma-
triz proporcionada por dicho conjunto de definicién. Determinar la distancia aparente
de C es equivalente a calcular el maximo, sobre los elementos « € U, de las distancias
aparentes minimas dam(M,). Cada una de ellas se obtiene determinando las distan-
cias aparentes de un conjunto de 2/9l-# — 1 matrices de ¢-6rbitas (véase la Observacién
. Nuestro siguiente resultado proporciona un algoritmo que reduce el ntimero de
operaciones necesarias para determinar la distancia aparente minima de cualquier M,.

Proposicion 4.8 Seant, q y ry,ry enteros positivos, donde q es potencia de un primo p
tal que med(p,r;) =1, parai=1,2; [ =7, x 2., y Qs el conjunto de todas las qt-orbitas
mddulo (r1,72). Sean pe{1,...,|Q -1} y {Q;}_, un subconjunto de Q;. Si D = U5, Q;
y M = M (D) entonces existen dos sucesiones; una de matrices de q'-orbitas, no nulas,

M=My>M;>...>M;#0
y otra de numeros enteros positivos

mo2mMp 2---2Mmy

propiedades: Si P es una matriz de gt-drbitas tal que 0 + P < M, entonces d*P > my; y
si d*P <m;_q entonces P < M;, donde 0 <i <l . Mds ain, sil' €{0,...,1} es el primer
elemento con la propiedad de que my =my entonces d* My = dam(M).

conl < p ym; <d*M;, para 0 < ¢ < [. Dichas sucesiones verifican las siguientes

Demostracién. Primero notemos que M # 0 porque pu < |Q;| - 1. Vamos a construir
nuestras sucesiones por recurrencia. Sean My = M, mg = d*M e Ip(M) el conjunto
de parejas involucradas en el cdlculo de d*M (véase la Notacién [3.8). Si existe una
pareja (k,b) € Ip(M), con k€ {1,2} y b€ Z,,, tal que d*Hy(k,b) = 1 entonces, por la
Proposicién [4.5] habremos terminado (con [ = 0). Supongamos ahora que d* Hy; (k,b) # 1
para toda pareja (k,b) € Ip(M). En este caso, por el Corolario podemos construir
la matriz de ¢'-6rbitas M; < M, de soporte maximo, tal que Hy(k,b) = 0 para todo
(k,b) € Ip(M).

Afirmamos que, para cualquier matriz de ¢'-érbitas P < M, si d*P < mg entonces
P < M. Supongamos que P < M con d*P < mg y consideremos (k,b) € Ip(M). Por el
Lema [4.7 y el Corolario [3.19] tenemos que d*Hp(k,b) < d*Hy(k,b) = dam(Hp(k,b)),
pues Hy(k,b) es un vector, y Hp(k,b) < Hy(k,b). Luego, Hp(k,b) = 0 para toda
(k,b) € Ip(M). Dado que M; tiene soporte maximo tenemos que P < M;. Si My =0
habremos terminado, tomando de nuevo [ = 0.

Si My # 0, finalizamos el paso base definiendo m; = min{mg, d*M;}. Por el parrafo
anterior, tenemos que M; y m; satisfacen las condiciones requeridas: Si P es una matriz
de ¢'-6rbitas tal que 0 # P < My, entonces d*P >mq y si d*P < mg entonces P < M;.

Supongamos que hemos construido las sucesiones M = My > ... > Ms +# 0 y my
- > mg, con § € {1,...,u}, tales que para todo ¢ € {1,...,0}, se tiene que m;
min{m;_,d*M;} y si P < M satisface que d*P < m;_; entonces P < M;.

v
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Para obtener el paso § + 1 procederemos con Ms como lo hicimos con Mj. Primero
veamos que si existe una pareja (k,b) € Ip(Ms), con k € {1,2} y b € Z,,, tal que
d*Hy,(k,b) = 1 entonces habremos terminado (con | = ). En efecto, si esto ocurre y
tenemos una matriz 0 # P < M tal que d* P < mg < ms_1 entonces P < Ms, lo cual es una
contradiccién pues por la Proposicion tenemos que dam(M;y) = d* Ms. Supongamos
que d*Hp, (k,b) # 1 para cualquier pareja (k,b) € Ip(Ms). Como antes, el Corolario
nos permite construir la hipermatriz de ¢!-érbitas Ms,1 < My, de soporte maximo, tal
que Hyy,,, (k,b) = 0 para toda (k,b) € Ip(Ms). Si Ms,q =0, terminamos haciendo [ = 6;
en otro caso, el Lema[4.7] el Corolario y la definicién de distancia aparente minima
nos permiten garantizar que cualquier matriz de ¢*-6rbitas 0 # P < Mj, tal que d* P < ms
verifica que P < My, pues Hyy, , (k,b) =0 para toda pareja (k,b) € Ip(Ms).

Definimos mgs,1 = min{mg,d* Ms,1} y asi obtenemos un elemento més para cada una
de las sucesiones y, por los argumentos expuestos en el parrafo anterior, estas nuevas
sucesiones satisfacen las condiciones requeridas.

Este proceso debe detenerse en a lo sumo |Q;| — i1 pasos, pues los soportes de las
matrices de ¢f-érbitas de la sucesion difieren en al menos una ¢'-6rbita. Las suce-
siones se detienen en el paso [, en el que o bien d*Hy,(k,b) = 1 para alguna pareja
(k,b) € Ip(M,;), con k€ {1,2} y beZ,; o bien M;,; = 0. Notemos que, si I’ € {0,...,1}
es el primer elemento tal que m; = my entonces my = d* My = d* M;. Vamos a demostrar
que dam(M) = d*M;. Supongamos que existe una matriz de ¢*-6rbitas 0 # P < M
con d*P < my = my. Por la construccion de nuestras sucesiones deberia pasar que
P < My < M. Si la sucesion se hubiese detenido porque d*Hyy, (k,b) = 1 para alguna
pareja (k,b) € Ip(M;) entonces por la Proposicién tendriamos que dam(M;) = d* M,
y P deberia ser nula. Ahora bien, si la sucesién se hubiese detenido porque M;,; = 0

entonces P deberia ser nula. En cualquier caso tendriamos una contradicciéon y por lo
tanto, dam(M) = d* M. [

Se deduce de la Proposicion que, si M es una matriz de ¢'-6rbitas proporcionda
por D = U?Zle, determinar dam (M) requiere como méaximo el calculo de las distancias
aparentes de |Q;| - 1 — 1 matrices de ¢*-6rbitas, en lugar de 2/91-# — 1, que es la cantidad
necesaria siguiendo la Definicion Veamos un ejemplo para ilustrar lo que aportan
nuestros resultados. Con el fin de facilitar el proceso, asignaremos un recuadro de color
a cada ¢'-orbita en I = Z,, x Zy,,.

Ejemplo 4.9 Sean q =2, ry =3 y ry = 15. Consideremos el conjunto de las 2-6rbitas en
I'=73x 75

Q = {Q(0,0),Q(0,1),Q(0,3),Q(0,5),Q(0,7),Q(1,0),Q(1,1),
Q(1,2),Q(1,3),Q(1,5),Q(1,6),Q(1,7), Q(1,10),Q(1, 1)}

ysea D=0Q(0,0)u@(0,5)u@Q(1,0)uQ(1,5)uQ(1,10). Entonces
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Observemos que d*M =2y que (1,4) € Ip(M) es tal que d*Hy(1,4) = 1. Entonces,
por la Proposicion tenemos que dam(M) = d*M = 2.
Notemos que |Q] = 14 y el nimero de elementos de Q@ que componen a D es 5. Por
lo tanto, siguiendo la Definicién [3.16] tendriamos que calcular la distancia aparente de
29 — 1 matrices de 2-6rbitas con indices en I, para determinar dam(M). Sin embargo,
con nuestro método solo hemos necesitado calcular la distancia aparente de una matriz.

M = M(D) =

Presentamos a continuacién el algoritmo para calcular la distancia aparente minima
de una matriz de ¢*-6rbitas M, correspondiente al proceso descrito en la demostracion
de la Proposicion 4.8

Algoritmo 4.10 Sea [ = Zy, x Z;, y consideremos la matriz M = (mj;), ;.- Calcule-
mos su distancia aparente y definamos mq = d*M. Sea Ip(M) el conjunto de parejas
involucradas en el cdlculo de d*M. Si para alguna pareja (k,b) € Ip(M) se tiene que
d*Hp(k,b) = 1 entonces finalizamos el proceso entregando las sucesiones M y mq (por

la Proposicién .

Sid*Hy(k,b) # 1 para toda (k,b) € Ip(M), definimos .S = Uy pyerp(ary Supp(Har (K, b))
y construimos la matriz M; = (aij)(ij)d tal que

a..:{o s1 (iaj)EU{Q(alyc@) : (al,ag)eS}

m;; en otro caso.

Como se demostrd, si 0 # P < M y d*P < mg entonces P < M;. Si M; =0 entonces
finalizamos obteniendo las sucesiones M y mg. Si M # 0, definimos m; = min{mg,d* M; }
y obtenemos las sucesiones M > M; and mg > my; luego aplicamos el proceso anterior a
M en vez de M y my en vez de my.

El algoritmo termina cuando se encuentra un entero [ > 0, tal que M; # 0y d*Hy;, (k,b) =
1 para alguna (k,b) € Ip(M), o bien M; + 0 pero M;,; = 0; lo cual esta garantizado porque
en cada paso el soporte de la correspondiente matriz decrece en al menos una ¢t-6rbita.
Asi que el algoritmo tiene a lo sumo |Q;| - -1 pasos.

Ejemplo 4.11 Sean ¢ =2, r; =3y ry =9. Consideremos el conjunto de las 2-érbitas en
I=7s3xZgy

{Q(0,0),Q(0,1),Q(0,3),Q(1,0),Q(1,1),Q(1,2),Q(1,3),Q(1,5) }
y la matriz proporcionada por D = Q(1,0) uQ(0,1) uQ(1,3) uQ(1,6)
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Denotemos M = (a; ;)i )er- Siguiendo el algoritmo anterior, calculamos mg = d*M = 3
y obtenemos que Ip(My) = {(1,0),(2,0),(2,3),(2,6)}. Consideremos el conjunto S =
Uk pyerp(an)Supp(Har (K, b)) = {(0,0),(0,3),(0,6)} y construyamos M; haciendo cero las
entradas a; ; tales que (7,7) € Q(0,0) u@Q(0,3) (pues (0,6) € Q(0,3)). En este caso, las
entradas en color verde y la entrada enmarcada en azul. Asi obtenemos

e B BN B BN N |
M=l 1 @ o 1 @0 1 @B
B EH: BB o HW1
Dado que M; # 0, repetimos el proceso el proceso tomando M; en vez de M y m,
en vez de mg. Calculamos d*M; = 4, Ip(My) = {(1,2),(2,2),(2,5),(2,8)} y my =
min{mg, d*M;} = min{3,4} = 3. En este caso,

S={(1j) = j=2,58u{(2,j) : j=1,2,45,7,8}

y por lo tanto {Q(a1,a2) : (a1,az) € S} = Q(1,2) uQ(2,2). Asi que al construir My
siguiendo el algoritmo, es decir, haciendo cero las entradas a; ; tales que (7,7) € Q(1,2)u
Q(2,2) vemos que M, = 0. Entonces obtenemos las sucesiones M > My, mg=3>m; =3
y podemos concluir que dam(M) =3 =d*M.

Ahora bien, |Q| = 8 y el nimero de elementos de Q que conforman D es 4. En este
caso, siguiendo los métodos de P. Camion y R. E. Sabin para determinar la distancia
aparente minima de M, tendriamos que calcular las distancias aparentes de 15 matrices
de 2-6rbitas. Sin embargo, con nuestro método solamente hemos tenido que calcular las
distancias aparentes de 2 de estas matrices.

4.2. Calculo en hipermatrices. Caso general.

Presentamos en esta seccion la generalizacion, para dimension arbitraria, del algorit-
mo para el caso bidimensional visto en la seccién anterior. Se observa que dicho algoritmo
contiene un proceso anidado de cédlculos, de modo que el paso a dimensiones mayores
aumenta considerablemente la cantidad de dichos calculos. Aun asi, nuestro método
generalmente mejora los presentados por P. Camion y R. E. Sabin.

En el siguiente resultado, que generaliza la Proposicién [4.8] presentamos un método que
simplifica notablemente el célculo de dam(M).

Teorema 4.12 Sean s,q,t, r1,...,7rs enteros positivos, donde q es una potencia de un

nimero primo p, tal que p + 1y, parai=1,...s; I =[lj_1 Z,, y Q; es el conjunto de todas
las gt-orbitas modulo (r1,...,75). Sean p e {1,...,|Q -1} y {Q; 521 un subconjunto
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de Q;. Si D = U?lej y M = M(D) es la hipermatriz de q'-orbitas proporcionada por
D, entonces existen dos sucesiones; una de conjuntos de hipermatrices de qt-orbitas, no
nulas,

{M}=Mo,.... M (4.1)

y otra de enteros positivos

donde 1 < p, cada L € M; es tal que L < M y m; < min{d*L : L € M;}, con 0 <i <.
Ademds, estas sucesiones verifican que:

1. Si0<iy LeM, entonces exviste L' e M;_y tal que L < L'.
Si0<iy P<M cond*P<m;q entonces P < L para alguna hipermatriz L € M.

Si 0+ P <M entonces d*P >m;.

e

Sil'e€{0,...,1} es el primer elemento tal que my =my, entonces existen P < M y
L e My tales que P <L y d*P =dam(M) =my.

Demostracién. Dado que p < |Q,| - 1 entonces M # 0. Procedemos por induccién
sobre s. El caso s = 1 se sigue del Corolario y s = 2 coincide con la Proposicién 4.8
tomando M, = {M,}, para i =0,...,l. Ahora supongamos que nuestro teorema se tiene
para 2 < s - 1. Lo probaremos para s.

Recordemos que cada hipercolumna de M, digamos Hy(k,b), con
1<k<sybeZ,, puede ser vista como una hipermatriz de qt‘cqt(b”—érbitas de di-
mensién s — 1, como vimos en la Observacién (1.1} y, de este modo, por hipétesis de
induccion, calculamos dam(Hy(k,b)) y obtenemos la sucesiones de este teorema.

Vamos a asociar a cada hipermatriz de ¢-érbitas 0 + P < M un conjunto de hiper-
matrices de ¢'-érbitas, que denotamos por S(P), donde cada hipermatriz L € S(P)
verifica que L < P. Recordemos que Ip(P) denota el conjunto de parejas involucradas
en el célculo de d* P (véase la Definicién . Como hemos mencionado antes, para cada
(k,b) € Ip(P) podemos calcular dam(Hp(k,b)) y construir las sucesiones { Hp(k,b)} =

Ho, - Hiep) Y ho > -+ > ey que satisfacen las condiciones (1) a (4) de este teorema.
Para cada (k,b) € Ip(P), hagamos h(k,b,i) = |H,|, con i € {0,...,1(k,b)} = Nyp). Fi-
jamos una indexacién arbitraria de los elementos de H; con Ny 54y = {0,..., h(k,b,i)-1}

y definimos v(k,b) = {(u,v) s ue Ny, ve Nh(k7b7u)}.

Para cada (k,b) € Ip(P) vy E = (u,v) € v(k,b) podemos construir la hipermatriz
de ¢'-6rbitas que denotamos por (P, E), con (P, E) < P, de soporte maximo, tal que
Hp,gy(k,b) es exactamente el elemento de H,, con indice correspondiente v. Basta aplicar
el Lema tomando A como el elemento de H, con indice correspondiente v. Reunimos
estas matrices en los conjuntos

R(P,k,b) = {(P,E) : Een(k,b)}~{P} y S(P):(kb)LIJ(PJ;‘c(P,k,b).
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Esto termina la construccién de S(P) para una hipermatriz arbitraria 0 # P < M.

Sea ahora M, = {M}. Para obtener M; vamos a construir, por recurrencia, una

sucesion de conjuntos de hipermatrices menores o iguales que M, respecto al orden dado
en (1.13)), que denotamos por To(M), ..., Tar) (M), donde n(M) € N, y que cumplird las
siguientes propiedades. Para cada i = 0,...,n(M), T;(M) +# @ y para cualquier P ¢
Ti(M), se tiene que S(P) € Tix1(M). Ademds, Ty (M) = 2.
Para esto, consideramos To(M) = {M} y T1(M) = S(M). Ahora, una vez construido
Ti(M), definimos i1 (M) = Uper;(ary S(P). De este modo, si T;(M) # @y P e Ty(M),
tenemos que S(P) ¢ T;.1(M). Notemos también que, para cada j € {1,...,i+ 1} y
P e T;(M), debe existir L € T;_1(M) para la cual P < L (estrictamente) y por lo tanto,
la construccion de la sucesién tiene que detenerse. Sea n(M) € N el primer elemento
para el cual Ty, (a1 (M) = &. Sea

n(M)
T (My) = L:J07;(M)
mo = min{d*N : NeT (My)} vy
m = {NeT (M) : S(N) =2}

Observemos que, si IV € 1y entonces para cada (k,b) € Ip(N) tenemos que [(k,b) =0
y asi d*Hy(k,b) = dam(Hy(k,b)); de aqui, para cada (k,b) € Ip(N) y cada hipermatriz
0+ L < Hy(k,b) tenemos que d*L > d* Hy(k,b), como hipermatrices de ¢!1%®l-¢rbitas
de dimensién s — 1.

Otra propiedad de 1y que necesitaremos es la siguiente: si P < M y d* P < m( entonces
existe N € 1 tal que P < N. En efecto, notemos que por el Lema[d.7, Hp(k,b) < Hy(k,b)
(estrictamente), para toda (k,b) € Ip(M) y entonces P < L para alguna hipermatriz
LeS(M)=Ti(M)y d*P <mqg < d*L, por lo tanto, podemos encontrar nuevamente
L"e S(L) < To(M) con P < L'. Podemos continuar este proceso hasta encontrar N € 7
con P < N, como se buscaba.

Supongamos ahora que P < M, con d*P <mqgy N €ng es tal que P < N. De nuevo,
d*P < mgy < d*N y por el Lema tenemos que Hp(k,b) < Hy(k,b) (estrictamente)
para todo (k,b) € Ip(N), lo cual implica que Hp(k,b) = 0, por la observacién hecha dos
parrafos arriba.

Estamos preparados para construir M;. Para cada N € 1, definimos L(N) < N como
la hipermatriz de soporte maximo tal que Hy(ny(k,b) = 0, para toda (k,b) € Ip(N),
cuya existencia estd garantizada por el Corolario [4.4] Asi,

Mi={L(N) : 0+ L(N) y Neny}.

Notemos que Myn M; =@, por la construccién de los conjuntos R(P, k,b).

Si M # @ obtenemos un nuevo elemento para nuestra primera sucesién (4.1)), basta
comprobar que se cumplen las propiedades (1) y (2) del enunciado (las propiedades (3)
y (4) se verificaran cuando terminemos la construccién de las sucesiones). Dado que
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My = {M}, la propiedad (1) resulta obvia. Para comprobar la propiedad (2), supon-
gamos que existe P < M con d*P < my. Como ya hemos visto, existe una hipermatriz
N € no tal que P < N, y para toda pareja (k,b) € Ip(N) tenemos que Hp(k,b) = 0,
asi que P < L(N), pues L(N) tiene soporte maximo.

Supongamos que hemos construido la sucesiéon de conjuntos, disjuntos dos a dos,
Mo, My, ..., M; vy la sucesién de enteros positivos mg > --- > m,_1, que satisfacen las
propiedades (1) y (2) del enunciado y ademads verifican que, si P e Mj.; y N € M, es
tal que P < N, entonces Hp(k,b) = 0 para toda pareja (k,b) € Ip(N) (de forma similar
a las hipermatrices en M;). Supongamos que hemos construido también ng, ..., 7;_1.

El paso inductivo es completamente analogo al paso base. Para cada
P e M;, construimos To(P), ..., Tnp)(P) v definimos

n(P)
To) = U U
m; = min({d*P : PeT (M;)}u{m;1}),
n = {NeT(M;): S§(N) =2}

M1 ={L(N) : 0 L(N) y Nen}.
Claramente, se satisfacen las propiedades (1) y (2) de nuestro teorema.

La propiedad (1) nos garantiza que el proceso tiene que detenerse; de hecho, a lo
sumo se podrian construir g términos para cada una de las sucesiones (4.1)) y (4.2)
(recordemos que g es el nimero de ¢'-érbitas que conforman D).

Supongamos que hemos construido Mg, ..., M;, mg > --- > m; tales que M; # @ y
M1 = @. Obtenemos, n; # @ y m; como hemos indicado anteriormente y asi completa-
mos las sucesiones. Ahora tenemos que comprobar que se satisfacen las propiedades (1)
a (4) del enunciado. Como hemos visto antes, las propiedades (1) y (2) son inmediatas.
Para verificar la propiedad (3), consideremos una hipermatriz de ¢*-6rbitas 0+ P < M y
supongamos que d* P < m;. Entonces, P < N para algin N €1, y, dado que d*P < d*N,
debe pasar que Hp(k,b) = 0 para toda pareja (k,b) € Ip(N), asi que P < L(N). Sin
embargo, M;,1 =@, con lo cual P =0.

Finalmente, sea [’ € {0,...,l} el primer elemento tal que my = m,. Por la construccién
de my debe existir P € T (M) tal que my = d*P y P < L para alguna hipermatriz
L € My. El hecho de que d*P = dam(M) es obvio. Esto prueba (4).

Ejemplo 4.13 Consideremos el cédigo C' en Ay(3,3,5) cuyo conjunto de definicién,
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respecto de algin a € U, es

D = Q(0,0,0)uQ(1,0,0)uQ(0,1,0) uQ(0,0,1) uQ(1,2,0) LQ(L,2,1)
Q(1,2,2)uQ(1,0,1) uQ(0,1,1) UQ(1,0,2) LQ(0, 1,2)
y determinemos d} C'; es decir, calculemos la distancia aparente minima de la hipermatriz

M = M (D). Asignamos, a cada 2-6rbita en Zs x Z3 x Zs, un recuadro de color y entonces
la hipermatriz M puede verse, por hipercolumnas, como:

Hy(1,0) Hy(1,1) Hy(1,2)
ol BN | MW o o @MW o O @ o o H
(OIO OI)(IIIII)(IIIII)
o o 0 @ o 0 0 0 0 0 HE D DR

Hy(2,0) Hy(2,1) Hy(2,2)
ol B B . 0 o o [0 o o [0 @ o
(l@ll@)(lllll)(lllll)
O @ o o @ 00 0 0 0 HEEEIEDN

H(3,0) Hy(3,1) Hy(3,2)

0] 0 0 | 0 o B o ©
(lll) (@ll) (lll)

0 o M o o M o @ m

HM(3,3) HM(3,4)

B o 0 @ 0 o
(lll) (@ll)

o o | o o M

Realizando los célculos oportunos tenemos que d*M = 6 ¢ Ip(M) = {(1,2),(2,2),
(3,0),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4)}. Vamos a determinar S(M). A cada Hy(k,b) tal que
(k,b) € Ip(M) le aplicamos el Algoritmo m para obtener su sucesién de matrices,
pues cada una de estas hipercolumnas se puede ver como una matriz de 2t'-6rbitas con
t' = |C2(b)|. Como sabemos, la primera matriz de dicha sucesién es la propia hiper-
columna. En este caso tenemos que las sucesiones de matrices para Hy(1,2), Hy(2,2)
y H)y(3,0) tienen un solo elemento. Notemos que Hyy(3,1) = Hy(3,4) y la sucesién de
matrices correspondiente es:

HH R ]
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También tenemos que Hy,(3,2) = Hy(3,3) v la sucesion de matrices correspondiente

LHHELEH,

Siguiendo el proceso dado en la demostracion del resultado anterior, tenemos que
R(M,1,2) = R(M,2,2) = R(M,3,0) = @, R(M,3,1) = R(M,3,4) = {B;} donde B,
es la hipermatriz cuyas hipercolumnas son:

Hpg (1,0) Hp (1,1) Hp (1,2)
o/l B BN O o @M o\ /0@ o oM
(OIO Ol)(lllll)(lllll)
0 o [0 [0 o 0 0 0 0 0 HE: 1@
Hg, (2,0) Hg (2,1) Hpg, (2,2)

O B N N 0 0 o o @ 0 0 [0 @ o
(l@ll@)(lllll)(lllll)
o @ o o M 0 0 0 0 0 HE: 1@
Hg (3,0) Hp, (3,1) Hpg, (3,2)

0] 0 0 | 0 o Mo [©
(lll) (@Il) (lll)
0o o N o o M o0 o W
Hpg, (3,3) Hp,(3,4)
@ o [© W o o
(lll) (@ll)
0 o M o o M

y R(M,3,2) = R(M,3,3) = {By} donde Bs es la hipermatriz cuyas hipercolumnas son:

Hpg,(1,0) Hg,(1,1) Hpg,(1,2)
OE B R E W o @@ o O @ o o @
(olo ol)(lllll)(lllll)
o o 0 @ o 0 0 0 0 0 HE oo @ o

Hg,(2,0) Hg,(2,1) Hg,(2,2)
ol E . 0o o o @ 0 o @@ o
(l@ll@)(lllll)(lllll)
O @ o o @ 0 0 0 0 0 HEoo®m



Hp,(3,0) Hp,(3,1) Hpg,(3,2)

0] 0 0 | o o B o0
ONMO|(o@O|(0ND
O 0N \BOM®E/ \o@ @

HBQ(373) HB2(374)

B o [0 | o o
o N o o @ O
o o @ @ o W

Entonces S(M) = {By, Ba}. Se puede verificar que d*By = 12, Ip(By) = {(1,2),(2,2)},
S(B1) =@, d*By = 18, Ip(Bs) = {(1,2),(2,2)} vy S(By) = @. Entonces To(M) = {M},
Ti(M)={By1,By} y T3(M) =@. Asi que T(M) ={M, By, Bo}, mp =min{6,12,18} =6 y
o = {B1, Ba}.

Ahora vamos a construir M. Para cada N € g hallamos L(N) < N, la hipermatriz
de soporte maximo tal que Hpn)(k,b) = 0, para toda (k,b) € Ip(N). En este caso
tenemos que L(Bj) = L(Bs) = 0. Luego, M; = @ y finalizamos el proceso obteniendo las
sucesiones {M} y mg =6. Asi que d:C =dam(M) = 6.

De la demostracion del Teorema se sigue el algoritmo general de célculo de la
distancia aparente minima de una hipermatriz de ¢*-érbitas. Detallamos a continuacién
el caso s = 3.

Algoritmo 4.14 Este algoritmo consta de dos partes, la primera parte es un algorit-
mo para determinar el conjunto S(P) para cualquier hipermatriz de ¢-6rbitas P, de
dimensiéon 3. En la segunda parte, se plantea el proceso general recurriendo en varias
ocasiones al algoritmo de la primera parte.

I. Calculo de S(P).
Sean I = Zy, X Ly, X Lyy, P = (pi);; una hipermatriz de ¢'-6rbitas e Ip(P) el
conjunto de parejas involucradas en el calculo de d*P. Vamos a asociar a P un
conjunto de hipermatrices de ¢’-6rbitas, que denotamos por S(P), donde cada

hipermatriz L € S(P) verifica que L < P.

Dado que para cada (k,b) € Ip(P) la hipercolumna Hp(k,b) puede ser vista
como una hipermatriz de dimensién 2, utilizamos el Algoritmo para obte-
ner sus sucesiones {H(]f’b}, e {Hf(’,i’b)_l} y mg’b, . ,mf(’z D1 Notemos que, cada
elemento de la sucesion de conjunfos de hipermatrices’tiene un solo elemento,
por lo cual en tres variables definimos ~(k,b) = {0,...,l(k,b) - 1}. Para cada

¢ € v(k,b) construimos (P,c) < P, donde (P,c) = (a;),; es tal que, haciendo
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II.

S = supp (Hp(k,b)) ~ supp (Hg’b),

a-={0 siieu{Q(j) : je S}

p;i en otro caso.

Reunimos estas matrices en el conjunto
R(P,k,b) ={(P,c):cey(k,b)} N {P}

y entonces
S(P)= U R(P,k,D).
(k.b)eIp(P)

Proceso general.
Sea I = Zy, x Ly, x Zy,. Consideremos la hipermatriz de dimensién 3, M = (mg;)
y sea Ip(M) el conjunto de parejas involucradas en el calculo de d* M.

iel

Si para alguna (k,b) € Ip(M) se tiene que d* Hy (k,b) = 1 entonces finalizamos el
proceso obteniendo las sucesiones {M} y my.

En caso de que d*Hy(k,b) # 1 para toda (k,b) € Ip(M), definimos To(M) =
{M} y Ti(M) = S(M). Ahora, una vez construido 7;(M), definimos T;1 (M) =
Uper;(ar) S(P). Repetimos este proceso hasta obtener T, (M) # @ tal que
Ta(y+1 (M) = @. Sean

ng T;(M),
mo = min{d*N : NeT (M)} vy
Mo {NeT (M) : S(N) =2}

T (M)

Para cada N € ny, N = (n;);.;, consideramos el conjunto

iel

Sv= U supp(Hn(k,b))
(k,b)eIp(N)

y construimos la hipermatriz L(N') = (a;);.; tal que
ai:{O siieu{Q@) : jeSn} (4.3)

n; en otro caso.

Segtn la demostracion del Teorema [4.12) el siguiente paso seria definir M7 como el
conjunto de las hipermatrices L(N) # 0 con N € 1y. Sin embargo, es posible reducir
este conjunto antes de continuar. Para explicar esta reducciéon se hace necesario
un cambio de notacién. Sea My = L(N). Si My < Ny para algin N # N; € 1
entonces construimos My n, = (ci)i€ ; < L; como sigue. Consideramos el conjunto

Svv= U supp(Hn, (k,b))
(k,b)eIp(N1)
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y definimos

(4.4)
a; en otro caso.

c_:{o siieu{QG) + jeSn}

Repetimos esta construcciéon hasta que My, N, ¢ P para todo P en 7y \
{N,Ny,..., N:}. Finalmente, si My = My n,,.n, definimos

My ={M'+0 : M' =My para algtin N €n}.

Si M, # @, entonces para cada P € M; construimos To(P), ..., Top)(P) y defini-

mos
n(P)
TM) = U UT(p),
P€M1 j=0

mi = min({d°P : PeT (Mi)}U {mo}).
m = {NeTMy) : S(N)=2} y
My = {M'#0 : M' =My para algin N en,}.

Ahora, repetimos el proceso para My en vez de My y m; en vez de my. El algoritmo
termina cuando se halla un entero [ > 0, tal que M; # @ pero M;,; = @, lo cual
estd garantizado por la propiedad (1) del Teorema [1.12]

En el siguiente ejemplo ilustramos el proceso de cédlculo de la distancia aparente mini-
ma de una hipermatriz planteado en el algoritmo anterior. Hemos elegido esta hiper-
matriz con el fin de mostrar un calculo no trivial y exhibir ampliamente la aplicacién
del Algoritmo [£.14] Por lo tanto, presentamos aqui un esquema de dicho ejemplo y
los detalles pueden consultarse en el Apéndice (Capitulo (7). Para mayor claridad, en
este ejemplo denotaremos por Hik ’b(P) el i-ésimo elemento de la sucesién de matrices
obtenida para Hp(k,b), siguiendo el Algoritmo [4.10]

Ejemplo 4.15 Consideremos ¢ = 2, 11 =ry =73 =3y D = Q(0,1,0) u Q(1,0,2) u
Q(0,0,1) uQ(1,2,2). Sea M = M(D). Vamos a construir las sucesiones de hiperma-
trices y de enteros positivos correspondientes a M, siguiendo el proceso propuesto en
el Algoritmo [£.14] Asignamos, a cada 2-6rbita en Zg x Z3 x Zz, un recuadro de color y
entonces la hipermatriz M puede verse como:

1] B 1 W o 1 o
OET (0L HN 1 @ N
o N I i@/ \H N
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NN el B B AWE BN
1 o] | HEN N N
1o W 1O E/\BET

H(3,0) Hy(3,1) Hy(3,2)

BN B AWA N B Awwd iy |
1 W1 EAE]|loRD0
11 @/ \o1 B/ \EHET

1. Sea My ={M}.

a) Vamos a determinar mg. Empezamos por la construccion de S(M), calculan-

do d*M =3 e Ip(M) = {(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(3,0),(3,1),(3,2)}. Para
cada hipercolumna involucrada en el célculo de d*M, de la Proposicién [4.8]
tenemos una sucesion de matrices.
Para Hj(1,0), tenemos que d*Hy(1,0) =3 e Ip(Hp(1,0)) ={(1,0),(2,0)}.
Entonces la segunda matriz de la sucesion para esta hipercolumna es la matriz
de soporte méximo, H,*(M) < Hy(1,0), tal que sus hipercolumnas (1,0) y
(2,0) son nulas, es decir,

o] O @
HO0Nn=1 @ 0 B
(U |

Ahora bien, d*H*(M) = 4 e Ip(H;°(M)) = {(1,2),(2,2)}. Asi que la si-
guiente matriz de la sucesién serfa H, (M) < Hy;(1,0), con soporte méximo,
tal que la fila 2 y la columna 2 sean nulas. Luego, HQI’O(M) = 0. Por lo tanto,
la sucesién de matrices para Hy(1,0) es Hy(1,0) > Hy (M),

Para Hp(1,1) tenemos que d*Hy(1,1) =3 e Ip(Hp(1,1)) = {(2,2)}. Luego,
la primera matriz de la sucesion para esta hipercolumna es la matriz de
soporte maximo, H,"' (M) < Hy;(1,1), tal que su columna 2 es nula:

1,1 1.@
mon-(mE N
N 0

Ahora, d*H{' (M) = 2 e Ip(H{M)(M) = {(1,0),(1,1),(1,2),(2,1)}. Dado
* _ 1,1 _ 7 L,
que d HHll,l(M)(Q, 1) = 1 tenemos que H,” (M) = 0 (véase Proposicion .

Por lo tanto, la sucesién de matrices para Hy(1,1) es Hyp(1,1) > H{™ (M).
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Siguiendo este mismo proceso obtendremos las sucesiones para cada hiper-
columna involucrada en el calculo de d* M y las utilizaremos para crear nuevas
hipermatrices a partir de M. Para cada hipercolumna H,(k,b), con (k,b) €
Ip(M), denotamos por I(k,b) la longitud de la sucesién correspondiente a
Hyy(k,b). Para cada elemento de esta sucesién, H"*(M), coni=0,...,1(k,b),
hacemos la  hipermatriz de  2-6rbitas de soporte  maximo,
(M, HP*(M)) tal que H(M’H@,b(M))(k, b) = 0. Notemos que (M, Hy*(M)) = M
para todo (k,b) € Ip(M). Con estas hipermatrices hacemos los conjuntos

R(M,k,b) = {(M,H"(M)) : i=0,...,1(k,b)} ~ {M}

SM)y= |  R(M,k,b).
(k,b)eIp(M)

Notemos que
(M, H*(M)) = (M, Hy*(M))

(M, Hy' (M) = (M, Hy*(M)).

Luego, si By = (M,H{°(M)), By = (M,H}""(M)), By = (M,H*°(M)),
By = (M, HY(M)), Bs = (M, H,;*(M)) y Bs = (M, Hy*(M)), tenemos que
76 = {M} y 7—1(M) = S(M) = {31732733734735736}~

Vamos a construir 73(M) determinando S(B) para cada B € T;(M). Con-
sideremos By, d*By =4 e Ip(B;) = {(1,0),(2,0)}. En este caso, para todo
(k,b) € Ip(By) tenemos que la sucesién para Hp, (k,b) tiene sélo un elemen-
to (la misma hipercolumna), con lo cual R(By,k,b) = @ para todo (k,b) €
Ip(By). Por lo tanto, S(B;) = @. Por la misma razén, S(B3) = S(Bs) = @.
Asi que,

7’2(M)= U S(B)=S(B2)US(B4)US(B5)

BeTi(M)

La siguiente notacién nos facilitara la escritura; en adelante B;, . ;. deno-
tard la hipermatriz de 2-érbitas (B;,,..i,_,, Hlk’b(Bi1 ,,,,, i;.1)) < By, ..i,., donde
(k,0) e Ip(Bi,,..i;,), L=1,...,l(k,b) eij=1,..., Z(k,b)dp(Bil ’’’’ W) I(k,b).
Entonces, S(By) ={Ba; : i=1,...,6}, S(By) ={Bs1} y S(B5)={Bs; : i =
1,...,3}.

Ahora para construir T3(M) determinamos S(B) para cada B € To(M).
Se puede verificar que S(B572) = S(Bg,’l) y 8(3272) = S(BQA) = S(Bgyﬁ) =
S(B53) =@. Con lo cual,

E(M)Z U S(B) :S(BQJ)US(BQ,E})US(BQ’5)US(B471)US(B5’1),

BeT;(M)

donde S(Bgvl) = {B27171}, S(Bgﬂg) = {B2,3,i = 17 . ,4}, S(B275) = {B2,5,i :
i=1,... ,3}7 8(34,1) = {B4,1,1} Yy 3(35,1) = {B5,1,1}-
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d) Para construir 7;(M) repetimos el proceso y obtenemos que S(Bsgs2)
S(Basz) = S(Baga) = 8(Bass) = S(Baag) = S(Bsi1) = @y S(Basp)
S(Bys.1). Por lo tanto,

7Z(M) = 3(32,1,1) U 5(32,3,1) U 3(32,5,1) = {32,1,1,1, B3, 32,5,1,1}-

e) Observemos que S(Bss11) = S(Basii) = @, asi que T5(M) = Byy111
S(Ba1111) =9, luego To(M) = @.

Entonces T (My) = U?:o T; (M), mo = min {d*N : NeT(Mpy)} =3y

mw = {NeT (M) : S(N)=0}
{Bi, Bs, B} u {32,2, By 4, Bag, 35,3}
U{B2,3,2, B33, B234,B253, B, B5,1,1}
U{BQ,3,1,17 32,5,1,1} U {B2,1,1,1,1}

como se puede verificar con la siguiente tabla:

Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) = @ — Si
B 4 S
B, 3

B271 4
By 6
Baiia 8
Baii, 6 S
By, 6 S
BQ73 4
By 6
ngg 1.1 9 St
3273’2 9 S
Bass 9 Si
B 9 Si
By, 9 S
B275 4
By 6
Bosi 9 S
Byso 6
Bass 9 Si
Bae 9 Si
Bs 6 S
B, 4
B471 4
B471’1 3 S
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Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) = @ — Si
Bs 4
Bs. 6
Bs 11 9 S
B5’2 6
B5’3 9 S
Bg 9 St

2. Vamos a construir M;. Para cada N € 1, hallamos la hipermatriz L(N) < N, de
soporte méximo, tal que Hpny(k,b) = 0, para toda (k,b) € Ip(NN). Notemos que
L(Bgﬁ) = L(B573) = L(B27573) = L(BG) y L(B27373) = L(B4) Luego,

M

{L(N) : 0+ L(N) y Neny}
{L(B1), L(Bs3), L(Bs), L(Ba2), L(Ba4), L(Ba32),
L(Bs34),L(Bajs11), L(Basi1)}

a) Ahora calcularemos m;. Para ello, determinaremos la sucesién
Ti(B),...,Tn(B)(B) para cada hipermatriz B’ € M.

Para B] = L(B;) tenemos que To(B]) = By, Ti(By) = S(By) ={Bj; : i=
1...4}, To(BY) = S(B{,l)US(B 3) {Bl 11:B112:Blsgs Bi,3,2} y T:(Bj) = @.

Si Bj = L(Bs), tenemos que To(By) = By, Ti(By) = S(By) = {By,; : i=
3} T2(Bj) = S(B§1)US(B 3) {32117353173532} T3(B3) =S(B§,1,1)U
S(B 31) = {B2111’32112’B23117 2312}}’7?1(3') <.

Sea Bj = L(B2ys), para este caso obtenemos To(B)) = B, T1(B}) = S(B)) =
{B], : i = 4}, T(By) = S(Bj,) u S(B 3) U S(Biy)
{B42173222735131’34/14173!142}YE(B) g.

Si Bf = L(Ba,4), entonces To(B5) = BE, Ti(By) = S(B;) = {Bf 1} vy T2 BY) = @.

Siendo Bg = L(By32) tenemos que To(Bg) = By, Ti(Bg) = S(Bg) = {Bg,} vy
T2(Bg) = @.

Si Bg = L(BQ’37171), entonces %(Bé) = B T(B’) S(B ) {B 1} y E(Bé) =
.

Sean B} = L(Bs),B, = L(B23a) y By = L(Bas1.1). Para estas hipermatrices
tenemos que, S(BY) = S(B) = S(B’) @. Y asi obtenemos que,

T (M) = upeMl Ui T(P)
= OT(B/)UU?OT(B/)UUf o T;(B})
UU]_OT(B,)UU]_OT(B,)U]—OT(B,)
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Es decir, T (M) es el conjunto de las matrices que se relacionan en la si-
guiente tabla:

Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) = @ —» Si
B 6
B, 8
B, 8 Si
B, 8
B, 8 Si
B, B Si
B, 12 Si
Blys 12 Si
Bl,, s Si
B 1
B, 8
B, s Si
B, 6
B4 6
Bysa 8
Bly, 8 Si
Biiix 12 Si
Bl 2 Si
Blyiy 12 Si
Blyrs I8 Si
B s Si
B 1
B, 9 Si
B, 12
B, 8
B, 12
Bl 8 Si
Bl 2 Si
Bl 12 Si
Bl 12 Si
Bl 8 Si
B! 9
B, I8 Si
B 8
B, s Si
B! 12 Si
B, 9
BL, 12 Si
B s Si
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De aqui tenemos que,

my=min({d*P : PeT (M;)}u{me})=min{4,3}=3.

Y también que,
—_ . — — 14 1A 14 !
m = {N € T(Ml) : S(N) - @} - {81,2781,47 3171,1731,1727
! l4 ! ! l4 ! ! 4
B1,3,1a B1,3,2v B2,2v B2,3,2a Bz,1,1,1a 32,1,1,27 Bz,3,1,1v 32,3,1,27

4 4 l4 4 ! A 4 4 4 A A
B4,1> B4,2,1’ B4,2,2v B4,3,1a B4,4,1: B4,4,27 B5,1a Bﬁ,l? Bz, 88,17 89}-

3. Vamos a construir My ={L(N) : 0# L(N) y N en}. Observemos que L(B,)
= L(B{A) = L(B{,m) = L(Bi,m) = L(B{,:a,l) = L(B{,a,z) = L(Bé,Q) = L(B§,3,2) =
= L(Bé,l,l,l) = L(Bé,l,l,Q) = L(Bé,3,1,1) = L(Bé,z;,l,z) = L(lel,2,1) = L(Bz,m,z) =
L(lel,?),l) = L(lel,4,1) = L(lel,4,2) = L(Bég) = L(B(Is,l) = L(Bélm) = L(Bé) =0.
Entonces

My ={L(Bj,),L(By)} .

a) Determinaremos ms. Recordemos que para ello debemos construir la sucesién
Ti(B), ..., Tus)(B) para toda hipermatriz B € M. Sea Bf = L(B} ), en
este caso To(By) =B vy Ti(By) =S(B}) =@. Para B} = L(B{) tenemos que
To(By) = By, Ti(By) =S(By) ={By,} y T(By) = @. Por lo tanto,

n(P)
TM2)= U U T;(P)={B{, B3, Bj,}.
PeMy 3=0
En la siguiente tabla relacionamos algunos datos sobre las hipermatrices de
T(Mg):
Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) = @ — Si
BY 12 St
BY 9
Bl 18 St

De aqui tenemos que,

mo =min ({d*P : PeT (Mz)}u{m;})=min{9,3} =3.
Y también que,
m={NeT (Mz): S(N)=a}={By, By}

Siguiendo el proceso de construccién de los conjuntos de hipermatrices M;, se
puede verificar que M3 = @. Por lo tanto, como resultado final obtenemos las
sucesiones My, M1, May mg=3>my =3>my=3. Con lo cual, dam(M) = 3, que
coincide en este caso con d* M.

Es claro que este algoritmo es muy laborioso y por lo tanto, calcular a mano la distan-
cia aparente de un codigo abeliano puede ser un proceso bastante extenso. Asi que, un
problema interesante, que surge naturalmente y que queda abierto, es la implementacion
de un algoritmo informadtico a partir del Algoritmo [4.14]
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Capitulo 5

Una nocién de cédigo BCH
multivariable

En el capitulo anterior presentamos un algoritmo para calcular la distancia aparente
de un cédigo abeliano en términos de hipermatrices. Basandonos en el hecho de que, en
el caso de codigos ciclicos, la distancia aparente de un codigo coincide con el maximo de
sus cotas BCH, vamos a usar las técnicas que hemos descrito antes para desarrollar una
nocién de cota BCH y cédigo BCH en el caso multivariable. Con el fin de contrastar
nuestra nocién, vamos a extender ciertos resultados clasicos para cédigos BCH.

En este capitulo utilizaremos la notacién que ya introdujimos en Preliminares y que
hemos venido utilizando en los capitulos anteriores.
El siguiente lema supone un primer paso en la extensién de la cota BCH y sera necesario
para establecer nuestra nocién de cota BCH multivariable (véase el Teorema [5.3).

Lema 5.1 Consideremos 0 € Z tal que 6 > 2 y a € U. Sean 0 # C' un cddigo abeliano
en Ay(r1,....75), Do(C) su conjunto de definicion y M la hipermatriz de q-orbitas
proporcionada por Do (C'). Si existen un elemento k € {1,...,s} y una lista de (§ — 1)
enteros consecutivos modulo i, {jo, - .-, js—o} tales que Hpy(k,j;) =0, coni=0,...,0-2,
entonces d*C' > d:,C > 9.

Demostracién. De la Proposicién y el Teorema tenemos que dam (M) =
d:C <d*C < d(C). Por lo tanto, basta con verificar que § < dam(M).

Sea P < M una hipermatriz tal que d*P = dam(M). Como P < M tenemos que
Hp(k,j;) =0, para todo i =0,...,0 —2, y de aqui § < d*P. [ |

Ejemplo 5.2 Consideremos el cédigo abeliano C' en Ay(5,7) con conjunto de definicién
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D=D,, =Q(0,1)uQ(1,1), para algin a;y € U. Entonces

Observemos que Hy(2,1) = Hy(2,2) = Hy(2,4) =0 y tomando k=2, jo=1y j; =2
tenemos que § = 3. Asi que d*C > 3.

Veamos ahora la nocién de cota BCH, para cédigos abelianos, en el caso general (una
o més variables).

Teorema 5.3 (Cota BCH multivariable) Sean s, q y ri,...,rs enteros positivos,
donde q es potencia de un primo p tal que med(p,r;) =1, parai=1,...,s, I =[I; Z,,
yaelU. Sean 0 # C' un cddigo abeliano en A (ry,...,rs) con conjunto de definicion
D.(C) y M la hipermatriz de q-érbitas proporcionada por D.(C). Supongamos que
existen un subconjunto v € {1,...,s} y una lista de enteros {0 >2 : k e~} que satis-
facen la siguiente propiedad: para cada k € v, la hipermatriz M tiene hipercolumnas
nulas Hy (K, jo0y)s - - Hu (K Jikse-2)), donde {jk0y,-- -, J(ks-2)) €5 una lista de en-
teros consecutivos modulo r. Entonces d},C > [Tiey 0. De aqui, d*C' > [Tiey O

Demostracién. Procedemos por induccién sobre |y| = [. El caso | = 1 corresponde
al lema anterior. Supongamos entonces que nuestro teorema se tiene para [ — 1 y sean
C # 0 un cddigo abeliano en A,(r1,...,7s) con conjunto de definicién D,(C) y M la
hipermatriz de ¢-6rbitas proporcionada por D,(C). Sea P < M una hipermatriz tal
que d*P = dam(M). Dado que P < M entonces Hp(k, j,i)) = 0 para todo k € v e
i=0,...,0, — 2. Para cada k € v, denotamos por Nj = Hp(k,b;) la hipercolumna no
nula de P tal que {Hp(k,j(k’i))}fff c CHp(k,by) (véase la Definicion . Por defini-
cion de distancia aparente de una hipermatriz, tenemos que d* Ny - 0 < d* P para todo
k € ~. Ahora, sabemos que Hy, (u,juq)) =0, con uw € y~N{k} ei =0,...,0, — 2. Sea

Ch, el cédigo abeliano tal que M(D,(Cy,)) = Ni. Por hipdtesis de induccién ten-

emos que d*Ny > dam(Ny) = d*Cy, > H 0y De aqui, d*P 2 []je, 0x. Por lo tanto,
ueyn{k}

d*C 2 d,C > Tlgey Ok- []

Ejemplo 5.4 Sean ap € Uy C el cddigo en Ay(5,7) con conjunto de definicion, respecto
de ag, D =D,,(C)=Q(0,0) u@(0,1) u@(0,3) uQ(1,1). Entonces
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Notemos que Hp(1,0) = Hp(2,1) = Hp(2,2) = Hy(2,4) = 0. Luego, tomando v =
{1,2}, j10=0, jop =1y jo1 =2 tenemos que d; =2, 6o =3 y d*C > 6.

El teorema anterior puede reformularse en términos de listas de enteros positivos.
Recordemos que dados b € Z y un entero positivo r, denotamos por b el representante
canonico de b en Z,. Nuestra notacion no deja explicito el valor de r porque siempre
serd claro desde el contexto.

Corolario 5.5 Supongamos que existen un conjunto v € {1,...,s} y listas de enteros
positivos 6 = {0, 22 : kev} yb={by : ke~}. Para cada k €~y consideremos la lista de
enteros consecutivos modulo vy, Jy = {by, ..., b+ 0, -2} y sea Ay, ={iel : i(k) € Jp}.
Si C' es un codigo abeliano, no nulo, en Ay(r1,...,rs) tal que U_j A, € Do(C), para
algin a € U, entonces d*C' 2 [jey Or.-

Demostracion. El resultado se obtiene inmediatamente del teorema anterior, toman-
do j(k,O) =bk;~--aj(k,5k—2) = bk +6k_2- |

Ejemplo 5.6 Consideremos a3 € U y el cédigo C en Ay(3,5,5) con conjunto de defini-
cién, respecto de az, D = D, (C) = Q(0,0,0) u Q(0,0,1) u Q(0,1,0) u Q(1,0,0) U
Q(1,0,1)u@(1,0,2) uQ(1,1,0) uQ(1,2,0). Sea M = M (D) la hipermatriz

Hy(1,0) Hy(1,1) Hy(1,2)

o o o o) (o ®
iTH| |0
HE [0]
1] [0]
L 0

[~/=]=

~HE- N
~HE=-H
~Fl-=
Bl B
HE=E=EEN
[=[=]~ IS
W---E
== .
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00 0 0 0 1] 0

OE'E B B B EENA 0

O B'E'E | 0 1] 0
Hy(3,3) Hy(3,4)

(' N () BN |

Notemos que Hy(2,0) = Hy(3,0) = 0. Asi que, podemos tomar v = {1,2}, 6 ={2,2} y
S ={0,0} para concluir que d*C' > 4.

= -

Como mencionamos al inicio de este capitulo, la nocién de cota BCH multivariable
nos conduce de forma natural a la siguiente definicién de cédigo BCH multivariable.
Recordemos que, dados ke {1,...,s} y l €Z,,, denotamos I(k,l)={iel:i(k)=1}.

Definicién 5.7 Sean s, q yri,...,rs enteros positivos, donde q es potencia de un primo
p tal que med(p,r;) =1, para i =1,...;8 e [ = 17, Z,,. Sean v € {1,...,8} y § =
{0k, + ken}, con2< 6 <1 Un cddigo abeliano C en A,(ry,...,rs) es un cddigo

BCH multivariable con distancia designada §, si existen una lista de enteros positivos
b={by : kev} yaelU tales que

8 —2
D()=UU U Q@)
key 1=0 jeI(k,by+1)

donde {b_k, oo by + 0, — 2} es una lista de enteros consecutivos modulo .

Denotamos C = B,(«,7,9,b).

Corolario 5.8 Sea C = B,(«,7,9,b) un cddigo BCH multivariable, con distancia de-
signada 0 = {0y : k €v}. Entonces d*C 2 [1ie, O

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema 5.3 [ ]

Ejemplo 5.9 Retomando ejemplos anteriores encontramos algunos cédigos BCH mul-
tivariables. En el Ejemplo [5.2] el codigo C' es justamente el cédigo BCH multivarible
By(au,{2},{3},{1}). En el Ejemplo [5.4] tenemos el cédigo Ba(az, {1,2},{2,3},{0,1}) y
en el Ejemplo [5.6| el c6digo Ba(as, {1,2},{2,2},{0,0}).

Ejemplo 5.10 Sean q=2,5=3, [ = Z3xZ3xZ3y a € U. El codigo abeliano con conjunto
de definicién D = I~ (Q(0,0,0) uQ(1,0,0) u@Q(1,1,0)) es un cédigo BCH multivariable
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Bs(a,7,6,b) donde v = {3}, 6 = {2} y b = {1}. Para ilustrar veamos la hipermatriz
proporcionada por D.

Hypy(1,0) Hypy(1,1) Hypy(1,2)

1] B o 1 W o 1 o O
N NN NN 0 [0 I
0 o M o @@/ \HND

Hypy(2,0) Hypy(2,1) Hy(py(2,2)

NN Al B BAWNE NN |
1 @o||W0OMN 0 @ [0
1o @ o 0 @/ \lH N 0

Hypy(3,0) Hypy(3,1) Hy(py(3,2)

1 | | 0o @ o 0 o M
1 M o 0 0 0 o W 0
1 0o W 0o o H 0 0 o

Como tltima parte de nuestras aportaciones en este capitulo, extenderemos al caso
multivariable ciertas propiedades basicas de los cédigos BCH que atanen al calculo de
su dimension. La siguiente se deduce inmediatamente.

Corolario 5.11 Sea B,(«,7,0,b) un cédigo BCH multivariable, con la notacion de la
Deﬁnicidn. Para cada k €y, definimos Jy, = {bg, ..., bp+ 0 —2} y A ={iel : i(k) e
Ji}. St C es un cddigo abeliano en Ay(r1,...,rs) tal que Ui_Ar € Do(C) entonces
dim C < dim B,(«, 7, 9,b).

Recordemos que si a y b son enteros positivos coprimos, el orden multiplicativo de
a médulo b es el primer entero positivo m, tal que b divide a a™ — 1. Lo denotaremos
por Oy(a). Es sabido que, dado un cédigo BCH, B = B,(«,9,b), en A,(r) se tiene que
d(B) 26 y dim(B) >r—-m(d-1), donde m = O,(q) (véase [10, Theorem 10, p. 203]).
En el caso multivariable tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.12 Sean s, q yri,...,7s enteros positivos, donde q es potencia de un primo
p tal que med(p,r;) =1, parai=1,...,s e I =[1;_y Z,,. Sea B,(a,v,6,b) un codigo BCH
multivariable con § = {8, : ke~v} yb={by : ke~} como en la Definicion[5.7. Entonces

diquBQ(a7775;b)Zn—m Z (6k_1)HTj ’
' i

donde m = mem{O,, (¢)}5_, yn =TT "k
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Demostracién. Sea C = B,(«a,7,6,b). Por definicién tenemos que

52
D.(0)=UU U Q).

key 1=0 eI (k,by+1)

Claramente, |I(k,h)| = [15-: rj. Para todo h € Z,, y, para todo i € I, tenemos que
Jj*k
|Q(i)| < mem {O,,(¢)},_,. Por lo tanto,

key

dim(C) =n—|D(C)| > nm(z ((5k -1) ﬁrj)) ;

jk

donde m = mem{O,, (q)};_, v 1 = ke, 7x (véase (1.5))). u
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Capitulo 6

Aplicaciones

Las técnicas introducidas en el Capitulo |4} para el calculo de la distancia aparente de
un codigo abeliano utilizan la estructura de g-6rbitas de sus conjuntos de definicién. Este
hecho nos permite llevar a cabo el diseno de codigos abelianos con cotas para la distancia
minima predeterminadas a partir de una eleccién adecuada de g-6rbitas para conformar
un conjunto de definicion. En este capitulo vamos a aplicar las técnicas desarrolladas en
los capitulos anteriores en dos direcciones. En la primera estudiaremos la construccion
de codigos abelianos en dos variables a partir de cédigos ciclicos, de modo que sus
distancias aparentes coincidan y sus dimensiones sean directamente proporcionales. En
la segunda disenaremos cédigos abelianos de dimensiéon maxima, para una distancia
aparente prefijada.

6.1. Cddigos abelianos con dimensién multiplicada

En esta seccién veremos un método de construccion de codigos abelianos bidimensio-
nales a partir de cédigos ciclicos, de manera que aumentamos la dimensién y la longitud
de las palabras pero mantenemos la distancia aparente. Esto se concreta en el siguiente
teorema que es el resultado principal de esta seccion.

Teorema 6.1 Sean n yr enteros positivos tales que med(q,nr) =1, C un cddigo ciclico
en Ay(r) cond*C=A(C)=0>1ya=(a,a) € U,xR(C). Entonces el cidigo abeliano
Cn en Ay(n,r) tal que Do(Cp) = Zy x Do, (C), satisface que d*C, = 0 y dimg, (Cy) =
n dimg, (C).

La demostracion del teorema anterior se basa en el siguiente resultado.

Lema 6.2 Sean Q el conjunto de todas las q-orbitas en Zy, x Zy,, Q'€ Q y D = Ugeo' Q.
Consideremos la matriz de q-orbitas M = M(D). Las siguientes condiciones sobre M
son equivalentes:
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1. Cada columna Hy (2, 7) verifica que, o bien Hy(2,7) =0 o bien todas sus entradas
tienen valor constante 1.

2. Para todo (i,j) € Zyp, X Zy,, se tiene que (i,5) € D si y solo si (x,j) € D para todo
X €Ly, .

Demostracién. El resultado se sigue inmediatamente de la definicién de (hiper)ma-
triz proporcionada por D. En efecto, para cada a;; € M, a;; =0 si y solo si (¢,7) € Dy,
en otro caso, a;; = 1. [ |

Demostracién. ( Del Teorema . Sea 5 = (B1,02) € U, x U, y sea Dg(C,,) =
Zn x Dg,(C). Es claro que Dg(C,,) satisface la condicién (4) del Lema [6.2} asf que la
matriz de g-6rbitas proporcionada por Dz(C,), N = M(Ds(C,,)), verifica la condicién
de dicho lema. Si M = (a;),j € Z,, es el vector de g-6rbitas proporcionado por
Dg,(C) entonces Hy(2,7) =0 siy solo si a; = 0. De aqui y dado que A(C) =6, para
toda fila no nula de N, Hx(1,b), tenemos que wy(1,b) =0y d*Hy(1,b) = d*M < 6.
Ast di N = max{(wn(1,0) + 1)d*Hp(1,b)} = d*M < 6. Es mads, la igualdad se obtiene
precisamente si 5y € R(C).

Ahora, para toda columna no nula de N, Hy(2,b), tenemos que wy(2,b) < d*M <5-1
y d*Hy(2,b) = 1, de donde djN = max{(wn(2,0) + 1)d*Hp(2,0)} < d*M < 4. Por lo
tanto, d*N = d*M < § y por la Proposicién 5.5, d3C,, = dam(N) = d*N < 4. La igualdad
se tiene si By € R(C).

Finalmente, dado que dimg, (C,,) = supp(NN), tenemos que dimg, (Cy,) = ndimg,(C). ®

El caracter constructivo de la demostracién anterior nos proporciona una técnica para
obtener los cédigos abelianos bidimensionales que buscamos.

Observaciéon 6.3 Al reemplazar o por r1 y Hy(2,7) por Hy(1,7) en el enunciado
del Lema obtenemos un resultado analogo. Por lo tanto, dados un cédigo ciclico
Cen Ay(r) con d&*C = A(C) =6 > 1y a=(ar,a) € U, x R(C) también existe un
cédigo abeliano C,, en A,(r,n) tal que Dy (Cy) = Dy, (C) x Zy,, d*C, = 0 y dimg, (Cy) =
n dimg, (C').

El siguiente corolario, cuya demostracion es inmediata, muestra que la construccién

dada en el Teorema [6.1] preserva la propiedad de ser cédigo BCH (Definicién [5.7)).

Corolario 6.4 Sean C un codigo BCH en A,(r) yn un entero positivo con med(q, nr) =
1. Entonces existen dos cddigos BCH multivariables Cy = By(cv, {2}, {0}, {b}) en Ay(r,n)
y Cy = By(a,{1},{6},{b}) en Ay(n,r), tales que d*Cy = d*Cy = § y dimg (C) =
dimg, (C3) = ndimg, (C).

Ejemplo 6.5 Sean =2, r =55 n=3, a=(aj,ay) € Us x Uss y consideremos el cédigo

ciclico C' en As(55) con conjunto de definicién, respecto de ag, D = Cy(1) u Ca(5).
Entonces el vector proporcionado por D es
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M@D)=(#, 0,0, 0.0, 0,0,0,0, 8, 0.0,0,0,0,0,
BoBIENEo oNolo.o oo ool
] NON § BON AON H N BNOROE RO § )

y vemos que C es un cédigo BCH con distancia designada 6 = 7, b = 13 y dimensién
25. Aplicando el teorema anterior construimos el cédigo C3 tal que D,(C3) = Z3 x D.
Asi que, d*C3 =7, dimy,(C3) = 75 y su longitud es 165. De hecho, C3 es el cédigo BCH
multivariable By (o, {2},{7},{13}).

Notemos que la tasa de transmisién de los cédigos C'y C,,, del Teorema [6.1] coinciden
img,, (C imp,, (C . o i .
pues dlme( ) - ndm;iz( ) Aunque la longitud del cédigo C), sea mayor, también es cierto
que tiene mayor dimension y, por consiguiente, mayor nimero de palabras.

En el capitulo anterior vimos la extensién de algunas propiedades de los cédigos BCH
ciclicos al caso multivariable que concernian al calculo de su dimensiéon. El siguiente
resultado, inspirado en el Teorema (6.1, proporciona otra propiedad para ciertos cédigos
BCH multivariables.

Proposicion 6.6 Sean s, q y ri,...,rs enteros positivos, donde q es potencia de un
primo p tal que med(p,r;) =1, parai=1,...,s e I =[[;_, Z,,. Sea C = B,(c,7,6,b) un
codigo BCH multivariable con v ={k}, 6 ={dx} y b={bx}, para algin ke {1,...,s}. Si
T = q—1 entonces dimg, (C) = (1, = 6 + 1) ]'[51::; r; y diC = 6.

VE

Demostracion. El caso en que C' = 0 es trivial. Supongamos entonces que C' # 0.
Por hipétesis, v = {k}, 6 = {dx} v b = {bx}, para algin k € {1,... s}, & > 2y by > 0.
Sea l € {by,... b, + 6 —2}. Dado que 7, = ¢—1, lg =1 méd 7y, y asi, para todo i€ I(k,1)
tenemos que Q(i) € I(k,1). Por lo tanto, Userk,@(i) = 1(k,1) y por definicion de cédigo
BCH multivariable tenemos que

D@y = U 10k,

I=by,
Entonces, dimg, (C) = [15.,7; = [Da(C)| = (rg = 0 + 1) IT5-1 7. Notemos que si M =
j*k

M(Do(C)) y 1€ {bg,... b+ -2} tenemos que Hy(k,1) = 0, en otro caso, todas las
entradas de Hy;(k,1) tienen valor constante 1. Por consiguiente, was(k, by —1) =8~ 1y
d*Hy(k,by, = 1) = 1, con lo cual d; M = 6.

Afirmamos que d*M = d; M =, y para demostrarlo procedemos por induccién sobre la
dimension s. El caso s = 1 es trivial. Supongamos que la afirmacién se cumple para s —1
(s 2 2) y consideremos j € {1,...,s} \ k. Entonces, para todo [ € Z,,, la hipercolumna
Hy(5,1) se puede ver como una hipermatriz (de dimensién s — 1) de ¢l¢(®l-érbitas con
indices en J = [1521 Z,,, digamos Hp(j,1) = (a3);.,, donde

%]

0 sii(k)e{by,..., by +0,—2}
a; =
1 en otro caso.
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Notemos que para todo [ € Z,, se tiene que Hy/(j,1) # 0, es decir wy(4,1) = 0. Ademds,
Hy(7,1) puede ser vista como una hipermatriz de dimensién s — 1 proporcionada por

bi+0x—2 s
U ieHZTm:i(k)=l
I=by, m-l

m%j

Por la hipétesis de induccién tenemos que d*Hp(j,1) = di Hy(5,1) = 0. Entonces
d; M = 6y, para todo j € {1,...,s} N\ k y por lo tanto, d*M = méx{d; M : i=1,...s} =
dy M = )y, como se querfa demostrar. Ahora bien, por la Proposicién tenemos que
dam(M) = d*M = dy. Asi que, d,B,(v,0,b) = . u

La Proposicién es aplicable a los codigos que obtenemos usando la construccion
dada en el Teorema |6.1, cuando partimos de un cédigo de Reed-Solomon. Recordemos
que un codigo de Reed-Solomon sobre F,, con distancia designada ¢, se define como un
coédigo BCH sobre [Fy, con distancia designada ¢ y longitud r = ¢ - 1.

Corolario 6.7 Sea R = B,(«,0, ) un cddigo de Reed-Solomon de longitud r. Entonces,
para cada entero positivo n, existe un codigo BCH multivariable, C, tal que dim(C') =

(r=A+1)n=n-dim(R) y d;,C =6.

6.2. Diseno de cédigos abelianos con dimensién ma-
xima (cédigos MD) para cotas predeterminadas.

En esta seccién presentaremos ejemplos donde aplicamos algunas de las ideas y técni-

cas desarrolladas a lo largo de este trabajo, para construir cédigos abelianos de maxima
dimension con respecto a una distancia aparente dada, para una longitud fija (cédigos
MD, para simplificar). El método de trabajo consiste en estudiar el conjunto completo
de g-6rbitas en todos los posibles espacios ambiente para una longitud n. Es decir, cada
posible producto de enteros positivos nq---ns = n dara como espacio ambiente para las
g-Orbitas el producto Z,, x---x Z,, . Aunque algunos de estos productos sean isomorfos,
el manejo de las ¢g-6rbitas en uno u otro caso varia. En cada caso nuestro algoritmo
permite predecir cudales son las elecciones adecuadas de g-6rbitas para construir cédigos
abelianos que tengan una distancia aparente prefijada. Es mas, para cada posible valor
de esta distancia aparente y cada distribucion de g-6rbitas, seleccionaremos los coédigos
de dimensién maxima.
Cabe anotar que las distancias minimas de cédigos que se dan en estos ejemplos han
sido calculadas usando el sistema para dlgebra computacional discreta GAP (Groups,
Algorithms, Programming) con la cooperacién de Alexander Konovalov, a quien damos
nuestro agradecimiento. Como antes, para una mejor visualizacién de nuestro método
para disenar codigos, asignaremos un recuadro de color a cada ¢-6rbita en I.

Ejemplo 6.8 Diseniaremos coédigos MD binarios de longitud 35 para diferentes cotas
(distancias aparentes). Empezamos con cédigos MD ciclicos; es decir, codigos BCH

73



(véase el parrafo posterior a la Definicion [2.3). Observemos que la distribucién de 2-
érbitas en Zgs (clases 2-ciclotémicas en este caso) es la siguiente:

= {0}

Co(1) = {1,2,4,8,9,11,16,18,22,23,29,32}

= {3,6,12,13,17,19,24,26,27,31,33,34}
. = {5,10,20}
Co(7) = {7,14,21,28)

= {15,25,30}.

Por lo tanto, podemos escribir K (35) = {1,7}. Consideremos los vectores de 2-6rbitas
proporcionados por Dy = Co(1) U Cy(5) v Dy = C2(3) u Cy(15)

M) =l 0,08 0,08 1.0,0,0,0. M 1 8 o R
8 HOASRAGION A § H ASORON § AN R )

MD)=( 1,1 0128 1.1.1.0:1. 08 : 8 : 8
B A TASDARRANEY R § N RNRAREN H AR R )}

Entonces, d*M (D) = d*M(Dy) = 5. Sean « € Uss y C} el cédigo ciclico tal que
D, (Cy) = Dy. Observemos que Dy = 7- Dy, con lo cual tenemos que d*Cy =5 (véase el
parrafo posterior a la Proposicién . Se puede verificar que C; es un cédigo BCH
con dimensién 20 y distancia minima d(C}) = 6.

Si queremos incrementar la distancia aparente, podemos extender el conjunto de defini-
cién a D3 = D1 U Cy(7). Sea Dy = Dy U Cy(7). Notemos que Dy =7- D3y que

M(D;)=(l. 0,0, 0.0, 0.0.0,0,0. 8 0.1 o1
8 HOMOROION § N § BOON § RN R )

MDy)=( 1,180 1, 080.1,1.8 1. 08 0.8 1.8
B A TACOASEAREN R § N ROASEN H NN N )}

Luego, el cédigo C5 con D3 = D,(C3), tiene distancia aparente d*C3 = 6, dimensién 16 y
se puede comprobar que su distancia minima es d(C3) = 7. De hecho, una simple inspec-
ciéon nos muestra que este cédigo tiene la maxima dimension que puede tener un codigo
ciclico en A5(35) cuya distancia aparente sea 6. Finalmente, observemos que para que
un c6digo en Ay (35) sea un cédigo BCH con distancia designada mayor que 6, su con-
junto de definicién (respecto de a € Usz) debe contener la unién de clases 2-ciclotémicas
C5(1) uCy(3) y por lo tanto su dimensién debe ser menor que 11.
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Ahora consideremos codigos MD en dos variables con la misma longitud. Observemos
que la distribucion de 2-6rbitas en [ = Zs5 x Z7 es la siguiente:

= {(0,0)}
{(0,1),(0,2),(0,4)}
= {(0,3),(0,5),(0,6)}
Q(l,O) = {(1’0)’(2v0)7(370)7(4’0)}
Q(LL) = {(1,1),(1,2),(1,4),(2,1),(2,2),(2,4), (3,1),(3,2),
(3,4), (4,1),(4,2), (4,4)}
B - ((03).(1,5),(1,6),(2,3),(2.5),(2,6),(3,3),(3,5),
(3,6),(4,3),(4,5), (4,6)}

y tenemos que K (5,7) = {(1,1), (1, 3)}. Consideremos D5 = Q(0,0)u@(1,0)uQ(0, 3).

o

=

=
—

~—
Il

Entonces
11 H:tHNB
0 1 10 1 B B
MD)={l@ 1 1 I 1 B B
0 1 1 1 B B
0 1 101 B R

Vamos a calcular su distancia aparente minima. Siguiendo el Algoritmo tenemos
las sucesiones

o o o @ o @ M@
0 1 1 1 B B
MDso>MDs):={ 0l 1 1 [l 1 BB y mg =4 >m,; = min{4,8},
0 1 1 H 1 B B
0 1 1 1 B R

con lo cual dam(M(Ds)) = 4. Sean o € U = Us x Uy y Cj5 el cddigo abeliano cuyo
conjunto de definicién respecto de « es D5. Observemos que para D = (1,3)- D5 tenemos
que dam(M (D)) = 4, con lo cual d*C;5 = 4. Este c6digo es de dimensién 27 y hemos
comprobado que tiene distancia minima d(C5) =4 (no existen cddigos ciclicos con estos
parametros). Notemos que Cs no es un cédigo MD con distancia aparente prefijada 4,
pues si tomamos DL = D5\ Q(0,0) tenemos que dam(M(DL)) =4 y el cédigo Cf con
D} = D,(C!) tiene dimensién 28. Para esta distancia aparente prefijada 4, Cf s es un
codigo de dimension maxima, pues si aumentamos la dimensién; es decir, si consideramos
DY = DL~ @ para alguna ¢-6rbita () ¢ D tenemos que dam(M (DY)) < 4. Ademas D} se
compone de las g-6rbitas de menor tamano posible para obtener dicha distancia aparente
minima.

Con el fin de incrementar la distancia aparente, consideremos ahora el conjunto Dg =
Q(0,1)uQ(0,3) uQ(1,3), que proporciona la matriz
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W oo@odB
I 11 H:1HN
M= 1 1 H 1 H N
T 11 M1 HEHN
M1 1 M1 HEN
para la cual tenemos las sucesiones
oo @ o @B
H 11 H1HN
MDso>MDs): =l 1 1 [ 1 BB ymo=T7>m; =min{7,6}.
1 11 HE
M1 1 W1 HEN

Luego, dam(M(Dg)) = 6. Consideremos el cédigo abeliano Cg tal que Dg = D, (Cs).
Como para D = (1,3) - Dg tenemos que dam(M (D)) = 6 entonces d*Cy = 6. Este es un
cédigo MD de dimensién 17 y distancia minima 6 (distancia aparente éptima).
Finalmente, sea D7 = Q(0,0) uQ(1,0) u @Q(0,1) uQ(0,3) uQ(1,3). La matriz propor-
cionada por D7, M (D7), coincide con M(Ds);. Asi que, dam(M(D7)) = 8. Se puede
verificar ademés que dam (M ((1,3)- D7)) =8, con lo cual el c6digo abeliano cuyo con-
junto de definicion respecto de o es D7, es de distancia aparente éptima y de dimension
maxima respecto de la distancia aparente prefijada 8.

Observacién 6.9 En el ejemplo anterior, se puede verificar que para cualquier cédigo
ciclico binario C de longitud 35, se tiene que, si dimp, C' > 25 entonces d*C' < 3, puesto
que D, (C') no puede incluir a la 2-6rbita C5(1) ni a la 2-6rbita C3(3). Entonces, aunque
el c6digo abeliano Cy puede ser visto como un cédigo ciclico (usando el Teorema Chino
de los Residuos), su distancia aparente calculada como cédigo ciclico nunca serd mayor
que 3.

Ejemplo 6.10 En este ejemplo presentamos codigos MD binarios de longitud 45. Para
empezar construimos codigos MD ciclicos. La distribuciéon de clases 2-ciclotémicas en
I =745 es la siguiente:

{0}

Co(1) = {1,2,4,8,16,17,19,23,31,32, 34, 38}

= {3,6,12,24}

= {5,10,20,25,35,40}

= {7,11,13,14,22,26,28,29,37,41,43, 44}
Co(9) = {9,18,27,36)

{15,30}
{21,33,39,42}
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Por lo tanto K(45) = {1,7}. Consideremos los conjuntos Dy = Cy(1) y Dy = Co(7) y los
vectores de 2-6rbitas proporcionados por ellos
M(Dl) = (.7 0 ) 0 7.7 0 7.7.7.7 0 ) 1 7.7.7.7.7.7.7 0 ) 0 ) 1 ) 0 a.a.?.a
0 7.7.7., 1 7.5.,.7 Oa 0 ,.7 0 a., 1 7.) 0 ,lvla.,lvlal)'

MD)=(l1, 1.8 1. @R .. T HEBERT 1.1, 1,1 00 E
]- 7.7.3., ]- 7.3.,.7 ]- 9 1 ).7 ]- a.) ]- 7.a 1 ).7.3.).7.3.)'

Observemos que Dy =7- Dy y d*M(Dy) =d*M(D3) = 3. Sean a € Uy y C el cédigo
ciclico tal que D,(C}) = M(D;). C; es un c6digo BCH con distancia aparente 3, que
coincide con la de Bose, y dimg, (C;) = 33.

Ahora consideremos el cédigo C3 tal que D,(C3) = D3 = D u Cy(15). El vector propor-
cionado por Dj es

MD;) =l o, 0.l o. TN o.:. " HEBERB0 o0.0,1,0.0 0K
0 7.7.a.7 1 7.a.7.7 Oa 0 7.7 0 a.7 1 7.a 0 7.7.a.7.7.a.)'

Se puede verificar que d*C3 = 4. Mas ain, C3 = By(«,4,15) y su dimensién es 31.

Aumentemos atin més la distancia aparente haciendo D5 = D3 u Cy(21) v Dg = Dy U
C2(9). Esto nos proporciona cédigos BCH C5 y Cg con distancia designada (y de Bose)
6 y dimensién 27, como se puede deducir directamente de los vectores

MDs)=(l o, 0. o. TN o.:. " HEBHERNE0 0.0,1,0.7 01
0 7.7.a.7 1 7.a.7.7 Oa 0 7.7 0 a.7 1 7.a 0 7.7.a.7.7.a.)'

MD) =1, 1, 1. T BN 1.0 BBER0 1.1,0,1. 081
1 a.a.v.a 0 a.v.a.a 1 ) 1 a.7 1 7.a 0 7.7 1 a.).v.a.).v.)

Finalmente, para D7 = C5(0) u Co(1) uCy(3) u Cqy(5) vy Dg = Co(0) uCo(7) u Cy(5) U
C5(21) obtenemos codigos BCH C; y Cy con distancia designada (y de Bose) 8 y di-
mension 22, como se puede ver en los vectores

M(D7): (.7 07 0 a.’ 0 7.7.,.7 05 ]- ,.7.5.,.7.
o. 0. . BT 0,08 0.0 1

)

M(D8):(.7 1,1 a.v 1 7.3.,.7 1,1,

.7.’.7.7.?.’ 1 ) ]- 9 1 9 ]- 7.5.).7
I BON AN § N CARRARON (RNON OMB

7.7 ’.7 7.’ 1 7.7.’.7.’.’.)'
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Ahora disenaremos cédigos en 2 variables con la misma longitud, en este caso los
c6digos serdn ideales en Ay(5,9). La distribucién de 2-érbitas en Zj x Zg es

QE0)] - (0,0}
Q(0,1) = {(0,1),(0,2),(0,4),(0,5),(0,7),(0,8)}
= {(0,3),(0,6)}
= {(1?0)7(2a0)a(3v0)>(4?0)}
= {(17 1), (2a27 (4a4)a (378)7 (177)7 (2a5)a
(4a 1)a (372)7 (174)7 (2a8)a (4, 7)7 (375)}
{(1)2)7 (2a4)7 (478)7 (3)7)7 (1a5)7 (27 1)7
(4a2)7 (374)7 (178)7 (2a7)7 (475)7 (37 1)}

= {(1,3),(2,6).(4,3),(3,6)}

= {(1:6)7(273)7(476)7(373)}'
Asi que, podemos escribir K(3,15) = {(1,1),(1,2)}. Consideremos (aq,as) € Us x Uy y
el codigo abeliano en 2 variables, Cy, con D, (C) = Dy =Q(1,0) u(0,1); con lo cual,

Q(1,2)

M o o o o @ o o
O MN:fH: @ N
MDy=10 1 HE 1 AL 1 N
o 1 HE 1 HT 1N
OMN:TH: @ N:

Vamos a determinar dam(M (Dy)). Del Algoritmo [4.10} tenemos la sucesion de matrices

W o o @ o o @ o o

(N BN B N
M(Dg)y > M(Do);=| 0 1 [l @ 1 BT 1 B
O 1 HE  HT N

(0 U B N

0 o o @M o o @ o o

(N BN BN

> MDo),=( 0 1 W 1 BT 1 W
O 1 HE HT N
OMN1 @ H: &N

y la sucesién de enteros positivos mg =5 >my = min{5,6} > my = min{5,4}; con lo cual
dam(M(Dy)) = 4. Dado que Dg = (1,2) - Dy tenemos que d*Cq = dam(M (Dy)) = 4.
Este cédigo tiene dimensién dimp,(Cy) = 35 y es un cdédigo MD respecto a esta cota
para la distancia minima. En efecto, si consideramos D§ = Dy \ () para alguna g-6rbitas
Q) c Dy, tenemos que dam(M(Dj§)) < 4. Ademds Dy se compone de las g-6rbitas de
menor tamano posible para obtener distancia aparente minima igual a 4.
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Consideremos ahora la distancia aparente prefijada 5. Sean Dip = Q(1,0) u Q(0,3) U
Q(1,1) y D11 =(1,2)- D1p=Q(1,0) uQ(0,3) uQ(1,2), que proporcionan las matrices

B 1 1 B!t 1011
T ER Y BN I
MDo=[00 1 BB 1 HE 1 H
O 1 HE:ET N
T ER T BN I
M1 1 B 1 B o1
ONoTHNOETHNO
MOop=10 o BB o BT o H
O o @HE oET oN
\0 o @ Ho@N o)
para las cuales, siguiendo el Algoritmo [4.10] tenemos las sucesiones de matrices
W1 1 @1 1 @
T ER Y BN I
M(D1)o > M(Dy):1 = . 1 .. 1 .. 1 .
O 1 HE :ET N
ON:1 TN DN
W o o @ o o @ o o
ONoIfNOENO
> M(Di)o=| 0 0 M B o W@ o W
O o BT oET o MN
ONMoTHoTHO
W 1 1 @1 1 @
ONoTHNOEBHNO
M(D11)o > M(Du) = . 0 .. 0 .. 0 .
O o @E oET oHN
\0 o @ W o @ HoO
(@ 0o o @ o o @ o o)
ONoTHoTHNEO
> M(Du)=| 0 0 MW o W@ o W
O o WMHE o WMT oM
\0 o & o @ N o/

de donde podemos deducir que dam(M (D)) = dam(M(D11)) = 5. Asi que, el cédigo
Cho con Dyg = D, (Chp) es tal que d*Cyg =5 y dimp, (C1o) = 27. Luego, es un c6édigos MD
con respecto a la distancia aparente 5.
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El dltimo cédigo abeliano en Ay (5,9) que presentamos es C1o, cuyo conjunto de definicién
es D1a = Dyu@(0,0). Notemos que M (D13) = M (D1g)1 y de este modo, dam (M (D12)) =
6. Se verifica facilmente que d*Cyy = 6 y dimp, (Ci2) = 26.

Para ampliar las opciones, observemos que si consideramos r = 3, ro = 15 y fijamos « €
Us x Uy5 podemos elegir representantes tales que K(3,15) = {(1,1),(1,7)}. Asi, podemos
obtener el cédigo abeliano Ci3 en As(3,15) con D, (C13) = Q(0,0) u Q(1,0) u Q(0,7),
d*C3 = 4 y dimensién 38. Un cédigo con la misma longitud y distancia aparente que
Cy, pero con mayor dimensién.

Por 1ltimo, hemos estudiado la construccién de cédigos abelianos de longitud 45
en 3 variables. Este caso se torna muy laborioso y consideramos que la exposicién de
los céalculos podria resultar tediosa para el lector. Los resultados mas relevantes que
hemos obtenido son los siguientes. Consideremos « € Uz x Us x Us. Si C4 es el coédigo
abeliano tal que D,(C14) = Q(0,0,1) u Q(1,0,1) u Q(0,1,0), entonces d*Cyy = 4 y
dimp, (C14) = 37, la méxima posible para que el cédigo tenga dicha distancia aparente
con la distribucién de ¢-Orbitas en Zs x Zs x Zs. También tenemos el cédigo Ci5 con
D, (C15) = Q(0,0,0) u@(0,0,1)uQ(1,0,1)u@(0,1,0) uQ(1,2,2), para el cual tenemos
que d*Ci5 = 6 y dimp,(C15) = 28. Ci5 es un cédigo MD para la distancia aparente 6.
Finalmente, el cédigo Cis con D,(Ci6) = @Q(0,0,0) u@(0,0,1) uQ(1,0,1) uQ(0,1,0) U
Q(1,2,1)uQ(1,0,2) uQ(1,2,0) tiene d*Cig = 8 y dimp, (C6) = 24.
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Capitulo 7

Apéndice

Para mayor claridad, en este ejemplo denotaremos por H Zk ’b(P) el 1-ésimo elemento de
la sucesién de matrices obtenida para la hipercolumna Hp(k,b), siguiendo el Algoritmo

4. 10l

Ejemplo 7.1 Consideremos ¢ = 2, r; = ro =13 =3y D = Q(0,1,0) u Q(1,0,2) U
Q(0,0,1) u@(1,2,2). Sea M = M(D). Vamos a construir las sucesiones de hiperma-
trices y de enteros positivos correspondientes a M, siguiendo el proceso propuesto en la
prueba del Teorema |4.12

Asignamos, a cada 2-6rbita en Zg xZ3 xZs, un recuadro de color y entonces la hipermatriz
M puede verse, por hipercolumnas, como:

Hy(1,0) Hy(1,1) Hy(1,2)
1] @ @ 1 B o 1 o] W
' B 1 N 1 @ N
o 1 | 1 i | N W
Hy(2,0) Hy(2,1) Hy(2,2)
1] @ o o | 1 o 1 N
1 W [0 B 1 N 1 i @
1 o W 1 @ B N Y
H(3,0) Hy(3,1) Hy(3,2)
1] B o o W1 0o 1 H
1 W1 NN o H ©
1 1 W o 1 1 H B

1. Sea My ={M}.
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1.1. Vamos a determinar mgy. Empezamos por la construcciéon de S(M), calculan-

do d*M =3 e Ip(M) = {(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(3,0),(3,1),(3,2)}. Para
cada hipercolumna involucrada en el calculo de d* M, de la Proposicion 4.8
tenemos una sucesion de matrices.
Para Hj;(1,0), tenemos que d*Hy;(1,0) =3 e Ip(H)p(1,0)) = {(1,0),(2,0)}.
Entonces la segunda matriz de la sucesion para esta hipercolumna es la matriz
de soporte méaximo, HII’O(M) < Hp(1,0), tal que sus hipercolumnas (1,0) y
(2,0) son nulas; es decir,

O m
RN
o

Ahora bien, d*H,;*(M) = 4 e Ip(H;°(M)) = {(1,2),(2,2)}. Asf que la si-
guiente matriz de la sucesién seria ]%[21 V(M) < Hy(1,0), con soporte maximo,
tal que la fila 2 y la columna 2 sean nulas. Luego, H;’O(M) = 0. Por lo tanto,
la sucesién de matrices para Hy(1,0) es Hy(1,0) > H{ (M),

Para Hj/(1,1) tenemos que d*Hp(1,1) =3 e Ip(Hp(1,1)) ={(2,2)}. Luego,
la primera matriz de la sucesiéon para esta hipercolumna es la matriz de
soporte maximo, Hll’l(M) < Hy(1,1), tal que su columna 2 es nula:

; 1l o
CACOEIN BN
1 @ o

Ahora, d*H (M) = 2 e Ip(H{ (M)) = {(1,0),(1,1),(1,2),(2,1)}. Dado
que d*HHll,l(M)(2, 1) = 1 tenemos que HQI’I(M) = 0 (véase Proposicién .
Por lo tanto, la sucesién de matrices para Hy(1,1) es Hyp(1,1) > H''(M).

Siguiendo este mismo proceso para cada hipercolumna involucrada en el
calculo de d* M, obtenemos las siguientes sucesiones:

1] 0 @

Hy(1,0) = Hy"(M) = | @ > Hy"(M) =

EE S

— - —
HmE- EEE =EESE
HEEE SH- EESE

Hy(1,1) = Hy' (M) =

S B

Hy(1,2) = Hy*(M) = > Hy*(M) =

N
1N
m o
N | EEAGUE
10
o m
01
N

- -

1
1
1
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0 0 ) o] @ @
Hy(2,0)=H°(M)=| 1 W o [>H°(M)=[ 1 B 0
1 o W/ 1 o M
(ll (@ll)
HyB,0) =M= 1 @ 1 |>Mm)=| 1 B 1
1 1 B 1 1 W
o W1 o W1
Hy@3, D) =Hy'(M)=| B @ W [>m7'()=| 0 & #
o 1 N o1 N
o 1 N o 1 N
Hy(3,2)=H*(M)=| 0 B @ | > 8*()=| 0 W @
H B L \@ @ A/
(@ 0 W\
> Hy*(M)=[ 0 W 0
@l o

Vamos a crear, a partir de M y las sucesiones construidas anteriormente,
nuevas hipermatrices. Para cada hipercolumna Hy;(k,b), con (k,b) € Ip(M),
denotamos por [(k,b) la longitud de la sucesién correspondiente a Hy,(k,b).
Para cada elemento de esta sucesion, Hz.k’b(M), con i =0,...,l(kb), cons-
truimos la hipermatriz de 2-érbitas de soporte maximo, (M, Hf ’b(M )) tal que
H(M’Hf,b(M))(k,b) = 0. Notemos que (M, Hy*(M)) = M para todo (k,b) €
Ip(M). Con estas hipermatrices formamos los conjuntos

R(M, k,b) = {(M,H"(M)) + i=0,...,1(kb)} ~ {M}
S(M)=|J R(M,k,b).

(k,b)eIp(M)

Presentamos a continuacién la hipermatrices que forman el conjunto S(M).

By = (M, H{*(M)) = (M, H*(M)) es la hipermatriz

Hg, (1,0) Hgp (1,1) Hg (1,2)
o] @ @ 1 B o 1 o] W
N NEEE N 1 @ N
L IV | I @e/)\HHERD
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Hg, (2,0) Hg, (2,1) Hg, (2,2)

0] B @ o W 1 o : N
1 @ o (WA N 1 H @
1 o W 1 @ N HET
HBl(gao) H31(3 1) H31(372)
Oy § lll o 1 M
1 W | 1 ol
1 1 N @1l HE 1
By = (M, H,;" (M)) = (M, H;*(M))
Hg,(1,0) Hg,(1,1) Hg,(1,2)
1] 0 6 1 W o 1 o W
o N o N 1 @ N
o : N 1 @O0/ \H NI
Hg,(2,0) Hg,(2,1) Hg,(2,2)
1] o @ o W 1 o : N
I Ho| BTN 1 @ 0
1 [0 | 1 @ W LN I
Hg,(3,0) Hg,(3,1) Hg,(3,2)
1] o . N N RWrE N |
1l1 lll Ly N
1 01|/ \EERE
B = (M, HY°(M))
Hg,(1,0) Hgp,(1,1) Hgp,(1,2)
o] B 6 1l o 1 0o W
UEET|(EHT N 1 @ B
o : N i NN B N
Hg,(2,0) Hg,(2,1) Hg,(2,2)
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Hg,(3,0) Hg,(3,1) Hp,(3,2)

HHILEHIA H

By = (M, Hy' (M)

Hg,(1,0) Hg,(1,1) Hg,(1,2)
0 0 1 W0 1 o] H
OEE|(ET N 1 @ N
L | 1o/ \HNE®
Hy,(2,0) Hp,(2,1) Hp,(2,2)
U @) / EE@E /00N
1 @o||WE N 1 0 |
1 o W 1T @@m/ \HER
Hg,(3,0) Hg,(3,1) Hg,(3,2)
N AWA'E BAWA 'R N |
1 W Ul BEEC W
1 1 W o1 N [
Bs = (M, H}*(M))
Hp, (1,0) Hp, (1,1) Hp,(1,2)
0 0 1 W o 1 o] H
B EE|(ET N 1 @ N
o 1 W 1o/ \HNE®
Hg, (2,0) Hp, (2,1) Hg, (2,2)
U @) / EE@E /00N
1@ o| (™MW N N
1 o/ W N AR B N
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Hg. (3,0) Hgp. (3,1) Hp.(3,2)

HHILEHIA H

B = (M, Hy*(M))

Hg,(1,0) Hp,(1,1) Hgp,(1,2)
0 0 1 W o 1 o/ W
o | o W o m 1 @ N
o o M N NV N N
Hg, (2,0) Hg, (2,1) Hp, (2,2)
0 0 o @ o @ o @
1 @o||WoME 1 0B
1 o] H 1 @ N il o
Hg, (3,0) Hp, (3,1) Hg, (3,2)
0 0 U BUAWA NN
1 W O o @ (o W W
1 1 W o1 Nl Bl o

Luego tenemos que Ty = {M} y Ti(M) = S(M) = {By, By, Bs, B, Bs, Be}.

1.2. Vamos a construir 75(M). Entonces, para cada B € T;(M) hallamos S(B).
Consideremos By, d*By =4 e Ip(B;1) ={(1,0),(2,0)}. En este caso, para todo
(k,b) € Ip(By) tenemos que la sucesién para Hpg, (k,b) tiene solo un elemen-
to (la misma hipercolumna), con lo cual R(Bi,k,b) = @ para todo (k,b) €
Ip(By). Por lo tanto, S(By) = @. Por la misma razén, S(B;) = S(Bg) = @.

Para By tenemos que d*By =3 e Ip(Bs) = {(1,0),(2,0),(3,0),(3,1),(3,2)}.

Las sucesiones para cada una de las hipercolumnas involucradas en el calculo

de d* B, son:
omEmy (0@
Hp,(1,0)=Hy"(B)=| @ M & [>H"B)=-{ 0 W &
o 1 N (. |
0 0 o] @ @
Hp,(2,0)=Hy"(Bx)= 1 W 0 |>H (B)=[ 1 @ 0
1 (o] W 1 o] M

oo
(=]



( 0 l) (@ [ l)
Hp,(3,0)=H(B)= 1 @ 1 |>H B)=| 1 W 1
1 1 W 1 1 N
o W1 o W A )
Hp,(3,1)=Hy'(Bx) =l @ W | > #'(B)= @ & B
o1 N o o H
o WMo
> Hy'(Bx)=( @ [0 [0
\0o o W/
o 1 W (0 & |
Hp,(3,2)=Hy"(B2)=( 0 W @ | > #*(B:)=1 0 B 0O
H A1 \0 @ I
0 o M)
> Hy*(B)=1 0 B 0
| o
Y asi, S(By) ={Ba2; : i=1,..., 6}, donde
By = (By, H*(By)) = (Bs, H}'(B,))
HBQ,I(]‘?O) HBQ,1(171) HBz,1(172)
o] B 6 1 W o 1 o W
o N o1 N 1 @ N
o : N 1 @O0/ \HET
H32,1(270) HB2,1 (271) HB2,1 (272)
0] B @ o W 1 o : N
1 @ o (WA N 1 H @
1 o W 1 @ N LN I
HB2,1(370) HBz,l (371) HBz,l (372)
o] | o N N RWrE N |
1 W HEE| (oW @
1 1 W o1 N H BT
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Byo = (B2,H12’0(B2))

H32,2(170) H32,2(171) HB2,2(172)
o] 0 6 1 W o 1 o [@
o N i N 1 @ N
o 1 N 1 o/ \HET
H32,2(27 O) HBz,z (27 1) HBz,z (27 2)
o] B @ o W 1 o : N
1@ o | (HEMN 1 H @
1 [0 | 1 @ N LN I
HB2,2 (37 0) HBz,Q (37 1) HBQ,Q (37 2)
o] | o O HEy /0 E N
1 W1 O FE||loNDO
1 1 W o1 N [
By = (By, HY"' (By))
HBQ,S(]‘?O) H32,3(171) HBz,3(172)
0 0 N 1 o M
N e H 1 N 0o 0 |
o : N o o/ \HHET
HB2,3(270) HB2,3(271) HB2,3(272)
0 0 o W 1 o : N
L@ o (WA MN o @ ©
1 o W o [0 W LN I
HB2,3 (37 0) H32,3(37 1) H32,3(37 2)
0 0 N N RAWrE N |
1 @ o O FE|(oW@
1 0 B 0o o H H A 1
Boy = (B, Hy'(By))
HBz,4(170) HB2,4(171) HB2,4(1v2)
0 0 1 W o 1 o W
U EO| (O N 0o 0 @
@ o W o @@/ \HHEDO
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}{314(270) }1314(2’1) }{324(272)

(II)(III)(III)

O o||H0OMN o @ [©
1 o W o 0@/ \HNED
}[324(3 O) }{314(371) I{Bz4(3?2)
0N N AWA'E B AWE Wy
1l0 O o@||oN@O
1 o @/ \oo /) \E @ @

32’5 = (Bg,Hf72(BQ)).
}{315(170) }{315(171) }{315(172)
1] 0 6 1 W o 1 0o B
g EE| (HT N 1 @ N
o : N 1 @O/ \HmT
}{315(270) }1315(271) f{325(272)
NN AWE B B AWA BN |
1@ o | (HEMN 1 0 B
1 (o W 1 0@/ \HHET
}{315(370) }{315(371) }{315(372)
BN N AWA'E B AW BN
1 W O F@E|[oWW@
1 1 @/ \o 10\ @M%
By = (By, Hy?(By)).

I{Bza(170) I{Bza(l?l) I{BZG(172)
1] 0 6 1 H o 1 0o B
B EO| (HO N 1 @ N
0 o M 1 @O/ \H N o
}{316(270) l]Bze(271) }{BZG(Z’Q)

O BUNEN NN N

tH U HIH B
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HBz,e(S’O) HB2,6 (37 1) HB2,6 (3v2)

HHILEHIA H

Para By, tenemos que d* By =4 e Ip(By) = {(3,2)}. La sucesién para la hiper-
columna involucrada en el cdlculo de d* B, es:

. | 0 1 M
Hp,(3,2)=Hy*(By)=( 0o W W0 |>H*By)=[0 W 0
HEHB @ | o

Y asi, S(B4) = {B41}, donde By = (By, Hf’2(B4) es la hipermatriz

HB4,1(170) HB4,1(171) ‘T—IB41(1 2)
0 0 N @ 0]
o | 1 H o N o M
o : W 1 H | l M o
HB4,1(270) HB4,1 (271) HB4,1(272)
0 0 o | 1 o 1 @
1L @of| (WO MN 1 H 0
1 o W 1 @ N i N o
HB4,1(370) HB4,1(371) HB4,1(372)
0 0 N N RWrE N |
1 W O oE||loNDO
1 1 W o1 W\ @ o

En el caso de Bs, tenemos d*Bs =4 e Ip(Bs) ={(1,1),(3,1),(3,2)}. La suce-
siones para las hipercolumnas involucradas en el calculo de d* Bs son:

) > H'(Bs) = (
) > HyY(Bs) = (

— - —
~ El S oo
oo S~
~————

S~—

~H-
-EN  EEE

HB5(17 1) = Hé71(B5) = (

Blois
-Ba=E

Hp,(3,1) = Hy'(Bs) = (
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o 1 1 0o o @
HB5(372)=H372(B5)= @ . . >Hf’2(B5)= @ . .
0 11 @l o

Por lo tanto, S(Bs) ={Bs,; : i1 =1,..., 3}, donde

Bs,i = (Bs, H," (Bs))

HB5,1(170) HB5,1(171) HB5,1(172)
[ N 1 o] H
o N H o W 1 0 0
o : N 1 @ o/ \HHNDo
HB5,1 (27 0) HBs,l (27 1) HBS,I (27 2)
0 0 o W 1 o : N
1@ o (WO MN 1 @ 0
1 o W 1 [0 @ i H o
HB5,1(370) H3571(371) HB5,1(372)
0 0 U N 'AWYE Ty |
1 W U RO
1 1 N o1l \e @ o
Bs = (Bs, H)" (Bs))
HB5,2(170) HBs,z(lvl) H35,2(1>2)
0 0 N 1 o0 @
o N o H 1 N 1 0 0
o o W 1@ o/ \HNT
HBs,2(27 0) HBs,z (27 1) HBs,z (27 2)
0 0 o W o @ o W
L@ o | (HEMN 1 @ 0
1 o W 1 [0 @ LN I
HBs,2(37 0) HBs,z (37 1) HBs,z (37 2)
0 0 U NURWYE N |
1 W T R N
1 1 N o1\ @EE
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Bss=(Bs, H*(Bs))

HB5,3(170) HBs,S(lvl) HBs3(1 2)
0 0 N @ 0
o @ o H o W o M
o o M 1 i | l | o
HBs,3(270) HB5,3(271) H35,3(272)
0 0 o @ o o o @
1L @ o (WO MN 1 00
1 o W 1 @ N i Ho
HBs,3(37 0) HB5,3(37 1) HB5,3(37 2)
0 0 N BRSNS N |
1 W U RN o
1 1 N 01 W/ \e@Eo

Luego, B(M) = UBG’Tl(M)S(B) = S(BQ) US(B4) US(B5)
1.3. Vamos a construir ahora 73(M). Para cada B € To(M) hallamos S(B).

Consideremos B, ;. Entonces d*Byq =4 e Ip(By1) = {(1,0),(2,0),(3,2)}. La
sucesién de matrices para Hp,,(1,0) tiene solo un elemento (la misma hiper-
columna), con lo cual R(Bs,1,0) = @. Por el mismo motivo, R(By1,2,0) = @.
Veamos la sucesion para Hp,,(3,2) :

o 1 M 0 o M
H32,1(3?2):H372(B2,1): @ . . H32(321) @ . .
A HE

Luego, §(By1) ={B211} donde By, = (Bg,l,Hf’Q(Bg,l)) es la hipermatriz:

HB2,1,1(170) H32,1,1(171) HBQ,1,1(172)

FEHICHEIY
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HB2,1,1 (27 O) HB2,1,1 (27 1) HB2,1,1 (2v 2)
LN 'N ANE N HOAWE NN |

1 @ o|(HAEMN 1 0 0
1 (o M 1O @/ \HEE

HBQ,l,l (370) HBQ,l,l (37 1) HB2,1,1 (372)

HHILEHIA H

Consideremos By 3. Entonces d*Bys = 4 e Ip(Bys) = {(1,1), (1,2), (3,1),
(3,2)}. La sucesiones para las hipercolumnas involucradas en el cdlculo de
d* By 3 son:

1 i ¥ 0
Hp,,(1,1)=Hy' (Bos) = @ W |>HB.)=| 0 0 W
o [ [0 o [0 [©
1 [0 H o o [@
Hp,,(1,2)=Hy*(Bos)=| 0 @ M |>H*(Bs)=| 0 [@ M
(' Y o W
o M1 o Mo
HBz,3(371)=Hg71(B2,3) . . . >H1,1(B23): . . .
oo W oo H
0o 1 N 0 o @
Hp,,(3,2)=Hy*(Bas)=| [0 W W0 |>H*(Bs)=| 0 l @
E A 1 @ | o

Luego, S(Ba3) ={Bas,; : i ={1,...,4}} donde

Bys1 = (Bys, H"' (Ba3))

HB2,3,1(170) HB2,3,1(171) HB2,3,1(172)

(0 (RN (RRA)
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HB2,3,1(270) HB2,3,1 (27 1) HB2,3,1 (2v2)

HTHIHH

H32,3,1 (370) HB2,3,1 (37 1) HB2,3,1(372)

HHILEHIA H

B3 = (Bag, H11’2(B2,3))

HBz,s,Q(lvo) HBz,s,z(lv 1) HBz,3,2(172)

i H I H

HBz,3,2(2’O) HB2,3,2(2’ 1) H32,3,2(272)

tH I B

HBz,g,z(S’O) HBz,s,z(ga 1) HBz,s,z(gaz)

HHILEHIH H

By33 = (Bag, H' (Ba3))

HBQ,3,3(170) HBQ,3,3(171) HB2,3,3(172)

WEE) (a8) (L5 E)

o o M o @ o/ \HHNDO
H32,3,3(2’ O) H32,3,3(27 1) H32,3,3 (2? 2)
O Oy /@EO) /@ O N
1 @ o||H0O M o @ [©
1 [0 W o 0@/ \HNED
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HB2,3,3(370) HB2,3,3(37 1) HB2,3,3(372)

HHILEHIA H

Bysa=(Bag, Hf’2(B2,3))

H32,3,4(170) HBQ,3,4(17]') HBQ,3,4(172)

(R0 (RED) (5 RA)

HBz,3,4(2’ O) HBz,3,4(27 1) H32,3,4(27 2)
o) NGO /@oOMWE
1L @ o |0 M o @ [0
1 o @ o 0@/ \HEDO

HB2,3,4(370) H32,3,4(37 1) HBz,3,4(372)

HHILEHIA H

Para Bys, d*Bys =4 e Ip(Bas) = {(1,1),(3,1),(3,2)}. La sucesiones para
las hipercolumnas involucradas en el calculo de d*B; 5 son:

. 1 Wl [0 . 1 Wl [0
1—1132,5(171)=I—IO7 (32,5): . . . >H1, (B2,5): . . .
1 0 0 1 @ o

o M1 o Mo

Hp,, (3,1)=Hy'(Bs)=| 0 @ W |>H) ' (Bas)=| 0 [ 0]
o 1 N o1 N

0o 1 N 0 o @

Hp,,(3,2)=Hy*(Bas)=| [0 W W |>H*(Bs)=| 0 l @
Bl 1 @ | o

Entonces, S(Bajs) = {Bas; : i={1,...,3}} donde
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Bysi1=(Bags, H11’1(BZ,5))

HBz,s,l(lvo) HBQ,5,1(]"]‘) H32,5,1(1a2)
0 0 1 @ o 10 W
o W H o B 1 0 [0
[ | 1 @ o i m o

HB2,5,1 (27 0) HB2,5,1(27 1) HBz,5,1(2’ 2)
0 0 o W 1 o : N
1L @of| (WO MN 1 @ 0
1 o W 1 [0 @ i Ho

H32,5,1 (37 0) H32,5,1(37 1) HB2,5,1(37 2)

0 0 o W1 o 1l

1 W1 0 0 0 o Mo

1 1 N o1 N 0 0 0
Basa = (Bas, Hy' (Bags))

HBz,s,Q(lvo) H32,5,2(1’1) H32,5,2(1’2)
0 0 1 @ o 10 W
o B o i : B 1 0 [0
@ o B 1 @ o [ S

H32,5,2(27 0) HBz,s,z(za 1) HBz,5,2(2’ 2)
0 0 o W o @ o W
L@ o (WA N 1 @ 0
1 o W 1 [0 @ LN I

HB2,5,2(370) H32,5,2(37 1) HB2,5,2(37 2)

HHILEHIFH

Byss = (Bags, Hf’2(B2,5))

H32,5,3(170) HBz,s,s(lv 1) HBz,5,3(172)

hiH Y H
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HB2,5,3(270) HB2,5,3(27 1) HBz,5,3(2’2)

HTHIHH

H32,5,3(37 0) HB2,5,3(37 1) HB2,5,3(37 2)
N AWA'E B AWA NN |
1 W O o0@E|[oW@E
11 @/ \o 10/ \D @@

Consideremos By ;. Entonces, d*Byy = 4 e Ip(By;) = {(2,1)}. La sucesién
para la hipercolumna involucrada en el calculo de d* By ; es:

 EEE) (EEE
HB4,1(271)=H07 (B4,1): . . . >]—Il7 (B4,1): . . .
1 @ W o o &

Y asi, S(By1) ={Bs1.1} donde By, = (B4,1,H12’1(B4,1)) es la hipermatriz:

HB4,1,1(170) HB4,1,1(17 1) HB4,1,1(1>2)

AEE) (aE) (L5 E)

o : N o Mo/ \HHDO
HB4,1,1 (2’ O) HB4,1,1 (27 1) HB4,1,1 (27 2)
O oy /@EE)/BE N
1@ o) (@O N o @ [©
1 (o W oo E/) \BNED

HB4,1,1(370) HB4,1,1(37 1) HB4,1,1(372)

HHILEHIH H

Para Bs1,d*Bs1 =6, Ip(Bs1) ={(3,1),(3,2)} y R(B5.1,3,2) = &. Lasucesién
correspondiente a Hp, ,(3,1) es:

0 H 2 0 H O
Hp,,(3,1)=Hy'(Bs1)=| @ 0 @ |>H'(B:0)=| @ [0 @
o1 N 1 W
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Por lo tanto, S(Bs1) = {Bs.1.1} donde Bs1 = (Bs, H'(Bs,1)) es la hiper-
matriz:

HB5,1,1(170) HB5,1,1(171) HB5,1,1(172)

HIGOEY

@ o N oo/ \HEDO
HBs,l,l (27 0) HB5,1,1(2’ 1) HB5,1,1(2’ 2)
U BAd B EORWNE NN |
1@ o (WO MN 1 @ 0
1 o W 1 0@/ \HNEQO
HBs,1,1 (37 0) HBs,1,1(3’ 1) HB5,1,1(37 2)
[0 0] U NURWYE N |
1 W LUl O N
1 1 W o1 Nl 0 0 o0

Para Bj tenemos d*Bso = 6, Ip(Bs2) = {(1,1),(3,2)} y R(Bs2,3,2) = @.
La sucesién para Hg,,(1,1) es:

1 W o 1 W0
HB5’2(1’1)=H3’1(B5’1)= . . . >H11’1(B5,2): . . .
0 o 0 o

1 1

Luego, S(Bs2) = {Bs 2,1} donde Bs 21 = (Bs o, H"'(Bs.2)). Pero Bso1 = Bs 11,
entonces S(Bs2) =S(Bs1).

Por otra parte, S(Bsz) = S(B24) = S(B2g) = S(Bs3) = @. Con lo cual,
E(M) = UBeTQ(M) S(B) = S(BQJ) US(BQ’:}) US(BQ’E)) US(B4’1) U S(B571).

1.4. Para construir T;(M), repetimos el proceso. Para cada B € T3(M) hallamos
S(B).

Consideremos By 1. Entonces d*Bs1 =6 e Ip(d*Ba11) = {(3,1)}. La suce-
sién correspondiente a la hipercolumna involucradad en el calculdo de d* By 5 4
es

H32,1,1(371) = Hg’l(BZl,l):

> Hf’l (B2,1,1) =

@-é-

o=l -
_ ——
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Luego, 8(3271,1) = {32,171’1} donde 32’171’1 = (Bg’l,l,Hf’l(Bg’Ll)) es la hiper—
matriz:

H32,1,1,1(1’O) HB2,1,1,1(1?1) HBz,1,1,1(1?2)
o] B 6 1 W o 1 [1]
o | o H 1 N 0o 0
0 o M o o/ \HHEXT
HBQ,1,1,1 (2’ O) HBz,1,1,1 (27 1) HBz,1,1,1 (27 2)
0] B @ o | o © o |
L @ o (WA N o @ ©
1 o W o [0 W LN I

H32,1,1,1(3’O) HBQ,1,1,1 (37 1) HBQ,1,1,1 (372)

HHILDIH H

Para B2,3,17 d*B2,3,1 = 6 € Ip(d*BZS,I) = {(17 1)7 (17 2)7 (27 1)7 (37 1)7 (37 2)} Las
parejas (1,1),(1,2),(3,1),(3,2) no aportan en la construccién de S(Bas1).
HBQ,3,1(27 1) = Hg71(3273,1) = ( .

La sucesién correspondiente a (2,1) es:
_ et
o H
0 [0 @
| et
0

2,1 .
> Hy'(Bysi)=| M 0]
0o o o

Luego, 8(327371) = {B273’171} donde B2,37171 = (327371,H12’1(B2,371)) es la hiper—
matriz:
HBZ,3,1,1(17O) HB2,3,1,1(17 1) H32,3,1,1(1’2)

THIG LT

HBz,3,1,1(27 0) H32,3,1,1(2’ 1) HBz,3,1,1 (27 2)
U BWE N NAWA BN |
L @ o |® O M o @ [
1 o @ o 0@/ \HNDO
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H32,3,1,1(370) H32,3,1,1(37 1) HBz,3,1,1(372)

HHILEHIA H

Para Bss; tenemos que d*Bssi = 6, Ip(d*Basi) = {(3,1),(3,2)} y
R(By5.1,3,2) = @. La sucesién correspondiente a (3,1) es:

HB2,5,1(371) = HS’I(B2,5,1)=

> Hf’l (B27571) =

cEE-EE
~Ell-El
EEESEE=

Entonces, S(B2’5’1) = {B27571’1} donde B275,171 = (32’5,1,Hf”1(32’5’1)) es la
hipermatriz:

H32,5,1,1(170) HB2,5,1,1(171) H32,5,1,1(172)

(180 DGR

H32,5,1,1 (2’ O) HBz,s,l,l (27 1) HBz,5,1,1 (27 2)
N BWE N NRWNE BN
1 @ o||HOMN 1 0 o
1 o @ 1 0@/ \HNEQO

H32,5,1,1(3’0) H32,5,1,1 (37 1) HBz,5,1,1 (372)

HHILEHITH

Para Bsso tenemos que d*Bsss = 6, Ip(d*Bass2) = {(1,1),(3,2)} vy
R(By5.2,3,2) = @. La sucesién correspondiente a (1,1) es:

HB2,5,2(171) = H(%’l(BQ,&?):

> Hll’l (B2’572) =
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1.5.

Asi que, S(B275,2) = {327572,1} donde 82’572’1 = (3275’2,[‘[11’1(32’572)). Pero
Bys21 = Bajs i1, entonces S(Bysz2) = S(Basa)-

De otro lado tenemos que
S(Basy2) =S(Basz) = S(Baza) = S(Basz) =S(Baiy) =S(Bs1,1) = 2.
Entonces T4(M) = Upery(ary S(B) = {Ba,1,1.1, B2 1,1, Basi1}-

Construiremos ahora T5(M), para lo cual hallamos S(B), para toda hiper-
matriz B € T,(M).

Consideremos Ba 11. Entonces d*By 111 =8, Ip(B2111) = {(1,2)} y la suce-
sién correspondiente a la hipercolumna involucrada en el célculo de d* By 111
es:

(

H32,1,1,1(172) = H(}72(BQ,1,1,1)=

\
LN

Entonces, S(Bz1,11) = {B21,11,1} donde Byy111 = (Bajii1, H?(Baiia)) es
la hipermatriz:

1
0
[1]
0
0

> H11’2(32,1,1,1) =

HS-ls -

H32,1,1,1,1(17 0) H32,1,1,1,1 (17 1) H32,1,1,1,1 (17 2)
o] @ o o W o o (o H
o @ o o : N 0o 0 W
o o @ o M [0 U S
HBz,1,1,1,1 (27 0) H32,1,1,1,1 (27 1) HBQ,1,1,1,1 (27 2)
o] @ @ o M| o o o M
o M [0 L | o @ [0
o o H o [0 | N S

HB2,1,1,1,1(370) HB2,1,1,1,1 (37 1) HB2,1,1,1,1(372)

HHILDIH H

Dado que S(Bs2311) = S(B2si1) = @, tenemos que T5(M) = Baji11.- Y
S(B21111) =9, luego To(M) = @.
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Entonces T (M) = U?:O’];(M), mo=min{d*N : NeT (My)} =3y

m = {NeT (M) : S(N)=0}
{Bl, Bs, BG} U {32,2, Bs 4, Bag, B5,3}
U{B2,3,2, Bs33,Bo34,B253,B411, B5,1,1}
U{BQ,B,l,la 32,5,171} U {32,1,1,1,1}

como se puede verificar con la siguiente tabla:

Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) = @ — Si
B, 4 S
B, 3
By 4

B 11 6
By 8
By, 6 Si
By 6 S
By 3 4
By s 6
B27371’1 9 S
327372 9 S
B273’3 9 S
3273’4 9 S
Baa 9 Si
Bas 1
Bs 51 6
Basi1 9 Si
Bs s 6
3275’3 9 S
BQ’()‘ 9 S
Bs 6 S
B4 4
B, 1
B47171 3 S
Bs 4
B5’1 6
Bs 11 9 S
Bs. 6
Bs.s 9 Si
Bg 9 S

2. Vamos a construir M;. Para cada N € 1, hallamos la hipermatriz L(N) < N, de
soporte maximo, tal que Hy(ny(k,b) =0, para toda (k,b) € Ip(N).
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d*By =4, Ip(By) ={(2,0),(1,0)} y L(B) es la hipermatriz:

HL(Bl)(luo) HL(Bl)(lul) HL(Bl)(luz)

o] @ © 0o 0 o 0 o @
(...)(...)(1 ..)
0 o M 1 i @ N W
Hps,)(2,0) Hpp,)(2,1) Hps)(2,2)
o] B @ o @ o o o W
(0 .@)(...)(1 ..)
0 0 [0 1 @ N N

HL(Bl)(3aO) HL(Bl)(3a 1) HL(BI)(372)

HHILEHIA H

d*B3 =6, Ip(Bs) ={(2,0)} y L(Bs) es la hipermatriz:

HL(B3)(170) HL(Bg)(lal) HL(B3)(172)

o] 0 B o @ o 0o 0 [
(...) (...)(1 ..)
o : N 1 o/ \H AT
HL(B3)(27 0) HL(B3)(2’ 1) HL(BB)(2’ 2)
NN ANE B B AWd BN |
BRI
I | 10 @/ \ENET

Hp5)(3,0) Hipy)(3,1) Hy(s)(3,2)

HHILEHI H

d*Bgs =9, Ip(Bs) = {(1,0),(3,2)} y L(Bg) es la hipermatriz:
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Hpp)(1,0) Hpge(1,1) Hpps)(1,2)

EHICHITHT

Hi(p)(2,0) Hi(pg)(2,1) Hi(pg)(2,2)
o] @ @ 0 @ o 0 o @

1 W o H O N 1 @ 0
1 [0 | 1 [0 O H E O

HL(Ba)(ga O) HL(B6)(37 1) HL(BG)(37 2)

HHILEHIN B

d*Bss =6, Ip(Bs2s) ={(2,0)} y L(B22) es la hipermatriz:

HL(BQ,2)(170) HL(BQ,2)(171) HL(B2,2)(172)
o] @ @ o @ o 0o o @
o W o N 1 @ N
g 1 N 1 0@ (N
HL(32,2)(2’ 0) HL(Bz,z)(Qv 1) HL(Bz,z)(2= 2)
o] @ o o N o : W
0o @ o W . 1 0 H
0o 0 @ 1 @ W L et
HL(Bz,Q)(?’v 0) HL(BQ,Q)(37 1) HL(BQ,z)(3= 2)

HHILDIH H

d*Bs4 =9, Ip(B24) ={(3,1),(3,2)} y L(B24) es la hipermatriz:

HL(32,4)(170) HL(BQ,4)(171) HL(32,4)(172)

(80 (ED) (5 RQ)
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HL(Bz,4)(270) HL(32,4)(27 1) HL(32,4)(272)

HTIH I

HL(BQ74)(370) HL(BQ,4)(37 1) HL(B2,4)(372)

HHILDIH H

d*Bag =9, Ip(Bag) = {(1,0),(3,2)} y L(Bas) = L(Bs).
d*Bs3=9, Ip(Bs3) ={(1,0),(3,2)} y L(Bs3) = L(Bs).
d*BQ’g’Q = 9, Ip(BQ,&Q) = {(2, 0), (3,0)} y L(B273’2) es la hipermatriz:

HL(Bz,3,2)(170) HL(BQ,S,Q)(]" 1) HL(Bz,s,z)(la 2)

FTHIGTE

HL(Bz,s,z)(27 0) HL(32,3,2)(27 1) HL(Bz,g,z)(27 2)
0] & @ o N o : W
o @ o o 1 N 0o @ [0
0o o [@ o 0 M o N

HL(Bz,s,z)(3vO) HL(BQ,3,2)(37 1) HL(52,3,2)(3a 2)

HHILEHIH D

d*By33=9, Ip(Bass) ={(3,1),(3,2)} y L(B233) = L(By).

d*B2’3’4 = 9, Ip(B27374) = {(1, 0), (3, 1), (3, 2)} y L(B2,374) es la hipermatriz:

HL(Bz,3,4)(170) HL(Bz,3,4)(1> 1) HL(Bz,3,4)(1>2)

HhitHi b
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HL(32,3,4)(27 O) HL(32,3,4)(27 1) HL(Bz,3,4) (2v 2)
o] @ N B mON
1 O o (WO MW o 0 [0
1 [0 W o 0@/ \HNDO

HL(Bz34)(3 0) Hp Bz34)(3>1) HL(Bz34)(3 2)
o] @ M o M o 0o o M
1 W o . [ . @ m o
1o 0 o H 0 0 o

d*Bass =9, Ip(Bass) = {(1,0),(3,1),(3,2)} vy L(Bas3) = L(Bs) .

d*Bs311=9, Ip(B2s11) ={(1,1),(1,2)} y L(Bs31,1) es la hipermatriz:

HL(BZ,S,I,I)(]‘7O) HL(BZ,S,I,I)(]‘7]‘) HL(BZ,S,I,I)(]‘72)

B @) (o@o) (oo®m
N B EEE BN | 0 [0 [©
o 1 W o @ [0 o W o
HL(Bz,s,l 1)(27 0) HL(B2,3 1 1)(2’ 1) HL(32,3,1,1)(27 2)
0 0 gEI/BFN
o @ of (W o N o 0 [0
0o o0 @ o @/ \lNDO

d*Bss11=9, Ip(Basi11) ={(3,2)} v L(B251.1) es la hipermatriz:
HL(BQ,S,I,I)(l’ O) HL(Bz,5,1,1)(1a 1) HL(32,5,1,1)(17 2)

HHItHIHH

HL(B2,5 1 1)(27 0) HL(B2,5,1 1)(2’ 1) HL(32,5,1,1)(27 2)
0 0 N B NN
1@ o) (WO MN 1 0 [0
1 0 @ 1O @) \HNED
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=
m

2,5,1 1)(3 O) HL(stll)(3 1) HL(32511)(3 2)
N A
1 1 0 o l @ 0] .
1 [0] 00 o0

d*BQ,l,l,l,l = 6: Ip(BQ,l,l,l,l) = {(17 2)7 (2a O)a (27 1)7 (27 2)7 (3a 2)} y L(BZ,l,l,l,l) =0.

—

Luego
My

{L(N) : 0+ L(N) y Neny}
{L(B1), L(B3), L(Bs), L(Bz2), L(Ba4), L(Ba232),
L(BQ,374)7L(B2,3,1,1)7L(B2,5,1,1)}

2.1. Ahora calcularemos m;. Para ello, determinaremos la sucesion
Ti(B),...,Tn(B)(B) para toda hipermatriz B € M.

Sea By = L(B;). Entonces, d*By = 6 e Ip(Bf) = {(1,2),(2,2),(3,2)}. Las
sucesiones para las hipercolumnas involucradas en el calculo de d*B] son las

siguientes:
( 0 0 I) 0o 0 @
Hp(1,2)=Hy*(B) = 1 O M| > #*B)=[1 0 W
N B B E T
(0 0 [@
> Hy*(Bp=( 0 @ H
\ll B ©
(I 0 I) o o @\
Hp (2,2)=Hy*(B)=( 1 @ @ | > #°B)=| 1 @ 0
N B i N o
o o M)
> H*(B)=| 1 @ 0
N Ry
0o o @ 0o o @
Hp(3,2)=Hy*(B)=( 0 W O | > #*BH=[ 0 W @
EE @ B o

Consideremos ahora las siguientes hipermatrices
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By, = (B}, H*(BY))

Hp; (1,0) Hpg; (1,1) Hpg; (1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o @
o | o H : N 1 @ W
0 o | i N N
Hpg; (2,0) Hp; (2,1) Hp; (2,2)
o @ o o | o 0 o @
o @ o L | 1 0B
0 o [0 1 @ W N Iy
Hg; (3,0) Hp; (3,1) Hp; (3,2)
o | & 0o @ o 0 o |
o M 1 H E B o M 0
o 1 H 0o 1 N A 1
B, = (B}, Hy*(B}))
Hp; ,(1,0) Hp; ,(1,1) Hp; ,(1,2)
o] @ @ 0o @ o 0o o W@
o | o @ o W o 0 |
0 o | o M @ o W o
Hp ,(2,0) Hp; ,(2,1) Hp; ,(2,2)
o @ o 0 | o 0 o |
o @ o o o W o @ ©
0 o @ o fo @ oM o
Hp ,(3,0) Hp; ,(3,1) Hp; ,(3,2)
o @ @ 0o @ o 0 o @
o @ o 0 0 1 o M 0
o 0o M 0o o H @ | o

Bi 4= (B}, HY*(BY})) = (B}, H*(B}))
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Hp (1,0) Hp (1,1) Hp (1,2)

o/ Bl B\ (o @ o) (0o 0o @
DEHO (NHOMN 1 [0 |
0 I @O/ \HNEDO
Hp; (2,0) Hp (2,1) Hp (2,2)
[N Aol N NOAWE NN |
o @ o) |HP0MN L @ [0
oo @/ \1 o0E/\HNWD
5 ,(3.0) Hp; (3,1) Hp; (3,2)
O N AWE'N BURwE N |
o M 1 Oo@|)|loMWEWD
0 1 M/ \o 1 /@ @@
Bj , = (B}, Hy*(BY))

Hp, (1,0) Hp (1,1) Hp (1,2)
o/ Bl @) (o @ o) (0 0o @
DEHO (0HOMHN L0 o
o o M L @O/ \HNEo
Hp; (2,0) Hp (2,1) Hp; (2,2)
[N RSl N NOAWE NN |
o @ o) |H 0N L [0 [0
0 0 o Lo @/ \HNEDo
Hp, (3,0) Hp (3,1) Hp, (3,2)
[N N AWE N N AWy NN
o M 1 Bo@|)|loWEWO
o0 1 @/ \lo 1 B/ \D @ @

Entonces S(B]) ={B]; : i=1,...,4}. Ahora para cada B € §(B]) hallamos

S(B).

Consideremos B ;. Entonces d*Bj ; =8 e Ip(Bj ;) = {(1,2),(2,2)}. Las suce-
siones para las hipercolumnas involucradas en el cdlculo de d*Bj; son las

siguientes:

109



0 0 @)

Hp (1,2) = H*(Bi)=| 1 0 W
(' S

(0 o [@

> H11’2(Bi,1)= 0 . .

0 W o

o o W

Hp (2.2) = HZB)-=| 1 @ W
‘N

o o M

> Hll’z(B{,l): 1 0 B

o M| o

Entonces S(Bj ;) = {B{ ;. B{,,} donde B} | , = (B}, H"*(Bj )) es la hiper-

matriz

HB{’M(LO) HBi,l,l(lvl) H3171’1(1,2)

FEHIET IR

HBi,l,l (2’ 0) HB{,1,1(2’ 1) HB{,1,1(2’ 2)
O Aerd N NAWE BN
o @o || MO N||o0oED
0 0 [@ o W/ \H N @

Hp: (370) HBi71,1(3a 1) HBi71,1(3a2)

1,1,1

HHItAIH H

y Blis= (B{,u H12’2(B{,1)) es la hipermatriz

HB{12(170) HB{lz(l’l) HB{12(1’2)

i i H
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T

2

3
[Bed
T
»
—~
~

—
~

S
—~~
no
[\)
~

!
Bl

o

LHIHH

HEHILHHIH H

Para B, tenemos que d* B , =18, Ip(B],) = {(1,2),(2,2),(3,2)} y S(B] )

es el conjunto vacio.

= | |
BoB-<=

0
0

m

3,0

i
N
~~

N—"
w
—_

N—"

==
yi
[\v)
~
=
[\V)
~
w
[\
~

~E
oo =
El

=

[
1
[

~

Consideremos B 3. Entonces d*Bj ;=8 e Ip(B] 3) = {(1,2),(2,2)}. Las suce-
siones para las hipercolumnas involucradas en el calculo de d*Bj 5 son las
siguientes:

0o o0 @

Hp (1,2) = Hy*(Biz)=| 1 [0 W
H B0/

0 0 W)

> H11’2(B{,3): 1 @ B

0 N o

(0 o @

Hp (2,2) = Hy*(Bj)=| 1 @ @
i N o

o o W

> HP*(Biy) = 1 @ 0

\@ | o

Entonces S(Bj 3) = {B] 3, B} 3,} donde B 5, = (B} 3, H* (B} 3)) es la hiper-

matriz

HBi,s,l(l’O) HBi,s,l(l’l) Hp; (1,2)

HHILH IF
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HBLM(Q,O) HB;’3,1(2,1) HB{,SJ(Q’Z)
o] @ @ o @ o o o W
o @ o @ o W 1 0 @
0o o @ 1 @ N O | o
Hg, , (3,0) Hg;, (3,1) Hg;, (3,2)
o | M o @ o 0 o M
o @ 1 @ o B L §
0o 1 [ o 1 N @ B o

y Biso=(B] 3,H”(B 3)) es la hipermatriz

HBi,s,z(l’O) HB;32(1,1) HBL3,2(1’2)

FEHICIT]

(2,0)  Hy,,(21)  Hp

1,3,2

(2,2)

132

@II N NAWE NN
(0 I@)(III)(l II)
0 o @ 1 0@/ \HEW
HB{32(3’0) HB{32(3’1) HB{32(3’2)
Uy B RSN NORWE (N
(Oll)(lll)(@ll)
0o 1 | 0o 1 N 0 0 o

Para Bj , tenemos que d*Bj , =18, Ip(B] ;) = {(1,2),(2,2),(3,1)} y S(B1,)
es el conjunto vacio.

En conclusién To(By) = By, Ti(B) = S(By) ={Bj,; : i=1...4}, To(B)) =
5(31,1) uS(B] 3) {B] 1,15 B{,1,27B{,3,17 B{,3,2} y T3(B}) = @.

Sea Bj = L(Bj). d*By = 4, Ip(B) = {(1,0),(1,1),(2,2),(3,0),(3,2)} ¥

R(B},1,0) = R(BY,3,0) = @. Las sucesiones para las demds hipercolumnas
involucradas en el calculo de d* B} son las siguientes:

0
Hp,(1,1) = Hy' (Bj) -( [1]
1

EH-E
SHl-

0 [0
) > H}''(BY) —(. B
0 @

Sl _El
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|
|

(I @ ) (I 0
Hpy(2,2) = Hy*(By) =| 1 W > Hy*(By)=| 0 B
1l o [

o1 N 0 1
Hp(3.2)=Hy"(By) = 0 W O | > m*(B))=| 0 W
0 o v 0 0

Consideremos ahora las siguientes hipermatrices
1,1
By, = (B3, Hy' (B))

Hg, (1,0) Hg, (1,1) Hg, (1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o @
o W 1 N | o 0 @
0 : N o @ @ ol
Hg, (2,0) Hg, (2,1) Hg, (2,2)
o] @ @ o | 1 o 1 |
o @ o o N o @ ©
0o o @ o [ @ N R
Hpy (3,0) Hp, (3,1) Hp, (3,2)
o] W | o M1 0o 1 N
o M o B 1 | o M O
o o H 0o o H B E
By, = (B, HY*(By))
Hp, ,(1,0) Hpg, ,(1,1) Hg, ,(1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o @
o | o @ o W 0o 0 @
0 o | o @ @ o W o
HBQQ(Z,O) HBé’2(2,1) HBQ’2(2,2)
o] @ @ o | o @ o @
o @ o W o W o @ ©
0 o [0 0o o @ oMo



Hp,,(3,0) Hp,(3,1) Hpy,(3,2)
o] | M o ® o 0 o |
o @ o oo @||oc WD
o o M 0o o H 0 0 o
By, = (BS, H*(BY))
Hpy, (1,0) Hp,(1,1) Hp (1,2)
o] @ @ o @ o 0o o [@
N H o B 1 | N
(U | 1 0| il o
Hpy,(2,0) Hpy (2,1) Hp (2,2)
o] @ @ N o 1 M
o @ o o o N 1 H B
0 0 [0 1 @ N HHEo
Hp, ,(3,0) Hpy,(3,1) Hpy,(3,2)
o] | M o | 0 1 M
o M 1 o mE|]|oHWO
o 1 H o 1 N 0 10

Entonces S(Bj) = {By; : i=1,...,3}. Y ahora, para cada B € §(Bj) hal-
lamos S(B).

Consideremos Bj . Entonces d*Bj, = 8 e Ip(Bj;) = {(2,2)}. La sucesién
para Hp;, (2,2) es

H, (2,2) - H§’2(Bé,1)( D
> H12’2(B§,1)—( 0

Entonces S(Bj,) = {Bj, ,} donde By, ; = (B3, H12’2(B§’1)) es la hipermatriz

—

HBé,l,l(l’O) HBé,l,l(l’l) HB£,1,1(172)

(0 (RN (RRA)
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HBé,m (2,0) HBé,l,l (2,1) HBé,m (2,2)
o] @ @ o | o o o M@
o @ o o 1 N o @ [0
0 o [0 0o [0 @ ol
Hp,, (3,0) Hp, (3,1) Hp,, (3,2)
o m | o @ o 0 o @
o M o B 1 | o M 0
o o H 0o o H B |

Para Bj , tenemos que d* By, =18, Ip(B;,) = {(1,2),(2,2),(3,2)} vy S(Bj,)

es el conjunto vacio.

Consideremos Bj ;. Entonces d*Bj; = 6, Ip(By;) = {(1,0),(2,2)} ¥
R(B;3,1,0) = @. La sucesién para Hp; (2, 2) es

m'y N

Hp, (2,2) = Hy*(Bjg) = i = =
o o |

> H22(B 3)— 1 . .

i N o

o o |

> H2272(B§,3): 1 . .

\l W [0/

Entonces S(Bj3) = {B} 31, Bb 55} donde By 5, = (Bb 5, Hy*(BY 3)) es la hiper-

matriz

HB§31(1’0) HBé,s,l(l’l) HB§,3,1(1’2)
o B W\ (0o @ o) /0 0 @
DEHO (NHOMN 1 0 1
Bom/ \1 W@/ \HNED
Hpy, (2,0) Hpy, (2,1) Hpy, (2,2)
N N ANl B NAWE BN |
o @ of (WG N L i [0
0 0 @ NN AN B BU
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Hpg, , (3,0) big

(3
2,3,1 ’

N—
oy
N~
w
-
—~

3,2

N—

Sy}

s

ON B AWAE NOAWwa BN |
o M 1 Oo@E|(o MWD
o 1 @/ \o 1 H/\0EDO
y Bjso= (B3, H22’2(B§,3)) es la hipermatriz

Hpy,,(1,0) Hpy,,(1,1) Hpy,,(1,2)
o/ B @) (o B o) (0 0 @
0O M| o l o H 1 0 O
o o M 0o/ \ENEDO
Hpy,,(2,0) Hpy,,(2,1) Hpy,,(2,2)
o o B\ (H l o) (00N
o @o||@H0MN 1 [0 o
0 o [ 1 0@/ \HNWO

232(3 0) HB§,3,2(3’1) 232(3 2)
DN N WA N BAWNE BN |
o M 1 Oo@]|lomD
0 1 @/ \o 1/ \E @ W

Hasta aquf tenemos que , To(By) = By, Ti(By) =S(B;) ={B;,; : i=1...3}y
T2(Bj) = 8(B3,) uS(By5) ={Bj 1,1 Bé,a,la B}

Construiremos T2(Bj). Entonces para cada B ¢ T2(B}) hallamos S(B).
Para B, | tenemos que d*Bj,, =6, Ip(B;, ;) = {(1,2),(2,2),(3,0),(3,1),
(3,2)} v R(B211a ,2) = R(B211,2 2) = R(3211,3 0) = @. Las sucesiones
para las otras parejas involucradas en el cdlculo de d*Bj , | son:

0 @ o)

HB§7171(371) = Hg’l(Bé,u): . . .
o o M

o @ o

> Hf’l(Bé,m): . . .

\0 0o M/

(@ 0 M)

Hp, (3,2) = H*(By, )= 0 W 0
[

o o @

> Hfz(Bé,l,l): @ . .

\@ 0O © /
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Entonces S(Bé,l,l) = {35,1,1,1?35,1,1,2} donde Bé,l,l,l = (Bé,l,laHil(Bé,l,l)) €s
la hipermatriz

HB§,1,1,1(1’O) HB§,1,1,1(1’ 1) HB§,1,1,1(1’2)

(@II)(O I@)(O @I)

HB§,111(3’O) HB§111(3’1) HB§111(3’2)
LN N AWA'N B AWE N
o M o DE@E|loWD
o o H 0o o H |

Y Byi12= (B Hf’z(BégJ)) es la hipermatriz

HBé,1,1,2(17O) HB§,1,1,2(1’ 1) HBé,1,1,2(1’2)

T hiH I H

5112(3’ 1) HB§,1,1 2(3’2)

SLRILH IH B

Consideremos By 5. Entonces d*By 5, =8 e Ip(Bj3,) = {(1,2),(2,2)}. Las
sucesiones para las parejas involucradas en el célculo de d*Bj 5, son:
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0 o [@)

Hp,, (1,2) = Hy*(Bi,)=| 1 [0 W
o N o

0o o @

> H11’2(B§,3,1)= 1 @ B
\ll W [© /

o o @

Hp, (2,2) = Hy*(Biz,)=| 1 Wl [0
o H o

o o @

> H12’2(B§,3,1): 1 @ 0

O M o

Entonces S(Bé,?),l) = {B§,3,1,1vB§,3,1,2} donde B§,3,1,1 = (Bé,:a,lel’Q(Bé,?,,l)) €s
la hipermatriz

HB£,3,1,1(17O) HB§,3,1,1(1’ 1) HBé,&l,l(l’ 2)

5,3,11(3’0) H 5311(3’1) HB§311(3,2)
DN B AWA ' B AWE NN
o M 1 O oE|){ocHWD
o 1 @/ \lo 1 B/ \E @ @

Yy Bysio= (B§’371, H12’2(B§73’1)) es la hipermatriz
HB§,3,1,2(1’ O) HB§,3,1,2(1’ 1) HB§,3,1,2(1’ 2)
(@..) (0 .@)(0 @.)

DEO| (00N 1 [0 O
o o M 1 @o/)\HEO
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H §,3,1,2(2’0) HBés 1,2(2’ 1) HB§,3,1,2(2’2)
OR N ANA B NOAWE BN |
0 @ o | |W 0N L @ o
0 o [ 1 0@/ \DE@o
HB§312(3 O) H 5312(3 1) HB§312(3’2)
ON B AWA'E HAwd BN
o M DoO@|]|omRO
0 1 l o1 W/ \E @ o

Para Bj g, tenemos que d*Bjs, = 18, Ip(Bj3,) = {(1,2),(2,2),(3,1)} ¥
S(B} 32) @. En conclusién, 7§(B’) 8(3211)US(BQ’371);GS decir, T3(B)) =
{B3111: 8112 Bisi 2,3,1,2} y Ta(B3) = 2.

Sea B} = L(Bsz). Entonces d*Bj = 4, el conjunto de parejas involucradas
es Ip(B ) ={(1,0),(1,1),(1,2), (2 2), (3 0),(3,1),(3,2)} y en consecuencia,
tenemos que R(B),1,0) = R(Bj},2,2) = R(B},3,0) = &. Las sucesiones para
las demds hipercolumnas involucradas en el calculo de d* B} son las siguientes:

o @ o 0 [0
Hp (L, )=Hy'By=( 0 & B | > 2'3s)=-|0 0
1 0\ o @

) > H?(B}) = (
) > Hf”l(Ba)—(

SHE-=

LB
cEBE

Hp,(1,2) = Hy*(B}) = (

Bo-o

o M
Hg(3,1)=Hy' (B =| @ [
[0] 1

Blois
- EH
Ho-

o 1 W 0 o @
Hp(3,2)=Hy*(By=({ 0 W @ | > B5BY=| 0 W 0
m | L @ | o

Consideremos ahora las siguientes hipermatrices
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B}, = (By, H'' (BY))

Hg; (1,0) Hp; (1,1) Hp, (1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o [@
N s W o H 0o [0 @
o : W o @ [0 o H o
Hg,; (2,0) Hp; (2,1) Hp, (2,2)
o] @ @ o | ! o 1 |
o @ o o o N o @ [0
0 o @ o [0 @ ol o
Hg, (3,0) Hg; (3,1) Hg; (3,2)
o] W | o M1 o 1 W
o M o 0 0 0 ol
o o H 0o o H 0 0 o
By, = (B, H*(By))
Hg,(1,0) Hg;,(1,1) Hg,(1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o @
N @ o W o [0 @
o : N o @ [0 o M o
Hg; ,(2,0) Hg,(2,1) Hp, ,(2,2)
o] @ @ o | o 1 |
o @ o W o W o @ ©
0o o @ o @ M o H o
Hp,,(3,0) Hp,,(3,1) Hpg,,(3,2)
o] W | o M1 o 1 W
o @ o B o | ol
o 0o M 0o o H B E o
Bl = (B}, Hy'(BY))
Hp, ,(1,0) Hp, ,(1,1) Hp, ,(1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o0 @
o | o (. | 1 [0 o
o o M 1 @ o N I
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Hy, (2,0) Hy, (2,1) Hp, (2,2)

O B\ /B ED l o |
o @ o | (W & H 0 0
0 o M@ 1 [0 W l | NN
HB’ (370) '3(371) HB&)3(372)
DN N AWA N BAWNE BN |
0 l 1 OFEO|((oM@O
0 o1 H/\E @ W
B}, = (Bj, H*(B}))
Hp; ,(1,0) Hp; ,(1,1) Hp; (1,2)
o/@ @\ (0o @ o) (0 0o @
N HEEE ROy 1 [0 @
o o M 1 @/ \HND
Hp; ,(2,0) Hp; ,(2,1) Hp; ,(2,2)
o By /M ED) /00N
o @ o | (N o H 1 @ O
0 o M@ 1 0 E/) \HE WO
Hp, ,(3,0) Hp, ,(3,1) Hp, ,(3,2)
DN N WA N BARNE BN |
o M 1 (O H RO
o 1 H o 1 N A o
Entonces S(B)) ={Bj}; : i=1,...,4}. Ahora para cada B € S(B}) determi-

namos S(B).

Consideremos Bj ;. Entonces d*Bj, =9, Ip(B} ;) = {(1,1),(1,2)} y S(Bj,)
es el conjunto vacio.

Para B, tenemos que d* B}, = 12 e Ip(B) ,) = {(2,2),(3,2)}. Las sucesiones
correspondientes a las hipercolumnas involucradas en el calculo de d* Bj , son:

'y B

Hp, ,(2,2) = H§’2(Bi,2)—( 0

2,2 1o o
> Hy"(Bjy)=| 0
0
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Hoomo-o
N
EomE-m

4,2

Hp (3,2) = H§72(Bz’1,2)

> Hf’g(Bz,l,Q)

(Bj

H1272(BZ’L72)) es la hiper-

4,2

4 A !
{ 4,2,1734,2,1} donde B4,2,1

Entonces S(Bj ,)

matriz

(170) HB’ (171) HB’ (1>2)

!

Hpg

42,1

4,2,1

4,2,1

TEEE
e
~ <
A
o By

CEEE
&\
e L
~ <t
Q
o B

H<=H
(&N}

el e
= [o]e s

~HEE
(ap)
e
~ <ff
= HSH

“~EEN
™
—HEE e

(a1

SEE o

cE-B
=

 (

27

’
4

(@Bl
o |
0 0

Y Biao=(Bia, Hf’2(Bfl,2)) es la hipermatriz

T

(1,2)

4,2,2

Hp

100 (L 1)

Hp

(1,0)

4,2,2

Hp

TEEE
—EEN
~ <
&)
o By

CEEE
N
e O
~ <t
Q
o B

H<-A
@\

EE e
= [o]e s

~HEE
(ap)
e [
~ <ff
= HSH

—~EE.
™
EE e

(a1

SEE o

cE-B
™
EEe

<<

HB@OO
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Para Bj ; tenemos que d*Bj; = 8 e Ip(Bj;) = {(2,2)}. La sucesién para
Hp (2,2) es:

o o W

Hp, (2,2) = Hy*(Biy)=| 1 @ [0
' e

o o W

> H12’2(B4’173): o O [0

U e

Entonces S(Bj3) = {Bj 3.} donde B} 5, = (B3, H12’2(Bz'1,3)) es la hipermatriz

HB!;,g,l(lvO) HBigl(l’l) HBQ’371(1,2)

(80 (RED) (5 RA)

0

oo H o [@ [0

Hp;, (2,0) Hp;, (2,1) Hp;, (2,2)
N ANl N NOAWE NN |
0 @ o | |0 AN o [ 0
0 o [ o 0 @/ \H HT
HBZ;,s,l (3’ 0) HB!; 3.1 (3’ 1) HB:L,S 1 (3’ 2)
[N N AWE N N Ay NN
o M o0 (N Oy
N | 0o o H B |

Consideremos B} ,. Entonces d*Bj, = 12 e Ip(B;,) = {(1,2),(2,2)}. Las
sucesiones para las parejas en Ip(Bj,) son:

0 0 @)

Hp, (1,2) = H*(B)=( 1 [@ W
o H o

0o o @

> H11’2(Bz,1,4): 1 . .

O M o
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—
H-EE-N

N— S —

> H12’2(B4’1,4) =

HBZ;,4(272) = Hg,z(BZ,LA):

/

(Bl H11’2(Bz,1,4)) es la hiper-

441 =

Luego S(BL’M) = {B[LAJ,BZLAQ} donde B

matriz

(1,2)

4,4,1

Hp,

4,4,1 (1’ 1)

Hp,

(1,0)

4,4,1

Hp,

o L
e |
<<
KQ
TH-H

o [
N
“ Moo
~ =<t
&y
< - -

= _E]

a\

—EE =
= [o]e e

~HEE
(ap)
Tom~
~ <f
= HSH

—~~
-~ EEHN
(Al
~
S~

Ayl

SEE o

~
-H-H
™
N—’
- -
.

N

HB@OO

A
y B4,4,2

(Bl H12’2(Bfl,4)) es la hipermatriz

(1,2)

4,4,2

Hpg

1o (L 1)

Hpy

(1,0)

4,4,2

Hpg

L L
e |
<<
S
fE-H

CEms
(@]
e b
~ <t
Q
< -

H=H
(@]

mEE e
= [o]le

~HEE
(ap)
el
~ <ff
= HSH

~

~EEN

™

N—’
S

!

SEE o

—~~

~H-H

o

~
<~
~

<<

HB@OO
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Por lo tanto, To(B)) = B}, Ti(B}) = S(B)) = {B:Li ci=1...4}, To2(B)) =
S(Bi,z) U S(B:L,B) U S(BAILA) = {32,2,17 Bi,2,27 Bz’1,3,1v Bz’i,4,17 Bz’1,4,2} y T:(B}) = @.

Sea B = L(By4). Entonces d*Bf =9, Ip(Bf) = {(1,0),(2,1),(2,2),(3,0)} y
R(B},1,0) = R(Bj,2,1) = R(B},2,2) = @. La sucesién para (3,0) es:

g 0 0 y o] | M
Hp(3,0)=Hy"(B)= 1 WM o | > H'(BH=| 1 @ 0
1 0o B 1 0o M

Luego, S(Bg) = {B§,}, donde Bf, = (BL, H'(BL)) es la hipermatriz

Hp, (1,0) Hp, (1,1) Hp, (1,2)
o] @ @ 1 W o 1 [0 W
B EOD| | BO0N 0o 0 o
o o | o @ o/ \HHDO
Hp, (2,0) Hp (2,1) Hp, (2,2)
N AWd N RAWAE NN
1 @ o || W0 M 0o @ [0
1 o] H o @@/ \lHH©
Hp, (3,0) Hp, (3.1) Hp, (3.2)
o] | M N NHURWYE NN |
1 @ o O o@|(oHl©O
N | 0o o H 0 0 o

Con lo cual, To(Bg) = Bs, Ti(B;) = S(B5) = {Bi,} y T2(B;) = 2.
Sea Bj = L(Bs32). Entonces d*Bj = 8, Ip(B{) = {(3,2)} y la sucesién para
(3,2) es:

N 0 1M y 00 W
HyG2=mAen-l o B 0| > #2e)-[ o B0
| oo

Lucgo, S(B§) = (B4}, donde B, = (B, HY*(B}) es la hipermatriz
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Hp (1,0) Hpy (1,1) Hpy (1,2)

GEE)(aBa) (28 E)

0
o o | o i [0 U W o
Hy (2,0) Hy (2,1) Hp, (2,2)
o] @ @ o | o o o |
o @ o @ ol o @ ©
0 o0 [ o O W oMo
Hp (3,0) Hp (3,1) Hp (3,2)
o] | M 0o | o 0 o M
o @ o 0 o0 1 o H O
o o M 0o o W m M| o

Ast que, To(Bg) = B, Ti(Bg) = S(Bg) = {Bg 1} v T2(Bg) = 2.
Sea B = L(Bs31,1). Entonces d*Bj = 9, Ip(B{) = {(1,0),(2,0),(3,0)} y
R(BY{,2,0) = R(Bj,3,0) = @. La sucesién para (1,0) es:

Co(ymmy pE@E
0= ep-| 0 BB | > mosp-| 0 B W
U m i m

Luego S(Bg) ={Bg, }, donde By, = (B, H{(BY)) es la hipermatriz

Hg; (1,0) Hp; (1,1) Hp; (1,2)
o] @ @ 0o @ o 0 o @
N @ o W 0o [0 @
o : W o @ [0 oM o
Hp; (2,0) Hp; (2,1) Hp; (2,2)
o] @ @ o | o 1 |
o @ o W o W o @ ©
0o o @ o [0 @ o H o
Hp; (3,0) Hg; (3,1) Hp; (3,2)
o] W | o M1 o 1 W
o @ o 0 0 0 ol
N | 0o o H 0 0 o
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Por lo tanto, To(Bg) = By, Ti(Bg) = S(Bg) ={Bg,} v T2(Bg) = 2.

Sean B} = L(Bg),Bs = L(B234) ¥y By = L(Baj51,1). Para estas hipermatrices
tenemos que, S(BY) = S(B%) =S(B) =@. Y asi obtenemos que,

T(Mi) = Upen, U TH(P)

Ui Ti(B1) v Ui Tj(B3) v Ufz':o 7;(B1)

UUjoo T;(B5) uUj—o Tj(B§) Uso T;(By).-

Es decir, T (M) es el conjunto de las matrices que se relacionan en la si-
guiente tabla:

Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) = @ —» Si
B 6
B, g
B, 8 Si
B, g
B, 8 Si
Bl 8 Si
B, 12 Si
Bl 12 Si
Blys 8 Si
B 1
B, g
By, 8 Si
B, 6
B, 6
Bjsa 8
Blys 3 Si
Bl 12 Si
Bl 1, 12 Si
By, 12 Si
Blyis 8 Si
B] 8 Si
B, 1
Bl, 9 Si
B, 12
B, g
B, 12
Bl 8 Si
Bl 12 Si
Bls 12 Si
Bl 12 Si
Bl .o 8 Si
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Hipermatriz B | Dist. aparente | S(B) =@ - Si
Bl 9
B, 8 Si
B g
B, 8 Si
Bl 12 Si
Bl 9
B, 12 Si
B I8 Si

De aqui tenemos que,

my=min({d*P : PeT (M;)}u{me})=min{4,3}=3.

Y también que,

{NeT (M) : S(N)=2}

{31,27 Bi,4v B{,Lp B{,1,27 B{,3,1= Bi,3,27 B§,27 B§,3,27 B§,1,1,1v B§,1,1,27
B§,3,1,1= B§,3,1,2= lex,p B:L,z,p Bﬁ,z,z: lex,3,17 B£,4,17 lex,4,2a Bé,p Bé,l?
Bz, By, By}

T

3. Vamos a construir
Mo ={L(N) : 0+ L(N) y Nemn}.
Observemos que
L(B{,z) = L(B{A) = L(Bi,l,l) = L(Bi,m) = L(B{,?),l) = L(B{,3,2) =0

L(Bég) = L(B§,3,2) = L(Bé,l,l,l) = L(Bé,1,1,2) = L(Bé,3,1,1) = L(B§,3,1,2) =0
L(lel,2,1) = L(lel,2,2) = L(lel,S,l) = L(Bz,;,4,1) = L(lel,4,2) =0

L(Bs,) = L(Bg1) = L(Bg,) = L(Br) =0
Para B | tenemos que Ip(B} ;) = {(1,1),(1,2)}. Entonces L(Bj;) es la hiperma-
triz
Hys, )(1,0)  Hyyh(1,1)  Higsy,)(1,2)
o] B o o @ o 0 o W
N NEEE NN 0 [0 [
[ o @ o/ \H WO
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Hup, )(2,0)  Hymy)(2,1)  Hyw )(2,2)

HItH I

Hys, )(3,0)  Hyw, )(3,1)  His,)(3,2)

HHILDIH H

Y, para Bj tenemos que Ip(B{) = {(3,1)}. Entonces L(Bj) es la hipermatriz
Hppy(1,0) Hppy(1,1) Hisy(1,2)

(an) (e (208

His;)(2,0) Hrpy)(2,1)  Hisy(2,2)
0 0 o @ o o o @
1 W [0 B o H 0o @ 0
1 0o | 0o o @ o H o
HL(Bé)(ga O) HL(Bé) (37 1) HL(Bé) (37 2)
0 0 0o M| o 0o o M
1 Ml o 0 0 0 o MO
1 o H 0o o H 0 0 o

Entonces

M; ={L(B},), L(By)} .

3.1. Vamos a construir ahora ms. Recordemos que para ello debemos construir la

sucesion T1(B), ..., Tup)(B) para toda hipermatriz B € M.

Sea BY = L(Bj,). Entonces d*By = 12, Ip(By) = {(1,0),(2,2),(3,2)} y

S(BY) = @. Por lo tanto, To(B!) = B y Ti(B!) = S(B}) = @.

Sea BY = L(Bj). Entoncesd*BY = 12, Ip(BY}) = {(1,0),(2,1),(2,2),(3,0)}
y R(BY,1,0) = R(BY,2,1) = R(BY},2,2) = &. La sucesién correspondiente a

Hpy(3,0) es :
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0 0

Hpy(3,0) = H"(B)=| 1 W 0

\1 0o W

o] | M|

> IBH=1 1 @ o

1 o @

Luego, S(BY) = {BY,} donde By, = (BY,H°(BY)) es la hipermatriz:

Hpgy (1,0) Hpgy (1,1) Hpgy (1,2)
o] @ @ 1 W o 1 0
N NN NN 0 [0 O
o o | o @@/ \HNDO
Hgy (2,0) Hpgy (2,1) Hpy (2,2)
oo ey /ENOD) /@08
1 @ o | (WO MN 0 B [0
1 o W o O @/ \H N D
HBQ'J (37 0) HB;’J (37 1) HB§’71(37 2)
DN B AWA'N BAWE N
1 @ o LN N N
L o@/ \loo B/ \B B @

Ahora bien, d*BY, = 18, Ip(BY,) = {(1,2),(2,0),(3,0)} y S(BY,) = @. Por

lo tanto, To(BY) = BY Ti(BY) = S(BY) = {B},} y T2(B}) = @.

Entonces tenemos que:

T(M2) = U

En la siguiente tabla relacionamos algunos datos sobre las hipermatrices de

T(Mg):

n(P)

U 73(P) ={BY, By, B3 }.
PeMs j=0 ’

Hipermatriz B

Dist. aparente

S(B) =2 Si

"
Bl

12

S

"
B2

9

/
B21

18

Si

De aqui tenemos que,

mey = min ({d*P
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Y también que,
ne={NeT (M) : S(N)=0}={B{, By}

Siguiendo el proceso de construccion de los conjuntos de hipermatrices M;, se
puede verificar que M3 = @. Por lo tanto, como resultado final obtenemos las
sucesiones My, M1, My y mg=3>my =3>my=3. Con lo cual, dam(M) = 3, que
coincide en este caso con d* M.
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