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Aplicada en el Departamento de Matemática Aplicada,
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merón López y Juan de la Cruz Férez
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Al profesor Leandro Marı́n Muñoz, por todo el trabajo compartido durante estos años, ası́ como
por su paciencia y optimismo en las diferentes etapas del mismo. Sin él, esta tesis nunca hubiera sido
esta tesis.

Al profesor Sergio Estrada, cuya colaboración fue esencial en la parte de cubiertas planas.
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ÍNDICE GENERAL
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7.2. La categorı́a de módulos unitarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

8. Contraejemplos 119

8.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Presentación

La teorı́a de categorı́as ha sido históricamente una de las herramientas más útiles en el
estudio de los anillos asociativos unitarios. Concretamente, el estudio de las propiedades de
un anillo asociativo y unitario R en función de las propiedades de la categorı́a de módulos
unitarios por la izquierda R− Mod (o similarmente por la derecha Mod−R) ası́ como de los
diversos tipos de funtores entre ellas, ha sido objeto de multitud de investigaciones.

El estudio de los anillos asociativos generales (es decir, los no necesariamente unitarios)
no ha tenido un desarrollo similar, en parte por la dificultad para elegir una categorı́a de
módulos que generalice convenientemente la categorı́a de módulos unitarios.

Para hacer un planteamiento más concreto del problema, vamos a fijar algunos conceptos
básicos, ası́ en lo que sigue, vamos a considerar un anillo asociativo R; vamos a suponer que
R tiene estructura de k-álgebra para algún anillo conmutativo con identidad k (en el caso
general podemos tomar simplemente k = Z). Llamaremos extensión de Dorroh de R al anillo
A = k × R con la suma componente a componente y el producto dado por (α, r)(β, s) =
(αβ, αs + βr + rs). A es una k-álgebra unitaria ( 1A = (1k, 0) ) y podemos identificar R con el
ideal de A formado por los elementos de la forma (0, r) con r ∈ R.

Un R-módulo por la izquierda M es un k-módulo unitario con una operación R ×M →
M que cumpla las propiedades habituales de linealidad, asociatividad y distributividad. No
podemos considerar en principio la propiedad de ser unitario puesto que no suponemos que
R tenga identidad. TodoR-móduloM tiene estructura de A-módulo unitario con el producto
(k, r)m = km+rm. Recı́procamente todoA-módulo unitario es unR-módulo con el producto
rm = (0, r)m. De esta forma suele ser habitual identificar la categorı́a de todos losR-módulos
con la categorı́a de los A-módulos unitarios, tanto por la derecha como por la izquierda.

Con el objetivo general de encontar una categorı́a de módulos que permita estudiar pro-
piedades de R en función de propiedades de la categorı́a asociada, la elección más simple
serı́a la de estudiar la categorı́a de todos los R-módulos, o lo que serı́a equivalente, estudiar
las propiedades de R en función de la categorı́a A−Mod que serı́a tanto como estudiar R en
función de A. Sin embargo, el anillo R y el anillo A son bastante diferentes, en el anillo A
tenemos una copia extra de k que actúa de forma independiente de R con respecto al producto.
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1.1. Presentación

Ésto permite que en un A-módulo unitaro M podamos tener elementos m ∈ M tales que
rm = 0 para cualquier r ∈ R. Más aún, cualquier k-módulo unitario N puede ser dotado de
estructura trivial de R-módulo con el producto

(α, r)n = αn ∀n ∈ N, r ∈ R,α ∈ k.

Con esta estructura se cumple que RN = 0. Estos módulos N tales que RN = 0, que jugarán
un papel importante en las diferencias entre R y A, diremos que están totalmente anulados
por R.

Esta copia adicional de k dentro de A nos ha inducido pues una copia completa de toda
la categorı́a de k-módulos unitarios con estructura de R-módulo trivial al estar totalmente
anulados por R. De hecho, en el caso particular en que R sea un anillo con identidad 1R ∈ R,
todo A-módulo M se puede descomponer en suma directa de dos submódulos,M ′ = {m ∈
M : 1Rm = m} yM ′′ = {m ∈M : 1Rm = 0} = {m ∈M : Rm = 0} con el homomorfismo

M →M ′
∐

M ′′ m 7→ (1Rm,m− 1Rm).

Parece claro que estos módulos totalmente anulados porR no deberı́an ser considerados den-
tro de la categorı́a de módulos que queramos utilizar como generalización de la categorı́a de
módulos unitarios para el caso general.

Una primera forma de eliminar estos módulos serı́a considerar la subcategorı́a deA−Mod

formada exclusivamente por los módulosM tales que {m ∈M : Rm = 0} = 0. Estosmódulos
reciben el nombre de módulos libres de torsión o módulos no degenerados.

Si R es un anillo con identidad, los módulos libres de torsión son los mismos que los
unitarios: Si M es libre de torsión, entonces m − 1Rm cumple que para todo r ∈ R, r(m −
1Rm) = rm − r1Rm = rm − rm = 0 y al serM libre de torsión deducimos m − 1Rm = 0 y
por lo tanto m = 1Rm. Recı́procamente, si M es unitario, entonces si Rm = 0 en particular
m = 1Rm = 0.

La clase de módulos libres de torsión, que denotaremos por F, aunque serı́a una posible
generalización de la categorı́a de módulos unitarios, no suele utilizarse para el estudio de
los anillos no unitarios. Esta clase de módulos libres de torsión, en realidad forma parte de
una teorı́a de torsión (T,F). La clase de módulos de torsión asociada, T, está formada por los
módulos M tales que para todo m ∈ M y toda sucesión (rn) ∈ RN, existe n0 ∈ N tal que
rn0 · · · r2r1m = 0. A estos módulos los llamaremos módulos eventualmente anulados por R.
Una demostración de este hecho puede verse en [16] y también en [17].

Al disponer de una teorı́a de torsión (T,F) en la categorı́a A−Mod, la categorı́a que suele
tener las propiedades más interesantes es la categorı́a cociente A−Mod/T que es isomorfa a
la subcategorı́a de A−Mod formada por los módulosM tales que el homomorfismo canónico
M → HomR(R,M) dado por m 7→ (m)λM : R → M con (r)(m)λR = rm es un isomorfismo.
Un estudio detallado de esta categorı́a, que denotaremos R−CMod, ası́ como de esta identi-
ficación puede verse en [17]. Una propiedad que comparten todas las categorı́as cocientes de
categorı́as de módulos con respecto a teorı́as de torsión es la de ser categorı́as de Grothendie-
ck, de hecho el teorema de Gabriel y Popescu nos dice que ésta es una condición necesaria y
suficiente. Una demostración de este hecho ası́ como un estudio general de categorı́as cocien-
tes se puede ver en [24].
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1. Introducción

Para eliminar la clase de módulos totalmente anulados por R podemos realizar una cons-
trucción dual de la anterior y considerar la subcategorı́a deA−Mod formada por los módulos
M tales que RM = M . Los módulos que cumplan esta propiedad los llamaremos unitarios
y la clase de todos ellos la denotaremos U. De nuevo, tal y como sucedı́a en el caso de los
módulos libres de torsión, la case de módulos unitarios generaliza la propiedad de ser unita-
rio cuando R tiene identidad. Para verlo, supongamos que R tiene identidad 1R. Si para todo
m ∈ M , m = 1Rm ∈ RM entonces M ⊆ RM y por lo tanto M = RM . Recı́procamente, si
RM = M entonces para todo m ∈ M podemos encontrar elementos ri ∈ R y mi ∈ M tales
quem =

∑

i rimi y por lo tanto 1Rm = 1R
∑

i rimi =
∑

i 1Rrimi =
∑

i rimi = m.

Aunque en algunas ocasiones se ha utilizado U como generalización para el caso no unita-
rio, la categorı́a que parece tener propiedades duales de la categorı́a R−CMod es la categorı́a
de módulos firmes, que denotaremos R−DMod, formada por los módulosM tales que el ho-
momorfismo canónico µM : R⊗RM →M dado por (r⊗m)µM = rm, es un isomorfismo. Ésta
es una subcategorı́a de U (podemos identificar U como la clase de módulosM para los cuales
µM es suprayectiva), sin embargo para ciertos tipos de anillos, las categorı́as U y R−DMod

coinciden, y de hecho, en los casos fundamentales en los que sea ha utilizado U ha sido para
anillos en los cuales la suprayectividad de µ induce también su inyectividad y por lo tanto
U = R−DMod.

A diferencia del caso de la categorı́a de módulos cerrados R−CMod en la que podemos
utilizar propiedades generales de categorı́as cocientes y deducir que es una categorı́a de Grot-
hendieck, en el caso de R−DMod no hay un resultado similar. De hecho, Daniel Quillen plan-
teó en sus notas no publicadas [20] la pregunta general de si esta categorı́a es una categorı́a
abeliana. El objetivo fundamental de esta memoria será el estudio de la categorı́a de módulos
firmes y de la propiedad de abelianidad llegando a la construcción de un contraejemplo en el
cual la categorı́a de módulos firmes no es abeliana.

En la siguiente sección haremos un estudio detallado de los resultados planteados.

1.2. Análisis de Resultados

El Capı́tulo 2 nos permitirá introducir la notación que utilizaremos a lo largo de la memo-
ria en lo que se refiere a las construcciones de lı́mites y colı́mites en la categorı́a de módulos
firmes y también en la categorı́a de módulos cerrados. Se introducirán de forma ordenada
definiciones básicas como la de soporte unitario o la construcción de los funtores D y C. En
este capı́tulo no se introducirán resultados originales.

El Capı́tulo 3 entrará ya en profundidad en la abelianidad de la categorı́a de módulos
firmes. En cualquier categorı́a, si f : M → N es el núcleo de otro morfismo, es en particular
un monomorfismo, siendo el recı́proco cierto en categorı́as abelianas. De hecho, la categorı́a
de módulos firmes serı́a abeliana si y sólo si pudiésemos garantizar que todo monomorfismo
es un núcleo.

La primera sección del Capı́tulo 3 nos caracterizará la propiedad adicional que deben cum-
plir los monomorfismos para ser núcleos. Si f : M → N es un monomorfismo en R−DMod,
la aplicación subyacente no tiene porqué ser inyectiva, el núcleo de la aplicación subyacente
no puede recibir aplicaciones no nulas procedentes de módulos firmes (a dicha propiedad
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1.2. Análisis de Resultados

la llamaremos evanescencia), pero para ser un núcleo necesitará que dicha evanescencia se
comporte de una manera uniforme.

La segunda sección del Capı́tulo 3 estudiará el concepto de exactitud en la categorı́a de
módulos firmes. Al no ser una categorı́a abeliana, podrı́an existir diferentes definiciones po-
sibles de exactitud. En esta sección se verá que existe una definición autodual de exactitud
y se aplicará al caso especial de las sucesiones exactas cortas. Esta definición nos proporcio-
nará una segunda caracterización de la abelianidad en términos de estas sucesiones.

Una vez visto el concepto de exactitud en la categorı́a de módulos firmes, podemos es-
tudiar la exactitud por la izquierda del funtor Hom(K,−). La tercera sección del Capı́tulo 3
estará dedicada a este estudio en el que veremos que la exactidud por la izquierda de los
funtores Hom(K,−) es equivalente a la abelianidad de la categorı́a de módulos firmes.

En la última sección del Capı́tulo 3 veremos la descomposición epi+mono de cualquier
morfismo (que siempre existe en R−DMod) y cómo ésta nos proporciona unos monomor-
fismos especiales a los que llamaremos residuos de un morfismo. Utilizando este concepto
caracterizaremos las categorı́as de módulos firmes abelianas como aquellas en las cuales la
composición de núcleos es un núcleo.

El Capı́tulo 4 está dedicado al concepto de subobjeto en la categorı́a de módulos firmes.
En categorı́as abelianas se pueden definir los conjuntos de subobjetos y de objetos cocientes,
siendo ambos conceptos equivalentes. En el caso de la categorı́a demódulos firmes los núcleos
son un tipo especial de subobjetos y los objetos cocientes están en biyección con los núcleos,
no con los subobjetos.

Se probarán todos estos resultados y el hecho de que los subobjetos forman un retı́culo
modular (aunque la categorı́a en principio podrı́a no ser abeliana).

Mientras que en el Capı́tulo 3 estudiábamos condiciones equivalentes a la abelianidad,
en el Capı́tulo 5 estudiaremos propiedades que en principio podrı́an ser más débiles que la
abelianidad, fundamentalmente relacionadas con la exactitud del lı́mite directo. En la primera
sección veremos propiedades equivalentes a la exactitud del lı́mite directo y veremos que si
la categorı́a es localmente finitamente presentada, entonces los lı́mites directos son exactos.
También veremos que en general la categorı́a siempre es ℵ1-presentada.

La segunda sección del Capı́tulo 5 probará que si la categorı́a R−DMod es abeliana, en-
tonces el funtor lı́mite directo es exacto, lo cual nos probará en particular que si la categorı́a
de módulos firmes es abeliana, entonces es Grothendieck.

En la tercera sección del mismo capı́tulo veremos que si el funtor lı́mite directo conserva
monomofismos y núcleos, entonces el retı́culo de subobjetos de los módulos firmes cumple
la propiedad AB5. También se verá que si el funtor lı́mite directo es exacto o se cumple la
propiedad AB5, entonces el funtor Hom(G,−) : R−DMod → E−Mod es pleno y fiel, siendoG
un generador de la categorı́aR−DMod y E = End(G). Se terminará esa sección probando que
si el funtor Hom(G,−) es pleno, entonces todos los módulos firmes son G-estáticos, es decir,
que para todo módulo firmeM , el homomorfismo G ⊗E Hom(G,M) → M que lleva (g, h) a
(g)h es un isomorfismo.

La última sección del Capı́tulo 5 nos hará un resumen de las propiedades que se pueden
deducir de la abelianidad de la categorı́a de módulos firmes, concretamente nos probará el
siguientes teorema:
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1. Introducción

Teorema 5.20 Sea R un anillo asociativo. Las siguientes propiedades cumplen las relaciones

(3)

�$
AA

AA
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A

AA
AA

AA
A

(1) +3 (2)

:B}}}}}}}

}}}}}}}

�$
AA

AA
AA

A
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(5) +3 (6)

(4)

:B}}}}}}}

}}}}}}}

1. La categorı́a R−DMod es abeliana.

2. Para toda categorı́a filtrada pequeña J y todo morfismo ϕ : M → N en Fun(J , R−DMod) se
cumple que Ker

′(ĺım
−→

ϕ) = ĺım
−→

Ker
′(ϕ).

3. Para toda categorı́a filtrada pequeñaJ y todo monomorfismoϕ : M → N en Fun(J , R−DMod)
se cumple que ĺım

−→
ϕ es un monomorfismo.

4. Para todo objetoM de R−DMod su retı́culo de subobjetos, S(M), cumple la propiedad AB5.

5. Para todo generador G de la categorı́a R−DMod, el funtor HomA(G,−) : R−DMod →
E−Mod es un funtor pleno, siendo E = EndA(G).

6. Para todo módulo firme M y todo generador G de la categorı́a R−DMod se cumple que h :
G⊗EHomA(G,M) es un isomorfismo, siendo E = EndA(G) y (g⊗α)h = (g)α, es decir, todos
los módulos firmes son G-estáticos para cualquier generador G de la categorı́a.

El Capı́tulo 6 estará dedicado a un tipo especial de anillos no unitarios, que son las álge-
bras monomiales. En este caso se probará que la categorı́a de módulos firmes es de Grot-
hendieck, de hecho los monomorfismos y los núcleos coinciden con los morfismos cuya apli-
cación subyacente es inyectiva. En este capı́tulo se verá también un ejemplo de un álgebra
monomial para la cual las categorı́as de módulos firmes y cerrados no son equivalentes. Esto
nos probará que la equivalencia entre las categorı́as de módulos cerrados y firmes no es nece-
saria para garantizar la abelianidad deR−DMod. Esta condición habı́a sido la fuente principal
de ejemplos de anillos en los cuales R−DMod era abeliana.

El Capı́tulo 7 nos recogerá un breve estudio de la categorı́a de módulos unitarios, la cual
podrı́a ser otra elección posible en el caso de anillos no unitarios. Se probará que si la cate-
gorı́a de módulos firmes no es abeliana, entonces la de módulos unitarios tampoco puede ser
abeliana.

El Capı́tulo 8 es el capı́tulo fundamental de la memoria. El problema planteado por Qui-
llen era si la cateorı́a demódulos firmes era siempre abeliana. En el Capı́tulo 8 se construirá un
anillo R tal que R−DMod no es abeliana, mientras que DMod−R sı́ lo es.

Se construirá también un segundo ejemplo de otro anillo S en el cual S−DMod y DMod−S
son iguales y ninguna de las dos es abeliana. De hecho no cumpirán la condición (3) del
Teorema 5.20 y por lo tanto tampoco la (2) ni la (1). En este segudo ejemplo, la categorı́a de
módulos firmes dispondrá de un generador proyectivo (lo cual no se puede garantizar en
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general) por lo que la existencia de dicho generador no será determinante en el estudio de la
abelianidad de la categorı́a.

El Capı́tulo 9 nos recogerá la construcción de las cubiertas planas en la categorı́a demódu-
los firmes, aún en el caso en que la categorı́a no sea abeliana. También se probará que dichas
construcciones se conservan a través de equivalencias de Morita.
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Capı́tulo 2

Preliminares

En este capı́tulo vamos a fijar algunas notaciones que utilizaremos a lo largo de toda la
memoria ası́ como algunas construcciones generales que son conocidas pero que se recuerdan
aquı́ para dar una mayor legibilidad a la memoria.

2.1. Descripción Estándar de un Anillo Asociativo no Unitario

Comenzamos fijando una serie de notaciones que nos permitirán describir un anillo en
términos de un álgebra libre y de sus relaciones entre los elementos.

Fijaremos un conjunto X finito o infinito y denotaremos por 〈X〉 al monoide generado
por las palabras sobre el conjunto X con la operación de yuxtaposición. A la palabra vacı́a la
denotaremos por 1X o simplemente por 1 cuando no haya lugar a confusión.

Las palabras sobre X las denotaremos por x y a los elementos de X que se yuxtaponen
para formarla los denotaremos xi. A la longitud de la palabra la denotaremos λ(x) por lo tanto
x = x1x2 · · · xλ(x). Denotaremos por Xn al conjunto de palabras de longitud n. La palabra
vacı́a la consideraremos de longitud 0 y por tantoX0 = {1X}.

En muchas ocasiones nos interesará representar las palabras dentro del monoide opuesto
〈X〉opp que está formado por los mismos elementos pero la operación es la opuesta. Cuando
consideremos los elementos dentro de este monoide los representaremos x = xλ(x) · · · x2x1,
ası́ tendremos las reglas habituales xy = yx, xz = zx para cualesquiera palabras x, y y cual-
quier elemento z ∈ X.

Dadas dos palabras x y y, diremos que x ≤ y si existe un elemento z ∈ 〈X〉 tal que xz = y.
En caso de existir, este elemento es claramente único y lo representaremos por z = x−1y.

Sea k un anillo conmutativo (en muchos casos podremos considerarlo un cuerpo). Deno-
taremos por k〈X〉 el álgebra libre sobre el conjunto X con coeficientes en k. Un elemento de
este álgebra se podrá representar de la forma

∑

x∈〈X〉 kxx siendo kx ∈ k el elemento 0 para
casi todos los ı́ndices x ∈ 〈X〉. La suma se definirá componente a componente y el producto
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se definirá formalmente como

∑

x∈〈X〉

kxx ·
∑

y∈〈X〉

lyy =
∑

z∈〈X〉




∑

xy=z

kxly



 z.

El subconjunto de las palabras no vacı́as sobre el conjunto X lo denotaremos 〈X〉0 y el
subanillo de k〈X〉 generado por estas palabras lo denotaremos k〈X〉0.

Sea R un anillo asociativo cualquiera. Podemos poner R como cociente de k〈X〉0 módulo
un cierto ideal I del siguiente modo: Tomemos como k = Z y como conjunto X el propio
conjunto R. Vamos a llamar π : k〈X〉0 → R a la aplicación que lleva los elementos de X a
ellos mismos, pero considerados en R. Esta aplicación π se puede extender para convertirse
en homomorfismo de anillos definiendo π(x) = π(x1) · · · π(xλ(x)) para cualquier palabra y
π(
∑

x∈〈X〉0
kxx) =

∑

x∈〈X〉0
kxπ(x). El ideal I lo tomaremos como Ker(π) y de esta forma π

induce un isomorfismo entre k〈X〉0/I → R ya que es claramente sobreyectivo.

La descripción de R como cociente de un cierto k〈X〉0 módulo un ideal, claramente no es
única, pero en realidad lo que necesitaremos a lo largo de esta memoria es tener garantizada
al menos una descripción de este tipo, lo cual como hemos visto, es posible. A cualquier
descripción de este tipo la llamaremos descripción estándar de R. Vamos a fijar la definición
concreta:

Definición 2.1 Sea R un anillo asociativo. Llamaremos una descripción estándar del anillo R a
(X, k, π, I) siendo X un conjunto, k un anillo conmutativo (que puede ser Z o cualquier otro para
el cual R tenga estructura de k-álgebra), π : k〈X〉0 → R una aplicación k-lineal suprayectiva que
conserva el producto e I = Ker(π). De esta forma R = k〈X〉0/I .

Si R es un anillo asociativo con una descripción estándar (X, k, π, I). La extensión de Do-
rroh de R asociada a su estructura de k-álgebra, tal y como hemos indicado anteriormente,
viene dada por el anillo A = k × R con la suma componente a componente y el producto
dado por (α, r)(β, s) = (αβ, αs+ βr + rs). Identificaremos los elmentos de R con los elemen-
tos de {0} × R y ası́ podemos extender la aplicación π a un homomorphismo de k-álgebras
k〈X〉 → A tal que

∑

x∈〈X〉

kxx 7→ (k1,
∑

x∈〈X〉0

kxπ(x)).

El núcleo de este homomorfismo vuelve a ser I por lo que utilizando esta identificación po-
demos considerar que la extensión de Dorroh es precisamente A = k〈X〉/I .

2.2. Algunas Definiciones Categóricas

En esa sección fijaremos brevemente algunas notaciones y definiciones básicas relaciona-
das con categorı́as y que nos servirán a lo largo de la memoria. Todas las categorı́as de módu-
los que vamos a considerar serán k-aditivas con la definición que vamos a dar a continuación
(algo más restrictiva de lo habitual):
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Definición 2.2 Una categorı́a A diremos que es k-aditiva si todos sus objetos son k-módulos y dados
M y N en A, HomA(M,N) es un k-submódulo de Homk(M,N) y además cumple la siguientes
condiciones:

1. El k-módulo 0 está en la categorı́a.

2. Dados dos k-módulosM y N , la suma directa deM y N está en la categorı́a y las proyeciones e
inyecciones canónicas son morfismos de la categorı́a.

3. La composición de morfismos es k-lineal tanto por la derecha como por la izquierda.

Definición 2.3 Diremos que una categorı́a J es pequeña si la clase de sus objetos es un conjunto.

Definición 2.4 SeaJ una categorı́a pequeña yA una categorı́a k-aditiva. Denotaremos por Fun(J ,A)
a la categorı́a de funtores covariantesM : J → A junto con las transformaciones naturales entre ellos.
A estos funtores los llamaremos diagramas sobre J .

Denotaremos ∆ : A → Fun(J ,A) al funtor que dado un objetoM de A, define ∆(M) : J → A
el funtor que lleva todos los objetos de J al objeto M de A y todos los morfismos de J , al morfismo
idM . Dado un morfismo f : M → N , ∆(f) : ∆(M) → ∆(N) es la transformación natural que para
todo i ∈ J está definido como ∆(f)i = f .

Dado un diagrama M : J → A, un colı́mite de este diagrama es un objeto C de A, junto con
una transformación natural q : M → ∆(C) tal que para cualquier otro objeto Ĉ y cualquier otra
transformación natural q̂ : M → ∆(Ĉ) existe un único ĥ : C → Ĉ tal que ∆(ĥ) ◦ q = q̂.

Escrito en términos de transformaciones naturales, ésto significa que tenemos un isomorfismo na-
tural

HomA(C, Ĉ) → Nat(M,∆(Ĉ)) ĥ 7→ ∆(ĥ) ◦ q.

Si escribimos esta condición en términos de objetos y morfismos de A, un colı́mite es un objeto C
junto con una familia de morfismos qj : Mj → C tal que para todo morfismo f : i → j en J , el
siguiente diagrama es conmutativo:

Mi

qi   A
AA

AA
AA

A

Mf //Mj

qj~~}}
}}

}}
}}

C

y tal que para cualquier otro objeto Ĉ de A y cualquier familia de morfismos q̂i : Mi → Ĉ tal que para
cualquier f : i→ j el siguiente diagrama sea conmutativo

Mi

q̂i ��@
@@

@@
@@

@

Mf //Mj

q̂j��~~
~~

~~
~~

Ĉ
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existe un único ĥ : C → Ĉ tal que para todo j ∈ J el siguiente diagrama también es conmutativo

Mj

qj

��~~
~~

~~
~~ q̂j

  @
@@

@@
@@

@

C
ĥ // Ĉ

El colı́mte de unM : J → A, si existe, es único (salvo isomorfismos) y se denotará Colim(M) y
también denotarmos qj : Mj → Colim(M) a los morfimos inducidos. Si existen colı́mites para todos
los diagramas, diremos que A es cocompleta, en tal caso podemos considerar Colim : Fun(J ,A) → A
como un funtor y el isomorfismo natural

HomA(Colim(M), N) → Nat(M,∆(N))

para todo diagrama M y todo objeto N de A, es una adjunción que nos garantiza la exactitud por la
derecha del funtor Colim.

La definición de lı́mites (que denotaremos Lim(M) junto con los morfismos pj : Lim(M) → Mj)
es la dual de la anterior.

Definición 2.5 Sea J la categorı́a formada por dos objetos 0, 1 y dos morfismos a, b : 0 → 1 (y las
identidades). SeaM : J → A un funtor. Entonces

1. El lı́mite de este diagrama se llama igualador de los morfismosMa yMb.

2. El colı́mite de este diagrama se llama coigualador de los morfismosMa yMb.

Definición 2.6 Sea f : M0 → M1 un morfismo en la categorı́a A. El igualador del morfismo f y el
morfismo 0 se denomina núcleo de f y lo denotaremos Ker(f) y al morfismo canónico p0 inducido por
el sistema lo denotaremos ker(f) : Ker(f) →M0.

Definición 2.7 Sea f : M0 →M1 un morfismo en la categorı́a A. El coigualador del morfismo f y el
morfismo 0 se denomina conúcleo de f y lo denotaremos Coker(f) y al morfismo canónico p1 inducido
por el sistema lo denotaremos coker(f) : M1 → Coker(f).

Definición 2.8 Sea J una categorı́a que tiene como objetos los elementos de un conjunto y no tiene
morfismos (distintos de la identidad). Entonces

1. El lı́mite de este diagrama se llama producto de los objetos (Mi)i∈J se denota
∏

i∈J Mi y
pj :

∏

i∈J Mi →Mj a las proyecciones canónicas.

2. El colı́mite de este diagrama se llama coproducto de los objetos (Mi)i∈J se denota
∐

i∈J Mi y
qj : Mj →

∐

i∈J Mi a las inyecciones canónicas.

Definición 2.9 Sea J una categorı́a pequeña. Diremos que J es una categorı́a filtrada (ver [3, Defi-
nition 2.13.1]) si cumple las siguientes condiciones:

1. Es no vacı́a, es decir, tiene al menos un objeto.
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2. Para todo i, j ∈ J existe k ∈ J y morfismos α : i→ k, β : j → k en J .

3. Para todo i, j ∈ J y todo par de morfismos α, β : i→ j existe k ∈ J y un morfismo γ : j → k
tal que γ ◦ α = γ ◦ β.

A los diagramas M : J → A los llamaremos sistemas filtrados y a los colı́mites del sistema los
llamaremos colı́mites filtrados y los denotaremos ĺım

−→

j∈J

Mj .

El caso particular de las categorı́as formadas por conjuntos parcialmente ordenados, la condición
(3) de la definición anterior se cumple inmediatamente porque no puede existir más de un morfismo
entre dos objetos. A este tipo de colı́mites filtrados en conjuntos parcialmente ordenados los llamaremos
lı́mites directos y a los diagramas respectivos, sistemas directos.

Para el concepto dual conM : J op → A hablaremos de lı́mite filtrado o lı́mite inverso respectiva-
mente y se denotará ĺım

←−

j∈J

Mj .

Definición 2.10 Diremos que un cardinal infinito ℵ es un cardinal regular (ver [3, Definición 6.4.4])
si para todo conjunto de ı́ndices Λ de cardinalidad menor que ℵ y toda familia de conjuntos Cλ, todos
ellos de cardinalidad menor que ℵ, se cumple que ∪λ∈ΛCλ tiene cardinalidad menor que ℵ.

Los conceptos de categorı́a filtrada y colı́mite filtrado se pueden extender a cardinales
regulares del siguiente modo:

Definición 2.11 Sea ℵ un cardinal regular y sea J una categorı́a pequeña. Diremos que J es una
categorı́a ℵ-filtrada (ver [3, Definition 6.4.1]) si cumple las siguientes condiciones:

1. Es no vacı́a, es decir, tiene al menos un objeto.

2. Para toda familia {iλ ∈ J : λ ∈ Λ} con card(Λ) < ℵ existe k ∈ J y morfismos αλ : iλ → k en
J para todo λ ∈ Λ.

3. Para todo i, j ∈ J y toda familia de morfismos {αλ : λ ∈ Λ} tal que card(Λ) < ℵ, existe k ∈ J
y un morfismo γ : j → k tal que γ ◦ αλ = γ ◦ αµ para todo λ, µ ∈ Λ.

A los diagramas M : J → A los llamaremos sistemas ℵ-filtrados y a los colı́mites del sistema los
llamaremos colı́mites ℵ-filtrados y los denotaremos ĺım

−→

j∈J

Mj .

El el caso particular de las categorı́as formadas por conjuntos parcialmente ordenados los llamare-
mos colı́mites ℵ-dirigidos.

La definición de categorı́as filtradas, colı́mites filtrados y lı́mites directos no es mas que
el caso particular para el cardinal ℵ0. A lo largo de esta memoria haremos uso fundamental-
mente de estas definiciones para los cardinales regulares ℵ0 y ℵ1.
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2.3. Módulos Cerrados y Firmes

En esta sección vamos a profundizar un poco más en las definiciones generales relaciona-
das con la construcción de las categorı́as de módulos cerrados y firmes que iniciamos en la
presentación. También fijaremos notaciones usadas a lo largo de toda la memoria en relación
con dichas categorı́as. Denotaremos porR a un anillo asociativo con una descripción estándar
(X, k, π, I). Llamaremos A = k〈X〉/I a la extensión de Dorroh.

Un R-módulo por la izquierda es un grupo abeliano M con una operación R × M →
M cumpliendo las propiedades habituales de linealidad, asociatividad y distributividad. Si
estamos trabajando con k-álgebras exigiremos que todos los objetos sean k-módulos unitarios
y las aplicaciones k-lineales. Ésto hace que podamos siempre definir el producto αm para
cualquier α ∈ k y cualquier m ∈ M . Si definimos α1 · m = αm cualquier R-módulo por la
izquierda no es más que un A-módulo unitario, por lo que podemos identificar la clase de
todos los R-módulos con la de los A-módulos unitarios. Dado que todos los homomorfismos
serán también k-lineales realmente la identificación se puede hacer de toda la categorı́a, por
lo que cuando hablemos de la categorı́a de R-módulos, realmente estaremos considerando
la categorı́a de A-módulos unitarios A−Mod. El mismo razonamiento se puede hacer por la
derecha.

Tal y como indicábamos en la presentación, la clase U de los módulos R-unitarios es una
clase de torsión en A−Mod. Podemos usar pues la siguiente construcción general de prera-
dicales para obtener el radical asociado. Para más detalles del método general de esta cons-
trucción puede verse [24, Chapter VI.1] y, el caso concreto que nos ocupa, puede verse en [17,
Sección 3.5].

Definición 2.12 Sea M un A-módulo, definimos u(M) = RM y para cada ordinal α definimos:
u0 (M) = M , uα (M) = ∩β<αu

β (M) para cada ordinal lı́mite α y para todo ordinal β, uβ+1 (M) =
u(uβ (M)).

CualquierA-móduloM tiene un submóduloR-unitario maximal que denotaremosU (M).
Se dice que U (M) es la parteR-unitaria deM . Este submódulo deM puede construirse como
la suma de todos los submódulos R-unitarios de M . También, la secuencia uα (M) construi-
da anteriormente, que ha de estabilizarse para algún ordinal, se estabiliza precisamente en
U (M). Los módulos unitarios quedan caracterizados por la propiedad U (M) = M .

Este U es el radical idempotente asociado a la clase de torsión de R-módulos unitarios.
A partir de aquı́, diremos que un A-módulo M es evanescente si U (M) = 0, es decir, si M
no contiene submódulos unitarios. Es claro que HomR(M,N) = 0 cuandoM es unitario y N
es evanescente, ya que si f : M → N es un homomorfismo con f 6= 0 entonces Rf(M) =
f(RM) = f(M), por lo que f(M) es un submódulo unitario de N . A las clases de módulos
unitarios y evanescentes las representaremos respectivamente por U y V.

Nota 2.13 Puesto que R = π(X)A, entonces M = RM si y sólo si M = π(X)M ya que u(M) =
RM = π(X)AM = π(X)M .

De forma dual podemos hacer una construcción para el caso de los módulos libres de
torsión y los eventualmente anulados por R.
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Definición 2.14 SeaM un A-módulo, definimos t(M) = {m ∈ M : Rm = 0} y para cada ordinal
α definimos: t0 (M) = M , tα (M) = ∪β<αtβ (M) para cada ordinal lı́mite α y para todo ordinal β,
tβ+1 (M) es el submódulo deM tal que t(M/tβ (M)) = tβ+1 (M) /tβ (M).

La cadena de submódulos tβ (M) es creciente y estabilizará necesariamente en un submódu-
lo T (M) tal que t(M/T (M)) = T (M) /T (M) = 0. A los módulos tales que T (M) = 0 los
llamamos módulos de torsión o eventualmente anulados por R.

Tal y como se puede ver en [16, Lemma 3.1], para cualquier móduloM se tiene que

T (M) = {m ∈M : ∀(rn)n∈N ∈ RN,∃n0 t.q. rn0 · · · r2r1m = 0}.

Utilizando la descripción estándar del anillo R, podemos precisar algo más con la siguien-
te proposición (que en una versión más general puede verse en [17, Proposición 3.26]):

Proposición 2.15 SeaM un A-módulo por la izquierda, entonces

1. t(M) = {m ∈M : ∀x ∈ X,π(x)m = 0}.

2. T (M) = {m ∈M : ∀(xn)n∈N ∈ XN,∃n0 t.q. π(xn0) · · · π(x2)π(x1)m = 0}.

Demostración:

1. Por un lado, si Rm = 0 entonces claramente π(x)m = 0 para todo x ∈ X. Recı́proca-
mente, si π(x)m = 0 para todo m ∈ M y r ∈ R, entonces como R = Aπ(X) tenemos
elementos ax ∈ A tales que r =

∑
axπ(x) y por lo tanto rm =

∑
axπ(x)m = 0.

2. Por un lado, si m ∈ T (M) y (xn) ∈ XN, entonces (π(xn))n∈N ∈ RN y utilizando [16,
Lemma 3.1] deducimos que existe n0 tal que π(xn0) · · · π(x2)π(x1)m = 0.

En el otro sentido, supongamos que existe (rn)n∈N ∈ RN tal que rn · · · r2r1m 6= 0 pa-
ra todo n ∈ N. Llamemos s1 = r1. Como s1 ∈ R = Aπ(X), podemos encontrar
aα ∈ A y xα ∈ X tales que s1 =

∑
aαπ(xα). Si para todo α existiera un nα tal que

rnα · · · r2aαπ(xα)m = 0, entonces tomando n0 el máximo de todos ellos (lo cual se puede
hacer porque son una cantidad finita) tendrı́amos que rn0 · · · r2aαπ(xα)m = 0 para todo
α y por lo tanto rn0 · · · r2s1m =

∑

α rn0 · · · r2aαπ(xα)m = 0, lo cual serı́a una contradic-
ción. Tenemos pues que ha de existir un α tal que rn · · · r2aαπ(xα)m 6= 0 para ningún
n ∈ N. Vamos a llamar x1 a dicho xα y s2 = r2aα ∈ R. Aplicando el mismo proceso po-
demos encontrar x2 ∈ X y s3 ∈ R tal que para todo n ∈ N, rn · · · r3s2π(x2)π(x1)m 6= 0.
De esta forma recursiva encontramos una sucesión de elementos (xn) ∈ XN tales que
π(xn) · · · π(x2)π(x1)m 6= 0 para todo n ∈ N.

�

La categorı́a de módulos cerrados R−CMod puede verse como la categorı́a cociente de
A−Mod con respecto a la teorı́a de torsión (T,F) dada por los módulos eventualmente anu-
lados por R y los libres de torsión (o no degenerados). Utilizando las técnicas generales de
teorı́as de torsión, tenemos un funtor de localización, que en este caso particular denotaremos

C : A−Mod → R−CMod
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Este funtor de localización es adjunto por la izquierda del funtor inclusión I : R−CMod →
A−Mod. La unidad de ésta adjunción la denotaremos ι : IdA−Mod → I ◦ C. En muchas oca-
siones y puesto que consideramos la categorı́a R−CMod dentro de la categorı́a A−Mod, sim-
plificaremos la notación eliminando al funtor I y considerando por lo tanto que tenemos un
homomorfismo ιM : M → C (M) para cualquier M de A−Mod. En otras ocasiones sin em-
bargo, sı́ haremos uso explı́cito del funtor inclusión, especialmente para el cálculo de lı́mites
directos e inversos de homomorfismos, ya que, aunque los homomofismos sean los mismos
como aplicaciones en ambas categorı́as, los lı́mites directos e inversos de ellos dependen de
la categorı́a en la que sean considerados.

Puesto que la categorı́a A−Mod es una categorı́a usual de módulos unitarios sobre un ani-
llo con identidad, el cálculo de lı́mites y colı́mites en dicha categorı́a es bien conocido. Sin
embargo dicho cálculo en la categorı́a R−CMod no es tan simple. Vamos a dar un repaso al
cálculo de lı́mites y colı́mites en R−CMod utilizando las propiedades de los funtores de loca-
lización y de su adjunto y relacionando el cálculo en la categorı́a R−CMod con el respectivo
cálculo en A−Mod.

Al poder identificar los módulos de R−CMod con los módulos de A−Mod, ası́ como los
morfismos, vamos a utilizar la siguiente notación para evitar la confusión. Si M : J →
R−CMod es un diagrama, los lı́mites y colı́mites calculados en la subcategorı́a R−CMod los
representaremos como Lim

′(M) y Colim
′(M). Similarmente utilizaremos p′i y q

′
i para las res-

pectivas proyecciones e inyecciones canónicas cuando estén calculadas en la subcategorı́a.
Reservaremos las notaciones Lim(M), Colim(M), pi y qi para las construcciones realizadas en
la categorı́a A−Mod. Vamos a ver cómo se relacionan todos estos objetos y morfismos:

Proposición 2.16 Sea J una categorı́a pequeña y M : J → R−CMod un diagrama sobre J . En-
tonces

1. I
(
Lim

′(M)
)

= Lim(I ◦M), o identificando, Lim
′(M) = Lim(M). Además p′j = pj para todo

j ∈ J .

2. Colim
′(M) = C (Colim(I ◦M)). Identificando, Colim

′(M) = C (Colim(M)). En este caso q′j =
qj ∗ ιColim(M).

Demostración:
Puesto que C es un adjunto por la izquierda de I sabemos que I conserva lı́mites, de donde
deducimos (1) y C colı́mites, de donde deducimos (2) ya que

C (Colim(I ◦M)) = Colim
′(C ◦ I ◦M) = Colim

′(M)

puesto que comoMi ∈ R−CMod, C ◦ I(Mi) = Mi para todo i ∈ J . �

Si aplicamos esta proposición a los lı́mites y colı́mites más usuales tenemos:

Corolario 2.17 Sea f : M → N un morfismo en R−CMod, entonces

1. Ker
′(f) = Ker(f), ker′(f) = ker(f).

2. Coker
′(f) = C (Coker(f)), coker′(f) = coker(f) ∗ ιCoker(f).
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Corolario 2.18 SeaMi una familia de objetos de R−CMod, entonces

1.
∏′
i∈IMi =

∏

i∈IMi, p
′
j = pj .

2.
∐′
i∈IMi = C

(∐

i∈IMi

)
, q′j = qj ∗ ι‘

i∈I Mi
.

En el caso de la categorı́a de módulos firmes disponemos de construcciones similares a la
de la categorı́a demódulos cerrados, pero duales. El funtor inclusión canónica J : R−DMod →
A−Mod tiene un adjunto, en éste caso por la derecha, D : A−Mod → R−DMod. La existencia
de este adjunto puede verse en [18, Proposition 13] que recordaremos en la Proposición 2.20.
Vamos a repasar la construcción de dicho funtor, para ello necesitamos el siguiente resultado
auxiliar que también será de utilidad en distintos puntos de la memoria y cuya demostración
puede verse por ejemplo en [18, Proposition 10] o en [17, Proposición 3.13]. Para dar una
mayor legibilidad a la memoria, incluiremos la demostración también aquı́:

Proposición 2.19 Sea M un R-módulo firme y K un submódulo de M . Entonces M/K es un R-
módulo firme si y sólo si K es R-unitario.

Demostración:
Consideremos el siguiente diagrama de filas exactas:

K //M //M/K // 0

R⊗A K

µK

OO

// R⊗AM

µM

OO

// R⊗AM/K

µM/K

OO

// 0

El móduloM/K cumple queR(M/K) = M/K porqueM lo cumple, por lo tanto µM/K es
suprayectivo. El resultado que tratamos de demostrar es que µM/K es un monomorfismo si
y sólo si µK es un epimorfismo, pero usando el hecho de que µM es un isomorfismo (puesto
que M es firme por hipótesis) el resultado es consecuencia del Lema de la Serpiente porque
Coker(µK) y Ker(µM/K) son isomorfos. �

Para realizar la construcción del funtor D (que se puede ver en [18, Section 7]) toma-
remos un generador cualquiera de la categorı́a R−DMod que llamaremos G (en el Corola-
rio 2.30 veremos cómo construir un generador de la categorı́a). Tomaremos un módulo M
de A−Mod y llamaremos H(M) = HomA(G,M). Podemos definir ηM : G(H(M)) → M tal
que (gf )f∈H(M) 7→

∑

f∈H(M)(gf )f . Con esta definición podemos utilizar la Proposición 2.19

para deducir que el módulo G(H(M))/U (Ker(ηM )) es un módulo firme. Éste es precisamente
D (M) y νM : D (M) → M es el homomorfismo inducido por ηM . Si M es originariamente
firme, ηM es un epimorfismo entre firmes que tendrá núcleo unitario, por lo tanto νM será un
isomorfismo. El recı́proco también es cierto porque D (M) es siempre firme.

Este homomorfismo νM en realidad es una transformación natural ν : J ◦ D → IdA−Mod

que es la counidad de la adjunción. De nuevo, tal y como sucedı́a en la categorı́a de módulos
cerrados, si consideramos la categorı́aR−DMod dentro de la categorı́aA−Mod podemos con-
siderar que para todoM en A−Mod tenemos un homomorfismo canónico νM : D (M) →M .

Vamos a enumerar en forma de proposición una serie de propiedades que serán de utili-
dad en relación con el funtor D y la transformación natural ν.
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Proposición 2.20 Con las notaciones anteriores, se cumple que

1. Para cada A-módulo L se tiene que Im(νL) ⊆ U (L).

2. Para cada R-módulo firme N se tiene que N ≃ D (N).

3. SeaM un R-módulo firme y N un A-módulo. Entonces para cada homomorfismo f : M → N
existe un único homomorfismo f : M → D (N) tal que f ∗ νN = f .

4. El funtor D : A−Mod → R−DMod es un adjunto por la derecha del funtor inclusión J :
R−DMod → A−Mod.

Demostración:
[18, Proposition 13] �

Utilizaremos frecuentemente la propiedad (3) de la proposición anterior. Para el siguiente
resultado utilizaremos una proposición que probaremosmás adelante, pues necesitamos para
hacerlo la noción de soporte unitario que será introducida en la próxima sección.

Proposición 2.21 Para todo A-módulo L, se tiene que Im(νL) = U (L).

Demostración:
Vamos a empezar viendo que Im(νL) = U (L). Puesto que Im(νL) es unitario, claramente
está contenido en U (L), si no fuera el total, utilizando la Proposición 2.32 podemos encon-
tar, para el generador G que hemos utilizado para la construcción de D, un homorfismo
h : G → U (L) tal que Im(h) 6⊆ Im(νL), pero eso es una contradicción porque h ∈ Hom(G,L)
y tal y como hemos visto antes, Im(νL) es igual a Im(ηL) siendo ηL : G(Hom(G,L)) → L el ho-
morfismo (gf ) 7→

∑

f∈Hom(G,L)(gf )f . Entonces, necesariamente Im(h) ⊆ Im(ηL) = Im(νL) de
donde concluimos que Im(νL) = U (L) . �

Corolario 2.22 Sea L un A-módulo. Entonces L es R-unitario si y sólo si νL es sobreyectiva.

Demostración:
Basta notar que L = U (L) = Im(νL). �

Proposición 2.23 Sean U y L dos A-módulos tales que U ⊆ L y U es unitario. Sea j : U → L la
inclusión. Entonces U = U (L) si y sólo si D (j) es un isomorfismo.

Demostración:
Empecemos suponiendo que U = U (L). Si nos fijamos en detalle en la construcción del funtor
D, vemos que Hom(G,U (L)) = Hom(G,L) ya que todo homorfismo entre G y L tendrá una
imagen unitaria (por ser cociente de G) y por lo tanto estará siempre contenida en U (L). El
homomorfismo ηU(L) y ηL tienen claramente también el mismo núcleo y por tanto, la parte
unitaria de este núcleo será igual. Esto hace que D (U (L)) = D (L), o dicho en otras palabras,
D (j) es un isomorfismo.
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Recı́procamente, como U es unitario, la imagen de j está siempre contenida en U (L) por
lo que podemos descomponer j como α ∗ β, siendo α : U →֒ U (L) y β : U (L) →֒ L las
correspondientes inclusiones. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

U
α // U (L)

β // L

D (U)

νU

OO

D(α)// D (U (L))

νU(L)

OO

D(β) // D (L)

νL

OO

Tal y como hemos visto al hacer la demostración en el sentido contrario, D (β) es un isomor-
fismo, ası́ que lo que tenemos que probar para que la proposición sea cierta es que si D (α) es
un isomorfismo, entonces α lo es. Supongamos pues que D (α) es un isomorfismo y fijémonos
en el siguiente diagrama

U
α // U (L)

D (U)

νU

OO

D(α)// D (U (L))

νU(L)

OO

Como U y U (L) son unitarios, νU y νU(L) son suprayectivas. Si α no fuese suprayectiva,
podrı́amos encontrar un elemento l ∈ U (L) que no estuviera en la imagen, pero este lo
podrı́amos levantar a l′ ∈ D (U (L)) y a l′′ ∈ D (U). Si aplicamos νU a l′′ obtenemos un el-
mento de U que al aplicarle α tendrı́a que ir a l por la conmutatividad del diagrama. Esto
prueba que α es suprayectiva. �

Para terminar esta sección, vamos a ver la forma de calcular lı́mites y colı́mites enR−DMod

en función de las respectivas construcciones en A−Mod. Las demostraciones de estos resulta-
dos son consecuencia inmediata de las propiedades de adjunción en relación con los lı́mites
de forma dual a como se han realizado las anteriores para los funtores C y I. Tal y como hemos
hecho antes, utilizaremos las notaciones Lim

′, Colim
′, p′i y q

′
i para las construcciones en la sub-

categorı́a R−DMod y reservaremos las notaciones Lim, Colim, pi y qi para las construcciones
en A−Mod. Las relaciones entre todos estos objetos y morfismos son las siguientes:

Proposición 2.24 Sea J una categorı́a pequeña y M : J → R−DMod un diagrama sobre J . En-
tonces

1. J
(
Colim

′(M)
)

= Colim(J◦M), o identificando, Colim
′(M) = Colim(M). En este caso q′j = qj

para todo j ∈ J .

2. Lim
′(M) = D (Lim(J ◦M)), o identificando, Lim

′(M) = D (Lim(M)). En este otro caso, p′j =
D (pj) ∗ νMj = νLim(M) ∗ pj (esta última igualdad se desprende de la naturalidad de ν).

Corolario 2.25 Sea f : M → N un morfismo en R−DMod, entonces

1. Coker
′(f) = Coker(f), coker′(f) = coker(f).

2. Ker
′(f) = D (Ker(f)), ker′(f) = D (ker(f)) ∗ νM = νKer(f) ∗ ker(f).
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Corolario 2.26 SeaMi una familia de objetos de R−DMod, entonces

1.
∐′
i∈IMi =

∐

i∈I J(Mi), q
′
j = qj para todo j ∈ I .

2.
∏′
i∈IMi = D

(∏

i∈IMi

)
, p′j = D (pj) ∗ νMj = νQ

Mi
∗ pj .

2.4. Soportes Unitarios y Módulos Asociados

A lo largo de esta sección, R será un anillo con una descripción estándar (X, k, π, I). Iden-
tificaremos R con k〈X〉0/I y π : k〈X〉 → A con la proyección canónica.

Antes de fijar la definición de soporte unitario, vamos a explicar la idea que subyace en
esta técnica utilizando un ejemplo. Supongamos que X = {x, y} y que M es un módulo
unitario, entonces como R = XA tenemos que M = RM = XAM = XM , es decir, todo
elemento m ∈ M se puede escribir de alguna forma como suma de productos de elementos
de X por elementos deM . A cada uno de estos nuevos elementos deM les podemos volver
a repetir el proceso que nos proporcionarı́a una estructura infinita. Supongamos que tenemos
una serie de relaciones como siguen:

m = xu+ yv

u = xa

v = xb

a = xc+ yd

· · ·

Cada elemento deM lo representaremos por un nodo en un árbol, del que saldrán tantas
ramas como sumandos tenga la combinación de elementos de X por elementos de M en la
que descomponemos el elemento. Cada una de las ramas estará indizada por el elmento deX
que multiplica y en el nodo al que llega pondremos el elemento deM que está multiplicado
por él. El ejemplo que hemos puesto tendrı́a una representación como ésta:

m

ux a
x

c · · ·x

d · · ·y

vy
b · · ·

x

Si nos olvidamos de los elementos concretos del móduloM y nos quedamos con la estruc-
tura de nodos y relaciones entre ellos obtenemos lo siguiente:
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x

x
· · ·x

· · ·y

y
· · ·

x

Para definir la estructura necesitamos pues un nodo origen y para cada nodo, una can-
tidad finita de nodos sucesores indizados por elementos de X, ésto da origen a la siguiente
definición

Definición 2.27 Un soporte unitario σ es un subconjunto de 〈X〉 cumpliendo las siguientes condi-
ciones:

1. Para todo x ∈ σ y todo z ≤ x se cumple que z ∈ σ.

2. Para todo x ∈ σ, el conjunto {y ∈ X : xy ∈ σ} es finito y no vacı́o.

Al conjunto de todos los soportes sobre X lo denotaremos ΞU(X).

El concepto de soporte unitario surgió por primera vez en [18] para la construcción de
un generador de la categorı́a de módulos firmes. La idea está inspirada en construcciones de
Bass para el estudio de la T-nilpotencia. Estas construcciones (que se pueden ver por ejemplo
en [1, Chapter 28]) se corresponderı́an con los soportes unitarios en los que cada nodo tiene
uno y sólo un sucesor. Una versión inicial del concepto de módulo asociado a soporte en esta
forma lineal se hizo en [16] para la construcción de algunos módulos firmes.

Vamos a realizar la construcción general del módulo asocidado a un soporte unitario σ.
Para ello tomemos σ ∈ ΞU(X) y para cada n ∈ N vamos a definir Fn = AX

n∩σ. Fijémonos que
como cada nodo tiene a lo sumo una ramificación finita,Xn ∩ σ siempre es un conjunto finito
(ver [18, Lemma 7]). En el módulo libre Fn denotaremos [x]σ al elemento de Fn que tiene 1A
en la componente x-ésima, para cada x ∈ Xn ∩ σ y 0 en el resto de componentes.

Con esta notación definiremos los homomorfismos

Fn → Fn+1 [x]σ 7→
∑

{y∈X:xy∈σ}

π(y)[yx]σ

(Esta suma es finita porque σ es un soporte unitario) Para todo σ ∈ ΞU(X), el módulo

〈〈σ〉〉 = ĺım
−→

n∈N

Fn

está en la categorı́a R−DMod [18, Proposition 8] y es un A-módulo plano (es un lı́mite di-
recto de módulos proyectivos de A−Mod). Nos referiremos a este módulo como el módulo
asociado a σ. El elemento asociado a [x]σ en 〈〈σ〉〉 lo denotaremos 〈x〉σ. En [18] la definición
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de los módulos asociados a soportes se realiza también mediante lı́mites directos, sin em-
bargo en [17] se realiza como un cociente del módulo libre A(σ). Ambas construcciones son
equivalentes tal y como se prueba en [17, Proposición 4.6].

La construcción general de módulos asociados a soportes unitarios aparece para construir
el módulo

∐

σ∈ΞUX
〈〈σ〉〉 como el generador de la categorı́a R−DMod en [18, Proposition 12].

La siguiente proposición, cuya demostración puede verse en [17, Proposición 4.5], vamos a
incluirla aquı́ con una demostración adaptada a la definición en términos de lı́mite directo.

Proposición 2.28 Sea σ un soporte unitario no vacı́o y
∑

x∈σ∩Xn ax〈x〉σ un elemento de 〈〈σ〉〉 con
ax ∈ A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1.
∑

x∈σ∩Xn ax〈x〉σ = 0.

2. ax〈x〉σ = 0 para cualquier x ∈ σ ∩Xn.

3. Existem ≥ n tal que para cualquier z ∈ σ ∩Xm tenemos

a(z1 · · · zn)π(zn+1 · · · zm) = 0

Demostración:
La implicación (2 ⇒ 1) es trivial. Para ver (3 ⇒ 2) supongamos que se cumple (3) y conside-
remos el elemento a(x)[x]σ ∈ Fn. Si aplicando los morfismos que nos definen la estructura de
lı́mite directo lo llevamos a Fm tenemos que

a(x)[x]σ =
∑

x≤z∈Xm

a(z1 · · · zn)π(zn+1 · · · zm)[z]σ,

pero cada uno de estos sumandos es 0 por aplicación de (3), por lo tanto la clase de a(x)[x]σ
es la clase del 0 en 〈〈σ〉〉.

Para ver (1 ⇒ 3) supongamos que
∑

x∈σ∩Xn ax〈x〉σ = 0, entonces, por definición de lı́mi-
te directo, el elemento

∑

x∈σ∩Xn ax[x]σ ∈ Fn irá a 0 ∈ Fm a través de los homomorfismos
de estructura para algún m ≥ n. Puesto que Fm es el módulo libre AX

m∩σ, la imagen de
∑

x∈σ∩Xn ax[x]σ tendrá que valer 0 en cada una de sus componentes en Fm, pero dichas com-
ponentes son precisamente los valores a(z1 · · · zn)π(zn+1 · · · zm) que han de ser 0 para todo
z ∈ Xm ∩ σ. �

Vamos a comprobar formalmente que realmente los soportes unitarios nos permiten re-
presentar la propiedad que tienen los elementos de un módulo unitario. Esta demostración
puede verse en un caso algo más general en [18, Proposition 9].

Proposición 2.29 SeaM unR-módulo unitario ym ∈M , entonces existe σ ∈ ΞU(X) y f : 〈〈σ〉〉 →
M tal que (〈1〉σ)f = m.

Demostración:
Si m = 0 podemos tomar cualquier soporte unitario no vacı́o σ y considerar el morfismo
constantemente igual a 0. Supongamos que m no es 0. Vamos a realizar una construcción
recursiva del siguiente modo. Definamos σ0 = {1} y h0 : σ0 → M la aplicación que lleva 1 a
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m. Supongamos que ya hemos definido σn ⊆ Xn y hn : σn → M \ 0. Para cada x ∈ σn, como
h(x) ∈M = π(X)M ponemos definir un conjunto finito y no vacı́o Vx ⊆ X y gx : Vx →M \ 0
tal que hn(x) =

∑

y∈Vx
π(y)gx(y). Definiremos σn+1 = {xy ∈ Xn+1 : x ∈ σn, y ∈ Vx} y

hn+1(xy) = gx(y) para todo xy ∈ σn+1.

Finalmente definiremos σ = ∪n∈Nσn. Este conjunto es un soporte unitario porqueXn∩σ =
σn para todo n ∈ N y son conjuntos finitos por construcción. Además, para cada x ∈ σ el
conjunto de elementos y tales que xy ∈ σ es precisamente Vx que hemos visto que es finito y
no vacı́o.

Por último podemos definir ĥn : Fn → M como ([x]σ)ĥn = hn(x). Estos homomorfismos

inducen h = ĺım
−→

ĥn : 〈〈σ〉〉 →M tal que (〈x〉σ)h = hλ(x)(x) y en particular (〈1〉σ)h = m. �

Como consecuencia inmediata de este resultado podemos ver que estos módulos asocia-
dos a soportes forman una familia que genera la categorı́a. Aunque en una redacción un poco
diferente, estos resultados se pueden encontar en [18].

Corolario 2.30 El módulo
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 es un generador de R−DMod.

Demostración:
Sea G =

∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 y M un módulo de R−DMod. Para todo m ∈ M tenemos un ho-
momorfismo f : 〈〈σ〉〉 → M tal que (〈1〉σ)f = m y componiendo con la proyección en 〈〈σ〉〉
tenemos un homomorfismo G→M tal quem esté en la imagen.

Consideremos el homomorfismo η : G(HomA(G,M)) → M que lleva a (gf )f∈HomA(G,M) a
∑

f∈HomA(G,M)(gf )f . El argumento anterior nos garantiza que Im(η) = M y por lo tanto η es
un epimorfismo. �

Los soportes unitarios están ordenados con la inclusión. Esta relación de orden pasa tam-
bién a los módulos asociados a través de los siguientes epimorfismos canónicos (definidos en
[17, Definición 4.11]):

Definición 2.31 Sean σ ⊆ τ dos soportes unitarios, entonces podemos definir el homomorfismo Φτσ :
〈〈τ〉〉 → 〈〈σ〉〉 que lleva 〈x〉τ a 〈x〉σ si x ∈ σ y a 0 en otro caso.

Proposición 2.32 Sea G un generador cualquiera de la categorı́a de módulos firmes y sean M y N
dos A-módulos unitarios tales que M ⊆ N . Entonces M = N si y sólo si, para todo h : G → N ,
Im(h) ⊆M .

Demostración:
Si M = N el resultado es evidente. El problema es el recı́proco. Supongamos que M ( N ,
entonces podemos encontrar n ∈ N tal que n 6∈ M . Utilizando la Proposición 2.29 podemos
encontrar un soporte unitario σ y un homomorfismo f : 〈〈σ〉〉 → N tal que (〈1〉σ)f = n.
Como G es un generador de R−DMod, podemos encontar un conjunto de ı́ndices J y un
epimorfismo η : G(J) → 〈〈σ〉〉. Si componemos este epimorfismo con f : 〈〈σ〉〉 → N obtenemos
η ∗ f : G(J) → N tal que n ∈ Im(η ∗ f). Tomemos (gj)j∈J ∈ G(J) tal que n = ((gj)j∈J)(η ∗ f).
Si llamamos qj : G → G(J) a las inyecciones canónicas, n =

∑

j∈J(gj)(qj ∗ η ∗ f) siendo esta
suma finita puesto que gj es 0 para casi todo j ∈ J .
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Como n ∈ N \M , existirá algún j ∈ J tal que (gj)(qj ∗ η ∗ f) 6∈ M (puesto que si todos
estuvieran enM , la suma de ellos también estarı́a). Llamando h = qj ∗ η ∗ f para dicho ı́ndice
j ∈ J , obtenemos que (gj)h ∈ N \M y por lo tanto Im(h) 6⊆M . �
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Capı́tulo 3

Caracterizaciones de la Abelianidad

Tal y como se prueba en [18], la categorı́a demódulos firmes cumple todas las propiedades
de abelianidad excepto la de que todomonomorfismo enR−DMod sea el núcleo de algún otro
morfismo.

En este capı́tulo vamos a ver una serie de propiedades que son equivalentes a la abeliani-
dad de la categorı́a de módulos firmes.

3.1. Evanescencia Uniforme

Empecemos con un primer resultado que nos dice cómo son los monomorfismos y los
núcleos:

Proposición 3.1 Sea f : M → N un homomorfismo en R−DMod. Entonces

1. f es un monomorfismo si y sólo si Ker(f) es evanescente.

2. f es un núcleo si y sólo si f es el núcleo de p : N → N/Im(f).

Demostración:

1. Este resultado está en [18, Proposition 12.5] y también en [17, Proposición 5.11].

2. Si f es el núcleo de p, entonces necesariamente f es un núcleo. Supongamos en el otro
sentido que f es el núcleo de h : N → H , entonces f ∗ h = 0 e Im(f) ⊆ Ker(h).

Probaremos que f es el núcleo de p. Si g : L → N cumple que g ∗ p = 0, entonces
Im(g) ⊆ Ker(p) = Im(f) ⊆ Ker(h). Ası́, g ∗ h = 0 y entonces, usando que f es el núcleo
de h, existe un único morfismo g : L→M tal que g ∗ f = g. Por lo que f es el núcleo de
p.

�
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Hemos visto que f : M → N es un monomorfismo si y sólo si Ker(f) es evanescente. Los
núcleos también cumplen esta propiedad. Lo que vamos a ver en esta sección es cuál es la
propiedad adicional a la evanescencia que tiene que cumplir Ker(f) para ser un núcleo a la
que llamaremos evanescencia uniforme. Vamos a necesitar el siguiente resultado auxiliar que
será de utilidad también en resultados posteriores:

Lema 3.2 Sea f : M → N un homomorfismo en A−Mod, σ un soporte unitario, g : 〈〈σ〉〉 → N
un A-homomorfismo tal que Im(g) ⊆ Im(f) y m ∈ M tal que (m)f = (〈1〉σ)g. Si K = Ker(f) es
R-unitario, entonces existe un soporte unitario τ tal que σ ⊆ τ y h : 〈〈τ〉〉 → M con (〈1〉τ )h = m,
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

〈〈τ〉〉
Φτσ //

h

��

〈〈σ〉〉

g

��
M

f // N

Demostración:

Construiremos de forma recursiva subconjuntos Vn ⊆ Xn y aplicaciones hn : Vn → M
tales que σ ∩ Xn ⊆ Vn y para cada x ∈ Vn se cumpla que (〈x〉σ)g = (x)hn ∗ f si x ∈ σ y
(x)hn ∗ f = 0 en otro caso.

Para el caso n = 0 empecemos definiendo V0 = {1} y h0 : V0 →M que lleve 1 am.

Para el caso n = 1, como el módulo K es R-unitario tenemos π(X)K = K . Usando que
Img ⊆ Imf , podemos encontrar elementos {mx}x∈X∩σ enM tales que (mx)f = (〈x〉σ)g para
cada x ∈ X ∩ σ. Entonces

(m)f = (〈1〉σ)g =
∑

x∈X∩σ

π(x)(〈x〉σ)g =
∑

x∈X∩σ

π(x)(mx)f =

(
∑

x∈X∩σ

π(x)mx

)

f

Consideramos el elemento m −
∑

x∈X∩σ π(x)mx que, por la igualdad anterior, será un
elemento de K = Ker(f), que es unitario, por lo que podemos encontrar elementos {kx}x∈X
en K , todos cero salvo un número finito, tales que m −

∑

x∈X∩σ π(x)mx =
∑

x∈X π(x)kx, es
decir,m =

∑

x∈X π(x)(kx +mx), haciendomx = 0 para cada x ∈ X \ σ.

Sea V1 = {x ∈ X : kx +mx 6= 0} ∪ (σ ∩X) y h1 : V1 →M definida como (x)h1 = kx +mx

para cada x ∈ V1. Entonces es claro que (1)h0 ∗ f = (m)f = (〈1〉σ)g y, además, si x ∈ V1 ∩ σ
entonces (x)h1 ∗ f = (kx + mx)f = (mx)f = (〈x〉σ)g donde se ha tenido en cuenta que
(kx)f = 0. Cuandomx = 0, se cumple (x)h1 ∗ f = (kx)f = 0.

Supongamos definido el conjunto Vn ⊆ Xn y la aplicación hn : Vn → M con las pro-
piedades antes mencionadas, entonces definimos Vn+1 y hn+1 : Vn+1 → M de la siguiente
manera: tomamos z ∈ Vn, si z no está en σ, entonces (z)hn ∗ f = 0, por lo que (z)hn ∈ K , y
podemos encontrar elementos {kzx}x∈X , todos cero salvo un número finito, tales que (z)h =
∑

x∈X π(x)kzx. Si z ∈ σ, entonces (〈z〉σ)g = (z)hn ∗ f . Además, para cada x ∈ X con zx ∈ σ,
existemzx enM con (mzx)f = (〈xz〉σ)g. Entonces tenemos que
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(z)hn ∗ f = (〈z〉σ)g =
∑

x∈X∩z⋆σ

π(x)(〈xz〉σ)g =
∑

x∈X∩z⋆σ

π(x)(mzx)f

Ası́, (z)hn −
∑

{x∈X:zx∈σ}

π(x)mzx está en K , podemos encontrar elementos {kzx}x∈X tales

que (z)hn−
∑

{x∈X:zx∈σ}

π(x)mzx =
∑

x∈X π(x)kzx. Podemos escribir (z)hn =
∑

x∈X π(x)(kzx +

mzx), haciendomzx = 0 para cada zx que no está en σ. Definimos

Vn+1 = {zx : z 6∈ σ, kzx 6= 0} ∪ {zx : z ∈ σ, kzx +mzx 6= 0} ∪ (σ ∩Xn+1)

y hn+1 : Vn+1 →M dada por

(zx)hn+1 =

{

kzx si z 6∈ σ

kzx +mzx si z ∈ σ

Sea zx ∈ Vn+1, si z ∈ σ entonces (zx)hn+1 ∗ f = (kzx +mzx)f = (mzx)f = (〈zx〉σ)g. Si, por
el contrario, z 6∈ σ, entonces (zx)hn+1 ∗ f = (kzx)f = 0.

Definimos τ = ∪n∈NVn. Este conjunto τ es un soporte unitario ya que por la forma de
construir los conjuntos Vn, para cada x1 · · · xn+1 ∈ Vn+1 tenemos que x1 · · · xn ∈ Vn porque
usamos elementos de Vn para formar los elementos de Vn+1. Definimos h : 〈〈τ〉〉 → M como
(〈x〉τ )h = (x)hλ(x), donde λ(x) ∈ N con x ∈ Vλ(x). Comprobaremos que τ y h cumplen las
propiedades que esperábamos encontrar.

Sea x un elemento de τ . Si x ∈ σ, entonces (〈x〉τ )Φτσ = 〈x〉σ y, en otro caso, (〈x〉τ )Φτσ = 0.
En el primer caso (〈x〉τ )h ∗ f = (x)hλ(x) ∗ f = (〈x〉σ)g = (〈x〉τ )Φτσ ∗ g, y en el segundo
(〈x〉τ )h ∗ f = 0 = (0)g = (〈x〉τ )Φτσ ∗ g. Concluimos que h ∗ f = Φτσ ∗ g. �

Lema 3.3 Sea f : M → N y g : P → N dos A-homomorfismos con P un módulo R-unitario
e Im(g) ⊆ Im(f). Si K = Ker(f) cumple RK = 0, entonces existe un único homomorfismo h :
R⊗A P →M tal que el siguiente diagrama es conmutativo

M
f // N

R⊗A P

h

OO

µP

// P

g

OO

Además, si P está en R−DMod, dado que µP es un isomorfismo, podemos levantar g : P → N a
g : P →M .

Demostración:
Sea p ∈ P y r ∈ R, entonces (p)g = (m)f para algún m ∈ M . Definimos (r, p)h1 = rm.
Supongamos que existe otro elementom1 ∈M tal que (p)g = (m1)f , entoncesm−m1 ∈ K y,
por hipótesis, debe ser r(m−m1) = 0 y entonces rm = rm1. Ası́ la aplicación h1 no depende
de la elección dem y está bien definida.
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Probaremos que h1 es lineal en las dos variables. Sean p y p′ elementos de P con (p)g =
(m)f y (p′)g = (m′)f (y por lo tanto cumplirán (p + p′)g = (m+m′)f ). Sean r y r′ elementos
de R. Entonces

(r, p)h1 + (r, p′)h1 = rm+ rm′ = r(m+m′) = (r, p + p′)h1

(r, p)h1 + (r′, p)h1 = rm+ r′m = (r + r′)m = (r + r′, p)h1

que son las condiciones para ser lineal en las dos variables.

Probaremos, ahora, que h1 es A-equilibrada. Sea a un elemento de A. Si (p)g = (m)f
entonces (ap)g = a(p)g = a(m)f = (am)f ası́ que

(r, ap)h1 = r(am) = (ra)m = (ra, p)h1

.

Definimos h : R ⊗A P → M por (r ⊗ p)h = (r, p)h1 y obtenemos la conmutatividad del
diagrama, ya que si r ⊗ p ∈ R⊗A P ym es un elemento deM con (p)g = (m)f entonces

(r ⊗ p)µP ∗ g = (rp)g = r(p)g = r(m)f = (rm)f = (r, p)h1 ∗ f = (r ⊗ p)h ∗ f

Veamos que el homomorfismo h es único. Supongamos que existen h1, h2 : R ⊗A P →M
tales que (r⊗ p)h1 ∗ f = (rp)g = (r⊗ p)h2 ∗ f , entonces (h1 −h2) ∗ f = 0, por lo que h1 −h2 es
un homomorfismo de R ⊗A P a K debe ser 0 porque R ⊗A P es unitario (por ser P unitario)
yK es evanescente. Ası́ h1 = h2. �

SeaM un A-módulo yK un A-submódulo deM . La cadena

u
0 (K) ⊇ u

1 (K) ⊇ · · · ⊇ u
β (K) ⊇ · · ·

dada en la Definición 2.12 induce epimorfismos hβγ : M/uγ (K) →M/uβ (K) para cada ordi-
nal β ≤ γ. Si consideramos la familia de módulosM/uβ (K) con β < α y los homomorfismos
{hβγ : β ≤ γ < α} tenemos un sistema inverso. Podemos tomar lı́mites inversos y obtener un
homomorfismo

hα : M/uα (K) → ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

Lema 3.4 Si α es un ordinal lı́mite entonces hα es un homomorfismo inyectivo. En este caso, tiene
sentido el cociente

ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

M/uα (K)

Demostración:
Si 0 = (m+uα (K))hα = (m+uβ (K))β<α, entoncesm ∈ uβ (K) para cada β < α, pero entonces
m ∈ uα (K) que por la propia definición es uα (K) =

⋂

β<α uβ (K). Ası́, 0 = m+ uα (K).

El cociente mencionado es Coker(hα). �

Los conúcleos de estos homomorfismos juegan un papel importante en la caracterizacón
de los núcleos enR−DMod. Más concretamente, en la caracterizacón de cómo son los módulos
K tales que un homomorfismo entremódulos firmes f : M → N conK = Ker(f) es un núcleo
en R−DMod.
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Definición 3.5 Sea M un módulo firme y K un A-submódulo de M . Diremos que K es uniforme-
mente evanescente enM si es evanescente y para todo ordinal lı́mite α,

U







ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

M/uα (K)







= 0.

Teorema 3.6 Sea f : M → N un monomorfismo en R−DMod yK = Ker(f). Son equivalentes:

1. K es uniformemente evanescente enM .

2. f es un núcleo.

Demostración:
(1 ⇒ 2). Sea g : P → N un homomorfismo en R−DMod tal que Im(g) ⊆ Im(f). Para cada
ordinal β, definiremos un homomorfismo gβ : P → M/uβ (K). Estos homomorfismos serán
compatibles con la estructura de lı́mite inverso y cuando se llegue al ordinal δ para el que
uδ (K) = 0 (al que se tendrá que llegar porqueK es evanescente), el correspondiente gδ será el
levantamiento que buscamos de g.

La construcción será hecha de forma recursiva. Sea g0 : P → Im(g) ⊆ Im(f) = M/K =
M/u0 (K) el homomorfismo inducido por g. Supongamos definido gβ : P → M/uβ (K) para
β < α satisfaciendo las condiciones previas y vamos a definir gα. Se pueden dar dos casos:

Caso 1: Si α = β + 1 para algún ordinal β, entonces uα (K) = Ruβ (K) y tenemos los
homomorfismos

0 // uβ(K)
Ruβ(K)

// M
uα(K)

hβα // M
uβ(K)

// 0

P

gβ

OO

Se cumplen las condiciones del Lema 3.3, ya que R
(

uβ(K)
Ruβ(K)

)

= 0, P es un módulo firme e

Im(gβ) ⊆
M

uβ(K)
= Im(hβα). Por tanto, podemos levantar gβ a gα : P →M/uα (K).

Caso 2: Si α es un ordinal lı́mite, consideramos ĺım
←−

β<α

M/uβ (K). Como los homomorfismos

gβ son compatibles con la estructura de lı́mite inverso existirá ĝα : P → ĺım
←−

β<α

M/uβ (K). Si

hacemos la composición

P → ĺım
←−

β<α

M/uβ (K) →

ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

M/uα (K)

y teniendo en cuenta que por hipótesis el último de los módulos es evanescente, la com-
posición debe ser cero, tenemos ası́ que la imagen de ĝα está contenida enM/uα (K). Por lo
que obtenemos un homomorfismo gα : P →M/uα (K).

39
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Una vez probado que g : P → N puede ser levantado a g′ : P → M tenemos que probar
la unicidad del levantamiento. Supongamos que existen dos homomorfismos g′, g′′ : P → M
satisfaciendo g′ ∗ f = g = g′′ ∗ f , entonces (g′ − g′′) ∗ f = 0 y g′ − g′′ : P →M tiene la imagen
contenida en K que es evanescente e Im(g′ − g′′) es R-unitario por ser P un módulo firme,
ası́ debe ocurrir que g′ − g′′ = 0 y por lo tanto g′ = g′′.

(2 ⇒ 1). Supongamos que f es un núcleo y que la condición (1) no es satisfecha para
algún α. Entonces podemos encontrar un elemento no nulo

w ∈ U







ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

M/uα (K)







Para este elemento podemos encontrar un soporte unitario σ y un homomorfismo

ḡ : 〈〈σ〉〉 →

ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

M/uα (K)

tal que (〈1〉σ)ḡ = w. El móduloM/uα (K) es R-unitario (porqueM lo es), estamos ası́ en las
condiciones del Lema 3.2 y podemos encontrar un soporte unitario τ y un homomorfismo
g̃ : 〈〈τ〉〉 → ĺım

←−

β<α

M/uβ (K) tal que el diagrama

ĺım
←−

β<α

M/uβ (K) //
ĺım
←−
β<α

M/uβ(K)

M/uα(K)

〈〈τ〉〉

g̃

OO

Φτσ // 〈〈σ〉〉

g
OO

sea conmutativo.

Para cualquier γ < α, sea pγ : ĺım
←−

β<α

M/uβ (K) → M/uγ (K) la proyección en la γ-ésima

componente. Usando que f es un núcleo, podemos levantar el homomorfismo g̃ ∗ p0 : 〈〈τ〉〉 →
M/u0 (K) = M/K ⊆ N a ĝ : 〈〈τ〉〉 → M , es decir, g̃ ∗ p0 = ĝ ∗ f , lo cual nos proporciona el
siguiente diagrama:

M
f // N

〈〈τ〉〉
ĝ

aaDDDDDDDD
g̃∗p0

OO

Teniendo en cuenta que Im(f) ≃M/Ker(f) = M/K , sim′ es un elemento de 〈〈τ〉〉 entonces
(m′)g̃ ∗ p0 = (m′)ĝ ∗ f , es decir (m′)g̃ +K = (m′)ĝ +K .

Sea j : M → ĺım
←−

β<α

uβ (K) la aplicación definida como (m)j = (m+ uβ (K))β<α. La compo-

sición ĝ ∗ j ∗ pβ coincide con g̃ ∗ pβ para β = 0, ya que si m′ es un elemento de 〈〈τ〉〉 entonces
(m′)ĝ ∗ j ∗ p0 = (m′)ĝ +K = (m′)g̃ +K = (m′)g̃ ∗ p0.
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Probaremos que ĝ∗j∗pβ = g̃∗pβ para cada β < α lo cual implicará que ĝ∗j = g̃ utilizando
las propiedades de lı́mite.

Supongamos que no es cierto, podemos pues elegir un ordinal α′ < α mı́nimo con la
condición de que ĝ ∗ j ∗ pα′ 6= g̃ ∗ pα′ . Tomemosm un elemento deM tal que (m)ĝ ∗ j ∗ pα′ 6=
(m)g̃ ∗ pα′ . El ordinal α

′ no puede ser un ordinal lı́mite porque al ser α′ el más pequeño para
el que no se cumple la igualdad se tendrá

(m)(ĝ ∗ j − g̃) ∗ pα′ ∗ hα′β = (m)(ĝ ∗ j − g̃) ∗ pβ = 0

para cada β < α′, por lo que (m)(ĝ ∗ j − g̃) ∈ uβ (K) para cada β < α′. Como α′ es un ordinal
lı́mite, por definición uα

′

(K) = ∩β<α′u
β (K) y ası́ (m)(ĝ∗j− g̃)∗pα′ ∈ ∩β<α′u

β (K) /uα
′

(K) =
0, que no puede ocurrir.

Deducimos pues que α′ ha de ser de la forma α′ = β + 1 para alún ordinal β, entonces
(M)(ĝ ∗ j − g̃) ∗ pα′ ∗ hα′β = (M)(ĝ ∗ j − g̃) ∗ pβ = 0, luego (M)(ĝ ∗ j − g̃) ∗ pα′ ⊆ Ker(hα′β) =
uβ (K) /Ruβ (K). Debe ser (M)(ĝ ∗j− g̃)∗pα′ = 0 porque es un homomorfismo de un módulo
unitario (M = RM ) en un módulo evanescente (R(uβ (K) /Ruβ (K)) = 0).

Con esto probamos que α′ no puede existir, por lo que ĝ ∗ j = g̃. Pero ésto tampoco es
posible, porque Im(ĝ ∗ j) ⊆M/uα (K) y entonces

0 = (〈1〉τ )g̃ +M/uα (K) = (〈1〉σ)ĝ = w

que estábamos suponiendo que era un elemento distinto de cierto. Concluimos por reducción
al absurdo que que w = 0 y por tanto

U







ĺım
←−

β<α

M/uβ (K)

M/uα (K)







= 0.

�

Proposición 3.7 La categorı́a de módulos firmes es abeliana si y sólo si para todo morfismo f : M →
N en R−DMod, Ker(f)/U (Ker(f)) es uniformemente evanescente enM/U (Ker(f)).

Demostración:
Si la categorı́a de módulos firmes es abeliana, entonces el monomorfismoM/U (Ker(f)) → N
es un núcleo y por lo tanto, su núcleo, Ker(f)/U (Ker(f)) es uniformemente evanescente en
M/U (Ker(f)).

Recı́procamente, supongamos que f : M → N es unmonomorfismo, entoncesU (Ker(f)) =
0 y comoKer(f)(= Ker(f)/U (Ker(f))) es uniformemente evanescente enM(= M/U (Ker(f))).
Utilizando el Teorema 3.6 concluimos que f es un núcleo. �

3.2. El Concepto de Exactitud en la Categorı́a de Módulos Firmes

A diferencia de la categorı́a de módulos cerrados, que es una categorı́a de Grothendieck,
en la categorı́a de módulos firmes tenemos que ser cuidadosos con la definición de exactitud.
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En esta sección vamos a precisar la definición de exactitud en el caso de la categorı́aR−DMod.
Recordemos que utilizaremos las notaciones (−)′ para los lı́mites y colı́mites calculados en
la categorı́a R−DMod y sin ese sı́mbolo para lı́mites y colı́mites calculados en la categorı́a
A−Mod.

Si consideramos un complejo

M• = · · · →Mi−1
di→Mi

di+1
→ Mi+1 → · · ·

el concepto tradicional de exactitud enMi serı́a que ker
′(di+1) = ker

′(coker′(di)). En el caso de
categorı́as abelianas es equivalente a su concepto dual, que es coker

′(di) = coker
′(ker′(di+1)).

Vamos a ver que para R−DMod estos dos conceptos también coinciden para todo anillo R,
(aún en el caso en que R−DMod no sea abeliana).

Tal y como vimos en el Corolario 2.25, si f : M → N es un morfismo en R−DMod,
coker

′(f) = coker(f) y ker
′(f) = νKer(f) ∗ ker(f). Calculando explı́citamente, tenemos que

Coker
′(f) = Coker(f) = N/Im(f) y coker

′(f) = coker(f) es la proyección canónica N →
N/Im(f).

Lema 3.8 Sea f : M → N un morfismo en R−DMod. Entonces

1. coker
′(f) = coker

′(ker′(coker′(f))).

2. ker
′(f) = ker

′(coker′(ker′(f))).

Demostración:
(1). Hemos visto que coker

′(f) = coker(f) : N → N/Im(f). Entonces

ker
′(coker′(f)) = ker

′(coker(f)) =

νIm(f) ∗ ker(coker(f)) : D (Im(f))
νIm(f)
−→ Im(f)

ker(coker(f))
→֒ N.

Como Im(f) es unitario, tenemos que νIm(f) es suprayectivo y por lo tanto Im(ker′(coker′(f))) =
Im(f). Si volvemos a calcular ahora

coker
′(ker′(coker′(f))) = N → N/Im(ker′(coker′(f))) = N → N/Im(f) = coker

′(f).

(2). Por un lado tenemos que el morfismo ker
′(f) es

νKer(f) ∗ ker(f) : D (Ker(f))
νKer(f)
−→ Ker(f)

ker(f)
→֒ M.

Si calculamos su conúcleo, coker′(ker′(f)) = coker(ker′(f)), tenemos

M →M/Im(ker′(f)) = M →M/U (Ker(f))

ya que Im(νKer(f)) = U (Ker(f)). Denotemos por j : U (Ker(f)) →֒ Ker(f) a la inclusión. Si
volvemos a calcular ker

′(coker′(ker′(f))) y teniendo en cuenta que Ker(M →M/U (Ker(f))) =
U (Ker(f)), concluimos que ker

′(coker′(ker′(f))) es precisamente

νU(Ker(f)) ∗ j ∗ ker(f) : D (U (Ker(f)))
νU(Ker(f))
−→ U (Ker(f))

j
→֒ Ker(f)

ker(f)
→֒ M
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que es igual a

ker
′(f) = νKer(f) ∗ ker(f) : D (Ker(f))

νKer(f)
−→ Ker(f)

ker(f)
→֒ M

aplicando la Proposición 2.23. �

Teorema 3.9 SeaM• = · · · → Mi−1
di→ Mi

di+1
→ Mi+1 → · · · un complejo en R−DMod. Entonces

son equivalentes:

1. El complejo cumple coker
′(di) = coker

′(ker′(di+1)).

2. El complejo cumple ker
′(di+1) = ker

′(coker′(di)).

Demostración:
Empecemos suponiendo (2), entonces ker

′(di+1) = ker
′(coker′(di)) y tenemos que comprobar

que coker
′(di) = coker

′(ker′(di+1)). Sustituyendo el valor de ker
′(di+1) por la propiedad (1),

tenemos que probar que coker
′(di) = coker

′(ker′(coker′(di))), pero eso es cierto como conse-
cuencia del punto 1 del Lema 3.8.

La demostración del recı́proco es totalmente simétrica, pero usando el punto 2 del Le-
ma 3.8. �

A partir de este momento y una vez que hemos probado que estos dos conceptos son
equivalentes, podemos hacer la siguiente definición:

Definición 3.10 Sea M• = · · · → Mi−1
di→ Mi

di+1
→ Mi+1 → · · · un complejo en R−DMod (es

decir, di ∗ di+1 = 0 para todo i). Diremos que es exacto en Mi si cumple alguna de las siguientes
condiciones equivalentes (y por tanto ambas):

1. coker
′(di) = coker

′(ker′(di+1)).

2. ker
′(di+1) = ker

′(coker′(di)).

Diremos que el complejo es exacto si lo es para todoMi.

Vamos a ver un tipo especial de complejos que serán especialmente importantes, son los
complejos exactos cortos a los que también nos referiremos como sucesiones exactas cortas.
Aunque utilizaremos ambos conceptos, intentaremos reservar la palabra complejo corto para
el caso en que estemos estudiando exactitud en la categorı́a R−DMod y sucesión cuando
estemos en la categorı́a A−Mod:

Proposición 3.11 Sea 0 → M
f
→ N

g
→ L → 0 un complejo corto en R−DMod. Entonces el

complejo corto es exacto si y sólo si el complejo J(M)
J(f)
→ J(N)

J(g)
→ J(L) → 0 es exacto en A−Mod y

U (Ker(f)) = 0.
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Demostración:
Empecemos suponiendo el complejo es exacto. Por la propiedad de adjunción entre J y D,
podrı́amos asegurar la exactitud por la derecha del complejo en A−Mod, pero no podemos
hacer uso de este teorema al no estar en categorı́as exactas. Por ello vamos a hacer una prueba
directa.

Por ser exacto en L, tenemos que coker
′(g) = coker

′(ker′(0 : L → 0)). Si calculamos cada
uno de estos morfismos, tenemos que

coker
′(g) = coker(g) : L→ L/Im(g)

coker
′(ker′(0 : L→ 0)) = coker

′(idL) = 0 : L→ 0

por lo tanto, la exactitud en L nos dice que L/Im(g) = 0 o lo que es lo mismo, que g es una
aplicación suprayectiva.

Una vez que sabemos que g es suprayectiva, entonces aplicando la Proposición 2.19 sabe-
mos que Ker(g) es unitario.

Por ser el complejo exacto en N , tenemos que coker
′(f) = coker

′(ker′(g)) y calculando
explı́citamente estos morfismos tenemos que

coker
′(f) = coker(f) = N → N/Im(f)

coker
′(ker′(g)) = coker(νKer(g) ∗ ker(g))

Como Ker(g) sabemos que es unitario, νKer(g) es suprayectiva y entonces

coker(νKer(g) ∗ ker(g)) = N → N/Im(νKer(g) ∗ ker(g)) = N → N/Ker(g).

La exactitud enN nos dice queN → N/Im(f) = N → N/Ker(g) y por lo tanto Im(f) = Ker(g)
que es la exactitud en J(N).

La exactitud enM nos dice que coker
′(0 : 0 → M) = coker

′(ker′(f)). Calculando explı́cita-
mente tenemos que

coker
′(0 : 0 →M) = idM : M →M/0

coker
′(ker′(f)) = coker(νKer(f) ∗ ker(f)) : M →M/Im(νKer(f) ∗ ker(f))

La imagen del homomorfismo νKer(f) ∗ ker(f) : D(Ker(f)) → Ker(f) ⊆ M es precisamente
Im(νKer(f)) = U (Ker(f)). La exactitud enM nos dice pues que U (Ker(f)) = 0.

Para ver el recı́proco, supongamos ahora que el complejo J(M)
J(f)
→ J(N)

J(g)
→ J(L) → 0 es

exacto en A−Mod y U (Ker(f)) = 0.

La exactitud en A−Mod nos dice que Im(g) = L y que Ker(g) = Im(f).

La exactitud en L es cierta puesto que

coker
′(g) = coker(g) : L→ L/Im(g) = 0 : L→ 0 = coker

′(idL) = coker
′(ker′(0 : L→ 0))

La exactitud en N es cierta puesto que

coker
′(ker′(g)) = coker(νKer(g) ∗ ker(g)) : N → N/U (Ker(g)) = coker

′(f) : N → N/Im(f)
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ya que U (Ker(g)) = Ker(g) = Im(f).

La exactitud enM es cierta puesto que U (Ker(f)) = 0 y por lo tanto νKer(f) = 0 y entonces

coker
′(ker′(f)) = coker(νKer(f) ∗ ker(f)) =

coker(0 : D (Ker(f)) →M) : M →M/0 = coker
′(0 : 0 →M).

�

Proposición 3.12 Sea f : M → N un morfismo en R−DMod. Entonces f es

1. un monomorfismo si y sólo si ker′(f) = 0.

2. un núcleo si f = ker
′(coker′(f)).

Demostración:

1. La Proposición 3.1 nos dice que f es unmonomorfismo si y sólo siKer(f) es evanescente,
lo cual es equivalente a que ker

′(f) = 0 ya que

ker
′(f) = νKer(f) ∗ ker(f) : D (Ker(f)) → Ker(f) →֒ N

y este morfismo es 0 si y sólo si D (Ker(f)) = 0, o lo que es lo mismo, si U (Ker(f)) = 0.

2. La Proposición 3.1 nos dice que f es un núcleo si y sólo si es el núcleo de p : N →
N/Im(f), pero éste es precisamente coker

′(f).

�

Dado un complejo exacto corto en la categorı́a R−DMod,

0 →M
f
→ N

g
→ L→ 0,

a diferencia de lo que sucede en las categorı́as abelianas, f no es neceariamente el núcleo de g.
Ésta es precisamente la propiedad fundamental que falla le falta aR−DMod para ser abeliana.

Proposición 3.13 La categorı́a R−DMod es abeliana si y sólo si para todo complejo exacto corto

0 →M
f
→ N

g
→ L→ 0,

se tiene que f = ker
′(g).

Demostración:
Si la categorı́a es abeliana y

0 →M
f
→ N

g
→ L→ 0

es un complejo exacto corto, entonces f : M → N es un monomorfismo y por lo tanto un
núcleo, pero utilizando la Proposición 3.12 tenemos que f = ker

′(coker′(f)) que por la exacti-
tud en N es igual a ker

′(g).
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Recı́procamente, supongamos que para todo complejo exacto corto se cumple la condición
del enunciado, y consideremos f : M → N un monomorfismo. Sea L = N/Im(f) y g : N → L
la proyección canónica. El módulo L es firme puesto que es cociente de un firme por un
unitario y por lo tanto el complejo

0 →M
f
→ N

g
→ L→ 0,

es exacto. Aplicando la hipótesis tenemos que f = ker
′(g) y por lo tanto f es un núcleo.

Hemos probado pues que todo monomorfismo es un núcleo que es la condición que le falta a
R−DMod para ser abeliana. �

3.3. Funtores Exactos por la Izquierda

Si consideramos un módulo K de Mod−A y aplicamos el funtor K ⊗A − : R−DMod →
k−Mod a un complejo exacto corto de R−DMod (que utilizando la Proposición 3.11 sabemos
que es exacto por la derecha en Mod−A) obtenemos un complejo exacto por la derecha en
k−Mod. Ésto es lo que se conoce como que el funtor K ⊗A − sea exacto por la derecha. El
funtor contravariante HomA(−, L) : R−DMod → k−Mod lleva también complejos exactos
cortos de R−DMod (que son exactos por la derecha en A−Mod) a complejos exactos por la
izquierda en k−Mod para cualquier L de A−Mod.

Supongamos ahora queK es un módulo de R−DMod y consideremos el funtor

HomA(K,−) : R−DMod → k−Mod.

Es inmediato notar que este funtor es adjunto por la derecha del funtor K ⊗k − (el isomor-
fismo de la adjunción no se ve afectado por el hecho de estar en la subcategorı́a R−DMod

de k−Mod). Sin embargo, si aplicamos HomA(K,−) a un complejo exacto corto de R−DMod

no obtenemos el resultado esperado de la exactitud por la izquierda en k−Mod. En esta sec-
ción veremos que dicho resultado es realmente equivalente a la abelianidad de la categorı́a
R−DMod.

Definición 3.14 SeaK unmódulo deR−DMod. Diremos que el funtorHomA(K,−) : R−DMod →
k−Mod es exacto por la izquierda si para todo complejo exacto corto en R−DMod,

0 →M
f
→ N

g
→ L→ 0,

el complejo
0 → HomA(K,M) → HomA(K,N) → HomA(K,L)

es exacto en k−Mod.

La definición de monomorfismo es precisamente la que nos garantiza que HomA(K,−)
llevemonomorfismos a aplicaciones inyectivas, esto hace que no nos tengamos que preocupar
de la exactitud del complejo 0 → HomA(K,M) → HomA(K,N). Dicho de forma precisa:

Nota 3.15 Sea K un módulo de R−DMod y f : M → N un monomorfismo en R−DMod, entonces
HomA(K,M) → HomA(K,N), dada por g 7→ g ∗ f , es una aplicación inyectiva.
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Demostración:
Sea g : K →M tal que g ∗ f = 0 = 0 ∗ f , entonces como f es un monomorfismo, g = 0. �

La definición que hemos dado de exactitud por la izquierda del funtorHomA(K,−) podrı́a
en principio haberse hecho partiendo, en lugar de un complejo exacto corto, de uno exacto
exclusivamente por la izquierda. Con ello obtendrı́amos una definición que serı́a equivalente,
veámoslo:

Proposición 3.16 Sea K un módulo de R−DMod tal que HomA(K,−) es exacto por la izquierda.
Entonces para todo complejo exacto

0 →M
f
→ N

g
→ L,

se tiene que el complejo

0 → HomA(K,M) → HomA(K,N) → HomA(K,L)

es exacto en k−Mod.

Demostración:
La exactitud del complejo

0 →M
f
→ N

g
→ L,

enM nos dice que ker
′(f) = 0 o lo que es lo mismo, que f es un monomorfismo, y la exactitud

en N nos dice que ker
′(g) = ker

′(coker′(f)) o lo que es lo mismo νKer(g) ∗ ker(g) = νIm(f) ∗
j siendo j : Im(f) →֒ N la inclusión. Para que ésto suceda la condición necesaria es que
U (Ker(g)) = Im(f).

Consideremos el complejo exacto 0 → M → N → N/Im(f) → 0 y apliquemos el funtor
HomA(K,−) que nos proporciona el complejo exacto

0 → HomA(K,M) → HomA(K,N) → HomA(K,N/Im(f)).

Lo único que tenemos que probar es que el complejo

0 → HomA(K,M) → HomA(K,N) → HomA(K,L)

es exacto en HomA(K,N). Para ello tomemos h : K → N tal que h ∗ g = 0, entonces Im(h) ⊆
Ker(g) y como Im(h) es unitario, Im(h) ⊆ U (Ker(g)) = Im(f). Aplicando la condición de
exactitud de

0 → HomA(K,M) → HomA(K,N) → HomA(K,N/Im(f))

en HomA(K,N) al homomorfismo h : K → N (que hemos probado que va a 0 al meterlo en
HomA(K,N/Im(f))) obtenemos el levantamiento ĥ : K →M . �

Tal y como hemos anunciado anteriormente, la exactitud del funtor HomA(K,−) por la
izquierda está ligada a la abelianidad de R−DMod, veámoslo:

Teorema 3.17 Las siguiente condiciones son equivalentes:

1. La categorı́a R−DMod es abeliana.
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2. Para todo módulo K de R−DMod, HomA(K,−) : R−DMod → k−Mod es exacto por la
izquierda.

3. Existe G, generador de R−DMod tal que el funtor HomA(G,−) : R−DMod → k−Mod es
exacto por la izquierda.

4. Para todo monomorfismo f : M → N y todo homomorfismo h : 〈〈σ〉〉 → N tal que Im(h) ⊆
Im(f) existe ĥ : 〈〈σ〉〉 →M tal que ĥ ∗ f = h.

Demostración:
(1 ⇒ 4). Como R−DMod es abeliana y f es un monomorfismo, f es un núcleo y utilizando la
Proposición 3.1 tenemos que f es el núcleo de p : N → N/Im(f). Si h : 〈〈σ〉〉 → N cumple que
Im(h) ⊆ Im(f) entonces h ∗ p = 0 y aplicando la definición de núcleo, existirá ĥ : 〈〈σ〉〉 → M
tal que ĥ ∗ f = h.

(4 ⇒ 3). Consideremos el generador
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 con las inyecciones canónicas qσ :
〈〈σ〉〉 → G para todo σ ∈ ΞU(X).

Para ver que HomA(G,−) es exacto por la izquierda únicamente tenemos que probar la
exactitud de

HomA(G,M) → HomA(G,N) → HomA(G,L)

y para ello tomemos h : G → N tal que h ∗ g : G → L sea 0. Para todo σ ∈ ΞU(X) tenemos
que qσ ∗h∗ g : 〈〈σ〉〉 → L es 0 y usando (4) podemos encontrar para todo σ ∈ ΞU(X) un homo-
morfismo ĥσ : 〈〈σ〉〉 → M tal que ĥσ ∗ f = qσ ∗ h. Utilizando las propiedades del coproducto
podemos encontar ĥ : G → M tal que qσ ∗ ĥ = ĥσ para todo σ y por lo tanto ĥ ∗ f = h tal y
como querı́amos probar.

(3 ⇒ 2). Vamos a probar la exactitud de HomA(K,M) → HomA(K,N) → HomA(K,L),
para lo cual tomaremos h : K → N tal que h ∗ g = 0. Sea H = HomA(G,K) y η : G(H) → K
el epimorfismo dado por ((mu)u∈H)η =

∑

u∈H(mu)u. Para cada elemento u ∈ H podemos
levantar u ∗ h aM . Uniendo todos estos levantamientos y utilizando la propiedad del copro-
ducto podemos encontrar û : G(H) →M tal que el siguiente diagrama sea conmutativo:

0 //M
f // N

g // L // 0

G(H)

û

OO

η // K

h

OO

Como η es un epimorfismo entremódulos firmes,Ker(η) es unitario y por lo tanto (Ker(η))û
es unitario. Como (Ker(η))û ∗ f = (Ker(η))η ∗ h = 0, tenemos que (Ker(η))û ⊆ Ker(f), pero
Ker(f) es evanescente y por lo tanto no contienen ningún submódulo unitario distinto de 0,
de ahı́ concluimos que (Ker(η))û = 0 o lo que es lo mismo, Ker(η) ⊆ Ker(û). Factorizando η
podemos definir ĥ : K = G(H)/Ker(η) → G(H)/Ker(û) →M que es el levantamiento de h que
buscábamos.

(2 ⇒ 1). Para demostrar que todo monomorfismo es un núcleo, consideremos f : M → N
un monomorfismo y L = N/Im(f) y g : N → L la proyección canónica. Tenemos que ver
que f es el núcleo de g. Para ello tomemos h : K → N un morfismo tal que h ∗ g = 0.
Aplicando que HomA(K,−) es exacto por la izquierda, tenemos que h ∈ Ker(HomA(K,N) →
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HomA(K,L)) = Im(HomA(K,M) → HomA(K,N)). Podemos pues encontrar ĥ : K → M tal
que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 //M
f // N

g // L // 0

K

h

OO

ĥ

``BBBBBBBB

El levantamiento ĥ : K → M ha de ser único, porque si existieran dos ĥ1, ĥ2 : K → M
haciendo conmutativo el diagrama, utilizando que ĥ1∗f = ĥ2∗f y que f es unmonomorfismo
en R−DMod, concluirı́amos que ĥ1 = ĥ2. �

3.4. El Residuo de un Morfismo

Sea f : M → L un morfismo en R−DMod. Podemos calcular ker
′(f) y puesto que ker

′(f) ∗
f = 0, f factoriza a través de coker

′(ker′(f)). Denotaremos ǫf = coker
′(ker′(f)). Si lo calcula-

mos explı́citamente, tenemos que

ker
′(f) = νKer(f) ∗ ker(f) : D (Ker(f)) →M.

El coker′(ker′(f)) es el mismo que coker(ker′(f)) y por lo tanto coincide con la proyecciónM →
M/Im(ker′(f)). Puesto que Im(νKer(f)) = U (Ker(f)) y ker(f) lo mete dentro deM , tenemos que
Im(ker′(f)) = U (Ker(f)) y por lo tanto

ǫf : M →M/U (Ker(f)) .

La factorización de f a través de ǫf nos da un morfismo µf : M/U (Ker(f)) → L. El núcleo
de dicho morfismo es Ker(µf ) = Ker(f)/U (Ker(f)) que es un módulo evanescente. Por lo
tanto µf es un monomorfismo.

Proposición 3.18 Dado f : M → L, la descomposición f = ǫf ∗ µf es (salvo isomorfismos) la única
descomposición epi+mono de f .

Demostración:
Si existiera un epimorfismo η′ : M → Y y un monomorfismo µ′ : Y → L tal que f =
η′ ∗µ′, entoncesKer(η′) serı́a unitario por ser el núcleo de un epimorfismo entre firmes y como
Ker(η′) ⊆ Ker(f) tendrı́amos que Ker(η′) ⊆ U (Ker(f)) lo cual nos inducirı́a un epimorfismo
M/U (Ker(f)) → Y cuyo núcleo estarı́a contenido en Ker(µf ) = Ker(f)/U (Ker(f)) que es
evanescente y por lo tanto serı́a 0. Esto prueba queM/U (Ker(f)) = Y salvo isomorfismos �

Dualmente a como hemos construido coker
′(ker′(f)), se puede construir el núcleo del

conúcleo de f , ker′(coker′(f)). Puesto que f ∗ coker
′(f) = f ∗ coker(f) = 0 entonces ǫf ∗ µf ∗

coker
′(f) = 0 y por lo tanto µf factoriza a través de ker

′(coker′(f)). Esto nos induce un morfis-
mo ρ : Coker

′(ker′(f)) → Ker
′(coker′(f)) haciendo conmutativo el siguiente diagrama:
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M
f //

coker
′(ker′(f)) ǫf

��

L

Coker
′(ker′(f))

ρ //

µf

55llllllllllllllll
Ker
′(coker′(f))

ker
′(coker′(f))

OO

Definición 3.19 Llamaremos residuo de un morfismo f : M → L al único morfismo

ρ : Coker
′(ker′(f)) → Ker

′(coker′(f))

que hace conmutativo el diagrama anterior. Nos referiremos a él como ρ = res(f). Este morfismo
está definido salvo isomorfismos (tal y como sucede con los lı́mites y colı́mites a partir de los cuales
está definido).

El monomorfismo µf se descompone en dos monomorfismos, el que hemos denotado por
res(f) y ker

′(coker′(f)) que es un núcleo. La propiedad que nos falta para que R−DMod sea
una categorı́a abeliana es precisamente que res(f) sea un isomorfismo.

Proposición 3.20 Sea f : M → L un homomorfismo en R−DMod, entonces con las notaciones
anteriores, µf es un núcleo si y sólo si µf = ker

′(coker′(f)) o lo que es lo mismo, el residuo de f es un
isomorfismo.

Demostración:
Si µf = ker

′(coker′(f)) evidentemente es un núcleo. Recı́procamente, si µf es un núcleo, en-
tonces µf tiene que se el núcleo de su conúcleo, pero el conúcleo de µf es L → L/Im(µf )
que es lo mismo que coker

′(f) : L → L/Im(f) ya que Im(f) = Im(µf ) al ser coker
′(ker′(f)) un

epimorfismo. �

Lema 3.21 Sea µ : N →M un monomorfismo en R−DMod. Entonces µ es un isomorfismo si y sólo
si ker′(coker′(µ)) es un isomorfismo.

Demostración:
Sea ρ = res(µ) y h = ker

′(coker′(µ)), tenemos pues el siguiente diagrama:

N
µ //

ρ &&MMMMMMMMMMM M

Ker
′(coker′(µ))

h

OO

Vamos a ver que µ es un isomorfismo si y sólo si h es un isomorfismo.

Si µ es un isomorfismo, entonces coker(µ) = coker
′(µ) = 0 y por tanto h = ker

′(coker′(µ)) =
ker
′(0) es un isomorfismo.

Recı́procamente, si h es un isomorfismo, entonces en particular es suprayectivo y calcu-
lando explı́citamente h, tenemos que es D (Im(µ)) → M , pero la imagen de este morfismo es
Im(µ) que tiene que coincidir conM por ser h un isomorfismo.

50



3. Caracterizaciones de la Abelianidad

Entonces µ es una aplicación suprayectiva entre módulos firmes y su núcleo tiene que ser
unitario, pero por otra parte sabemos que µ es un monomorfismo por lo que Ker(µ) es eva-
nescente, pero el único módulo evanescente y unitario es el 0. Esto prueba que µ es inyectiva
y como antes hemos probado que era suprayectiva, concluimos que es un isomorfismo. �

Teorema 3.22 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La categorı́a R−DMod es abeliana.

2. La composición de dos núcleos de R−DMod es un núcleo en R−DMod.

Demostración:
Si la categorı́a es abeliana, monomorfismos y núcleos coinciden y como la composición de
monomorfismos es siempre monomorfismo, los núcleos también cumplirán esta propiedad.

Supongamos ahora que la composición de núcleos es núcleo y consideremos un mono-
morfismo µ : N →M . Vamos a calcular ρ = res(µ) y también σ = res(ρ). Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

N
µ //

ρ ++

σ
))

M

Ker
′(coker′(µ))

h

OO

Ker
′(coker′(ρ))

g

OO λ

hh

Como g y h son núcleos, la composición λ es un núcleo por hipótesis y utilizando la Pro-
posición 3.1, λ será el núcleo de su conúcleo, es decir de M → M/Im(λ). Lo mismo sucede
con h que también es el núcleo deM →M/Im(h).

Como µ = σ ∗ λ, entonces Im(µ) ⊆ Im(λ). Por otro lado, como λ = g ∗ h, entonces Im(λ) ⊆
Im(h), pero como h = ker

′(coker′(µ)) : D (Im(µ)) → M tiene como imagen Im(µ) concluimos
que Im(µ) = Im(λ).

Entonces h y λ son el núcleo del mismo conúcleo y por la unicidad del lı́mite, deducimos
que g es un isomorfismo y utilizando el lema anterior, ρ es un isomorfismo por lo que µ es un
núcleo. �

El residuo de un morfismo está definido salvo isomorfismos, por lo que es lo mismo decir
que el residuo de un morfismo es un isomorfismo o que el residuo de un morfismo es 1 o la
identidad. Utilizaremos esta última terminologı́a por ser más cómoda.

Existen muchos morfismos de los cuales su residuo es 1, por ejemplo todos los epimorfis-
mos, los núcleos y las composiciones epi+núcleo. Sin embargo no podemos considerar exclu-
sivamente estos morfismos como una subcategorı́a puesto que, tal y como hemos visto, si la
composición de morfismos con residuo 1 fuera un morfismo con residuo 1, en particular la
composición de núcleos serı́a un monomorfismo con residuo 1 (es decir un núcleo) y por lo
tanto la categorı́a serı́a abeliana y todos los morfismos tendrı́an residuo 1.
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Proposición 3.23 Sea ϕi : Mi → Ni con i = 1, · · · , n una familia finita de morfismos de R−DMod

con residuo 1, entonces
n∐

i=1

ϕi :

n∐

i=1

Mi →
n∐

i=1

Ni

es un morfismo con residuo 1.

Demostración:
Sea ϕ =

∐

i ϕi,M =
∐

iMi y N =
∐

iNi. Por un lado tenemos que Ker(ϕ) =
∐

i Ker(ϕi) y la
parte unitaria de un coproducto finito de A-módulos es el coproducto de las partes unitarias.
De ahı́ deducimos que

Coker
′(ker′(ϕ)) = M/U (Ker(ϕ)) =

∐

i

Mi/U (Ker(ϕi)) =
∐

i

D (Im(ϕi)) .

El funtor D : A−Mod → R−DMod es adjunto por la derecha de la inclusión y por tan-
to conserva lı́mites, en particular conserva coproductos finitos que son los mismos que los
productos finitos, entonces

∐

i

D (Im(ϕi)) = D

(
∐

i

Im(ϕi)

)

= D (Im(ϕ)) = Ker
′(coker′(ϕ)).

�
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Capı́tulo 4

Subobjetos y Núcleos

Dado un módulo firmeM , podemos considerar el conjunto de sus subobjetos tal y como
se hace en el caso de categorı́as de módulos para anillos unitarios. En este capı́tulo veremos
sus principales propieades y veremos que a pesar de que R−DMod puede no ser abeliana,
el retı́culo de subobjetos es un retı́culo modular y cumple casi todas las propiedades de los
retı́culos de submódulos para módulos sobre anillos unitarios.

Todo núcleo es en particular un subobjeto, por lo que el conjunto de los núcleos está con-
tenido en el de subjetos formando un subretı́culo de él. También veremos sus propiedades y
su fuerte relación con el retı́culo de subobjetos y el de objetos cocientes.

4.1. El Retı́culo de Subobjetos

Dados dos monomorfismos de R−DMod, f : N → M y f ′ : N ′ → M , diremos que
representan al mismo subobjeto deM si existe un isomorfismo α : N → N ′ tal que α ∗ f = f ′.
Entenderemos subobjeto de M como la clase de equivalencia de monomorfismos con esta
relación y denotaremos S(M) al conjunto de subobjetos deM .

De entre ellos habrá algunos que sean núcleos, a dichos núcleos los denotaremos K(M) y
su estructura la trataremos en la Sección 4.2.

Identificaremos los subobjetos con su módulo asociado, dando por sobreentendido el mo-
nomorfismo. Ası́ hablaremos de que N es un subobjeto deM y cuando necesitemos el mor-
fismo diremos que n : N →M es el monomorfismo asociado.

Dados N1 y N2 subobjetos deM , diremos que N1 es menor o igual N2 si existe un homo-
morfismo α : N1 → N2 tal que el siguiente diagrama es conmutativo

N1

''NNNNNNNNNNNNN

α

��

M

N2

77ppppppppppppp
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4.1. El Retı́culo de Subobjetos

Puesto queKer(α) está contenido enKer(N1 →M) que es evanescente, deducimos queKer(α)
es evanescente por lo que en particular N1 es un subobjeto deN2.

Utilizando argumentos estándar podemos ver que esta es efectivamente una relación de
orden.

SeaG un generador de la categorı́a de módulos firmes y seaE = HomA(G,G). El conjunto
HomA(G,M) tiene estructura de E-módulo unitario. Vamos a denotar E(M) al conjunto de
los E-submódulos (E-unitarios) de HomA(G,M) ordenados con la inclusión. Este conjunto
es un retı́culo modular ya que no es mas que la familia de submódulos de un módulo en la
categorı́a E−Mod.

Definición 4.1 Sea J un subconjunto cualquiera de HomA(G,M). Consideremos el homomorfismo
ηJ : G(J) → M que a cada (gf )f∈J lo lleva a

∑

f∈J(gf )f ∈ M . Vamos a definir Jσ el subobjeto de

M dado por el monomorfismo inducido por ηJ , G(J)/U
(
Ker(ηJ )

)
→M .

Este objeto no es más que el resultante de hacer la descomposición epi+mono del mor-
fismo ηJ tal y como hacı́amos en la Sección 3.4. De esta forma podemos garantizar que
G(J) → Jσ es un epimorfismo entre módulos firmes y Jσ → M un monomorfismo que nos
define Jσ como subobjeto deM .

Proposición 4.2 Sean J1 ⊆ J2 dos subconjuntos de HomA(G,M), entonces Jσ1 ≤ Jσ2 .

Demostración:
Vamos a definir q : G(J1) → G(J2) el homomorfismo que dado (gf )f∈J1 lo lleva a (g′f )f∈J2 dado
por g′f = gf para todo f ∈ J1 y g′f = 0 para todo f ∈ J2 \ J1.

Claramente el siguiente diagrama es conmutativo

G(J1)

ηJ1

''OOOOOOOOOOOOO

q

��

M

G(J2)

ηJ2

77ooooooooooooo

Si aplicamos q al submódulo unitario U
(
Ker(ηJ1)

)
obtenemos un submódulo unitario de

Ker(ηJ2) que estará contenido en su parte unitaria, por lo tanto tenemos un homomorfismo
inducido Jσ1 → Jσ2 que hace conmutativo el siguiente diagrama
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4. Subobjetos y Núcleos

G(J1)

ηJ1

��
q

��

// Jσ1

��

&&NNNNNNNNNNNNN

M

G(J2)

ηJ2

GG

// Jσ2

88ppppppppppppp

siendo ésta precisamente la definición de Jσ1 ≤ Jσ2 . �

Proposición 4.3 Para todo subconjunto J de HomA(G,M) se cumple que Jσ = (EJ)σ siendo EJ
el E-submódulo de HomA(G,M) generado por J .

Demostración:
Puesto que J ⊆ EJ podemos utilizar la Proposición 4.2 para determinar que Jσ ≤ (EJ)σ .
Vamos a comprobar que realmente tenemos la igualdad fijándonos en el morfismo que nos
proporciona el orden. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

G(J)

ηJ

��
q

��

// Jσ

α

��

''PPPPPPPPPPPPPP

M

G(EJ)

ηEJ

EE

// (EJ)σ

77ooooooooooooo

Vamos a ver que el morfismo α es un isomormofismo, para ello probaremos que es su-
prayectivo y por lo tanto tiene núcleo unitario que al ser también evanescente (por ser α
monomorfismo) concluiremos que ha de ser 0 y por lo tanto también será inyectivo.

Vamos a utilizar la notación qh : G→ G(EJ) y ph : G(EJ) → G la inyección y la proyección
en la coordenada h.

Para ver que α es suprayectivo es suficiente con ver que todos los elementos de la forma
(g)qeh + U

(
Ker(ηEJ)

)
están en Im(α) para todo g ∈ G, e ∈ E y h ∈ J ya que todo elemento de

(EJ)σ se puede poner como suma finita de elementos de esta forma.

Consideremos el homomorfismo qeh − e ∗ qh : G → G(EJ). Si compemos con η(EJ) :
G(EJ) → M tenemos que para todo g ∈ G, (g)(qeh − e ∗ qh) ∗ η

(EJ) = (g)(e ∗ h) − ((g)e)h = 0
por lo tanto Im(qeh−e∗qh) ⊆ Ker(η(EJ)). Como Im(qeh−e∗qh) es cociente deG, es un módulo
unitario y por lo tanto estará en U

(
Ker(η(EJ))

)
.
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4.1. El Retı́culo de Subobjetos

Hemos probado que para todo g ∈ G, e ∈ E y h ∈ J se tiene que (g)qeh y ((g)e)qh
representan la misma clase de equivalencia en (EJ)σ , pero la clase de ((g)e)qh está en la
imagen de α puesto que proviene de la clase en G(J) que tiene (g)e en la componente h y
0 en el resto de componentes. �

Sea u : N → M un monomorfismo, entonces la aplicación HomA(G,u) : HomA(G,N) →
HomA(G,M) es una aplicación inyectiva y podemos identificar HomA(G,N) con su imagen
dentro de HomA(G,M). La imagen será precisamente el conjunto de todos los homomorfis-
mos de HomA(G,M) que se pueden poner como h ∗ u con h ∈ HomA(G,N). Denotaremos
HomA(G,N)∗u a esta imagen. Esta aplicación nos permite considerar S(M) como un subcon-
junto de E(M). Vamos a ver que el orden en ambos conjuntos es el mismo:

Proposición 4.4 Sean u1 : N1 → M y u2 : N2 → M dos monomorfismos en R−DMod. Entonces
son equivalentes:

1. Existe un homomorfismo α : N1 → N2 tal que α ∗ u2 = u1.

2. Se tiene la siguiente inclusión de conjuntos HomA(G,N1) ∗ u1 ⊆ HomA(G,N2) ∗ u2.

Demostración:
Si existe α : N1 → N2 tal que α ∗ u2 = u1 entonces para todo h ∗ u1 ∈ HomA(G,N1) ∗ u1

tenemos que h ∗ u1 = h ∗ α ∗ u2 ∈ HomA(G,N2) ∗ u2.

Para ver el recı́proco, supongamos que tenemos la inclusión

HomA(G,N1) ∗ u1 ⊆ HomA(G,N2) ∗ u2

y vamos a definir una aplicación ϕ : HomA(G,N1) → HomA(G,N2) del siguiente modo. Sea
f : G→ N1, entonces como

f ∗ u1 ∈ HomA(G,N1) ∗ u1 ⊆ HomA(G,N2) ∗ u2

podemos encontar h : G → N2 tal que f ∗ u1 = h ∗ u2. Si existieran h y h′ cumpliendo esta
propiedad, tendrı́amos h ∗u2 = f ∗u1 = h′ ∗u2 y por lo tanto (h−h′) ∗u2 = 0. Utilizando que
u2 es un monomorfismo tendrı́amos que h = h′. A este elemento h que existe y es único para
cada f lo llamaremos ϕ(f).

La aplicación ϕ es inyectiva ya que si ϕ(f) = ϕ(f ′) tendrı́amos que f ∗ u1 = ϕ(f) ∗ u2 =
ϕ(f ′) ∗ u2 = f ′ ∗ u1 y utilizando ahora que u1 es monomorfismo, concluirı́amos que f = f ′.

Vamos ahora a definir Φ : G(HomA(G,N1)) → G(HomA(G,N2)) el homomorfismo que lleva
(gf )f∈HomA(G,N1) a (g′h)h∈HomA(G,N2) de forma que g′h = gf si h = ϕ(f) para algún f ∈
HomA(G,N1) y 0 en caso de que no exista ningún f con esa propiedad. La inyectividad de
ϕ nos garantiza que Φ está bien definido.

Consideremos ahora el siguiente diagrama:
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4. Subobjetos y Núcleos

G(HomA(G,N1))
ηN1 //

Φ

��

N1

u1

  B
BB

BB
BB

B

M

G(HomA(G,N2))
ηN2 // N2

u2

>>||||||||

Este diagrama es conmutativo ya que, si partimos de un elemento (gf )f∈HomA(G,N1) y
recorremos la parte superior hasta M obtenemos

∑

f∈HomA(G,N1)(gf )f ∗ u1. Si vamos ha-

cia abajo a través de Φ llegamos a (g′h)h∈HomA(G,N2) que recorriendo la parte inferior irı́a a
∑

h∈HomA(G,N2)(g
′
h)h ∗ u2. Si h no proviene de un f ∈ HomA(G,N1) tenemos que g′h = 0 por lo

que tenemos la igualdad

∑

h∈HomA(G,N2)

(g′h)h ∗ u2 =
∑

f∈HomA(G,N1)

(gf )ϕ(f) ∗ u2 =
∑

f∈HomA(G,N1)

(gf )f ∗ u1

siendo esta última igualdad consecuencia de la definición de ϕ.

Por otra parte tenemos que Ker(ηN1) ⊆ Ker(ηN1 ∗ u1), pero como ηN1 es un epimorfismo
entre módulos firmes, su núcleo es unitario por lo que estará contenido en U (Ker(ηN1 ∗ u1)).
En el otro sentido, si aplicamos ηN1 al módulo unitario U (Ker(ηN1 ∗ u1)) obtendrémos un
submódulo unitario de Ker(u1) que ha de ser 0 porque u1 es un monomorfismo y por lo tanto
Ker(u1) es evanescente.

Hemos probado pues que Ker(ηN1) = U (Ker(ηN1 ∗ u1)). Un argumento similar se pue-
de aplicar a N2. Como Φ es un homomorfismo, (Ker(ηN1))Φ será un submódulo unitario de
Ker(ηN2 ∗ u2) ya que

(Ker(ηN1))Φ ∗ ηN2 ∗ u2 = (Ker(ηN1))ηN1 ∗ u1 = 0

Tendremos pues que el submódulo (Ker(ηN1)Φ está contenido enU (Ker(ηN2 ∗ u2)) = Ker(ηN2).

Este argumento nos garantiza la existencia de un homomorfismo entre las imágenes de
ηN1 y ηN2 , que son precisamente N1 y N2 haciendo conmutativo el cuadrado de la izquierda.

G(HomA(G,N1))
ηN1 //

Φ

��

N1

α

��

u1

  B
BB

BB
BB

B

M

G(HomA(G,N2))
ηN2 // N2

u2

>>||||||||

La conmutatividad del triángulo de la derecha es consecuencia de la conmutatividad del
pentágono exterior y de que ηN1 sea suprayectiva. �

De esta forma podemos identificar los elementos de S(M) con los de E(M) y también
tenemos un operador (−)σ : E(M) → S(M). Vamos a ver que este operador nos devuelve el
mismo objeto si partimos de un subobjeto deM .
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Proposición 4.5 Sea u : N → M un monomorfismo en R−DMod. Entonces los objetos N y
(HomA(G,N) ∗ u)σ son el mismo objeto de S(M).

Demostración:
Consideremos la biyección entre los conjuntos ϕ = − ∗ u : HomA(G,N) → HomA(G,N) ∗ u
y el diagrama inducido por el isomorfismo Φ : G(HomA(G,N)) → G(HomA(G,N)∗u) dado por
(gf ) 7→ (gf∗u).

G(HomA(G,N))
ηN //

Φ
��

N
u //M

G(HomA(G,N)∗u)

ηHomA(G,N)∗u

@@

El isomorphismo Φ lleva Ker(ηN ) = U (Ker(ηN )) = U (Ker(ηN ∗ u)) a U
(
Ker(ηHomA(G,N)∗u)

)
y

por lo tanto tenemos un isomorfismo

N ≃ G(HomA(G,N))/Ker(ηN ) ≃ G(HomA(G,N)∗u)/U
(

Ker(ηHomA(G,N)∗u)
)

= (HomA(G,N) ∗ u)σ.

�

Proposición 4.6 Existe una biyección que conserva el orden entre los elementos de S(M) y los ele-
mentos de E(M) que son de la forma HomA(G,N) ∗ u para algún monomorfismo u : N → M .
La biyección viene dada de la siguiente forma: Dado u : N → M un subobjeto de M , lo llevamos a
HomA(G,N)∗u. Recı́procamente, dado un conjunto de la forma HomA(G,N)∗u en E(M) lo llevamos
al subobjeto (HomA(G,N) ∗ u)σ.

Demostración:
La Proposición 4.5 nos prueba que dado un monomorfismo u : N → M , (HomA(G,N) ∗ u)σ

y N son el mismo objeto en S(M), esa propiedad nos garantiza la biyección. El respeto del
orden está en la Proposición 4.4. �

Utilizando este resultado, podemos considerar el conjunto ordenado S(M) dentro del con-
junto ordenado E(M) y el operador (−)σ : E(M) → S(M) ⊆ E(M). A este operador σ lo
llamaremos la σ-clausura.

Proposición 4.7 La σ-clausura tiene las siguientes propiedades:

1. Nσ ∈ S(M) para todo N ∈ E(M).

2. Si N ≤ L en E(M), entonces Nσ ≤ Lσ.

3. N ≤ Nσ para todo N ∈ E(M), dándose la igualdad si y sólo si N ∈ S(M).

4. (Nσ)σ = Nσ.

Demostración:
Estos resultados son consecuencia inmediata de las proposiciones demotradas anteriormente.
(1) se vió al hacer la Definición 4.1. La demostración de (2) es la Proposición 4.2. Para ver (3)
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simplemente notemos que para todo h ∈ N ⊆ HomA(G,M), la inyección qh : G→ G(N) com-
puesta con el epimorfismoG(N) → Nσ es un homorfismo de HomA(G,Nσ) que identificamos
con Nσ. Por último, (4) es consecuencia de la Proposición 4.5. �

Definición 4.8 Sea {Nλ : λ ∈ Λ} una familia de elementos de S(M), entonces definiremos

1.
S∧

λ∈Λ

Nλ =

(
⋂

λ∈Λ

Nλ

)σ

.

2.
S∨

λ∈Λ

Nλ =

(
⋃

λ∈Λ

Nλ

)σ

.

Proposición 4.9 El conjunto S(M) es un retı́culo con las operaciones
S∧
y

S∨
.

Demostración:

Vamos a demostrar que
S∧

y
S∨

son respectivamente la menor de las cotas superiores y la
mayor de las cotas inferiores.

Como para todo µ ∈ Λ se tiene que

⋂

λ∈Λ

Nλ ⊆ Nµ ⊆
⋃

λ∈Λ

Nλ

Aplicando la σ-clausura y teniendo en cuenta que respeta el orden y que deja fijos los elemen-
tos de S(M), deducimos que

(
⋂

λ∈Λ

Nλ

)σ

≤ Nµ ≤

(
⋃

λ∈Λ

Nλ

)σ

Supongamos por otra parte que tenemos elementos L,H en S(M) tales que para todo µ ∈ Λ,
L ≤ Nµ ≤ H . En particular esta relación también se cumplirá en E(M) y por lo tanto

L ⊆
⋂

λ∈Λ

Nλ ⊆ Nµ ⊆
⋃

λ∈Λ

Nλ ⊆ H

Aplicando de nuevo la σ-clausura, concluimos que

L ≤

(
⋂

λ∈Λ

Nλ

)σ

≤ Nµ ≤

(
⋃

λ∈Λ

Nλ

)σ

≤ H.

�

4.2. El Retı́culo de Núcleos y Cocientes

En la Sección 4.1 definimos y estudiamos las propiedades del retı́culo de subobjetos de
un módulo firmeM , que denotábamos S(M). De entre ellos hay algunos que son núcleos, al
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subconjunto de dichos núcleos lo denotaremos K(M). Tenemos pues que K(M) ⊆ S(M), el
problema de la abelianidad de R−DMod es si tenemos o no la igualdad.

La relación de orden que utilizábamos en el caso de subobjetos, es la misma que utilizare-
mos en el caso de los núcleos.

Dualmente a como se define el conjunto de subobjetos, se puede definir el conjunto de
objetos cocientes deM , que denotaremos por C(M) dado por las clases de epimorfismos p :
M → N con la relación de equivalencia dada por p : M → N es equivalente a p′ : M → N ′ si
existe un isomorfismo β : N → N ′ tal que p ∗ β = p′.

Tal y como hacı́amos en el caso de subobjetos, en el caso de objetos cocientes identifi-
caremos el objeto con el módulo asociado, dando por sobreentendido el monomorfismo o
epimorfismo que lo definen. Ası́ hablaremos de que L es un objeto cociente de M y cuando
sea necesario hacer expı́cito el epimorfismo, hablaremos del epimorfismo asociado al objeto
cociente.

En el caso de los objetos cocientes también tenemos la relación de orden L1 menor o igual
que L2 si y sólo si exite β : L2 → L1 haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

L1

M

88ppppppppppppp

&&NNNNNNNNNNNNN

L2

β

OO

Proposición 4.10 SeaM un módulo de R−DMod y definamos

Φ : S(M) → C(M) Φ(N) = Coker
′(N →M)(= Coker(N →M))

Ψ : C(M) → K(M) ⊆ S(M) Ψ(L) = Ker
′(M → L)(= D (Ker(M → L)))

Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Las aplicaciones Φ y Ψ están bien definidas y conservan el orden.

2. Para todo L en C(M), Φ(Ψ(L)) = L.

3. Para todo N en S(M), N ≤ Ψ(Φ(N)), dándose la igualdad si y sólo si N ∈ K(M).

Demostración:

1. Consideremos dos monomorfismos ν : N → M y λ : L → M tales que existe un
homomorfismo α : N → L tal que α∗λ = ν. Ésto nos proporciona el siguiente diagrama:
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N
ν

&&MMMMMMMMMMMMM

α

��

Coker(λ)

M

((QQQQQQQQQQQQQ

66nnnnnnnnnnnnnn

L

λ

88qqqqqqqqqqqqq
Coker(ν)

Como ν ∗coker(λ) = α∗λ∗coker(λ) = 0 podemos encontrar un morfismo β : Coker(ν) →
Coker(λ) haciendo conmutativo el diagrama:

N
ν

&&MMMMMMMMMMMMM

α

��

Coker(λ)

M

((QQQQQQQQQQQQQ

66nnnnnnnnnnnnnn

L

λ

88qqqqqqqqqqqqq
Coker(ν)

β

OO

Si α es un isomorfismo entonces β es un isomorfismo. La existencia de estemorfismo nos
garantiza que Φ está bien definida y conserva el orden. Una demostración totalmente
dual nos permite ver que Ψ también está bien definida y conserva el orden.

2. Sea λ : M → L un objeto de C(M), si aplicamos Ψ obtenemos el subobjeto D (Ker(λ)) →
M . La imagen de este morfismo es U (Ker(λ)) pero como λ es un epimorfismo entre
módulos firmes, Ker(λ) es unitario y por lo tanto Φ(Ψ(L)) = Coker(D (Ker(λ)) → M) =
M/Ker(λ) = L.

3. Consideremos ν : N → M un subobjeto de M . El subobjeto Ψ(Φ(N)) es precisamente
D (Im(ν)) junto con el morfismo νIm(ν)∗j siendo j : Im(ν) →M la inclusión. El morfismo
N → D (Im(ν)) que buscamos es el resultando de aplicar el funtor D a N → Im(ν). Si
la igualdad se da, es evidente que N es un núcleo. Recı́procamente, si N es un núcleo,
entonces es el núcleo de su conúcleo y por tanto N = Ker

′(M →M/Im(ν)) = D (Im(ν)).

�

Definición 4.11 Con las notaciones de la proposición anterior, dadoM en R−DMod y N un subob-
jeto en S(M), definiremos la κ-clausura de N a Nκ = Ψ(Φ(N))

Proposición 4.12 La κ-clausura tiene las siguientes propiedades:

1. Nκ ∈ K(M) para todo N ∈ S(M).

2. Si N ≤ L en S(M), entonces Nκ ≤ Lκ.

3. N ≤ Nκ para todo N ∈ S(M), dándose la igualdad si y sólo si N ∈ K(M).

4. (Nκ)κ = Nκ.
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Demostración:

1. Nκ es el núcleo del conúcleo deN →M y en particular un núcleo.

2. Es consecuencia de que tanto Φ como Ψ conserven el orden.

3. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad (3) de la proposición anterior.

4. ComoNκ es un núcleo, al aplicarle Φ yΨ volvemos a obtener el mismo objeto utilizando
la propiedad (3) de la proposición anterior.

�

Definición 4.13 Sea {Nλ : λ ∈ Λ} una familia de elementos de K(M), entonces definiremos

1.
K∧

λ∈Λ

Nλ =

(
S∧

λ∈Λ

Nλ

)κ

.

2.
K∨

λ∈Λ

Nλ =

(
S∨

λ∈Λ

Nλ

)κ

.

Proposición 4.14 El conjunto K(M) es un retı́culo con las operaciones
K∧
y

K∨
.

Demostración:
La demostración es idéntica a la de la Proposición 4.9, pero aplicando la κ-clausura entre
K(M) y S(M). �

4.3. La Modularidad del Retı́culo de Subobjetos

En esta sección vamos a profundizar en las construcciones de ∧ y ∨ en el retı́culo de subob-
jetos, proporcionando algunas propiedades que necesitaremos en el próximo capı́tulo. Utili-
zaremos la descomposición epi+mono, ası́ como el concepto de residuo de un morfismo que
vimos en la Sección 3.4. Terminaremos el capı́tulo probando que el retı́culo de subobjetos es
modular.

Empecemos recordando la factorización epi-mono de un morfismo f : M → L y el re-
siduo de f , ρ = res(f) que vimos en la Sección 3.4. El epimorfismo lo denotábamos ǫf y el
monomorfismo µf quedando el siguiente diagrama:

M
f //

coker
′(ker′(f)) ǫf

��

L

Coker
′(ker′(f))

ρ //

µf

55llllllllllllllll
Ker
′(coker′(f))

ker
′(coker′(f))

OO
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Proposición 4.15 Sea f : M → L un homomorfismo en R−DMod, entonces la κ-clausura del
subobjeto µf : M/U (Ker(f)) → L es Ker

′(coker′(f)).

Demostración:
Para calcular la κ-clausura de µf tenemos que calcular el núcleo del conúcleo de µf , pero
como la imagen de f es la misma que la de µf dentro de L, el conúcleo de µf es el mismo
que el de f y por tanto el núcleo del conúcleo de µf es Ker

′(coker′(f)). Para todo morfismo f
tenemos pues el siguiente diagrama:

M
f //

coker
′(ker′(f))

��

L

M/U (Ker(f))
ρ //

µf

55kkkkkkkkkkkkkkkk
(M/U (Ker(f)))κ

ker
′(coker′(f))

OO

�

Proposición 4.16 SeaM un módulo firme y ni : Ni → M monomorfismos, sea n :
∐

iNi → M el
homomorfismo inducido por los ni. Entonces

1.
S∨
Ni = Coker

′(ker′(n)).

2. Si además todos los Ni son núcleos, entonces
K∨
Ni = Ker

′(coker′(n)).

Demostración:

1. Vamos a denotar C = Coker
′(ker′(n)), es decir,

∐
Ni/U (Ker(n)). Lo que tenemos que

probar es que C y
S∨
Ni son el mismo subobjeto.

Denotemos qi : Ni →
∐

j Nj a las inyecciones canónicas. Para todo i tenemos el siguiente
diagrama

Ni
qi //

α

""F
FFFFFF

FF

ni

��

∐

j Nj

ǫn

��
M Cµn

oo

Por lo que tenemos un homorfismo α : Ni → C que nos prueba que Ni ≤ C y por lo

tanto
S∨
Ni ≤ C .

Por otro lado, para todo i, el morfismo ni se descompone en dos monomorfismosNi →
S∨
Nj → M y utilizando la propiedad universal del coproducto, podemos inducir un
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homomorfismo
∐

iNi →
S∨
Nj tal que n se descomponga como

∐

iNi →
S∨
Nj →M.

Ésto nos da el siguiente diagrama:

∐

iNi
h //

n

""F
FF

FF
FF

FF
F

ǫn

��

S∨
Nj

m

��
C

µn //M

Comom es un monomorfismo,U (Ker(n)) ⊆ Ker(h) y por lo tanto tenemos unmorfismo

β : C →
S∨
Nj que hace conmutativo el diagrama y por lo tanto C ≤

S∨
Nj .

2. Notemos que la imagen de µn es la misma que la imagen de n y ésta es la suma de las

imágenes de cada uno de los ni dentro deM . La κ-clausura de
S∨
Ni es puesD (

∑

i Im(ni)),
pero este módulo es precisamente Ker

′(coker′(n)) ya que coker
′(n) = coker(n) : M →

M/
∑

i Im(ni).

En caso de que todos los Ni sean núcleos, tenemos el siguiente diagrama:

∐

iNi
n //

coker
′(ker′(n))

��

M

S∨
Nj

ρ //

µn

88ppppppppppppppp
K∨
Nj

ker
′(coker′(n))

OO

�

Lema 4.17 Sea f : M → L un homomorfismo en R−DMod y sea n : C → L un monomorfismo. Si
construimos el cuadrado cartesiano de n y f ,

W
f ′ //

n′

��

C

n

��
M

f
// L

entonces se cumple que n′ es un monomorfismo. Al subobjeto n′ : W → M lo llamaremos imagen
inversa del subobjeto n : C → L por f y lo denotaremos f−1(C) →֒M . Además, si n : C → L es un
núcleo, n′ : f−1(C) →M también es un núcleo.

Demostración:
Sea h : G→W un morfismo enR−DMod tal que h∗n′ = 0, entonces h∗n′ ∗f = 0 = h∗f ′ ∗n,
pero como n es un monomorfismo, deducimos que h ∗ f ′ = 0. Pero entonces h ∗ f ′ = 0 ∗ f ′ y
h ∗ n′ = 0 ∗ n′ y utilizando la unicidad del cuadrado cartesiano, deducimos que h = 0.

Supongamos ahora que n es un núcleo, entonces es el núcleo de p : L→ H . Vamos probar
que n′ es el núcleo de f ∗ p. Por un lado, está claro que n′ ∗ f ∗ p = f ′ ∗ n ∗ p = 0. Supongamos
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que tenemos α : K →M tal que α ∗ f ∗ p = 0. Entonces haciendo uso de que n es el núcleo de
p, existe un único β : K → C tal que β ∗ n = α ∗ f .

W
f ′

//

n′

��

C

n

��
K α

//

β

&&

0

::M
f

// L p
// H

Utilizando ahora las propiedades de cuadrado cartesiano, podemos encontrar γ : K → W
tal que γ ∗ n′ = α. Para completar la demostración de que α es el núcleo de f ∗ p tenemos
que probar que éste γ es el único que cumple γ ∗ n′ = α, pero eso es inmediato si tenemos en
cuenta que n′ ya hemos probado que es monomorfismo. �

Lema 4.18 Sea f : M → L un homomorfismo en R−DMod y sean N1 yN2 subobjetos de L tales que
N1 ≤ N2, entonces f

−1(N1) ≤ f−1(N2).

Demostración:
Consideremos los monomorfismos n1 : N1 → L y n2 : N2 → L tales que existe α : N1 → N2

cumpliendo n1 = α ∗ n2. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo en el que el
cuadrado exterior y el interior son pullbacks:

f−1(N1) //

$$

N1

α

��
n1

yy

f−1(N2) //

��

N2

n2

��
M

f
// L

Utilizando la conmutatividad del diagrama y el hecho de que el cuadrado interior es un cua-
drado cartesiano, podemos encontar γ : f−1(N1) → f−1(N2) haciendo conmutativo el dia-
grama, lo cual prueba que f−1(N1) ≤ f−1(N2). �

Proposición 4.19 Sea f : M → L un morfismo en R−DMod y N un subobjeto de L. Consideremos
el cuadrado cartesiano

f−1(N)
f ′ //

h

��

N

��
M

f // L

Entonces si f es un epimorfismo, f ′ también es un epimorfismo.

Demostración:
Sea n : N → L el monomorfismo dado por el subobjeto N ≤ L. Supongamos que f ′ no es
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suprayectiva y vamos a llegar a una contradicción. Si f ′ no es suprayectiva, entonces pode-
mos encontrar α : 〈〈σ〉〉 → N tal que Im(α) no esté contenido en Im(f ′). Tenemos pues un
homomorfismo α ∗n : 〈〈σ〉〉 → L y puesto que f es un epimorfismo, podemos encontrar τ ≥ σ
y un homomorfismo β : 〈〈τ〉〉 → M tal que Φτσ ∗ α ∗ n = β ∗ f . Utilizando la propiedad de
cuadrado cartesiano podemos encontrar γ : 〈〈τ〉〉 → f−1(N) tal que γ ∗ f ′ = Φστ ∗ α, pero eso
es una contradicción porque Φστ es suprayectiva y por lo tanto

Im(α) = Im(Φστ ∗ α) = Im(γ ∗ f ′) ⊆ Im(f ′).

�

Proposición 4.20 SeaM un módulo firme k : K →M y n : N →M dos subobjetos deM . Entonces
el diagrama inducido

K
S∧
N

//

��

N

��
K //M

es un cuadrado cartesiano, por lo tanto n−1(K) = k−1(N) = K
S∧
N .

Demostración:
Vamos a denotar P al cuadrado cartesiano deK y N .

P //

��

N

n

��
K

k //M.

Tal y como vimos en el Lema 4.17, el cuadrado cartesiano de K y N es un subobjeto de K y

de N , por lo tanto P ≤ K
S∧
N . Por otro lado, tenemos un diagrama conmutativo

K
S∧
N

//

��

N

��
K //M

Por lo tanto, utilizando la definición de cuadrado cartesiano, tendremos unmorfismoK
S∧
N →

P , pero entoncesK
S∧
N ≤ P .

Para ver que n−1(K) = k−1(N) = K
S∧
N simplemente apliquemos las definiciones de

n−1(K) y de k−1(N) junto con la unicidad del cuadrado cartesiano. �

Corolario 4.21 Sea M un módulo firme k : K → M y n : N → M dos subobjetos de M . Sea

f : K
∐
N →M la aplicación que lleva (α, β) ∈ K

∐
N a (α)k−(β)n. EntoncesK

S∧
N = Ker

′(f).
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Demostración:
Un cuadrado cartesiano es un tipo especial de lı́mite y en la categorı́a de módulos firmes, los
lı́mites se calculaban tomando lı́mites en la categorı́a A−Mod y luego aplicando el funtor D al
resultado. El cuadrado cartesiano de k y n enA−Mod es precisamenteKer(f) y si le aplicamos
el funtor D obtenemos por un lado el cuadrado cartesiano de k y n en R−DMod y por otro
Ker
′(f). �

Teorema 4.22 El retı́culo de subobjetos de un módulo firme es modular.

Demostración:

Para simplificar la notación de esta demostración vamos a denotar ∧ =
S∧
y ∨ =

S∨
.

Sean L, N1 y N2 subobjetos deM tales que N1 ≤ N2, tenemos que probar que (L ∨N1) ∧
N2 = (L∧N2)∨N1. Como clarmente L∧N2 ≤ (L∨N1)∧N2 yN1 ≤ (L∨N1)∧N2 tenemos que
(L∧N2)∨N1 ≤ (L∨N1)∧N2. El problema está en la demostración de que este monomorfismo
es un isomorfismo, o lo que es lo mismo, que es epimorfismo. Para ello vamos a demostrar
que para todo soporte unitario σ y todo homomorfismo h : 〈〈σ〉〉 → (L∧N2)∨N1 existe τ ⊇ σ
y un homomorfismo g : 〈〈τ〉〉 → (L ∨N1) ∧N2 haciendo conmutativo el diagrama

(L ∨N1) ∧N2
γ // (L ∧N2) ∨N1

〈〈τ〉〉
Φτσ //

g

OO

〈〈σ〉〉

h

OO

Con ésto habremos probado que γ es suprayectiva, puesto que para todo elemento w ∈
(L ∧ N2) ∨ N1 podemos encontrar h cumpliendo que (〈1〉σ)h y por lo tanto ((〈1〉τ )g)γ =
((〈1〉τ )Φτσ)h = (〈1〉σ)h = w.

Para hacer la demostración, vamos a dar nombre a todos los morfismos implicados:

Sea λ : L → M , ν : N2 → M y α : N1 → N2 los monomorfismos que nos definen
los subobjetos L y N2 y la relación de orden entre N1 y N2. El monomorfismo asociado al
subobjetoN1 supondremos que es α ∗ ν.

El el coproducto L
∐
N1 tomaremos pL, pN1 , qL, qN1 las respectivas proyecciones e inyec-

ciones canónicas. El homomorfismo

pL ∗ λ+ pN1 ∗ α ∗ ν : L
∐

N1 →M

se descompone en epi+mono de la forma

pL ∗ λ+ pN1 ∗ α ∗ ν = ǫ ∗ µ (4.1)

siendo ǫ : L
∐
N1 → L ∨N1 y µ : L ∨N1 →M .

Por otro lado, para construir (L ∨N1) ∧N2 construiremos el cuadrado cartesiano

L ∨N1
µ //M

(L ∨N1) ∧N2

ν′

OO

µ′ // N2

ν

OO (4.2)
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Dado h : 〈〈σ〉〉 → (L ∨ N1) ∧ N2, si componemos h ∗ ν ′ : 〈〈σ〉〉 → L ∨ N1, puesto que ǫ es
un epimorfismo de módulos firmes, podemos encontrar τ ≥ σ y ĥ : 〈〈τ〉〉 → L

∐
N1 tal que el

siguiente diagrama sea conmutativo:

L
∐
N1

ǫ // L ∨N1

〈〈τ〉〉

ĥ

OO

Φτσ // 〈〈σ〉〉

h∗ν′

OO (4.3)

Consideremos ahora el cuadrado cartesiano que nos define L ∧ N2 y los siguientes mor-
fismos 〈〈τ〉〉 → L y 〈〈τ〉〉 → N2

L
λ //M

〈〈τ〉〉

ĥ∗pL
00

Φτσ∗h∗µ′−ĥ∗pN1
∗α

;;L ∧N2

ϕ

OO

ψ
// N2

ν

OO

Tenemos que comprobar que el cuadrado exterior es conmutativo para poder hacer uso
de la propiedad de cuadrado cartesiano y construir un morfismo β : 〈〈τ〉〉 → L∧N2 que cierre
el diagrama.

(Φτσ ∗ h ∗ µ′ − ĥ ∗ pN1 ∗ α) ∗ ν =

Φτσ ∗ h ∗ µ′ ∗ ν − ĥ ∗ pN1 ∗ α =4.2

Φτσ ∗ h ∗ ν ′ ∗ µ− ĥ ∗ pN1 ∗ α =4.1

Φτσ ∗ h ∗ ν ′ ∗ µ− ĥ ∗ (ǫ ∗ µ− pL ∗ λ) =4.3

ĥ ∗ ǫ ∗ µ− ĥ ∗ ǫ ∗ µ+ ĥ ∗ pL ∗ λ = ĥ ∗ pL ∗ λ.

Podemos pues garantizar que existe un único morfismo β : 〈〈τ〉〉 → L ∨ N2 haciendo
comutativo el siguiente diagrama:

L
λ //M

〈〈τ〉〉
β //

ĥ∗pL
00

Φτσ∗h∗µ′−ĥ∗pN1
∗α

;;L ∧N2

ϕ

OO

ψ
// N2

ν

OO (4.4)

Consideremos ahora las relaciones que nos definen (L ∧ N2) ∨ N1. Para ello tenemos
que construir el coproducto (L ∧ N2)

∐
N1 con sus respectivas inyecciones ιL∧N2 , ιN1 y pro-

yecciones πL∧N2 , πN1 . De nuevo tenemos la descomposición en epi+mono que nos define
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(L ∧N2) ∨N1 como

(L ∧N2)
∐
N1

e //

πL∧N2
∗ϕ∗λ+πN1

∗α∗ν

((
(L ∧N2) ∨N1

m //M (4.5)

El morfismo que vamos a definir desde τ en (L ∧N2) ∨N1 es precisamente

g = (β ∗ ιL∧N2 + ĥ ∗ pN1 ∗ ιN1) ∗ e

Para poder comprobar que estemorfismo cumple la relación buscada, tenemos que definir
el morfismo γ : (L ∧N2) ∨N1 → (L ∨N1) ∧N2. El morfismo γ está definido como aquel que
compuesto con el monomorfismo µ′ ∗ ν : (L ∨ N1) ∧ N2 → M nos da el monomorfismo
m : (L ∧N2) ∨N1 →M , entonces tenemos el siguiente diagrama:

(L ∨N1) ∧N2
µ′∗ν //M

(L ∧N2) ∨N1

γ
jjUUUUUUUUUUUUUUUU

m

OO

〈〈τ〉〉

Φτσ∗h

OO

//

g
44iiiiiiiiiiiiiiiiiii

(L ∧N2)
∐
N1

e

OO

Si probamos que el rectángulo exterior es conmutativo y puesto que µ′ ∗ ν es un mono-
morfismo, habremos terminado.

(β ∗ ιL∧N2 + ĥ ∗ pN1 ∗ ιN1) ∗ e ∗m =4.5

(β ∗ ιL∧N2 + ĥ ∗ pN1 ∗ ιN1) ∗ (πL∧N2 ∗ ϕ ∗ λ+ πN1 ∗ α ∗ ν) =

β ∗ ϕ ∗ λ+ ĥ ∗ pN1 ∗ α ∗ ν =4.4

ĥ ∗ pL ∗ λ+ ĥ ∗ pN1 ∗ α ∗ ν =4.4

Φτσ ∗ h ∗ µ′ ∗ ν − ĥ ∗ pN1 ∗ α ∗ ν + ĥ ∗ pN1 ∗ α ∗ ν = Φτσ ∗ h ∗ µ′ ∗ ν.

�
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Capı́tulo 5

El Funtor Lı́mite Directo y la Abelianidad

5.1. La Categorı́a de Funtores

SeaJ una categorı́a pequeña. En el Capı́tulo 2 definimos la categorı́a de funtores Fun(J ,A).
Vamos ahora a ver algunos resultados en el caso particular de Fun(J , R−DMod).

Puesto que la categorı́a R−DMod es completa y cocompleta podemos garantizar utilizan-
do propiedades generales (ver [23, Theorem7.5.2] y [23, 8.5.1]) que la categorı́a Fun(J , R−DMod)
es completa y cocompleta, siendo los lı́mites y colı́mites calculados punto a punto. Tal y co-
mo sucedı́a en el caso de R−DMod dentro deA−Mod, podemos considerar Fun(J , R−DMod)
dentro de Fun(J , A−Mod) y también en este caso utilizaremos la notación para los lı́mites y
colı́mites con el sı́mbolo (−)′ para el caso de la categorı́a Fun(J , R−DMod) y sin él para los
lı́mites y colı́mites calculados en la categorı́a Fun(J , A−Mod).

Como tanto en un caso como en otro el cálculo de lı́mites y colı́mites se hace punto a
punto, las fórmulas que relacionan los lı́mites y colı́mites en las categorı́as Fun(J , R−DMod)
y Fun(J , A−Mod) son las mismas que entre R−DMod y A−Mod punto a punto.

En la categorı́a Fun(J , R−DMod) también sabemos cómo son los monomorfismos, ya que
utilizando [3, Corollary 2.15.3], dado n : N → M en Fun(J , R−DMod), n será un monomor-
fismo en Fun(J , R−DMod) si y sólo si ni : Ni →Mi es un monomorfismo para todo i ∈ J .

También podemos extender a Fun(J , R−DMod) el concepto de exactitud de R−DMod y
las descomposiciones epi+mono que se realizan en R−DMod.

Sabemos que los colı́mites calculados en R−DMod son los mismos que los calculados en
A−Mod, por lo tanto el funtor Colim, que es el mismo que Colim

′ conserva sucesiones exactas
por la derecha.

En el caso en que J sea una categorı́a filtrada, una de las condiciones que definen las
categorı́as de Grothendieck, es la necesidad de que el funtor ĺım

−→
sea exacto. Al ser un caso

particular del funtor Colim, es claro que es exacto por la derecha, entonces para conseguir
que lleve sucesiones exactas a sucesiones exactas necesitamos que lleve monomorfismos de
Fun(J , R−DMod) a monomorfismos de R−DMod.

Empecemos notando que a partir de cualquier sistema filtrado podemos construir un sis-
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tema filtrado de monomorfismos:

Nota 5.1 Sea J una categorı́a filtrada pequeña y sea ϕ : M → N un morfismo en la categorı́a
Fun(J , R−DMod). Entonces Coker

′(ker′(ϕ)) : J → R−DMod es un funtor y la transformación
natural µϕ que hace conmutativo el diagrama

M
ϕ //

ǫϕ
��

N

Coker
′(ker′(ϕ))

µϕ

88qqqqqqqqqqq

es un sistema filtrado de monomorfismos.

Notemos que Coker
′(ker′(ϕi)) = Mi/U (Ker(ϕi)) para todo i ∈ J .

Proposición 5.2 Sea J una categorı́a filtrada pequeña. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. El funtor ĺım
−→

: Fun(J , R−DMod) → R−DMod conserva sucesiones exactas.

2. El funtor ĺım
−→

: Fun(J , R−DMod) → R−DMod conserva monomorfismos.

3. Para todo morfismo ϕ : M → N en Fun(J , R−DMod) y para todo i ∈ J se tiene que

ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) = U

(

ĺım
−→

Ker(ϕi)
)

4. Para todo morfismo ϕ : M → N en Fun(J , R−DMod) y para todo i ∈ J se tiene que

ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) = U

(

Ker(ĺım
−→

ϕi)
)

Demostración:
(1 ⇔ 2). El funtor lı́mite directo es el mismo considerado en R−DMod y en A−Mod y las
sucesiones exactas cortas en R−DMod, consideradas en A−Mod son exactas por la derecha,
por lo tanto, al aplicarles el lı́mite directo siguen siendo exactas por la derecha. La conser-
vación de sucesiones exactas cortas por parte del funtor lı́mite directo es pues equivalen-
te a la conservación de los monomorfismos ya que la exactitud en los demás términos se
cumple siempre. (2 ⇒ 3) Denotemos µ = µϕ que tal y como hemos visto antes, cumple
que µi : Mi/U (Ker(ϕi)) → Ni es un monomorfismo para todo i ∈ J . Tenemos pues que
Ker(ĺım

−→
µ) = ĺım

−→
Ker(µ) es un módulo evanescente. Pero, teniendo en cuenta que Ker(µi) =

Ker(ϕi)/U (Kerϕi), se tiene que

ĺım
−→

i∈J

Ker(µi) = ĺım
−→

Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi))

es un módulo evanescente.

Considerando la sucesión exacta corta en A−Mod
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0 → U (Ker(ϕi)) → Ker(ϕi) → Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi)) → 0

en el lı́mite obtenemos la sucesión exacta corta

0 → ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) → ĺım
−→

Ker(ϕi) → ĺım
−→

Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi)) → 0

El miembro de la derecha es evanescente, ası́ la parte unitaria del módulo central debe
hacerse cero en el epimorfismo, por lo que estará contenida en la imagen del miembro de la
izquierda. Por otro lado, el miembro de la izquierda es unitario y su imagen estará contenida
en la parte unitaria del módulo central. Deducimos que

ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) = U

(

ĺım
−→

Ker(ϕi)
)

(3 ⇒ 2) Si tenemos un sistema directo de monomorfismos de módulos firmes entonces
U (Ker(ϕi)) = 0. Ası́, utilizando la igualdad que estamos suponiendo cierta, se deduce que

U

(

ĺım
−→

Ker(ϕi)
)

= ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) = 0

Concluimos que ĺım
−→

ϕi es un monomorfismo.

La equivalencia entre (3) y (4) está clara puesto que ĺım
−→

es exacto en A−Mod y por lo

tanto ĺım
−→

Ker(ϕi) = Ker(ĺım
−→

(ϕi)). �

Proposición 5.3 Sea J una categorı́a filtrada pequeña. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. El funtor ĺım
−→

: Fun(J , R−DMod) → R−DMod conserva monomorfismos y núcleos.

2. Para todo morfismoϕ : M → N en Fun(J , R−DMod) se tiene que ĺım
−→

Ker
′(ϕ) = Ker

′(ĺım
−→

ϕ).

Demostración:
(2 ⇒ 1). Si se cumple (2) es evidente que el funtor lı́mite directo conserva núcleos, vamos
a probar que conserva también monomorfismos. Utilizando el Corolario 2.25, para cualquier
morfismo f de R−DMod, se tiene que Ker

′(f) = D (Ker(f)), tenemos la siguiente situación:

ĺım
−→

D (Ker(ϕi)) α //

β

��

D

(

Ker(ĺım
−→

ϕi)
)

γ

��

ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) δ // U
(

Ker(ĺım
−→

ϕi)
)

El morfismo α es un isomorfismo. El morfismo β es suprayectivo por ser colı́mite filtrado
de suprayectivos y γ es también suprayectivo por el Corolario 2.22. El morfismo δ es por lo
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tanto un epimorfismo, ya que β∗δ = α∗γ es un epimorfismo. Pero δ también es una aplicación
inyectiva porque es la inducida por

ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) // ĺım
−→

Ker(ϕi)

que es una aplicación inyectiva por ser un colı́mite filtrado de aplicaciones inyectivas. Con
esto se prueba que δ es un isomorfismo y por lo tanto el lı́mite directo conserva monomorfis-
mos.

(1 ⇒ 2). Consideremos el siguiente diagrama:

ĺım
−→

D (Ker(ϕi)) α //

β

��

D

(

Ker(ĺım
−→

ϕi)
)

γ

��

ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) δ // U
(

Ker(ĺım
−→

ϕi)
)
ι // ĺım

−→
Mi

El morfismo β ∗ δ ∗ ι (que es el mismo que α ∗ γ ∗ ι) es el colı́mite filtrado de los núcleos
ker
′(ϕi) : D (Ker(ϕi)) →Mi y por lo tanto es un núcleo.

Para cada i de J tenemos que la descomposición epi+mono de ker
′(ϕi) en A−Mod es

D (Ker(ϕi)) → U (Ker(ϕi)) →Mi.

Utilizando que el lı́mite directo es exacto enA−Mod, tenemos que la descomposición epi+mono
de ĺım

−→
ker
′(ϕi) (que es α ∗ γ ∗ ι) es precisamente

ĺım
−→

D (Ker(ϕi)) → ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) → ĺım
−→

Mi.

Como α ∗ γ ∗ ι es un núcleo, ha de ser el núcleo de su conúcleo, es decir,

ĺım
−→

D (Ker(ϕi)) = D (Im(α ∗ γ ∗ ι))

pero Im(α∗γ∗ι) = ĺım
−→

U (Ker(ϕi)) por la unicidad de la descomposición epi+mono enA−Mod.

O dicho de otra manera, D (β) es un isomorfismo.

Como el lı́mite directo conserva monomorfismos, utilizando la Proposición 5.2 sabemos
que δ es un isomorfismo y por lo tanto tenemos

ĺım
−→

Ker
′(ϕi) = ĺım

−→
D (Ker(ϕi)) ≃ D

(

ĺım
−→

U (Ker(ϕi))
)

≃

D

(

U

(

Ker(ĺım
−→

ϕi)
))

≃ D

(

Ker(ĺım
−→

(ϕi))
)

= Ker
′(ĺım
−→

ϕi).

�

Proposición 5.4 Los módulos {〈〈σ〉〉 : σ ∈ ΞU(X)} son una familia generadora fuerte de la categorı́a
R−DMod.
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Demostración:
Siguiendo [2, Page 2], para probar que son una familia generadora fuerte, tenemos que ver que
dado un monomorfismo propio µ : M → K en R−DMod, existe un morfismo h : 〈〈σ〉〉 → K
que no factoriza a través deM . Como µ es un monomorfismo propio, no puede ser suprayec-
tivo (si lo fuera, serı́a un epimorfismo entre firmes, tendrı́a núcleo unitario y evanescente y
por lo tanto serı́a un isomorfismo).

Podemos pues encontrar k ∈ K tal que k 6∈ Im(µ) y para éste k podemos encontrar un
soporte unitario σ y un h : 〈〈σ〉〉 → K tal que (〈1〉σ)h = k. Este h no puede factorizar a través
deM . �

Proposición 5.5 La categorı́a R−DMod es localmente ℵ1-presentada.

Demostración:
Para verlo, vamos a probar que existe una familia fuerte de generadores ℵ1-presentados, que
son los módulos {〈〈σ〉〉 : σ ∈ ΞU(X)} lo cual, aplicando [2, Theorem 1.20] nos concluirı́a que
la categorı́a es localmente ℵ1-presentada.

Como son una familia generadora fuerte, falta probar que son ℵ1-presentados, pero pa-
ra ello tenemos que probar que HomA(〈〈σ〉〉,−) conmuta con lı́mites directos ℵ1-dirigidos en
R−DMod. Los lı́mites directos enR−DMod son, comoA-módulos, los mismos que enA−Mod,
por lo tanto, si probamos que son ℵ1-presentados en A−Mod, el resultado será cierto.

Pero para ver que son ℵ1-presentados en A−Mod no hay más que notar que son un lı́mite
directo de módulos libres de la forma

〈〈σ〉〉 = ĺım
−→

n∈N

A(σ∩Xn)

y por lo tanto, utilizando [2, Proposition 1.16] concluimos que son ℵ1-presentados por ser un
colı́mite con una cantidad numerable de objetos y morfismos de objetos ℵ1-presentados. �

Teorema 5.6 Sea J una categorı́a filtrada pequeña ℵ1-dirigida y sean N,M : J → R−DMod fun-
tores, n : N →M una transformación natural tal que ni es monomorfismo para todo i ∈ J , entonces

ĺım
−→

i∈J

ni : ĺım
−→

i∈J

Ni → ĺım
−→

i∈J

Mi

es un monomorfismo.

Demostración:
Consideremos las siguientes sucesiones en A−Mod,

0 → Ker(ni) → Ni →Mi.

Tomando lı́mites tenemos que el núcleo de

ĺım
−→

i∈J

ni : ĺım
−→

i∈J

Ni → ĺım
−→

i∈J

Mi
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5.2. Lı́mites Directos y Abelianidad

es precisamente ĺım
−→

i∈J

Ker(ni). Este módulo tenemos que probar que es evanescente, para ello

basta probar que no existe ningún homomorfismo no nulo entre los módulos de soporte y
este que queremos probar que es evanescente.

Como losmódulos 〈〈σ〉〉 son ℵ1-presentados enA−Mod, tenemos que para todo σ ∈ ΞU(X),

HomA(〈〈σ〉〉, ĺım
−→

i∈J

Ker(ni)) = ĺım
−→

i∈J

HomA(〈〈σ〉〉,Ker(ni)) = 0

por ser todos los ni monomorfismos en R−DMod. �

Teorema 5.7 Si la categorı́a R−DMod es localmente finitamente presentada, entonces todos los lı́mi-
tes directos son exactos en R−DMod.

Demostración:
Sean Uλ la familia generadora fuerte de objetos finitamente presentados.

Consideremos J una categorı́a filtrada pequeña y sean N,M : J → R−DMod funtores,
n : N →M una transformación natural tal que ni esmonomorfismo para todo i ∈ J , entonces
tenemos que ver que

ĺım
−→

i∈J

ni : ĺım
−→

i∈J

Ni → ĺım
−→

i∈J

Mi

es un monomorfismo.

Para todo i ∈ J tenemos la siguiente sucesión exacta en A−Mod,

0 → Ker(ni) → Ni →Mi

y como ni esmonomorfismopara todo i, tenemos queHomA(Uλ,Ker(ni)) = 0. Esto nos induce
el siguiente diagrama

ĺım
−→

i∈J

HomA(Uλ, Ni)

��

µ // ĺım−→
i∈J

HomA(Uλ,Mi)

��

0 // HomA(Uλ, ĺım
−→

i∈J

Ker(ni)) // HomA(Uλ, ĺım
−→

i∈J

Ni) µ′ // HomA(Uλ, ĺım
−→

i∈J

Mi)

La fila superior es un lı́mite directo de monomorfismos de k-módulos, por lo tanto µ es
una aplicación inyectiva. Las flechas verticales son isomorfismos por ser Uλ finitamente pre-
sentado y la fila inferior es exacta, pero como µ′ es la composición de un monomorfismo con
isomorfismos, es un isomorfismo y de ahı́ deducimos que HomA(Uλ, ĺım

−→

i∈J

Ker(ni)) = 0 para

todo Uλ y por lo tanto es un módulo evanescente. �

5.2. Lı́mites Directos y Abelianidad

En esta sección probaremos que si la categorı́a es abeliana, entonces los lı́mites directos
son exactos, de donde concluiremos que el funtor lı́mite directo conserva monomorfismos y
también núcleos (puesto que son la misma cosa en categorı́as abelianas).
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Teorema 5.8 Sea R un anillo asociativo tal que R−DMod sea una categorı́a abeliana, entonces para
toda categorı́a filtrada pequeña J , el funtor ĺım

−→
: Fun(J , R−DMod) → R−DMod conserva mono-

morfismos y núcleos.

Demostración:
Puesto que R−DMod es abeliana, monomorfismos y núcleos son la misma cosa por lo que
basta probar que conserva monomorfismos.

SeanM,N : J → R−DMod objetos de Fun(J , R−DMod) yϕ : M → N unmonomorfismo,
es decir, ϕi es monomorfismo para todo i ∈ J . Lo que tenemos que probar es que ĺım

−→
ϕi es

un monomorfismo.

Denotemos K = Ker(ϕ), es decir, Ki = Ker(ϕi) para todo i ∈ J y para todo morfismo
α : i→ j en J ,Kα : Ki → Kj es el morfismo inducido por el diagrama

0 // Ki
ker(ϕi)//

Kα

���
�
� Mi

ϕi //

Mα

��

Ni

Nα

��
0 // Kj

ker(ϕj)//Mj
ϕj // Nj

Para el funtorM : J → R−DMod, vamos a denotar πM :
∐

i∈J
Mi → ĺım

−→

i∈J

Mi y similarmente

con los funtores K y N . Estas aplicaciones son epimorfismos y en el caso de M y N , puesto
que son epimorfismos entre módulos firmes, tendrán núcleo unitario. Con ello tenemos el
siguiente diagrama, en el que para simplificar la notación, denotaremos g =

∐
ϕi, f = ker(g),

g′ = ĺım
−→

ϕi, f
′ = ker(g′) y g◦, f◦ los morfismos inducidos entre los núcleos de πK , πN y πM

que nos son más que las restricciones de g y f respectivamente:

0

��

0

��

0

��
0 // Ker(πK)

f◦ //

ker(πK)
��

Ker(πM )
g◦ //

ker(πM )
��

Ker(πN )

ker(πN )
��

0 //
∐
Ki

f //

πK

��

∐
Mi

g //

πM

��

∐
Ni

πN

��

0 // ĺım
−→

Ki
f ′ //

��

ĺım
−→

Mi
g′ //

��

ĺım
−→

Ni

��
0 0 0

En este diagrama todas las filas y columnas son exactas en A−Mod y todos los cuadrados
conmutativos.

Tal y como hemos visto antes, Ker(πM ) y Ker(πN ) son unitarios. El módulo Ker(πK) es
un subobjeto de

∐
Ki que es evanescente por serlo todos los Ki, por lo tanto Ker(πK) es

evanescente.
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Vamos a probar que Im(g) ∩ Ker(πN ) ⊆ Im(g◦). Para ello tomemos n ∈ Im(g) ∩ Ker(πN ).
Por estar en Im(g) existirá m ∈

∐
Mi tal que n = (m)g. Por otro lado, como n ∈ Ker(πN )

tenemos que (n)πN = 0 y por lo tanto (m)πM ∗ g′ = (m)g ∗ πN = 0. Tenemos pues que
(m)πM ∈ Ker(g′) = Im(f ′) y utilizando que πK es suprayectivo, podemos encontrar k ∈ K tal
que (k)πK ∗ f ′ = (m)πM .

Como (k)πK ∗ f ′ = (m)πM y (k)πK ∗ f ′ = (k)f ∗ πM deducimos que (m− (k)f)πM = 0, o
lo que es lo mismo,m− (k)f ∈ Ker(πM ). Pero entonces

((m− (k)f)g◦ = ((m− (k)f)g = (m)g − (k)f ∗ g = (m)g = n

y por lo tanto n ∈ Im(g◦) tal y como querı́amos probar.

Vamos a probar ahora que ĺım
−→

Ki es unmódulo evanescente, con lo que concluiremos que

g′ es un monomorfismo tal y como pretendı́amos.

Para probar que ĺım
−→

Ki es evanescente, supongamos que existe un elemento no nulo

en U

(

ĺım
−→

Ki

)

, entonces podemos encontrar un soporte unitario σ y un homomorfismo u :

〈〈σ〉〉 → ĺım
−→

Ki tal que (〈1〉σ)u sea el elemento no nulo que tenemos en U

(

ĺım
−→

Ki

)

. Utilizando

que este u es un morfismo no nulo, vamos a llegar a una contradicción. Tenemos el siguiente
diagrama:

0

��

0

��

0

��
〈〈σ〉〉

u 44

0 // Ker(πK)
f◦ //

ker(πK)
��

Ker(πM )
g◦ //

ker(πM )
��

Ker(πN )

ker(πN )
��

0 //
∐
Ki

f //

πK

��

∐
Mi

g //

πM

��

∐
Ni

πN

��

0 // ĺım
−→

Ki
f ′ //

��

ĺım
−→

Mi
g′ //

��

ĺım
−→

Ni

��
0 0 0

Consideremos el morfismo u ∗ f ′ : 〈〈σ〉〉 → ĺım
−→

Mi. Como πM es un epimorfismo entre

módulos firmes, podemos aplicar el Lema 3.2 y encontrar un soporte unitario ρ ⊇ σ y un
morfismo v : 〈〈ρ〉〉 →

∐
Mi tal que v ∗ πM = Φρσ ∗ u ∗ f ′. Es decir, tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:
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〈〈ρ〉〉

Φρσ

��

v

��

0

��

0

��

0

��
〈〈σ〉〉

u 44

0 // Ker(πK)
f◦ //

ker(πK)
��

Ker(πM )
g◦ //

ker(πM )
��

Ker(πN )

ker(πN )
��

0 //
∐
Ki

f //

πK

��

∐
Mi

g //

πM

��

∐
Ni

πN

��

0 // ĺım
−→

Ki
f ′ //

��

ĺım
−→

Mi
g′ //

��

ĺım
−→

Ni

��
0 0 0

Utilizando la conmutatividad del diagrama vemos que

v ∗ g ∗ πN = v ∗ πM ∗ g′ = Φρσ ∗ u ∗ f ′ ∗ g′ = 0

ya que f ′ ∗ g′ = 0. Entonces Im(v ∗ g) ⊆ Ker(πN ) y como por otra parte Im(v ∗ g) ⊆ Im(g)
deducimos que Im(v ∗ g) ⊆ Im(g) ∩ Ker(πN ) que hemos probado que es un subconjunto de
Im(g◦).

Consideremos ahora el móduloD (Ker(πM )) junto con el epimorfismo νKer(πM ) : D (Ker(πM )) →
Ker(πM ) (recordemos que es νKer(πM ) epimorfismo porque Ker(πM ) es unitario al ser el núcleo
de un epimorfismo entre firmes).

Recordemos que D (Ker(πM )) = Ker
′(πM ) y que el morfismo νKer(πM ) ∗ ker(πM ) es pre-

cisamente ker
′(πM ) y por lo tanto es un núcleo en R−DMod y como todo núcleo es un mo-

nomorfismo. Por otra parte, el morfismo g :
∐
Mi →

∐
Ni es un morfismo entre módulos

firmes cuyo núcleo es evanescente. Es por tanto g unmonomorfismo enR−DMod. La compo-
sición de los monomorfismos ker

′(πM ) ∗ g es un monomorfismo en R−DMod y como estamos
suponiendo la categorı́a abeliana, ker′(πM ) ∗ g es un núcleo en R−DMod.

La imagen del morfismo ker
′(πM ) ∗ g = νKer(πM ) ∗ ker(πM ) ∗ g = νKer(πM ) ∗ g

◦ ∗ ker(πN ) es
igual a la imagen de g◦ por ser νKer(πM ) una aplicación suprayectiva y ker(πN ) una aplicación
inyectiva. Tal y como hemos probado antes, el morfismo v ∗ g tiene su imagen contenida
en Im(g◦) que es precisamente Im(ker′(πM ) ∗ g) y utilizando que ker

′(πM ) ∗ g es un núcleo,
deducimos que tiene que existir un morfismo w : 〈〈ρ〉〉 → D (Ker(πM )) tal que w ∗ νKer(πM ) ∗
g◦ ∗ ker(πN ) = v ∗ g. Es decir, tenemos el siguiente diagrama:
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D (Ker(πM ))

νKer(πM )

��

〈〈ρ〉〉

Φρσ

��

v

��

w 22

0

��

0

��

0

��
〈〈σ〉〉

u
44

0 // Ker(πK)
f◦ //

ker(πK)
��

Ker(πM )
g◦ //

ker(πM )
��

Ker(πN )

ker(πN )
��

0 //
∐
Ki

f //

πK

��

∐
Mi

g //

πM

��

∐
Ni

πN

��

0 // ĺım
−→

Ki
f ′ //

��

ĺım
−→

Mi
g′ //

��

ĺım
−→

Ni

��
0 0 0

Como w ∗ νKer(πM ) ∗ ker(πM ) ∗ g = v ∗ g deducimos que (w ∗ νKer(πM ) ∗ ker(πM )− v) ∗ g = 0,
pero como g es un monomorfismo en R−DMod, necesariamente w ∗ νKer(πM ) ∗ ker(πM ) = v.

Ya por último, tenemos que

Φρσ ∗ u ∗ f ′ = v ∗ πM = w ∗ νKer(πM ) ∗ ker(πM ) ∗ πM = 0

y como f ′ es inyectiva y Φρσ suprayectiva, deducimos que u = 0 lo cual contradice la elección
que habı́amos hecho de u. �

Corolario 5.9 SeaR un anillo tal que la categorı́a R−DMod sea abeliana. EntoncesR−DMod es una
categorı́a de Grothendieck.

Demostración:
Si R−DMod es abeliana, por el teorema anterior, los lı́mites directos son exactos y por tanto
cumple todas las condiciones para ser una categorı́a de Grothendieck. �

5.3. La Propiedad AB5

Teorema 5.10 Sea R un anillo asociativo tal que para toda categorı́a filtrada pequeña J , el funtor
ĺım
−→

: Fun(J , R−DMod) → R−DMod conserve monomorfismos y núcleos. Entonces el retı́culo

S(M) cumple la propiedad AB5 para todo módulo firmeM .

Demostración:

Para simplificar la notación en esta prueba, denotaremos ∨ =
S∨
y ∧ =

S∧
puesto que todas las

operaciones vamos a realizarlas únicamente en el retı́culo de subobjetos deM .
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Sea {Ni : i ∈ J } una familia ordenada de subobjetos de M y K otro subobjeto de M .
Tenemos que probar que

(∨i∈JNi) ∧K = ∨i∈J (Ni ∧K).

Consideraremos J como una categorı́a filtrada pequeña con los morfismos dados por la in-
clusión.

De esta forma podemos considerar N como un elemento de Fun(J , R−DMod). También
consideraremos el funtor N ∧K ∈ Fun(J , R−DMod) definido como (N ∧K)i = (Ni ∧K).

Sea ∆(M) ∈ Fun(J , R−DMod) el funtor que sobre todos los objetos está definido comoM
y sobre todos losmorfismos como idM . LosmorfismosN → ∆(M) yN∧K → ∆(M) definidos
para todo i ∈ J como el monomorfismo inducido como subobjetos son dos monomorfismos
en Fun(J , R−DMod). Si aplicamos ĺım

−→
y teniendo en cuenta que conserva monomorfismos

obtenemos dos subobjetos de M , ĺım
−→

Ni y ĺım
−→

(Ni ∧ K). Por definición de ∨ tenemos que

∨Ni ≤ ĺım
−→

Ni y ∨(Ni∧K) ≤ ĺım
−→

(Ni∧K). Utilizando la propiedad universal de los colı́mites,

también deducimos que ĺım
−→

Ni ≤ ∨Ni y ĺım
−→

(Ni ∧ K) ≤ ∨(Ni ∧ K) por lo que tenemos la

igualdad en ambos casos.

Lo que tenemos que probar pues es que
(

ĺım
−→

Ni

)

∧K = ĺım
−→

(Ni ∧K). Para ello vamos a

hacer uso del Corolario 4.21 que nos dice cómo se calcula ∧ en términos de núcleos.

Para todo i ∈ J sea fi : Ni
∐
K →M la aplicación que lleva la primera coordenada aM a

través del morfismoNi →M y la segunda la lleva, pero cambiándola de signo. Denotaremos
también f : ĺım

−→
Ni
∐
K →M al correspondientemorfismo pero con ĺım

−→
Ni →M . Tal y como

vimos en el Corolario 4.21 tenemos que Ker
′(fi) = Ni∧K y Ker

′(f) = (ĺım
−→

Ni)∧K . Pero como

f = ĺım
−→

fi entonces

ĺım
−→

(Ni ∧K) = ĺım
−→

(Ker
′(fi)) = Ker

′(ĺım
−→

(fi)) = Ker
′(f) = (ĺım

−→
Ni) ∧K

tal y como querı́amos probar. �

Proposición 5.11 Sea M un módulo firme para el que S(M) cumple AB5 y sea J una categorı́a
filtrada pequeña, N : J → R−DMod un funtor y ∆(M) : J → R−DMod el funtor que lleva todos
los objetos de J aM y todos los morfismos a idM . Sea n : N → ∆(M) una transformación natural
tal que ni es un monomorfismo para todo i ∈ J . Entonces

ĺım
−→

i∈J

ni : ĺım
−→

i∈J

Ni →M

es un monomorfismo. Además, se tiene la propiedad de que, como subobjetos deM ,

ĺım
−→

i∈J

Ni =

S∨

Ni.

Demostración:
Sea L = ĺım

−→

i∈J

Ni y para todo i, sea qi : Ni → L la inyección canónica.
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Vamos a denotar f : L → M al homomorfismo inducido por la transformación n : N →
∆(M). Tenemos por tanto, para todo i ∈ J , que ni = qi ∗ f . Como ni es monomorfismo para
todo i y qi ∗ f = ni, deducimos que qi es también monomorfismo para todo i.

Para demostrar que f es un monomorfismo, vamos a ver que Ker
′(f) = 0, para ello de-

notemos K = Ker
′(f) y k = ker

′(f) : K → L. Construiremos también el cuadrado cartesiano
entreK y Ni para todo i con lo que tendremos el siguiente diagrama conmutativo:

K
S∧
Ni

ki //

hi

��

Ni

qi

��

ni

��>
>>

>>
>>

>>

K
k // L

f //M

Como k es el núcleo de f y el diagrama es conmutativo, tenemos que

0 = hi ∗ k ∗ f = ki ∗ qi ∗ f = ki ∗ ni

y como ni es monomorfismo, entonces ki = 0 para todo i y por lo tantoK
S∧
Ni = 0 para todo

i.

Si demostramos que
S∨
Ni = L entonces habremos terminado porque comoK ≤ L tendrı́amos

que

K = K

S∧

L = K

S∧
(

S∨

Ni

)

=

S∨
(

K

S∧

Ni

)

=

S∨

0 = 0.

Nos queda pues probar que
S∨
Ni = L que es precisamente la última afirmación del enun-

ciado. Para ello vamos a hacer uso de que, como los colı́mites enR−DMod son los mismos que
en A−Mod, tenemos una descripción de L que es

∐

i∈J Ni/W siendoW = (ui)i∈J ∈
∐

i∈J Ni

para los cuales existe j ∈ J y para todo i, con ui 6= 0 un morfismo αi : i → j tal que
∑

i(ui)Nαi = 0.

Por la construcción de
S∨
Ni, para demostrar que coincide con L, tenemos que ver que el

homomorfismo inducido
η : G(∪iHomA(G,Ni)∗qi) → L

es un epimorfismo, con lo cual Ker(η) = U (Ker(η)) y

S∨

Ni = G(∪iHomA(G,Ni)∗qi)/U (Ker(η)) = L.

Sea l ∈ L =
∐

i∈J Ni/W . Para este L podemos encontrar i ∈ J y u ∈ Ni tal que l =
(u)qi. Como G es generador, en particular genera Ni y podemos encontar g1, · · · , gt ∈ G y
α1, · · · , αt ∈ HomA(G,Ni) tales que u =

∑t
s=1(gs)αs. Entonces

l = (u)qi =
t∑

s=1

(gs)(αs ∗ qi) ∈ Im(η).

�
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Proposición 5.12 Sea J una categorı́a filtrada pequeña y supongamos que se cumple una de es-
tas dos condiciones, que M es un módulo firme para el que S(M) cumple AB5 o bien que ĺım

−→
:

Fun(J , R−DMod) → R−DMod conserva monomorfismos. Supongamos que N : J → R−DMod

es un funtor y ∆(M) : J → R−DMod el funtor que lleva todos los objetos de J a M y todos los
morfismos a idM . Sea ϕ : N → ∆(M) una transformación natural. Entonces

ĺım
−→

i∈J

U (Ker(ϕi)) = U

(

ĺım
−→

i∈J

Ker(ϕi)

)

.

Demostración:
Para cada i ∈ J vamos a denotar Li = Ni/U (Ker(ϕi)) = ϕi(Ni) y ψi = mϕi el monomorfismo
asociado. Para cada morfismo α : i → j tenemos inducido un único Lα : Li → Lj haciendo
conmutativo el diagrama:

Ni
//

ϕi

��

Nα

��

Li
ψi //

Lα

��

M

idM

��
Nj //

ϕj

DDLj
ψj

//M

Este nuevo funtor L es un sistema filtrado de monomorfismos y por lo tanto su colı́mite fil-
trado es un monomorfismo, es decir, si consideramos las siguientes sucesiones exactas en
A−Mod y calculamos su lı́mite, obtenemos

0 → Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi)) → Li →M

0 → ĺım
−→

i∈J

Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi)) → ĺım
−→

i∈J

Li →M

y como este colı́mite es un monomorfismo, tenemos que

U

(

ĺım
−→

i∈J

Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi))

)

= 0.

Consideremos ahora la siguiente sucesión exacta corta en A−Mod,

0 → U (Ker(ϕi)) → Ker(ϕi) → Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi)) → 0

Si tomamos colı́mites filtrados y teniendo en cuenta que éstos son exactos enA−Mod, tenemos
la siguiente sucesión exacta corta:

0 → ĺım
−→

i∈J

U (Ker(ϕi)) → ĺım
−→

i∈J

Ker(ϕi) → ĺım
−→

i∈J

Ker(ϕi)/U (Ker(ϕi)) → 0
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El miembro de la derecha, hemos visto que es un módulo evanescente, el de la izquierda
es unitario por ser colı́mite de unitarios, por lo tanto

ĺım
−→

i∈J

U (Ker(ϕi)) ⊆ U

(

ĺım
−→

i∈J

Ker(ϕi)

)

y el cociente es 0 por ser un unitario contenido en un evanescente, por tanto se da la igualdad
del enunciado. �

Proposición 5.13 Sea G un generador de R−DMod y E = EndA(G). El funtor HomA(G,−) :
R−DMod → E−Mod es un funtor fiel.

Demostración:
Este resultado es inmediato a partir de queG es un generador: Supongamos que f : M → L es
unmorfismo enR−DMod tal que HomA(G, f) = 0, esto significa que para todo h : G→M , h∗
f = 0. Entonces, como G es generador, η : G(HomA(G,M)) →M dada por ((gh)h∈HomA(G,M))η =
∑

h∈HomA(G,M)(gh)h es suprayectiva, tendrı́amo que η∗f = 0 porque
∑

h∈HomA(G,M)(gh)h∗f =
0, pero entonces f = 0 por ser η epimorfismo. �

Proposición 5.14 Sea M un módulo firme para el que S(M) cumple AB5 y sea G un generador
de R−DMod, E = EndA(G). Sea N otro módulo firme. Entonces, para todo E-homomorfismo Φ :
HomA(G,M) → HomA(G,N), existe f : M → N tal que Φ = HomA(G, f).

Demostración:
Vamos a denotar qh : G → G(HomA(G,M)) las inyecciones canónicas y ph : G(HomA(G,M)) → G a
las proyecciones para todo h ∈ HomA(G,M). Dado un subconjunto finito J ∈ P0(HomA(G,M))
y cada h ∈ J , denotaremos qJh : G → G(J) a la inyección en la correspondiente coordenada y
pJh : G(J) → G a la proyección sobre la misma. Por ser J finito tenemos que

∑

h∈J p
J
h ∗ qJh =

idG(J) . Denotaremos por último qJ : G(J) → G(HomA(G,M)) y pJ : G(HomA(G,M)) → G(J) a las
inyecciones y proyecciones sobre las componentes de J .

Vamos a definir ǫ : G(HomA(G,M)) → N dada por

((gh)h∈HomA(G,M))ǫ =
∑

h∈HomA(G,M)

(gh)((h)Φ)

Si consiguiésemos probar que Ker(η) ⊆ Ker(ǫ) entonces podrı́amos encontrar f : M → N
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

0 // Ker(η) // G(HomA(G,M))

ǫ

��

η //M //

f
xxrrrrrrrrrrrr 0

N

Con eso conseguirı́amos que para todo h ∈ HomA(G,M) y todo g ∈ G,

(g)((h)Φ) = (g)qh ∗ ǫ = (((g)qh)η)f = (g)h ∗ f
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y por lo tanto Φ = HomA(G, f) tal y como buscamos.

Vamos pues a probar que Ker(η) ⊆ Ker(ǫ).

Para cada J ∈ P0(HomA(G,M)) vamos a considerar el correspondiente homomorfismo
ηJ : G(J) → M y su núcleo Ker(ηJ ). Denotaremos η : G(HomA(G,M)) → M el epimorfismo
dado por el conjunto completo. Está claro que el lı́mite directo de los ηJ es el morfismo η.

Utilizando la Proposición 5.12 sabemos que

ĺım
−→

J∈P0(HomA(G,M))

U
(
Ker(ηJ )

)
= U (Ker(η)) = Ker(η)

siendo esta última igualdad consecuencia de que η es un epimorfismo entre módulos firmes
y por lo tanto es unitario.

Para todo J ∈ P0(HomA(G,M)) y todo β : G→ Ker(ηJ ) tenemos que

β ∗ ker(ηJ ) ∗ qJ ∗ ǫ = β ∗ ker(ηJ ) ∗ idG(J) ∗ qJ ∗ ǫ = β ∗ ker(ηJ ) ∗
∑

h∈J

pJh ∗ q
J
h ∗ qJ ∗ ǫ =

∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh ∗ qJh ∗ qJ ∗ ǫ =
∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh ∗ qh ∗ ǫ =
∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh ∗ ((h)Φ)

El morfismo β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh : G→ G está en E y podemos hacer uso de la E-linealidad de Φ
y continuar la cadena de igualdades:

∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh ∗ ((h)Φ) = (
∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh ∗ h)Φ = (
∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ) ∗ pJh ∗ qh ∗ η)Φ =

(
∑

h∈J

β ∗ ker(ηJ ) ∗ pJh ∗ qJh ∗ qJ ∗ η)Φ = (β ∗ ker(ηJ ) ∗
∑

h∈J

pJh ∗ q
J
h ∗ qJ ∗ η)Φ =

(β ∗ ker(ηJ ) ∗ qJ ∗ η)Φ = (β ∗ ker(ηJ ) ∗ ηJ)Φ = 0

Siguiendo la cadena de igualdades, hemos visto que para todo J y para todo β : G→ Ker(ηJ )
tenemos que β∗ker(ηJ )∗qJ∗ǫ = 0. ComoG genera toda la parte unitaria deKer(ηJ ) deducimos
que U

(
Ker(ηJ)

)
va a través de qJ a Ker(ǫ). Si tomamos colı́mites en J y puesto que esto se

puede hacer para todo J ∈ P0(HomA(G,M)), concluimos que todos los elementos deKer(η) =
ĺım
−→

U
(
Ker(ηJ )

)
están en Ker(ǫ) tal y como buscábamos. �

Definición 5.15 SeaG un generador deR−DMod y E su anillo de endomorfismos. Denotaremos por
D a la subcategorı́a plena de E−Mod de los módulos que son imagen de alguno de los de R−DMod

a través del funtor HomA(G,−). Si el funtor HomA(G,−) es pleno, entonces esta categorı́a es clara-
mente equivalente a R−DMod por ser el funtor HomA(G,−) fiel. Denotaremos i : D → E−Mod al
funtor inclusión y a : E−Mod → D al funtor HomA(G,G ⊗E −).

Proposición 5.16 Si el funtor HomA(G,−) es pleno, entonces la categorı́a D es una categorı́a refle-
xiva de E−Mod ya que el funtor a es adjunto por la izquierda del funtor inclusión i.
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Demostración:
Los objetos de D son de la forma HomA(G,N) para un N en R−DMod. SeaM un módulo de
E−Mod y N de R−DMod, entonces

HomE(M,HomA(G,N)) = HomA(G⊗E M,N) =

HomE(HomA(G,G ⊗E M),HomA(G,N)) = HomA(a(M),HomA(G,N))

donde se ha utilizado la adjunción de los funtores HomA(G,−) y G⊗E −. �

Más adelante será necesario tener una definición del isomorfismo de la adjunción en
términos de los elementos. Dados M ∈ E−Mod y N ∈ R−DMod, denotaremos por ηM,N

el isomorfismo

HomE(M,HomE(G,N)) ≃ HomE(HomA(G,G ⊗E M),HomA(G,N))

Utilizando la definición del isomorfismo que da la adjunción en el caso HomA(G,−) y
G ⊗E −, que puede verse por ejemplo en [24, I.Proposition 9.2], dado un E-homomorfismo
α : M → HomE(G,N), el E-homomorfismo (α)ηM,N está definido como sigue: para cada
A-homomorfismo f : G→ G⊗EM y cada g ∈ G, se tiene que (g)(f)(α)ηM,N =

∑

I(gi)(mi)α,
siendo (g)f =

∑

I gi ⊗mi ∈ G⊗E M , con I un conjunto finito.

Teorema 5.17 Si el funtor HomA(G,−) es pleno, entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. La categorı́a R−DMod es abeliana.

2. Existe un generador G de R−DMod para el cual el funtor G ⊗E − : E−Mod → R−DMod

conserva núcleos siendo E = End(AG).

3. Para todo generador G de R−DMod, el funtor G ⊗E − : E−Mod → R−DMod conserva
núcleos siendo E = End(AG).

Demostración:
(1 ⇒ 3). Si la categorı́a es abeliana, como cumple AB5 y tiene un generador también es Grot-
hendieck y por el teorema de Gabriel y Popescu, la categorı́a D es precisamente la categorı́a
cociente (E,F)−Mod siendo F el menor filtro de Gabriel para el cual todos los módulos de D

son cerrados. El funtor de localización es el adjunto de la inclusión y como el adjunto es único,
necesariamente el funtor de localización ha de ser a. El funtor de localización siempre conser-
va núcleos, por lo tanto a los conserva. Teniendo en cuenta que HomA(G,−) entre R−DMod

y D es una equivalencia de categorı́as, en particular conserva y refleja núcleos, por lo tanto
G⊗E − conservará núcleos.

(3 ⇒ 2). Trivial.

(2 ⇒ 1). Si G⊗E − conserva núcleos, teniendo en cuenta que HomA(G,−) es una equiva-
lencia entreR−DMod yD, deducimos que a conserva núcleos, y utilizando [24], toda categorı́a
reflexiva tal que el funtor adjunto de la inclusión conserve núcleos, es Grothendieck. �
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Proposición 5.18 Sea G un generador de R−DMod y E = EndA(G). Si el funtor HomA(G,−) :
R−DMod → E−Mod es un funtor pleno, entonces para todo módulo firme M se tiene que G ⊗E

HomA(G,M) →M dado por g⊗α 7→ (g)α, es un isomorfismo, es decir, todos los módulos firmes son
G-estáticos para el generador G de la categorı́a.

Demostración:
Para simplificar la notación en ésta demostración, denotaremos L al funtor HomA(G,−).

Vamos a empezar probando que L(M) ≃ L(G⊗EL(M)). Consideramos ηN,M : HomE(N,L(M)) →
HomE(L(G ⊗E N),L(M)) el isomorfismo proporcionado por la adjuncción, que es natural en
N y L(M). Como L(M) es un módulo de E−Mod, podemos considerar el homomorfismo

f = (1L(M))ηL(M),M : L(G ⊗E L(M)) −→ L(M)

y formar el diagrama conmutativo,

HomE(L(M),L(G ⊗E L(M)))
ηL(M),G⊗EL(M) //

HomE(L(M),f)
��

HomE(L(G ⊗E L(M)),L(G ⊗E L(M)))

HomE(L(G⊗EL(M)),f)
��

HomE(L(M),L(M)) ηL(M),M

// HomE(L(G⊗E L(M)),L(M))

Tomamos g : L(M) → L(G⊗E L(M)) tal que

(g)ηL(M),G⊗EL(M) = 1L(G⊗EL(M))

Entonces

(1L(M))ηL(M),M = f = (1L(G⊗EL(M)))HomE(L(G ⊗E L(M)), f)

= (g)ηL(M),G⊗EL(M) ∗ HomE(L(G ⊗E L(M)), f)

= (g)HomE(L(M), f) ∗ ηL(M),M = (g ∗ f)ηL(M),M

de donde 1L(M) = g ∗ f . Utilizando, ahora, el diagrama conmutativo

HomE(L(M),L(M))
ηL(M),M //

HomE(L(M),g)
��

HomE(L(G⊗E L(M)),L(M))

HomE(L(G⊗EL(M)),g)
��

HomE(L(M),L(G ⊗E L(M))) ηL(M),G⊗EL(M)

// HomE(L(G ⊗E L(M)),L(G ⊗E L(M)))

se tiene que

(1L(M))ηL(M),M ∗ HomE(L(G ⊗E L(M)), g) = (f)HomE(L(G ⊗E L(M)), g) = f ∗ g

87



5.3. La Propiedad AB5

que debe ser igual a

(1L(M))HomE(L(M), g) ∗ ηL(M),G⊗EL(M) = (g)ηL(M),G⊗EL(M) = 1L(G⊗EL(M))

Es decir, f ∗g = 1L(G⊗EL(M)). Concluimos que f y g son homomorfismos inversos y enton-
ces L(M) y L(G ⊗E L(M)) son isomorfos.

Como L es un funtor pleno existe α : M → G⊗E L(M) tal que (α)L = g y β : G⊗E L(M) →
M tal que f = (β)L. Entonces

(1M )L = 1L(M) = g ∗ f = (α)L ∗ (β)L = (α ∗ β)L

y
(1G⊗EL(M))L = 1L(G⊗EL(M)) = f ∗ g = (β)L ∗ (α)L = (β ∗ α)L

Por ser L un funtor fiel podemos concluir que 1M = α ∗ β y que 1G⊗EL(M) = β ∗ α. Ası́,M
y G⊗E L(M) son isomorfos.

Para terminar la demostración vemos que β es de la forma que afirma el enunciado. Por el
razonamiento anterior (β)L = f = (1L(M))ηL(M),M . Sea γ : G ⊗ L(M) →M el homomorfismo
del enunciado dada por (g ⊗ h)γ = (g)h con g ∈ G y h ∈ L(M). Entonces (γ)L : L(G ⊗
L(M)) → L(M) cumple que (u)(γ)L = u ∗ γ para cada u : G → G⊗ L(M). Es decir, si g ∈ G y
(g)u =

∑

I gi ⊗ αi con I un conjunto finito, entonces

(g)(u)(γ)L = (g)u ∗ γ = (
∑

I

gi ⊗ αi)γ =
∑

I

(gi)αi =
∑

I

(gi)(αi)1L(M) =

(g)(u)(1L(M))ηL(M),M = (g)(u)(β)L

Como esta igualdad ocurre para cualquier u ∈ L(G⊗E L(M)) y cualquier g ∈ G, por ser L

un funtor fiel, concluimos que β = γ. �

Un caso particularmente importante de categorı́as abelianas son aquellas en las cuales los
monomorfismos son aplicaciones inyectivas. Este tipo de categorı́as se pueden caracterizar a
través de la propiedad de endoplanitud de alguno (y por lo tanto todos) sus generadores. La
caracterización es la siguiente:

Proposición 5.19 SeaG un generador de la categorı́a y supongamos queHomA(G,−) : R−DMod →
E−Mod es un funtor pleno. Entonces los monomorfismos en R−DMod son aplicaciones inyectivas si
y sólo si el funtor G⊗E − : E−Mod → R−DMod conserva aplicaciones inyectivas.

Demostración:
De nuevo vamos a denotar L = HomA(G,−) a lo largo de ésta demostración.

Si los monomorfismos en R−DMod son aplicaciones inyectivas, la categorı́a R−DMod es
abeliana. Se sigue que G⊗E − conserva núcleos y, en particular, monomorfismos. Si f : M →
N es una aplicación inyectiva en E−Mod, entonces 1G ⊗ f : G ⊗E M → G ⊗E N es un
monomorfismo en R−DMod y, por hipótesis, será una aplicación inyectiva.

Por ser L un funtor pleno, para cadaM ∈ R−DMod se tiene queM ≃ G ⊗E L(M). Si f :
M → N es un monomorfismo en R−DMod entonces L(f) : L(M) → L(N) es una aplicación
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inyectiva y, por hipótesis, 1G ⊗ L(f) : G⊗E L(M) → G⊗E L(N) será también una aplicación
inyectiva. Tenemos el diagrama conmutativo,

G⊗E L(M)
1G⊗L(f)//

ηM

��

G⊗E L(N)

ηN

��
M

f
// N

(1G ⊗ L(f)) ∗ ηN = ηM ∗ f es una aplicación inyectiva, por serlo 1G ⊗ L(f) y ηN . Como ηM
es sobreyectiva, se sigue que f es una aplicación inyectiva. �

5.4. Conclusiones

En esta sección vamos a agrupar todos los resutados del capı́tulo en un único teorema que
nos permita tener una visión de las distintas propiedades que están ligadas a la abelianidad
de la categorı́a de módulos firmes. En capı́tulos posteriores veremos que algunas de ellas
no se cumplen en general puesto que proporcionaremos contraejemplos en los cuales no se
cumplen (concretamente las propiedades (1), (2) y (3)). Quedará como problema abierto de
esta tesis si las otras propiedades se cumplen siempre e incluso si algunas de ellas podrı́an ser
equivalentes. Lo que nos dirá este teorema es que en el caso en que tengamos la abelianidad
de la categorı́a, todas ellas serán ciertas.

Teorema 5.20 Sea R un anillo asociativo. Las siguientes propiedades cumplen las relaciones

(3)

�$
AA

AA
AA

A

AA
AA

AA
A

(1) +3 (2)

:B}}}}}}}

}}}}}}}

�$
AA

AA
AA

A

AA
AA

AA
A

(5) +3 (6)

(4)

:B}}}}}}}

}}}}}}}

1. La categorı́a R−DMod es abeliana.

2. Para toda categorı́a filtrada pequeña J y todo morfismo ϕ : M → N en Fun(J , R−DMod) se
cumple que Ker

′(ĺım
−→

ϕ) = ĺım
−→

Ker
′(ϕ).

3. Para toda categorı́a filtrada pequeñaJ y todo monomorfismoϕ : M → N en Fun(J , R−DMod)
se cumple que ĺım

−→
ϕ es un monomorfismo.

4. Para todo objetoM de R−DMod se cumple que S(M) cumple la propiedad AB5.

5. Para todo generador G de la categorı́a R−DMod, el funtor HomA(G,−) : R−DMod →
E−Mod es un funtor pleno, siendo E = EndA(G).
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5.4. Conclusiones

6. Para todo módulo firme M y todo generador G de la categorı́a R−DMod se cumple que h :
G⊗EHomA(G,M) es un isomorfismo, siendo E = EndA(G) y (g⊗α)h = (g)α, es decir, todos
los módulos firmes son G-estáticos para cualquier generador G de la categorı́a.

Demostración:

(1 ⇒ 2) Teorema 5.8 y Corolario 5.9.

(2 ⇒ 3) Proposición 5.3.

(2 ⇒ 4) Teorema 5.10.

(3 ⇒ 5)(4 ⇒ 5) Estas dos condiciones son consecuencia de la Proposición 5.11 y la Proposición 5.12.

(5 ⇒ 6) Proposición 5.18.

�
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Capı́tulo 6

Álgebras Monomiales no Unitarias

6.1. Introducción

Sea k un cuerpo y X un conjunto no vacı́o. Sea P un conjunto de palabras sobre X y
consideremos la k-álgebra libre no unitaria sobre X. Sea R el anillo cociente de esta álgebra
módulo el ideal generado por las palabras en P . R es una álgebra monomial no unitaria. En
este capı́tulo mostraremos que la categorı́a de módulos firmes asociada a R es Grothendieck.

A continuación generalizaremos los anillos que tienen propiedades parecidas a las álge-
bras monomiales no unitarias. Más concretamente, la propiedad suficiente para poder asegu-
rar que la categorı́a es abeliana. Esta propiedad puede ser dualizada a la categorı́a demódulos
cerrados, y veremos una relación existente entre las dos categorı́as.

Para finalizar el capı́tulo, ejemplos particulares de álgebras monomiales nos permitirán
estudiar relaciones entre las dos categorı́as y los funtores canónicos C y D.

6.2. Álgebras Monomiales

SeaX un conjunto que supondremos no vacı́o. Escribiremos 〈X〉 para denotar el conjunto
de palabras sobre X. Este conjunto tiene estructura de monoide utilizando como producto la
yustaposición. El elemento unidad es la palabra vacı́a que escribiremos como 1X o simple-
mente 1 cuando no exista confusión. Por 〈X〉0 denotaremos el conjunto de palabras no vacı́as
sobre X. Este conjunto tiene estructura de semigrupo con el producto mencionado ya que
carece de elemento unidad.

Para cada elemento z ∈ 〈X〉 existirán elementos x1, · · · , xn ∈ X tales que z = x1x2 · · · xn.
Diremos que z es una palabra de longitud n o que λ(z) = n. Los elementos deX vistos como
elementos de 〈X〉 son elementos de longitud 1. Para cada n ∈ N representaremos por Xn el
conjunto de todas las palabras de longitud n, es decir, Xn = {w ∈ 〈X〉 : λ(w) = n}. Con esta
notación X0 = {1X} y X1 = X.

Si p es un elemento de 〈X〉, nos referiremos habitualmente a p como una palabra sobre X
o deX.
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6.2. Álgebras Monomiales

Definición 6.1 Sean p y q elementos de 〈X〉:

1. Diremos que p ≥ q si existe una palabra w tal que p = qw. En este caso, w es única y la
escribiremos como w = q−1p.

2. Diremos que q es una subpalabra propia de p si existen palabras u y v tales que p = uqv con
u 6= 1 o v 6= 1.

Sea k un cuerpo y consideraremos el álgebra libre sobre 〈X〉 que escribiremos como k〈X〉.
Los elementos de k〈X〉 son sumas de la forma

∑

w∈〈X〉 kww, con kw ∈ k la mayorı́a cero salvo
un número finito. La suma y multiplicación vendrá dada de la forma usual:

∑

w∈〈X〉

kww +
∑

w∈〈X〉

k′ww =
∑

w∈〈X〉

(kw + k′w)w

(
∑

w∈〈X〉

kww) · (
∑

w∈〈X〉

k′ww) =
∑

w∈〈X〉

k′′ww

donde k′′w =
∑

{p,q∈〈X〉:pq=w} kpkq.

El álgebra libre no unitaria es el subálgebra de k〈X〉0 generada por las palabras no vacı́as.
Un elemento de k〈x〉0 es de la forma

∑

w∈〈X〉0
kww con kw ∈ k la mayorı́a cero salvo un

número finito.

Cualquier álgebra unitaria o no unitaria es un cociente de un álgebra libre módulo un
ideal bilatero. Para ello basta tomar como X un conjunto de generadores del álgebra.

Nuestro interés reside en un caso particular donde el ideal está generado por un conjunto
de palabras P . Si p es una palabra de P , con p nos referiremos al elemento 1 · p de k〈X〉 donde
1 es el elemento unidad de k. El ideal generado por P será escrito por (P ). Estas álgebras se
conocen como álgebras monomiales. Para un estudio más detallado puede consultarse [19].

Definición 6.2 Sea I un ideal bilatero de k〈X〉 que está generado por un subconjunto de palabras P
de 〈X〉 es decir I = (P ), entonces el cociente entre el álgebra libre y el ideal I , k〈X〉/I , se llamará álge-
bra monomial. Cuando el ideal I está contenido en k〈X〉0, el cociente k〈X〉0/I se llamará álgebra
monomial no unitaria.

Desde estemomento, salvo que semencione lo contrario, cualquier ideal I estará generado
por un conjunto de palabras P de 〈X〉.

Lema 6.3 1. Si 1 ∈ P entonces (P ) = k〈X〉.

2. Si p, q ∈ P y existen u, v ∈ 〈X〉 tales que p = uqv, entonces el ideal generado por P es igual al
ideal generado por P \ {q}.

Demostración:
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6. Álgebras Monomiales no Unitarias

1. Sea a ∈ k〈X〉 y p ∈ P , entonces a · p ∈ (P ). Tomando p = 1, resulta que a · 1 = a ∈ (P ).

2. El elemento 1 · p de k〈X〉 pertenece al ideal generado por P \ {q} ya que 1 · p = 1 · uqv =
(1 · u)(1 · q)(1 · v), por lo que (P ) ⊂ (P \ {p}).

�

El lema anterior dice que si el conjunto P tiene el elemento unidad el ideal generado serı́a
todo el anillo, por lo que el cociente serı́a cero. Además, por la segunda parte del lema, un
conjunto de palabras y el conjunto de palabras resultante de eliminar del primero las posibles
subpalabras propias que contiene, generan el mismo ideal en k〈X〉. Si suponemos que en el
conjunto P existe algún elemento de X, por ejemplo el elemento x ∈ X, entonces al realizar
el cociente todas las palabras que contienen a x serán cero, por lo que resultará redundante
en el conjuntoX. Estas observaciones nos llevan a la siguiente definición.

Definición 6.4 Diremos que un subconjunto P de 〈X〉 es normalizado si:

1. 1 /∈ P .

2. X
⋂
P = ∅.

3. Si p, q ∈ P y existen u, v ∈ 〈X〉 con p = uqv entonces u = v = 1.

Obsérvese que si P es un conjunto normalizado entonces (P ) ⊂ k〈X〉0 por (1) y tiene
sentido considerar el cociente k〈X〉0/(P ).

En lo que sigue P será un conjunto normalizado de palabras, S = k〈X〉0 y B = k〈x〉. I
será el ideal generado por P , I = (P ) = BPB. Escribiremos R = S/I y A = B/I .

Ejemplo 6.5 Si X = {x, y} entonces P = {xx, xy} es un conjunto normalizado. Cumple trivial-
mente las dos primeras condiciones y la tercera es debido a que las dos palabras que forman el conjunto
tienen la misma longitud, por lo que no puede ser una subpalabra de la otra.

Lema 6.6 Sea P un conjunto normalizado entonces el ideal I = (P ) puede ser descompuesto en dos
k-sumandos, PB y XBPB. Esta desomposición no es única.

Demostración:
Probaremos que XBPB + PB = I . Los elementos de I son sumas de elementos de la forma
bpb′ donde b, b′ ∈ B y p ∈ P . Existirán elementos kw ∈ k todos cero salvo un número finito
tales que b =

∑

w∈〈X〉 kww. Entonces bpb
′ = (

∑

w∈〈X〉 kww)pb′ =
∑

{w∈〈X〉:w 6=1} kwwpb
′ + pk1b

′,

por lo que bpb′ ∈ XBPB + PB. Como los elementos de I son sumas de elementos de esta
forma entonces I ⊂ XBPB + PB, y ası́ se tiene la igualdad.

Para probar que la descomposición no es única, probaremos que XBPB
⋂
PB 6= ∅. Sea

p ∈ P , entonces 1 · pp = (1 · p)(1 · p) que es un elemento de PB. Por otro lado, sea x ∈ X tal
que p = x(x−1p), entonces 1 · pp = x(1 · x−1p)(1 · p) · (1 · 1X) que es un elemento deXBPB. �

Para cada palabra w de 〈X〉 escribiremos Pw = {p ∈ P : w ≤ p}.

Lema 6.7 Sea P un conjunto normalizador entonces:
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6.3. Módulos firmes para un álgebra monomial no unitaria

1. Si p ∈ Pw entonces w(w−1p) = p.

2. P =
⋃

x∈X Px.

3. Si w es un elemento de 〈X〉 tal que Pw 6= ∅ y u < w entonces para cada v < u se tiene
Pv−1u =

⋃

x∈X Pv−1ux.

4. Si q ∈ P entonces Pq = {q}.

Demostración:

1. Como p ∈ Pw, entonces w ≤ p, por lo que existe v tal que p = wv. Con la notación
anterior v = w−1p. De este modo, p = wv = w(w−1p).

2. Sea p ∈ P , entonces p = x1x2 · · · xn con x1, · · · , xn enX. Es claro que x1 ≤ p, por lo que
p ∈ Px1 .

3. Como u < w, existe u1 6= 1, tal que w = uu1. Sea p ∈ Pv−1u entonces p ∈ P y v−1u ≤ p,
por lo que existe v1 tal que p = v−1uv1. Supongamos v1 = 1, entonces p = v−1u. Sea
q ∈ Pw entonces q = wv2 para algún v2, por lo que q = wv2 = uu1v2 = v(v−1u)u1v2 =
vpu1v2. De este modo p es una subpalabra propia de q y está en P , que es un conjunto
normalizado, por lo que v = 1 y u1v2 = 1, de donde u1 = 1, lo cual es imposible, ası́ que
necesariamente v1 6= 1. Ası́ v1 será de la forma xv′1 para algún x ∈ X y v′1 ∈ 〈X〉. De este
modo, p = v−1uv1 = v−1uxv′1, por lo que v−1ux ≤ p, obteniendo que p ∈ Pv−1ux.

Si p ∈ Pv−1ux entonces p ∈ P y v−1ux ≤ p. De la desigualdad v−1u < v−1ux se sigue
que p ∈ Pv−1u.

4. Sea p ∈ Pq entonces p ∈ P y q ≤ p. Entonces q serı́a una subpalabra de p en P , por lo
que necesariamente q = p.

�

6.3. Módulos firmes para un álgebra monomial no unitaria

A partir del ejemplo anterior pretendemos generalizar el resultado para un álgebra mono-
mial no unitaria. Seguiremos la notación desarrollada en la Sección 6.2, en concreto la última
parte referida a la definición de los anillos. Todos los módulos serán considerados enA−Mod.

Lema 6.8 Sea α : A(P ) → A(X) y β : A(X) → R dados por

α((a′p)p∈P ) = (
∑

p∈Px

(x−1p)a′p)x∈X

β((ax)x∈X) =
∑

x∈X

xax

entonces

A(P ) α
−−−−→ A(X) β

−−−−→ R −−−−→ 0

es una sucesión exacta por la derecha.
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6. Álgebras Monomiales no Unitarias

Demostración:
Es claro que β es sobreyectiva ya que R = XA y ası́ para cada r ∈ R, existen elementos (ax)
en A todos cero salvo un número finito tal que r =

∑

x∈X xax = β((ax)x∈X).

Sea (a′p)p∈P ∈ A(P ) entonces

β ◦ α((a′p)p∈P ) = β((
∑

p∈Px

(x−1p)a′p)x∈X) =
∑

x∈X

x(
∑

p∈Px

(x−1p)a′p) =

∑

x∈X

∑

p∈Px

xx−1pa′p =
∑

x∈X

∑

p∈Px

pa′p =
∑

p∈P

pa′p = 0

, ya que p ∈ I y es cero considerado como elemento de R. Se ha tenido en cuenta que
⋃

x∈X Px = P al ser P un conjunto normalizado.

Sea, ahora, (ax)x∈X ∈ A(X) con 0 =
∑

x∈X xax = β((ax)x∈X). Para cada ax 6= 0 tomamos
bx ∈ B tal que ax = bx + I y bx = 0 si ax = 0. La condición 0 =

∑

x∈X xax hace que
∑

x∈X xbx ∈ I . Por el Lema 6.6 existen elementos cx ∈ BPB y c′p ∈ B, para cada x ∈ X
y p ∈ P , todos ceros salvo un número finito tales que

∑

x∈X xbx =
∑

x∈X xcx +
∑

p∈P pcp =
∑

x∈X xcx+
∑

x∈X

∑

p∈Px
x(x−1p)cp. De aquı́, bx = cx+

∑

p∈Px
(x−1p)cp. Pero bx ha sido elegido

con la condición que ax = bx + I . Como cx ∈ I , podemos suponer que cx = 0 ya que bx + I =
∑

p∈Px
(x−1p)cp + I . Consideramos que bx =

∑

p∈Px
(x−1p)cp.

Tomamos a′p = cp + I . Entonces

(ax)x∈X = (bx + I)x∈X = (
∑

p∈Px

(x−1p)cp + I)x∈X = (
∑

p∈Px

(x−1p)a′x)x∈X = α((a′p)p∈P )

Concluimos que Im(α) ⊆ Ker(β). �

Proposición 6.9 SeaM un R-módulo firme y (mx) ∈ M (X). Entonces
∑

x∈X xmx = 0 si y sólo si
para todo x ∈ X, mx =

∑

p∈Px
(x−1p)m′p donde m

′
p ∈ M es cero para la mayorı́a de los p ∈ P salvo

un número finito.

Demostración:
Simx =

∑

p∈Px
(x−1p)m′p entonces

∑

x∈X

xmx =
∑

x∈X

∑

p∈Px

x(x−1p)m′p =
∑

x∈X

∑

p∈Px

pmp = 0

ya que p ∈ I y es cero considerado como elemento de R.

En el otro sentido seguiremos [25, Seite 97] y [24, I. Proposition 8.8] para producto tensorial
en general pero en el caso particular de álgebras monomiales no unitarias.

Obsérvese que R ⊗A M = R ⊗R M . Veamos que los elementos de A pasan al otro lado
del producto tensorial en R ⊗R M . Sea m ∈ M , r ∈ R y a ∈ A. Como M es firme entonces
M = RM , por lo que M =

∑

I rimi para ciertos ri ∈ R y mi ∈ M . Como ari ∈ R entonces
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6.3. Módulos firmes para un álgebra monomial no unitaria

r ⊗ am = r ⊗ a
∑

I rimi =
∑

I rari ⊗mi =
∑

I ra⊗ rimi = ra⊗m. Utilizaremos el producto
tensorial sobre el anillo unitario A.

Consideramos la sucesión exacta corta por la derecha del lema anterior

A(P ) α
→ A(X) β

−→ R→ 0

Usando la exactitud por la derecha del funtor − ⊗AM obtenemos la sucesión exacta por
la derecha

A(P ) ⊗AM
α⊗M
→ A(X) ⊗AM

β⊗M
−→ R⊗AM → 0

y tomando los isomorfismos canónicos, deducimos la sucesión exacta corta por la derecha

M (P ) α̂
→M (X) β̂

−→M → 0

donde Ker(β̂) = Im(α̂).

De la definición de α y β se sigue que

β̂((mx)x∈X) =
∑

x∈X

xmx

α̂((mp)p∈P ) = (
∑

p∈Px

(x−1p)mp)x∈X

Por lo que si (mx)x∈X ∈ Ker(β̂) existen (m′p)p∈P ∈M (P ) con

ax =
∑

p∈Px

(x−1p)m′p

�

Corolario 6.10 Sea M un módulo firme y (mx)x∈X , (mx)x∈X ∈ M (X). Entonces
∑

x∈X xmx =
∑

x∈X xmx si y sólo si existe (m′p)p∈P ∈ M (P ) tal que mx = mx +
∑

p∈Px
(x−1p)m′p para todo

x ∈ X.

Demostración:
∑

x∈X xmx =
∑

x∈X xmx si y sólo si
∑

x∈X x(mx −mx) = 0 si y sólo si existen (m′p) ∈ M (P )

tales que mx − mx =
∑

p∈Px
(x−1p)m′p si y sólo si existen (m′p)p∈P tales que mx = mx +

∑

p∈Px
(x−1p)m′p. �

Ejemplo 6.11 Cuando P = {xy}, entonces Py = ∅ y Px = {p ∈ P : x ≤ p} = {xy}. En la
proposición anterior por ser Py = ∅, entonces my = 0 y mx =

∑

p∈Px
(x−1p)m′p = (x−1xy)m′xy =

ym′xy. Se ha considerado que 0 = xmx + ymy, conmx,my ∈M , siendoM un k〈x, y〉/(xy)-módulo
firme. Nótese que esto es precisamente lo que se ha probado en la sección anterior.
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6. Álgebras Monomiales no Unitarias

Sea (mx)x∈X ∈ M (X). Usando que M = RM = XAM = XM , podemos encontrar para
cada mx, elementosmxy ∈ M (todos cero salvo un número finito) tal que mx =

∑

y∈X ymxy.
De forma recursiva podemos encontrar mw ∈ M para cada palabra w sobre X tal que para
todo t ∈ N el conjunto {mw 6= 0 : w ∈ Xt} es finito y mw =

∑

x∈X xmwx. Aunque estos ele-
mentos existen siempre en el caso de módulos unitarios (y, en particular, de módulos firmes),
no son necesariamente únicos. Este tipo de construcción es la idea que da lugar a los módulos
de soporte que forman una familia de generadores de la categorı́a de módulos firmes. Esto
módulos han sido desarrollados en [18, Section 5] y en la Sección 2.4.

Definición 6.12 Una familia de elementos (mw)w∈〈X〉 deM tal que

1. El conjunto {mw 6= 0 : w ∈ Xn} es finito para cada n ∈ N.

2. mw =
∑

x∈X xmwx para cada w ∈ 〈X〉.

Se dice que es una representación unitaria o una representación unitaria de m1. En el caso parti-
cular en quem1 = 0, diremos que es una representación unitaria de cero.

Proposición 6.13 SeaM unmódulo firme, (mx)x∈X ∈M (X) tal que
∑

x∈X xmx = 0 y (mw)w∈〈X〉 ∈
M una representación unitaria. Entonces para cada palabra u con Pu 6= ∅ y todo p ∈ P podemos en-
contrarmu

p ∈M , la mayorı́a cero, tales que para todo w con Pw 6= ∅

mw =
∑

u<w

∑

p∈Pu−1w

(w−1up)mu
p .

Demostración:
Haremos la demostración por inducción sobre la longitud de w. Supongamos que λ(w) = 1,
entonces w = 1 y m1 =

∑

x∈X xmx = 0 por hipótesis. Además

∑

u<w

∑

p∈Pu−1w

(w−1up)mu
p = 0

ya que no existen palabras u tales que u < w.

Si w = x para algún x ∈ X, sólo hay una palabra u < x que es u = 1. Entonces estamos en
el caso de la Proposición 6.9, y ası́

∑

u<w

∑

p∈Pu−1w

(w−1up)mu
p =

∑

p∈Px

(x−1p)m1
p.

Supongamos el resultado cierto para palabras de longitud r − 1, y sea w = x1x2 · · · xr
y q ∈ Pw. Las palabras u tales que u < w son de la forma x0x1 · · · xs con s = 0, · · · , r − 1
donde suponemos que x0 = 1. Ası́, (x0 · · · xs−1)

−1w = xsxs+1 · · · xr para s = 1, · · · , r. Si
Pw 6= ∅ entonces Px1x2···xr−1 6= ∅ ya que x1x2 · · · xr−1 < w < p donde p ∈ Pw. Por hipótesis de
inducción aplicada a la palabra x1 · · · xr−1 se tiene

mx1x2···xr−1 =

r−1∑

s=1

∑

p∈Pxs···xr−1

((xs · · · xr−1)
−1p)m

x1···xs−1

p .
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6.3. Módulos firmes para un álgebra monomial no unitaria

Para cada x ∈ X sea
hx = mx1x2···xr−1x

hx =

r−1∑

s=1

∑

p∈Pxs···xr−1x

(xs · · · xr−1x)
−1pm

x1···xs−1

p .

Probaremos que
∑

x∈X xhx =
∑

x∈X xhx. De Corolario 6.7(c) se obtiene (tomando u =
x1 · · · xr−1 y v = x1 · · · xs−1)

∪x∈XPxs···xr−1x = Pxs···xr−1

para cada s ∈ {1, · · · , r − 1}.

Entonces

∑

x∈X

xhx =
∑

x∈X

x(
r−1∑

s=1

∑

p∈Pxs···xr−1x

((xs · · · xr−1x)
−1p)m

x1···xs−1

p ) =

r−1∑

s=1

∑

x∈X

∑

p∈Pxs···xr−1x

x((xs · · · xr−1x)
−1p)m

x1···xs−1

p =

r−1∑

s=1

∑

p∈∪x∈XPxs···xr−1x

((xs · · · xr−1)
−1p)m

x1···xs−1

p =

r−1∑

s=1

∑

p∈Pxs···xr−1

((xs · · · xr−1)
−1p)m

x1···xs−1

p =

mx1x2···xr−1 =
∑

x∈X

xmx1x2···xr−1x =
∑

x∈X

xhx.

Si aplicamos el Corolario 6.10 para hx y hx, podemos encontrar elementosm
x1···xr−1

p ∈M ,
la mayorı́a cero, tales que

hx = hx +
∑

p∈Px

(x−1p)m
x1···xr−1

p .

Cuando x = xr obtenemos que

mx1x2···xr = hxr = hxr +
∑

p∈Pxr

(x−1
r p)m

x1···xr−1

p =

r−1∑

s=1

∑

p∈Pxs···xr

((xs · · · xr)
−1p)m

x1···xs−1

p +
∑

p∈Pxr

(x−1
r p)m

x1···xr−1

p =

r∑

s=1

∑

p∈Pxs···xr

((xs · · · xr)
−1p)m

x1···xs−1

p .

98
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�

La Proposición 6.9 asegura la existencia de ciertos elementos m′p ∈ M para p ∈ P que

cumplen mx =
∑

p∈Px
(x−1p)m′p cuando

∑

x∈X xmx = 0. La siguiente proposición mejora
el resultado asegurando que los elementos m′p pueden ser tomados de una representación
unitaria previamente elegida.

Proposición 6.14 SeaM un R-módulo firme ymx ∈M tal quemx = 0 salvo un número finito. Sea
(mw)w∈〈X〉 una representación unitaria. Entonces

∑

x∈X xmx = 0 si y sólo si para todo x ∈ X se
tienemx =

∑

p∈Px
(x−1p)mp.

Demostración:
La prueba hacia la izquierda es un caso particular de la Proposición 6.9.

Supongamos que
∑

x∈X xmx = 0. Sea x ∈ X y q ∈ Px, la Proposición 6.13 asegura que

mq =
∑

u<q

∑

p∈Pu−1q

(q−1up)mu
p =

∑

p∈Pq

(q−1p)m1
p +

∑

1<u<q

∑

p∈Pu−1q

(q−1up)mu
p =

m1
q +

∑

1<u<q

∑

p∈Pu−1q

(q−1up)mu
p .

donde se ha tenido en cuenta que Pq = {q} por Corolario 6.7(d).

Si multiplicamos por x−1q y teniendo en cuenta que x ≤ u, entonces si 1 < u < q obtene-
mos

(x−1q)mq = (x−1q)m1
q +

∑

1<u<q

∑

p∈Pu−1q

((x−1q)(q−1up))mu
p =

(x−1q)m1
q +

∑

1<u<q

∑

p∈Pu−1q

(x−1up)mu
p = (x−1q)m1

q

porque x−1up = 0 ya que p ∈ I y x−1u ∈ 〈X〉.

Esto puede ser hecho para todo x ∈ X y todo q ∈ Px, ası́

mx =
∑

q∈Px

(x−1q)m1
q =

∑

q∈Px

(x−1q)mq.

�

Teorema 6.15 Sea {Mλ : λ ∈ Λ} una familia de módulos firmes y
∏

λ∈ΛM
λ el producto computado

en A−Mod. Sea N un A-submódulo de
∏

λ∈ΛM
λ tal queN = RN , entonces N es un módulo firme.
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Demostración:
Probaremos que µ : R⊗AN → N dada por µ(r⊗n) = rn es un isomorfismo. La condiciónN =
RN nos asegura que es un epimorfismo. Supongamos que 0 =

∑

x∈X xnx = µ(
∑

x∈X x⊗nx),
faltarı́a probar que

∑

x∈X x⊗ nx = 0 en R⊗A N y ası́ µ serı́a un monomorfismo.

Para cada elemento nx tomamos una representación unitaria y definimos los elementos
nw para cada w ∈ 〈X〉 con nx =

∑

y∈X ynxy para cada x ∈ X y n1 = 0. Estos elementos están

en N ⊆
∏

λ∈ΛM
λ y tienen componentes nλw ∈ Mλ para todo λ ∈ Λ y w ∈ 〈X〉. Es decir,

nw = (nλw)λ∈Λ

Entonces 0 =
∑

x∈X xnx =
∑

x∈X x(n
λ
x)λ∈Λ = (

∑

x∈X xn
λ
x)λ∈Λ, por lo que 0 =

∑

x∈X xn
λ
x

enMλ para cada λ ∈ Λ.Mλ es un módulo firme, aplicando la Proposición 6.14

nλx =
∑

p∈Px

(x−1p)nλp .

Esto puede ser hecho para cada λ ∈ Λ, luego

nx = (nλx)λ∈Λ = (
∑

p∈Px

(x−1p)nλp)λ∈Λ =
∑

p∈Px

(x−1p)(nλp)λ∈Λ =
∑

p∈Px

(x−1p)np

y ası́ en R⊗A N obtenemos

∑

x∈X

x⊗ nx =
∑

x∈X

x⊗
∑

p∈Px

(x−1p)np =
∑

x∈X

∑

p∈Px

x⊗ (x−1p)np =

∑

x∈X

∑

p∈Px

x(x−1p) ⊗ np =
∑

x∈X

∑

p∈Px

p⊗ np = 0.

ya que p ∈ I y es cero considerado como elemento de R. �

Corolario 6.16 Sea M un módulo firme yN unA-submódulo deM tal queN = RN , entoncesN es
un módulo firme.

Demostración:
Basta tomar en el teorema anterior el conjunto Λ con un único elemento.

�

6.4. La Categorı́a de Módulos Firmes

Todos los módulos considerados en esta sección estarán en A−Mod. Recordamos que un
A-módulo se dice R-unitario siM = RM . Como R = XA la condición de unitario es equiva-
lente a queM = XM , ya queM = RM = XAM = XM , donde se ha tenido en cuenta que
M = AM . Dado unA-móduloM podemos encontrar un submódulo maximal U (M) ⊆M tal
que U (M) es R-unitario. A este módulo lo llamamos la parte R-unitaria deM tal y como se
ha visto en la Sección 2.3.
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Proposición 6.17 Sea Mα, fα,β : Mα → Mβ un sistema inverso de módulos firmes. Sea ĺım
←
Mα el

lı́mite inverso calculado enA−Mod. Entonces el lı́mite inverso calculado enR−DMod, ĺım
←

′Mα, existe
y

ĺım
←

′Mα = U

(

ĺım
←
Mα

)

.

Demostración:
Con la construción usual del lı́mite inverso se tiene que ĺım

←
Mα en A−Mod es un submódulo

de
∏

αMα. U
(

ĺım
←
Mα

)

es unR-submódulo unitario de
∏

αMα. Usando Teorema 6.15 se tiene

que U

(

ĺım
←
Mα

)

es un módulo firme.

Para cada β sea p′β : U

(

ĺım
←
Mα

)

→Mβ la composición

U

(

ĺım
←
Mα

)

⊆ ĺım
←
Mα

pβ
−→Mβ

donde pβ es la proyección canónica.

Para cada fαβ : Mα → Mβ se tiene que fαβ ◦ pα = pβ , ası́ para cada elemento m̂ ∈
ĺım
←
Mα se cumple que fαβ(pα(m̂)) = pβ(m̂). En particular se cumplirá para los elementos de

U

(

ĺım
←
Mα

)

⊆ ĺım
←
Mα. Esto prueba que fαβ ◦ p

′
α = p′β .

Supongamos que hay unmódulo firmeM y una familia de homomorfismos πα : M →Mα

tales que para todo fαβ se satisface la igualdad fαβ◦πα = πβ . La propiedad universal del lı́mite
inverso en A−Mod asegura la existencia de un único homomorfismo π : M → ĺım

←
Mα. Pero

M es firme y, en particular RM = M , por lo que RIm(π) = Im(π). Ası́ Im(π) ⊆ U

(

ĺım
←
Mα

)

y

π puede ser restringido para π′ : M → U

(

ĺım
←
Mα

)

, que satisface fαβ ◦ π′α = π′β . La unicidad

de π garantiza la unicidad de π′.

�

Este resultado no es cierto en general. En realidad, es un resultado más fuerte de un tipo
de anillos que engloba a las álgebras monomiales y que será tratado en la siguiente sección.
En [17, Proposición 5.8] puede verse que, siguiendo la notación de la proposición anterior, en
general se tiene

ĺım
←

′Mα = D

(

ĺım
←
Mα

)

.

También en [24, Proposición 5.8] puede verse el siguiente resultado consecuencia de que
el producto tensorial conserve lı́mites directos.

Proposición 6.18 Sea Mα, fα,β : Mβ → Mα un sistema directo de módulos firmes. Sea ĺım
→
Mα el

lı́mite directo calculado en A−Mod, entonces el lı́mite directo calculado en R−DMod, ĺım
→

′Mα, existe
y

ĺım
→

′Mα = ĺım
→
Mα.
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Demostración:
El módulo ĺım

→
Mα es firme, porque

R⊗A ĺım
→
Mα ≃ ĺım

→
R⊗AMα ≃ ĺım

→
Mα.

Y este módulo sastisface la propiedad universal para lı́mites directos en R−DMod porque la
satisface en A−Mod y la categorı́a de módulos firmes es una subcategorı́a plena de A−Mod.
�

Dado un homomorfismo de módulos firmes f : M → N escribiremos Ker′(f) para el
núcleo de f calculado en R−DMod e Im′(f) para la imagen de f en R−DMod.

Proposición 6.19 Sea f : M → N un homomorfismo de módulos firmes. Entonces Ker(f) y Im(f)
calculados A−Mod son módulos firmes, ası́ Ker

′(f) = Ker(f) e Im
′(f) = Im(f).

Demostración:
El A-módulo Im(f) es R-unitario porque Im(f) = f(M) = f(RM) = Rf(M) = R(Im(f)) y
es un submódulo de N que es un módulo firme. Usando Corolario 6.16, Im(f) es firme. La
aplicación M → Im(f) es sobreyectiva, usando Proposición 2.19, Ker(f) = Ker(M → Im(f))
es R-unitario y submódulo de un módulo firme, luego es firme por el Corolario 6.16.

En general Ker′(f) = D (Ker(f)), como puede verse en en el Corolario 2.25. Como Ker(f)
es firme entonces Ker′(f) = D (Ker(f)) = Ker(f). �

Proposición 6.20 SeaM un módulo firme yG =
∐

σ∈Ξ(X) 〈〈σ〉〉 el generador deR−DMod, entonces
M es G-estático.

Demostración:
Sea E = HomR(G,G), entonces cada elemento de G ⊗E HomR(G,M) puede escribirse como
suma de elementos de la forma g ⊗E α con g ∈ G y α ∈ HomR(G,M). Y, para cada g ∈ G,
podemos encontrar un soporte unitario τ y un homomorfismo f : G→ G tal que (〈1〉τ )f = g.
Ası́, g ⊗ α = (〈1〉τ )f ⊗ α = 〈1〉τ ⊗ f ∗ α.

Dado un elemento de G⊗E HomR(G,M) en la forma

∑

I

gi ⊗E αi

donde I es un conjunto finito, podemos encontrar un soporte suficientemente grande τ y
homomorfismos fi : G → G tales que (〈1〉τ )fi = gi. En el razonamiento anterior, realizado
para un solo elemento g, basta tomar como τ la unión de todos los soportes unitarios que
aparecen para cada elemento g de la suma. De este modo

∑

I

gi ⊗ αi =
∑

I

(〈1〉τ )fi ⊗ αi =
∑

I

〈1〉τ ⊗ fi ∗ αi =

〈1〉τ ⊗ (
∑

I

fi ∗ αi) = 〈1〉τ ⊗ f
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donde f =
∑

I fi ∗ αi. Hemos probado que todo elemento de G ⊗E HomR(G,M) puede
escribirse como 〈1〉τ ⊗ f para un cierto soporte unitario τ y un homomorfismo f : G→M .

Si M es un módulo firme, para cada elemento m de M podemos encontrar un homo-
morfismo α : G → M tal que existe g ∈ G con (g)α = m. Ası́, el homomorfismo ϕM :
G ⊗E HomR(G,M) → M es sobreyectivo. Sea, ahora, 〈1〉τ ⊗E f un elemento del núcleo, en-
tonces (〈1〉τ )f = 0. Utilizando la proposición anterior Ker(f) es un módulo firme, por lo que
〈1〉τ pertenece a la parte unitaria de Ker(f). Podemos encontrar un soporte unitario σ y un
homomorfismo h : G→ G tal que h ∗ f = 0 y (〈1〉σ)h = 〈1〉τ . Ası́,

〈1〉τ ⊗E f = (〈1〉σ)h⊗E f = 〈1〉σ ⊗ (h ∗ f) = 〈1〉σ ⊗ 0 = 0

Deducimos que ϕM es una aplicación inyectiva y, por tanto, es un isomorfismo. �

Proposición 6.21 SeaM y N módulos firmes y f : M → N un homomorfismo. Son equivalentes:

1. f es un monomorfismo en R−DMod.

2. f es un núcleo en R−DMod.

3. f es una aplicación inyectiva.

Demostración:
(3 ⇒ 2). Si f es una aplicación inyectiva, f es el núcleo de N → N/Im(f) porque N/Im(f) es
un módulo firme.

(2 ⇒ 1). Si f es el núcleo de g : N → L y h : K → M es un homomorfismo tal que
h ∗ f = 0, entonces h ∗ f = 0 ∗ f y usando la unicidad dada por la propiedad universal de los
núcleos, h = 0.

(1 ⇒ 3). El homomorfismo Ker(f) → M está en R−DMod y al componer con f da 0.
Usando que f es un monomorfismo deducimos que Ker(f) → M es la aplicación cero, luego
Ker(f) = 0. �

Proposición 6.22 Sea 0 → K → L → M → 0 una sucesión de módulos firmes. La sucesión es
exacta en R−DMod si y sólo si es exacta en A−Mod.

Demostración:
Este resultado es consecuencia de que núcleos y conúcleos calculados R−DMod y en A−Mod

coinciden. �

Proposición 6.23 Los lı́mites directos son exactos en R−DMod.

Demostración:
Las sucesiones exactas, por la propisición anterior, son las mismas en R−DMod y A−Mod, y
el lı́mite directo de módulos firmes en R−DMod es el mismo que en A−Mod por la

Proposición 6.18. Como el lı́mite directo es exacto enA−Mod entonces es exacto enR−DMod.

�
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Teorema 6.24 La categorı́a de módulos firmes para un álgebra monomial no unitaria es una categorı́a
de Grothendieck.

Demostración:
Usando [18, Proposition 14], R−DMod es una categorı́a aditiva con un generador y un co-
generador. Es completa y cocompleta y el lı́mite directo es exacto (Proposición 6.23). Todo
monomorfismo es un núcleo (Proposición 6.21) y todo epimorfismo es un conúcleo. Ası́ que
satisface todas las condiciones para ser una categorı́ de Grothendieck.

�

6.5. Una generalización

El Corolario 6.16 es la propiedad esencial para que R−DMod sea una categorı́a abeliana
cuando R es un álgebra monomial no unitaria y da lugar a la siguiente definición.

Definición 6.25 Se dice que R−DMod es cerrada para submódulos unitarios si para cada M ∈
R−DMod y N un submódulo de M tal que RN = N entonces N ∈ R−DMod. En otras pala-
bras, R−DMod es cerrada para submódulos unitarios si todo submódulo unitario de un módulo firme
es firme.

Nota: Obérvese que no se está diciendo que todo módulo unitario sea un módulo firme.
Estos anillos serán considerados en el capı́tulo siguiente. Es conocido que todo módulo uni-
tario puede ponerse como imagen de un módulo firme, pero no es conocido si todo módulo
unitario es submódulo de un módulo firme, ni siquiera que sea cierto en general. Si esto fuera
ası́ y se cumpliera la definición entonces todo módulo unitario serı́a firme.

Proposición 6.26 Sea R un anillo no unitario. Son equivalente:

1. R−DMod es cerrada para submódulos unitarios.

2. Si f : M → N es un homomorfismo en R−DMod entonces Ker(f) calculado en A−Mod es
R-unitario.

Demostración:

(2) ⇒ (1) SeaM ∈ R−DMod y N un submódulo deM unitario. Sea i : N → M la inclusión
y νN : D (N) → N el homomorfismo proporcionado por el funtor D. Como N es uni-
tario entonces νN es sobreyectiva. Además la composición i ◦ νN : D (N) → M es un
homomorfismo en R−DMod y al ser i inyectiva se tiene Ker(i ◦ νN ) = Ker(νN ) que es
evanescente. Por hipótesis también será unitario, luego Ker(νN ) = 0 y es inyectiva. Se
concluye que νN es un isomorfismo y por tanto N es un módulo firme.

(1) ⇒ (2) Sea f : M → N un homomorfismo en R−DMod, entonces Im(f) es un submódulo
unitario de N y por hipótesis será un módulo firme. Consideramos la s.e.c en A−Mod,
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0 −−−−→ Ker(f) −−−−→ M −−−−→ Im(f) −−−−→ 0

M e Im(f) son módulos firmes, necesariamente Ker(f) tiene que ser unitario.

�

Corolario 6.27 Si R es un anillo no unitario tal queR−DMod es cerrada para submódulos unitarios,
entonces son válidos para R−DMod los resultados de la sección anterior.

Demostración:
Para probar esos resultado se está utilizando que si R es un álgebra monomial no unitaria
entonces R−DMod es cerrada para submódulos unitarios. �

De una forma dual podemos hacer la siguiente definición.

Definición 6.28 Se dice que R−CMod es cerrada para cocientes libres de torsión si para cada M ∈
R−CMod y N un submódulo deM tal queM/N es libre de torsión entoncesM/N ∈ R−CMod.

Proposición 6.29 Sea R un anillo no unitario son equivalentes:

1. R−CMod es cerrada para cocientes libres de torsión.

2. Si f : M → N es un homomorfismo en R−CMod entonces Coker(f) calculado en A−Mod es
un módulo libre de torsión.

Demostración:

(1) ⇒ (2) Sea f : M → N un homomorfismo enR−CMod. Por [17, Proposición 3.4], Coker(f) =
N/Im(f) es libre de torsión si y sólo si Im(f) ∈ R−CMod. Como Im(f) es un submódulo
deN es libre de torsión y cociente de un módulo cerrado ya que Im(f) ∼= N/Ker(f). Por
hipótesis Im(f) ∈ R−CMod, por lo que Coker(f) es libre de torsión.

(2) ⇒ (1) SeaM ∈ R−CMod yN un submódulo deM tal queM/N es libre de torsión. Deno-
tamos por π : M → M/N la proyección que es sobreyectiva y por ιM/N : M/N →
C (M/N) el homomorfismo proporcionado por el funtor C que es inyectivo por ser
M/N libre de torsión. Consideramos la composición ιM/N ◦ π : M → C (M/N ) que
es un homomorfismo en R−CMod. Por hipótesis Coker(ιM/N ◦ π) es libre de torsión.
Pero, al ser π sobreyectiva se tiene Im(ιM/N ◦ π) = Im(ιM/N ), luego Coker(ιM/N ◦ π) =
C (M) /Im(ιM/N ) = Coker(ιM/N ) que es de torsión (y libre de torsión). Necesariamente,
Coker(ιM/N ) = 0 y ası́ ιM/N es sobreyectiva y por tanto un isomorfismo. Se concluye que
M/N ∈ R−CMod.

�

Los anillos de este tipo tienen un resultado dual a la Proposición 6.21. Ahora R−CMod es
siempre una categorı́a abeliana por lo que todo epimorfismo es un conúcleo.
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Corolario 6.30 Si R es un anillo tal que R−CMod es cerrada para cocientes libres de torsión y f :
M → N es un homomorfismo en R−CMod, son equivalentes:

1. f es un epimorfismo en R−CMod.

2. f es una aplicación sobreyectiva.

Demostración:
Utilizando el Corolario 2.17, f es un epimorfismo en R−CMod si y sólo si 0 = Coker

′(f) =
C (Coker(f)) si y sólo si Coker(f) es un módulo de torsión.

(1) ⇒ (2) Si f es un epimorfismo entonces Coker(f) calculado en A−Mod es un módulo de
torsión. Por la proposición anteriorCoker(f) también es libre de torsión. Necesariamente
Coker(f) = 0, ası́ f es sobreyectiva.

(2) ⇒ (1) Trivial. Si f es sobreyectiva entonces Coker(f) = 0 calculado en A−Mod que es un
módulo de torsión. Deducimos que f es un epimorfismo en R−CMod.

�

6.6. El módulo de caracteres

En esta sección estableceremos una relación entre los conceptos definidos anteriormente.
Utilizaremos que Q/Z es un cogenerador inyectivo para Z−Mod.

Proposición 6.31 SeaM ∈ R−DMod entoncesM+ = HomZ(M,Q/Z) ∈ CMod−R.

Demostración:
Vease [13, Página 5839].

HomR(R,M+) = HomR(R,HomZ(M,Q/Z)) ∼= HomZ(R⊗RM,Q/Z) ∼=

HomZ(M,Q/Z) = M+

�

Proposición 6.32 SeaM ∈ A−Mod tal queM+ es de R-torsión entoncesM es evanescente.

Demostración:
Sea σ un soporte unitario y f : 〈〈σ〉〉 →M un homomorfismo.Aplicando el funtorHomZ(−,Q/Z)
tenemos el homomorfismo f+ : M+ → 〈〈σ〉〉+. Por la proposición anterior 〈〈σ〉〉+ ∈ CMod−R
y por tanto es libre de torsión. Por hipótesisM+ es de torsión por lo que f+ = 0. Por ser Q/Z
un cogenerador inyectivo tiene que ocurrir que f = 0. De este modoM es evanescente. �
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Ejemplo 6.33 El recı́proco no es cierto. Tomamos R = 2Z yM = 2Z. ClaramenteM es evanescente,

porque
⋂

n∈N
MRn = 0. Sin embargo, tomamos f : 2Z → Q/Z tal que f(2n) =

2n

3
+Z y la sucesión

(an)n∈N ∈ RN. Entonces para todo k ∈ N se tiene fa1 · · · ak 6= 0 ya que f(2)2k =
2k+1

3
+ Z 6= 0 ya

que
2k+1

3
/∈ Z pues 3 no divide a 2k+1.

Proposición 6.34 SeaM ∈ A−Mod, entoncesM esR-unitario si y sólo siM+ esR-libre de torsión.

Demostración:
Sea M unitario y f : M → Q/Z tal que fR = 0. Sea m ∈ M entonces existen elementos
(mi)i∈I en M y (ri)i∈I en R siendo I un conjunto finito, tales que m =

∑

i∈I rimi. Entonces
f(m) = f(

∑

i∈I rimi) =
∑

i∈I f(mi)ri = 0, por lo que f = 0 yM+ es libre de torsión.

SiM+ es libre de torsión, tomamos la sucesión exacta corta 0 → RM →M →M/RM → 0
y, utilizando el generador inyectivo, obtenemos la sucesión exacta corta

0 −−−−→ (M/RM)+ −−−−→ M+ −−−−→ (RM)+ −−−−→ 0

Sea f : M → Q/Z tal que f(RM) = 0. Entonces f(M)R = 0, por lo que f = 0 ya queM+

es libre de torsión. Entonces M+ → (RM)+ es un isomorfismo, por lo que (M/RM)+ = 0.
Como Q/Z es un cogenerador se tiene queM/RM = 0, por lo queM = RM , es decir,M es
unitario. �

Proposición 6.35 SeaM ∈ A−Mod tal queM+ ∈ CMod−R entoncesM ∈ R−DMod.

Demostración:
Por hipótesis

M+ ∼= HomR(R,M+) = HomR(R,HomZ(M,Q/Z)) ∼=

HomZ(R⊗RM,Q/Z) = (R⊗RM)+

M+ es libre de torsión por lo queM es unitario. El homomorfismo µM : R⊗RM →M es
un epimorfismo del que se obtiene la s.e.c.

0 −−−−→ M+ −−−−→ (R⊗RM)+ −−−−→ Ker(νM )+ −−−−→ 0

Pero los dos primeros módulos son isomorfos, ası́ que Ker(νM )+ = 0 y, nuevamente por
la propiedad de ser cogenerador, se tendrá Ker(νM ) = 0, por lo que R ⊗R M ∼= M y M ∈
R−DMod. �

Corolario 6.36 Si R es un anillo no unitario tal que CMod−R es cerrada para cocientes libres de
torsión entonces R−DMod es cerrada para submódulos unitarios.

Demostración:
SeaM un R-módulo firme y N un R-submódulo unitario deM , el homomorfismo inyectivo
0 → N → M se convierte en el homomorfismo sobreyectivo M+ → N+ → 0. Como N es
unitario entonces N+ es libre de torsión y es el cociente de un módulo cerrado. Por hipótesis
N+ será cerrado y por la proposición anterior N es firme. �
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6.7. Contraejemplos

6.7.1. Ejemplo 1

La categorı́a de módulos cerrados para un anillo R no unitario, R−CMod, es una cate-
gorı́a de Grothendieck. La categorı́a de módulos firmes, R−DMod, tiene un inicio paralelo a
la categorı́a R−CMod. Pueden verse los trabajos [20], [17], [11], [12], etc. Sin embargo, para
R−DMod no ha podido ser demostrado que sea una categorı́a de Grothendieck, ni siquiera
una categorı́a abeliana (Más detalles sobre el problema de la abelianidad de R−DMod serán
dados en el siguiente capı́tulo).

Los primeros ejemplos de anillos R donde se conoció que R−DMod es una categorı́a abe-
liana y también de Grothendieck, cumplen que R−DMod y R−CMod son categorı́as equiva-
lentes. Puede pensarse que la condición de abelianidad para R−DMod está asociada a la exis-
tencia de una equivalencia entre las dos categorı́as. El siguiente ejemplo muestra un anillo R
tal que R−DMod es abeliana (Grothendieck) y no es equivalente a R−CMod.

Proposición 6.37 Sea X = {xn : n ∈ N} un conjunto numerable, y P = {xixj : i ≥ j}. El anillo
R = k〈X〉0/(P ) satisface las siguientes condiciones:

1. Es un álgebra monomial no unitaria.

2. La categorı́a R−DMod es Grothendieck.

3. Si {xαs : s ∈ N} es una sucesión de elementos de X entonces existe s ∈ N tal que 0 =
xαs · · · xα2xα1 .

4. La categorı́a R−CMod es 0.

5. Para cada n ∈ N se cumple x1x2 · · · xn 6= 0.

6. La categorı́a R−DMod no es 0.

7. Las categorı́as R−DMod y R−CMod no son equivalentes.

Nota: El por qué de este anillo nace de la idea de anillo T-nilpotente y de los resultados
[16, Corolario 3.11] y [16, Corolario 3.12].

Demostración:
La condición (1) es la definición de álgebra monomial no unitaria dada en la Sección 6.2. La
condición (2) es consecuencia de (1) y de Teorema 6.24

Sea {xαn : n ∈ N} una sucesión de elementos de X tales que xαs · · · xα2xα1 6= 0 para cada
s ∈ N. Entonces por la forma de definir el conjunto P se debe cumplir que αs < · · · < α2 < α1

para cada s ∈ N. Obtendrı́amos una sucesión de números naturales estrictamente decreciente
sin un mı́nimo, lo cual resulta imposible. Deberá existir s ∈ N tal que αs = αs+1, por lo que
xαs+1 · · · x2x1 = 0 en R, que prueba (3).

La condición (3) hace que R sea un anillo T -nilpotente por la derecha. Usando [16, Coro-
llary 3.12] se concluye que R−CMod = 0.
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Si x1 · · · xn = 0, entonces, por Lema 6.8, x2 · · · xn =
∑

p∈Px1
(x−1

1 p)a′p para ciertos elementos

a′p en A. Pero Px1 = {p ∈ P : x1 � p} = {x1x1}, luego x2 · · · xn = (x−1
1 x1x1)a

′
x1x1

= x1a
′
x1x1

,

es decir, x2 · · · xn − x1a
′
x1x1

= 0. Nuevamente por el mismo lema x3 · · · xn =
∑

p∈Px2
(x−1

2 p)a′p.

En este caso Px2 = {p ∈ P : x2 ≤ p} = {x2x2, x2x1}, luego x3 · · · xn = x−1
2 x2x2a

′
x2x2

+
x−1

2 x2x1a
′
x2x1

= x2a
′
x2x2

+x1a
′
x2x1

. Repitiendo el proceso se llega a que xn =
∑

p∈Pxn−1
(x−1
n−1p)a

′
p

yPxn−1 = {xn−1xn−j : j = 1, · · · , n−1} luego xn = xn−1a
′
xn−1xn−1

+· · ·+x1a
′
xn−1x1

. Se llegará a

que 1 =
∑

p∈Pxn
(x−1
n p)a′p por lo que 1 ∈ k〈X〉0, lo cual es imposible. Ası́ que x1 · · · xn 6= 0 para

cada n ∈ N, que prueba (4).

La condición (5) hace que R no sea un anillo T -nilpotente por la izquierda. Usando [16,
Corollary 3.11] concluimos que R−DMod no es 0.

La última condición es clara porque el objeto 0 se conserva por equivalencias, y una cate-
gorı́a con objetos que no son cero no puede ser equivalente a otra categorı́a donde está única-
mente el objeto cero.

�

6.7.2. Ejemplo 2.

En [11] se establece cuándo R−DMod y R−CMod son equivalentes mediante los funtores
canónicos D y C. En el ejemplo anterior hemos mostrado que, en general, las categorı́as no
son equivalentes. A continuación mostraremos un ejemplo donde sı́ son equivalentes pero no
mediante los funtores canónicos.

Trabajaremos en el anillo k〈X〉0 donde X será un conjunto finito. Los elementos de X
serán representados como X = {x1, x2, · · · , xs} con s ∈ N.

Proposición 6.38 1. Un R-módulo M está en R−CMod si y sólo si el homomorfismo de grupos
abelianos

M →MX

m 7→ (xm)x∈X

es un isomorfismo.

2. Un R-móduloM está en R−DMod si y sólo si el homomorfismo de grupos abelianos

MX →M

(mx)x∈X 7→
∑

x∈X

xmx

es un isomorfismo.

Demostración:
Vease [17, Proposición 8.15] �
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Proposición 6.39 1. Sea M un R-módulo libre de torsión, entonces C (M) = M〈X∗〉 donde
X∗ = {x∗ : x ∈ X}, siendo los elementos de M〈X∗〉 sumas finitas de elementos de la forma
x∗αn

· · · x∗1m con n ∈ N y x∗αj
∈ X∗ para j = 1, · · · , n, y definiendo las siguientes operaciones

para todo y ∈ X,

yx∗αn
· · · x∗α1

m =







0 si n ≥ 1 y xαn 6= y
x∗αn−1

· · · x∗1m si n ≥ 1 y xαn = y

ym si n = 0

2. SiM es un R-módulo unitario, entonces

D (M) = ĺım
←
M ⊗R · · · ⊗R R⊗RM

Demostración:
Vease [17, Proposición 8.17]. �

Lema 6.40 1. SiM ∈ R−DMod entoncesM es libre de torsión.

2. SiM ∈ R−CMod entoncesM es unitario.

Demostración:

1. SiM ∈ R−DMod entonces φ es un isomorfismo. Sea m ∈ M tal que Rm = 0. En parti-
cular, xm = 0 para cada x ∈ X por lo que φ((m)x∈X ) =

∑

x∈X xm = 0. Necesariamente
m = 0. Ası́M es libre de torsión.

2. Si M ∈ R−CMod entonces ψ es un isomorfismo. Sea m ∈ M y (mx)x∈X el elemento
de MX tal que mx1 = m y mx = 0 para cada x 6= x1. Existe un único m′ ∈ M tal que
(mx)x∈X = ψ(m′) = (xm′)x∈X , luegom = x1m

′ ∈ RM , y por tantoM = RM . Es decir,
M es unitario.

�

Este lema nos permite utilizar las fórmulas de la proposición anterior para el cálculo de
C (M) siM ∈ R−DMod o D (M) siM ∈ R−CMod.

Proposición 6.41 SeaM un R-módulo cerrado entonces C ◦ D (M) 6= M .

Demostración:

D (M) = ĺım
←
R⊗R · · · ⊗R R⊗RM

Tenemos el homomorfismo ν : D (M) → M que es sobreyectivo por ser M R-unitario.
Entonces C (ν) es un isomorfismo si y sólo si Ker(ν) y Coker(ν) son de torsión (ver [17, Propo-
sición 5.1]). Veamos que Ker(ν) no es de torsión.
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Sea m ∈ M , podemos encontrar m′ en M tal que m = x1m
′ y 0 = xim para i 6= 1. La

existencia del elementom′ está garantizada por serM un módulo cerrado. El elemento

(0, x2 ⊗m′, x1 ⊗ x2 ⊗ x∗2m
′, · · · , x1 ⊗

k veces
︷ ︸︸ ︷

x2 ⊗ · · · ⊗ x2 ⊗(x∗2)
km)

está en D (M) ya que 0 = x2m
′ y

x1 ⊗

k−1 veces
︷ ︸︸ ︷

x2 ⊗ · · · ⊗ x2 ⊗x2(x
∗
2)
km) = x1 ⊗

k−1 veces
︷ ︸︸ ︷

x2 ⊗ · · · ⊗ x2 ⊗(x∗2)
k−1m)

.

Sea l el elemento anterior de Ker(ν). Entonces para cada k ∈ N se cumple que xk1l 6= 0, ya
que

xk1(x1 ⊗

k veces
︷ ︸︸ ︷

x2 ⊗ · · · ⊗ x2 ⊗(x∗2)
km) = x1 ⊗

k veces
︷ ︸︸ ︷

x1 ⊗ · · · ⊗ x1 ⊗x
k
2(x
∗
2)
km) =

x1 ⊗

k veces
︷ ︸︸ ︷

x1 ⊗ · · · ⊗ x1 ⊗m)

Entonces la componente k de xk1l es distinta de cero, luego xk1l 6= 0, y ası́ l no es un ele-
mento de torsión. �

Esto prueba, como ya hemos comentando, que los funtoresD y C no establecen, en general,
una equivalencia de categorı́as entreR−DMod yR−CMod. Sin embargo, en este caso concreto,
las categorı́as sı́ son equivalentes.

Proposición 6.42 SeaX un conjunto finito entonces k〈X〉0−DMod es equivalente a k〈X〉0−CMod.

Demostración:
SeaM un k〈X〉0-módulo firme. Denotamos por φ : MX −→M el isomorfismo

((mx)x∈X)φ =
∑

x∈X

xmx

proporcionado por Proposición 6.38. Para cada x ∈ X, escribiremos πx : MX →M e ix : M →
MX para referirnos a la proyecciones e inclusiones canónicas.

Vamos a dotar a M de estructura de k〈X〉0-módulo cerrado como sigue: dado m ∈ M y
x ∈ X, definimos x · m = (m)φ−1 ∗ πx. Con este producto M es, efectivamente, un módulo
cerrado, pues sim es un elemento deM tal que 0 = (x ·m)x∈X = ((m)φ−1 ∗ πx)x∈X , entonces
0 = (m)φ−1 ∗ πx para cada x ∈ X, luego 0 = (m)φ−1, y como φ es un isomorfismo, debe ser
m = 0. Además, si (mx)x∈X es un elemento deMX , tomamosm =

∑

x∈X xmx. De este modo
((mx)x∈X)φ =

∑

x∈X xmx = m, luego (m)φ−1 = (mx)x∈X . Entonces, (x ·m)x∈X = ((m)φ−1 ∗
πx)x∈X = (((mz)z∈X)πx)x∈X = (mx)x∈X . Siguiendo el primer apartado de la Proposición
6.38, concluimos queM con el producto · es un módulo cerrado.
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Definimos el funtor F : k〈X〉0−DMod −→ k〈X〉0−CMod por F (M) = (M, ·) para M ∈
k〈X〉0−DMod y F (f) = f para cada k〈X〉0-homomorfismo f : M → N en k〈X〉0−DMod.
Ya hemos visto que (M, ·) pertenece a k〈X〉0−CMod, faltarı́a ver que f : (M, ·) −→ (N, ·)
es un k〈X〉0-homomorfismo con el producto ·. Dados m ∈ M y x ∈ X, se tiene que x ·
(m)f = ((m)f)φ−1 ∗ πx. Sim =

∑

x∈X xmx, entonces (m)φ−1 = (mx)x∈X , luego x ·m = mx, y
como f es un homomorfismo se tiene que (m)f = (

∑

x∈X xmx)f =
∑

x∈X x(mx)f , de donde
x · (m)f = (mx)f . Utilizando estas igualdades se sigue que (x ·m)f = (mx)f = x · (m)f , por
lo que f es un k〈X〉0-homomorfismo para el nuevo producto definido.

Es claro que F es un funtor fiel, pues si 0 = F (f) = f , para algún homomorfismo f :
M −→ N , entonces f = 0. Por otro lado sea f : F (M) −→ F (N) un homomorfismo en
k〈X〉0−CMod. Este homomorfismo es de la forma f : (M, ·) −→ (N, ·). Veamos que f : M −→
N es también un homomorfismo. Por la forma de definir el producto · para cada m ∈ M y
x ∈ X se tiene que x · (xm) = m y si y ∈ X con y 6= x, entonces y · (xm) = 0. Ası́,

x · x(m)f = (m)f = (x · xm)f = x · (xm)f

y · x(m)f = 0 = (y · xm)f = y · (xm)f

donde se ha utilizado en la última igualdad que f es un homomorfismo. Como estas igualda-
des permanecen fijados un x ∈ X y para cada y ∈ X, siendo (N, ·) unmódulo de k〈X〉0−CMod

se sigue que x(m)f = (xm)f para cada m ∈ M y x ∈ X. Luego f : M → N es un homomor-
fismo en k〈X〉0−DMod, y F (f) = f . Concluimos que el funtor F es un funtor pleno.

Además, F es un funtor representativo. Si M ∈ k〈X〉0−CMod, y ψ : M −→ MX es el
isomorfismo proporcionado por la Proposición 6.38, definimos un producto ∗ tal que (M, ∗)
sea un k〈X〉0-módulo firme como sigue: dadom ∈M y y ∈ X, hacemos

y ∗m = ψ−1((m)iy)

Veamos que φ : (M, ∗)X −→ (M, ∗) es un isomorfismo. Si 0 = φ((mx)x∈X) =
∑

x∈X x ∗mx

entonces 0 =
∑

x∈X x ∗ mx =
∑

x∈X ψ
−1((mx)ix) = ψ−1(

∑

x∈X(mx)ix) = ψ−1((mx)x∈X).
Como ψ es un isomorfismo, entonces 0 = (mx)x∈X , y φ es inyectiva. Sea, ahora, m ∈ M y
definimos mx = ((m)ψ)πx, entonces ((mx)x∈X)φ =

∑

x∈X x ∗ mx =
∑

x∈X((mx)ix)ψ
−1 =

(
∑

x∈X(((m)ψ)πx)ix)ψ
−1 = ((m)ψ)ψ−1 = m, por lo que ψ es sobreyectiva. Concluimos que ψ

es un isomorfismo y que (M, ∗) es un k〈X〉0-módulo firme.

Falta comprobar queM = F ((M, ∗)) = ((M, ∗), ·). Dadosm ∈M y x ∈ X, se tiene que

x ·m = ((m)φ−1)πx

Si m = ((my)y∈X)φ =
∑

y∈X y ∗ my =
∑

y∈X((my)iy)ψ
−1, entonces ((m)φ−1)πx = mx.

Pero, desarrollando más la igualdad, se sigue que

m =
∑

y∈X

((my)iy)ψ
−1 = (

∑

y∈X

(my)iy)ψ
−1 = ((my)y∈X)ψ−1

ψ es el isomorfismo que hace queM sea un k〈X〉0-módulo cerrado con el producto natural
deM . De este modo, podemos concluir que
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(my)y∈X = (m)ψ = (ym)y∈X

Es decir,my = ym para cada y ∈ X. Utilizando las igualdades anteriores deducimos que

x ·m = mx = xm

y ası́,M = F ((M, ∗)).

�
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Capı́tulo 7

La Categorı́a de Módulos Unitarios

A lo largo de esta memoria hemos estudiado fundamentalmente la categorı́a de módu-
los firmes para un anillo asociativo R. Existe una elección alternativa que es la categorı́a de
módulos unitarios. En este capı́tulo vamos a hacer algunas consideraciones sobre esta elec-
ción y comprobaremos que si la categorı́a de módulos firmes no es abeliana, la de módulos
unitarios tampoco lo es, lo cual nos dirá que la elección de la categorı́a de módulos unita-
rios no es una alternativa para solucionar el problema de la no abelianidad de la categorı́a de
módulos firmes.

Veremos también que la categorı́a de módulos unitarios y la de módulos firmes coinciden
en algunos casos importantes en lo cuales se hace la elección de la categorı́a de módulos
unitarios para el estudio del anillo R.

7.1. Monomorfismos y núcleos

Los monomorfismos juegan un papel importante en la categorı́a de módulos firmes, pues
probar que la categorı́a de módulos firmes es abeliana es equivalente a probar que todo mo-
nomorfismo es un núcleo. No obstante, hasta el momento no ha sido posible asegurar que
la categorı́a sea abeliana en general, por lo que desconocemos si todo monomorfismo es un
núcleo. Esto nos ha llevado a estudiar cómo son los monomorfismos y los núcleos en la cate-
gorı́a, para poder establecer posibles relaciones entre ellos, tal y como puede verse en Capitu-
lo 3. A lo largo del capı́tulo trabajaremos también sobre la categorı́a de R-módulos unitarios.

Proposición 7.1 Sea U la categorı́a de módulos unitarios. Sea f : M → N en U un morfismo,
Im(f) la imagen de f calculada en A−Mod, N/Im(f) calculado en A−Mod y p : N → N/Im(f) la
proyección canónica. Entonces f es un núcleo en U si y sólo si f es el núcleo de p.

Demostración:
Si f : M → N está en U entonces Im(f) esR-unitario. Al serN unitario, siempre se tendrá que
N/Imf es unitario. Esto prueba que si f está en U entonces p también está en U .

Supongamos que f es el núcleo de h : N → C , entonces fh = 0 e Im(f) ⊂ Ker(h)
calculados estos objetos en A−Mod. Probaremos que f es el núcleo de p. Si g : L→ N cumple
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que gp = 0, entonces Im(g) ⊂ Ker(p) = Imf ⊂ Ker(h). Ası́, gh = 0 y entonces, usando que f es
el núcleo de h, existe un único morfismo g : L → M tal que gf = g. Por lo que f es el núcleo
de p. �

Proposición 7.2 Sea f : M → N un homomorfismo en R−DMod. Son equivalente:

1. f es un monomorfismo en R−DMod.

2. f es un monomorfismo en la categorı́a de R-módulos unitarios.

3. Ker(f) calculado en A−Mod es un R-módulo evanescente.

Demostración:
La equivalencia entre (1) y (3) es [18, Proposition 12.5] y puede verse en [17, Proposición 5.11],
y en Capı́tulo 3.

Supongamos (3) y sea h : U →M un homomorfismo en la categorı́a de R-módulos unita-
rios tal que hf = 0. Entonces Im(h) ⊂ Ker(f), pero Im(h) es unitario y Ker(f) es evanescente,
por lo que Im(h) debe ser cero, luego h = 0. Esto prueba que f es un monomorfismo en la
categorı́a de R-módulos unitarios (2). La categorı́a de módulos firmes es una subcategoı́a de
la categorı́a de módulos unitarios, ası́ que (2) implica (1) de forma trivial. �

Nótese que si el monomorfismo de la proposición se considera en la categorı́a deR-módu-
los unitarios no podemos asegurar que sea un monomorfismo en R−DMod. De hecho, no po-
demos asegurar que sea un homomorfismo en R−DMod, ya que los módulos unitarios con-
siderados para formar el homomorfismo no tienen por qué ser firmes. Más adelante volvere-
mos a preguntarnos sobre la relación entre módulos unitarios y firmes, pero ahora podemos
dar un resultado alternativo cuando el monomorfismo parte de la categorı́a de R-módulos
unitarios.

Proposición 7.3 Sea f : M → N un homomorfismo en la categorı́a de R-módulos unitarios entonces
f es un monomorfismo si y sólo si D (f) : D (M) → D (N) es un monomorfismo en R−DMod.

Demostración:
Supongamos que f es un monomorfismo. Probaremos que Ker(D (f)) es evanescente. Sea
σ un soporte y g : 〈〈σ〉〉 → D (M) un homomorfismo tal que g ∗ D (f) = 0. Entonces 0 =
g ∗D (f) ∗ µN = g ∗ µM ∗ f . Como f es un monomorfismo, se tiene que Ker(f) es evanescente,
luego g ∗ µM = 0. Nuevamente, Ker(µM ) es evanescente, por lo que g = 0. Concluimos que
Ker(D (f)) es evanescente y, por tanto, un monomorfismo en R−DMod.

Supongamos, ahora, que D (f) : D (M) → D (N) es un monomorfismo en R−DMod. En-
tonces la proposición anterior asegura que Ker(D (f)) es evanescente. Probaremos que Ker(f)
es evanescente. Sea σ un soporte unitario y g : 〈〈σ〉〉 →M un homomorfismo tal que g ∗ f = 0.
Existe un único g : 〈〈σ〉〉 → D (M) tal que g ∗ µM = g. Entonces 0 = g ∗ f = g ∗ µM ∗ f =
g ∗ D (f) ∗ µN . Como Ker(µN ) y Ker(D (f)) son evanescentes se sigue que g = 0 y, de aquı́,
g = 0. Entonces Ker(f) es evanescente y f es un monomorfismo. �

Corolario 7.4 Si existe un monomorfismo f que no es un núcleo en R−DMod, entonces f es un
monomorfismo que no es un núcleo en la categorı́a deR-módulos unitarios. En particular, siR−DMod

no es abeliana entonces la categorı́a de R-módulos unitarios no es abeliana.
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Demostración:
Si f es un monomorfismo en R−DMod entonces f es un monomorfismo en la categorı́a de R-
módulos unitarios por la proposición 7.2. Si f fuera un núcleo en la categorı́a de R-módulos
unitarios entonces serı́a un núcleo en R−DMod, ya que R−DMod es una subcategorı́a de la
categorı́a de R-módulos unitarios. Pero, por hipótesis, f no es un núcleo en R−DMod, por lo
que tampoco será un núcleo en la categorı́a de R-módulos unitarios.

Si R−DMod no es abeliana existe un monomorfismo en R−DMod que no es un núcleo. El
argumento anterior asegura que también será un monomorfismo que no es un núcleo en la
categorı́a de R-módulos unitarios, por lo que no es abeliana.

�

7.2. La categorı́a de módulos unitarios

Hemos visto que las dos categorı́as (de módulos unitarios y módulos firmes) tienen igual
tipo de monomorfismos: homomorfismos de A-módulos con núcleo calculado en A−Mod

evanescente. En esta sección estudiaremos cuándo la categorı́a de R-módulos unitarios es
abeliana y veremos que, en ése caso, es una categorı́a de módulos firmes. Tendrán un papel
importante los anillos xst. La siguiente definición puede encontrarse en [10].

Definición 7.5 Un anilloR no unitario se dice que es un anillo xst-derecha (izquierda) si todo submódu-
lo de un R-módulo por la derecha (izquierda) unitario es también unitario.

En dicho trabajo pueden encontrarse caracterizaciones de este tipo de anillos. Aquı́ esta-
bleceremos una nueva caracterización que muestra la relación que mantienen con los módu-
los firmes y cómo es determinante para asegurar la abelianidad de la categorı́a de módulos
unitarios.

Proposición 7.6 Sea R un anillo, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es un anillo xst-izquierda.

2. Todo R-módulo unitario es firme.

Demostración:

(1) ⇒ (2) Sea M un R-módulo por la izquierda unitario y consideramos el homomorfismo
µM : R ⊗AM → M . ComoM es unitario, µM es sobreyectiva ya que Im(µM ) = RM =
M . Además, R ⊗A M es R-unitario pues cada m ∈ M puede escribirse como m =
∑

I rimi (con I un conjunto finito) y dado r ∈ R podemos escribir r⊗m = r⊗
∑

I rimi =
∑

I rri⊗m = r(
∑

I ri⊗m) que es un elemento deR(R⊗AM). Los elementos deR⊗AM
son sumas de elementos de la forma r⊗m con r ∈ R ym ∈M , ası́R⊗AM = R(R⊗AM).
Como Ker(µM ) es un submódulo de R⊗AM por (1) se tendrá que Ker(µM ) es unitario.

Sea r ∈ R y
∑

I ri ⊗ mi ∈ Ker(µM ), entonces r(
∑

I ri ⊗ mi) =
∑

I rri ⊗ mi = r ⊗
(
∑

I rimi) = r ⊗ µM (
∑

I ri ⊗mi) = 0 que prueba que R(Ker(µM )) = 0. Entonces 0 =
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R(Ker(µM )) = Ker(µM ). Concluimos que µM es inyectiva y por tanto un isomorfismo.
M es un R-módulo firme.

(2) ⇒ (1) Sea M un R-módulo unitario y K un submódulo de M . El módulo M/K es tam-
bién unitario y por (2) se tiene que M y M/K son módulos firmes. Utilizando 2.19 se
concluye queK es R-unitario.

�

Proposición 7.7 Si R es un anillo xst-izquierda entonces R−DMod es abeliana.

Demostración:
Sea f : M → N unmonomorfismo enR−DMod, entoncesKer(f) es unmódulo evanescente y,
al ser un submódulo deM que es unitario y R un anillo xst-izquierda, también será unitario.
Necesariamente Kerf = 0 y f es una aplicación inyectiva. Ası́ f es el núcleo del homomorfis-
mo p : N → N/Im(f) en A−Mod.

Para cualquier A-módulo L (en particular, para los R-módulos firmes) y cualquier homo-
morfismo h : L → N con Im(h) ⊂ Im(f) existirá un único homomorfismo g : L → M tal que
f ◦ g = g. Esto prueba que todo monomorfismo en R−DMod es un núcleo y R−DMod es una
categorı́a abeliana. �

Teorema 7.8 Sea R un anillo, entonces la categorı́a de R-módulos por la izquierda unitarios es abe-
liana si y sólo si R es un anillo xst-izquierda.

Demostración:
Supongamos que la categorı́a de módulos unitarios es abeliana y sea M un R-módulo uni-
tario. Entonces el homomorfismo νM : D(M) → M es un monomorfismo en la categorı́a de
módulos unitarios pues Ker(νM ) es un módulo evanescente. Tomamos idM : M → M el ho-
momorfismo identidad, entonces Im(idM ) = Im(νM ) (ya que Im(νM ) = M por serM unitario)
y debe existir g : M → D(M) tal que idM = g ∗ νM .

Tomamos el homomorfismo idD(M) −νM ∗g : D(M) → D(M), entonces (idD(M) −νM ∗g)∗
νM = νM − νM ∗ g ∗ νM = νM − νM = 0, es decir, Im(idD(M) − νM ∗ g) ⊂ Ker(νM ). Dado que
Im(idD(M) − νM ∗ g) es unitario y Ker(νM ) es evanescente se deduce que idD(M) − νM ∗ g = 0,
o, equivalente, idD(M) = νM ∗ g. Concluimos que νM es una aplicación inyectiva y, por tanto,
un isomorfismo.M debe ser un módulo firme.

Si R es un anillo xst-izquierda entonces la categorı́a de módulos unitarios coincide con
la categorı́a de módulos firmes (todo módulo unitario es un módulo firme). La proposición
anterior muestra que esta última es abeliana cuando R es un anillo xst-izquierda. �

Las únicas categorı́as deR-módulos unitarios abelianas son aquellas que provienen de un
anillo R xst-izquierda. Los módulos firmes y unitarios coinciden. Este resultado nos permite
pensar que la categorı́a de módulos unitarios es una categorı́a no del todo buena, a la que
debemos asegurar que sus módulos son también firmes para que tenga buenas propiedades,
en particular para que sea abeliana.

Ejemplo 7.9 Sea R un anillo no unitario tal que R es un ideal bilátero de un anillo unitario regular
A. Cada R-módulo será un módulo plano en A−Mod. En particular, todo R-módulo unitario será un
R-módulo firme. Ası́ que R es un anillo xst.
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Capı́tulo 8

Contraejemplos

8.1. Introducción

El estudio de la categorı́a de módulos firmes plantea, de entrada, una cuestión natural.
¿Tiene estructura de categorı́a abeliana? Son conocidos ejemplos de anillos donde la categorı́a
es abeliana, como son el caso de las álgebras monomiales estudiadas anteriormente, o los
anillos tensor-idempotentes estudiados en [11]. Sin embargo, no ha sido posible establecer si
la categorı́a de módulos firmes es siempre abeliana [20].

A la hora de afrontar este problema resulta crucial el poder asegurar si todo monomor-
fismo es núcleo de su conúcleo, o, equivalente, que todo monomorfismo sea un núcleo. En
el Teorema 5.20 se han establecido, además, condiciones necesarias que debe cumplir la cate-
gorı́a para ser abeliana.

En la primera sección daremos una respuesta negativa sobre si la categorı́a de módulos
firmes es siempre abeliana. El anillo considerado nos permitirá encontrar un monomorfismo
de módulos firmes que no va a ser un núcleo en la categorı́a de módulos firmes.

En la segunda sección probaremos que el funtor lı́mite directo no es en general exacto en
la categorı́a de módulos firmes. Los resultados del Capı́tulo 5 nos permitirán asegurar que
tampoco en este caso la categorı́a es abeliana.

8.2. La categorı́a de módulos firmes no es siempre abeliana

Sea k un cuerpo y X = {x, y, z1, z2, · · · , zn, · · · } un conjunto numerable. Sea S = k〈X〉0 y
B = k〈X〉. Definimos el conjunto P como

P = {xz1} ∪ {xzn − zn−1y : n ∈ N, n ≥ 2} = {xz1, xz2 − z1y, xz3 − z2y, xz4 − z3y, · · · }

El ideal de B generado por P será I , es decir, I = BPB. Denotaremos por A = B/I
y R = S/I . Sea π : B → A la proyección canónica. Probaremos que R−DMod no es una
categorı́a abeliana.
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8.2. La categorı́a de módulos firmes no es siempre abeliana

Lema 8.1 El anillo A es graduado, es decir, A =
∐

n≥0 kπ(X)n y R =
∐

n≥1 kπ(X)n.

Demostración:
Es claro que A =

∑

n≥0 kπ(X)n. Debido a los elementos que generan I , las relaciones que se
satisfacen en A no varı́an los grados, salvo los monomios que contienen a xz1 que se hacen
cero. Ası́, dados n,m ∈ N se tiene que π(X)m ∩ π(X)n = 0. �

Lema 8.2 (a) Sea a un elemento de A, entonces

(1) Si aπ(x) = 0, entonces a = 0.

(2) Si aπ(y) = 0, entonces a = 0.

(3) Si aπ(zn) = 0, entonces existe a′ ∈ A tal que a = a′π(x)n.

(b) Sea (aα)α∈X ∈ A(X) tales que
∑

α∈X aαπ(α) = 0, entonces ax = 0 y podemos encontrar

elementos (a′n)n∈N ∈ A(N) tales que ay = −
∑

n≥2 a
′
nπ(zn−1) y azn = a′nπ(x) para cada

n ∈ N.

Demostración:

El ideal I está generado por P y es de la forma BPB. Obsérvese que B puede descompo-
nerse como S + k. Entonces BPB = BP (S + k) = BPS +BPk = BPBX +BP donde se ha
tenido en cuenta que S = BX y k conmuta con los elementos de B siendo, además, Bk = B.

Utilizando la igualdad I = BPB = BPBX +BP = IX +BP un elemento genérico de I
puede escribirse en la forma:

uxx+ uyy +
∑

n∈N

uznzn + b1xz1 +
∑

n≥2

bn(xzn − zn−1y) =

uxx+ (uy −
∑

n≥2

bnzn−1)y +
∑

n≥1

(uzn + bnx)zn

donde uα ∈ I para cada α ∈ X y bn ∈ B para cada n ∈ N, siendo todos ceros salvo un
número finito.

(a) Sea a ∈ A y tomamos b ∈ B tal que a = π(b)

(1) Si aπ(x) = 0, entonces π(bx) = 0 por lo que bx ∈ I . Usando la descomposición
anterior, b = ux con ux ∈ I , ası́ a = π(b) = π(ux) = 0.

(2) Si aπ(y) = 0, entonces 0 = π(b)π(y) = π(by) por lo que by ∈ I . Usando otra vez
la descomposición anterior se obtiene que b = uy −

∑

n≥2 bnzn−1 y uzn + bnx = 0
para n ≥ 1. Entonces 0 = π(uzn + bnx) = π(uzn) + π(bnx) = π(bn)π(x) para cada
n ∈ N ya que 0 = π(uzn) al ser uzn un elemento de I . Usando (1) obtenemos que
π(bn) = 0 para cada n ∈ N. Entonces a = π(b) = π(uy) −

∑

n≥2 π(bn)π(zn−1) = 0.

(3) Haremos la prueba por inducción sobre n.

Si 0 = aπ(z1) = π(b)π(z1), entonces bz1 ∈ I y ası́ b = uz1 + b1x. Como uz1 ∈ I se
tiene que π(uz1) = 0 luego π(b) = π(b1)π(x).
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Supongamos que hemos probado el resultado para n y que aπ(zn+1) = 0. Entonces
bzn+1 ∈ I y usando la descomposición del ideal I obtenemos que b = uzn+1 +bn+1x.
Entonces

0 = aπ(zn+1) = π(uzn+1 + bn+1x)π(zn+1) =

π(bn+1)π(xzn+1) = π(bn+1)π(zny) = π(bn+1zn)π(y)

donde hemos utilizado que π(xzn+1) = π(zny) al ser xzn+1 − zny un elemento de
I .

Usando (2) obtenemos que 0 = π(bn+1zn) = π(bn+1)π(zn) y por hipótesis de
inducción podemos decir que π(bn+1) = a′π(x)n para algún a′ ∈ A, entonces
a = π(b) = π(uzn+1 + bn+1x) = π(bn+1)π(x) = a′π(x)n+1.

(b) Sean bx, by, bzn ∈ B, todos cero salvo un número finito, tales que ax = π(bx), ay =
π(by) and azn = π(bzn). Entonces π(bxx + byy +

∑

n∈N
bznzn) = axπ(x) + ayπ(y) +

∑

n∈N
aznπ(zn) = 0 por lo que bxx + byy +

∑

n∈N
bznzn ∈ I y podemos encontrar

ux, uy, uzn ∈ I y b′n ∈ B tales que bx = ux, by = uy −
∑

n≥2 b
′
nzn−1 y bzn = uzn + b′nx. Sea

a′n = π(b′n), entonces

ax = π(bx) = π(ux) = 0.

ay = π(by) = π(uy) −
∑

n≥2

π(b′n)π(zn−1) = −
∑

n≥2

a′nπ(zn−1).

azn = π(bzn) = π(uzn) + π(b′n)π(x) = a′nπ(x).

�

Definimos los soportes unitarios σ y τ en la forma

τ = {xn : n ∈ N} ∪ {1} = {1, x, xx, xxx, · · · }

σ = {yn : n ∈ N} ∪ {1} = {1, y, yy, yyy, · · · }

y la aplicación f : 〈〈τ〉〉 → 〈〈σ〉〉 dada por

(〈z〉τ )f =

{
0 si z = 1

π(zn)〈y
n〉
σ

si z = xn

En 〈〈τ〉〉 se tienen las relaciones 〈1〉τ = π(x)〈x〉τ y, para cada n ∈ N, 〈xn〉τ = πx〈xn+1〉τ . De
forma análoga, en σ se cumple 〈1〉σ = π(y)〈y〉

σ
y 〈yn〉

σ
= π(y)〈yn+1〉

σ
para cada n ∈ N.

Proposición 8.3 Con la definición anterior f es un homomorfismo en R−DMod.

Demostración:
Debemos probar que las relaciones en 〈〈τ〉〉 se conservan por f . Utilizando que xz1 ∈ I y, por
tanto, π(xz1) = 0, entonces

π(x)(〈x〉τ )f = π(x)(π(z1)〈y〉σ) = 0 = (〈1〉τ )f
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También xzn+1 − zny ∈ I , por lo que π(xzn+1) = π(zny), y entonces

π(x)(〈xn+1〉τ )f = π(x)(π(zn+1)〈y
n+1〉σ) = π(zny)〈y

n+1〉σ =

π(zn)π(y)〈yn+1〉σ = π(zn)〈y
n〉σ = (〈xn〉τ )f.

�

En los siguientes resultados estudiamos el núcleo de f para conseguir probar que f es un
monomorfismo en R−DMod.

Lema 8.4 Seam ∈ 〈〈τ〉〉 con (m)f = 0, entonces existe n ∈ N y a ∈ A tales quem = aπ(x)n〈xn〉τ .

Demostración:
Comom ∈ 〈〈τ〉〉 podemos encontrar n ∈ N y r ∈ R tales quem = r〈xn〉τ . Entonces 0 = (m)f =
r(〈xn〉τ )f = rπ(zn)〈y

n〉
σ
. Entonces, usando Proposición 2.28, podemos encontrar t ∈ N con

0 = rπ(zn)π(yt) = rπ(zny
t). Usando ahora el Lema 8.2 de forma reiterada para la igualdad

0 = rπ(zn)π(y)t obtenemos que rπ(zn) = 0 y ası́ r = aπ(x)n para algún a ∈ A. �

Corolario 8.5 Seam ∈ 〈〈τ〉〉 con 0 = (m)f , entonces existe a ∈ A tal quem = a〈1〉τ .

Demostración:
Sabemos, por la proposición anterior, que existe a ∈ A tal quem = aπ(x)x〈xn〉τ . Pero π(x)n〈xn〉τ =
〈1〉τ , luegom = a〈1〉τ . �

Corolario 8.6 Los A-módulos Kerf y A son isomorfos. En particular, f es un monomorfismo en
R−DMod.

Demostración:
Sea φ : A→ Kerf la aplicación dada por (a)φ = a〈1〉τ . El corolario anterior establece que φ es
sobreyectiva. Además, si 0 = (a)φ = a〈1〉τ , entonces existe n ∈ N tal que 0 = aπ(x)n. Usando
Lema 8.2 se obtiene que a = 0 y ası́m = 0.

A es un R-módulo evanescente porque ∩n∈NR
nA = 0 ya que los elementos de A deben

tener un grado finito. Entonces Kerf calculado en R−Mod es un R-módulo evanescente, por
lo que f es un monomorfismo en R−DMod. �

Proposición 8.7 El A-módulo A satisface

U





ĺım
←−

A
RnA

A



 6= 0

Demostración:
Para cada n ∈ N sea

an = π(x) + π(x)2 + · · · + π(x)n−1
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El elemento (an + RnA)n∈N está en ĺım
←−

A
RnA porque an − an+1 = −π(x)n ∈ RnA, ası́ an +

RnA = an+1 +RnA inA/RnA. Supongamos que (an+RnA)n∈N +A = 0 en
ĺım
←−

A
RnA

A
entonces

existe un elemento a en A tal que an − a ∈ RnA para cada n ∈ N. Podrı́amos encontrar
ası́ elementos bn en RnA con grado mayor o igual que n para cada n ∈ N tal que

a = an + bn = π(x) + π(x)2 + · · · + π(x)n−1 + bn

De estemodo a tendrı́a representaciones de todos los grados, lo cual contradice que a deba

tener un grado finito. Deducimos que el elemento (an +RnA)n∈N +A no es cero en
ĺım
←−

A
RnA

A
.

Probaremos que además el elemento anterior se encuentra en la parte unitaria de
ĺım
←−

A
RnA

A
.

Obsérvese que para cada n ∈ N se tiene

π(x)an = π(x)(π(x) + π(x)2 + · · · + π(x)n−1) = π(x)2 + π(x)3 + · · · + π(x)n = an+1 − π(x)

Entonces

π(x)((an +RnA)n∈N
+A) = (an+1 − π(x) +RnA)n∈N

+A = (an+1 +RnA)n∈N +A =

(π(x)+π(x)2+· · ·+π(x)n−1+π(x)n+RnA)n∈N+A = (π(x)+π(x)2+· · ·+π(x)n−1+RnA)n∈N+A =

(an +RnA)n∈N +A

Es decir (an + RnA)n∈N + A = π(x)((an + RnA)n∈N + A)) que, reiterando la igualdad,
se obtiene (an + RnA)n∈N + A = π(x)t((an + RnA)n∈N + A)). Ası́ (an + RnA)n∈N + A es un

elemento no nulo en la parte unitaria de
ĺım
←−

A
RnA

A
. �

Teorema 8.8 Sea k un cuerpo y X = {x, y, z1, z2, · · · , zn, · · · } un conjunto numerable. Sea P el
conjunto de palabras sobre X formado por {xz1} ∪ {xzn − zn−1y : n ∈ N, n ≥ 2} e I el ideal de
k〈X〉0 generado por P . Finalmente, sea R el anillo no unitario k〈X〉0/I , entonces R−DMod no es
una categorı́a abeliana.

Demostración:
Utilizando la Proposición 8.7 y el Corolario 3.6, el homomorfismo f es un monomorfismo en
la categorı́a R−DMod que no es un núcleo. �
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Corolario 8.9 Con el anillo R anterior, existe un R-módulo unitario que no es un módulo firme. Más
concretamente, Imf es un módulo unitario que no es firme.

Demostración:
Supongamos que todomódulo unitario es firme, entonces el anilloR es un anillo xst-izquierda
y por el Corolario 7.7 la categorı́a de módulos firmes es abeliana, lo que contradice el teorema
anterior. Ası́, debe existir un módulo unitario que no es firme.

Imf es un módulo unitario por ser imagen de un módulo unitario. Siguiendo la Proposi-
ción 2.19, si Imf fuera un módulo firme entonces Kerf serı́a un módulo unitario, que contra-
dice que f sea un monomorfismo como establece el Corolario 8.6. �

Hemos probado que f es un monomorfismo que no es un núcleo, lo cual es fundamental
para concluir queR−DMod no es una categorı́a abeliana. Ahora vamos a dar una construcción
explı́cita de un homomorfismo g : P → 〈〈σ〉〉 con P un módulo firme e Img ⊂ Imf , tal que no
existe un homomorfismo h : P → 〈〈τ〉〉 con hf = g.

Definimos el soporte unitario ρ por

ρ = {ynxm : n,m ≥ 0} ∪ {1} =

{1, x, x2, · · · , xn, · · · , y, yx, yxx, · · · , yxn, · · · , y2, y2x, y2x2, · · · , y2xn, · · · }

Las relaciones satisfechas en 〈〈ρ〉〉 son

〈yn〉ρ = π(y)〈yn+1〉ρ + π(x)〈xyn〉ρ n ≥ 0

〈xmyn〉ρ = π(x)〈xm+1yn〉ρ n ≥ 0,m ≥ 1

Definimos la aplicación g : 〈〈ρ〉〉 → 〈〈σ〉〉 por

(〈xmyn〉
ρ
)g =

{
0 si m = 0

π(zm)〈ym〉
σ

si m � 1

Lema 8.10 Con la definición anterior g es un R-homomorfismo.

Demostración:
Debemos comprobar que g conserva las relaciones satisfechas en ρ.

(〈yn〉ρ)g = 0 = π(x)(π(z1)〈y〉σ) = π(y)(〈yn+1〉ρ)g + π(x)(〈xyn〉ρ)g, n ≥ 0

ya que π(x)π(z1) = 0, (〈yn+1〉ρ)g = 0 y π(z1)〈y
n〉σ = (〈xyn〉ρ)g.

(〈xm−1yn〉ρ)g = π(zm−1)〈y
m−1〉σ = π(zm−1y)〈y

m〉σ = π(x)(π(zm)〈ym〉σ) = π(x)(〈xmyn〉ρ)g,m ≥ 2, n ≥ 0

donde se ha utilizado que π(x)π(zm) = π(zm−1)π(y). �
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Proposición 8.11 No existe un homomorfismo h : 〈〈ρ〉〉 → 〈〈τ〉〉 tal que hf = g.

Demostración:
Supongamos que sı́ existe un homomorfismo h : 〈〈ρ〉〉 → 〈〈τ〉〉 tal que hf = g. Entonces

(〈xn〉τ )f = π(zn)〈y
n〉σ = (〈xn〉ρ)g = (〈xn〉ρ)hf

Ası́ (〈xn〉ρ)h−〈xn〉τ =: an es un elemento deKerf . Utilizando que (〈xn〉ρ)h = π(x)(〈xn+1〉ρ)h

y 〈x〉τ = π(x)〈xn+1〉τ se tiene

an = (〈xn〉ρ)h−〈xn〉τ = π(x)(〈xn+1〉ρ)h−〈xn〉τ = π(x)((〈xn+1〉ρ)h−〈xn+1〉τ+〈xn+1〉τ )−〈xn〉τ =

π(x)an+1 − π(x)〈xn+1〉τ + 〈xn〉τ = π(x)an+1

Podemos escribir a1 = π(x)a2 = π(x)2a3 = · · · = π(x)nan+1, lo que prueba que a1 ∈
U (Kerf) = 0, de donde a1 = 0. Si repetimos el proceso con los demás elementos an, obtene-
mos que an = 0 para cada n ∈ N, por lo que (〈xn〉ρ)h = 〈xn〉τ .

De igual forma se prueba que (〈xmyn〉ρ)h = 〈xm〉τ , usando que (〈xm〉τ )f = (〈xmyn〉ρ)g y

(〈xm〉ρ)h = π(x)(〈xm+1yn〉ρ)h.

Para cada n ∈ N, 0 = (〈yn〉σ)g = (〈yn〉ρ)hf , por lo que (〈yn〉ρ)h ∈ U (Kerf) y usando el
Corolario 8.5 podemos encontrar an ∈ A tal que (〈yn〉ρ)h = an〈1〉τ . Si ocurre que 0 = (〈1〉ρ)h
entonces

0 = (〈1〉ρ)h = π(x)(〈x〉ρ)h+ π(y)(〈y〉ρ)h =

π(x)〈x〉τ + π(y)a1〈1〉τ = (1 + π(y)a1)〈1〉τ

Entonces usando la Proposición2.28 existe t ∈ N tal que (1 + π(y)a1)π(x)t = 0. Usando de
forma reiterada el Lema 8.2 debe ser (1 + π(y)a1) = 0, pero esto no es posible pues entonces
1 ∈ R, por lo que 0 6= (〈1〉ρ)h. Con un argumento similar probamos que 0 6= (〈yn〉ρ)h.

Ası́, para cada n ∈ N, tenemos

an〈1〉τ = (〈yn〉ρ)h = π(y)(〈yn+1〉ρ)h+ π(x)(〈xyn〉ρ)h

= π(y)an+1〈1〉τ + π(x)〈x〉τ = (π(y)an+1 + 1)〈1〉τ

Deducimos que an = π(y)an+1 + 1, por lo que

a0 = π(y)a1 + 1 = π(y)2a2 + π(y) + 1 = · · · =

π(y)nan + π(y)n−1 + · · · + π(y) + 1

Como esta descomposición puede ser hecha para cada an, obtenemos que cada elemento
an tendrı́a un grado finito, lo cual es imposible.
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Concluimos que no puede existe h con la propiedad antes mencionada. �

El resto de la sección lo dedicaremos a probar que DMod−R sı́ es una categorı́a abeliana.
Esto probará que la propiedad de ser abeliana no es simétrica respecto del lado considerado
para los módulos firmes.

Lema 8.12 Sea N un módulo en DMod−R y sea (lα)α∈X ∈ N (X), tal que
∑

α∈X lαπ(α) = 0.
Entonces lx = 0 y podemos encontrar elementos l′t ∈ N tales que ly = −

∑

t≥2 l
′
tπ(zt−1) y lzt =

l′tπ(x) para cada t ∈ N.

Demostración:
N es un R-módulo firme, luego

∑

α∈X lα⊗π(α) = 0 ∈ N ⊗AR. Usando [24, Proposition I.8.8]
existe un conjunto finito J y una familia de elementos nj ∈ N y ajα ∈ A con j ∈ J y α ∈ X
tales que

1. ajα = 0 para todos los (j, α) ∈ J ×X salvo un número finito.

2.
∑

α∈X ajαπ(α) = 0 para cada j ∈ J .

3. lα =
∑

j∈J njajα.

Usando Lema 8.2 podemos probar que ajx = 0 para cada j ∈ J y podemos encontrar
a′jt ∈ A tal que ajy = −

∑

t≥2 a
′
jtπ(zt−1) y ajzt = a′jtπ(x) para cada j ∈ J y cada t ∈ N. Sea

l′t =
∑

j∈J nja
′
jt, entonces

lx =
∑

j∈J

njajx = 0

ly =
∑

j∈J

njajy = −
∑

j∈J,t≥2

nja
′
jtπ(zt−1) = −

∑

t≥2

(
∑

j∈J

nja
′
jt)π(zt−1) = −

∑

t≥2

l′tπ(zt−1)

lzt =
∑

j∈J

njajzt =
∑

j∈J

nja
′
jtπ(x) = l′tπ(x)

�

Teorema 8.13 La categorı́a DMod−R es abeliana para el anillo dado en Teorema 8.8.

Demostración:
Sea f : M → N un monomorfismo en DMod−R. Probaremos que f es una aplicación inyec-
tiva, por lo que será el núcleo de p : N → N/M en Mod−A y entonces f es el núcleo de p en
DMod−R (ver la prueba de la Proposición 7.6). Esto prueba que DMod−R es una categorı́a
abeliana.

Si probamos que Ker(f) esR-unitario, entoncesKer(f) = 0 porque f es unmonomorfismo
y Ker(f) debe ser evanescente.

Sea w ∈ Ker(f) ⊆M , entoncesw =
∑

α∈X mαπ(α) para algún (mα)α∈X ∈M (X). Entonces
∑

α∈X f(mα)π(α) = f(w) = 0 en N . Usando el lema anterior sabemos que existen elementos
l′t ∈ N tales que f(mx) = 0, f(my) = −

∑

t≥2 l
′
tπ(zt−1) y f(mzt) = l′tπ(x).
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Para cada mzt ∈ M = MR podemos encontrar elementos (todos cero salvo un número
finito)mztβ ∈M tales quemzt =

∑

β∈X mztβπ(β), entonces

0 = f(mzt) − l′tπ(x) = (f(mztx) − l′t)π(x) + f(mzty)π(y) +
∑

s∈N

f(mztzs)π(zs)

Usando otra vez el lema anterior tenemos que f(mztx) − l′t = 0 para cada t y ası́ l′t =
f(mztx). Sea wx = mx, wy = my+

∑

t≥2mztxπ(zt−1) y wzt = mzt −mztxπ(x). Estos elementos
están en Ker(f), porque

f(wx) = f(mx) = 0

f(wy) = f(my) +
∑

t≥2

f(mztx)π(zt−1 = −
∑

t≥2

l′tπ(zt−1) +
∑

t≥2

l′tπ(zt−1) = 0

f(wzt) = f(mzt) − f(mztx)π(x) = l′tπ(x) − l′tπ(x) = 0.

Y tenemos que

∑

α∈X

wαπ(α) = mxπ(x) + (my +
∑

t≥2

mztxπ(zt−1))π(y) +
∑

t∈N

(mzt −mztxπ(x)) π(zt)

=
∑

α∈X

mαπ(α) +
∑

t≥2

mztxπ(zt−1)π(y) −
∑

t∈N

mztxπ(x)π(zt)

= w +
∑

t≥2

mztx (π(zt−1)π(y) − π(x)π(zt))
︸ ︷︷ ︸

=0

−mz1x π(x)π(z1)
︸ ︷︷ ︸

=0

= w.

Esto prueba que Ker(f) es R-unitario y ası́ debe ocurrir que 0. De este modo, los monomorfis-
mos son núcleos en DMod−R y la categorı́a es abeliana. �

8.3. El funtor lı́mite directo no es siempre exacto

En esta sección vamos a desarrollar un anillo R y un sistema directo de monomorfismos
enR−DMod cuyo lı́mite directo no sea un monomorfismo. Esta categorı́a dispondrá, además,
de un generador proyectivo, lo cual nos permitirá comprobar que la existencia de dicho ge-
nerador (que no es cierto en general) no garantiza la abelianidad de la categorı́a, ni siquiera
la exactitud del funtor lı́mite directo.

Sea k un cuerpo y X = {x, y} el conjunto formado por las letras x e y. Sea S = k〈X〉0
y B = k〈X〉, y consideramos el conjunto P = {xy − yx}. Obsérvese que A es el anillo de
polinomios en dos variables x e y, y que R es el subanillo de A formado por los polinomios
que no tienen término independiente.

Denotaremos por I el ideal deB generado por P , es decir, I = BPB, y consideraremos los
cocientes respectivosA = B/I y R = S/I . Sea π : B → A la proyección canónica. Probaremos
que en R−DMod el funtor lı́mite directo no es, en general, exacto.

Lema 8.14 Sean ax y ay elementos de A.
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1. Si axπ(x) + ayπ(y) = 0 entonces existe c ∈ A tal que ax = −cπ(y) y ay = cπ(x).

2. Si aπ(x)n = 0 para algún n ∈ N entonces a = 0.

Demostración:
El ideal I está generado por P y es de la formaBPB. Obsérvese queB puede descomponerse
como S + k. EntoncesBPB = BP (S+ k) = BPS+BPk = BPBX +BP donde se ha tenido
en cuenta que S = BX y que k conmuta con los elementos de B siendo, además, Bk = B.
Utilizando que I = BPB, entonces I = BPB = BPBX +BP = IX +BP

Un elemento genérico de I será de la forma

uxx+ uyy + b(xy − yx) = (ux − by)x+ (uy + bx)y

con ux, uy ∈ I y b ∈ B.

1. Tomamos bx, by ∈ B tales que ax = π(bx) y ay = π(by).

Si 0 = axπ(x) + ayπ(y) = π(bxx+ byy), entonces bxx+ byy ∈ I . Utilizando la descompo-
sición anterior de los elementos de I será bx = ux − by y by = uy + bx, por lo que ax =
π(bx) = π(ux − by) = −π(b)π(y) = cπ(y) y ay = π(by) = π(uy + bx) = π(b)π(x) = cπ(x),
donde c = π(b) y se ha utilizado que 0 = π(ux) y 0 = π(uy) por ser ux y uy elementos de
I .

2. A es el anillo de polinomios en dos variables x e y, y A es un dominio de integridad.
Si 0 = aπ(x) entonces a = 0 o π(x) = 0. La segunda de las igualdades no puede ser
cierta, ası́ que necesariamente a = 0. Supongamos el resultado cierto para n ∈ N. Si
0 = aπ(x)n+1 = aπ(x)π(x)n, aplicando la hipótesis de inducción debe ser aπ(x) = 0, y
nuevamente por ser dominio de integridad, se tendrá que a = 0.

�

Sea τ el soporte unitario dado por 〈X〉. τ es el mayor soporte posible sobre X, para cada
n ∈ N cumple que τ ∩Xn = Xn y está formado por todas las posibles combinaciones de las
letras x e y. Consideramos el homomorfismo f : 〈〈τ〉〉 → 〈〈τ〉〉 definido como sigue:

1. (〈1〉τ )f = 0

2. (〈x〉τ )f = π(y)〈1〉τ

3. (〈y〉τ )f = −π(x)〈1〉τ

4. Si z ∈ τ entonces:

a) (〈zxx〉τ )f = 0

b) (〈zyy〉τ )f = 0

c) (〈zyx〉τ )f = 〈z〉τ
d) (〈zxy〉τ )f = −〈z〉τ

Proposición 8.15 Con la definición anterior f es un homomorfismo en R−DMod.
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Demostración:
Tenemos que probar que las relaciones entre los generadores de 〈〈τ〉〉 se conservan mediante
f .

1. π(x)(〈x〉τ )f + π(y)(〈y〉τ )f = π(x)π(y)〈1〉τ + π(y)(−π(x))〈1〉τ = π(xy − yx)〈1〉τ = 0 =
(〈1〉τ )f

2. π(x)(〈xx〉τ )f + π(y)(〈yx〉τ )f = π(x) · 0 + π(y)〈1〉τ = (〈x〉τ )f

3. π(x)(〈xy〉τ )f + π(y)(〈yy〉τ )f = −π(x)〈1〉τ + π(y) · 0 = (〈y〉τ )f

4. Sea z ∈ τ . Para los elementos de la forma 〈zxx〉τy 〈zyy〉τ es claro que f conserva las
relaciones porque todos las imágenes se anulan. En los otros casos:

a) π(x)(〈xzyx〉τ )f + π(y)(〈yzyx〉τ )f = π(x)〈xz〉τ + π(y)〈yz〉τ = 〈z〉τ = (〈zyx〉τ )f

b) π(x)(〈xzxy〉τ )f + π(y)(〈yzxy〉τ )f = −π(x)〈xz〉τ − π(y)〈yz〉τ = −〈z〉τ = (〈zxy〉τ )f

�

Ahora tomamos el módulo firme 〈〈τ〉〉(τ) y para cada z ∈ τ denotamos por iz : 〈〈τ〉〉 →

〈〈τ〉〉(τ) la correspondiente inclusión canónica. Definimos un homomorfismo α : 〈〈τ〉〉 → 〈〈τ〉〉(τ)

como sigue: (〈1〉τ )α = 0 y para cada z ∈ τ con z 6= 1

(〈z〉τ )α =
∑

s≤z

(〈zs−1〉τ )f ∗ is

Vamos a comprobar que, efectivamente, α es un homomorfismo entre módulos firmes que
es un monomorfismo, pero antes necesitamos probar el siguiente lema:

Lema 8.16 1. Sea z ∈ τ entonces {s ∈ τ : s < zx} = {s ∈ τ : s ≤ z} = {s ∈ τ : s < zy}.

2. Xn+1 = {zx : z ∈ Xn} ∪ {zy : z ∈ Xn}

Demostración:
s < zx si y sólo si existe a ∈ τ con a 6= 1 tal que sa = zx si y sólo si s(ax−1) = sax−1 =
zxx−1 = z si y sólo si s ≤ z ya que ax−1 podrı́a ser 1 si a = x.

Por otro lado, es claro que zx y zy son elementos de Xn+1 si z es un elemento de Xn. Si
z ∈ Xn+1, entonces existe z1 ∈ Xn y a ∈ X tal que z = z1a. Pero X = {x, y}, luego a = x o
a = y. Ası́, z = z1x o z = z1y. �

Proposición 8.17 α es un homomorfismo en R−DMod.

Demostración:

π(x)(〈x〉τ )α+ π(y)(〈y〉τ )α = π(x)(
∑

s≤x

(〈xs−1〉τ )f ∗ is) + π(y)(
∑

s≤y

(〈ys−1〉τ )f ∗ is) =

π(x)((〈x〉τ )f ∗ i1 + (〈1〉τ )f ∗ ix) + π(y)((〈y〉τ )f ∗ i1 + (〈1〉τ )f ∗ iy)
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= π(x)(π(y)〈1〉τ )i1 + π(y)(−π(x)〈1〉τ )i1 = (π(xy − yx)〈1〉τ )i1 = 0 = (〈1〉τ )α

donde se ha utilizado que (〈1〉τ )f = 0 y que xy − yx ∈ I .

Sea, ahora, z ∈ τ con z 6= 1, entonces

π(x)(〈xz〉τ )α+ π(y)(〈yz〉τ )α = π(x)
∑

s≤zx

(〈xzs−1〉τ )f ∗ is + π(y)
∑

s≤zy

(〈yzs−1〉τ )f ∗ is =

π(x)
∑

s<zx

(〈xzs−1〉τ )f ∗ is + π(y)
∑

s<zy

(〈yzs−1〉τ )f ∗ is + π(x)(〈1〉τ )f ∗ izx + π(y)(〈1〉τ )f ∗ izy =

π(x)
∑

s<zx

(〈xzs−1〉τ )f ∗ is + π(y)
∑

s<zy

(〈yzs−1〉τ )f ∗ is

∑

s≤z

(π(x)(〈xzs−1〉τ )f + π(y)(〈yzs−1〉τ )f) ∗ is =
∑

s≤z

(〈zs−1〉τ )f ∗ is = (〈z〉τ )α

�

Proposición 8.18 Ker(α) = {a〈1〉τ : a ∈ A}

Demostración:
Si a ∈ A, entonces (a〈1〉τ )α = 0, por la propia definición de α.

Supongamos que m es un elemento de 〈〈τ〉〉. Podemos encontrar un n ∈ N y elementos
{rz}z∈Xn de R tales que

m =
∑

z∈Xn

rz〈z〉τ

Hacemos inducción sobre n. Consideramos n = 1 y m = rx〈x〉τ + ry〈y〉τ tal que m es un
elemento de Ker(α). Entonces

0 = (m)α = rx(〈x〉τ )α+ry(〈y〉τ )α = rx((〈1〉τ )f∗ix+(〈x〉τ )f∗i1)+ry((〈1〉τ )f∗iy+(〈y〉τ )f∗i1) =

rx(π(y)〈1〉τ )i1 + ry(−π(x)〈1〉τ )i1

Por lo que 0 = (rxπ(y) + (−ry)π(x))〈1〉τ . Necesariamente, por Proposición 2.28, existe
i ∈ N tal que para cada z ∈ Xi, 0 = (rxπ(y) + (−ry)π(x))π(z). En particular para el elemento
de la forma π(x)i, es decir, 0 = (rxπ(y) + (−ry)π(x))π(x)i . Utilizando las dos propiedades del
Lema 8.14, deducimos que existe c ∈ C tal que rx = cπ(x) y −ry = −cπ(y). Ası́,

m = rx〈x〉τ + ry〈y〉τ = cπ(x)〈x〉τ + cπ(y)〈y〉τ = c〈1〉τ

Supongamos el resultado cierto para n y sea m un elemento de Ker(α) de la forma m =
∑

z∈Xn+1 rz〈z〉τ . Entonces
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0 = (m)α =
∑

z∈Xn+1

rz(〈z〉τ )α =
∑

z∈Xn+1

∑

s≤z

rz(〈zs
−1〉τ )f ∗ is =

∑

z∈Xn+1

(
∑

s<z

rz(〈zs
−1〉τ )f ∗ is + rz(〈1〉τ )f ∗ i1) =

∑

z∈Xn+1

∑

s<z

rz(〈zs
−1〉τ )f ∗ is =

∑

z∈Xn

∑

s≤z

(rzx(〈xzs
−1〉τ )f∗is+rzy(〈yzs

−1〉τ )f∗is) =
∑

z∈Xn

∑

s≤z

(rzx(〈xzs
−1〉τ )f+rzy(〈yzs

−1〉τ )f)∗is

En el sumatorio la imagen de cada is debe ser cero. En particular, para s = z. En este caso,

0 = rzx(〈xzz
−1〉τ )f + rzy(〈yzz

−1〉τ )f = rzx(〈x〉τ )f + rzy(〈y〉τ )f = (rzxπ(y) + rzy(−π(x)))〈1〉τ

Ası́, por el razonamiento del principio de la demostración, existe cz ∈ A para z ∈ Xn tal
que rzx = czπ(x) y rzy = czπ(y). De este modo

m =
∑

z∈Xn+1

rz〈z〉τ =
∑

z∈Xn

(rzx〈xz〉τ+rzy〈yz〉τ ) =
∑

z∈Xn

(czπ(x)〈xz〉τ+czπ(y)〈yz〉τ ) =
∑

z∈Xn

cz〈z〉τ

Por hipótesis de inducción existe a ∈ A tal quem = a〈1〉τ . �

Lema 8.19 α es un monomorfismo en R−DMod.

Demostración:
El módulo Ker(α) es evanescente, ya que Ker(α) ∼= A y para cada n ∈ N, el idealRnA está for-
mado por todos los polinomios de grado mayor o igual que n. Si existiera un elemento de
∩n∈NR

nA, dicho elemento tendrı́a representaciones de grado mayor o igual que n para cada
n ∈ N. Ası́, serı́a un elemento de grado infinito, lo cual es imposible. Debe ser 0 = ∩n∈NR

nA,
y entonces Ker(α) es evanescente o, equivalentemente, α un monomorfismo. �

Proposición 8.20 El funtor lı́mite directo no es exacto en DMod−R.

Demostración:
LlamamosK al A-módulo Ker(f), y formamos la sucesión exacta por la izquierda enA−Mod,

0 −−−−→ K
j

−−−−→ 〈〈τ〉〉
α

−−−−→ 〈〈τ〉〉(τ)

Dado un A-módulo M consideramos el homomorfismo multiplicación πx : M → M tal
que para cada m ∈ M se tiene (m)πx = π(x)m. Como A es un anillo conmutativo, se tiene
que (π(x)m)πx = π(x)π(x)m = π(x)((m)πx) y (π(y)m)πx = π(x)π(y)m = π(y)π(x)m =
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π(y)((m)πx), luego πx es un R-homomorfismo. Por otro lado, tenemos los siguientes dia-
gramas conmutativos ya que para cada m ∈ 〈〈τ〉〉 se tiene que (m)α ∗ πx = ((m)α)πx =
π(x)(m)α = (π(x)m)α = ((m)πx)α:

0 −−−−→ K
j

−−−−→ 〈〈τ〉〉
α

−−−−→ 〈〈τ〉〉(τ)
∥
∥
∥ πx



y πx



y πx



y

0 −−−−→ K
j

−−−−→ 〈〈τ〉〉
α

−−−−→ 〈〈τ〉〉(τ)
∥
∥
∥ πx



y πx



y πx



y

0 −−−−→ K
j

−−−−→ 〈〈τ〉〉
α

−−−−→ 〈〈τ〉〉(τ)
∥
∥
∥ πx



y πx



y πx



y

· · · −−−−→ · · · −−−−→ · · · −−−−→ · · ·

En el lı́mite, ĺım
−→

K no se anula, ya que si 〈1〉τ se hace cero en el lı́mite existirá n ∈ N tal

que (〈1〉τ )(πx)
n = π(x)n〈1〉τ = 0. Pero, utilizando el Lema 2.28, existirá i ∈ N tal que 0 =

π(x)nπ(x)i. Por el resultado del Lema 8.14 debe ser π(x) = 0, lo cual es imposible. Además,
ĺım
−→

K es un módulo unitario ya que si un elemento está representado por a〈1〉τ con a ∈ A,

entonces en el lı́mite se tendrá que a〈1〉τ = (a)πx〈1〉τ = π(x)a〈1〉τ = π(x)(a〈1〉τ ), luego
ĺım
−→

K ⊆ R(ĺım
−→

K), y la otra contención siempre se tiene.

Concluimos que existe un sistema directo de monomorfismos tal que el lı́mite directo no
es un monomorfismo. �

Corolario 8.21 R−DMod no es una categorı́a abeliana.

Demostración:
Basta utilizar el Teorema 5.20, ya que si R−DMod fuera abeliana, entonces el funtor lı́mite
directo serı́a un funtor exacto. �

La construcción anterior puede generalizarse del siguiente modo.

Proposición 8.22 Sea R un anillo conmutativo tal que R−DMod es una categorı́a abeliana. Si f :
M → N es un monomorfismo en R−DMod entonces Ker(f) es un R-módulo de torsión con la Defi-
nición 2.14.

Demostración:
Sea f : M → N un monomorfismo y sea K = Ker(f) tal que K no es un R-módulo de
torsión. Existirá un elemento k de K y una sucesión (xn)n∈N de elementos de X tal que
π(xn0) · · · π(x2)π(x1)k 6= 0 para cada n0 ∈ N. Formamos los diagramas conmutativos en
A−Mod,
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0 −−−−→ K
j

−−−−→ M
f

−−−−→ N
∥
∥
∥ πx1



y πx1



y πx1



y

0 −−−−→ K
j

−−−−→ M
f

−−−−→ N
∥
∥
∥ πx2



y πx2



y πx2



y

Los diagramas que aparecen son conmutativos ya que si, por ejemplo, m es un elemento
deM entonces (m)f ∗ πx1 = π(x1)(m)f = (π(x1)m)f = ((m)πx1)f = (m)πx1 ∗ f .

Claramente ĺım
−→

K y ĺım
−→

M no se anulan ya que el elemento k anterior no se anula para

ninguna de las composiciones finitas de los homomorfismos que forman el lı́mite. Además,
ĺım
−→

K es unmódulo unitario ya que si k es un elemento deK , en cada paso k puede escribirse

en el lı́mite como k = (k)πxj = π(xj)k. �

Para finalizar comprobamos que el generador 〈〈τ〉〉 es un generador proyectivo deR−DMod.

Proposición 8.23 〈〈τ〉〉 es un módulo proyectivo de R−DMod.

Demostración:
Sea f : M → N un epimorfismo y h : 〈〈τ〉〉 → N un homomorfismo en R−DMod. Por el Lema
3.2, existe un soporte unitario ρ con τ ⊆ ρ y un homomorfismo g : 〈〈ρ〉〉 →M tal que

g ∗ f = Φρτ ∗ h

Como τ es el mayor soporte unitario sobre el conjunto {x, y}, necesariamente ρ = τ , luego
Φρτ es un isomorfismo, y ası́

h = Φ−1
ρτ ∗ Φρτ ∗ h = Φ−1

ρτ ∗ g ∗ f

por lo que Φ−1
ρτ ∗ g es un levantamiento de h a través de f .

�
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Capı́tulo 9

Cubiertas Planas

En capı́tulos anteriores hemos visto que la categorı́a de módulos firmes es en general
no abeliana. Tampoco dispone de un generador proyectivo en general. A pesar de ello es
posible la utilización de técnicas como el argumento del objeto pequeño de Quillen que nos
permitirá probar la existencia de cubiertas planas.

9.1. Preliminares

En lo que sigue R será un anillo asociativo con una descripción estándar (X, k, π, I). Lla-
maremos A = k〈X〉/I . Siguiendo [7]:

Definición 9.1 Dada una clase F de módulos en A−Mod, una F-precubierta (F-preenvoltura) de

un A-módulo M es un homomorfismo F
ϕ
→ M (M

ϕ
→ F ) con F ∈ F , tal que HomA(F ′, F ) →

HomA(F ′,M) → 0 es exacto (Hom(M,F ′) → Hom(F,F ′) → 0 es exacto) para cada F ′ ∈ F .

Si además, cualquier homomorfismo f : F → F tal que f ∗ ϕ = ϕ (ϕ ∗ f = ϕ) es un isomorfismo,
entonces ϕ se dice que es una F-cubierta (F-envoltura).

Obérvese que si unaF-cubierta (F-envoltura) existe es única salvo isomorfismo. Entonces
podemos referirnos a ella como la F-cubierta (la F-envoltura) entendiendo su unicidad salvo
isomorfismo.

Probamos una sencilla propiedad de los módulos firmes que puede verse en [21].

Lema 9.2 Sea F un A-módulo plano. Entonces F ∈ R−DMod si y sólo si F es R-unitario.

Demostración:
(⇒) Esto es cierto no solo para los A-módulos planos. Cualquier módulo firme es unitario.

(⇐) Consideramos la sucesión exacta corta

0 → R→ A→ A/R → 0.
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Como F es plano, tenemos la sucesión exacta corta

0 → R⊗A F → A⊗A F → A/R ⊗A F → 0.

Al ser A/R ⊗A F ≃ F/RF = 0 ya que F = RF , se sigue R ⊗A F ≃ A ⊗A F ≃ F , por lo que
F ∈ R−DMod. �

En lo que sigue FR−DMod será la clase de los A-módulos planos y firmes (o, equivalente-
mente, la clase de losA-módulos planosR-unitarios). Denotaremos porF⊥R−DMod

los módulos
de la clase

F⊥R−DMod = {C ∈ A−Mod : Ext
1
A(F,C) = 0,∀F ∈ FR−DMod}

Lema 9.3 SeaM ∈ FR−DMod. Fijamos un cardinal regular ℵ > {|A|,ℵ0}. Entonces para cada y ∈M
existe un submódulo puro N deM con |N | < ℵ, y ∈ N y tal que N ,M/N ∈ R−DMod.

Demostración:
Recordamos que un submóduloN ≤M es puro si y sólo si los sistemas

∑
aijxi = nj , nj ∈ N ,

aij ∈ A, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ h que tienen solución enM implica que tienen solución enN (ver,
por ejemplo, [24, I.Proposition 11.2]).

Por [18, Proposition 9] y Proposición 2.29 existe un soporte unitario σ y un homomorfismo
h : 〈〈σ〉〉 → M tal que (〈1〉σ)h = y. Definimos N0 = Im(h). Es claro N0 es un módulo R-
unitario por ser imagen de un módulo firme. Sea Y el conjunto de todas los sistemas lineales
de h ecuaciones con k incógnitas

∑
aijxi = nj , con nj ∈ N0, entonces |Y | < ℵh(k+1) = ℵ.

Si Z es el conjunto de todos los sistemas lineales
∑
aijxi = nj , con nj ∈ N0, se sigue que

|Z| <
∑

k∈N

∑

h∈N
ℵ = ℵ0 · ℵ0 · ℵ = ℵ.

Dado un sistema lineal L ≡
∑
aijxi = nj , con nj ∈ N0 y una solución del sistema

y1, y2, · · · , yk enM , tomamos soportes unitarios σ1, · · · , σk y homomorfismos hi : 〈〈σi〉〉 →M

tales que (〈1〉σi
)hi = yi, para i = 1, 2, · · · , k. Sea gL :

∐k
i=1 〈〈σi〉〉 →M el homomorfismo indu-

cido. Entonces |Im(gL)| = k · ℵ0 · ℵ < ℵ. Si repetimos este proceso para cada sistema, podemos
definir N1 = N0 +

∑

L∈Z Im(gL). El módulo N1 es R-unitario porque es suma de módulos
R-unitarios. Con los razonamientos anteriores podemos deducir que |N1| < ℵ+ℵ ·ℵ = ℵ. Re-
pitiendo el proceso realizado para construir el módulo N1 podemos construir por inducción
una cadena

N0 ⊆ N1 ⊆ · · · ⊆ Nm ⊆ · · ·

de submódulosR-unitarios deM , tales que |Nn| < ℵ, para cada n ∈ N. SeaN =
∑

n∈N
Nn,

entonces |N | < ℵ0 · ℵ = ℵ. Además y ∈ N y N es R-unitario por ser suma de módulos
R-unitarios.

Sea
∑
aijxi = nj , con nj ∈ N , un sistema lineal con solución en M . Entonces existe un

cierto l ∈ N tal que cada nj está en Nl y, por la definición de los submódulos Nn, el sistema
tendrá solución enNl+1, ası́ tendrá solución enN . De este modoN es un submódulo puro de
M .

Tomando el homomorfismo inyectivo 0 → N → M si tensorizamos por R⊗A −, como N
es un submódulo puro deM , entonces tenemos el homomorfismo inyectivo 0 → R ⊗A N →
R⊗AM . ComoM es firme, entoncesR⊗AM ≃M , ası́ que el móduloR-unitarioN es también
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un módulo firme. Que M/N es un módulo firme es consecuencia de que M es firme y N es
unitario. �

Corolario 9.4 Sea F ∈ FR−DMod y ℵ un cardinal regular con ℵ > {|A|, |X|,ℵ0}. Existe un ordinal
λ y una cadena continua de módulos en FR−DMod, {Nα : α < λ}, tal que

F = ∪α<λNα,

Nα+1/Nα ∈ FR−DMod

|N0|, |Nα+1/Nα| < ℵ.

Demostración:
Obsérvese que si aplicamos el Lema 9.3 a F , el submódulo firme y plano N ⊆ F dado en esa
Proposición cumple que N y F/N son módulos firmes y planos [24, I. Proposition 11.1].

Sea x ∈ F entonces por el Lema 9.3 existe un submódulo puro N0 de F con x ∈ N0

y |N0| < ℵ. Entonces F/N0 es un módulo firme y plano. Utilizando este razonamiento con
F/N0 podemos encontrar un submódulo puro N ′1 de F/N0 que será de la forma N1/N0 con
N0 ⊆ N1 ⊆ F . Entonces (F/N0)/(N1/N0) ≃ F/N1 es un módulo firme y plano. Procediendo
por inducción transfinita obtenemosNα+1/Nα ⊆ F/Nα con las condiciones del Lema 9.3 para
un ordinal α y para un ordinal lı́mite γ definimosNγ = ∪α<γNα. Debe existir un ordinal λ tal
que F = ∪α<λNα con Nα ∈ FR−DMod y |N0|, |Nα+1/Nα| < ℵ. �

9.2. El argumento del objeto pequeño de Quillen

Esta sección probará que todo A-módulo tiene una FR−DMod-cubierta. Usaremos el argu-
mento del objeto pequeño de Quillen (ver [21, Lemma II.3.3]) pero en una formulación más
general (para categorı́as cocompletas) que aparece en [14, Proposition 11.5.16].

En [14, Sections 10.4 y 10.5] pueden encontrarse las definiciones básicas que vamos a ne-
cesitar. No obstante, para facilitar la lectura, las introduciremos aquı́.

Definición 9.5 Sean i : A→ B y p : X → Y dos aplicaciones.

Se dice que i (resp. p) tiene la propiedad de levantamiento a izquierda (resp. derecha) con respecto a
p (resp. i) si, para cada diagrama conmutativo de la forma

A

i
��

f // X

p

��
B

g // Y

hay un levantamiento h : B → X con i ∗ h = f y h ∗ p = g.

Definición 9.6 Sea A una categorı́a e I un conjunto de aplicaciones de A.

Una aplicación es I-inyectiva si tiene la propiedad de levantamiento derecha respecto a toda
aplicación de I . La clase de aplicaciones I-inyectivas se denotará por I-iny.
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Una aplicación es una I-cofibración si tiene la propiedad de levantamiento izquierda respecto de
toda aplicación I-inyectiva. Denotaremos por I-cof la clase de todas las I-cofibraciones.

Definición 9.7 SeaA una categorı́a cocompleta e I un conjunto de aplicaciones deA. Se dice que una
aplicación f : A→ B es un complejo I-cell relativo, si existe un sistema inductivo (Xα)α<λ tal que:

i) X0 = A, B = ĺım
→

α<λXα.

ii) Para cada β < λ con β + 1 < λ existe un cuadrado cocartesiano

Cβ

gβ

��

// Xβ

��
Dβ // Xβ+1

con gβ ∈ I .

I-cell será la clase de todos los complejos I-cell relativos.

Teorema 9.8 (The small object argument [14, Proposition 10.5.16]) SeaA una categorı́a cocompleta e
I un conjunto de aplicaciones deA. Supongamos que los dominios de las apliaciones de I son pequeños
con respecto a I-cell. Entonces existe una factorización funtorial de toda aplicación deA en un complejo
I-cell relativo seguido por una aplicación I-inyectiva.

Con respecto a las hipótesis del teorema, es conocido que todo A-módulo es pequeño, es
decir, dado unA-móduloM hay un cardinal regular κM tal que HomA(M,−) conmuta con los
colı́mites λ-dirigidos de sistemas (Mα, fβα)α<λ donde λ es cualquier ordinal con cof(λ) > κM
(Aquı́ cof(λ) indica la cofinalidad de λ ). Podemos tomar κM = |M |(|M |+|A|). Ası́ la hipótesis
en I es satisfecha para todo móduloM .

Lema 9.9 Sea ℵ el cardinal elegido en el Lema 9.3 e I un conjunto de representantes de aplicaciones
inyectivasN →M enA−Mod con |M | < ℵ y tal queM/N ∈ FR−DMod. Si T → L es una aplicación
inyectiva tal que |L/T | < ℵ y L/T ∈ FR−DMod entonces (T → L) ∈ I − cof .

Demostración:
Como |L/T | < ℵ existe un A-submódulo L ⊆ L con |L| < ℵ y tal que L → L → L/T es un
epimorfismo, es decir, L = T + L. Denotamos T = T ∩ L y entonces L/T ≃ L/T , por lo que
L/T ∈ FR−DMod. Obtenemos que la aplicación inyectiva T → L está en I .

Consideramos el diagrama conmutativo

T

��

// V

f
��

L //W

donde f es I-inj. Puesto que T → L está en I existe h : L→ V tal que el siguiente diagrama
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T //

��

V

f

��

T
/ O

__>>>>>>>

88

��
L

h

AA�
�

�
�

�
�

�
�

�

o
O

����
��

��
�

&&
L //W

es conmutativo. Puesto que L = T + L y considerando los homomorfismos T → V y
L→ V , obtenemos un homomorfismo h : L→ V haciendo el diagrama

T //

��

V

f

��

T
/ O

__>>>>>>>

88

��
L

h

AA�
�

�
�

�
�

�
�

�

o
O

����
��

��
�

&&
L //

h

KK

j m o r
u

y
}

�
�

	


�
�
�
�

W

conmutativo.

�

Lema 9.10 Con las mismas hipótesis del Lema 9.9, si T → L es una aplicación inyectiva tal que
L/T ∈ FR−DMod, entonces (T → L) ∈ I − cof .

Demostración:
Utilizando el Corolario 9.4 podemos encontrar un ordinal λ y una cadena continua de submódu-
los firmes deL tal queL =

⋃

α<λ Lα conLα ⊆ Lα′ para cualquiera α ≤ α′ < λ, yLβ = ∪α<βLα
si β < λ es un ordinal lı́mite, donde L0 = T y |Lα+1/Lα| < ℵ si α+ 1 < λ. Al ser FR−DMod ce-
rrado para extensiones se sigue que Lα/T ∈ FR−DMod para cada α < λ. Entonces, utilizando
el Lema 9.9, obtenemos que T → L1 es I-cof. Ası́, usando inducción transfinita, tenemos que
(T → Lα) ∈ I-cof para cada α < λ y, finalmente, (T → ∪α<λLα = L) ∈ I-cof. �

Con estos lemas previos pasamos ahora a probar el resultado principal.

Teorema 9.11 Todo A-modulo tiene una F⊥R−DMod
-envoltura y una FR−DMod-cubierta.

Demostración:
Sea I como en el Lema 9.9 y seaM unA-módulo. Aplicamos el Teorema 9.8 al homomorfismo

M → 0. Existirá una factorización deM → 0 enM
f
→ C

g
→ 0 donde f está en I-cell y g está en

I-inj. Es claro, desde la definición de la clase I-cell, que f es inyectiva y que C/M ∈ FR−DMod.
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Veamos que C ∈ F⊥R−DMod
. Consideremos una sucesión exacta corta en A−Mod, 0 → C →

L → F → 0 donde F es un módulo plano y firme. Tenemos que probar que la sucesión es
escindida. Por el Lema 9.10, C → L está en I-cof y, ası́, puesto que g ∈ I-inj y el siguiente
cuadrado

C

��

C

g

��
L // 0

es conmutativo, por la propiedades de levantamiento del inicio de esta sección. Ası́, la
sucesión exacta corta

0 → C → L→ F → C

es escindida, por lo que C ∈ F⊥R−DMod
.

Ahora, si C ′ ∈ F⊥R−DMod
, tenemos una sucesión exacta larga de homologı́a en A−Mod:

HomA(C,C ′) → HomA(M,C ′) → Ext
1
A(C/M,C ′) → · · · .

Pero Ext
1
A(C/M,C ′) = 0 ya que C/M ∈ FR−DMod, ası́ que M → C es una F⊥R−DMod

-

preenvoltura, de hecho es un tipo especial F⊥R−DMod
-preenvoltura. Utilizando [26, Theorem

2.2.2 and Theorem 2.2.6 ], obtenemos queM tiene una F⊥R−DMod
-envoltura.

Pasamos, ahora, a probar que M tiene una FR−DMod-cubierta. Obsérvese que M tiene
una FR−DMod-cubierta si y sólo si el submódulo M ′ ⊆ M obtenido de la suma de todas las
imágenes de homomorfismos F → M on F ∈ FR−DMod tiene una FR−DMod-cubierta. Para
M ′, y puesto que FR−DMod es cerrado para sumas directas, hay una sucesión exacta corta en
A−Mod,

0 → K → G→M ′ → 0

donde G es un A-módulo plano y firme. Utilizando el argumento anterior existe una su-
cesión exacta corta en A−Mod

0 → K → C → F → 0

donde F ∈ FR−DMod yC ∈ F⊥R−DMod
. Formamos el cuadrado cocartesiano y consideramos

el diagrama conmutativo
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0

��

0

��
0 // K //

��

G //

��

M ′ // 0

0 // C //

��

P //

��

M ′ // 0

F

��

F

��
0 0

con filas y columnas exactas, obtenemos la sucesión exacta corta

0 → C → P →M ′ → 0

con C ∈ F⊥R−DMod
y P ∈ FR−DMod.

Veamos que P → M ′ → 0 es una FR−DMod-precubierta. Para cada F ′ ∈ FR−DMod hay una
sucesión exacta larga

HomA(F ′, P ) → HomA(F ′,M ′) → Ext
1
A(F ′, C) → · · · .

Pero Ext
1
A(F ′, C) = 0. Estomuestra que P →M ′ → 0 es unaFR−DMod-precubierta especial

deM y, otra vez por [26, Theorem 2.2.8], obtenemos queM ′ tiene unaFR−DMod-cubierta. Pero
entoncesM tiene una FR−DMod-cubierta. (Obérvese que esta cubierta no será sobreyectiva en
general).

�

Definición 9.12 SeaM unA-modulo. UnaFR−DMod-cubierta deM será llamada una cubierta plana
y firme deM .

Corolario 9.13 Sea M un R-módulo unitario (resp. módulo firme). Entonces M tiene una cubierta
plana y R-unitaria sobreyectiva (resp. una cubierta plana y firme sobreyectiva).

Demostración:
Seaϕ : F →M unaFR−DMod-cubierta deM . Desde [18, Proposition 12] existe un epimorfismo
ψ : G → M , donde G es un A-módulo plano y firme (ası́ G ∈ FR−DMod). Existirá f : G → F
tal que ϕ ◦ f = ψ. Esto implica que ϕ es una aplicación sobreyectiva. �

9.3. Equivalencias de Morita

Una teorı́a de Morita es desarrollada en [13] para anillos no unitarios en el caso donde la
equivalencia está dada por un funtor producto tensorial. Es también probado que estas equi-
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valencias entre categorı́as de módulos firmes son siempre un producto tensorial para muchos
tipos de anillos y es una cuestión abierta si esto es cierto para cualquier tipo de anillo. Los
anillos que satisfacen esta condición para las categorı́as de módulos firmes por la izquierda
son los anillos de Watts por la izquierda. Existe un propiedad técnica que debe ser satisfecha
por un funtor continua por la derecha F : R−DMod → S−DMod para ser un funtor producto
tensorial: para cualquier soporte unitario τ , el homomorfismo canónico

ĺım
←

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) → F (〈〈τ〉〉)

es un isomorfismo (esto puede ser visto en [12, Theorem 35]). Las dos familias principales
de anillos de Watts por la izquierda son los anillos idempotentes (anillos R tales que R = R2)
y también los anillos R = k〈X〉0/I con X un conjunto finito y sin restricciones sobre las
relaciones.

Un tipo particular de equivalencias dadas por el funtor producto tensorial es como sigue:
sea B un anillo unitario tal que R es un ideal bilátero sobre B, entonces podemos definir
α : A → B dado por α(k1A) = k1B y tal que los elementos de R son conservados por α.
Podemos considerar la subcategorı́a plena R−DMod (módulosM tales que R ⊗AM ≃ M ) y
R−DMod

′ (módulos M tales que R ⊗B M ≃ M ). Estas categorı́as son equivalents mediante
los funtores B ⊗A − : R−DMod → R−DMod

′ y A ⊗B − : R−DMod
′ → R−DMod. Este tipo

especial de equivalencia deMorita es siempre inducido por un funtor producto tensorial y con
los siguientes argumentos probamos que planitud, cubiertas planas y grupos de homologı́a
no dependen de la elección del anillo con indentidad en el cual R es un ideal bilátero.

Usando [13, Theorem 17] y [13, Corollary 18] haremos una descripción de las equivalen-
cias de categorı́as para anillos no unitarios. En este caso, necesitamos utilizar la categorı́a
CMod−R que ha sido descrita en la sección 2.3. Con las referencias anteriores las condiciones
equivalentes para anillos de Watts por la izquierda son:

1. Las categorı́as CMod−R y CMod−S son equivalentes.

2. Las categorı́as R−DMod y S−DMod son equivalentes.

3. Existen bimódulos RPS , SQR y un contexto de Morita con homomorfismos de bimódu-
los ϕ : P ⊗S Q → C (R) y ψ : Q ⊗R P → C (S) tales que Ker(ϕ) y Coker(ϕ) son even-
tualmente anulados por R por la derecha, y Ker(ψ) y Coker(ψ) son eventualmente anu-
lados por S por la derecha. Si este es el caso, las equivalencias en (2) son P ⊗S − :
S−DMod → R−DMod y Q⊗R − : R−DMod → S−DMod, y las equivalencias en (1) son
HomR(P,−) : CMod−R→ CMod−S y HomS(Q,−) : CMod−S → CMod−R

Si no podemos asegurar queR y S sean anillos deWatts por la izquierda, sólo necesitamos
garantizar que la equivalencia dada en (2) es un funtor producto tensorial.

Diremos que dos anillos R y S son Morita equivalentes si las condiciones anteriores son
satisfechas.

Proposición 9.14 Sean R y S Morita equivalentes. Entonces un móduloM ∈ R−DMod es plano si
y sólo si Q⊗RM es plano en S−DMod.
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Demostración:
Decimos que M ∈ R−DMod es un módulo plano si es plano considerado como módulo en
la categorı́a A−Mod. Esta condición es equivalente a que M+ = HomZ(M,Q/Z) es inyecti-
vo en Mod−A. El módulo M+ está en R−CMod (ver [13, Page 5839])) y como el funtor de
localización es exacto,M+ es inyectivo en R−CMod si y sólo si es inyectivo en A−Mod.

Ser inyectivo es una propiedad categórica que se conserva por equivalencias, ası́ M+ es
inyectivo en R−CMod si y sólo si HomS(Q,M+) es inyectivo S−CMod.

HomS(Q,HomZ(M,Q/Z)) = HomZ(Q⊗RM,Q/Z)

entonces HomS(Q,M+) = (Q⊗RM)+ y este módulo es inyectivo en S−CMod si y sólo si
Q⊗RM es plano en S−DMod. �

Teorema 9.15 Precubiertas y cubiertas planas en la categorı́a de módulos firmes son conservadas por
equivalencias de Morita.

Demostración:
Sea M ∈ R−DMod y ϕ : F → M una precubierta plana y firme de M . Probaremos que
idQ⊗ϕ : Q⊗R F → Q⊗M es una precubierta plana y firme deQ⊗RM . Usando el resultado
anterior Q ⊗R F es un módulo plano por ser F un módulo plano. Sea ψ : F ′ → Q ⊗R M
un homomorfismo en S−DMod con F ′ un módulo plano. Por ser Q ⊗R − una equivalencia
podemos encontrarM ′ ∈ R−DMod tal que Q⊗RM

′ ≃ F ′. Utilizando la proposición anterior
M ′ es plano en R−DMod ya que F ′ es plano en S−DMod. Denotamos por α : Q⊗RM

′ → F ′

el isomorfismo anterior y consideramos la composición α ∗ ψ : Q ⊗R M
′ → Q ⊗R M . Otra

vez, por ser Q ⊗R − una equivalencia, existe un único homomorfismo h : M ′ → M tal que
1Q⊗Rh = α∗ψ. Como ϕ es una precubierta plana deM existirá h′ : M ′ → F tal que h′∗ϕ = h.
Aplicando la equivalencia tenemos el homomorfismo 1Q⊗ h′ : Q⊗RM

′ → Q⊗R F . Además,

(1Q ⊗ h′) ∗ (1Q ⊗ ϕ) = 1Q ⊗ (h′ ∗ ϕ) = 1Q ⊗ h = α ∗ ψ

α es un isomorfismo, ası́ que ψ = α−1 ∗ (1Q ⊗ h′) ∗ (1Q ⊗ ϕ) = (1Q ⊗ α−1 ∗ h′) ∗ (1Q ⊗ ϕ),
que prueba que 1Q ⊗ ϕ es una precubierta plana.

Supongamos, ahora, que ϕ es una cubierta plana y firme deM y probaremos que 1Q⊗ϕ es
una cubierta plana y firme deQ⊗RM . El razonamiento anterior prueba que es una precubierta
y quedará por demostrar la condión de cubierta. Sea f : Q⊗RF → Q⊗RF tal que f∗(1Q⊗ϕ) =
1Q⊗ϕ. Utilizando queQ⊗R− es una equivalencia, existe un único homomorfismo f ′ : F → F
tal que 1Q ⊗ f ′ = f . Entonces 1Q ⊗ ϕ = f ∗ 1Q ⊗ ϕ = (1Q ⊗ f ′) ∗ (1Q ⊗ ϕ) = 1Q ⊗ (f ′ ∗ ϕ). Por
la equivalencia, se tiene que ϕ = f ′ ∗ ϕ y, por ser ϕ una cubierta, f ′ es un isomorfismo. Ası́,
f = 1Q ⊗ f ′ es un isomorfismo, por ser Q⊗R − es una equivalencia. Concluimos que 1Q ⊗ ϕ
es una cubierta plana y firme de Q⊗RM .

�
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9.4. Abelianidad y cubiertas planas

Para finalizar el capı́tulo daremos una caracterización de los núcleos en R−DMod usando
cubiertas planas.

Proposición 9.16 SeaM,N ∈ R−DMod, f : M → N un monomorfismo en R−DMod y ϕ : P →
M la FR−DMod-cubierta de M . Si ϕ ∗ f : P → Im(f) es la FR−DMod-cubierta de Im(f) entonces
M ≃ D (Im(f)).

Demostración:
f : M → N es un monomorfismo en R−DMod, por lo que podemos considerar la sucesión
exacta corta en A−Mod

0 −−−−→ K −−−−→ M
f

−−−−→ Im(f) −−−−→ 0

siendoK = Ker(f) unR-módulo evanescente.Aplicando la exactitud del funtorHomR(G,−)
por la izquierda y utilizando que HomR(G,K) = 0 por ser K un módulo evanescente, tene-
mos el homomorfismo inyectivo

0 −−−−→ HomR(G,M)
HomR(G,f)
−−−−−−−→ HomR(G, Im(f))

Para mayor comodidad utilizaremos la notación L(−) = HomR(G,−). Si α : G→ Im(f) es
un homomorfismo, al serG un módulo plano y, por hipótesis, ϕ ∗ f : P → Im(f) la FR−DMod-
cubierta de Im(f), existirá g : G→ P tal que α = g∗ϕ∗f = (g∗ϕ)∗f = (g∗ϕ)L(f). Probamos,
ası́, que L(f) es también una aplicación sobreyectiva, por lo que L(M) ≃ L(Im(f)).

Denotamos I = L(M) y por ηM : G(I) → M el homomorfismo canónico dado por
((gα)α∈I)ηM =

∑

I(gα)α. Del mismo modo, hacemos ηIm(f) : G(L(Im(f))) → Im(f) el corres-
pondiente homomorfismo. Pero los elementos del conjunto L(Im(f)) pueden ponerse en la
forma α ∗ f con α un elemento de I . Ası́, utilizando que I = L(M) ≃ L(Im(f)), el homo-
morfismo ηL(Im(f)) puede escribirse como ηL(Im(f)) : G(I) → Im(f) siendo ηL(Im(f))((gα)α∈I) =
∑

α∈I(gα)(α ∗ f).

Por la propia definición es claro que ηL(Im(f)) = ηM ∗ f . Además, como M e Im(f) son
módulos unitarios ηM y ηL(Im(f)) son aplicaciones sobreyectivas siguiendo [18, Proposition
13]. Tenemos el diagrama conmutativo en A−Mod

G(I) ηM−−−−→ M −−−−→ 0
∥
∥
∥



yf

G(I) −−−−−→
ηL(Im(f))

Im(f) −−−−→ 0

SeaK1 = KerηM y K2 = KerηL(Im(f)). Probaremos que U (K1) = U (K2).

Si (gα)α∈I ∈ K1 entonces ((gα)α∈I)ηL(Im(f)) = ((gα)α∈I)ηM ∗ f = 0, por lo que ((gα)α∈I) ∈
K2, y probamos ası́ que K1 ⊆ K2. Necesariamente, U (K1) ⊆ U (K2). Por otro lado, sea
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((gα)α∈I) ∈ U (K2). Entonces 0 = ((gα)α∈I)ηL(Im(f)) y existe un soporte unitario τ y un ho-

momorfismo β : 〈〈τ〉〉 → G(I) tal que ((gα)α∈I) = (〈1〉τ )β con Imβ ⊆ U (K2). Entonces
β∗ηM ∗f = β∗ηL(Im(f)) = 0. Como f es unmonomorfismo enR−DMod y β∗ηM : 〈〈τ〉〉 →M es
un homomorfismo enR−DMod, necesariamente 0 = β∗ηM . Ası́, Imβ ⊆ U (Ker(ηM )) = U (K1)
y, en particular, ((gα)α∈I) = (〈1〉τ )β ∈ U (K1)

Siguiendo la construcción del funtor D que aparece en [18, Section 7] se cumple que
D (M) = G(I)/U (K1) y D (Im(f)) = G(I)/U (K2). Por el razonamiento anterior, concluimos
que D (M) ≃ D (Im(f)). Al ser M firme, necesariamente M ≃ D (M), por lo que M ≃
D (Im(f)). Además este isomorfismo viene dado por el homomorfismo ν−1

M ∗ D (f) = f :
M → D (Im(f)) que cumple f ∗ νIm(f) = f .

�

Proposición 9.17 Sea f : M → N un homomorfismo enR−DMod, entonces f es un núcleo si y sólo
si ϕ ∗ f : P → Im(f) es la FR−DMod-cubierta de Im(f) siendo ϕ : P → M la FR−DMod-cubierta de
M .

Demostración:
Supongamos que f : M → N es un núcleo en R−DMod y que ϕ : P → M es la FR−DMod-
cubierta deM . Sea F un R-módulo plano y firme y h : F → Im(f) ⊆ N un homomorfismo.
Podemos considerar el homomorfismo de módulos firmes h : F → N , y como f es un núcleo
e Imh ⊆ Im(f) existirá h : F → M tal que h = h ∗ f . Ahora, utilizando que ϕ : P → M es la
cubierta plana y firme deM y que F es un módulo plano y firme, existirá un homomorfismo
g : F → P tal que h = g ∗ ϕ. Entonces h = h ∗ f = g ∗ (ϕ ∗ f). Ası́, ϕ ∗ f : P → Im(f) es una
FR−DMod-precubierta de Im(f).

Sea h : P → P tal que h∗(ϕ∗f) = ϕ∗f . Entonces 0 = (ϕ−h∗ϕ)∗f . Como f es un núcleo,
Ker(f) es evanescente y, además, Im(ϕ− h ∗ ϕ) ⊆ Ker(f) es unitario. Entonces 0 = ϕ − h ∗ ϕ,
es decir, ϕ = h ∗ ϕ. Por ser ϕ una cubierta plana y firme necesariamente h es un isomorfismo.
Concluimos que f ∗ ϕ es una FR−DMod-cubierta de Im(f).

Supongamos, ahora, queϕ∗f : P → Im(f) es laFR−DMod-cubierta de Im(f) siendoϕ : P →
M la FR−DMod-cubierta deM . Por la proposición anteriorM ≃ D (Im(f)). Sea F ∈ R−DMod

y g : F → N un homomorfismo tal que Im(g) ⊆ Im(f). Utilizando [18, Proposition 13] existe
un único homomorfismo g : F → D (Im(f)) tal que g∗νIm(f) = g. Tomando f : M → D (Im(f))

el isomorfismo de la proposición anterior, entonces f ∗ f
−1

∗ f = g ∗ νIm(f) = g. De este modo

g ∗ f
−1

es un levantamiento de g y concluimos que f debe ser un núcleo.

�

Corolario 9.18 Sea R un anillo no unitario, entonces R−DMod es abeliana si y sólo para cada mo-
nomorfismo f : M → N en R−DMod la cubierta plana deM e Imf son isomorfas.

Demostración:
R−DMod es abeliana si y sólo si todo monomorfismo en R−DMod es un núcleo. El resultado
se sigue de la proposición anterior. �
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