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Capitulo 1

Introduccidon

1.1. Presentacion

La teoria de categorias ha sido histéricamente una de las herramientas mads ttiles en el
estudio de los anillos asociativos unitarios. Concretamente, el estudio de las propiedades de
un anillo asociativo y unitario R en funcién de las propiedades de la categoria de médulos
unitarios por la izquierda R — Mod (o similarmente por la derecha Mod—R) asi como de los
diversos tipos de funtores entre ellas, ha sido objeto de multitud de investigaciones.

El estudio de los anillos asociativos generales (es decir, los no necesariamente unitarios)
no ha tenido un desarrollo similar, en parte por la dificultad para elegir una categoria de
modulos que generalice convenientemente la categoria de médulos unitarios.

Para hacer un planteamiento mas concreto del problema, vamos a fijar algunos conceptos
bésicos, asi en lo que sigue, vamos a considerar un anillo asociativo R; vamos a suponer que
R tiene estructura de k-dlgebra para algtn anillo conmutativo con identidad £ (en el caso
general podemos tomar simplemente k = 7). Llamaremos extensién de Dorroh de R al anillo
A = k x R con la suma componente a componente y el producto dado por (a,r)(3,s) =
(B, as + Pr +rs). A es una k-algebra unitaria (14 = (1;,0) ) y podemos identificar R con el
ideal de A formado por los elementos de la forma (0,7) conr € R.

Un R-médulo por la izquierda M es un k-mdédulo unitario con una operacién R x M —
M que cumpla las propiedades habituales de linealidad, asociatividad y distributividad. No
podemos considerar en principio la propiedad de ser unitario puesto que no suponemos que
R tenga identidad. Todo R-médulo M tiene estructura de A-médulo unitario con el producto
(k,7)m = km+rm. Reciprocamente todo A-médulo unitario es un R-médulo con el producto
rm = (0,7)m. De esta forma suele ser habitual identificar la categoria de todos los R-médulos
con la categoria de los A-médulos unitarios, tanto por la derecha como por la izquierda.

Con el objetivo general de encontar una categoria de médulos que permita estudiar pro-
piedades de R en funcién de propiedades de la categoria asociada, la eleccién mas simple
seria la de estudiar la categoria de todos los R-médulos, o lo que seria equivalente, estudiar
las propiedades de R en funcién de la categoria A—Mod que serfa tanto como estudiar R en
funcién de A. Sin embargo, el anillo R y el anillo A son bastante diferentes, en el anillo A
tenemos una copia extra de k que actta de forma independiente de R con respecto al producto.
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1.1. Presentacion

Esto permite que en un A-médulo unitaro M podamos tener elementos m € M tales que
rm = 0 para cualquier » € R. Mds atn, cualquier k-moédulo unitario /N puede ser dotado de
estructura trivial de R-médulo con el producto

(,r)n=an Vne N,re€ R,a € k.

Con esta estructura se cumple que RN = 0. Estos médulos N tales que RN = 0, que jugaran
un papel importante en las diferencias entre R y A, diremos que estan totalmente anulados
por R.

Esta copia adicional de k£ dentro de A nos ha inducido pues una copia completa de toda
la categoria de k-mdédulos unitarios con estructura de R-médulo trivial al estar totalmente
anulados por R. De hecho, en el caso particular en que R sea un anillo con identidad 1r € R,
todo A-médulo M se puede descomponer en suma directa de dos submédulos, M’ = {m €
M:1gpm=m}yM"={me M:1pm =0} ={m € M : Rm = 0} con el homomorfismo

M — M’HM” m — (Lgm,m — 1gm).

Parece claro que estos médulos totalmente anulados por R no deberian ser considerados den-
tro de la categoria de médulos que queramos utilizar como generalizacién de la categoria de
modulos unitarios para el caso general.

Una primera forma de eliminar estos médulos seria considerar la subcategoria de A—Mod
formada exclusivamente por los médulos M tales que {m € M : Rm = 0} = 0. Estos médulos
reciben el nombre de médulos libres de torsién o médulos no degenerados.

Si R es un anillo con identidad, los médulos libres de torsién son los mismos que los
unitarios: Si M es libre de torsién, entonces m — 1gpm cumple que para todo r € R, r(m —
1gm) = rm —rlgm = rm —rm = 0y al ser M libre de torsién deducimos m — 1pm =0y
por lo tanto m = 1rm. Reciprocamente, si M es unitario, entonces si Rm = 0 en particular
m = 1pm = 0.

La clase de médulos libres de torsién, que denotaremos por F, aunque seria una posible
generalizacion de la categoria de médulos unitarios, no suele utilizarse para el estudio de
los anillos no unitarios. Esta clase de médulos libres de torsién, en realidad forma parte de
una teoria de torsion (7, F). La clase de mdédulos de torsion asociada, T, estd formada por los
moédulos M tales que para todo m € M y toda sucesion (r,) € RN, existe ng € N tal que
Tng -+ - T2r1m = 0. A estos médulos los llamaremos médulos eventualmente anulados por R.
Una demostracion de este hecho puede verse en [16] y también en [17].

Al disponer de una teoria de torsién (T, F) en la categoria A—Mod, la categoria que suele
tener las propiedades mads interesantes es la categoria cociente A—Mod/T que es isomorfa a
la subcategoria de A—Mod formada por los médulos M tales que el homomorfismo canénico
M — Hompg(R, M) dado por m +— (m)Ay : R — M con (r)(m)A\r = rm es un isomorfismo.
Un estudio detallado de esta categoria, que denotaremos R—CMod, asi como de esta identi-
ficacién puede verse en [17]. Una propiedad que comparten todas las categorias cocientes de
categorias de médulos con respecto a teorias de torsion es la de ser categorias de Grothendie-
ck, de hecho el teorema de Gabriel y Popescu nos dice que ésta es una condicién necesaria y
suficiente. Una demostracién de este hecho asi como un estudio general de categorias cocien-
tes se puede ver en [24].
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1. Introduccion

Para eliminar la clase de médulos totalmente anulados por R podemos realizar una cons-
truccion dual de la anterior y considerar la subcategoria de A—Mod formada por los médulos
M tales que RM = M. Los médulos que cumplan esta propiedad los llamaremos unitarios
y la clase de todos ellos la denotaremos U. De nuevo, tal y como sucedia en el caso de los
modulos libres de torsion, la case de médulos unitarios generaliza la propiedad de ser unita-
rio cuando R tiene identidad. Para verlo, supongamos que R tiene identidad 1g. Si para todo
m € M, m = 1gm € RM entonces M C RM y por lo tanto M = RM. Reciprocamente, si
RM = M entonces para todo m € M podemos encontrar elementos r; € Ry m; € M tales
quem = ). rym;yporlotanto Igm = 1g >, rim; = Y, 1grim; = Y, mim; = m.

Aunque en algunas ocasiones se ha utilizado U como generalizacién para el caso no unita-
rio, la categoria que parece tener propiedades duales de la categoria R—CMod es la categoria
de médulos firmes, que denotaremos R—DMod, formada por los médulos M tales que el ho-
momorfismo canénico s : R®r M — M dado por (r®@m)uy = rm, es un isomorfismo. Esta
es una subcategoria de U (podemos identificar U como la clase de médulos M para los cuales
[ar es suprayectiva), sin embargo para ciertos tipos de anillos, las categorias U y R—DMod
coinciden, y de hecho, en los casos fundamentales en los que sea ha utilizado U ha sido para
anillos en los cuales la suprayectividad de ;1 induce también su inyectividad y por lo tanto
U = R—DMod.

A diferencia del caso de la categoria de médulos cerrados R—CMod en la que podemos
utilizar propiedades generales de categorias cocientes y deducir que es una categoria de Grot-
hendieck, en el caso de R—DMod no hay un resultado similar. De hecho, Daniel Quillen plan-
ted en sus notas no publicadas [20] la pregunta general de si esta categoria es una categoria
abeliana. El objetivo fundamental de esta memoria serd el estudio de la categoria de médulos
firmes y de la propiedad de abelianidad llegando a la construccién de un contraejemplo en el
cual la categoria de médulos firmes no es abeliana.

En la siguiente seccién haremos un estudio detallado de los resultados planteados.

1.2. Anadlisis de Resultados

El Capitulo 2 nos permitird introducir la notacién que utilizaremos a lo largo de la memo-
ria en lo que se refiere a las construcciones de limites y colimites en la categoria de médulos
firmes y también en la categoria de médulos cerrados. Se introduciran de forma ordenada
definiciones bésicas como la de soporte unitario o la construccién de los funtores D y C. En
este capitulo no se introduciran resultados originales.

El Capitulo 3 entrara ya en profundidad en la abelianidad de la categoria de médulos
firmes. En cualquier categoria, si f : M — N es el nticleo de otro morfismo, es en particular
un monomorfismo, siendo el reciproco cierto en categorias abelianas. De hecho, la categoria
de moédulos firmes seria abeliana si y sélo si pudiésemos garantizar que todo monomorfismo
es un nucleo.

La primera seccién del Capitulo 3 nos caracterizard la propiedad adicional que deben cum-
plir los monomorfismos para ser nicleos. Si f : M — N es un monomorfismo en R—DMod,
la aplicacion subyacente no tiene porqué ser inyectiva, el niicleo de la aplicacién subyacente
no puede recibir aplicaciones no nulas procedentes de médulos firmes (a dicha propiedad
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1.2. Anélisis de Resultados

la llamaremos evanescencia), pero para ser un ntcleo necesitard que dicha evanescencia se
comporte de una manera uniforme.

La segunda seccién del Capitulo 3 estudiara el concepto de exactitud en la categoria de
modulos firmes. Al no ser una categoria abeliana, podrian existir diferentes definiciones po-
sibles de exactitud. En esta seccion se vera que existe una definicién autodual de exactitud
y se aplicard al caso especial de las sucesiones exactas cortas. Esta definicién nos proporcio-
nard una segunda caracterizacién de la abelianidad en términos de estas sucesiones.

Una vez visto el concepto de exactitud en la categoria de médulos firmes, podemos es-
tudiar la exactitud por la izquierda del funtor Hom (K, —). La tercera secciéon del Capitulo 3
estard dedicada a este estudio en el que veremos que la exactidud por la izquierda de los
funtores Hom (K, —) es equivalente a la abelianidad de la categoria de médulos firmes.

En la dltima secciéon del Capitulo 3 veremos la descomposicién epi+mono de cualquier
morfismo (que siempre existe en R—DMod) y cémo ésta nos proporciona unos monomor-
fismos especiales a los que llamaremos residuos de un morfismo. Utilizando este concepto
caracterizaremos las categorfas de médulos firmes abelianas como aquellas en las cuales la
composicién de ntcleos es un ntcleo.

El Capitulo 4 estd dedicado al concepto de subobjeto en la categoria de médulos firmes.
En categorias abelianas se pueden definir los conjuntos de subobjetos y de objetos cocientes,
siendo ambos conceptos equivalentes. En el caso de la categoria de médulos firmes los nticleos
son un tipo especial de subobjetos y los objetos cocientes estdn en biyecciéon con los ntcleos,
no con los subobjetos.

Se probaran todos estos resultados y el hecho de que los subobjetos forman un reticulo
modular (aunque la categoria en principio podria no ser abeliana).

Mientras que en el Capitulo 3 estudidbamos condiciones equivalentes a la abelianidad,
en el Capitulo 5 estudiaremos propiedades que en principio podrian ser mas débiles que la
abelianidad, fundamentalmente relacionadas con la exactitud del limite directo. En la primera
seccion veremos propiedades equivalentes a la exactitud del limite directo y veremos que si
la categoria es localmente finitamente presentada, entonces los limites directos son exactos.
También veremos que en general la categoria siempre es R;-presentada.

La segunda seccién del Capitulo 5 probara que si la categoria R—DMod es abeliana, en-
tonces el funtor limite directo es exacto, lo cual nos probard en particular que si la categoria
de médulos firmes es abeliana, entonces es Grothendieck.

En la tercera seccién del mismo capitulo veremos que si el funtor limite directo conserva
monomofismos y ntcleos, entonces el reticulo de subobjetos de los médulos firmes cumple
la propiedad AB5. También se verd que si el funtor limite directo es exacto o se cumple la
propiedad ABS5, entonces el funtor Hom(G, —) : R—DMod — E—Mod es pleno y fiel, siendo G
un generador de la categoria R—DMod y E = End(G). Se terminard esa seccién probando que
si el funtor Hom(G, —) es pleno, entonces todos los médulos firmes son G-estaticos, es decir,
que para todo médulo firme M, el homomorfismo G ® Hom(G, M) — M que lleva (g,h) a
(g)h es un isomorfismo.

La dltima seccién del Capitulo 5 nos hard un resumen de las propiedades que se pueden
deducir de la abelianidad de la categoria de médulos firmes, concretamente nos probara el
siguientes teorema:
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1. Introduccion

Teorema 5.20 Sea R un anillo asociativo. Las siguientes propiedades cumplen las relaciones

3)
/N
— (2) (5) —
N,

(1) (6)

1. La categoria R—DMod es abeliana.

2. Para toda categoria filtrada pequesia J y todo morfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod) se
cumple que Ker'(lim ) = lim Ker'().

3. Para toda categoria filtrada pequefia J y todo monomorfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod)
se cumple que lim  es un monomorfismo.

4. Para todo objeto M de R—DMod su reticulo de subobjetos, S(M ), cumple la propiedad AB5.

5. Para todo generador G de la categorin R—DMod, el funtor Homy(G,—) : R—DMod —
E—Mod es un funtor pleno, siendo E = End 4 (G).

6. Para todo médulo firme M y todo generador G de la categorin R—DMod se cumple que h :
G®@pHomy (G, M) es un isomorfismo, siendo E = End4(G) y (9@ «)h = (g)«, es decir, todos
los médulos firmes son G-estdticos para cualquier generador G de la categoria.

El Capitulo 6 estara dedicado a un tipo especial de anillos no unitarios, que son las alge-
bras monomiales. En este caso se probard que la categoria de médulos firmes es de Grot-
hendieck, de hecho los monomorfismos y los nticleos coinciden con los morfismos cuya apli-
cacién subyacente es inyectiva. En este capitulo se verd también un ejemplo de un éalgebra
monomial para la cual las categorias de médulos firmes y cerrados no son equivalentes. Esto
nos probard que la equivalencia entre las categorias de moédulos cerrados y firmes no es nece-
saria para garantizar la abelianidad de R—DMod. Esta condicién habia sido la fuente principal
de ejemplos de anillos en los cuales R—DMod era abeliana.

El Capitulo 7 nos recogerd un breve estudio de la categoria de médulos unitarios, la cual
podria ser otra eleccién posible en el caso de anillos no unitarios. Se probard que si la cate-
goria de médulos firmes no es abeliana, entonces la de médulos unitarios tampoco puede ser
abeliana.

El Capitulo 8 es el capitulo fundamental de la memoria. El problema planteado por Qui-
llen era si la cateoria de médulos firmes era siempre abeliana. En el Capitulo 8 se construird un
anillo R tal que R—DMod no es abeliana, mientras que DMod—R si lo es.

Se construird también un segundo ejemplo de otro anillo S en el cual S—DMod y DMod—S
son iguales y ninguna de las dos es abeliana. De hecho no cumpiran la condicién (3) del
Teorema 5.20 y por lo tanto tampoco la (2) ni la (1). En este segudo ejemplo, la categoria de
modulos firmes dispondrd de un generador proyectivo (lo cual no se puede garantizar en
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1.2. Anélisis de Resultados

general) por lo que la existencia de dicho generador no serd determinante en el estudio de la
abelianidad de la categoria.

El Capitulo 9 nos recogerd la construccién de las cubiertas planas en la categoria de médu-
los firmes, atin en el caso en que la categoria no sea abeliana. También se probard que dichas
construcciones se conservan a través de equivalencias de Morita.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo vamos a fijar algunas notaciones que utilizaremos a lo largo de toda la
memoria asi como algunas construcciones generales que son conocidas pero que se recuerdan
aqui para dar una mayor legibilidad a la memoria.

2.1. Descripcion Estandar de un Anillo Asociativo no Unitario

Comenzamos fijando una serie de notaciones que nos permitirdn describir un anillo en
términos de un dlgebra libre y de sus relaciones entre los elementos.

Fijaremos un conjunto X finito o infinito y denotaremos por (X) al monoide generado
por las palabras sobre el conjunto X con la operacién de yuxtaposicién. A la palabra vacia la
denotaremos por 1x o simplemente por 1 cuando no haya lugar a confusién.

Las palabras sobre X las denotaremos por = y a los elementos de X que se yuxtaponen
para formarla los denotaremos z;. A la longitud de la palabra la denotaremos A(Z) por lo tanto
T = 1Ty Ty(z). Denotaremos por X" al conjunto de palabras de longitud n. La palabra
vacfa la consideraremos de longitud 0 y por tanto X" = {1x}.

En muchas ocasiones nos interesara representar las palabras dentro del monoide opuesto
(X)°PP que esta formado por los mismos elementos pero la operacion es la opuesta. Cuando
consideremos los elementos dentro de este monoide los representaremos z = () - - - 2271,
asi tendremos las reglas habituales 7y = yx, Tz = zx para cualesquiera palabras 7,7 y cual-
quier elemento z € X. B

Dadas dos palabras 7T y 7, diremos que T < 7 si existe un elemento z € (X) tal que 7z = 7.
En caso de existir, este elemento es claramente tinico y lo representaremos por z = 7~ 7.

Sea k un anillo conmutativo (en muchos casos podremos considerarlo un cuerpo). Deno-
taremos por k(X) el dlgebra libre sobre el conjunto X con coeficientes en k. Un elemento de
este dlgebra se podrd representar de la forma ) (x) kzz siendo kz € k el elemento 0 para
casi todos los indices T € (X). La suma se definird componente a componente y el producto
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2.2. Algunas Definiciones Categoricas

se definird formalmente como

D kT Y =Y | D kaly | =
TE(X ge(X

) ) ze(X) \Ty=2
El subconjunto de las palabras no vacias sobre el conjunto X lo denotaremos (X )¢ y el
subanillo de k(X) generado por estas palabras lo denotaremos k(X ).

Sea R un anillo asociativo cualquiera. Podemos poner R como cociente de k(X )y médulo
un cierto ideal I del siguiente modo: Tomemos como k = Z y como conjunto X el propio
conjunto R. Vamos a llamar 7 : k(X)y — R a la aplicacion que lleva los elementos de X a
ellos mismos, pero considerados en R. Esta aplicaciéon 7 se puede extender para convertirse
en homomorfismo de anillos definiendo 7(Z) = 7(z1) - 7(x)z) ) para cualquier palabra y
T(Xze(x)o kzT) = D ze(x), kzm(T). El ideal I lo tomaremos como Ker(w) y de esta forma «
induce un isomorfismo entre k(X )o/I — R ya que es claramente sobreyectivo.

La descripciéon de R como cociente de un cierto k(X )p médulo un ideal, claramente no es
Gnica, pero en realidad lo que necesitaremos a lo largo de esta memoria es tener garantizada
al menos una descripcién de este tipo, lo cual como hemos visto, es posible. A cualquier
descripcién de este tipo la llamaremos descripcion estandar de R. Vamos a fijar la definiciéon
concreta:

Definicién 2.1 Sea R un anillo asociativo. Llamaremos una descripcién estandar del anillo R a
(X, k,m,I) siendo X un conjunto, k un anillo conmutativo (que puede ser Z o cualquier otro para
el cual R tenga estructura de k-dlgebra), m : k(X)o — R una aplicacion k-lineal suprayectiva que
conserva el producto e I = Ker(r). De esta forma R = k(X)o/I.

Si R es un anillo asociativo con una descripcién estdndar (X, k, 7, I). La extension de Do-
rroh de R asociada a su estructura de k-algebra, tal y como hemos indicado anteriormente,
viene dada por el anillo A = k x R con la suma componente a componente y el producto
dado por (o, 7)(53,s) = (af, as + fr + rs). Identificaremos los elmentos de R con los elemen-
tos de {0} x Ry asi podemos extender la aplicacién 7= a un homomorphismo de k-édlgebras
kE(X) — Atal que

Z kffH(kl, Z k‘fﬂ'(f))
Te(X) ze(X)o

El nicleo de este homomorfismo vuelve a ser I por lo que utilizando esta identificacién po-
demos considerar que la extensién de Dorroh es precisamente A = k(X)/I.

2.2. Algunas Definiciones Categoéricas

En esa seccién fijaremos brevemente algunas notaciones y definiciones basicas relaciona-
das con categorias y que nos serviran a lo largo de la memoria. Todas las categorias de médu-
los que vamos a considerar seran k-aditivas con la definicién que vamos a dar a continuacién
(algo maés restrictiva de lo habitual):
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Definicién 2.2 Una categoria A diremos que es k-aditiva si todos sus objetos son k-médulos y dados
My N en A, Hom4(M,N) es un k-submédulo de Homy (M, N) y ademds cumple la siguientes
condiciones:

1. El k-médulo 0 estd en la categoria.

2. Dados dos k-médulos M y N, la suma directa de M y N estd en la categoria y las proyeciones e
inyecciones candénicas son morfismos de la categoria.

3. La composicién de morfismos es k-lineal tanto por la derecha como por la izquierda.
Definicién 2.3 Diremos que una categoria J es pequefia si la clase de sus objetos es un conjunto.

Definicién 2.4 Sea J una categoria pequefia y A una categoria k-aditiva. Denotaremos por Fun(J, A)
a la categoria de funtores covariantes M : J — A junto con las transformaciones naturales entre ellos.
A estos funtores los llamaremos diagramas sobre J.

Denotaremos A : A — Fun(J,.A) al funtor que dado un objeto M de A, define A(M) : J — A
el funtor que lleva todos los objetos de J al objeto M de A y todos los morfismos de [J, al morfismo
idps. Dado un morfismo f : M — N, A(f) : A(M) — A(N) es la transformacion natural que para
todo i € J estd definido como A(f); = f.

Dado un diagrama M : J — A, un colimite de este diagrama es un objeto C' de A, junto con
una transformacion natural q : M — A(C) tal que para cualquier otro objeto C'y cualquier otra

transformacion natural G : M — A(C) existe un tinico h : C' — C' tal que A(h) o ¢ = q.

Escrito en términos de transformaciones naturales, ésto significa que tenemos un isomorfismo na-
tural

Hom4(C, C)) — Nat(M, A(C)) h— A(h)oq.

Si escribimos esta condicion en términos de objetos y morfismos de A, un colimite es un objeto C
junto con una familia de morfismos q; : M; — C tal que para todo morfismo f : i — jen J, el
siguiente diagrama es conmutativo:

My MJ
C

y tal que para cualquier otro objeto C de Ay cualquier familia de morfismos §; : M; — C tal que para
cualquier f : i — j el siguiente diagrama sea conmutativo

M;

My

N

C

M;

M;
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existe un tinico h : C'— C' tal que para todo j € J el siguiente diagrama también es conmutativo

El colimte de un M : J — A, si existe, es tinico (salvo isomorfismos) y se denotard Colim(M) y
también denotarmos q; : M; — Colim(M) a los morfimos inducidos. Si existen colimites para todos
los diagramas, diremos que A es cocompleta, en tal caso podemos considerar Colim : Fun(J, A) — A
como un funtor y el isomorfismo natural

Hom 4(Colim(M), N) — Nat(M, A(N))

para todo diagrama M y todo objeto N de A, es una adjuncién que nos garantiza la exactitud por la
derecha del funtor Colim.

La definicion de limites (que denotaremos Lim(M) junto con los morfismos p; : Lim(M) — M;)
es la dual de la anterior.

Definicién 2.5 Sea J la categoria formada por dos objetos 0,1 y dos morfismos a,b : 0 — 1 (y las
identidades). Sea M : J — A un funtor. Entonces

1. El limite de este diagrama se llama igualador de los morfismos M, y M.

2. El colimite de este diagrama se llama coigualador de los morfismos M, y M.

Definicién 2.6 Sea f : My — M; un morfismo en la categoria A. El igualador del morfismo f y el
morfismo 0 se denomina niicleo de f y lo denotaremos Ker(f) y al morfismo canénico py inducido por
el sistema lo denotaremos ker(f) : Ker(f) — M.

Definicién 2.7 Sea f : My — My un morfismo en la categoria A. El coigualador del morfismo f y el
morfismo 0 se denomina coniicleo de f y lo denotaremos Coker(f) y al morfismo candnico py inducido
por el sistema lo denotaremos coker(f) : M; — Coker(f).

Definicién 2.8 Sea J una categoria que tiene como objetos los elementos de un conjunto y no tiene
morfismos (distintos de la identidad). Entonces

1. El limite de este diagrama se llama producto de los objetos (M;)ic7 se denota [[;c., M; y
pj : [[;er Mi — M; alas proyecciones candnicas.

2. El colimite de este diagrama se llama coproducto de los objetos (M;)ic 7 se denota [ [;c ; M; y
qj : Mj — [1;c; M; alas inyecciones candnicas.

Definicién 2.9 Sea J una categoria pequefia. Diremos que J es una categoria filtrada (ver [3, Defi-
nition 2.13.1]) si cumple las siquientes condiciones:

1. Es no vacia, es decir, tiene al menos un objeto.
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2. Paratodoi,j € J existe k € J ymorfismosa:i —k, 3:j — ken J.

3. Para todo i,j € J y todo par de morfismos o, 3 : i — j existe k € J y un morfismo~y : j — k
tal que yo o =y o f3.

A los diagramas M : J — A los llamaremos sistemas filtrados y a los colimites del sistema los
llamaremos colimites filtrados y los denotaremos lim M;.
JET
El caso particular de las categorias formadas por conjuntos parcialmente ordenados, la condicién
(3) de la definicion anterior se cumple inmediatamente porque no puede existir mds de un morfismo
entre dos objetos. A este tipo de colimites filtrados en conjuntos parcialmente ordenados los llamaremos
limites directos y a los diagramas respectivos, sistemas directos.

Para el concepto dual con M : J°P — A hablaremos de limite filtrado o limite inverso respectiva-
mente y se denotard lim M;.
JET

Definicién 2.10 Diremos que un cardinal infinito X es un cardinal reqular (ver [3, Definicion 6.4.4])
si para todo conjunto de indices A de cardinalidad menor que X y toda familia de conjuntos C), todos
ellos de cardinalidad menor que X, se cumple que UxcpC) tiene cardinalidad menor que X.

Los conceptos de categoria filtrada y colimite filtrado se pueden extender a cardinales
regulares del siguiente modo:

Definicién 2.11 Sea X un cardinal reqular y sea J una categoria pequefia. Diremos que J es una
categoria N-filtrada (ver [3, Definition 6.4.1]) si cumple las siguientes condiciones:

1. Es no vacia, es decir, tiene al menos un objeto.

2. Para toda familia {iy € J : A € A} con card(A) < Nexiste k € J y morfismos ay : iy — ken
J para todo A € A.

3. Para todo i,j € J y toda familia de morfismos {ay : A € A} tal que card(A) < X, existe k € J
y un morfismo vy : j — k tal que vy o ey = 7y o oy, para todo A\, u € A.

A los diagramas M : J — A los llamaremos sistemas R-filtrados y a los colimites del sistema los
llamaremos colimites R-filtrados y los denotaremos lim M;.
JjeTJ
El el caso particular de las categorias formadas por conjuntos parcialmente ordenados los llamare-
mos colimites N-dirigidos.

La definicién de categorias filtradas, colimites filtrados y limites directos no es mas que
el caso particular para el cardinal . A lo largo de esta memoria haremos uso fundamental-
mente de estas definiciones para los cardinales regulares X y N;.

23



2.3. Médulos Cerrados y Firmes

2.3. Moédulos Cerrados y Firmes

En esta seccién vamos a profundizar un poco mads en las definiciones generales relaciona-
das con la construccién de las categorias de médulos cerrados y firmes que iniciamos en la
presentacion. También fijaremos notaciones usadas a lo largo de toda la memoria en relacién
con dichas categorias. Denotaremos por R a un anillo asociativo con una descripcién estandar
(X, k,m,I). Llamaremos A = k(X)/I a la extensiéon de Dorroh.

Un R-médulo por la izquierda es un grupo abeliano M con una operacion R x M —
M cumpliendo las propiedades habituales de linealidad, asociatividad y distributividad. Si
estamos trabajando con k-dlgebras exigiremos que todos los objetos sean k-mddulos unitarios
y las aplicaciones k-lineales. Esto hace que podamos siempre definir el producto am para
cualquier o € k y cualquier m € M. Si definimos al - m = am cualquier R-médulo por la
izquierda no es mas que un A-moédulo unitario, por lo que podemos identificar la clase de
todos los R-mdédulos con la de los A-moédulos unitarios. Dado que todos los homomorfismos
serdn también k-lineales realmente la identificacion se puede hacer de toda la categoria, por
lo que cuando hablemos de la categoria de R-moédulos, realmente estaremos considerando
la categoria de A-médulos unitarios A—Mod. El mismo razonamiento se puede hacer por la
derecha.

Tal y como indicabamos en la presentacién, la clase U de los médulos R-unitarios es una
clase de torsiéon en A—Mod. Podemos usar pues la siguiente construccién general de prera-
dicales para obtener el radical asociado. Para més detalles del método general de esta cons-
truccion puede verse [24, Chapter VI.1] y, el caso concreto que nos ocupa, puede verse en [17,
Seccién 3.5].

Definicion 2.12 Sea M un A-mddulo, definimos u(M) = RM vy para cada ordinal « definimos:
uO (M) = M, u® (M) = Ng<qu® (M) para cada ordinal limite « y para todo ordinal 3, U+t (M) =
u(u? (M)).

Cualquier A-médulo M tiene un submédulo R-unitario maximal que denotaremos U (M).
Se dice que U (M) es la parte R-unitaria de M. Este submddulo de M puede construirse como
la suma de todos los submédulos R-unitarios de M. También, la secuencia u® (M) construi-
da anteriormente, que ha de estabilizarse para algtin ordinal, se estabiliza precisamente en
U (M). Los médulos unitarios quedan caracterizados por la propiedad U (M) = M.

Este U es el radical idempotente asociado a la clase de torsién de R-médulos unitarios.
A partir de aqui, diremos que un A-médulo M es evanescente si U (M) = 0, es decir, si M
no contiene submoédulos unitarios. Es claro que Homp (M, N) = 0 cuando M es unitario y N
es evanescente, ya que si f : M — N es un homomorfismo con f # 0 entonces Rf(M) =
f(RM) = f(M), por lo que f(M) es un submédulo unitario de N. A las clases de médulos
unitarios y evanescentes las representaremos respectivamente por Uy V.

Nota 2.13 Puesto que R = 7(X)A, entonces M = RM si y sélo si M = w(X)M ya que u(M) =
RM = n(X)AM = 7(X)M.

De forma dual podemos hacer una construccion para el caso de los médulos libres de
torsién y los eventualmente anulados por R.
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Definicién 2.14 Sea M un A-médulo, definimos t(M) = {m € M : Rm = 0} y para cada ordinal
a definimos: tg (M) = M, to, (M) = Ug<ats (M) para cada ordinal limite o y para todo ordinal (3,
tg41 (M) es el submédulo de M tal que t(M /tg (M)) = tg1 (M) /tg (M).

La cadena de submédulos tg (M) es creciente y estabilizard necesariamente en un submédu-
lo T(M) tal que t(M/T (M)) =T (M) /T (M) = 0. A los médulos tales que T (M) = 0 los
llamamos moédulos de torsién o eventualmente anulados por R.

Tal y como se puede ver en [16, Lemma 3.1], para cualquier médulo M se tiene que

T(M)={me M :Y(rp)neny € RY,3Ing t.q. 7y - - - 7271m = 0}

Utilizando la descripcion estdndar del anillo R, podemos precisar algo més con la siguien-
te proposicién (que en una versién mas general puede verse en [17, Proposicion 3.26]):

Proposicion 2.15 Sea M un A-médulo por la izquierda, entonces
1. t((M)={m e M :Vz € X, n(x)m = 0}.
2. T(M)={m € M :¥(zn)nen € XV, 3Ing t.q. T(Tny) - - - w(w2)w(w1)m = 0}.

Demostracion:

1. Por un lado, si Rm = 0 entonces claramente 7(z)m = 0 para todo z € X. Reciproca-
mente, si 7(x)m = 0 para todom € M yr € R, entonces como R = Arn(X) tenemos
elementos a, € A tales que r = Y a,m(x) y por lo tanto rm = ) ay7(z)m = 0.

2. Por un lado, sim € T(M) y (x,) € X, entonces (7(x,))nen € R y utilizando [16,
Lemma 3.1] deducimos que existe ng tal que m(xy,) - - - w(x2)m(x1)m = 0.

En el otro sentido, supongamos que existe (r,)neny € RY tal que 7, - - - mor1m # 0 pa-
ra todo n € N. Llamemos s; = r;. Como s; € R = An(X), podemos encontrar
aq € Ay xz, € X tales que s1 = ) an7m(z,). Si para todo « existiera un n,, tal que
Tne * - T2aaT(To)m = 0, entonces tomando n el maximo de todos ellos (lo cual se puede
hacer porque son una cantidad finita) tendriamos que r,, - - - reaa7(z4)m = 0 para todo
ay por lo tanto 7y, - - - ma51mM = Y Ty - - 2007 (2o)m = 0, lo cual serfa una contradic-
cién. Tenemos pues que ha de existir un « tal que 7, - - - r2a,m(x)m # 0 para ningtn
n € N. Vamos a llamar z; a dicho z, y s2 = ma, € R. Aplicando el mismo proceso po-
demos encontrar 5 € X y s3 € R tal que paratodon € N, ry, - - - r3som(x2)m(z1)m # 0.
De esta forma recursiva encontramos una sucesién de elementos (r,,) € X" tales que
m(zy) - w(x2)mw(x1)m # 0 para todon € N.

O

La categoria de médulos cerrados R—CMod puede verse como la categoria cociente de
A—Mod con respecto a la teoria de torsion (T, F) dada por los médulos eventualmente anu-
lados por R y los libres de torsién (o no degenerados). Utilizando las técnicas generales de
teorias de torsion, tenemos un funtor de localizacion, que en este caso particular denotaremos

C: A—Mod — R—CMod
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Este funtor de localizacién es adjunto por la izquierda del funtor inclusiéon | : R—CMod —
A—Mod. La unidad de ésta adjuncién la denotaremos ¢ : Idg_mod — | © C. En muchas oca-
siones y puesto que consideramos la categoria R—CMod dentro de la categoria A—Mod, sim-
plificaremos la notacién eliminando al funtor | y considerando por lo tanto que tenemos un
homomorfismo ¢ps : M — C(M) para cualquier M de A—Mod. En otras ocasiones sin em-
bargo, si haremos uso explicito del funtor inclusién, especialmente para el cdlculo de limites
directos e inversos de homomorfismos, ya que, aunque los homomofismos sean los mismos
como aplicaciones en ambas categorias, los limites directos e inversos de ellos dependen de
la categoria en la que sean considerados.

Puesto que la categoria A—Mod es una categoria usual de médulos unitarios sobre un ani-
llo con identidad, el célculo de limites y colimites en dicha categoria es bien conocido. Sin
embargo dicho célculo en la categoria R—CMod no es tan simple. Vamos a dar un repaso al
célculo de limites y colimites en R—CMod utilizando las propiedades de los funtores de loca-
lizacién y de su adjunto y relacionando el calculo en la categoria R—CMod con el respectivo
célculo en A—Mod.

Al poder identificar los médulos de R—CMod con los médulos de A—Mod, asi como los
morfismos, vamos a utilizar la siguiente notacién para evitar la confusién. Si M : J —
R—CMod es un diagrama, los limites y colimites calculados en la subcategoria R—CMod los
representaremos como Lim’(M) y Colim’(M). Similarmente utilizaremos p) y ¢ para las res-
pectivas proyecciones e inyecciones canénicas cuando estén calculadas en la subcategoria.
Reservaremos las notaciones Lim(M), Colim(M), p; y ¢; para las construcciones realizadas en
la categoria A—Mod. Vamos a ver cémo se relacionan todos estos objetos y morfismos:

Proposicion 2.16 Sea J una categoria pequeiia y M : J — R—CMod un diagrama sobre J. En-
tonces

1. 1(Lim'(M)) = Lim(l o M), o identificando, Lim'(M) = Lim(M). Ademds p; = p; para todo
jed.

2. Colim’(M) = C(Colim(l o M)). Identificando, Colim’(M) = C(Colim(M)). En este caso ¢ =
dj * LColim(M)-

Demostracion:
Puesto que C es un adjunto por la izquierda de | sabemos que | conserva limites, de donde
deducimos (1) y C colimites, de donde deducimos (2) ya que

C (Colim(lo M)) = Colim’(Col o M) = Colim’(M)
puesto que como M; € R—CMod, Co I(M;) = M; paratodoi € J.O

Si aplicamos esta proposicion a los limites y colimites mds usuales tenemos:

Corolario 2.17 Sea f : M — N un morfismo en R—CMod, entonces

1. Ker'(f) = Ker(f), ker’(f) = ker(f).
2. Coker'(f) = C(Coker(f)), coker'(f) = coker(f) * tcoker(f)-
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Corolario 2.18 Sea M; una familia de objetos de R—CMod, entonces

L. H;el M; = Hie] M;, p} = Pj-

2. ng] M; =C (Hiel Mi)’ q} =5 * e My

En el caso de la categoria de médulos firmes disponemos de construcciones similares a la
de la categoria de médulos cerrados, pero duales. El funtor inclusién canénica J : R—DMod —
A—Mod tiene un adjunto, en éste caso por la derecha, D : A—Mod — R—DMod. La existencia
de este adjunto puede verse en [18, Proposition 13] que recordaremos en la Proposicién 2.20.
Vamos a repasar la construcciéon de dicho funtor, para ello necesitamos el siguiente resultado
auxiliar que también sera de utilidad en distintos puntos de la memoria y cuya demostraciéon
puede verse por ejemplo en [18, Proposition 10] o en [17, Proposicién 3.13]. Para dar una
mayor legibilidad a la memoria, incluiremos la demostracién también aqui:

Proposicion 2.19 Sea M un R-mddulo firme y K un submdédulo de M. Entonces M /K es un R-
médulo firme si y solo si K es R-unitario.

Demostracion:
Consideremos el siguiente diagrama de filas exactas:

K M M/K 0

KK T AT T 122.790:¢ T

R K—= R4 M —RRAM/K—0

Elmédulo M/K cumple que R(M/K) = M/K porque M lo cumple, por lo tanto 1,/ es
suprayectivo. El resultado que tratamos de demostrar es que fi);/x €s un monomorfismo si
y s6lo si pix es un epimorfismo, pero usando el hecho de que s es un isomorfismo (puesto
que M es firme por hipétesis) el resultado es consecuencia del Lema de la Serpiente porque
Coker(ux) y Ker(pr/ k) son isomorfos. [

Para realizar la construccion del funtor D (que se puede ver en [18, Section 7]) toma-
remos un generador cualquiera de la categoria R—DMod que llamaremos G (en el Corola-
rio 2.30 veremos cdmo construir un generador de la categoria). Tomaremos un médulo M
de A—Mod y llamaremos H(M) = Hom4(G, M). Podemos definir 1y, : GHM) — M tal
que (95) renr) = 2 enn(9r)f- Con esta definicién podemos utilizar la Proposicién 2.19
para deducir que el médulo GHM)) /U (Ker(15r)) es un médulo firme. Este es precisamente
D(M)yuvym : D(M) — M es el homomorfismo inducido por 7. Si M es originariamente
firme, nys es un epimorfismo entre firmes que tendra nicleo unitario, por lo tanto vy, serd un
isomorfismo. El reciproco también es cierto porque D (M) es siempre firme.

Este homomorfismo vy, en realidad es una transformacién natural v : Jo D — Id4_mod
que es la counidad de la adjuncién. De nuevo, tal y como sucedia en la categoria de médulos
cerrados, si consideramos la categoria R—DMod dentro de la categoria A—Mod podemos con-
siderar que para todo M en A—Mod tenemos un homomorfismo canénico vy, : D (M) — M.

Vamos a enumerar en forma de proposicién una serie de propiedades que seran de utili-
dad en relacién con el funtor D y la transformacién natural v.
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Proposicién 2.20 Con las notaciones anteriores, se cumple que

1. Para cada A-médulo L se tiene que Im(vz,) C U (L).
2. Para cada R-mddulo firme N se tiene que N ~ D (N).

3. Sea M un R-mddulo firme y N un A-médulo. Entonces para cada homomorfismo f : M — N
existe un tinico homomorfismo f : M — D (N) tal que f vy = f.

4. El funtor D : A—Mod — R—DMod es un adjunto por la derecha del funtor inclusion J :
R—DMod — A—Mod.

Demostracion:
[18, Proposition 13] [J

Utilizaremos frecuentemente la propiedad (3) de la proposicién anterior. Para el siguiente
resultado utilizaremos una proposicién que probaremos més adelante, pues necesitamos para
hacerlo la nocién de soporte unitario que sera introducida en la préxima seccién.

Proposicion 2.21 Para todo A-mddulo L, se tiene que Im(vy) = U (L).

Demostracion:

Vamos a empezar viendo que Im(v) = U(L). Puesto que Im(v,) es unitario, claramente
estd contenido en U (L), si no fuera el total, utilizando la Proposicién 2.32 podemos encon-
tar, para el generador G que hemos utilizado para la construcciéon de D, un homorfismo
h: G — U(L) tal que Im(h) Z Im(vy,), pero eso es una contradiccién porque h € Hom(G, L)
y tal y como hemos visto antes, Im(v7,) es igual a Im(ny,) siendo 7y, : GHo™EL) — [ el ho-
morfismo (g7) — - remom(c,z) (9f)f- Entonces, necesariamente Im(h) C Im(nz) = Im(vz) de
donde concluimos que Im(vy) = U (L). O

Corolario 2.22 Sea L un A-médulo. Entonces L es R-unitario si y sélo si vy, es sobreyectiva.

Demostracion:
Basta notar que L = U (L) = Im(v). O

Proposicion 2.23 Sean U y L dos A-mddulos tales que U C Ly U es unitario. Sea j : U — L la
inclusion. Entonces U = U (L) si y sélo si D (j) es un isomorfismo.

Demostracion:

Empecemos suponiendo que U = U (L). Si nos fijamos en detalle en la construccién del funtor
D, vemos que Hom(G, U (L)) = Hom(G, L) ya que todo homorfismo entre G y L tendra una
imagen unitaria (por ser cociente de GG) y por lo tanto estara siempre contenida en U (L). El
homomorfismo ny(z) y 7z tienen claramente también el mismo ntcleo y por tanto, la parte
unitaria de este ntcleo serd igual. Esto hace que D (U (L)) = D (L), o dicho en otras palabras,
D (j) es un isomorfismo.
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Reciprocamente, como U es unitario, la imagen de j estd siempre contenida en U (L) por
lo que podemos descomponer j como « * 3, siendoa : U — U(L)y 8 : U(L) — L las
correspondientes inclusiones. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

B

U *~U(L) L
Al
D () —<p )2 b (L)

Tal y como hemos visto al hacer la demostracién en el sentido contrario, D (3) es un isomor-
fismo, asi que lo que tenemos que probar para que la proposicion sea cierta es que si D («) es
un isomorfismo, entonces « lo es. Supongamos pues que D («) es un isomorfismo y fijémonos
en el siguiente diagrama

VUT Yy(L)
D(a)

D(U) —=D(U (L))
Como U y U (L) son unitarios, vy y vy(z) son suprayectivas. Si a no fuese suprayectiva,
podriamos encontrar un elemento ! € U (L) que no estuviera en la imagen, pero este lo
podriamos levantar a I’ € D(U(L)) y a!” € D(U). Si aplicamos vy a I” obtenemos un el-
mento de U que al aplicarle a tendria que ir a [ por la conmutatividad del diagrama. Esto
prueba que « es suprayectiva. [J

Para terminar esta seccion, vamos a ver la forma de calcular limites y colimites en R—DMod
en funcién de las respectivas construcciones en A—Mod. Las demostraciones de estos resulta-
dos son consecuencia inmediata de las propiedades de adjuncién en relacién con los limites
de forma dual a como se han realizado las anteriores para los funtores C y I. Tal y como hemos
hecho antes, utilizaremos las notaciones Lim’, Colim’, p; y qg para las construcciones en la sub-
categoria R—DMod y reservaremos las notaciones Lim, Colim, p; y ¢; para las construcciones
en A—Mod. Las relaciones entre todos estos objetos y morfismos son las siguientes:

Proposicién 2.24 Sea J una categoria pequeiia y M : J — R—DMod un diagrama sobre J. En-
tonces

1. J (Colim’(M)) = Colim(J o M), o identificando, Colim’(M) = Colim(M). En este caso ¢; = g;
para todo j € J.

2. Lim"(M) = D (Lim(J o M)), o identificando, Lim'(M) = D (Lim(M)). En este otro caso, p; =
D (pj) * vr; = Viim(ar) * pj (esta iiltima igualdad se desprende de la naturalidad de v).

Corolario 2.25 Sea f : M — N un morfismo en R—DMod, entonces

1. Coker’(f) = Coker(f), coker'(f) = coker(f).

2. Ker'(f) = D (Ker(f)), ker'(f) = D (ker(f)) * var = vker(s) * ker(f).
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Corolario 2.26 Sea M; una familia de objetos de R—DMod, entonces

1. 1Ties Mi = [1,e; J(M;), q; = gq; para todo j € I.

2. [Tier Mi = D (TTic; Mi), Py = D (pj) * var; = v, * Dj-

2.4. Soportes Unitarios y Médulos Asociados

A lo largo de esta seccién, R serd un anillo con una descripcion estandar (X, k, 7, I). Iden-
tificaremos R con k(X)o/I y 7 : k(X) — A con la proyeccién canénica.

Antes de fijar la definicién de soporte unitario, vamos a explicar la idea que subyace en
esta técnica utilizando un ejemplo. Supongamos que X = {z,y} y que M es un médulo
unitario, entonces como R = XA tenemos que M = RM = XAM = XM, es decir, todo
elemento m € M se puede escribir de alguna forma como suma de productos de elementos
de X por elementos de M. A cada uno de estos nuevos elementos de M les podemos volver
a repetir el proceso que nos proporcionaria una estructura infinita. Supongamos que tenemos
una serie de relaciones como siguen:

u=zra
v=uxb
a=xc+yd

Cada elemento de M lo representaremos por un nodo en un arbol, del que saldran tantas
ramas como sumandos tenga la combinacién de elementos de X por elementos de M en la
que descomponemos el elemento. Cada una de las ramas estara indizada por el elmento de X
que multiplica y en el nodo al que llega pondremos el elemento de M que estd multiplicado
por él. El ejemplo que hemos puesto tendria una representaciéon como ésta:

Sinos olvidamos de los elementos concretos del médulo M y nos quedamos con la estruc-
tura de nodos y relaciones entre ellos obtenemos lo siguiente:
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Para definir la estructura necesitamos pues un nodo origen y para cada nodo, una can-
tidad finita de nodos sucesores indizados por elementos de X, ésto da origen a la siguiente
definicién

Definicion 2.27 Un soporte unitario o es un subconjunto de (X) cumpliendo las siguientes condi-
ciones:

1. Paratodo® € oy todoZ < T se cumple que Z € o.

2. Para todoZ € o, el conjunto {y € X : Ty € o} es finito y no vacio.

Al conjunto de todos los soportes sobre X lo denotaremos Zy(X).

El concepto de soporte unitario surgié por primera vez en [18] para la construccién de
un generador de la categoria de médulos firmes. La idea esta inspirada en construcciones de
Bass para el estudio de la T-nilpotencia. Estas construcciones (que se pueden ver por ejemplo
en [1, Chapter 28]) se corresponderian con los soportes unitarios en los que cada nodo tiene
uno y s6lo un sucesor. Una version inicial del concepto de médulo asociado a soporte en esta
forma lineal se hizo en [16] para la construcciéon de algunos médulos firmes.

Vamos a realizar la construccion general del médulo asocidado a un soporte unitario o.
Para ello tomemos o € Zy(X) y para cada n € N vamos a definir £}, = AX"". Fijémonos que
como cada nodo tiene a lo sumo una ramificacién finita, X™ N o siempre es un conjunto finito
(ver [18, Lemma 7]). En el médulo libre F;, denotaremos [z],, al elemento de F;, que tiene 14
en la componente 7-ésima, para cadaz € X" No y 0 en el resto de componentes.

Con esta notacion definiremos los homomorfismos

Fp—Fopr [zl = Y w(y)lyal,
{yeX:Tyco}

(Esta suma es finita porque o es un soporte unitario) Para todo o € Zy(X), el médulo

(o) = lim F,
neN

estd en la categoria R—DMod [18, Proposition 8] y es un A-moédulo plano (es un limite di-
recto de médulos proyectivos de A—Mod). Nos referiremos a este médulo como el médulo
asociado a o. El elemento asociado a [z], en ((¢)) lo denotaremos (z)_. En [18] la definicién
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de los médulos asociados a soportes se realiza también mediante limites directos, sin em-
bargo en [17] se realiza como un cociente del médulo libre A Ambas construcciones son
equivalentes tal y como se prueba en [17, Proposicion 4.6].

La construccion general de médulos asociados a soportes unitarios aparece para construir
el médulo [[, .z, x (o)) como el generador de la categoria R—DMod en [18, Proposition 12].
La siguiente proposicién, cuya demostracién puede verse en [17, Proposicién 4.5], vamos a
incluirla aqui con una demostracién adaptada a la definiciéon en términos de limite directo.

Proposicién 2.28 Sea o un soporte unitario no vacio y y - ~xn az(z), un elemento de (o)) con
az € A. Las siguientes condiciones son equivalentes:

L Y zeonxn az(z), = 0.
2. az(z), = 0 para cualquier T € o N X".

3. Existe m > n tal que para cualquier Z € o N X™ tenemos

a(zl . Zn)ﬂ'(zn-i-l e Zm) = 0

Demostracion:

La implicacién (2 = 1) es trivial. Para ver (3 = 2) supongamos que se cumple (3) y conside-
remos el elemento a(7)[z],. € F,. Si aplicando los morfismos que nos definen la estructura de
limite directo lo llevamos a F,,, tenemos que

a@lzl, = Y alzza)m(zin oz,

T<zEX™

pero cada uno de estos sumandos es 0 por aplicacién de (3), por lo tanto la clase de a(Z)[z],
es la clase del 0 en ((0)).

Para ver (1 = 3) supongamos que ) . -y~ dz(z), = 0, entonces, por definicién de limi-
te directo, el elemento )~y azz], € F,ird a 0 € F,, a través de los homomorfismos
de estructura para algin m > n. Puesto que F}, es el médulo libre AX""?, la imagen de
Y zeonxn Gz[z], tendrd que valer 0 en cada una de sus componentes en F,, pero dichas com-
ponentes son precisamente los valores a(z - - - 2,)m(2p41 - - - 2m) que han de ser 0 para todo
zeX"Nno.O

Vamos a comprobar formalmente que realmente los soportes unitarios nos permiten re-
presentar la propiedad que tienen los elementos de un médulo unitario. Esta demostracién
puede verse en un caso algo més general en [18, Proposition 9].

Proposicion 2.29 Sea M un R-mddulo unitario y m € M, entonces existe o € Zy(X)y f : (o) —
M tal que ((1),)f = m.

Demostracion:

Si m = 0 podemos tomar cualquier soporte unitario no vacio ¢ y considerar el morfismo
constantemente igual a 0. Supongamos que m no es 0. Vamos a realizar una construccién
recursiva del siguiente modo. Definamos oy = {1} y hg : 09 — M la aplicacién que lleva 1 a
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m. Supongamos que ya hemos definido o, C X" y hy, : 05, — M \ 0. Para cada = € o, como
h(Z) € M = 7n(X)M ponemos definir un conjunto finito y no vacio Vz C X y gz : V4 = M \ 0
tal que h,(z) = > . m(y)gz(y). Definiremos 0,41 = {7y € X w € opy € Vaby
hnt1(Ty) = gz(y) para todo Ty € op41.

Finalmente definiremos o = U, cnoy,. Este conjunto es un soporte unitario porque X" No =
o, para todo n € Ny son conjuntos finitos por construccién. Ademds, para cada = € o el
conjunto de elementos y tales que Zy € o es precisamente V;; que hemos visto que es finito y
no vacio.

Por ultimo podemos definir h,, : Fy, — M como ([z],)h, = h,(T). Estos homomorfismos
inducen h = lim hy : (o) — M tal que ((z),)h = ha@)(Z) y en particular ((1),)h = m.O

Como consecuencia inmediata de este resultado podemos ver que estos médulos asocia-
dos a soportes forman una familia que genera la categoria. Aunque en una redaccién un poco
diferente, estos resultados se pueden encontar en [18].

Corolario 2.30 El médulo || (x) (o)) es un generador de R—DMod.

gEEY
Demostracion:

Sea G = [,cz,(x) (o)) y M un médulo de R—DMod. Para todo m € M tenemos un ho-
momorfismo f : (o)) — M tal que ((1),)f = m y componiendo con la proyeccién en (o))
tenemos un homomorfismo G — M tal que m esté en la imagen.

Consideremos el homomorfismo 7 : GHoma(G.M) _, yr que lleva a (gy) feHom 4 (G, M) @

> feHoma (G, (9f) f- El argumento anterior nos garantiza que Im(n) = M y por lo tanto 7 es
un epimorfismo. [J

Los soportes unitarios estdn ordenados con la inclusién. Esta relacién de orden pasa tam-
bién a los médulos asociados a través de los siguientes epimorfismos canénicos (definidos en
[17, Definicién 4.11]):

Definicién 2.31 Sean o C 7 dos soportes unitarios, entonces podemos definir el homomorfismo ® .
(1) — (o) quelleva (z)_a (z), siT € oya0 en otro caso.

Proposicion 2.32 Sea G un generador cualquiera de la categoria de mddulos firmes y sean M y N
dos A-mddulos unitarios tales que M C N. Entonces M = N si y sélo si, para todo h : G — N,
Im(h) C M.

Demostracion:

Si M = N el resultado es evidente. El problema es el reciproco. Supongamos que M C N,
entonces podemos encontrar n € N tal que n ¢ M. Utilizando la Proposicién 2.29 podemos
encontrar un soporte unitario ¢ y un homomorfismo f : (o)) — N tal que ((1),)f = n.
Como G es un generador de R—DMod, podemos encontar un conjunto de indices J y un
epimorfismo 7 : G/) — ((¢)). Si componemos este epimorfismo con f : (o)) — N obtenemos
n*f:GY) — Ntal quen € Im(n * f). Tomemos (g;)jes € G tal que n = ((g;);es)(n * f).
Si llamamos ¢; : G — G(/) a las inyecciones canénicas, n = > ics(9j)(g; *m = f) siendo esta
suma finita puesto que g; es 0 para casi todo j € J.
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Como n € N \ M, existirad algtn j € J tal que (g;)(g; *n * f) & M (puesto que si todos
estuvieran en ), la suma de ellos también estarfa). Llamando i = g; *n * f para dicho indice
Jj € J, obtenemos que (g;)h € N \ M y por lo tanto Im(h) € M. [
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Capitulo 3

Caracterizaciones de la Abelianidad

Tal y como se prueba en [18], la categoria de médulos firmes cumple todas las propiedades
de abelianidad excepto la de que todo monomorfismo en R—DMod sea el nticleo de algtin otro
morfismo.

En este capitulo vamos a ver una serie de propiedades que son equivalentes a la abeliani-
dad de la categoria de médulos firmes.

3.1. Evanescencia Uniforme

Empecemos con un primer resultado que nos dice cémo son los monomorfismos y los
nucleos:

Proposicién 3.1 Sea f : M — N un homomorfismo en R—DMod. Entonces

1. f es un monomorfismo si y solo si Ker(f) es evanescente.

2. fesun niicleo siy solo si f es el niicleodep: N — N/Im(f).

Demostracion:

1. Este resultado estd en [18, Proposition 12.5] y también en [17, Proposicién 5.11].

2. Si f es el nuacleo de p, entonces necesariamente f es un nicleo. Supongamos en el otro
sentido que f es el nicleode h : N — H, entonces f «h = 0e Im(f) C Ker(h).

Probaremos que f es el ntcleo de p. Si g : L — N cumple que g * p = 0, entonces
Im(g) € Ker(p) = Im(f) C Ker(h). Asi, g x h = 0y entonces, usando que f es el niicleo
de h, existe un tinico morfismo g : L — M tal que g * f = g. Por lo que f es el nticleo de

p.
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Hemos visto que f : M — N es un monomorfismo si y sélo si Ker(f) es evanescente. Los
nucleos también cumplen esta propiedad. Lo que vamos a ver en esta seccién es cudl es la
propiedad adicional a la evanescencia que tiene que cumplir Ker(f) para ser un ntcleo a la
que llamaremos evanescencia uniforme. Vamos a necesitar el siguiente resultado auxiliar que
serd de utilidad también en resultados posteriores:

Lema3.2 Sea f : M — N un homomorfismo en A—Mod, o un soporte unitario, g : (o)) — N
un A-homomorfismo tal que Im(g) C Im(f) y m € M tal que (m)f = ((1),)g. Si K = Ker(f) es
R-unitario, entonces existe un soporte unitario T tal que o C 7y h : (7)) — M con ((1)_)h = m,
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

() 2 (o)
hl ; lg
M——N

Demostracion:

Construiremos de forma recursiva subconjuntos V;, C X" y aplicaciones h,, : V;, — M
tales que 0 N X" C V,, y para cada T € V,, se cumpla que ((z),)g = (T)hp, * fsiT € 0 y
(Z)hy, * f = 0 en otro caso.

Para el caso n = 0 empecemos definiendo Vj = {1} y hg : Vj — M que lleve 1 a m.

Para el caso n = 1, como el médulo K es R-unitario tenemos 7(X)K = K. Usando que
Img C Imf, podemos encontrar elementos {1, },cxn, en M tales que (m,)f = ((z),)g para
cada z € X N o. Entonces

(m)f=(L)g= Y w@)((a),)g= D m(x)(ms)f= < > W(w)mx> f

rzeXNo rzeXNo zeXNo

Consideramos el elemento m — >y~ 7(x)m, que, por la igualdad anterior, serd un
elemento de K = Ker(f), que es unitario, por lo que podemos encontrar elementos {k; }zex
en K, todos cero salvo un ntmero finito, tales que m — > v, m(2)my = > oy 7(x)ks, es
decir, m = )y 7(x)(k; + m,), haciendo m, = 0 paracadaz € X \ 0.

SeaVi={r e X :ky+my; #0}U(cNX) y hy: Vi — M definida como (z)hy = ky +my,
para cada x € V;. Entonces es claro que (1)hg * f = (m)f = ((1),)g y, ademads,siz € Vi No
entonces (z)hy * f = (kg + mg)f = (mg)f = ((z),)g donde se ha tenido en cuenta que
(kz)f = 0. Cuando m, = 0, se cumple (z)hy * f = (k) f = 0.

Supongamos definido el conjunto V;, € X" y la aplicacién h,, : V;, — M con las pro-
piedades antes mencionadas, entonces definimos V.1 y hpy1 @ Vpp1 — M de la siguiente
manera: tomamos z € V},, si Z no estd en o, entonces (Z)h,, * f = 0, por lo que (Z)h,, € K,y
podemos encontrar elementos {kz; } . x, todos cero salvo un nimero finito, tales que (Z)h =
Y wex T(x)kze. SiZ € 0, entonces ({(z),)g = (£)h,, * f. Ademds, para cada z € X con Zz € o,
existe mz, en M con (mz,)f = ((xz),)g. Entonces tenemos que
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@haxf=2))9= Y, n@)(22),)9= Y w(@)(mz)f

reXNz*o zeXNz*o
Asi, (Z)h, — > m(x)mz, estd en K, podemos encontrar elementos {kz, }.cx tales
{zeXZzco}
que (2)hy, — Y. w(@)mzr =), cx T(x)kze. Podemos escribir (2)h, = ), o x 7(x)(kzz +
{reX ZzEo}

mzy), haciendo mz, = 0 para cada Zz que no estd en 0. Definimos

Vi1 ={Zx: 2 ¢ 0, ks 0} U{Z2 : Z € 0, kzp + mzp £ 0} U (0 N X

Y hnt1 : Vg1 — M dada por

k?gm siz ¢ g

(zx)hny1 = {

]CEm + Mz, siz€o

Seazz € V11,81 % € o entonces (Zz)hyi1 * [ = (kzz + mz) f = (mz) f = ((z2),)g. Si, por
el contrario, Z ¢ o, entonces (Zx)h, 1 * f = (kz:)f = 0.

Definimos 7 = UpenV,,. Este conjunto 7 es un soporte unitario ya que por la forma de
construir los conjuntos V;,, para cada z1 - - 41 € V41 tenemos que z; - - -z, € V;, porque
usamos elementos de V,, para formar los elementos de V,,4. Definimos h : (7)) — M como
((z),)h = (T)h\(z), donde A\(T) € N con T € V). Comprobaremos que 7y h cumplen las
propiedades que esperdbamos encontrar.

Sea T un elemento de 7. Si T € o, entonces ((z). )P, = (z), y, en otro caso, ((z), )P, = 0.
En el primer caso ((z) )h * f = (T)hr@z * f = ((2),)9 = ((z),)Prs * g, y en el segundo
((z) )hx f=0=(0)g = ((z).)Prs * g. Concluimos que h * f = $,, * g. [J

Lema33 Sea f : M — Nyg : P — N dos A-homomorfismos con P un médulo R-unitario
elm(g) C Im(f). Si K = Ker(f) cumple RK = 0, entonces existe un tinico homomotrfismo h :
R ®a P — M tal que el siguiente diagrama es conmutativo

M4>N

b

R®AP;T>P

Ademds, si P estd en R—DMod, dado que pp es un isomorfismo, podemos levantar g : P — N a
g:P— M.

Demostracion:
Seap € Pyr € R, entonces (p)g = (m)f para algin m € M. Definimos (r,p)h; = rm.
Supongamos que existe otro elemento m; € M tal que (p)g = (m1)f, entonces m —m; € Ky,
por hipétesis, debe ser (m — m) = 0 y entonces rm = rm;. Asi la aplicacién h; no depende
de la elecciéon de m y esta bien definida.
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Probaremos que h; es lineal en las dos variables. Sean p y p’ elementos de P con (p)g =
(m)fy @)g= (m)f (y porlo tanto cumplirdn (p + p')g = (m + m/) f). Sean r y 7’ elementos
de R. Entonces

(7”7P)h1 + (7"7P/)h1 =rm+ Tml = T(m + ml) = (7”717 +p/)h1
(T’p)hl + (T,ap)hl =rm + T’,’I’I’L = (T + T,)m = (T + T,’p)hl

que son las condiciones para ser lineal en las dos variables.

Probaremos, ahora, que h; es A-equilibrada. Sea a un elemento de A. Si (p)g = (m)f
entonces (ap)g = a(p)g = a(m)f = (am) f asi que

(ryap)hy = r(am) = (ra)m = (ra,p)hy

Definimos h : R®4 P — M por (r @ p)h = (r,p)h; y obtenemos la conmutatividad del
diagrama, yaquesir ® p € R®4 Py m es un elemento de M con (p)g = (m) f entonces

(r@p)up*g=(rp)g=r(p)g=rim)f = (m)f=(r,p)h1*f=(r@phx*f

Veamos que el homomorfismo £ es tinico. Supongamos que existen hy,hy : R®4 P — M
tales que (r @ p)hy * f = (rp)g = (r @ p)hae * f, entonces (hy — hg) * f = 0, por lo que h; — hy es
un homomorfismo de R ® 4 P a K debe ser 0 porque R ® 4 P es unitario (por ser P unitario)
y K es evanescente. Asi hy = ho. [J

Sea M un A-médulo y K un A-submédulo de M. La cadena
w(K)Du'(K)D--Du’(K)D---

dada en la Definicién 2.12 induce epimorfismos hg. : M/u” (K) — M/u® (K) para cada ordi-
nal 3 < . Si consideramos la familia de médulos M /u® (K) con 8 < a'y los homomorfismos
{hgy : B < v < a} tenemos un sistema inverso. Podemos tomar limites inversos y obtener un
homomorfismo

ha t M/u® (K) — lim M/u® (K)

[B<a

Lema 3.4 Si o es un ordinal limite entonces h, es un homomorfismo inyectivo. En este caso, tiene

sentido el cociente
lim M /v (K)
B<a

M/u (K)

Demostracion:
Si0 = (m+u®(K))hs = (m+u” (K))s<qa, entonces m € u’ (K) paracada 3 < a, pero entonces
m € u® (K) que por la propia definicién es u® (K) =, u? (K). Asi, 0 = m + u® (K).

El cociente mencionado es Coker(h,). O

Los conticleos de estos homomorfismos juegan un papel importante en la caracterizacén
de los niicleos en R—DMod. Més concretamente, en la caracterizacon de como son los médulos
K tales que un homomorfismo entre médulos firmes f : M — N con K = Ker(f) es un ndcleo
en R—DMod.
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Definicién 3.5 Sea M un médulo firme y K un A-submédulo de M. Diremos que K es uniforme-
mente evanescente en M si es evanescente y para todo ordinal limite c,

lim M/u’ (K)
[B<a

N e ®

=0.

Teorema 3.6 Sea f : M — N un monomorfismo en R—DMod y K = Ker(f). Son equivalentes:

1. K es uniformemente evanescente en M.

2. f es un niicleo.

Demostracion:

(1 = 2).Sea g : P — N un homomorfismo en R—DMod tal que Im(g) C Im(f). Para cada
ordinal 3, definiremos un homomorfismo gs : P — M/u” (K). Estos homomorfismos seran
compatibles con la estructura de limite inverso y cuando se llegue al ordinal § para el que
u® (K) = 0 (al que se tendrd que llegar porque K es evanescente), el correspondiente g; serd el
levantamiento que buscamos de g.

La construccion serd hecha de forma recursiva. Sea gg : P — Im(g) C Im(f) = M/K =
M /u° (K) el homomorfismo inducido por g. Supongamos definido gg : P — M/u” (K) para
B < a satisfaciendo las condiciones previas y vamos a definir g,. Se pueden dar dos casos:

Caso 1: Si @ = 8 + 1 para algtin ordinal 3, entonces u® (K) = Ru” (K) y tenemos los
homomorfismos

B(K M hsa M
00— Ry — @m0 — w0

gﬁT

P
Se cumplen las condiciones del Lema 3.3, ya que R <};’fﬁ(—(}%> = 0, P es un médulo firme e

Im(g3) C WMK) = Im(hg,). Por tanto, podemos levantar g a g, : P — M /u® (K).
Caso 2: Si a es un ordinal limite, consideramos lim M/ u? (K). Como los homomorfismos
[B<a

gp son compatibles con la estructura de limite inverso existird g, : P — lim M/ v’ (K). Si

[B<a
hacemos la composiciéon

lim M /v (K)
B<a

P — lim M/u’ (K) — TN

B<a

y teniendo en cuenta que por hipétesis el tltimo de los médulos es evanescente, la com-
posicién debe ser cero, tenemos asi que la imagen de g, estd contenida en M /u® (K). Por lo
que obtenemos un homomorfismo g, : P — M/u® (K).
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Una vez probado que g : P — N puede ser levantado a ¢’ : P — M tenemos que probar
la unicidad del levantamiento. Supongamos que existen dos homomorfismos ¢', ¢" : P — M
satisfaciendo ¢’ x f = g = ¢” * f,entonces (¢ —¢")* f =0y ¢ — ¢" : P — M tiene la imagen
contenida en K que es evanescente e Im(¢’ — ¢”) es R-unitario por ser P un médulo firme,

asi debe ocurrir que ¢’ — ¢” = 0y por lo tanto ¢’ = ¢".

(2 = 1). Supongamos que f es un nucleo y que la condiciéon (1) no es satisfecha para
algtin o.. Entonces podemos encontrar un elemento no nulo

lim M/u? (K)
B<a

we U —M/ua(K)

Para este elemento podemos encontrar un soporte unitario o y un homomorfismo

lim M/u’ (K)
i o) — pB<a

tal que ((1),)g = w. El médulo M /u® (K) es R-unitario (porque M lo es), estamos asi en las
condiciones del Lema 3.2 y podemos encontrar un soporte unitario 7 y un homomorfismo
g: () — lim M /uP (K) tal que el diagrama

B<a
lim M /v’ (K) i MAPU)
Pa M]u(K)

sea conmutativo.

Para cualquier v < a, sea p, : lim M/u® (K) — M/u” (K) la proyeccién en la y-ésima
B<a
componente. Usando que f es un nicleo, podemos levantar el homomorfismo g * pg : (7)) —
M/u(K) = M/K C Nag: () — M, esdecit,  * pp = § * f, lo cual nos proporciona el
siguiente diagrama:

N

()

Teniendo en cuenta que Im(f) ~ M /Ker(f) = M /K, sim’ es un elemento de (7)) entonces
(m")g *po = (m')g* f, es decir (m')g+ K = (m')g+ K.
Seaj: M — lim u? (K) la aplicacién definida como (m)j = (m + u® (K))s<q. La compo-
B<a
sicién § * j * pg coincide con § * pg para § = 0, ya que si m’ es un elemento de ((7)) entonces
(m)g = jxpo = (m)g + K = (m')g + K = (m')g  po.
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Probaremos que g*j*pg = g*pg para cada 3 < o lo cual implicarad que g*j = g utilizando
las propiedades de limite.

Supongamos que no es cierto, podemos pues elegir un ordinal &/ < « minimo con la
condicién de que § * j * pos # § * por. Tomemos m un elemento de M tal que (m)g * j * pos #
(m)g * po. El ordinal o/ no puede ser un ordinal limite porque al ser o/ el mas pequefio para
el que no se cumple la igualdad se tendra

(m)(g *J = ) * par * harp = (m)(§ % j = g) ¥ ps = 0
para cada 3 < o, por lo que (m)(g * j — §) € u? (K) para cada 3 < a’. Como o’ es un ordinal
limite, por definicién u® (K) = Ngeou® (K) yasi (m)(§*j—§)*par € Ng<art? (K) Ju® (K) =
0, que no puede ocurrir.

Deducimos pues que « ha de ser de la forma o/ = 3 + 1 para altan ordinal 3, entonces
(M)(§ %5 = g) * par * harg = (M)(§ % j — §) % pp = 0, luego (M) (g % j — ) * par € Ker(harp) =
u? (K) /Ru® (K). Debe ser (M)(§ *j — §) *pos = 0 porque es un homomorfismo de un médulo
unitario (M = RM) en un médulo evanescente (R(u” (K) /Ru® (K)) = 0).

Con esto probamos que ¢/ no puede existir, por lo que g * j = g§. Pero ésto tampoco es
posible, porque Im(g * j) C M/u® (K) y entonces

0=((1),)g+M/u* (K) = ((1),)§ = w

que estdbamos suponiendo que era un elemento distinto de cierto. Concluimos por reduccién
al absurdo que que w = 0y por tanto

lim M/u? (K)
B<a

o YT

=0.

O

Proposicién 3.7 La categoria de médulos firmes es abeliana si y sélo si para todo morfismo f : M —
N en R—DMod, Ker(f)/U (Ker(f)) es uniformemente evanescente en M /U (Ker(f)).

Demostracion:
Si la categoria de mddulos firmes es abeliana, entonces el monomorfismo M /U (Ker(f)) — N
es un nucleo y por lo tanto, su ntcleo, Ker(f)/U (Ker(f)) es uniformemente evanescente en

M/U (Ker(f)).

Reciprocamente, supongamos que f : M — N es un monomorfismo, entonces U (Ker(f)) =
0y como Ker(f)(= Ker(f)/U (Ker(f))) es uniformemente evanescente en M (= M /U (Ker(f))).
Utilizando el Teorema 3.6 concluimos que f es un ntcleo. [

3.2. El Concepto de Exactitud en la Categoria de Médulos Firmes

A diferencia de la categoria de médulos cerrados, que es una categoria de Grothendieck,
en la categoria de médulos firmes tenemos que ser cuidadosos con la definiciéon de exactitud.
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En esta seccién vamos a precisar la definicién de exactitud en el caso de la categoria R—DMod.
Recordemos que utilizaremos las notaciones (—)" para los limites y colimites calculados en

la categoria R—DMod y sin ese simbolo para limites y colimites calculados en la categoria
A—Mod.

Si consideramos un complejo

d; d;
My =-— M;_1 5 M, e M — -

el concepto tradicional de exactitud en M; seria que ker’(d;+1) = ker'(coker’(d;)). En el caso de
categorfas abelianas es equivalente a su concepto dual, que es coker’(d;) = coker’(ker'(d;;1)).
Vamos a ver que para R—DMod estos dos conceptos también coinciden para todo anillo R,
(atin en el caso en que R—DMod no sea abeliana).

Tal y como vimos en el Corolario 2.25, si f : M — N es un morfismo en R—DMod,
coker(f) = coker(f) y ker'(f) = vker(s) * ker(f). Calculando explicitamente, tenemos que
Coker'(f) = Coker(f) = N/Im(f) y coker’(f) = coker(f) es la proyeccion canénica N —
N/Im(f).

Lema 3.8 Sea f : M — N un morfismo en R—DMod. Entonces

1. coker’(f) = coker’(ker’(coker’(f))).
2. ker'(f) = ker'(coker’(ker'(f))).
Demostracion:

(1). Hemos visto que coker’(f) = coker(f) : N — N/Im(f). Entonces

ker’(coker’(f)) = ker'(coker(f)) =

Vi) * ker(coker(£)) : D (Im(£)) "% 1m(f) "L .

Como Im(f) es unitario, tenemos que vy es suprayectivo y por lo tanto Im(ker’(coker’(f))) =
Im(f). Si volvemos a calcular ahora

coker’(ker’(coker’(f))) = N — N/Im(ker’(coker’(f))) = N — N/Im(f) = coker’(f).

(2). Por un lado tenemos que el morfismo ker(f) es

e * ker(f) : D (Ker(1)) " Ker(f) “TY a1

Si calculamos su conticleo, coker’(ker’(f)) = coker(ker'(f)), tenemos
M — M/Im(ker'(f)) = M — M/U (Ker(f))

ya que Im(vker(s)) = U (Ker(f)). Denotemos por j : U (Ker(f)) < Ker(f) a la inclusién. Si
volvemos a calcular ker’(coker’(ker’(f))) y teniendo en cuenta que Ker(M — M/U (Ker(f))) =
U (Ker(f)), concluimos que ker’(coker’ (ker’(f))) es precisamente

Wker(yy * 3 * ker(£) £ D (U (Ker(1)) " U (Ker(f)) & Ker(f) 7Y a1
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que es igual a

ker/(f) = Uker(f) * ker(f) -D (Ker(f)) VKe_>r(f) Ker(f) ker(_(f) M

aplicando la Proposicién 2.23. [

Teorema 3.9 Sea My = --- — M,;_4 LA M; di—tl M1 — -+ un complejo en R—DMod. Entonces

son equivalentes:

1. El complejo cumple coker'(d;) = coker (ker'(d;11)).

2. El complejo cumple ker'(d; 1) = ker’(coker’(d;)).

Demostracion:

Empecemos suponiendo (2), entonces ker'(d;;1) = ker’(coker’(d;)) y tenemos que comprobar
que coker’(d;) = coker’(ker'(d;11)). Sustituyendo el valor de ker’(d;+1) por la propiedad (1),
tenemos que probar que coker’(d;) = coker’(ker’(coker’(d;))), pero eso es cierto como conse-
cuencia del punto 1 del Lema 3.8.

La demostracién del reciproco es totalmente simétrica, pero usando el punto 2 del Le-
ma 3.8. [

A partir de este momento y una vez que hemos probado que estos dos conceptos son
equivalentes, podemos hacer la siguiente definicion:

Definicion 3.10 Sea My = --- — M;_1 Le M; dit M;y1 — -+ un complejo en R—DMod (es

decir, d; * d;y1 = 0 para todo i). Diremos que es exacto en M; si cumple alguna de las siguientes
condiciones equivalentes (y por tanto ambas):

1. coker’(d;) = coker’(ker'(d;i11)).

2. ker'(d;y1) = ker’(coker’(d;)).

Diremos que el complejo es exacto si lo es para todo M;.

Vamos a ver un tipo especial de complejos que serdn especialmente importantes, son los
complejos exactos cortos a los que también nos referiremos como sucesiones exactas cortas.
Aunque utilizaremos ambos conceptos, intentaremos reservar la palabra complejo corto para
el caso en que estemos estudiando exactitud en la categoria R—DMod y sucesién cuando
estemos en la categoria A—Mod:

Proposiciéon 3.11 Sea 0 — M LN S L - 0un complejo corto en R—DMod. Entonces el

complejo corto es exacto si y sélo si el complejo J(M) 1) J(N) 19 J(L) — 0es exacto en A—Mod y

U (Ker(f)) =0.
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Demostracion:

Empecemos suponiendo el complejo es exacto. Por la propiedad de adjuncion entre J y D,
podriamos asegurar la exactitud por la derecha del complejo en A—Mod, pero no podemos
hacer uso de este teorema al no estar en categorias exactas. Por ello vamos a hacer una prueba
directa.

Por ser exacto en L, tenemos que coker’(g) = coker’(ker'(0 : L — 0)). Si calculamos cada
uno de estos morfismos, tenemos que

coker’(g) = coker(g) : L — L/Im(g)

coker’(ker’ (0 : L — 0)) = coker’(idz,) =0: L — 0
por lo tanto, la exactitud en L nos dice que L/Im(g) = 0 o lo que es lo mismo, que ¢ es una
aplicacién suprayectiva.

Una vez que sabemos que g es suprayectiva, entonces aplicando la Proposicién 2.19 sabe-
mos que Ker(g) es unitario.

Por ser el complejo exacto en N, tenemos que coker’(f) = coker’(ker’(g)) y calculando
explicitamente estos morfismos tenemos que

coker’(f) = coker(f) = N — N/Im(f)

coker’(ker'(g)) = coker(vker(g) * ker(g))

Como Ker(g) sabemos que es unitario, vker(4) €S suprayectiva y entonces
coker (Vker(g) * ker(g)) = N — N/Im(vker(g) * ker(g)) = N — N/Ker(g).

La exactitud en N nos dice que N — N/Im(f) = N — N/Ker(g) y por lo tanto Im(f) = Ker(g)
que es la exactitud en J(N).

La exactitud en M nos dice que coker’(0 : 0 — M) = coker’(ker'(f)). Calculando explicita-
mente tenemos que
coker'(0: 0 — M) =idy : M — M/0

coker’(ker'(f)) = coker (vker(f) * ker(f)) : M — M /Im(vker(yy * ker(f))

La imagen del homomorfismo vker(s) * ker(f) : D(Ker(f)) — Ker(f) C M es precisamente
Im (Vker(r)) = U (Ker(f)). La exactitud en M nos dice pues que U (Ker(f)) = 0.
J

Para ver el reciproco, supongamos ahora que el complejo J(M) 1) J(N)

exacto en A—Mod y U (Ker(f)) = 0.
La exactitud en A—Mod nos dice que Im(g) = Ly que Ker(g) = Im(f).

kg J(L) — Oes

La exactitud en L es cierta puesto que

coker’(g) = coker(g) : L — L/Im(g) =0: L — 0 = coker’(idy) = coker’(ker’(0 : L — 0))

La exactitud en NV es cierta puesto que

coker’(ker'(g)) = coker(vker(g) * ker(g)) : N — N/U (Ker(g)) = coker'(f) : N — N/Im(f)
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ya que U (Ker(g)) = Ker(g) = Im(f).
La exactitud en M es cierta puesto que U (Ker(f)) = 0y por lo tanto v (s) = 0y entonces

coker’(ker'(f)) = coker(vyer(f) * ker(f)) =
coker(0 : D (Ker(f)) — M) : M — M/0 = coker (0 : 0 — M).
U

Proposicién 3.12 Sea f : M — N un morfismo en R—DMod. Entonces f es

1. un monomorfismo si y sélo si ker'(f) = 0.

2. un niicleo si f = ker'(coker’(f)).

Demostracion:

1. La Proposicion 3.1 nos dice que f es un monomorfismo siy s6lo si Ker( f) es evanescente,
lo cual es equivalente a que ker’(f) = 0 ya que

ker'(f) = VKer(f) * ker(f): D (Ker(f)) — Ker(f) — N
y este morfismo es 0 siy s6lo si D (Ker(f)) =0, o lo que es lo mismo, si U (Ker(f)) = 0.

2. La Proposicién 3.1 nos dice que f es un nucleo si y sélo si es el nticleo de p : N —
N/Im(f), pero éste es precisamente coker'(f).

O

Dado un complejo exacto corto en la categoria R—DMod,

0o-MLNLL o,

a diferencia de lo que sucede en las categorias abelianas, f no es neceariamente el ntcleo de g.
Esta es precisamente la propiedad fundamental que falla le falta a R—DMod para ser abeliana.

Proposicion 3.13 La categoria R—DMod es abeliana si y sélo si para todo complejo exacto corto

0o-MLNLL S0,

se tiene que f = ker'(g).

Demostracion:
Si la categoria es abeliana y

0-MLNLSL 0

es un complejo exacto corto, entonces f : M — N es un monomorfismo y por lo tanto un
ntcleo, pero utilizando la Proposicion 3.12 tenemos que f = ker’(coker’(f)) que por la exacti-
tud en N esigual a ker'(g).
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Reciprocamente, supongamos que para todo complejo exacto corto se cumple la condiciéon
del enunciado, y consideremos f : M — N un monomorfismo.Sea L = N/Im(f)yg: N — L
la proyeccién canénica. El médulo L es firme puesto que es cociente de un firme por un
unitario y por lo tanto el complejo

0o-MLNLL o,

es exacto. Aplicando la hipétesis tenemos que f = ker'(g) y por lo tanto f es un nucleo.
Hemos probado pues que todo monomorfismo es un ntcleo que es la condicién que le falta a
R—DMod para ser abeliana. [

3.3. Funtores Exactos por la Izquierda

Si consideramos un médulo K de Mod—A y aplicamos el funtor K ®4 — : R—DMod —
k—Mod a un complejo exacto corto de R—DMod (que utilizando la Proposicién 3.11 sabemos
que es exacto por la derecha en Mod—A) obtenemos un complejo exacto por la derecha en
k—Mod. Esto es lo que se conoce como que el funtor K ®4 — sea exacto por la derecha. El
funtor contravariante Hom4(—, L) : R—DMod — k—Mod lleva también complejos exactos
cortos de R—DMod (que son exactos por la derecha en A—Mod) a complejos exactos por la
izquierda en k—Mod para cualquier L de A—Mod.

Supongamos ahora que K es un médulo de R—DMod y consideremos el funtor
Hom 4 (K, —) : R—DMod — k—Mod.

Es inmediato notar que este funtor es adjunto por la derecha del funtor K ®;, — (el isomor-
fismo de la adjuncién no se ve afectado por el hecho de estar en la subcategoria R—DMod
de k—Mod). Sin embargo, si aplicamos Hom 4 (K, —) a un complejo exacto corto de R—DMod
no obtenemos el resultado esperado de la exactitud por la izquierda en k—Mod. En esta sec-
cién veremos que dicho resultado es realmente equivalente a la abelianidad de la categoria
R—DMod.

Definicion 3.14 Sea K un médulo de R—DMod. Diremos que el funtor Hom 4 (K, —) : R—DMod —
k—Mod es exacto por la izquierda si para todo complejo exacto corto en R—DMod,

0o-MLNLL o,

el complejo
0 — Hom4 (K, M) — Homy (K, N) — Hom (K, L)

es exacto en k—Mod.

La definicién de monomorfismo es precisamente la que nos garantiza que Hom 4 (K, —)
lleve monomorfismos a aplicaciones inyectivas, esto hace que no nos tengamos que preocupar
de la exactitud del complejo 0 — Hom 4 (K, M) — Hom 4 (K, N). Dicho de forma precisa:

Nota 3.15 Sea K un médulo de R—DMody f : M — N un monomorfismo en R—DMod, entonces
Hom (K, M) — Hom (K, N), dada por g — g * f, es una aplicacion inyectiva.
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Demostracion:
Seag: K — M talque g f =0 =0x f, entonces como f es un monomorfismo, g = 0. O

La definicién que hemos dado de exactitud por la izquierda del funtor Hom 4 (K, —) podria
en principio haberse hecho partiendo, en lugar de un complejo exacto corto, de uno exacto
exclusivamente por la izquierda. Con ello obtendriamos una definicién que seria equivalente,
veamoslo:

Proposicion 3.16 Sea K un médulo de R—DMod tal que Hom 4 (K, —) es exacto por la izquierda.
Entonces para todo complejo exacto

0o-MLNLL

se tiene que el complejo
0 — Hom4(K, M) — Homy (K, N) — Hom (K, L)

es exacto en k—Mod.

Demostracion:
La exactitud del complejo

0o-MLNLL

en M nos dice que ker’(f) = 0 0 lo que es lo mismo, que f es un monomorfismo, y la exactitud
en N nos dice que ker'(g) = ker'(coker’(f)) o lo que es lo mismo vke(g) * ker(g) = vim(y) *
j siendo j : Im(f) — N la inclusién. Para que ésto suceda la condicién necesaria es que

U (Ker(g)) = Im(f).

Consideremos el complejo exacto 0 — M — N — N/Im(f) — 0y apliquemos el funtor
Hom 4 (K, —) que nos proporciona el complejo exacto

0 — Homy (K, M) — Hom 4 (K, N) — Hom 4 (K, N/Im(f)).
Lo tnico que tenemos que probar es que el complejo
0 — Homy (K, M) — Hom4(K,N) — Hom4 (K, L)

es exacto en Hom 4 (K, N). Para ello tomemos h : K — N tal que h * g = 0, entonces Im(h) C
Ker(g) y como Im(h) es unitario, Im(h) C U (Ker(g)) = Im(f). Aplicando la condicién de
exactitud de

0 — Homy (K, M) — Hom4 (K, N) — Hom (K, N/Im(f))

en Hom4 (K, N) al homomorfismo i : K — N (que hemos probado que va a 0 al meterlo en
Hom 4 (K, N/Im(f))) obtenemos el levantamiento h : K — M.

Tal y como hemos anunciado anteriormente, la exactitud del funtor Hom 4 (K, —) por la
izquierda estd ligada a la abelianidad de R—DMod, vedmoslo:

Teorema 3.17 Las siguiente condiciones son equivalentes:
1. La categoria R—DMod es abeliana.
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2. Para todo médulo K de R—DMod, Hom (K, —) : R—DMod — k—Mod es exacto por la
izquierda.

3. Existe G, generador de R—DMod tal que el funtor Hom4(G,—) : R—DMod — k—Mod es
exacto por la izquierda.

4. Para todo monomorfismo f : M — N y todo homomorfismo h : (o)) — N tal que Im(h) C
Im(f) existe h : (o)) — M tal que h * f = h.

Demostracion:

(1 = 4). Como R—DMod es abeliana y f es un monomorfismo, f es un ntcleo y utilizando la
Proposicién 3.1 tenemos que f es el ntcleode p : N — N/Im(f).Sih : (o)) — N cumple que
Im(h) C Im(f) entonces h * p = 0y aplicando la definicién de nticleo, existird h : (o) — M
tal que h % f = h.

(4 = 3). Consideremos el generador [[ .z (x) () con las inyecciones canénicas ¢, :
(o) — G paratodo o € Zy(X).

Para ver que Hom4 (G, —) es exacto por la izquierda tinicamente tenemos que probar la

exactitud de
HomA(G, M) — HOmA(G,N) — HOmA(G,L)

y para ello tomemos h : G — N tal que h * g : G — L sea 0. Para todo ¢ € =y(X) tenemos
que gy *h+*g: (o)) — Les0yusando (4) podemos encontrar para todo o € Zy(X) un homo-
morfismo h, : (o) — M tal que h, * f = qo * h. Utilizando las propiedades del coproducto
podemos encontar h : G — M tal que g, * h = h, para todo o y por lo tanto k. f = h tal y
como queriamos probar.

(3 = 2). Vamos a probar la exactitud de Hom 4 (K, M) — Hom (K, N) — Hom (K, L),
para lo cual tomaremos h : K — N tal que h* g = 0. Sea H = Homa(G,K)y7n: GU) — K
el epimorfismo dado por ((mu)uer)n = D, cp(mu)u. Para cada elemento v € H podemos
levantar u * h a M. Uniendo todos estos levantamientos y utilizando la propiedad del copro-
ducto podemos encontrar i : GH) — M tal que el siguiente diagrama sea conmutativo:

Como 7 es un epimorfismo entre médulos firmes, Ker(7) es unitario y por lo tanto (Ker(n))a
es unitario. Como (Ker(n))u * f = (Ker(n))n * h = 0, tenemos que (Ker(n))a C Ker(f), pero
Ker(f) es evanescente y por lo tanto no contienen ningtin submaédulo unitario distinto de 0,
de ahi concluimos que (Ker(n))a = 0 o lo que es lo mismo, Ker(n) C Ker(@). Factorizando 7
podemos definir i : K = G /Ker(n) — GUD /Ker(it) — M que es el levantamiento de z que
buscédbamos.

(2 = 1). Para demostrar que todo monomorfismo es un ntcleo, consideremos f : M — N
un monomorfismoy L = N/Im(f)y g : N — L la proyeccién canénica. Tenemos que ver
que f es el ntcleo de g. Para ello tomemos h : K — N un morfismo tal que h x g = 0.
Aplicando que Hom 4 (K, —) es exacto por la izquierda, tenemos que h € Ker(Hom 4 (K, N) —
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Hom 4 (K, L)) = Im(Hom 4(K, M) — Hom (K, N)). Podemos pues encontrar s : K — M tal
que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 M—t-n—2op 0
\T"
h
K

El levantamiento h : K — M ha de ser tnico, porque si existieran dos hl, hg K — M
haciendo conmutativo el diagrama, utilizando que hi*f = ho* f y que f es un monomorfismo
en R—DMod, concluiriamos que h1 = hg

3.4. El Residuo de un Morfismo

Sea f : M — L un morfismo en R—DMod. Podemos calcular ker’(f) y puesto que ker’(f) *
f =0, f factoriza a través de coker’(ker’(f)). Denotaremos e; = coker’(ker’(f)). Si lo calcula-
mos explicitamente, tenemos que

ker'(f) = VKer(f) * ker(f): D (Ker(f)) — M.

El coker’(ker’(f)) es el mismo que coker(ker’(f)) y por lo tanto coincide con la proyeccién M —
M /Im(ker'(f)). Puesto que Im(vger(ry) = U (Ker(f)) y ker(f) lo mete dentro de M, tenemos que
Im(ker'(f)) = U (Ker(f)) y por lo tanto

ef: M — M/U (Ker(f)).

La factorizacién de f a través de e nos da un morfismo 5 : M /U (Ker(f)) — L. El nticleo
de dicho morfismo es Ker(pr) = Ker(f)/U (Ker(f)) que es un médulo evanescente. Por lo
tanto pr es un monomorfismo.

Proposiciéon 3.18 Dado f : M — L, la descomposicion f = ey * jiy es (salvo isomorfismos) la tinica
descomposicion epi+mono de f.

Demostracion:

Si existiera un epimorfismo ' : M — Y y un monomorfismo p/ : Y — L tal que f =
0"/, entonces Ker (') seria unitario por ser el nticleo de un epimorfismo entre firmes y como
Ker(n') C Ker(f) tendriamos que Ker(n') C U (Ker(f)) lo cual nos induciria un epimorfismo
M/U (Ker(f)) — Y cuyo ntcleo estaria contenido en Ker(uy) = Ker(f)/U (Ker(f)) que es
evanescente y por lo tanto seria 0. Esto prueba que M /U (Ker(f)) =Y salvo isomorfismos [J

Dualmente a como hemos construido coker’(ker’(f)), se puede construir el nucleo del
contcleo de f, ker’(coker’(f)). Puesto que f * coker’(f) = f * coker(f) = 0 entonces € s *
coker’(f) = 0y por lo tanto s factoriza a través de ker’(coker’(f)). Esto nos induce un morfis-
mo p : Coker’(ker'(f)) — Ker'(coker’(f)) haciendo conmutativo el siguiente diagrama:
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M ! L

coker’ (ker’(f)) lEf / Tker’(cokerl(f))

Coker’ (ker' () —2— Ker'(coker'(f))

Definicién 3.19 Llamaremos residuo de un morfismo f : M — L al tinico morfismo
p : Coker’(ker'(f)) — Ker'(coker'(f))

que hace conmutativo el diagrama anterior. Nos referiremos a él como p = res(f). Este morfismo
estd definido salvo isomorfismos (tal y como sucede con los limites y colimites a partir de los cuales
estd definido).

El monomorfismo /iy se descompone en dos monomorfismos, el que hemos denotado por
res(f) y ker’(coker’(f)) que es un nucleo. La propiedad que nos falta para que R—DMod sea
una categoria abeliana es precisamente que res(f) sea un isomorfismo.

Proposicién 3.20 Sea f : M — L un homomorfismo en R—DMod, entonces con las notaciones
anteriores, iy es un niicleo siy sélo si yy = ker'(coker’(f)) o lo que es lo mismo, el residuo de f es un
isomorfismo.

Demostracion:

Si pup = ker’(coker’(f)) evidentemente es un nucleo. Reciprocamente, si jif es un nucleo, en-
tonces yi¢ tiene que se el niicleo de su conticleo, pero el conticleo de s es L — L/Im(uy)
que es lo mismo que coker(f) : L — L/Im(f) ya que Im(f) = Im(uy) al ser coker’(ker'(f)) un
epimorfismo. [J

Lema 3.21 Sea ;v : N — M un monomorfismo en R—DMod. Entonces i es un isomorfismo si y sélo
si ker’(coker’ (1)) es un isomorfismo.

Demostracion:
Sea p = res(u) y h = ker’(coker’(11)), tenemos pues el siguiente diagrama:

N

Ker'(coker’ (1))

Vamos a ver que p es un isomorfismo si y sélo si h es un isomorfismo.

Si p1 es un isomorfismo, entonces coker (1) = coker’(u) = 0y por tanto h = ker’(coker’ (1)) =
ker’(0) es un isomorfismo.

Reciprocamente, si h es un isomorfismo, entonces en particular es suprayectivo y calcu-
lando explicitamente h, tenemos que es D (Im(x)) — M, pero la imagen de este morfismo es
Im(u) que tiene que coincidir con M por ser h un isomorfismo.
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Entonces y: es una aplicacién suprayectiva entre médulos firmes y su nticleo tiene que ser
unitario, pero por otra parte sabemos que p es un monomorfismo por lo que Ker(y) es eva-
nescente, pero el iinico médulo evanescente y unitario es el 0. Esto prueba que p es inyectiva
y como antes hemos probado que era suprayectiva, concluimos que es un isomorfismo. [J

Teorema 3.22 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. La categoria R—DMod es abeliana.

2. La composicién de dos niicleos de R—DMod es un niicleo en R—DMod.

Demostracion:
Si la categoria es abeliana, monomorfismos y nticleos coinciden y como la composiciéon de
monomorfismos es siempre monomorfismo, los niicleos también cumplirdn esta propiedad.

Supongamos ahora que la composicién de ntcleos es nicleo y consideremos un mono-
morfismo p : N — M. Vamos a calcular p = res(p) y también o = res(p). Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:

N M

£

P Ker'(coker’ (1)) ) a

~_ |

Ker'(coker’(p))

Como g y h son nucleos, la composiciéon A es un ntcleo por hipétesis y utilizando la Pro-
posicion 3.1, A serd el ntcleo de su condcleo, es decir de M — M /Im(A). Lo mismo sucede
con h que también es el ntcleo de M — M/Im(h).

Como p = o * A, entonces Im(u) C Im(A). Por otro lado, como A = g  h, entonces Im(\) C
Im(h), pero como h = ker'(coker’ (1)) : D (Im(n)) — M tiene como imagen Im(p) concluimos

que Im(u) = Im(X).
Entonces h y A son el nticleo del mismo conticleo y por la unicidad del limite, deducimos

que g es un isomorfismo y utilizando el lema anterior, p es un isomorfismo por lo que ;. es un
nucleo. [

El residuo de un morfismo estd definido salvo isomorfismos, por lo que es lo mismo decir
que el residuo de un morfismo es un isomorfismo o que el residuo de un morfismo es 1 o la
identidad. Utilizaremos esta tltima terminologia por ser mas comoda.

Existen muchos morfismos de los cuales su residuo es 1, por ejemplo todos los epimorfis-
mos, los ntcleos y las composiciones epi+nticleo. Sin embargo no podemos considerar exclu-
sivamente estos morfismos como una subcategoria puesto que, tal y como hemos visto, si la
composiciéon de morfismos con residuo 1 fuera un morfismo con residuo 1, en particular la
composicién de ntcleos serfia un monomorfismo con residuo 1 (es decir un ntcleo) y por lo
tanto la categoria serfa abeliana y todos los morfismos tendrian residuo 1.
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Proposicién 3.23 Sea ¢; : M; — N;coni = 1,--- ,nuna familia finita de morfismos de R—DMod

con residuo 1, entonces
n n n
[T 125~ ]I
=1 =1 i=1
es un morfismo con residuo 1.

Demostracion:

Seayp = [[, i, M =[[, M; y N =[], N;. Por un lado tenemos que Ker(¢) = [], Ker(y;) y la
parte unitaria de un coproducto finito de A-médulos es el coproducto de las partes unitarias.
De ahi deducimos que

Coker’(ker'(¢)) = M /U (Ker(¢ HM/U (Ker(;)) HD (Im(;))

El funtor D : A—Mod — R—DMod es adjunto por la derecha de la inclusién y por tan-
to conserva limites, en particular conserva coproductos finitos que son los mismos que los
productos finitos, entonces

HD (Im(p;)) = (Hlm i ) = D (Im(p)) = Ker'(coker'()).
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Capitulo 4

Subobjetos y Nicleos

Dado un médulo firme M, podemos considerar el conjunto de sus subobjetos tal y como
se hace en el caso de categorias de médulos para anillos unitarios. En este capitulo veremos
sus principales propieades y veremos que a pesar de que R—DMod puede no ser abeliana,
el reticulo de subobjetos es un reticulo modular y cumple casi todas las propiedades de los
reticulos de submédulos para médulos sobre anillos unitarios.

Todo ntcleo es en particular un subobjeto, por lo que el conjunto de los ntcleos esta con-
tenido en el de subjetos formando un subreticulo de él. También veremos sus propiedades y
su fuerte relacién con el reticulo de subobjetos y el de objetos cocientes.

4.1. El Reticulo de Subobjetos

Dados dos monomorfismos de R—DMod, f : N — My f' : N' — M, diremos que
representan al mismo subobjeto de M si existe un isomorfismo « : N — N’ talque oo f = f'.
Entenderemos subobjeto de M como la clase de equivalencia de monomorfismos con esta
relaciéon y denotaremos S§(/) al conjunto de subobjetos de M.

De entre ellos habra algunos que sean ntucleos, a dichos ntcleos los denotaremos K(M) y
su estructura la trataremos en la Secciéon 4.2.

Identificaremos los subobjetos con su médulo asociado, dando por sobreentendido el mo-
nomorfismo. Asi hablaremos de que N es un subobjeto de M y cuando necesitemos el mor-
fismo diremos que n : N — M es el monomorfismo asociado.

Dados N; y N; subobjetos de M, diremos que N es menor o igual N» si existe un homo-
morfismo a : N; — Ny tal que el siguiente diagrama es conmutativo

Ny
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Puesto que Ker(a) estd contenido en Ker(N; — M) que es evanescente, deducimos que Ker(«)
es evanescente por lo que en particular /V; es un subobjeto de Ns.

Utilizando argumentos estdndar podemos ver que esta es efectivamente una relacion de
orden.

Sea G un generador de la categoria de médulos firmes y sea £ = Hom 4 (G, G). El conjunto
Hom (G, M) tiene estructura de E-moédulo unitario. Vamos a denotar £(M) al conjunto de
los E-submédulos (E-unitarios) de Hom 4(G, M) ordenados con la inclusién. Este conjunto
es un reticulo modular ya que no es mas que la familia de submédulos de un médulo en la
categoria /—Mod.

Definicion 4.1 Sea J un subconjunto cualquiera de Hom 4(G, M). Consideremos el homomorfismo
n’ : GY) — M quea cada (gy) ey lo lleva a > tes(gp)f € M. Vamos a definir J° el subobjeto de

M dado por el monomorfismo inducido por n?, GM) /U (Ker(n”)) — M.

Este objeto no es méds que el resultante de hacer la descomposicién epi+mono del mor-
fismo 7’ tal y como haciamos en la Seccién 3.4. De esta forma podemos garantizar que
G) — J7 es un epimorfismo entre médulos firmes y J° — M un monomorfismo que nos
define J? como subobjeto de M.

Proposicion 4.2 Sean J; C J dos subconjuntos de Hom o (G, M), entonces J7 < J3.

Demostracion:
Vamos a definir ¢ : G(/1) — G/2) el homomorfismo que dado (gy) fe, lollevaa (9})re., dado
por gy = gy paratodo f € Jiy g; = 0 paratodo f € J> \ Ji.

Claramente el siguiente diagrama es conmutativo

G )
n'1
q M
n’2
G(J2)

Si aplicamos ¢ al submédulo unitario U (Ker(n”!)) obtenemos un submédulo unitario de
Ker(n?2) que estara contenido en su parte unitaria, por lo tanto tenemos un homomorfismo
inducido J{ — J§ que hace conmutativo el siguiente diagrama
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J1

G —= Jf

N

q M

7

G(JQ) [ JQU

02

siendo ésta precisamente la definicién de Jy < J§. O

Proposicion 4.3 Para todo subconjunto J de Hom (G, M) se cumple que J° = (EJ)? siendo E.J
el E-submédulo de Hom 4 (G, M) generado por J.

Demostracion:

Puesto que J C EJ podemos utilizar la Proposiciéon 4.2 para determinar que J% < (EJ)°.
Vamos a comprobar que realmente tenemos la igualdad fijandonos en el morfismo que nos
proporciona el orden. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

JO’

T

q o M

/

GBS —— (EJ)°

G

77EJ
Vamos a ver que el morfismo a es un isomormofismo, para ello probaremos que es su-
prayectivo y por lo tanto tiene ntcleo unitario que al ser también evanescente (por ser o
monomorfismo) concluiremos que ha de ser 0 y por lo tanto también serd inyectivo.

Vamos a utilizar la notacién g5, : G — G y p;, : GFJ) — G la inyeccién y la proyeccién
en la coordenada h.

Para ver que « es suprayectivo es suficiente con ver que todos los elementos de la forma
(9)gen, + U (Ker(n®”)) estan en Im(a) para todo g € G, e € E'y h € J ya que todo elemento de
(EJ)? se puede poner como suma finita de elementos de esta forma.

Consideremos el homomorfismo ¢, — € * ¢, : G — GF/). Si compemos con nF/) .
GEJ) — M tenemos que para todo g € G, (9)(gen, — € * qn) * 1'% = (g)(e * h) — ((g)e)h =0
por lo tanto Im(ge, — e*qp,) € Ker(nF7)). Como Im(ger, — e*qp,) es cociente de G, es un médulo
unitario y por lo tanto estard en U (Ker(nE7))).
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Hemos probado que para todo g € G, e € Ey h € J se tiene que (9)gen ¥ ((9)e)qn
representan la misma clase de equivalencia en (E.J)?, pero la clase de ((g)e)gn estd en la
imagen de o puesto que proviene de la clase en G/ que tiene (g)e en la componente h y
0 en el resto de componentes. [J]

Sea u : N — M un monomorfismo, entonces la aplicacion Hom 4(G, u) : Hom4(G,N) —
Hom 4 (G, M) es una aplicacién inyectiva y podemos identificar Hom 4(G, N) con su imagen
dentro de Hom 4 (G, M). La imagen sera precisamente el conjunto de todos los homomorfis-
mos de Hom4(G, M) que se pueden poner como h * u con h € Homy4(G, N). Denotaremos
Hom 4 (G, N) *u a esta imagen. Esta aplicacion nos permite considerar §() como un subcon-
junto de (M ). Vamos a ver que el orden en ambos conjuntos es el mismo:

Proposicién 4.4 Sean uy : Ny — M y ug : Noa — M dos monomorfismos en R—DMod. Entonces
son equivalentes:

1. Existe un homomorfismo o : N1 — Nj tal que o ug = uy.

2. Se tiene la siguiente inclusion de conjuntos Hom 4 (G, N1) * u; € Hom4 (G, Na) * us.

Demostracion:
Si existe a : N — Nj tal que « * ug = u; entonces para todo h * u; € Homa(G, Ny) * uy
tenemos que h * u; = h* a * ug € Hom (G, Na) * us.

Para ver el reciproco, supongamos que tenemos la inclusién
Hom 4 (G, N1) * u1 € Hom A(G, N2) * ug

y vamos a definir una aplicaciéon ¢ : Hom4(G, N1) — Hom4(G, N2) del siguiente modo. Sea
f : G — Ny, entonces como

f* (S HomA(G, Nl) *xup C HomA(G, Nz) * U

podemos encontar h : G — Ny tal que f * uy = h * ug. Si existieran h y h’ cumpliendo esta
propiedad, tendriamos h*ug = f *u; = h’ xug y por lo tanto (h — k') x ug = 0. Utilizando que
ug es un monomorfismo tendriamos que h = h'. A este elemento h que existe y es tinico para
cada f lo llamaremos ¢(f).

La aplicacion ¢ es inyectiva ya que si ¢(f) = ¢(f’) tendriamos que f * u; = ¢(f) * us =
o(f') * ug = f'*uy y utilizando ahora que u; es monomorfismo, concluirfamos que f = f'.

Vamos ahora a definir @ : G(Homa(@:N)) . G(Homa(G.N2)) o] homomorfismo que lleva

(.gf)feHomA(G’,Nl) a (.g;L)hEHomA(G’,N2) de forma que g;z = g7 sih = Qp(f) para algﬁn I €
Hom (G, N1) y 0 en caso de que no exista ningtin f con esa propiedad. La inyectividad de
¢ nos garantiza que @ estd bien definido.

Consideremos ahora el siguiente diagrama:
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G(HomA(G’,Nl)) N1
Y
P M
4
((Hom (G, Nz)) 22 No

Este diagrama es conmutativo ya que, si partimos de un elemento (gr)fcHom 4(a,ny) Y
recorremos la parte superior hasta M obtenemos > rcyiom, (¢, n,)(9f)f * u1. Si vamos ha-
cia abajo a través de ® llegamos a (g}, )heHom 4 (G, N,) que recorriendo la parte inferior irfa a
2 hehom (G,N») (9h)h * u2. Si h no proviene de un f € Hom4(G, N1) tenemos que g;, = 0 por lo
que tenemos la igualdad

Yo (ghxua= > (gpe(frua= > (g)fxwm

hEHOmA(GJVQ) feHomA(G7N1) feHomA(G,Nl)

siendo esta tltima igualdad consecuencia de la definicién de ¢.

Por otra parte tenemos que Ker(ny,) C Ker(ny, * u1), pero como 7y, es un epimorfismo
entre médulos firmes, su nicleo es unitario por lo que estara contenido en U (Ker(ny, * u1)).
En el otro sentido, si aplicamos 7y, al médulo unitario U (Ker(ny, *u;)) obtendrémos un
submoédulo unitario de Ker(u;) que ha de ser 0 porque u; es un monomorfismo y por lo tanto
Ker(u; ) es evanescente.

Hemos probado pues que Ker(ny,) = U (Ker(ny, * u1)). Un argumento similar se pue-
de aplicar a N3. Como ® es un homomorfismo, (Ker(ny,))® serd un submoédulo unitario de
Ker(nn, * uz) ya que

(Ker(an))(I) * TNy * U2 = (Ker(an))an xup =0

Tendremos pues que el submaédulo (Ker(7y, )P estd contenido en U (Ker(nn, * u2)) = Ker(nn,).

Este argumento nos garantiza la existencia de un homomorfismo entre las imagenes de
1N, Y IN,, que son precisamente Ny y Ny haciendo conmutativo el cuadrado de la izquierda.

1INy

G(HomA(G’,Nl)) Ny
Y
@ a M
4
((Hom (G, Ng)) 22 Ny

La conmutatividad del triangulo de la derecha es consecuencia de la conmutatividad del
pentdgono exterior y de que 7y, sea suprayectiva. [

De esta forma podemos identificar los elementos de 8§(M) con los de (M) y también
tenemos un operador (—)? : E(M) — 8(M). Vamos a ver que este operador nos devuelve el
mismo objeto si partimos de un subobjeto de M.
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Proposicion 4.5 Sea v : N — M un monomorfismo en R—DMod. Entonces los objetos N y
(Hom (G, N) % u)? son el mismo objeto de S(M).

Demostracion:
Consideremos la biyeccién entre los conjuntos ¢ = — % u : Hom4(G, N) — Homu(G,N) * u
y el diagrama inducido por el isomorfismo ® : GHoma(G.N)) . G(Homa(G.N)w) dqado por
(97) = (geu)-

N u

((Hom A(G,\)) N—%= 0
$
G (Hom A (G,N)xu)
nHomA(G,N)*u

El isomorphismo @ lleva Ker(ny) = U (Ker(ny)) = U (Ker(ny * u)) a U (Ker(nHoma(@:N)xuy)

por lo tanto tenemos un isomorfismo

y

N ~ G(HomA(G’N))/Ker(UN) ~ G(HomA(G,N)*u)/U <Ker(nHomA(G,N)*u)> _ (HomA(G, N) % u)a.

O

Proposicion 4.6 Existe una biyeccion que conserva el orden entre los elementos de S(M) y los ele-
mentos de E(M) que son de la forma Hom (G, N) * w para algiin monomorfismo u : N — M.
La biyeccién viene dada de la siguiente forma: Dado v : N — M un subobjeto de M, lo llevamos a
Hom 4 (G, N)*u. Reciprocamente, dado un conjunto de la forma Hom 4 (G, N )xu en E(M) lo llevamos
al subobjeto (Hom Ao(G, N) * u).

Demostracion:

La Proposicién 4.5 nos prueba que dado un monomorfismo u : N — M, (Homu (G, N) * u)?
y N son el mismo objeto en §(M ), esa propiedad nos garantiza la biyeccion. El respeto del
orden estd en la Proposicién 4.4. [J

Utilizando este resultado, podemos considerar el conjunto ordenado $(/) dentro del con-
junto ordenado E(M) y el operador (—)7 : E(M) — 8(M) C E(M). A este operador o lo
llamaremos la o-clausura.

Proposicién 4.7 La o-clausura tiene las siquientes propiedades:

1. N? € §(M) para todo N € E(M).
2. SiN < Len &E(M), entonces N7 < L°.
3. N < N para todo N € E(M), dindose la igualdad si y sélo si N € §(M).
4. (N?)? = N°.
Demostracion:

Estos resultados son consecuencia inmediata de las proposiciones demotradas anteriormente.
(1) se vi6 al hacer la Definicion 4.1. La demostracién de (2) es la Proposicién 4.2. Para ver (3)
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simplemente notemos que para todo h € N C Hom 4 (G, M), la inyeccién g, : G — G™) com-
puesta con el epimorfismo GV) — N¢ es un homorfismo de Hom 4 (G, N?) que identificamos
con N?. Por ultimo, (4) es consecuencia de la Proposicién 4.5. [

Definicién 4.8 Sea {N) : A € A} una familia de elementos de S(M ), entonces definiremos

1. /8\ Ny = (n NA>U.

AEA AEA

2 V= (Um).

AEA A€A

8§ 8
Proposicion 4.9 El conjunto S(M) es un reticulo con las operaciones /\ y '\/.

Demostracion:
S S

Vamos a demostrar que A y \/ son respectivamente la menor de las cotas superiores y la
mayor de las cotas inferiores.

Como para todo p € A se tiene que

YNy SN S [ M
AEA AEA

Aplicando la o-clausura y teniendo en cuenta que respeta el orden y que deja fijos los elemen-

tos de $(M ), deducimos que
(ﬂ NA) <N, < <U NA)

AEA AEA

Supongamos por otra parte que tenemos elementos L,H en §() tales que para todo p € A,
L < N, < H. En particular esta relacién también se cumplird en £(M) y por lo tanto

LS (YMENCJMcCH
AEA AEA

Aplicando de nuevo la o-clausura, concluimos que

L< (ﬂ N,\>U§NM§ (U N,\>J§H.

AEA AEA

O

4.2. El Reticulo de Nicleos y Cocientes

En la Seccién 4.1 definimos y estudiamos las propiedades del reticulo de subobjetos de
un modulo firme M, que denotdbamos S$(M ). De entre ellos hay algunos que son ntcleos, al
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subconjunto de dichos ntcleos lo denotaremos K(M). Tenemos pues que K(M) C S(M), el
problema de la abelianidad de R—DMod es si tenemos o no la igualdad.

La relacion de orden que utilizdbamos en el caso de subobjetos, es la misma que utilizare-
mos en el caso de los nticleos.

Dualmente a como se define el conjunto de subobjetos, se puede definir el conjunto de
objetos cocientes de M, que denotaremos por C(M) dado por las clases de epimorfismos p :
M — N con la relacién de equivalencia dada porp : M — N es equivalenteap’ : M — N’ si
existe un isomorfismo 3 : N — N’ tal que p x 3 = p/.

Tal y como haciamos en el caso de subobjetos, en el caso de objetos cocientes identifi-
caremos el objeto con el médulo asociado, dando por sobreentendido el monomorfismo o
epimorfismo que lo definen. Asi hablaremos de que L es un objeto cociente de M y cuando
sea necesario hacer expicito el epimorfismo, hablaremos del epimorfismo asociado al objeto
cociente.

En el caso de los objetos cocientes también tenemos la relacién de orden L; menor o igual
que Ly siy s6lo si exite 3 : Ly — Lj haciendo conmutativo el siguiente diagrama:

Ly

7
.

Loy

Proposicion 4.10 Sea M un médulo de R—DMod y definamos
®:8(M)— C(M) &®(N)= Coker' (N — M)(= Coker(N — M))
U:C(M)— K(M)C8(M) W(L)=Ker'(M — L)(=D (Ker(M — L)))
Se cumplen las siguientes propiedades:
1. Las aplicaciones ® y U estdn bien definidas y conservan el orden.
2. Para todo Len C(M), (¥ (L)) = L.

3. Paratodo N en (M), N < U(®(N)), dindose la igualdad si y sélo si N € K(M).

Demostracion:

1. Consideremos dos monomorfismos v : N — M y A : L — M tales que existe un
homomorfismo o : N — L tal que ax A = v. Esto nos proporciona el siguiente diagrama:
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Coker())
/
\

Coker(v)

N\
a M
/

L

Como v*coker(A) = ax Axcoker(\) = 0 podemos encontrar un morfismo 3 : Coker(v) —
Coker () haciendo conmutativo el diagrama:

N Coker(\)
a \ M / B
/ \
L Coker (1)

Si o es un isomorfismo entonces 3 es un isomorfismo. La existencia de este morfismo nos
garantiza que ¢ estd bien definida y conserva el orden. Una demostracién totalmente
dual nos permite ver que ¥ también estd bien definida y conserva el orden.

2. Sea A : M — L un objeto de C(M), si aplicamos ¥ obtenemos el subobjeto D (Ker()\)) —
M. La imagen de este morfismo es U (Ker(\)) pero como A es un epimorfismo entre
moédulos firmes, Ker(\) es unitario y por lo tanto ®(W(L)) = Coker(D (Ker(\)) — M) =
M/Ker(\) = L.

3. Consideremos v : N — M un subobjeto de M. El subobjeto ¥ (P (IV)) es precisamente
D (Im(v)) junto con el morfismo vy, *j siendo j : Im(v) — M la inclusion. El morfismo
N — D (Im(v)) que buscamos es el resultando de aplicar el funtor D a N — Im(v). Si
la igualdad se da, es evidente que N es un ntcleo. Reciprocamente, si N es un ntcleo,
entonces es el nticleo de su contcleo y por tanto N = Ker'(M — M/Im(v)) = D (Im(v)).

O

Definicién 4.11 Con las notaciones de la proposicion anterior, dado M en R—DMod y N un subob-
jeto en 8(M ), definiremos la r-clausura de N a N® = W(®(N))

Proposicion 4.12 La k-clausura tiene las siguientes propiedades:

1. N* € KX(M) para todo N € §(M).

2. Si N < Len 8(M), entonces N* < L".

3. N < N*para todo N € 8(M), dindose la iqualdad siy sélo si N € K(M).
4. (N®)F = N*.
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Demostracion:

1. N* es el ntcleo del conticleo de N — M y en particular un ntcleo.
2. Es consecuencia de que tanto ® como ¥ conserven el orden.
3. Esta propiedad es consecuencia de la propiedad (3) de la proposicioén anterior.

4. Como N* es unndcleo, al aplicarle ® y ¥ volvemos a obtener el mismo objeto utilizando
la propiedad (3) de la proposicién anterior.

O

Definicién 4.13 Sea {N, : A € A} una familia de elementos de I(M ), entonces definiremos

KX K
Proposicion 4.14 El conjunto X(M) es un reticulo con las operaciones \ y \/.

Demostracion:
La demostraciéon es idéntica a la de la Proposicion 4.9, pero aplicando la x-clausura entre
K(M)y §(M).O

4.3. La Modularidad del Reticulo de Subobjetos

En esta seccién vamos a profundizar en las construcciones de Ay V en el reticulo de subob-
jetos, proporcionando algunas propiedades que necesitaremos en el préximo capitulo. Utili-
zaremos la descomposicion epi+mono, asi como el concepto de residuo de un morfismo que
vimos en la Seccién 3.4. Terminaremos el capitulo probando que el reticulo de subobjetos es
modular.

Empecemos recordando la factorizacién epi-mono de un morfismo f : M — Ly el re-
siduo de f, p = res(f) que vimos en la Seccioén 3.4. El epimorfismo lo denotdbamos ¢ y el
monomorfismo 1y quedando el siguiente diagrama:

M ! L

coker’ (ker’(f)) lEf / Tker’(coker/(f))

Coker’(ker'(f)) - Ker'(coker’(f))
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Proposiciéon 4.15 Sea f : M — L un homomorfismo en R—DMod, entonces la r-clausura del
subobjeto piy : M /U (Ker(f)) — L es Ker'(coker’(f)).

Demostracion:

Para calcular la x-clausura de piy tenemos que calcular el ntcleo del contcleo de i f, pero
como la imagen de f es la misma que la de ;i dentro de L, el conticleo de pf es el mismo
que el de f y por tanto el nucleo del conticleo de 1 s es Ker'(coker’(f)). Para todo morfismo f
tenemos pues el siguiente diagrama:

O

M ! L

coker’ (ker’ (f)) l / Tker’(coker/(f))

M/U (Ker(f)) —E= (M/U (Ker(f)))"

Proposicion 4.16 Sea M un médulo firme y n; : N; — M monomorfismos, sea n : [ [, Ny — M el
homomorfismo inducido por los n;. Entonces

8
1. \/ N; = Coker’(ker'(n)).

XK

2. Siademds todos los N; son niicleos, entonces \/ N; = Ker'(coker’(n)).

Demostracion:

1. Vamos a denotar C' = Coker’(ker’(n)), es decir, [[ N;/U (Ker(n)). Lo que tenemos que

8
probar es que C'y \/ N; son el mismo subobjeto.

Denotemos ¢; : N; — [[; N; alas inyecciones canénicas. Para todo i tenemos el siguiente
diagrama

Nz‘—qi>Hij

HUn

Por lo que tenemos un homorfismo a : N; — C que nos prueba que N; < C'y por lo
8

tanto \/ V; < C.

Por otro lado, para todo i, el morfismo n; se descompone en dos monomorfismos N; —

8
\VV N; — M y utilizando la propiedad universal del coproducto, podemos inducir un
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8 8
homomorfismo [ [, N; — \/ N; tal que n se descomponga como [[, N; — \/ N; — M.

Esto nos da el siguiente diagrama:
h 8
i Ni ==y N,

IS

c—" s m

Como m es un monomorfismo, U (Ker(n)) C Ker(h) y por lo tanto tenemos un morfismo

8 8
B : C'— \/ Nj que hace conmutativo el diagrama y por lo tanto C' < \/ Nj.

2. Notemos que la imagen de i, es la misma que la imagen de n y ésta es la suma de las

8
imdgenes de cada uno de los n; dentro de M. La x-clausura de \/ N; es pues D (>, Im(n;)),
pero este médulo es precisamente Ker’(coker’(n)) ya que coker’(n) = coker(n) : M —

M/Y, Im(ny).

En caso de que todos los [V; sean nticleos, tenemos el siguiente diagrama:

]_[z' N; = M
coker’ (ker’(n)) l / Tker’(coker/(n))
S 14 X
V N V N;

O

Lema 4.17 Sea f : M — L un homomorfismo en R—DMod y sea n : C — L un monomorfismo. Si
construimos el cuadrado cartesiano deny f,

w
M

entonces se cumple que n' es un monomorfismo. Al subobjeto n' : W — M lo llamaremos imagen
inversa del subobjeto n : C — L por f y lo denotaremos f~1(C) — M. Ademids, sin : C — L es un
niicleo, n' : f~1(C) — M también es un niicleo.

Demostracion:

Sea h : G — W un morfismo en R—DMod tal que hxn' = 0, entonces hxn'« f = 0= hx f'xn,
pero como n es un monomorfismo, deducimos que h * f' = 0. Pero entonces h * f' = 0x* [’y
hxn' =0 xn'y utilizando la unicidad del cuadrado cartesiano, deducimos que h = 0.

Supongamos ahora que n es un ntcleo, entonces es el nticleo de p : L — H. Vamos probar
que n’ es el nucleo de f * p. Por un lado, estd claro que n’ « f x p = f'*n*p = 0. Supongamos
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que tenemos o : K — M tal que a * f x p = 0. Entonces haciendo uso de que n es el nticleo de
p, existe un tnico f: K — C'tal que B+ n = a * f.

Utilizando ahora las propiedades de cuadrado cartesiano, podemos encontrar v : K — W
tal que v * n’ = «. Para completar la demostracién de que « es el nacleo de f * p tenemos
que probar que éste «y es el tinico que cumple v x n’ = «, pero eso es inmediato si tenemos en
cuenta que n’ ya hemos probado que es monomorfismo. [J

Lema 4.18 Sea f : M — L un homomorfismo en R—DMod y sean N1 y No subobjetos de L tales que
N1 < Ny, entonces f~H(Ny) < f~1(Na).

Demostracion:

Consideremos los monomorfismos n; : Ny — Ly ny : N — L tales que existe a : N; — N»
cumpliendo n; = a * ny. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo en el que el
cuadrado exterior y el interior son pullbacks:

fTHN) ——= My

la

f7H(Ng) —= N ™

I

M——L

Utilizando la conmutatividad del diagrama y el hecho de que el cuadrado interior es un cua-
drado cartesiano, podemos encontar 7 : f “1(Ny) — f7(V2) haciendo conmutativo el dia-
grama, lo cual prueba que f~1(Ny) < f71(N). O

Proposicién 4.19 Sea f : M — L un morfismo en R—DMod y N un subobjeto de L. Consideremos
el cuadrado cartesiano

N

bl

Entonces si f es un epimorfismo, f' también es un epimorfismo.

f

Demostracion:
Sean : N — L el monomorfismo dado por el subobjeto N < L. Supongamos que f’ no es
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suprayectiva y vamos a llegar a una contradiccién. Si f’ no es suprayectiva, entonces pode-
mos encontrar « : (o)) — N tal que Im(«) no esté contenido en Im(f’). Tenemos pues un
homomorfismo a*n : ((0)) — Ly puesto que f es un epimorfismo, podemos encontrar 7 > o
y un homomorfismo 3 : (7)) — M tal que ®,, * a xn = [ * f. Utilizando la propiedad de
cuadrado cartesiano podemos encontrar v : (7)) — f~}(N) tal que v * f = ®,, * o, pero eso
es una contradiccién porque @, es suprayectiva y por lo tanto

Im(a) = Im(®yr x ) = Im(y = f') C Im(f").

O

Proposicion 4.20 Sea M un médulo firmek : K — M yn : N — M dos subobjetos de M. Entonces
el diagrama inducido

es un cuadrado cartesiano, por lo tanto n='(K) = k~1(N) = K /\ N.

Demostracion:
Vamos a denotar P al cuadrado cartesiano de K y V.

P——N

L)

K——=M.
Tal y como vimos en el Lema 4.17, el cuadrado cartesiano de K y N es un subobjeto de Ky

8
de N, por lo tanto P < K /\ N. Por otro lado, tenemos un diagrama conmutativo
N
M

S
Por lo tanto, utilizando la definicién de cuadrado cartesiano, tendremos un morfismo K A\ N —

8
P, pero entonces K A N < P.

8
Para ver que n }(K) = k~}(N) = K \ N simplemente apliquemos las definiciones de
n~1(K)yde k~!(N) junto con la unicidad del cuadrado cartesiano. [J

Corolario 4.21 Sea M un médulo firme k : K — M yn : N — M dos subobjetos de M. Sea
8
[ K] N — M laaplicacion que lleva (o, 3) € K [[ N a (a)k—(8)n. Entonces K A N = Ker'(f).
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Demostracion:

Un cuadrado cartesiano es un tipo especial de limite y en la categoria de médulos firmes, los
limites se calculaban tomando limites en la categoria A—Mod y luego aplicando el funtor D al
resultado. El cuadrado cartesiano de k y n en A—Mod es precisamente Ker( f) y si le aplicamos
el funtor D obtenemos por un lado el cuadrado cartesiano de k£ y n en R—DMod y por otro
Ker'(f). O

Teorema 4.22 El reticulo de subobjetos de un moédulo firme es modular.

Demostracion:
S S

Para simplificar la notacion de esta demostracién vamos a denotar A = Ay vV = /.

Sean L, N; y N; subobjetos de M tales que N1 < N, tenemos que probar que (L V Np) A
Ny = (LA N3)V N;j. Como clarmente LA Ny < (LV N1)AN2y Ny < (LV Np)AN; tenemos que
(LAN3)V Ny < (LVNy)ANs. El problema estd en la demostracién de que este monomorfismo
es un isomorfismo, o lo que es lo mismo, que es epimorfismo. Para ello vamos a demostrar
que para todo soporte unitario o y todo homomorfismo & : (o)) — (L A N2)V Nj existe 7 D o
y un homomorfismo g : (7)) — (L V N;1) A N3 haciendo conmutativo el diagrama

(L'V N{) ANy ——= (LA N2)V Ny

b
{r) = {o)

Con ésto habremos probado que 7 es suprayectiva, puesto que para todo elemento w €
(L N N3) V N podemos encontrar h cumpliendo que ((1),)h y por lo tanto (((1).)g)y =

(1)) ®ro) = (1), )h = w.

Para hacer la demostracion, vamos a dar nombre a todos los morfismos implicados:

Seal: L - M,v: Ny - Mya: N — Nylos monomorfismos que nos definen
los subobjetos L y N, y la relacién de orden entre N; y Na. El monomorfismo asociado al
subobjeto /N; supondremos que es o * v.

El el coproducto L [[ N; tomaremos pr, pn,, gL, qn, las respectivas proyecciones e inyec-
ciones candnicas. El homomorfismo

pL*)\+pN1*a*y:LHN1—>M
se descompone en epi+mono de la forma
PL* N+ DNy ¥k V= €% [ 4.1)
siendoe: L[Ny = LV Ny yp:LV N — M.

Por otro lado, para construir (L V N;) A Na construiremos el cuadrado cartesiano

LV N, a M (4.2)
(L'V Ny) A Ny —2 No
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Dado h : {(o)) — (L V N1) A N, si componemos h x v : (o)) — LV Ni, puesto que € es
un epimorfismo de médulos firmes, podemos encontrar 7 > oy h : (7)) — L[] N; tal que el
siguiente diagrama sea conmutativo:

L][N1 —=LVN; (4.3)

i %

P

(rh —— ()

Consideremos ahora el cuadrado cartesiano que nos define L A N y los siguientes mor-

fismos (7)) — Ly (1)) — N2
ﬁ*pL L 4>\> M
ST

<<’7'>> L A NQ ? NQ
@To*h*u’—fz*le *Qu

Tenemos que comprobar que el cuadrado exterior es conmutativo para poder hacer uso
de la propiedad de cuadrado cartesiano y construir un morfismo 3 : (7)) — L A N3 que cierre
el diagrama.

(Bro s hsepi —hxpy, %) % v =

Brpxhsp xv—hsxpy, *o =22

Bk hxv s p—hxpy *a="1
@Ta*h*y'*,u—ﬁ*(e*,u—pL*)\) —43

il*e*u—il*e*u+il*pL*)\:il*pL*A.

Podemos pues garantizar que existe un tinico morfismo 5 : (7)) — L V Ny haciendo

comutativo el siguiente diagrama:
hoep, L—2 M (4.4)
i
B

<<T>>—>LAN2T>N2

~_ 7

@Tg*h*p/fﬁ*p]vl fore
Consideremos ahora las relaciones que nos definen (L A N3) V Nj. Para ello tenemos
que construir el coproducto (L A N2) [[ N1 con sus respectivas inyecciones tyan,, LN, ¥ Pro-

yecciones mpaN,, TN, De nuevo tenemos la descomposicién en epi+mono que nos define

68



4. Subobjetos y Nricleos

(L A N3) V Ny como

TLAN, *ga*)\+7rN1 kUKL

(LA No)[I N1 —— (L ANy)V Ny — M (4.5)

El morfismo que vamos a definir desde 7 en (L A N3) V N; es precisamente
g= (B *tLaN, —|—ﬁ>kpN1 LN, ) * €

Para poder comprobar que este morfismo cumple la relacién buscada, tenemos que definir
el morfismo «y : (L A N2) V N1 — (L V Ni) A Ny. El morfismo v estd definido como aquel que
compuesto con el monomorfismo ' * v : (L V Ny) A Ny — M nos da el monomorfismo
m: (L A N3) V Ny — M, entonces tenemos el siguiente diagrama:

(L'V Ny) A Ny — 2 M

\Tm

L) (L/\Ng) VvV V1

N,

() (L A N2) [Ny

Si probamos que el rectdngulo exterior es conmutativo y puesto que y’ * v es un mono-
morfismo, habremos terminado.

(B * LA, —i—iL*le *LNI)*e*m:M’

(ﬁ*LLANQ—Fﬁ*le*LNI)*(WLANQ*gp*)\—i—le*a*y):

ﬁ*gp*)\—l—il*le*a*V:4'4
hspp s A4 h*py, *axv =+

@Ta*h*//*y—ﬁ*p]vl*a*u—kﬁ*le*a*yzcbm*h*,u’*u.
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Capitulo 5

El Funtor Limite Directo y la Abelianidad

5.1. La Categoria de Funtores

Sea J una categoria pequefia. En el Capitulo 2 definimos la categoria de funtores Fun(7, A).
Vamos ahora a ver algunos resultados en el caso particular de Fun(J, R—DMod).

Puesto que la categoria R—DMod es completa y cocompleta podemos garantizar utilizan-
do propiedades generales (ver [23, Theorem 7.5.2] y [23, 8.5.1]) que la categoria Fun(7, R—DMod)
es completa y cocompleta, siendo los limites y colimites calculados punto a punto. Tal y co-
mo sucedia en el caso de R—DMod dentro de A—Mod, podemos considerar Fun(7, R—DMod)
dentro de Fun(J, A—Mod) y también en este caso utilizaremos la notacion para los limites y
colimites con el simbolo (—)’ para el caso de la categoria Fun(7, R—DMod) y sin él para los
limites y colimites calculados en la categoria Fun(J7, A—Mod).

Como tanto en un caso como en otro el calculo de limites y colimites se hace punto a
punto, las férmulas que relacionan los limites y colimites en las categorias Fun(J7, R—DMod)
y Fun(J, A—Mod) son las mismas que entre R—DMod y A—Mod punto a punto.

En la categoria Fun(7, R—DMod) también sabemos cémo son los monomorfismos, ya que
utilizando [3, Corollary 2.15.3], dadon : N — M en Fun(J, R—DMod), n serd un monomor-
fismo en Fun(J, R—DMod) si y s6lo si n; : N; — M; es un monomorfismo para todo i € J.

También podemos extender a Fun(J7, R—DMod) el concepto de exactitud de R—DMod y
las descomposiciones epi+mono que se realizan en R—DMod.

Sabemos que los colimites calculados en R—DMod son los mismos que los calculados en
A—Mod, por lo tanto el funtor Colim, que es el mismo que Colim’ conserva sucesiones exactas
por la derecha.

En el caso en que J sea una categoria filtrada, una de las condiciones que definen las
categorias de Grothendieck, es la necesidad de que el funtor lim sea exacto. Al ser un caso

particular del funtor Colim, es claro que es exacto por la derecha, entonces para conseguir
que lleve sucesiones exactas a sucesiones exactas necesitamos que lleve monomorfismos de
Fun(J, R—DMod) a monomorfismos de R—DMod.

Empecemos notando que a partir de cualquier sistema filtrado podemos construir un sis-
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tema filtrado de monomorfismos:

Nota 5.1 Sea J una categoria filtrada pequeiia y sea ¢ : M — N un morfismo en la categoria
Fun(J, R—DMod). Entonces Coker'(ker'(p)) : J — R—DMod es un funtor y la transformacion
natural i, que hace conmutativo el diagrama

®

Coker’ (ker'(¢))

M N

es un sistema filtrado de monomorfismos.
Notemos que Coker’ (ker’(¢;)) = M;/U (Ker(y;)) para todoi € J.

Proposicion 5.2 Sea J una categoria filtrada pequefia. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. El funtor lim : Fun(J, R—DMod) — R—DMod conserva sucesiones exactas.
2. El funtor lim : Fun(J, R—DMod) — R—DMod conserva monomorfismos.

3. Para todo morfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod) y para todo i € J se tiene que
lim U (Ker(i;)) = U <1£n Ker(gpi)>
4. Para todo morfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod) y para todo i € J se tiene que

lim U (Ker(i:)) = U (Ker(iim ;)

Demostracion:

(1 < 2). El funtor limite directo es el mismo considerado en R—DMod y en A—Mod vy las
sucesiones exactas cortas en R—DMod, consideradas en A—Mod son exactas por la derecha,
por lo tanto, al aplicarles el limite directo siguen siendo exactas por la derecha. La conser-
vacion de sucesiones exactas cortas por parte del funtor limite directo es pues equivalen-
te a la conservacién de los monomorfismos ya que la exactitud en los demds términos se
cumple siempre. (2 = 3) Denotemos y = p, que tal y como hemos visto antes, cumple
que p; = M;/U (Ker(y;)) — N; es un monomorfismo para todo ¢ € J. Tenemos pues que
Ker(lim p) = lfm Ker(u) es un médulo evanescente. Pero, teniendo en cuenta que Ker(u;) =

Ker(pi)/U (Kery;), se tiene que

lim Ker(p;) = 1fim Ker(;)/U (Ker(¢;))
1€J

es un modulo evanescente.

Considerando la sucesion exacta corta en A—Mod
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0 — U (Ker(p;)) — Ker(p;) — Ker(p;)/U (Ker(p;)) — 0
en el limite obtenemos la sucesidén exacta corta

0 — lim U (Ker(;)) — lim Ker(p;) — lim Ker(p;)/U (Ker(¢;)) — 0

El miembro de la derecha es evanescente, asi la parte unitaria del médulo central debe
hacerse cero en el epimorfismo, por lo que estard contenida en la imagen del miembro de la
izquierda. Por otro lado, el miembro de la izquierda es unitario y su imagen estara contenida
en la parte unitaria del médulo central. Deducimos que

lim U (Ker(p;)) = U <1LH} Ker(@”)

(3 = 2) Si tenemos un sistema directo de monomorfismos de médulos firmes entonces
U (Ker(p;)) = 0. Asi, utilizando la igualdad que estamos suponiendo cierta, se deduce que

u (h’ir} Ker(goi)) —1fm U (Ker(;)) = 0

Concluimos que lim ¢; es un monomorfismo.

La equivalencia entre (3) y (4) estd clara puesto que lim es exacto en A—Mod y por lo

tanto lim Ker(y;) = Ker(lim (y;)). O

Proposicién 5.3 Sea J una categoria filtrada pequefia. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

1. El funtor lim : Fun(J, R—DMod) — R—DMod conserva monomorfismos y niicleos.

2. Para todo morfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod) se tiene quelim Ker'(¢) = Ker'(lim ).

Demostracion:

(2 = 1). Si se cumple (2) es evidente que el funtor limite directo conserva ntucleos, vamos
a probar que conserva también monomorfismos. Utilizando el Corolario 2.25, para cualquier
morfismo f de R—DMod, se tiene que Ker'(f) = D (Ker(f)), tenemos la siguiente situacion:

lim D (Ker(¢;)) —*~ D (Ker(ljlgl 902‘))
BL l”
lim U (Ker(¢:)) —2~ U (Ker(h;m %))

El morfismo « es un isomorfismo. El morfismo 3 es suprayectivo por ser colimite filtrado
de suprayectivos y 7 es también suprayectivo por el Corolario 2.22. El morfismo ¢ es por lo
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tanto un epimorfismo, ya que 3x6 = a7y es un epimorfismo. Pero § también es una aplicacién
inyectiva porque es la inducida por

lim U (Ker(¢;)) — lim Ker(¢;)

que es una aplicacién inyectiva por ser un colimite filtrado de aplicaciones inyectivas. Con
esto se prueba que J es un isomorfismo y por lo tanto el limite directo conserva monomorfis-
mos.

(1 = 2). Consideremos el siguiente diagrama:

lfim D (Ker(¢;)) 2 D <Ker(1g£n goi))

ﬁt |
lim U (Ker(¢:)) —2 y (Ker(@ goi)) L lm M

El morfismo [ * § * ¢ (que es el mismo que « * 7 * ¢) es el colimite filtrado de los nticleos
ker'(p;) : D (Ker(g;)) — M; y por lo tanto es un nucleo.

Para cada i de J tenemos que la descomposicion epi+mono de ker'(¢;) en A—Mod es
D (Ker(p;)) — U (Ker(p;)) — M,;.

Utilizando que el limite directo es exacto en A—Mod, tenemos que la descomposicién epi+mono
de lim ker'(p;) (que es a * 7 * 1) es precisamente

lim D (Ker(¢;)) — lim U (Ker(y;)) — lim M;.
Como a * v * ¢ es un nucleo, ha de ser el ntcleo de su contcleo, es decir,
lim D (Ker(g;)) = D (Im(a v * 1))

pero Im(axy*t) = lim U (Ker(y;)) por la unicidad de la descomposicién epi+mono en A—Mod.

O dicho de otra manera, D () es un isomorfismo.

Como el limite directo conserva monomorfismos, utilizando la Proposicién 5.2 sabemos
que 0 es un isomorfismo y por lo tanto tenemos

lim Ker(¢;) = lim D (Ker(;)) ~ D <h’in u (Ker(api))) ~

D <U (Ker(liril gpi))) ~D <Ker(h;m (goi))) — Ker'(Ifm ;).
O

Proposicion 5.4 Los médulos {{(0)) : 0 € Ey(X)} son una familia generadora fuerte de la categoria
R—DMod.
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Demostracion:

Siguiendo [2, Page 2], para probar que son una familia generadora fuerte, tenemos que ver que
dado un monomorfismo propio p : M — K en R—DMod, existe un morfismo h : (o)) — K
que no factoriza a través de M. Como 1 es un monomorfismo propio, no puede ser suprayec-
tivo (si lo fuera, serfa un epimorfismo entre firmes, tendria niicleo unitario y evanescente y
por lo tanto seria un isomorfismo).

Podemos pues encontrar k& € K tal que k& ¢ Im(u) y para éste k podemos encontrar un
soporte unitario o y un h : (o)) — K tal que ((1),)h = k. Este h no puede factorizar a través
de M. O

Proposicién 5.5 La categoria R—DMod es localmente W, -presentada.

Demostracion:

Para verlo, vamos a probar que existe una familia fuerte de generadores R;-presentados, que
son los médulos {((¢)) : ¢ € Ey(X)} lo cual, aplicando [2, Theorem 1.20] nos concluiria que
la categoria es localmente R;-presentada.

Como son una familia generadora fuerte, falta probar que son X;-presentados, pero pa-
ra ello tenemos que probar que Hom 4({(¢)), —) conmuta con limites directos X;-dirigidos en
R—DMod. Los limites directos en R—DMod son, como A-mdédulos, los mismos que en A—Mod,
por lo tanto, si probamos que son X;-presentados en A—Mod, el resultado sera cierto.

Pero para ver que son X;-presentados en A—Mod no hay méas que notar que son un limite
directo de médulos libres de la forma

(o) = lim ACOX")
neN

y por lo tanto, utilizando [2, Proposition 1.16] concluimos que son X;-presentados por ser un

colimite con una cantidad numerable de objetos y morfismos de objetos R-presentados. []

Teorema 5.6 Sea J una categoria filtrada pequefia Ny-dirigida y sean N, M : J — R—DMod fun-
tores, n : N — M una transformacion natural tal que n; es monomorfismo para todo i € J, entonces

lim n; : lim N; — lim M,
ieJ ieJ ieJ

es un monomorfismo.

Demostracion:
Consideremos las siguientes sucesiones en A—Mod,

Tomando limites tenemos que el nticleo de

lim n; : lim N; — lim M;
ieJ eJ eJ
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es precisamente lim Ker(n;). Este médulo tenemos que probar que es evanescente, para ello
(SV4

basta probar que no existe ningtin homomorfismo no nulo entre los médulos de soporte y

este que queremos probar que es evanescente.

Como los médulos (o)) son R -presentados en A—Mod, tenemos que para todo o € Zy(X),

Hom 4 ({(o)), lim Ker(n;)) = lim Hom4({(c)), Ker(n;)) = 0
ieJ ieJ
por ser todos los n; monomorfismos en R—DMod. [

Teorema 5.7 Si la categoria R—DMod es localmente finitamente presentada, entonces todos los limi-
tes directos son exactos en R—DMod.

Demostracion:
Sean U, la familia generadora fuerte de objetos finitamente presentados.

Consideremos J una categoria filtrada pequefia y sean N, M : J — R—DMod funtores,
n : N — M una transformacién natural tal que n; es monomorfismo para todo i € 7, entonces
tenemos que ver que
lim n; : lim N; — lim M;
ieJ ieJ eJ
es un monomorfismo.
Para todo ¢ € J tenemos la siguiente sucesién exacta en A—Mod,
0 — Ker(n;) — N; — M;

y como n; es monomorfismo para todo i, tenemos que Hom 4 (Uy, Ker(n;)) = 0. Esto nos induce
el siguiente diagrama

lim Homu(Uy, N;) _# _lim Homu(Uy, M;)
i€J i€

| l

Hom 4 (U, lim Ker(n;)) Homa (U, lim N;) _#' Homy(Uy, im M;)

—_—

eJ eJ eJ

La fila superior es un limite directo de monomorfismos de k-médulos, por lo tanto 4 es
una aplicacion inyectiva. Las flechas verticales son isomorfismos por ser U finitamente pre-
sentado y la fila inferior es exacta, pero como y’ es la composiciéon de un monomorfismo con
isomorfismos, es un isomorfismo y de ahi deducimos que Hom (U, lim Ker(n;)) = 0 para

eJ
todo U, y por lo tanto es un médulo evanescente. []

5.2. Limites Directos y Abelianidad

En esta seccién probaremos que si la categoria es abeliana, entonces los limites directos
son exactos, de donde concluiremos que el funtor limite directo conserva monomorfismos y
también ntcleos (puesto que son la misma cosa en categorias abelianas).
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Teorema 5.8 Sea R un anillo asociativo tal que R—DMod sea una categoria abeliana, entonces para
toda categoria filtrada pequefia J, el funtor lim : Fun(J, R—DMod) — R—DMod conserva mono-

morfismos y niicleos.

Demostracion:
Puesto que R—DMod es abeliana, monomorfismos y ntcleos son la misma cosa por lo que
basta probar que conserva monomorfismos.

Sean M, N : 7 — R—DMod objetos de Fun(J, R—DMod) y ¢ : M — N un monomorfismo,
es decir, ¢; es monomorfismo para todo i € J. Lo que tenemos que probar es que lim ¢; es
un monomorfismo.

Denotemos K = Ker(yp), es decir, K; = Ker(y;) para todo i € J y para todo morfismo
a:i—jenJ, K, : K; — Kjes el morfismo inducido por el diagrama

k 7 7
0 K, er (i) M~ N,
|
| Ka lMQ lNa
v v .
0 K, ker(;) M, ©; N;

Para el funtor M : 7 — R—DMod, vamos a denotar my; : [[ M; — lim M, y similarmente
eJ ZZj

con los funtores K y N. Estas aplicaciones son epimorfismos y en el caso de M y N, puesto

que son epimorfismos entre médulos firmes, tendrdn ntcleo unitario. Con ello tenemos el

siguiente diagrama, en el que para simplificar la notacién, denotaremos g = [[ ¢;, f = ker(g),

g =lim g;, f" = ker(¢') y ¢°, f° los morfismos inducidos entre los nticleos de 7x, mn y s

que nos son més que las restricciones de g y f respectivamente:

0 0 0
0 — Ker(7k) N Ker(mar) A Ker(my)
ker(mg) ker(mr) ker(mn)
0——J[ K ! [1M; —7 LIV

TK ™M ™™

0 im K; L lm M; 9 _lim N;

0 0 0

En este diagrama todas las filas y columnas son exactas en A—Mod y todos los cuadrados
conmutativos.

Tal y como hemos visto antes, Ker(mys) y Ker(mx) son unitarios. El médulo Ker(7g) es
un subobjeto de [[ K; que es evanescente por serlo todos los Kj, por lo tanto Ker(mx) es
evanescente.
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Vamos a probar que Im(g) N Ker(my) € Im(g°). Para ello tomemos n € Im(g) N Ker(my).
Por estar en Im(g) existird m € [[ M; tal que n = (m)g. Por otro lado, como n € Ker(my)
tenemos que (n)my = 0y por lo tanto (m)my * ¢ = (m)g * 7xy = 0. Tenemos pues que
(m)mp € Ker(¢') = Im(f’) y utilizando que 7k es suprayectivo, podemos encontrar k € K tal
que (k)i * f' = (m)mar.

Como (k)mg * f' = (m)map y (k)wg * [ = (k) f * mpr deducimos que (m — (k) f)my =0, 0
lo que es lo mismo, m — (k) f € Ker(mys). Pero entonces

y por lo tanto n € Im(¢°) tal y como queriamos probar.

Vamos a probar ahora que lim Kj; es un médulo evanescente, con lo que concluiremos que

¢’ es un monomorfismo tal y como pretendiamos.
Para probar que lim K; es evanescente, supongamos que existe un elemento no nulo
en U <lim K i), entonces podemos encontrar un soporte unitario ¢ y un homomorfismo w :

(o)) — lim K, tal que ((1),)u sea el elemento no nulo que tenemos en U (IEI} Kl) . Utilizando

que este u es un morfismo no nulo, vamos a llegar a una contradiccién. Tenemos el siguiente
diagrama:

0 0 0
() 0 — Ker(7g) A Ker(mar) L Ker(mn)
ker(mx) ker(mar) ker(m )
f
K; M —2—=1IN
TK TN TN

Ky S lim My 9 lim N;

Consideremos el morfismo u * f' : (o)) — lim M;. Como 7)s es un epimorfismo entre

modulos firmes, podemos aplicar el Lema 3.2 y encontrar un soporte unitario p O o y un
morfismo v : ((p)) — [[M; tal que v * mpy = @, * u * f'. Es decir, tenemos el siguiente
diagrama conmutativo:
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Utilizando la conmutatividad del diagrama vemos que

vkgrTN =vxTa kg = Pppxux frg =0

ya que f' x ¢ = 0. Entonces Im(v x g) C Ker(my) y como por otra parte Im(v x g) C Im(g)
deducimos que Im(v * g) C Im(g) N Ker(7x) que hemos probado que es un subconjunto de
Im(g°).

Consideremos ahora el médulo D (Ker(7yr)) junto con el epimorfismo vker(r,,) : D (Ker(mas)) —
Ker(myr) (recordemos que es Vker(r,,) epimorfismo porque Ker (7)) es unitario al ser el nticleo
de un epimorfismo entre firmes).

Recordemos que D (Ker(my)) = Ker'(myr) y que el morfismo vke(r,,) * ker(mas) es pre-
cisamente ker’(my7) y por lo tanto es un nicleo en R—DMod y como todo nicleo es un mo-
nomorfismo. Por otra parte, el morfismo g : [[ M; — [[ N; es un morfismo entre médulos
firmes cuyo ntcleo es evanescente. Es por tanto g un monomorfismo en R—DMod. La compo-
sicion de los monomorfismos ker’(,7) * g es un monomorfismo en R—DMod y como estamos
suponiendo la categoria abeliana, ker’(mys) * g es un ntcleo en R—DMod.

La imagen del morfismo ker'(mys) * g = Vker(rar) * Ker(TTar) * § = Vker(ry) * 9° * ker(my) es
igual a la imagen de g° por ser Vker(r,,) Una aplicacién suprayectiva y ker(7y) una aplicacion
inyectiva. Tal y como hemos probado antes, el morfismo v * g tiene su imagen contenida
en Im(g°) que es precisamente Im(ker'(mys) * g) y utilizando que ker'(mys) * g es un nucleo,
deducimos que tiene que existir un morfismo w : {(p)) — D (Ker(my/)) tal que w * Vker(ry,) *
g° * ker(my) = v * g. Es decir, tenemos el siguiente diagrama:
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) —— Ker(my)

ker(mas) ker(mx)
M; ——T1IN;
M TN

0 0 0

Como W * Ver(my,) * ker(mar) * g = v * g deducimos que (w * Vker(ry,) * ker(mar) —v) x g =0,

™™
pero como g es un monomorfismo en R—DMod, necesariamente w * Vker(x,,) * ker(mas) = v.

Ya por ultimo, tenemos que
Dok wk [ = 0% Tpp = W * Vker(ry,) * ker(mag) * mar = 0

y como f’ esinyectiva y ®,, suprayectiva, deducimos que u = 0 lo cual contradice la eleccion
que habiamos hecho de u. [J

Corolario 5.9 Sea R un anillo tal que la categoria R—DMod sea abeliana. Entonces R—DMod es una
categoria de Grothendieck.

Demostracion:
Si R—DMod es abeliana, por el teorema anterior, los limites directos son exactos y por tanto
cumple todas las condiciones para ser una categoria de Grothendieck. [

5.3. La Propiedad AB5

Teorema 5.10 Sea R un anillo asociativo tal que para toda categoria filtrada pequefia J, el funtor
lim : Fun(J,R—DMod) — R—DMod conserve monomorfismos y niicleos. Entonces el reticulo

8(M ) cumple la propiedad AB5 para todo médulo firme M.

Demostracion:
8 8

Para simplificar la notacién en esta prueba, denotaremos V = \/ y A = /\ puesto que todas las
operaciones vamos a realizarlas iinicamente en el reticulo de subobjetos de M.
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Sea {N; : i € J} una familia ordenada de subobjetos de M y K otro subobjeto de M.
Tenemos que probar que
(\/iejNi) NK = \/iej(NZ' AN K)
Consideraremos J como una categoria filtrada pequefia con los morfismos dados por la in-
clusion.

De esta forma podemos considerar N como un elemento de Fun(, R—DMod). También
consideraremos el funtor N A K € Fun(J, R—DMod) definido como (N A K); = (N; A K).

Sea A(M) € Fun(J, R—DMod) el funtor que sobre todos los objetos esta definido como M
y sobre todos los morfismos como id;;. Los morfismos N — A(M)y NAK — A(M) definidos
para todo i € J como el monomorfismo inducido como subobjetos son dos monomorfismos
en Fun(J, R—DMod). Si aplicamos lim y teniendo en cuenta que conserva monomorfismos

obtenemos dos subobjetos de A, lim N; y lim (N; A K). Por definicién de V tenemos que
VN; <lim N;y V(N; AK) <lim (N; AK). Utilizando la propiedad universal de los colimites,
también deducimos que lim N; < VN; y lim (N; A K) < V(N; A K) por lo que tenemos la

igualdad en ambos casos.

Lo que tenemos que probar pues es que <1£n Ni) A K =lim (N; A K). Para ello vamos a

hacer uso del Corolario 4.21 que nos dice cémo se calcula A en términos de nticleos.

Paratodoi € J sea f; : N; [[ K — M la aplicacién que lleva la primera coordenada a M a
través del morfismo N; — M y la segunda la lleva, pero cambidndola de signo. Denotaremos
también f : lim N; [[ K — M al correspondiente morfismo pero con lim N; — M. Tal y como

vimos en el Corolario 4.21 tenemos que Ker'(f;) = N;AK y Ker'(f) = (im N;) AK. Pero como

J =lm f; entonces
lim (N; A K) = lim (Ker'(f:)) = Ker'(h’_m (fi)) = Ker'(f) = (im N;) A K
tal y como queriamos probar. [

Proposicion 5.11 Sea M un médulo firme para el que S(M) cumple AB5 y sea J una categoria
filtrada pequefia, N : J — R—DMod un funtor y A(M) : J — R—DMod el funtor que lleva todos
los objetos de J a M y todos los morfismos a idys. Sean : N — A(M) una transformacion natural
tal que n; es un monomorfismo para todo i € J. Entonces

lim n; : lim N; — M
icTJ ieJ

es un monomorfismo. Ademds, se tiene la propiedad de que, como subobjetos de M,

8
lim N; = \/N

ieJ
Demostracion:
Sea L = lim N,y para todo i, sea ¢; : N; — L la inyeccién canénica.
eJ
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Vamos a denotar f : L — M al homomorfismo inducido por la transformaciéon n : N —
A(M). Tenemos por tanto, para todo i € 7, que n; = ¢; * f. Como n; es monomorfismo para
todo iy ¢; * f = n;, deducimos que ¢; es también monomorfismo para todo i.

Para demostrar que f es un monomorfismo, vamos a ver que Ker'(f) = 0, para ello de-
notemos K = Ker'(f)y k = ker'(f) : K — L. Construiremos también el cuadrado cartesiano
entre K y N; para todo i con lo que tendremos el siguiente diagrama conmutativo:

S ki
KAN,— N

n;
hi l ‘/qi
k f

K L M

Como £k es el ntcleo de f y el diagrama es conmutativo, tenemos que

O=h;xkxf=kxqx*xf=k xn;

S
y como n; es monomorfismo, entonces k; = 0 para todo i y por lo tanto K A\ N; = 0 para todo
i.

8
Si demostramos que \/ NV; = L entonces habremos terminado porque como K < L tendriamos

R DR R

8
Nos queda pues probar que \/ N; = L que es precisamente la tltima afirmacién del enun-

ciado. Para ello vamos a hacer uso de que, como los colimites en R—DMod son los mismos que
en A—Mod, tenemos una descripcién de L que es [ [;c ; N;/W siendo W = (u;)ic7 € [[;c7 Ni
para los cuales existe j € J y para todo i, con u; # 0 un morfismo «; : 7 — j tal que
Zz’(ui)Nai =0.

8
Por la construccién de \/ N;, para demostrar que coincide con L, tenemos que ver que el

homomorfismo inducido
n: G(UiHomA(G7Ni)*qi) N L

es un epimorfismo, con lo cual Ker(n) = U (Ker(n)) y

8
\/Nz‘ - G(UiHomA(G,Ni)*%)/U (Ker(n)) = L.

Seal € L = [[;cs Ni/W. Para este L podemos encontrar i € J y u € N; tal que | =
(u)g;. Como G es generador, en particular genera NN; y podemos encontar g1,--- ,g: € Gy
ai, -+, € Homa(G, N;) tales que u = 3. _, (gs)as. Entonces

t

l=(u)g = Z(gs)(as *q;) € Im(n).

s=1
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Proposicién 5.12 Sea J una categoria filtrada pequefia y supongamos que se cumple una de es-
tas dos condiciones, que M es un médulo firme para el que S(M) cumple AB5 o bien que lim

Fun(J, R—DMod) — R—DMod conserva monomorfismos. Supongamos que N : J — R—DMod
es un funtor y A(M) : J — R—DMod el funtor que lleva todos los objetos de J a M y todos los
morfismos a idys. Sea p : N — A(M ) una transformacién natural. Entonces

lim U (Ker(5:)) = U (H;n Kerm)) -
1eJ ieJ

Demostracion:
Para cada i € J vamos a denotar L; = N;/U (Ker(y;)) = ¢;(N;) y ¥ = my,, el monomorfismo
asociado. Para cada morfismo « : i — j tenemos inducido un tinico L, : L; — L; haciendo
conmutativo el diagrama:

®i

Este nuevo funtor L es un sistema filtrado de monomorfismos y por lo tanto su colimite fil-
trado es un monomorfismo, es decir, si consideramos las siguientes sucesiones exactas en
A—Mod y calculamos su limite, obtenemos

0 — lim Ker(y;)/U (Ker(y;)) — lim L; — M
e eJ

y como este colimite es un monomorfismo, tenemos que
u <1£n Ker(p;)/U (Ker(apﬁ)) =0.
eJ
Consideremos ahora la siguiente sucesion exacta corta en A—Mod,
0 — U (Ker(p;)) — Ker(ips) — Ker(pi)/U (Ker(p;)) — 0

Si tomamos colimites filtrados y teniendo en cuenta que éstos son exactos en A—Mod, tenemos
la siguiente sucesion exacta corta:

0— lim U (Ker(p;)) — lim Ker(p;) — lim Ker(p;)/U (Ker(g;)) — 0
i€ 1eJ ieJ
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El miembro de la derecha, hemos visto que es un médulo evanescente, el de la izquierda
es unitario por ser colimite de unitarios, por lo tanto

lim U (Ker(p;)) C U <1£1 Ker(goﬁ)

ze_j i€

y el cociente es 0 por ser un unitario contenido en un evanescente, por tanto se da la igualdad
del enunciado. [J

Proposicion 5.13 Sea G un generador de R—DMod y E = End4(G). El funtor Homy (G, —) :
R—DMod — E—Mod es un funtor fiel.

Demostracion:

Este resultado es inmediato a partir de que GG es un generador: Supongamos que f : M — Les
un morfismo en R—DMod tal que Hom 4 (G, f) = 0, esto significa que paratodo h : G — M, hx
f = 0. Entonces, como G es generador, 7 : GHoma(G:M) _, A dada por ((9n)heHom 4 (G0N =

ZheHomA(aM) (gn)h es suprayectiva, tendriamo que n* f = 0 porque zheHomA(G,M)(gh)h*f =
0, pero entonces f = 0 por ser n epimorfismo. [J

Proposicion 5.14 Sea M un médulo firme para el que S(M) cumple AB5 y sea G un generador
de R—DMod, E = End4(G). Sea N otro médulo firme. Entonces, para todo E-homomorfismo & :
Hom (G, M) — Hom (G, N), existe f : M — N tal que ® = Hom4 (G, f).

Demostracion:
Vamos a denotar ¢, : G — ) las inyecciones canénicas y py, : GHoma(G.M)) _, 3 g

las proyecciones para todo i € Hom 4(G, M). Dado un subconjunto finito J € Py(Hom 4(G, M))
y cada h € J, denotaremos ¢j : G — G(/) a la inyeccién en la correspondiente coordenada y

pj : GY) — G ala proyeccién sobre la misma. Por ser .J finito tenemos que >, pjl * g} =

id(s). Denotaremos por tltimo ¢ : GV) — G(Homa(G,M)) ypJ: GHoma(G.M)) _, G(J) g las

inyecciones y proyecciones sobre las componentes de J.

Hom 4 (G,M))

G(HomA(G’,M)

Vamos a definir e : G(

((9n) heHom 4(c,ar) )€ = Z (gn)((R)®)

heHom 4 (G,M)

— N dada por

Si consiguiésemos probar que Ker(n) C Ker(¢) entonces podriamos encontrar f : M — N
haciendo conmutativo el siguiente diagrama

0 — Ker (1)) — G(Homa(G,M))—~ jf ——

[

N

Con eso conseguirfamos que para todo » € Hom 4(G, M) y todo g € G,

(@) ((M)®) = (9)an * e = (((9)an)n) f = (9)h * f
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y por lo tanto ® = Hom4 (G, f) tal y como buscamos.
Vamos pues a probar que Ker(n) C Ker(e).

Para cada J € Py(Hom (G, M)) vamos a considerar el correspondiente homomorfismo
' GY) - M y su ntcleo Ker(n”). Denotaremos 7 : GHoma(GM)) _, N el epimorfismo

dado por el conjunto completo. Esta claro que el limite directo de los 7”7 es el morfismo 7.

Utilizando la Proposicién 5.12 sabemos que

lim U (Ker(n‘])) = U (Ker(n)) = Ker(n)
JEPy(Hom 4 (G, M))

siendo esta tltima igualdad consecuencia de que 7 es un epimorfismo entre médulos firmes
y por lo tanto es unitario.

Para todo J € Py(Hom4(G, M)) y todo 3 : G — Ker(n’) tenemos que

ﬁ*ker(n‘])*qJ*e:ﬁ*ker(nJ)*idGu)*qJ*e:B*ker(nJ)*Zpi*q;{*qJ*e:
heJ

Zﬂ*ker(n‘])*pi*q}{*qJ*e: Zﬁ*ker(n‘])*p;{*qh*e: Zﬁ*ker(n‘])*p;{*((h)@)
heJ heJ heJ

El morfismo S * ker(n”?) * pj| : G — G estd en E y podemos hacer uso de la E-linealidad de ®
y continuar la cadena de igualdades:

ZB s ker(n?) * pi * ((h)®) = (Zﬁ s ker(n?) * pil * h)® = (ZB s ker(n”) * pi s gy *n)® =

heJ heJ heJ

(Zﬁ*ker(n‘])*pi*q,{*qJ*n)@: (ﬁ*ker(nJ)*Zp,{*q,{*qJ*n)q):
heJ heJ

(0 * ker(n‘]) xqyxn)P = (0 * ker(n‘]) * 77‘])(1) =0

Siguiendo la cadena de igualdades, hemos visto que para todo J y para todo 3 : G — Ker(n”)
tenemos que (xker(n”)*q *e = 0. Como G genera toda la parte unitaria de Ker(n”’) deducimos
que U (Ker(n”)) va a través de g; a Ker(e). Si tomamos colimites en .J y puesto que esto se
puede hacer para todo J € Py(Hom 4(G, M)), concluimos que todos los elementos de Ker(n) =
lim U (Ker(n”)) estan en Ker(e) tal y como buscabamos. [J

Definicién 5.15 Sea G un generador de R—DMod y E su anillo de endomorfismos. Denotaremos por
D a la subcategoria plena de E—Mod de los médulos que son imagen de alguno de los de R—DMod
a través del funtor Hom 4 (G, —). Si el funtor Hom 4(G, —) es pleno, entonces esta categoria es clara-
mente equivalente a R—DMod por ser el funtor Hom 4(G, —) fiel. Denotaremos i : D — E—Mod al
funtor inclusion y a : E—Mod — D al funtor Hom4(G,G @ —).

Proposicion 5.16 Si el funtor Hom 4 (G, —) es pleno, entonces la categoria D es una categoria refle-
xiva de E—Mod ya que el funtor a es adjunto por la izquierda del funtor inclusion i.

85



5.3. La Propiedad AB5

Demostracion:
Los objetos de D son de la forma Hom4 (G, N) para un N en R—DMod. Sea M un médulo de
E—Mody N de R—DMod, entonces

Hompg (M, Hom (G, N)) = Hom4(G @ M,N) =
Hompg(Hom4(G,G ®p M),Hom 4(G, N)) = Hom ga(a(M),Hom4(G, N))

donde se ha utilizado la adjuncién de los funtores Hom4 (G, —) y G ® —. O

Mas adelante serd necesario tener una definicién del isomorfismo de la adjuncién en
términos de los elementos. Dados M € E—Mod y N € R—DMod, denotaremos por s, n
el isomorfismo

Hompg(M,Hompg (G, N)) ~ Homg(Hom4(G,G @ M),Hom4(G, N))

Utilizando la definicién del isomorfismo que da la adjuncién en el caso Hom 4 (G, —) y
G ®g —, que puede verse por ejemplo en [24, I.Proposition 9.2], dado un E-homomorfismo
a: M — Homg(G,N), el E-homomorfismo (a)ny,n estd definido como sigue: para cada
A-homomorfismo f : G — G ®p M y cada g € G, se tiene que (g)(f)(a)nm,n = > ;(gi) (i),
siendo (¢9)f =>_;9i ® m; € G ®g M, con I un conjunto finito.

Teorema 5.17 Si el funtor Hom 4 (G, —) es pleno, entonces las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

1. La categoria R—DMod es abeliana.

2. Existe un generador G de R—DMod para el cual el funtor G ®p — : E—Mod — R—DMod
conserva niicleos siendo E' = End(4G).

3. Para todo generador G de R—DMod, el funtor G ® p — : E—Mod — R—DMod conserva
niicleos siendo E' = End(4G).

Demostracion:

(1 = 3). Si la categoria es abeliana, como cumple AB5 y tiene un generador también es Grot-
hendieck y por el teorema de Gabriel y Popescu, la categoria D es precisamente la categoria
cociente (E,§)—Mod siendo § el menor filtro de Gabriel para el cual todos los médulos de D
son cerrados. El funtor de localizacién es el adjunto de la inclusién y como el adjunto es tinico,
necesariamente el funtor de localizacién ha de ser a. El funtor de localizaciéon siempre conser-
va nucleos, por lo tanto a los conserva. Teniendo en cuenta que Hom4 (G, —) entre R—DMod
y D es una equivalencia de categorias, en particular conserva y refleja nicleos, por lo tanto
G ®E — conservara ntcleos.

(3 = 2). Trivial.

(2= 1).Si G ®p — conserva nucleos, teniendo en cuenta que Hom 4 (G, —) es una equiva-
lencia entre R—DMod y D, deducimos que a conserva ntcleos, y utilizando [24], toda categoria
reflexiva tal que el funtor adjunto de la inclusién conserve ntcleos, es Grothendieck. [J
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Proposicion 5.18 Sea G un generador de R—DMod y E' = Enda(G). Si el funtor Homa (G, —) :
R—DMod — E—Mod es un funtor pleno, entonces para todo médulo firme M se tiene que G ®p
Hom 4 (G, M) — M dado por g ® o — (g)«, es un isomorfismo, es decir, todos los médulos firmes son
G-estdticos para el generador G de la categoria.

Demostracion:
Para simplificar la notacién en ésta demostracion, denotaremos L al funtor Hom 4 (G, —).

Vamos a empezar probando que L(M) ~ L(G&gL(M)). Consideramos )y, : Homg(N,L(M)) —
Hompg(L(G ®g N),L(M)) el isomorfismo proporcionado por la adjunccién, que es natural en
Ny L(M).Como L(M) es un médulo de E—Mod, podemos considerar el homomorfismo

f=an)manm - LG @p L(M)) — L(M)

y formar el diagrama conmutativo,

NL(M),G® gL(M)

Homp(L(M),L(G @g L(M))) Hompg(L(G ®@p L(M)), L(G @ L(M)))
HomE(L(M)yf)l lHomE(L(GQ@EL(M)),f)

Hom (L (M), L(M)) Hom i (L(G @5 L(M)), L(M))

(M), M
Tomamos g : L(M) — L(G ®g L(M)) tal que
(Do), cesLn = lL@epLon)

Entonces
(Ieany)nan,m = f= (A eesLan))Home(L(G @g L(M)), f)

= () (m),capLm) * Hompe(L(G @ L(M)), f)

= (g)Hompg(L(M), f) * iy, = (9% Fnan,m

de donde 1, () = g * f. Utilizando, ahora, el diagrama conmutativo

ML(M), M

Hompg(L(M),L(M)) Hompg(L(G ®g L(M)),L(M))
HomE(L(M),g)l lHomE(L(Gé@EL(M))y)

Hompg(L(M),L(G @ L(M))) Hompg(L(G @ L(M)),L(G @ L(M)))

IL(M),G® gL(M)

se tiene que

(ILoan)nany,m + Homp(L(G ®@p L(M)), g) = (f)Homg(L(G @ L(M)),9) = f xg
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que debe ser igual a
(1 (any ) Homp(L(M), 9) * nuy),cosLiv) = (9)NL(n),GopL(M) = L (GapL(M))

Es decir, f*g = 1 (GeyL(Mm))- Concluimos que fy g son homomorfismos inversos y enton-
ces L(M)y L(G ®g L(M)) son isomorfos.

Como L es un funtor pleno existe « : M — G®pL(M) talque ()L =gy [ : GRpL(M) —
M tal que f = ()L. Entonces

()L =1y =g* f = ()L (B)L = (a*B)L

(leapLn))L = 1oy = f*9 = (B)L* (o)L = (B * a)L

Por ser L un funtor fiel podemos concluir que 1)y = a* By que 1gg 1 () = B * . Asi, M
y G ®g L(M) son isomorfos.

Para terminar la demostracién vemos que (3 es de la forma que afirma el enunciado. Por el
razonamiento anterior (8)L = f = (1 (ap))0L(an),m-Seay : G @ L(M) — M el homomorfismo
del enunciado dada por (9 ® h)y = (g)h con g € Gy h € L(M). Entonces (y)L : L(G ®
L(M)) — L(M) cumple que (u)(y)L =u+yparacadaw: G — G®L(M). Esdecir,sige Gy
(9)u = >, 9i ® o con I un conjunto finito, entonces

QWL = (Qusy=0_g@a)y=> ()i = (g:)(e)lar) =
I

I I
(9)(w)(Aeany)nan,m = (9)(w)(B)L

Como esta igualdad ocurre para cualquier v € L(G ®g L(M)) y cualquier g € G, por ser L
un funtor fiel, concluimos que g = ~. O

Un caso particularmente importante de categorias abelianas son aquellas en las cuales los
monomorfismos son aplicaciones inyectivas. Este tipo de categorias se pueden caracterizar a
través de la propiedad de endoplanitud de alguno (y por lo tanto todos) sus generadores. La
caracterizacion es la siguiente:

Proposicion 5.19 Sea G un generador de la categoria y supongamos que Hom 4 (G, —) : R—DMod —
E—Mod es un funtor pleno. Entonces los monomorfismos en R—DMod son aplicaciones inyectivas si
y sélo si el funtor G ®p — : E—Mod — R—DMod conserva aplicaciones inyectivas.

Demostracion:
De nuevo vamos a denotar L = Hom 4 (G, —) a lo largo de ésta demostracién.

Si los monomorfismos en R—DMod son aplicaciones inyectivas, la categoria R—DMod es
abeliana. Se sigue que G ® — conserva nticleos y, en particular, monomorfismos. Si f : M —
N es una aplicacién inyectiva en E—Mod, entonces 1¢ @ f : G ®g M — G ®g N es un
monomorfismo en R—DMod y, por hipétesis, serd una aplicaciéon inyectiva.

Por ser L un funtor pleno, para cada M/ € R—DMod se tiene que M ~ G ®p L(M). Si f :
M — N es un monomorfismo en R—DMod entonces L(f) : L(M) — L(N) es una aplicaciéon
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inyectiva y, por hipétesis, 1¢ ® L(f) : G ®g L(M) — G ®g L(IV) serd también una aplicacion
inyectiva. Tenemos el diagrama conmutativo,

GopLM) Y0 o LV

an lw

M 7 N

(1g ® L(f)) *nn = nar * f es una aplicacion inyectiva, por serlo 1¢ ® L(f) y ny. Como nas
es sobreyectiva, se sigue que f es una aplicacién inyectiva. [J

5.4. Conclusiones

En esta seccién vamos a agrupar todos los resutados del capitulo en un tnico teorema que
nos permita tener una visiéon de las distintas propiedades que estdn ligadas a la abelianidad
de la categoria de médulos firmes. En capitulos posteriores veremos que algunas de ellas
no se cumplen en general puesto que proporcionaremos contraejemplos en los cuales no se
cumplen (concretamente las propiedades (1), (2) y (3)). Quedard como problema abierto de
esta tesis si las otras propiedades se cumplen siempre e incluso si algunas de ellas podrian ser
equivalentes. Lo que nos dird este teorema es que en el caso en que tengamos la abelianidad
de la categoria, todas ellas serdn ciertas.

Teorema 5.20 Sea R un anillo asociativo. Las siguientes propiedades cumplen las relaciones

/\
\/

1. La categoria R—DMod es abeliana.

2. Para toda categoria filtrada pequesia J y todo morfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod) se
cumple que Ker'(lim ) = lim Ker'().

3. Para toda categoria filtrada pequefia [J y todo monomorfismo ¢ : M — N en Fun(J, R—DMod)
se cumple que lim ¢ es un monomorfismo.

4. Para todo objeto M de R—DMod se cumple que 8(M ) cumple la propiedad ABb.

5. Para todo generador G de la categorin R—DMod, el funtor Hom4(G,—) : R—DMod —
E—Mod es un funtor pleno, siendo E = End 4 (G).
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6. Para todo médulo firme M y todo generador G de la categorin R—DMod se cumple que h :
G ®pHom 4(G, M) es un isomorfismo, siendo E = End4(G) y (9@ «a)h = (g)a, es decir, todos
los médulos firmes son G-estdticos para cualquier generador G de la categoria.

Demostracion:

1 = 2) Teorema 5.8 y Corolario 5.9.

2 = 3) Proposicion 5.3.

( )

( )

(2 = 4) Teorema 5.10.
(3= 5)(4 = 5) Estas dos condiciones son consecuencia de la Proposicién 5.11 y la Proposicién 5.12.
( )

5 = 6) Proposicion 5.18.

O
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Capitulo 6

Algebras Monomiales no Unitarias

6.1. Introducciéon

Sea k un cuerpo y X un conjunto no vacio. Sea P un conjunto de palabras sobre X y
consideremos la k-dlgebra libre no unitaria sobre X. Sea R el anillo cociente de esta dlgebra
modulo el ideal generado por las palabras en P. R es una dlgebra monomial no unitaria. En
este capitulo mostraremos que la categoria de médulos firmes asociada a R es Grothendieck.

A continuacién generalizaremos los anillos que tienen propiedades parecidas a las élge-
bras monomiales no unitarias. Mas concretamente, la propiedad suficiente para poder asegu-
rar que la categoria es abeliana. Esta propiedad puede ser dualizada a la categoria de médulos
cerrados, y veremos una relacion existente entre las dos categorias.

Para finalizar el capitulo, ejemplos particulares de algebras monomiales nos permitiran
estudiar relaciones entre las dos categorias y los funtores canénicos C y D.

6.2. Algebras Monomiales

Sea X un conjunto que supondremos no vacio. Escribiremos (X)) para denotar el conjunto
de palabras sobre X. Este conjunto tiene estructura de monoide utilizando como producto la
yustaposicion. El elemento unidad es la palabra vacia que escribiremos como 1x o simple-
mente 1 cuando no exista confusion. Por (X), denotaremos el conjunto de palabras no vacias
sobre X. Este conjunto tiene estructura de semigrupo con el producto mencionado ya que
carece de elemento unidad.

Para cada elemento z € (X) existirdn elementos z1,--- ,z, € X tales que Z = z1z2 - - - T,
Diremos que Z es una palabra de longitud n o que A(Z) = n. Los elementos de X vistos como
elementos de (X) son elementos de longitud 1. Para cada n € N representaremos por X" el
conjunto de todas las palabras de longitud n, es decir, X" = {w € (X) : A(w) = n}. Con esta
notacion XY = {1x} y X! = X.

Si p es un elemento de (X), nos referiremos habitualmente a p como una palabra sobre X
ode X.
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Definicién 6.1 Sean p y G elementos de (X):

1. Diremos que p > q si existe una palabra w tal que p = quw. En este caso, w es tinica y la
escribiremos como w = G~ 'p.

2. Diremos que G es una subpalabra propia de P si existen palabras T y U tales que p = uqu con

uw#1lov# 1.

Sea k un cuerpo y consideraremos el dlgebra libre sobre (X') que escribiremos como k(X).
Los elementos de k(X) son sumas de la forma }_,,(x kww, con ky, € k la mayoria cero salvo
un ntmero finito. La suma y multiplicacién vendréd dada de la forma usual:

Y kwwt Y Kaw= Y (ky+k,)uw
we(X) )

we(X we(X)
(D kww)- (D kw)= > khw
we(X) we(X) we(X)

donde kZ) - Z{p,qE(X):pq:w} kpkq.
El dlgebra libre no unitaria es el subalgebra de k(X), generada por las palabras no vacias.

Un elemento de k(x)q es de la forma ), (X)o kyw con k,, € k la mayoria cero salvo un
numero finito.

Cualquier 4lgebra unitaria o no unitaria es un cociente de un 4lgebra libre médulo un
ideal bilatero. Para ello basta tomar como X un conjunto de generadores del dlgebra.

Nuestro interés reside en un caso particular donde el ideal estd generado por un conjunto
de palabras P. Sip es una palabra de P, con p nos referiremos al elemento 1 -7 de £(X) donde
1 es el elemento unidad de k. El ideal generado por P sera escrito por (P). Estas algebras se
conocen como algebras monomiales. Para un estudio mds detallado puede consultarse [19].

Definicién 6.2 Sea I un ideal bilatero de k(X)) que estd generado por un subconjunto de palabras P
de (X)) es decir I = (P), entonces el cociente entre el dlgebra libre y el ideal I, k(X)/I, se llamard dlge-
bra monomial. Cuando el ideal I estd contenido en k(X )o, el cociente k(X )o/I se llamard dlgebra
monomial no unitaria.

Desde este momento, salvo que se mencione lo contrario, cualquier ideal / estard generado
por un conjunto de palabras P de (X).

Lema 6.3 1. Sil € P entonces (P) = k(X).

2. Sip,q € Pyexistenu,v € (X) tales que p = uqu, entonces el ideal generado por P es igual al
ideal generado por P\ {g}.

Demostracion:
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1. Seaa € k(X)yp € P,entoncesa -p € (P). Tomandop = 1, resultaquea- 1 = a € (P).

2. Elelemento 1-p de k(X) pertenece al ideal generado por P\ {g} yaquel-p =1 -ugo =
(1-w)(1-9)(1-v), porlo que (P) C (P\{p}).

O

El lema anterior dice que si el conjunto P tiene el elemento unidad el ideal generado seria
todo el anillo, por lo que el cociente seria cero. Ademads, por la segunda parte del lema, un
conjunto de palabras y el conjunto de palabras resultante de eliminar del primero las posibles
subpalabras propias que contiene, generan el mismo ideal en k(X). Si suponemos que en el
conjunto P existe algtin elemento de X, por ejemplo el elemento x € X, entonces al realizar
el cociente todas las palabras que contienen a = seran cero, por lo que resultard redundante
en el conjunto X. Estas observaciones nos llevan a la siguiente definicion.

Definicion 6.4 Diremos que un subconjunto P de (X) es normalizado si:

1. 1¢P.
2. XOP=0.

3. Sip,q € Pyexistenu,v € (X) con p = uqu entoncesu =v = 1.

Obsérvese que si P es un conjunto normalizado entonces (P) C k(X)o por (1) y tiene
sentido considerar el cociente k(X )o/(P).

En lo que sigue P serd un conjunto normalizado de palabras, S = k(X)oy B = k(z). I
serd el ideal generado por P, I = (P) = BPB. Escribiremos R = S/ y A= B/I.

Ejemplo 6.5 Si X = {x,y} entonces P = {xzz,zy} es un conjunto normalizado. Cumple trivial-
mente las dos primeras condiciones y la tercera es debido a que las dos palabras que forman el conjunto
tienen la misma longitud, por lo que no puede ser una subpalabra de la otra.

Lema 6.6 Sea P un conjunto normalizado entonces el ideal I = (P) puede ser descompuesto en dos
k-sumandos, PB y X BPB. Esta desomposicion no es tinica.

Demostracion:
Probaremos que XBPB + PB = I. Los elementos de I son sumas de elementos de la forma
bpb' donde b,/ € By p € P. Existirdn elementos k,, € k todos cero salvo un namero finito
tales que b = 3 e x) kuW. Entonces bpb' = (3 ;¢ xy kw®)DY = 3 1mexymp1) KwWPY + Dk1V,
por lo que bpb' € XBPB + PB. Como los elementos de I son sumas de elementos de esta
forma entonces I C XBPB + PB,y asi se tiene la igualdad.

Para probar que la descomposicién no es tnica, probaremos que X BPB (| PB # (). Sea
P € P,entonces 1 -pp = (1-p)(1 - p) que es un elemento de PB. Por otro lado, sea z € X tal
quep = x(x'p), entonces 1 -pp = z(1 -2~ 'p)(1-p) - (1 1x) que es un elemento de X BPB. [

Para cada palabra w de (X) escribiremos Py = {p € P : w < p}.
Lema 6.7 Sea P un conjunto normalizador entonces:
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O

1. Sip € Py entonces w(w 'p) = p.
2. P=U,.x Ps

3. Si w es un elemento de (X) tal que Py # ) y u < w entonces para cada v < u se tiene
Pﬁ_lﬂ = UxEX Pﬂ_lﬂx

4. Siq € P entonces Py = {G}.

Demostracion:

1. Como p € P,, entonces w < P, por lo que existe v tal que p = wv. Con la notacién
anterior v = w~!p. De este modo, p = wv = w(w'p).

2. Seap € P,entoncesp = x1x2---x, cONxy,- -+ , 2, en X. Es claro que z; < P, por lo que
peF,,.

3. Como uw < w, existe uy # 1, tal que w = wuy. Seap € Py-1; entoncesp € Py 7w < p,
por lo que existe 77 tal que p = v~ 'uwy. Supongamos Uy = 1, entonces p = v 1%. Sea
q € P, entonces § = wv; para algtn v3, por lo que § = Wz = wu vz = v(v 1 u)uros =
vpuyv2. De este modo p es una subpalabra propia de g y estd en P, que es un conjunto
normalizado, porlo que v = 1y ujv; = 1, de donde w7 = 1, lo cual es imposible, asi que
necesariamente Ty # 1. Asi 77 seré de la forma xv para algin 2 € X y v} € (X). De este
modo, p = 7wy = 7 'uxv}, por lo que 5 'ux < P, obteniendo que § € P14,
Sip € P14, entoncesp € Py v uz < p. De la desigualdad v~ 'u < v~ 1uz se sigue
qued € Py-1y.

4. Seap € FP;entoncesp € Pyq < p. Entonces g seria una subpalabra de p en P, por lo
que necesariamente g = p.

6.3. Maoddulos firmes para un dlgebra monomial no unitaria

A partir del ejemplo anterior pretendemos generalizar el resultado para un dlgebra mono-

mial no unitaria. Seguiremos la notacion desarrollada en la Seccién 6.2, en concreto la tltima
parte referida a la definicién de los anillos. Todos los médulos seran considerados en A—Mod.

Lema 6.8 Sea o : AP) — AX) y g AX) — R dados por

o((ag)pep) = (Z (x7'P)ab)sex

PEPy
B(az)zex) = Z LAy
reX
entonces
AP) o qx) B R 0

es una sucesion exacta por la derecha.
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Demostracion:
Es claro que (3 es sobreyectiva ya que R = X A y asi para cada r € R, existen elementos (a,)
en A todos cero salvo un ntimero finito tal que r = >y za, = B((az)zex).

Sea (al)pep € AP entonces

Boa((apper) = BI(D_ (@' Pap)eex) = Y x( Y (a7 'P)ap) =

PEP; zeX peEP;

1= _ =1 _ — 1 _
E g xr pay = E g Pap = E paz =0
rEX peEP, zeX peEP, peP

,yaquep € Iy es cero considerado como elemento de R. Se ha tenido en cuenta que
U,ex Pr = P al ser P un conjunto normalizado.

Sea, ahora, (a;)zex € AX) con0 =3, za, = B((az)zex). Para cada a, # 0 tomamos
b, € Btalquea, = b, +1 y b, = 0sia, = 0. La condicion 0 = }___ za, hace que
> zex by € I. Por el Lema 6.6 existen elementos ¢, € BPBy ¢; € B, paracada z € X
y P € P, todos ceros salvo un ntimero finito tales que .y 2by = >, cx ¥¢s + 3 5 p P =
Y wex Tt Y pex Ypep, L&' D)cp. Deaqui, by = o+ e p, (¢7'D)cp. Pero b, hasido elegido
con la condicién que a, = b, + I. Como ¢, € I, podemos suponer que ¢, = 0yaque b, + [ =
> pep, (z7'p)cy + I. Consideramos que b, = > pep, (z71p)cs.

Tomamos aj; = ¢5 + I. Entonces

(az)zex = (b + Izex = ( Z (27 'P)ep + Daex = ( Z (z7'P)a})zex = a((ap)per)
peEP: pPEP:

Concluimos que Im(«) C Ker(5). O

Proposicién 6.9 Sea M un R-médulo firme y (m;) € M), Entonces Y, .y xmy = 0si y sélo si
para todo x € X, mgy = 3 o p. (x_lﬁ)m% donde my; € M es cero para la mayoria de los p € P salvo
un niimero finito.

Demostracion:
Sim, =Y ocp, (#7'p)ms entonces

Z xm, = Z Z x(wilﬁ)m'ﬁ = Z Z pmp =0

zeX r€X pEP, zeX peEP,

ya que p € I y es cero considerado como elemento de R.

En el otro sentido seguiremos [25, Seite 97] y [24, I. Proposition 8.8] para producto tensorial
en general pero en el caso particular de dlgebras monomiales no unitarias.

Obsérvese que R ®4 M = R ®r M. Veamos que los elementos de A pasan al otro lado
del producto tensorial en R ®r M.Seam € M,r € Ry a € A. Como M es firme entonces
M = RM, por lo que M = ), rym; para ciertos r; € Ry m; € M. Como ar; € R entonces
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6.3. Médulos firmes para un dlgebra monomial no unitaria

roam=r@ay ;rim; =y rar;®m; =y ;ra® rym; = ra® m. Utilizaremos el producto
tensorial sobre el anillo unitario A.

Consideramos la sucesion exacta corta por la derecha del lema anterior

AP) & 4 P g

Usando la exactitud por la derecha del funtor — ® 4 M obtenemos la sucesiéon exacta por
la derecha

AP @4 MM A @ MY Ry M — 0

y tomando los isomorfismos canénicos, deducimos la sucesién exacta corta por la derecha

MP) S ) B g

donde Ker(3) = Im(&).

De la definicién de « y 3 se sigue que

ﬁ((mm)xEX) = Z Ty

zeX

a(mp)pep) = (Y (27 'P)mp)zex

PEP:

Por lo que si (m,).cx € Ker(f3) existen (mf)pep € M®) con

Qg = Z (x_lp)m%

pEP;
O

Corolario 6.10 Sea M un médulo firme y (my)zex, (Mig)sex € MX). Entonces Y,y vmy =
2Ty si y s6lo si existe (mL)zep € M) tal gue my = Ty + S . p (z~1p)mL para todo
reX Y p/P q PE Py D p
r e X.

Demostracion:
Dowex LMz = Y ,cx T siy sélosi Y oy x(m, —M,) = 0siy sélo si existen (m;,) € MP)
tales que m; — My = > ocp, (x_lg_))m;) si y s6lo si existen (my)pep tales que m, = i, +

e, (@ B)mb. O

Ejemplo 6.11 Cuando P = {xy}, entonces P, =0 y P, = {p € P : v < p} = {ay}. Enla
proposicion anterior por ser P, = (), entonces m, =0 y my = Y scp (x7'p)my = (x~ zy)ml, =
ym,,. Se ha considerado que 0 = xmy, + ymy, con my, m, € M, siendo M un k(z,y)/(zy)-médulo
firme. Nétese que esto es precisamente lo que se ha probado en la seccién anterior.
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Sea (my)zex € M (X). Usando que M = RM = XAM = XM, podemos encontrar para
cada m,, elementos m,, € M (todos cero salvo un ntimero finito) tal que m, = Zye X YMay.
De forma recursiva podemos encontrar my € M para cada palabra w sobre X tal que para
todo ¢t € N el conjunto {mz # 0 : W € X'} es finito y mg = Y zex TMige. Aunque estos ele-
mentos existen siempre en el caso de médulos unitarios (y, en particular, de médulos firmes),
no son necesariamente tnicos. Este tipo de construccion es la idea que da lugar a los médulos
de soporte que forman una familia de generadores de la categoria de médulos firmes. Esto
modulos han sido desarrollados en [18, Section 5] y en la Seccién 2.4.

Definicién 6.12 Una familia de elementos (mw)we(x) de M tal que

1. El conjunto {mz # 0 : W € X"} es finito para cada n € N.

2. mg =), cx TMge para cada w € (X).

Se dice que es una representacion unitaria o una representacion unitaria de my. En el caso parti-
cular en que my = 0, diremos que es una representacion unitaria de cero.

Proposicién 6.13 Sea M un médulo firme, (my)pex € MX) tal que S, xmy = 0y (mw)we(x) €
M una representacion unitaria. Entonces para cada palabra w con Py # () y todo p € P podemos en-
contrar ml € M, la mayoria cero, tales que para todo W con Py # ()

mmzz Z (Eflu_p)mg.

u<w ﬁGPE_ 1w

Demostracion:
Haremos la demostracién por induccién sobre la longitud de w. Supongamos que A\(w) = 1,
entoncesw =1 y my = ) .y om, = 0 por hipétesis. Ademas

> > @mg -0
U<WPEP, 1
ya que no existen palabras u tales que & < .

Siw = x para algin z € X, s6lo hay una palabra u < x que es © = 1. Entonces estamos en
el caso de la Proposicién 6.9, y asi

Y. D @ lwmpmp =) @ pmy

U<wpeP, 1, PEP:

Supongamos el resultado cierto para palabras de longitud » — 1, y sea w = xj22--- 2,
y ¢ € P,. Las palabras u tales que 7 < w son de la forma zox;- -z, cons = 0,--- ,r — 1
donde suponemos que zo = 1. Asf, (z¢-+ Ts_1) W = TsTs41---T, para s = 1,--- 7. Si
Py # 0 entonces Py gy, , # O yaque z1zo-- 2,1 < W < pdonde p € Py. Por hipétesis de
induccién aplicada a la palabra z; - - - 1 se tiene

r—1
Myizgar_1 = Z Z ((1-8 L xr—l)_ll_?)mgl...$571.

s=1DP€EP g a4
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Para cada z € X sea

he = Mg 2oz 12

_ 1 myemey
hy = E (T xp_1) pmg
s=1 ﬁGstsz_lz

Probaremos que >,y zhys = Y., zh,. De Corolario 6.7(c) se obtiene (tomando u =
1"1"'1"7‘71 y ’U:xl"'x871)

U$€XP$5---$T71:L‘ - Pmsmarrfl

paracadas € {1,--- ,r —1}.

Entonces

r—1
dDoahy=> 2> D ((wsweaz) Pmy ) =

zeX rxeX s=1 ﬁestwzr_lz

r—1
SN Y wle ) P =

s=12€X PEPoy..c,_ya

r—1
1 Ty Ts—1
§ § ((zs - mp1) p)mp? =
5=1PpE Py Tp_1
My go a1 = E Mgy mgear 1z = E zhy.
reX reX

Si aplicamos el Corolario 6.10 para h; y h,, podemos encontrar elementos mgl'”mr‘l e M,
la mayoria cero, tales que

he =T+ 3 (@ p)md .
pEP:

Cuando = = x, obtenemos que

o T 1 T1Tro1
Mayzgz, = Pa, = hy, + E (x, p)ml_) =

PPy,
r—1
Yo > ez pmy T Y (P =
s=1PpEPysg...zp 7ePy,

Z Z ((wg -+~ xr)_lp)mgl“'xsfl‘

s=1pEP;s,...cp
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O

La Proposicién 6.9 asegura la existencia de ciertos elementos my; € M parap € P que
_ —1= / _ . . « ., .
cumplen m; = > 5 p (¢~ 'p)my cuando ), xm, = 0. La siguiente proposicién mejora
el resultado asegurando que los elementos m;; pueden ser tomados de una representacién
unitaria previamente elegida.

Proposicién 6.14 Sea M un R-médulo firme y m, € M tal que m, = 0 salvo un niimero finito. Sea
(mw)we(x) una representacion unitaria. Entonces ).y xm, = 0 siy sélo si para todo v € X se

tiene m, = Zﬁer (56_1]_?)7711—,.

Demostracion:
La prueba hacia la izquierda es un caso particular de la Proposicién 6.9.

Supongamos que )y xm, = 0.Seaz € X y q € P,, la Proposicién 6.13 asegura que

mg=3y_ >, (@ 'wp)m;=

U<qpEP;-15
D@Dyt Y Y (@ wmy =
pePg 1<u<gpeEPy-15

mg+ >, D (@ 'up)my.

1<u<gpeP;-14

donde se ha tenido en cuenta que P; = {g} por Corolario 6.7(d).

Si multiplicamos por 2717 y teniendo en cuenta que = < 7, entonces si 1 < T < g obtene-
mos

(@' @mg = @™ Dmg+ > Y (@7 D@ @)my =

1<u<gq ﬁEPE_ 1g

@ 'Pmg+ > Y (@' up)my = (' myg

1<u<gpePy-14

porque x 'up =0yaquep € I yz~'u € (X).
Esto puede ser hecho para todo « € X y todoq € P,, asi

My = Z (7' mg = Z (z71q)mg.

qePs; qeP;

O

Teorema 6.15 Sea {M* : X\ € A} una familia de médulos firmes y [, M el producto computado
en A—Mod. Sea N un A-submédulo de [, M* tal que N = RN, entonces N es un médulo firme.
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Demostracion:

Probaremos que ;1 : R® 4N — N dada por p(r®n) = rn es un isomorfismo. La condicién N =
RN nos asegura que es un epimorfismo. Supongamos que 0 = > v 21, = p(d o x T @ ng),
faltaria probar que ) .y 2 ®n, = 0en R®4 N y asi u serfa un monomorfismo.

Para cada elemento n, tomamos una representacion unitaria y definimos los elementos

ny para cada w € (X) conn, = Zye ¥ Ynay para cada x € X y n; = 0. Estos elementos estan

en N C [[,cp M? y tienen componentes n, € M?* paratodo A € Ay w € (X). Es decir,
Nw = (n%)AeA

Entonces 0 = Y cvang = > c v 2(nd)aer = (X ex 2n2)ren, porlo que 0 = > an)
en M* paracada A € A. M A es un médulo firme, aplicando la Proposicién 6.14

n) = Z (x_lg_))n%.

PEP:

Esto puede ser hecho para cada A € A, luego

ne = (M)hxer = (D (@ DY ea = Y (@ 'D)n)rea = > _ (@ ' D)np

pEP: pEP: pEP:

y asien R ® 4 N obtenemos

)IETTIED SETD Per I PP PETYEar

zeX zeX pEP: r€X pEP:
1 _
E E z(z7'p) @np = E E P ®ny = 0.
reX peEP; reX peEP;

ya que p € I y es cero considerado como elemento de R. [J

Corolario 6.16 Sea M un médulo firme y N un A-submédulo de M tal que N = RN, entonces N es
un médulo firme.

Demostracion:
Basta tomar en el teorema anterior el conjunto A con un tnico elemento.

O

6.4. La Categoria de Mddulos Firmes

Todos los médulos considerados en esta seccién estardn en A—Mod. Recordamos que un
A-médulo se dice R-unitario si M = RM.Como R = X A la condicién de unitario es equiva-
lente a que M = XM, yaque M = RM = XAM = XM, donde se ha tenido en cuenta que
M = AM.Dado un A-médulo M podemos encontrar un submédulo maximal U (M) C M tal
que U (M) es R-unitario. A este médulo lo llamamos la parte R-unitaria de A tal y como se
ha visto en la Seccién 2.3.
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Proposicién 6.17 Sea M, fo3 : Mo — Mg un sistema inverso de médulos firmes. Sea 1im M,, el

limite inverso calculado en A—Mod. Entonces el limite inverso calculado en R—DMod, lim’ M,,, existe

y
ltm' M, = U <h’m Ma) .

Demostracion:
Con la construcion usual del limite inverso se tiene que lim M, en A—Mod es un submédulo
—

de[[, M.. U <lim Ma) es un R-submoddulo unitario de [ [, M,. Usando Teorema 6.15 se tiene

que U <lim Ma) es un moédulo firme.

Para cada (3 sea pb :U (lgn Ma> — Mg la composicion
U (h’m Ma> C lim M, 225 M

donde pg es la proyeccién candnica.

Para cada f,3 : M, — Mg se tiene que f,3 © po = pp, asi para cada elemento m €
lim M, se cumple que f,5(pa()) = pg(m). En particular se cumplira para los elementos de
U <1£n Ma) C h’in M,,. Esto prueba que fug 0 p, = p/ﬁ.

Supongamos que hay un médulo firme M y una familia de homomorfismos 7, : M — M,
tales que para todo f,3 se satisface la igualdad f,gom, = 7. La propiedad universal del limite
inverso en A—Mod asegura la existencia de un tinico homomorfismo = : M — lim M,,. Pero

M es firme y, en particular RM = M, por lo que RIm(7) = Im(7). Asi Im(7) C U <lim Ma) y
7 puede ser restringido para 7’ : M — U <lim Ma), que satisface fu4 o 7, = 7. La unicidad
de 7 garantiza la unicidad de 7'

U

Este resultado no es cierto en general. En realidad, es un resultado mas fuerte de un tipo
de anillos que engloba a las dlgebras monomiales y que sera tratado en la siguiente seccion.
En [17, Proposicién 5.8] puede verse que, siguiendo la notacién de la proposicién anterior, en
general se tiene

lim' M, = D (h’m Ma> .

También en [24, Proposicién 5.8] puede verse el siguiente resultado consecuencia de que
el producto tensorial conserve limites directos.

Proposicién 6.18 Sea M., fo 3 : Mz — M, un sistema directo de médulos firmes. Sea lim M, el

limite directo calculado en A—Mod, entonces el limite directo calculado en R—DMod, lim’ M,,, existe
y

lim’ M,, = lfm M,
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Demostracion:
El médulo lim M, es firme, porque

R®alimM, ~limR® s M, ~ lim M,,.

Y este médulo sastisface la propiedad universal para limites directos en R—DMod porque la
satisface en A—Mod y la categoria de médulos firmes es una subcategoria plena de A—Mod.
U

Dado un homomorfismo de médulos firmes f : M — N escribiremos Ker(f) para el
nucleo de f calculado en R—DMod e Im’(f) para la imagen de f en R—DMod.

Proposicion 6.19 Sea f : M — N un homomorfismo de médulos firmes. Entonces Ker(f) y Im(f)
calculados A—Mod son médulos firmes, asi Ker'(f) = Ker(f) e Im’(f) = Im(f).

Demostracion:

El A-médulo Im(f) es R-unitario porque Im(f) = f(M) = f(RM) = Rf(M) = R(Im(f)) y
es un submoédulo de N que es un médulo firme. Usando Corolario 6.16, Im(f) es firme. La
aplicacion M — Im(f) es sobreyectiva, usando Proposicién 2.19, Ker(f) = Ker(M — Im(f))
es R-unitario y submoédulo de un médulo firme, luego es firme por el Corolario 6.16.

En general Ker'(f) = D (Ker(f)), como puede verse en en el Corolario 2.25. Como Ker(f)
es firme entonces Ker'(f) = D (Ker(f)) = Ker(f). O

Proposicién 6.20 Sea M un modulo firmey G = [[,czx) (o)) el generador de R—DMod, entonces
M es G-estitico.

Demostracion:

Sea E = Homp(G, G), entonces cada elemento de G ® p Hompr (G, M) puede escribirse como
suma de elementos de la forma g ®g a con g € Gy a € Homg(G,M). Y, para cada g € G,
podemos encontrar un soporte unitario 7 y un homomorfismo f : G — G tal que ((1).)f = g.
Asig@a= (1)) f@a=(1),®f+a

Dado un elemento de G ® g Homp(G, M) en la forma
Z 9i QF 0
ji

donde I es un conjunto finito, podemos encontrar un soporte suficientemente grande 7 y
homomorfismos f; : G — G tales que ((1),)f; = ¢;- En el razonamiento anterior, realizado
para un solo elemento g, basta tomar como 7 la unién de todos los soportes unitarios que
aparecen para cada elemento g de la suma. De este modo

D gi®ai=Y (D)fi®ai=» (1), ® fixa;=
I

1 1

(1,00 fixa)=(1), & f
I
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donde f = >, fi * a;. Hemos probado que todo elemento de G ® p Hompg(G, M) puede
escribirse como (1) ® f para un cierto soporte unitario 7 y un homomorfismo f : G — M.

Si M es un moédulo firme, para cada elemento m de M podemos encontrar un homo-
morfismo o : G — M tal que existe g € G con (g)a = m. Asi, el homomorfismo ¢, :
G ®p Homg(G, M) — M es sobreyectivo. Sea, ahora, (1). ®g f un elemento del ntcleo, en-
tonces ((1).)f = 0. Utilizando la proposicién anterior Ker(f) es un médulo firme, por lo que
(1), pertenece a la parte unitaria de Ker(f). Podemos encontrar un soporte unitario ¢ y un
homomorfismo h: G — G talque hx f =0y ((1),)h = (1),. Asi,

(U,0ef=((D)herf=1),8(hxf)=(1),20=0

Deducimos que ¢, es una aplicaciéon inyectiva y, por tanto, es un isomorfismo. [J

Proposicién 6.21 Sea M y N médulos firmesy f : M — N un homomorfismo. Son equivalentes:

1. f es un monomorfismo en R—DMod.
2. f es un nticleo en R—DMod.

3. f es una aplicacion inyectiva.

Demostracion:
(3 = 2).Si f es una aplicacién inyectiva, f es el nticleo de N — N/Im(f) porque N/Im(f) es
un moédulo firme.

(2=1).5 feselnicleodeg : N — Ly h : K — M es un homomorfismo tal que
h* f =0, entonces h * f = 0* f y usando la unicidad dada por la propiedad universal de los
nucleos, h = 0.

(1 = 3). El homomorfismo Ker(f) — M estd en R—DMod y al componer con f da 0.
Usando que f es un monomorfismo deducimos que Ker(f) — M es la aplicacién cero, luego
Ker(f) =0.0

Proposicién 6.22 Sea 0 — K — L — M — 0 una sucesion de médulos firmes. La sucesion es
exacta en R—DMod si y sélo si es exacta en A—Mod.

Demostracion:
Este resultado es consecuencia de que ntcleos y conticleos calculados R—DMod y en A—Mod
coinciden. [J

Proposicién 6.23 Los limites directos son exactos en R—DMod.

Demostracion:
Las sucesiones exactas, por la propisicién anterior, son las mismas en R—DMod y A—Mod, y
el limite directo de médulos firmes en R—DMod es el mismo que en A—Mod por la

Proposicién 6.18. Como el limite directo es exacto en A—Mod entonces es exacto en R—DMod.
O
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Teorema 6.24 La categoria de médulos firmes para un dlgebra monomial no unitaria es una categoria
de Grothendieck.

Demostracion:

Usando [18, Proposition 14], R—DMod es una categoria aditiva con un generador y un co-
generador. Es completa y cocompleta y el limite directo es exacto (Proposicién 6.23). Todo
monomorfismo es un nticleo (Proposicién 6.21) y todo epimorfismo es un conticleo. Asi que
satisface todas las condiciones para ser una categori de Grothendieck.

O

6.5. Una generalizacion

El Corolario 6.16 es la propiedad esencial para que R—DMod sea una categoria abeliana
cuando R es un algebra monomial no unitaria y da lugar a la siguiente definicion.

Definicién 6.25 Se dice que R—DMod es cerrada para submédulos unitarios si para cada M €
R—DMod y N un submédulo de M tal que RN = N entonces N € R—DMod. En otras pala-
bras, R—DMod es cerrada para submédulos unitarios si todo submédulo unitario de un médulo firme
es firme.

Nota: Obérvese que no se estd diciendo que todo médulo unitario sea un médulo firme.
Estos anillos serdn considerados en el capitulo siguiente. Es conocido que todo médulo uni-
tario puede ponerse como imagen de un médulo firme, pero no es conocido si todo médulo
unitario es submédulo de un médulo firme, ni siquiera que sea cierto en general. Si esto fuera
asi y se cumpliera la definicién entonces todo médulo unitario seria firme.

Proposicién 6.26 Sea R un anillo no unitario. Son equivalente:

1. R—DMod es cerrada para submddulos unitarios.

2. Si f: M — N es un homomorfismo en R—DMod entonces Ker(f) calculado en A—Mod es
R-unitario.

Demostracion:

(2) = (1) Sea M € R—DMod y N un submédulo de M unitario. Sea i : N — M la inclusién
y vy : D(N) — N el homomorfismo proporcionado por el funtor D. Como N es uni-
tario entonces vy es sobreyectiva. Ademds la composicién i o vy : D (N) — M es un
homomorfismo en R—DMod y al ser i inyectiva se tiene Ker(i o vy) = Ker(vy) que es
evanescente. Por hipétesis también serd unitario, luego Ker(vy) = 0y es inyectiva. Se
concluye que vy es un isomorfismo y por tanto N es un médulo firme.

(1) = (2) Sea f : M — N un homomorfismo en R—DMod, entonces Im(f) es un submédulo
unitario de N y por hipétesis serd un médulo firme. Consideramos la s.e.c en A—Mod,
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0 —— Ker(f) M Im(f) —— 0

M e Im(f) son médulos firmes, necesariamente Ker( f) tiene que ser unitario.

(]

Corolario 6.27 Si R es un anillo no unitario tal que R—DMod es cerrada para submédulos unitarios,
entonces son vilidos para R—DMod los resultados de la seccion anterior.

Demostracion:
Para probar esos resultado se estd utilizando que si R es un algebra monomial no unitaria
entonces R—DMod es cerrada para submdédulos unitarios. O

De una forma dual podemos hacer la siguiente definicién.

Definicién 6.28 Se dice que R—CMod es cerrada para cocientes libres de torsion si para cada M €
R—CMod y N un submédulo de M tal que M /N es libre de torsion entonces M /N € R—CMod.

Proposicién 6.29 Sea R un anillo no unitario son equivalentes:

1. R—CMod es cerrada para cocientes libres de torsion.

2. Si f: M — N es un homomorfismo en R—CMod entonces Coker(f) calculado en A—Mod es
un modulo libre de torsion.

Demostracion:

(1) = (2) Sea f : M — N unhomomorfismo en R—CMod. Por [17, Proposicién 3.4], Coker(f) =
N/Im(f) es libre de torsién si y sélo si Im(f) € R—CMod. Como Im(f) es un submédulo
de N es libre de torsién y cociente de un médulo cerrado ya que Im(f) = N/Ker(f). Por
hipétesis Im(f) € R—CMod, por lo que Coker( f) es libre de torsion.

(2) = (1) Sea M € R—CMody N un submoddulo de M tal que M/N es libre de torsién. Deno-
tamos por 7 : M — M/N la proyeccién que es sobreyectiva y por ¢tj;/y : M/N —
C(M/N) el homomorfismo proporcionado por el funtor C que es inyectivo por ser
M/N libre de torsion. Consideramos la composicién ¢y o7 : M — C(M/N) que
es un homomorfismo en R—CMod. Por hipétesis Coker(1ys/y o ) es libre de torsion.
Pero, al ser 7 sobreyectiva se tiene Im(ty;/n o) = Im(epr/n), luego Coker(ty/y om) =
C(M) /Im(ep/n) = Coker(tp/n) que es de torsion (y libre de torsién). Necesariamente,

Coker(tpr/n) = 0y asi vy n es sobreyectiva y por tanto un isomorfismo. Se concluye que
M/N € R—CMod.

O

Los anillos de este tipo tienen un resultado dual a la Proposicién 6.21. Ahora R—CMod es
siempre una categoria abeliana por lo que todo epimorfismo es un contcleo.
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Corolario 6.30 Si R es un anillo tal que R—CMod es cerrada para cocientes libres de torsion y f :
M — N es un homomorfismo en R—CMod, son equivalentes:

1. f es un epimorfismo en R—CMod.

2. f es una aplicacion sobreyectiva.

Demostracion:
Utilizando el Corolario 2.17, f es un epimorfismo en R—CMod si y s6lo si 0 = Coker'(f) =
C (Coker(f)) siy s6lo si Coker(f) es un médulo de torsion.

(1) = (2) Si f es un epimorfismo entonces Coker(f) calculado en A—Mod es un médulo de
torsion. Por la proposicion anterior Coker( f) también es libre de torsiéon. Necesariamente
Coker(f) =0, asi f es sobreyectiva.

(2) = (1) Trivial. Si f es sobreyectiva entonces Coker(f) = 0 calculado en A—Mod que es un
modulo de torsion. Deducimos que f es un epimorfismo en R—CMod.

6.6. El modulo de caracteres

En esta seccién estableceremos una relacién entre los conceptos definidos anteriormente.
Utilizaremos que Q/Z es un cogenerador inyectivo para Z—Mod.

Proposicién 6.31 Sea M € R—DMod entonces M+ = Homy(M,Q/Z) € CMod—R.

Demostracion:
Vease [13, Pagina 5839].

Hompg(R, M) = Hompg(R,Homz(M,Q/Z)) = Homz(R ®@r M,Q/Z) =

Homz(M,Q/Z) = M™*
O

Proposicion 6.32 Sea M € A—Mod tal que M es de R-torsién entonces M es evanescente.

Demostracion:
Sea o un soporte unitarioy f : (o)) — M un homomorfismo. Aplicando el funtor Homz(—, Q/Z)
tenemos el homomorfismo f* : M+ — ((o))". Por la proposicién anterior ((¢))" € CMod—R
y por tanto es libre de torsién. Por hipétesis M es de torsion por lo que f = 0. Por ser Q/Z
un cogenerador inyectivo tiene que ocurrir que f = 0. De este modo M es evanescente. [J

106



6. Algebras Monomiales no Unitarias

Ejemplo 6.33 El reciproco no es cierto. Tomamos R = 27y M = 2Z. Claramente M es evanescente,

2
porque (), ey M R™ = 0. Sin embargo, tomamos f : 27 — Q/Z tal que f(2n) = ?n +Zy la sucesion

k+1
an)nen € RY. Entonces para todo k € N se tiene fay - - - ay, a que =—+ a
RN, Ent para todo k € N se ti 0 ya que f(2)2F = +Z#0y
ok+1
queT¢Zpues3nodividea2k+1.

Proposicion 6.34 Sea M € A—Mod, entonces M es R-unitario siy sélo si M es R-libre de torsién.

Demostracion:
Sea M unitarioy f : M — Q/Z tal que fR = 0. Sea m € M entonces existen elementos
(m;)ier en My (r3);er en R siendo I un conjunto finito, tales que m = >, _; 7;m;. Entonces
fm) = f(3,crrimi) = > er f(mi)r; =0, porlo que f =0y M™ es libre de torsion.

Si M es libre de torsi6én, tomamos la sucesién exacta corta) — RM — M — M/RM — 0
y, utilizando el generador inyectivo, obtenemos la sucesién exacta corta

0 —— (M/RM)* —— M*™ —— (RM)* —— 0

Sea f : M — Q/Z tal que f(RM) = 0. Entonces f(M)R = 0, por lo que f = 0 yaque M*
es libre de torsion. Entonces M+ — (RM)" es un isomorfismo, por lo que (M/RM)* = 0.
Como Q/Z es un cogenerador se tiene que M/RM = 0, por lo que M = RM, es decir, M es
unitario. [

Proposicion 6.35 Sea M € A—Mod tal que M € CMod—R entonces M € R—DMod.

Demostracion:
Por hipétesis
M = Homp(R, M") = Hompg(R, Homz (M, Q/Z)) =

Homz(R ®pr M,Q/7Z) = (R®@r M)"

M es libre de torsion por lo que M es unitario. El homomorfismo s : R @g M — M es
un epimorfismo del que se obtiene la s.e.c.

0 M+ (R®R ]\4)Jr E— KeI’(V]\/[)Jr — 0

Pero los dos primeros médulos son isomorfos, asi que Ker(vy/)™ = 0y, nuevamente por
la propiedad de ser cogenerador, se tendrd Ker(vy) = 0, por lo que R@r M = My M €
R—DMod. OJ

Corolario 6.36 Si R es un anillo no unitario tal que CMod—R es cerrada para cocientes libres de
torsion entonces R—DMod es cerrada para submédulos unitarios.

Demostracion:
Sea M un R-moédulo firme y N un R-submdédulo unitario de M, el homomorfismo inyectivo
0 — N — M se convierte en el homomorfismo sobreyectivo M — N — 0. Como N es
unitario entonces N es libre de torsién y es el cociente de un médulo cerrado. Por hipétesis
N serd cerrado y por la proposicién anterior N es firme. [J
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6.7. Contraejemplos

6.7.1. Ejemplo1

La categoria de médulos cerrados para un anillo R no unitario, R—CMod, es una cate-
goria de Grothendieck. La categoria de médulos firmes, R—DMod, tiene un inicio paralelo a
la categoria R—CMod. Pueden verse los trabajos [20], [17], [11], [12], etc. Sin embargo, para
R—DMod no ha podido ser demostrado que sea una categoria de Grothendieck, ni siquiera
una categoria abeliana (Mds detalles sobre el problema de la abelianidad de R—DMod serdn
dados en el siguiente capitulo).

Los primeros ejemplos de anillos R donde se conocié que R—DMod es una categoria abe-
liana y también de Grothendieck, cumplen que R—DMod y R—CMod son categorias equiva-
lentes. Puede pensarse que la condicién de abelianidad para R—DMod esta asociada a la exis-
tencia de una equivalencia entre las dos categorias. El siguiente ejemplo muestra un anillo R
tal que R—DMod es abeliana (Grothendieck) y no es equivalente a R—CMod.

Proposicién 6.37 Sea X = {x,, : n € N} un conjunto numerable, y P = {x;x; : i > j}. El anillo
R = k(X)o/(P) satisface las siguientes condiciones:

~

. Es un dlgebra monomial no unitaria.
2. La categorin R—DMod es Grothendieck.

3. Si {xo, : s € N} es una sucesion de elementos de X entonces existe s € N tal que 0 =

Tog*** TagLoy-
4. La categoria R—CMod es 0.

5. Para cada n € N se cumple x125 - - x, # 0.
6. La categoria R—DMod no es 0.

7. Las categorias R—DMod y R—CMod no son equivalentes.

Nota: El por qué de este anillo nace de la idea de anillo T-nilpotente y de los resultados
[16, Corolario 3.11] y [16, Corolario 3.12].

Demostracion:
La condicién (1) es la definicién de dlgebra monomial no unitaria dada en la Seccién 6.2. La
condicién (2) es consecuencia de (1) y de Teorema 6.24

Sea {z,,, : n € N} una sucesion de elementos de X tales que z,, - - o, o, # 0 para cada
s € N. Entonces por la forma de definir el conjunto P se debe cumplir que as < --- < a2 < g
para cada s € N. Obtendriamos una sucesién de nimeros naturales estrictamente decreciente
sin un minimo, lo cual resulta imposible. Deberé existir s € N tal que oy = a,41, por lo que
Ta,,, 2221 = 0 en R, que prueba (3).

La condicién (3) hace que R sea un anillo 7-nilpotente por la derecha. Usando [16, Coro-
llary 3.12] se concluye que R—CMod = 0.
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. o _ —1 / .
Siz;---x, = 0, entonces, por Lema 6.8, x5 - - z,, = Zpe P., (x] p)ap para ciertos elementos

-1
apen A.Pero Py, = {p € P: 21 2 p} = {z121}, luego o - - -, = (x] 2121)a} 5, = 21004,

es decir, 29 - - - @, — 210,

. . _ —1 /
z12, = 0. Nuevamente por el mismo lema z3 - - z,, = Zper (x5 p)ay,

1 /
T2X20y, p, T

_ / / Ly _ — /
= L9004, T410;,,, - Repitiendo el procesosellegaaque zn = 3 cp,  (2,°1p)ay,

En este caso P, = {p € P : xo < p} = {xaxg, 2021}, luego z3---z,, = x5

—1 /
Loy nglamm

Y Py ={tn-12p_j:j=1,--- ,n—1}luegox, = xn 104, .  + --+x1a, . .Sellegarda

quel=3 cp (z,,'p)a;, porlo que 1 € k(X)o, lo cual es imposible. Asi que x; - - - z,, # 0 para
cada n € N, que prueba (4).

La condicién (5) hace que R no sea un anillo T-nilpotente por la izquierda. Usando [16,
Corollary 3.11] concluimos que R—DMod no es 0.

La dltima condicién es clara porque el objeto 0 se conserva por equivalencias, y una cate-
goria con objetos que no son cero no puede ser equivalente a otra categoria donde est4 tinica-
mente el objeto cero.

O

6.7.2. Ejemplo 2.

En [11] se establece cuindo R—DMod y R—CMod son equivalentes mediante los funtores
canénicos D y C. En el ejemplo anterior hemos mostrado que, en general, las categorias no
son equivalentes. A continuacién mostraremos un ejemplo donde si son equivalentes pero no
mediante los funtores canénicos.

Trabajaremos en el anillo £(X); donde X serd un conjunto finito. Los elementos de X
serdn representados como X = {z,x2, -+ ,xzs} con s € N.

Proposiciéon 6.38 1. Un R-médulo M estd en R—CMod si y sélo si el homomorfismo de grupos
abelianos

M — M~
m— (xm)zex
es un isomorfismo.

2. Un R-médulo M estd en R—DMod si y sélo si el homomorfismo de grupos abelianos

MY — M
(mm)xeX = Z Ty

zeX

es un isomorfismo.

Demostracion:
Vease [17, Proposicién 8.15] O
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Proposicion 6.39 1. Sea M un R-modulo libre de torsion, entonces C (M) = M (X*) donde
X* = {a* : x € X}, siendo los elementos de M (X*) sumas finitas de elementos de la forma
Lo, -xymeonn € Nyay € X para j = 1,--- ,n, y definiendo las siguientes operaciones

para todoy € X,

0 sin>1 y z, #Y
yx(’;n...lem: m(’;n_l---x’{m stn>1 y x4, =V
ym sin =10

2. Si M es un R-médulo unitario, entonces
D(M)=lmM®pg---®r ROr M

Demostracion:
Vease [17, Proposicién 8.17]. O

Lema 6.40 1. Si M € R—DMod entonces M es libre de torsion.

2. Si M € R—CMod entonces M es unitario.

Demostracion:

1. Si M € R—DMod entonces ¢ es un isomorfismo. Sea m € M tal que Rm = 0. En parti-
cular, zm = 0 para cada x € X por lo que ¢((m)zex) = >, c x m = 0. Necesariamente
m = 0. Asi M es libre de torsion.

2. Si M € R—CMod entonces 7 es un isomorfismo. Sea m € M y (mgy)zex el elemento
de MX tal que my, = my m, = 0 para cada x # z;. Existe un tnico m’ € M tal que
(my)zex = Y(m') = (xm/)zex, luego m = zym’ € RM, y por tanto M = RM. Es decir,
M es unitario.

O

Este lema nos permite utilizar las férmulas de la proposicién anterior para el calculo de
C(M)siM € R—DMod oD (M) si M € R—CMod.

Proposicion 6.41 Sea M un R-médulo cerrado entonces Co D (M) # M.

Demostracion:

D(M)=lmR®gr--®@r RQr M
Tenemos el homomorfismo v : D (M) — M que es sobreyectivo por ser M R-unitario.
Entonces C (v) es un isomorfismo si y sélo si Ker(v) y Coker(v) son de torsién (ver [17, Propo-

sicién 5.1]). Veamos que Ker(v) no es de torsion.
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Sea m € M, podemos encontrar m' en M tal que m = zym'y 0 = a;m parai # 1. La
existencia del elemento m/' estd garantizada por ser M un médulo cerrado. El elemento

k veces
—N—
0,22 @m, 21 @y @xim’, -+, 21 QT ® - - - @ 2 D(x3)m)
estden D (M) yaque 0 = zom’ y
k—1 veces k—1 veces

A — _
T1RTI R @ xo ®x2(x§)km) =1 QTR ® X ®(:U§)k 1m)

Sea [ el elemento anterior de Ker(r). Entonces para cada k € N se cumple que ¥ # 0, ya
que

k veces k veces

—TN— —TN—
(1 @T2® - @ 12@(xh)m) =21 @71 ® - @ 21 @7 (a})m) =

k veces

——
TIRT Q- Q1 @m)

Entonces la componente k de 2}l es distinta de cero, luego 2%l # 0, y asi [ no es un ele-
mento de torsion. [

Esto prueba, como ya hemos comentando, que los funtores D y C no establecen, en general,
una equivalencia de categorias entre R—DMod y R—CMod. Sin embargo, en este caso concreto,
las categorias si son equivalentes.

Proposicion 6.42 Sea X un conjunto finito entonces k(X )o—DMod es equivalente a k(X )o—CMod.

Demostracion:
Sea M un k(X )o-médulo firme. Denotamos por ¢ : MX — M el isomorfismo

((mx)J:EX)(b = Z My

zeX

proporcionado por Proposicién 6.38. Para cada = € X, escribiremos 7, : MX — Mei, : M —
M para referirnos a la proyecciones e inclusiones canénicas.

Vamos a dotar a M de estructura de k(X )o-médulo cerrado como sigue: dado m € My
r € X, definimos - m = (m)¢~! x .. Con este producto M es, efectivamente, un médulo
cerrado, pues si m es un elemento de M tal que 0 = (- m)zex = ((m)¢~"! * m;)zcx, entonces
0= (m)p—t*m, para cada z € X, luego 0 = (m)p~1, y como ¢ es un isomorfismo, debe ser
m = 0. Ademds, si (m,),cx es un elemento de M, tomamos m = > zex TMg. De este modo
(M2)zex)d = > e x My = m, luego (m)¢~! = (my)zcx. Entonces, (z - m)zex = ((m)o~! =
To)zex = ((M2)2ex)T2)zex = (Mg)zex. Siguiendo el primer apartado de la Proposicion
6.38, concluimos que M con el producto - es un médulo cerrado.
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Definimos el funtor F' : k(X)p—DMod — k(X)o—CMod por F(M) = (M,-) para M €
E(X)o—DMod y F(f) = f para cada k(X )p-homomorfismo f : M — N en k(X),—DMod.
Ya hemos visto que (M, -) pertenece a k(X)o—CMod, faltaria ver que f : (M,-) — (N,-)
es un k(X )p-homomorfismo con el producto . Dados m € M y x € X, se tiene que x -
(m)f =((m)f)g~t *mp.Sim =3, .y xmy, entonces (m)¢ ' = (my)zex, luego z-m =my, y
como f es un homomorfismo se tiene que (m)f = (3_,cx tma)f = > cx 2(ms) f, de donde
x - (m)f = (my)f. Utilizando estas igualdades se sigue que (z - m)f = (my)f =« - (m)f, por
lo que f es un k(X )o-homomorfismo para el nuevo producto definido.

Es claro que F' es un funtor fiel, pues si 0 = F(f) = f, para algin homomorfismo f :
M — N, entonces f = 0. Por otro lado sea f : F(M) — F(N) un homomorfismo en
E(X)o—CMod. Este homomorfismo es de la forma f : (M,-) — (N, ). Veamos que f : M —
N es también un homomorfismo. Por la forma de definir el producto - para cadam € My
x € X setiene que z - (xm) =mysiy € X cony # z, entonces y - (xm) = 0. Asi,

z-a(m)f = (m)f = (@ -em)f =z - (em)f

y-x(m)f=0=(y-am)f =y (zm)f

donde se ha utilizado en la dltima igualdad que f es un homomorfismo. Como estas igualda-
des permanecen fijados un z € X y paracaday € X, siendo (V, -) un médulo de k(X )o—CMod
se sigue que z(m)f = (xm)f paracadam € My x € X. Luego f : M — N es un homomor-
fismo en k(X)o—DMod, y F(f) = f. Concluimos que el funtor F' es un funtor pleno.

Ademds, F' es un funtor representativo. Si M € k(X)o—CMod, y ¢ : M — M X es el
isomorfismo proporcionado por la Proposicién 6.38, definimos un producto * tal que (M, )
sea un k(X )o-modulo firme como sigue: dado m € M y y € X, hacemos

Yyxm = w_l((m)iy)

Veamos que ¢ : (M, *)* — (M, %) es un isomorfismo. Si 0 = ¢((mg)zex) = D ex T * My

entonces 0 = ZmeXx My = ZmeX w_l((m:r)lzv) = Zz)_l(zxex(mm)im) = ¢_1((mx)m€X)-
Como v es un isomorfismo, entonces 0 = (my)zcx, Y ¢ es inyectiva. Sea, ahora, m € My

definimos m, = ((m)Y)m,, entonces ((Ma)ecx)d = Yopex T * My = > o ((Mg)iz)p™! =

(X sex (M) 7)ig) ™t = ((m)y)y~' = m, por lo que ¢ es sobreyectiva. Concluimos que 1
es un isomorfismo y que (M, %) es un k(X)o-médulo firme.

Falta comprobar que M = F((M,)) = ((M,x),-). Dados m € M y x € X, se tiene que

z-m=((m)¢~")mg

Sim = ((mylyex)d = Xyex ¥ *my = Fex((my)iy)Y™", entonces ((m)¢™ )z = ma.
Pero, desarrollando mads la igualdad, se sigue que

m = Z((my)iy)w_l = (Z(my)iy)¢_l = ((my)yex )
yeX yeX

1 es el isomorfismo que hace que M sea un k(X )o-médulo cerrado con el producto natural
de M. De este modo, podemos concluir que
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(my)yex = (M)Y = (ym)yex

Es decir, m, = ym para cada y € X. Utilizando las igualdades anteriores deducimos que

T-m=my =1Im

y asi, M = F((M,x)).
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Capitulo 7

La Categoria de Modulos Unitarios

A lo largo de esta memoria hemos estudiado fundamentalmente la categoria de médu-
los firmes para un anillo asociativo R. Existe una eleccién alternativa que es la categorfa de
modulos unitarios. En este capitulo vamos a hacer algunas consideraciones sobre esta elec-
cién y comprobaremos que si la categoria de médulos firmes no es abeliana, la de médulos
unitarios tampoco lo es, lo cual nos dird que la eleccién de la categoria de médulos unita-
rios no es una alternativa para solucionar el problema de la no abelianidad de la categoria de
modulos firmes.

Veremos también que la categoria de médulos unitarios y la de médulos firmes coinciden
en algunos casos importantes en lo cuales se hace la elecciéon de la categoria de médulos
unitarios para el estudio del anillo R.

7.1. Monomorfismos y ntcleos

Los monomorfismos juegan un papel importante en la categoria de médulos firmes, pues
probar que la categoria de médulos firmes es abeliana es equivalente a probar que todo mo-
nomorfismo es un nucleo. No obstante, hasta el momento no ha sido posible asegurar que
la categoria sea abeliana en general, por lo que desconocemos si todo monomorfismo es un
nucleo. Esto nos ha llevado a estudiar como son los monomorfismos y los nicleos en la cate-
goria, para poder establecer posibles relaciones entre ellos, tal y como puede verse en Capitu-
lo 3. A lo largo del capitulo trabajaremos también sobre la categoria de R-médulos unitarios.

Proposicién 7.1 Sea U la categoria de médulos unitarios. Sea f : M — N en U un morfismo,
Im(f) la imagen de f calculada en A—Mod, N/Im(f) calculado en A—Mod yp : N — N/Im(f) la
proyeccion candnica. Entonces f es un niicleo en U si y sélo si f es el niicleo de p.

Demostracion:
Sif: M — N estdenlU entonces Im(f) es R-unitario. Al ser NV unitario, siempre se tendrd que
N/Imf es unitario. Esto prueba que si f estd en U entonces p también estd en .

Supongamos que f es el nicleo de h : N — C, entonces fh = 0 e Im(f) C Ker(h)
calculados estos objetos en A—Mod. Probaremos que f es el nticleode p.Sig: L — N cumple
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que gp = 0, entonces Im(g) C Ker(p) = Imf C Ker(h). Asi, gh = 0 y entonces, usando que f es
el ndcleo de h, existe un tinico morfismo g : L — M tal que gf = g. Por lo que f es el ntcleo
de p. O

Proposiciéon 7.2 Sea f : M — N un homomorfismo en R—DMod. Son equivalente:

1. f es un monomorfismo en R—DMod.
2. f es un monomorfismo en la categoria de R-mddulos unitarios.

3. Ker(f) calculado en A—Mod es un R-mddulo evanescente.

Demostracion:
La equivalencia entre (1) y (3) es [18, Proposition 12.5] y puede verse en [17, Proposiciéon 5.11],
y en Capitulo 3.

Supongamos (3) y sea h : U — M un homomorfismo en la categoria de R-médulos unita-
rios tal que hf = 0. Entonces Im(h) C Ker(f), pero Im(h) es unitario y Ker(f) es evanescente,
por lo que Im(h) debe ser cero, luego h = 0. Esto prueba que f es un monomorfismo en la
categoria de R-médulos unitarios (2). La categoria de médulos firmes es una subcategoia de
la categoria de médulos unitarios, asi que (2) implica (1) de forma trivial. O

Noétese que si el monomorfismo de la proposicion se considera en la categoria de R-médu-
los unitarios no podemos asegurar que sea un monomorfismo en R—DMod. De hecho, no po-
demos asegurar que sea un homomorfismo en R—DMod, ya que los médulos unitarios con-
siderados para formar el homomorfismo no tienen por qué ser firmes. Mas adelante volvere-
mos a preguntarnos sobre la relaciéon entre médulos unitarios y firmes, pero ahora podemos
dar un resultado alternativo cuando el monomorfismo parte de la categoria de R-médulos
unitarios.

Proposicion 7.3 Sea f : M — N un homomorfismo en la categoria de R-mddulos unitarios entonces
f es un monomorfismo si y sélo si D (f) : D (M) — D (V) es un monomorfismo en R—DMod.

Demostracion:
Supongamos que f es un monomorfismo. Probaremos que Ker(D (f)) es evanescente. Sea
o un soportey g : (o)) — D (M) un homomorfismo tal que g * D (f) = 0. Entonces 0 =
g*D(f)*pun = g pun * f. Como f es un monomorfismo, se tiene que Ker(f) es evanescente,
luego g * piyr = 0. Nuevamente, Ker(sp7) es evanescente, por lo que g = 0. Concluimos que
Ker(D (f)) es evanescente y, por tanto, un monomorfismo en R—DMod.

Supongamos, ahora, que D (f) : D (M) — D (IN) es un monomorfismo en R—DMod. En-
tonces la proposicién anterior asegura que Ker(D (f)) es evanescente. Probaremos que Ker(f)
es evanescente. Sea o un soporte unitario y ¢ : (o)) — M un homomorfismo tal que g* f = 0.
Existe un tinico g : (o)) — D (M) tal que g * pups = g. Entonces 0 = g« f = G* upr * f =
g+ D(f)* pun. Como Ker(un) y Ker(D (f)) son evanescentes se sigue que g = 0y, de aqui,
g = 0. Entonces Ker(f) es evanescente y f es un monomorfismo. [J

Corolario 7.4 Si existe un monomorfismo f que no es un niicleo en R—DMod, entonces f es un
monomorfismo que no es un niicleo en la categoria de R-médulos unitarios. En particular, si R—DMod

no es abeliana entonces la categoria de R-mddulos unitarios no es abeliana.
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7. La Categoria de Moédulos Unitarios

Demostracion:
Si f es un monomorfismo en R—DMod entonces f es un monomorfismo en la categoria de R-
modulos unitarios por la proposicién 7.2. Si f fuera un ntcleo en la categoria de R-médulos
unitarios entonces serfa un ntcleo en R—DMod, ya que R—DMod es una subcategoria de la
categoria de R-moédulos unitarios. Pero, por hipétesis, f no es un nicleo en R—DMod, por lo
que tampoco serd un ntcleo en la categoria de R-mddulos unitarios.

Si R—DMod no es abeliana existe un monomorfismo en R—DMod que no es un ntcleo. El
argumento anterior asegura que también sera un monomorfismo que no es un ntcleo en la
categoria de R-médulos unitarios, por lo que no es abeliana.

O

7.2. La categoria de médulos unitarios

Hemos visto que las dos categorias (de médulos unitarios y médulos firmes) tienen igual
tipo de monomorfismos: homomorfismos de A-médulos con ntcleo calculado en A—Mod
evanescente. En esta seccién estudiaremos cudndo la categorfa de R-moédulos unitarios es
abeliana y veremos que, en ése caso, es una categoria de médulos firmes. Tendrdn un papel
importante los anillos xst. La siguiente definicién puede encontrarse en [10].

Definicién 7.5 Un anillo R no unitario se dice que es un anillo xst-derecha (izquierda) si todo submodu-
lo de un R-médulo por la derecha (izquierda) unitario es también unitario.

En dicho trabajo pueden encontrarse caracterizaciones de este tipo de anillos. Aqui esta-
bleceremos una nueva caracterizacién que muestra la relacién que mantienen con los médu-
los firmes y cdmo es determinante para asegurar la abelianidad de la categoria de médulos
unitarios.

Proposicion 7.6 Sea R un anillo, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es un anillo xst-izquierda.

2. Todo R-médulo unitario es firme.

Demostracion:

(1) = (2) Sea M un R-moédulo por la izquierda unitario y consideramos el homomorfismo
prv : R®a M — M. Como M es unitario, pys es sobreyectiva ya que Im(pps) = RM =
M. Ademads, R ®4 M es R-unitario pues cada m € M puede escribirse como m =
>y rim; (con I un conjunto finito) y dado » € R podemos escribir r@m = r®y ; rim; =
Yoyrri@m =r(d;r;®m) que es un elemento de R(R®4 M). Los elementos de R® 4 M
son sumas de elementos de la formar®mconr € Rym € M,asi ROaM = R(R®aM).
Como Ker(ppr) es un submédulo de R ®4 M por (1) se tendra que Ker(p7) es unitario.

Sear € Ry > ,;ri®m; € Ker(uy), entonces (>, @ my;) = Y ;i @ m; =1 ®
O rimi) =17 @ pp (> ;1 @ m;) = 0 que prueba que R(Ker(par)) = 0. Entonces 0 =
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7.2. La categoria de moédulos unitarios

R(Ker(unr)) = Ker(uar). Concluimos que pp es inyectiva y por tanto un isomorfismo.
M es un R-médulo firme.

(2) = (1) Sea M un R-médulo unitario y K un submoédulo de M. El médulo M /K es tam-
bién unitario y por (2) se tiene que M y M /K son médulos firmes. Utilizando 2.19 se
concluye que K es R-unitario.

O
Proposicién 7.7 Si R es un anillo xst-izquierda entonces R—DMod es abeliana.

Demostracion:
Sea f : M — N un monomorfismo en R—DMod, entonces Ker( f) es un médulo evanescente y,
al ser un submédulo de M que es unitario y R un anillo xst-izquierda, también sera unitario.
Necesariamente Kerf = 0y f es una aplicacién inyectiva. Asi f es el nticleo del homomorfis-
mop: N — N/Im(f)en A—Mod.

Para cualquier A-médulo L (en particular, para los R-médulos firmes) y cualquier homo-
morfismo h : L — N con Im(h) C Im(f) existird un tnico homomorfismo g : L — M tal que
f oG = g. Esto prueba que todo monomorfismo en R—DMod es un nticleo y R—DMod es una
categoria abeliana. [

Teorema 7.8 Sea R un anillo, entonces la categoria de R-mddulos por la izquierda unitarios es abe-
liana si y solo si R es un anillo xst-izquierda.

Demostracion:
Supongamos que la categoria de médulos unitarios es abeliana y sea /M un R-médulo uni-
tario. Entonces el homomorfismo vy, : D(M) — M es un monomorfismo en la categoria de
mobdulos unitarios pues Ker(vys) es un moédulo evanescente. Tomamos idys : M — M el ho-
momorfismo identidad, entonces Im(idys) = Im(vys) (ya que Im(vpr) = M por ser M unitario)
y debe existir g : M — D(M) tal que idys = g * vp.

Tomamos el homomorfismo idp () —var* g : D(M) — D(M), entonces (idp(ar) — Var * g) *
vM = VyM — vy x gk vy = vy — vy = 0, es decir, Im(idp ) — v * g) C Ker(vyr). Dado que
Im(z‘dD(M) — v * g) es unitario y Ker(v)/) es evanescente se deduce que z'dD(M) —vpyxg=0,
o, equivalente, idp ) = v * g. Concluimos que vy es una aplicacién inyectiva y, por tanto,
un isomorfismo. M debe ser un mdédulo firme.

Si R es un anillo xst-izquierda entonces la categoria de médulos unitarios coincide con
la categoria de médulos firmes (todo médulo unitario es un médulo firme). La proposiciéon
anterior muestra que esta tltima es abeliana cuando R es un anillo xst-izquierda. [

Las tnicas categorias de R-mddulos unitarios abelianas son aquellas que provienen de un
anillo R xst-izquierda. Los médulos firmes y unitarios coinciden. Este resultado nos permite
pensar que la categoria de médulos unitarios es una categoria no del todo buena, a la que
debemos asegurar que sus médulos son también firmes para que tenga buenas propiedades,
en particular para que sea abeliana.

Ejemplo 7.9 Sea R un anillo no unitario tal que R es un ideal bildtero de un anillo unitario regular
A. Cada R-médulo serd un médulo plano en A—Mod. En particular, todo R-médulo unitario serd un
R-médulo firme. Asi que R es un anillo xst.
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Capitulo 8

Contraejemplos

8.1. Introducciéon

El estudio de la categoria de médulos firmes plantea, de entrada, una cuestién natural.
(Tiene estructura de categoria abeliana? Son conocidos ejemplos de anillos donde la categoria
es abeliana, como son el caso de las dlgebras monomiales estudiadas anteriormente, o los
anillos tensor-idempotentes estudiados en [11]. Sin embargo, no ha sido posible establecer si
la categoria de médulos firmes es siempre abeliana [20].

A la hora de afrontar este problema resulta crucial el poder asegurar si todo monomor-
fismo es ntcleo de su conticleo, o, equivalente, que todo monomorfismo sea un ntcleo. En
el Teorema 5.20 se han establecido, ademds, condiciones necesarias que debe cumplir la cate-
goria para ser abeliana.

En la primera seccién daremos una respuesta negativa sobre si la categoria de médulos
firmes es siempre abeliana. El anillo considerado nos permitird encontrar un monomorfismo
de médulos firmes que no va a ser un ntcleo en la categoria de médulos firmes.

En la segunda secciéon probaremos que el funtor limite directo no es en general exacto en
la categoria de médulos firmes. Los resultados del Capitulo 5 nos permitiran asegurar que
tampoco en este caso la categoria es abeliana.

8.2. La categoria de médulos firmes no es siempre abeliana

Sea k un cuerpoy X = {x,y, 21,22, , 2, -+ } un conjunto numerable. Sea S = k(X )¢ y
B = k(X). Definimos el conjunto P como

P={zz1} U{zzn —zn_1y :n € Nyn > 2} = {z21,220 — 21y, 723 — 22y, 024 — 23y, }
El ideal de B generado por P sera I, es decir, I = BPB. Denotaremos por A = B/I

y R = S/I. Seaw : B — A la proyeccién canénica. Probaremos que R—DMod no es una
categoria abeliana.
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8.2. La categoria de médulos firmes no es siempre abeliana

Lema 8.1 El anillo A es graduado, es decir, A = ], 5o km(X)" y R =[], kr(X)"

Demostracion:
Es claro que A = ) ., k7 (X)". Debido a los elementos que generan I, las relaciones que se
satisfacen en A no varfan los grados, salvo los monomios que contienen a zz; que se hacen
cero. Asi, dados n,m € N se tiene que 7(X)™ N7 (X)" = 0. O

Lema 8.2 (a) Sea a un elemento de A, entonces

(1) Sian(x) =0, entonces a = 0.
(2) Siarn(y) =0, entonces a = 0.

(3) Siam(z,) = 0, entonces existe a’ € A tal que a = o'm(x)".

(b) Sea (an)acx € A tales que Y cx aam(a) = 0, entonces a, = 0y podemos encontrar
elementos (al))nen € AN tales que a, = — D20y T(2n-1) Y @z, = apm(z) para cada
n € N,

Demostracion:

El ideal I esta generado por Py es de la forma BPB. Obsérvese que B puede descompo-
nerse como S + k. Entonces BPB = BP(S + k) = BPS + BPk = BPBX + BP donde se ha
tenido en cuenta que S = BX y k conmuta con los elementos de B siendo, ademds, Bk = B.

Utilizando la igualdad I = BPB = BPBX + BP = I X + BP un elemento genérico de /
puede escribirse en la forma:

Ug T + UyY + Z Uz, 2n + D121 + Z bn(xzn - anly) =
neN n>2

Uz + (Uy — Z bnzn-1)y + Z(uzn + bpx) 2y,

n>2 n>1

donde u, € I paracada o € X yb, € B paracadan € N, siendo todos ceros salvo un
numero finito.

(a) Seaa € Ay tomamos b € B tal que a = m(b)

(1) Si an(z) = 0, entonces w(bx) = 0 por lo que bz € I. Usando la descomposiciéon
anterior, b = u, con u, € I, asi a = w(b) = w(u,) = 0.

(2) Sian(y) = 0, entonces 0 = 7w(b)w(y) = w(by) por lo que by € I. Usando otra vez
la descomposicién anterior se obtiene que b = uy, — >, <o bnzn—1 y Uz, + bpx =0
paran > 1. Entonces 0 = 7(u,, + byz) = 7(us,) + m(bpx) = 7(b,)7(z) para cada
n € Nyaque 0 = m(us,) al ser u,, un elemento de /. Usando (1) obtenemos que
7(bn) = 0 para cada n € N. Entonces a = m(b) = 7(uy) — >, ~o 7(bn)7(2n-1) = 0.

(3) Haremos la prueba por induccién sobre 7.

Si0 = an(z1) = 7(b)m(21), entonces bz; € [ y asi b = u,, + byz. Como u,, € I se
tiene que 7(u., ) = 0 luego 7(b) = 7(b1)w(x).
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8. Contraejemplos

Supongamos que hemos probado el resultado para n y que am(z,+1) = 0. Entonces
bzp+1 € Iy usando la descomposicion delideal I obtenemos que b = u.,, ., +by 412
Entonces

0= am(2nt1) = T(Uzpyy + bp12)T(2n41) =
T(bn41)m(22p41) = T(bp11)7(2ny) = T (bpt120)7(y)

donde hemos utilizado que 7(xzp4+1) = 7(2,y) al ser xz,41 — 2,y un elemento de

1.
Usando (2) obtenemos que 0 = m(by112,) = 7(byy1)7(2n) y por hipétesis de
induccién podemos decir que 7(b,+1) = a/m(x)" para algin o’ € A, entonces

a=mb) =7(us ., +bos12) = T(bps1)m(x) = a'm(z)" L
(b) Sean b,,b,,b,, € B, todos cero salvo un namero finito, tales que a, = 7(b;), ay, =
n(by) and a., = =(b.,). Entonces m(byx + byy + > cnbz2n) = aem(z) + aym(y) +
Y nenz,7(2n) = 0 por lo que bz + byy + > cnbz,2n € I 'y podemos encontrar
Uy, Uy, Uz, € 1y by, € B tales que by = ug, by = uy — 32,55 bp 201y bs, = us, + b,7. Sea

! = m(bl,), entonces

an:

S
<
I
3
—
=
<
N~—
I
3
—
<
<
N~—
|
3
—
SN
=
SN—
3
—~
©
i
A
SN—
I
|
S
S~
3
—~
©
i
=
\'_/

Definimos los soportes unitarios o y 7 en la forma
T=A{2":neN}U{l} ={1,z, 2z, zax, -}
o={y":neNyU{l} = {Ly vy yyy, - }

y la aplicacién f : (7)) — (o)) dada por

0 si

(<§>r)f:{ 7 (2n) (y™) si

W
I

1
"

En (7)) se tienen las relaciones (1) = w(x)(z), y, paracadan € N, (z") = wa(z"!) . De
forma andloga, en o se cumple (1) = 7(y)(y)_y (¥"), = 7r(y)<y”“>a paracadan € N.

Proposicién 8.3 Con la definicién anterior f es un homomorfismo en R—DMod.

Demostracion:
Debemos probar que las relaciones en ((7)) se conservan por f. Utilizando que zz; € Iy, por
tanto, m(xz1) = 0, entonces

m(@)((x) ) = m(@)(m(21)(y),) = 0= ((1),)f
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8.2. La categoria de médulos firmes no es siempre abeliana

También z 2,1 — 2,y € I, porlo que m(xz,41) = 7(2,y), y entonces

(@) (")) f = 7(@) (7 (za1) (¥ ),) = m(zay) (™), =

T(z)m(y) (Y™ ), = 7 (2) ("), = (")) f.
O

En los siguientes resultados estudiamos el nticleo de f para conseguir probar que f es un
monomorfismo en R—DMod.

Lema 8.4 Seam € (7)) con (m)f = 0, entonces existe n € Ny a € A tales que m = am(x)™(z")_.

T

Demostracion:

Como m € (7)) podemos encontrarn € Ny r € R tales que m = r(z")_. Entonces 0 = (m)f =
r((z"),)f = rm(z,)(y"), - Entonces, usando Proposicién 2.28, podemos encontrar ¢ € N con
0 = rm(2,)7(y") = rr(zny'). Usando ahora el Lema 8.2 de forma reiterada para la igualdad
0 = r7(2,)7(y)! obtenemos que rr(z,) = 0y asir = ar(z)" para algtina € A.

Corolario 8.5 Sea m € (7)) con 0 = (m) f, entonces existe a € A tal que m = a(1)_.

Demostracion:
Sabemos, por la proposicién anterior, que existe a € A tal que m = an(x)*(z") . Perow(x)"(2"), =
(1), luegom = a(l) . O

Corolario 8.6 Los A-médulos Kerf y A son isomorfos. En particular, f es un monomorfismo en
R—DMod.

Demostracion:

Sea ¢ : A — Ker f la aplicacién dada por (a)¢ = a(1).. El corolario anterior establece que ¢ es
sobreyectiva. Ademas, si 0 = (a)¢ = a(l)_, entonces existe n € N tal que 0 = an(z)". Usando
Lema 8.2 se obtiene que a = 0 y asi m = 0.

A es un R-moédulo evanescente porque N,enR™A = 0 ya que los elementos de A deben
tener un grado finito. Entonces Ker f calculado en R—Mod es un R-médulo evanescente, por
lo que f es un monomorfismo en R—DMod. [J

Proposicién 8.7 El A-médulo A satisface

lim

I
=y
3
N

Demostracion:
Para cadan € N sea



8. Contraejemplos

El elemento (a,, + R"A),cn estd en lim ﬁ porque a,, — an41 = —7(z)" € R"A, asi a,, +
. A
lim A

R"A = ap41+R"Ain A/R"A. Supongamos que (a, + R"A)pen+A = 0en % entonces
existe un elemento a en A tal que a, — a € R"A para cada n € N. Podriamos encontrar
asi elementos b,, en R" A con grado mayor o igual que n para cada n € N tal que

a=ap+b, =m(x)+7(@)?+ - +7()"" " +b,

De este modo a tendria representaciones de todos los grados, lo cual contradice que a deba
lim A
tener un grado finito. Deducimos que el elemento (a,, + R"A),en + A no es cero en — 1

. A
lim T4

Probaremos que ademds el elemento anterior se encuentra en la parte unitaria de ———.

A

Obsérvese que para cada n € N se tiene

Entonces

m(x)((an + RnA)neN + A) = (apy1 — 7(x) + RnA)neN +A=(apt1 + R"A)pen+ A=

(r(@)+m(2)’+ -7 ()" 7 ()" + R A)pen+A = (n(z)+7(2)’+ - +7(2)"  +R" A)pen+A =

(an + RnA)neN + A

Es decir (a, + R"A)peny + A = 7(z)((ap, + R"A)nen + A)) que, reiterando la igualdad,
se obtiene (a, + R"A)pen + A = m(2) ((an, + R"A)pen + A)). Asi (a, + R"A)pen + A es un
A

lim A
elemento no nulo en la parte unitaria de — 1 O
Teorema 8.8 Sea k un cuerpo y X = {x,y, 21,22, , 2n, - } un conjunto numerable. Sea P el

conjunto de palabras sobre X formado por {xz1} U {xz, — zn—1y : n € N,n > 2} e I el ideal de
k(X)o generado por P. Finalmente, sea R el anillo no unitario k(X)o/I, entonces R—DMod no es
una categoria abeliana.

Demostracion:
Utilizando la Proposicién 8.7 y el Corolario 3.6, el homomorfismo f es un monomorfismo en
la categoria R—DMod que no es un ntcleo. [J
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8.2. La categoria de médulos firmes no es siempre abeliana

Corolario 8.9 Con el anillo R anterior, existe un R-médulo unitario que no es un médulo firme. Mds
concretamente, Im f es un médulo unitario que no es firme.

Demostracion:

Supongamos que todo médulo unitario es firme, entonces el anillo R es un anillo zst-izquierda
y por el Corolario 7.7 la categoria de médulos firmes es abeliana, lo que contradice el teorema
anterior. Asi, debe existir un médulo unitario que no es firme.

Im f es un médulo unitario por ser imagen de un médulo unitario. Siguiendo la Proposi-
cién 2.19, si Im f fuera un médulo firme entonces Ker f seria un médulo unitario, que contra-
dice que f sea un monomorfismo como establece el Corolario 8.6. [J

Hemos probado que f es un monomorfismo que no es un ntcleo, lo cual es fundamental
para concluir que R—DMod no es una categoria abeliana. Ahora vamos a dar una construcciéon
explicita de un homomorfismo g : P — (o)) con P un médulo firme e Img C Imf, tal que no
existe un homomorfismo h : P — (7)) con hf = g.

Definimos el soporte unitario p por

p={y"a™ i n,m > 0} U {1} =

2 n n 2 2 2.2 2.n
{17'%.7'%' YL, Y, YT, YT, YT, Y Yy, YT 7}

Las relaciones satisfechas en ((p)) son

", =7y, + (@) xy™), n=>0

(@my"), = (@)@ Ny, n=0m=1

Definimos la aplicacién g : ((p)) — (o)) por

mon 0 si m=0
(@) )9 :{ em)(y™) s om1

Lema 8.10 Con la definicion anterior g es un R-homomorfismo.

Demostracion:
Debemos comprobar que g conserva las relaciones satisfechas en p.

({z

({y™),)g =0 =m(z)(w(21){y),) = 7(W)((y"*"),)g + m(x)((xy™) )g,n > 0

yaque m(z)m(z1) = 0, ((y"*1),)g = 0y m(z1)(y"), = ({zy"),)g-

m—1,n

Y

)09 = T(zm-1)(y" )y = T(zmay) (Y™ = (@) (7 (zm) (™)) = 7(2)(&™Y") g, m = 2, > 0

donde se ha utilizado que 7(z)7(2p,) = 7(2m—1)7(y). O
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8. Contraejemplos

Proposicion 8.11 No existe un homomorfismo h : {(p)) — (1)) tal que hf = g.

Demostracion:
Supongamos que si existe un homomorfismo A : ((p)) — (7)) tal que hf = g. Entonces

((2") ) f = 7(z)(y")y = ((&7),)g = (&) )hf

(z"),)h—(2") . =: a, esun elemento de Ker f. Utilizando que ({z") ,)h = 77(:6)((3:"+1>p)h
y (z). = m(x)(x" 1) _se tiene

>

»

=N
—~

T(@)ant1 — w(@) @), + (2"), = 7(@)an

Podemos escribir a1 = 7(x)ay = 7(z)%a3 = --- = 7(x)"an+1, lo que prueba que a; €
U (Kerf) = 0, de donde a; = 0. Si repetimos el proceso con los demds elementos a,,, obtene-
mos que a, = 0 para cadan € N, por lo que ((z") ,)h = (z"),.

De igual forma se prueba que ({zy") ,)h = (z™),, usando que ((z™),)f = ((z™y"), )9 y
((@™),)h = m(@)((z™ 1Y), )h.

Para cadan € N, 0 = ((y"),)g9 = ({y"),)hf, por lo que ((y"),)h € U (Kerf) y usando el
Corolario 8.5 podemos encontrar a,, € A tal que ((y"),)h = a,(1),. Si ocurre que 0 = ((1) )k
entonces

p

0= ((1),)h = m(x)((2),)h +7(y)({y),)h =
m(2) (@), + 7(y)ar(l); = (1 + 7(y)ai)(1),

Entonces usando la Proposicion2.28 existe ¢t € N tal que (1 + 7(y)a1)w(z)! = 0. Usando de
forma reiterada el Lema 8.2 debe ser (1 + m(y)a;) = 0, pero esto no es posible pues entonces

1 € R, porlo que 0 # ((1) )h. Con un argumento similar probamos que 0 # ((y"))h.

Asi, para cada n € N, tenemos

an(1), = ((y™") )h = () ((y"*) )b+ 7 (z)((xy") )b
=m(y)an+1(1), + 7(x)(z), = (T(Y)ans1 +1)(1),

Deducimos que a, = 7(y)ant1 + 1, por lo que
ap =m(y)ay + 1= 7T(y)2a2 +ry)+1=---=
m(y) an +w(y)" 4 w(y) 1

Como esta descomposicion puede ser hecha para cada a,, obtenemos que cada elemento
a, tendria un grado finito, lo cual es imposible.
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8.2. La categoria de médulos firmes no es siempre abeliana

Concluimos que no puede existe h con la propiedad antes mencionada. [J

El resto de la seccién lo dedicaremos a probar que DMod—R si es una categoria abeliana.
Esto probara que la propiedad de ser abeliana no es simétrica respecto del lado considerado
para los médulos firmes.

Lema 8.12 Sea N un médulo en DMod—R y sea (lo)acx € N, tal que 3 lam(a) = 0.
Entonces I = 0y podemos encontrar elementos l; € N tales que ly, = — 3 oo lim(2e-1) Y Lo, =
lim(x) para cada t € N.

Demostracion:
N es un R-médulo firme, luego > oy lo @ 7(a) = 0 € N ®4 R. Usando [24, Proposition 1.8.8]
existe un conjunto finito J y una familia de elementos n; € Nya;, € Aconje Jya € X
tales que

1. ajo = 0 para todos los (j,a) € J x X salvo un nimero finito.

2. Y nex @jam(a) = 0 paracada j € J.

3. 1, = ZjeJ Njljq-.

Usando Lema 8.2 podemos probar que aj, = 0 para cada j € J y podemos encontrar

ay, € Atal que ajy = — ) sy ajym(z-1) y aj., = ajym(x) paracada j € Jycadat € N. Sea
Iy =3 e s i@}, entonces

l$ ::j£:7Qﬂ%¢ =0

jeJ
y—E:nJaJy— E:”J]tﬂztl E E:n]]t m(z-1) Elt m(2t-1)
JjeJ jeJt>2 t>2 jeJ t>2
= E :njajzz E 5 ]tﬂ- ) = lym(x)
jeJ jeJ

]
Teorema 8.13 La categoria DMod— R es abeliana para el anillo dado en Teorema 8.8.

Demostracion:
Sea f : M — N un monomorfismo en DMod—R. Probaremos que f es una aplicacién inyec-
tiva, por lo que serd el ntcleo de p : N — N/M en Mod—A y entonces f es el nticleo de p en
DMod—R (ver la prueba de la Proposicion 7.6). Esto prueba que DMod—R es una categoria
abeliana.

Si probamos que Ker( f) es R-unitario, entonces Ker(f) = 0 porque f es un monomorfismo
y Ker(f) debe ser evanescente.

Seaw € Ker(f) C M, entoncesw = Y.y ma7(a) para algin (mq)acx € M), Entonces
Y aex f(ma)m(a) = f(w) = 0en N. Usando el lema anterior sabemos que existen elementos
l € N tales que f(mg) =0, f(my) = =3 sy lim(zi-1) y f(mz,) = lim ().
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Para cada m., € M = MR podemos encontrar elementos (todos cero salvo un niimero
finito) m.,s € M tales que m., = 3 5.y m.,57(3), entonces

0= f(mz,)— l;w(z) = (f(mze) — l; ) (z) + f( mz,sy )+ Z flmz,.,)m
seN

Usando otra vez el lema anterior tenemos que f(m.,,) — I} = 0 para cada ¢ y asi [} =
f(mz,z). Sea wy = my, wy = my+ Zt22 MaT(24—1) Y Wz, = My, — My, (x). Estos elementos
estan en Ker(f), porque

flwy) = f(my) + Zf M)z = = Y Um(z-1) + ) lw(z-1) =0

t>2 t>2 £>2

flws,) = f(mz,) = f(mz)m (@) = G (x) — L (z) = 0.

Y tenemos que

Zwoﬂr(a) = mgm(x) + (my + Zmztmﬂ' (ze-1) ) + Z (my, — my,m(z)) m(2)

acX t>2 teN
= § moﬂT + E mzta:ﬂ' Zt— 1 E mzta:ﬂ' )
acX t>2 teN

=w+ ;mzw (2t-1) (y)o— W(x)ﬂ(zt)Z—mzlx W(l’)ﬂ(’)(zl) = w.

Esto prueba que Ker(f) es R-unitario y asi debe ocurrir que 0. De este modo, los monomorfis-
mos son ntcleos en DMod—R y la categoria es abeliana. [

8.3. El funtor limite directo no es siempre exacto

En esta seccion vamos a desarrollar un anillo R y un sistema directo de monomorfismos
en R—DMod cuyo limite directo no sea un monomorfismo. Esta categorfa dispondrd, ademads,
de un generador proyectivo, lo cual nos permitird comprobar que la existencia de dicho ge-
nerador (que no es cierto en general) no garantiza la abelianidad de la categoria, ni siquiera
la exactitud del funtor limite directo.

Sea k un cuerpoy X = {z,y} el conjunto formado por las letras z e y. Sea S = k(X)g
y B = k(X), y consideramos el conjunto P = {zy — yx}. Obsérvese que A es el anillo de
polinomios en dos variables z e y, y que R es el subanillo de A formado por los polinomios
que no tienen término independiente.

Denotaremos por I el ideal de B generado por P, es decir, I = BPB,y consideraremos los
cocientes respectivos A = B/Iy R = S/I.Seaw : B — Ala proyecciéon candnica. Probaremos
que en R—DMod el funtor limite directo no es, en general, exacto.

Lema 8.14 Sean a, y a, elementos de A.
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1. Siaym(x) 4+ aym(y) = 0 entonces existe c € A tal que a, = —cn(y) y ay = cn(x).

2. Siam(x)" = 0 para algiin n € N entonces a = 0.

Demostracion:

Elideal I estd generado por Py es de la forma BPB. Obsérvese que B puede descomponerse
como S + k. Entonces BPB = BP(S+ k) = BPS+ BPk = BPBX + BP donde se ha tenido
en cuenta que S = BX y que k conmuta con los elementos de B siendo, ademds, Bk = B.
Utilizando que I = BPB, entonces I = BPB = BPBX + BP =1X + BP

Un elemento genérico de [ serd de la forma

Ua® + uyy + b(zy — yz) = (ue — by)z + (uy + b)Yy
con ug,uy € I'ybe B.

1. Tomamos b,, b, € B tales que a, = m(b;) y a, = w(by).

Si0 = a,m(z) + ayn(y) = m(byx + byy), entonces b, x + byy € I. Utilizando la descompo-
sicién anterior de los elementos de I serd b, = u, — by y b, = u, + bx, por lo que a, =
7(bi) = 7wz — by) = —m(b)(y) = enly) y a, = w(by) = 7(u, + ba) = (b)m() = en(x),
donde ¢ = 7(b) y se ha utilizado que 0 = 7(u,) y 0 = 7(uy) por ser u, y u, elementos de
1.

2. A es el anillo de polinomios en dos variables = e y, y A es un dominio de integridad.
Si 0 = an(z) entonces a = 0 o w(z) = 0. La segunda de las igualdades no puede ser
cierta, asi que necesariamente a = 0. Supongamos el resultado cierto para n € N. Si
0 = ar(z)"*! = an(x)7(z)", aplicando la hipétesis de induccién debe ser ar(z) = 0, y
nuevamente por ser dominio de integridad, se tendrd que a = 0.

O

Sea 7 el soporte unitario dado por (X). 7 es el mayor soporte posible sobre X, para cada
n € N cumple que 7 N X" = X" y estd formado por todas las posibles combinaciones de las
letras z e y. Consideramos el homomorfismo f : (7)) — (7)) definido como sigue:

3. ((y),)f = —m(x)(1),

4. Siz € T entonces:

a) ((zzz).)f =0

b) ((zyy),)f =0

o) ({zyz),)f = (2),
d) ((zzy),.)f =—(2),

Proposicion 8.15 Con la definicién anterior f es un homomorfismo en R—DMod.
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Demostracion:
Tenemos que probar que las relaciones entre los generadores de (7)) se conservan mediante

1.

4. Sea 7 € 7. Para los elementos de la forma (zzx)_y (zyy). es claro que f conserva las
relaciones porque todos las imdgenes se anulan. En los otros casos:

a) m(x)((zzyx), ) f +7(y)((yzyz), ) f = m(x){xz), + 7(y){yz), = (2), = (zyz),)f
b) m(x)({zzzy), ) f + 7(y)(yzzy), ) f = —n(z)(z2), — 7(y)(yz), = —(2), = (zzy),) f

O

Ahora tomamos el médulo firme (7)) (r) y para cada Z € 7 denotamos por iz : (7)) —
(C) ™ Ja correspondiente inclusién candnica. Definimos un homomorfismo « : (7)) — (7)) (r)
como sigue: ((1),.)o =0y paracadaZz € Tconz # 1

(@),)a = Slas™),)f i

Vamos a comprobar que, efectivamente, o es un homomorfismo entre médulos firmes que
es un monomorfismo, pero antes necesitamos probar el siguiente lema:

Lema816 1. SeazZe Tentonces{Se€1:5<zzx}={se7:5<zZ}={s5€7:5<zy}
2. X"l ={zz:ze X"} U{zy:z€ X"}
Demostracion:
5 < zzsiysolosiexistem € T cona # 1 tal que sa = Zzz siy solo si s(az™!) = saz™! =
Zozx~! =Zsiysoblosis < 7yaquear ! podriaser 1sia = .

Por otro lado, es claro que zz y zy son elementos de X! si z es un elemento de X". Si
Z € X", entonces existe 71 € X" y a € X tal que 7 = zja. Pero X = {z,y}, luegoa = z o
a=y.Asi,zZ=z1x0zZ=71y.0

Proposicién 8.17 « es un homomorfismo en R—DMod.

Demostracion:

m(2)((z), o+ m(y) (), ) = w(@) (Y ((ws™),)f #is) + () Q_(ys™ ) f #is) =

s<zm s<y

m(@)(((2) ) f *in 4+ (D) % ia) + (@) ((W),) fxin + (1)) f *dy)
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= m(@)(m(y) (1) )i + 7(y) (=7 (2) (1) )ir = (w(zy —yz)(1),)ir = 0= (1), )ex
donde se ha utilizado que ((1)..)f =0y que zy — yx € I.

Sea, ahora, Z € 7 con Z # 1, entonces

m(@)((x2),)a + 7 (y)(yz),)a =n(z) Y ((ezs™) ) f xis+mly) D ((yzs™'),)f s =

5<zx 5<zy

w(@) Y (wzs ™)) fxis +(y) Y (yzs™ ")) f #is + (@) (1),)f * iz + 7 (y) (1)) f iz =

s<zx s<zy

m(z) Y ((wzs™") ) f vis +m(y) Y ((yzs™) ) f *is

5<zx 5<zy

Y (@) (zzs™) ) f +ly)((yzs ) )f) xis =Y ((zs™),)f *is = ((2),)a

5<z 5<z

U
Proposicion 8.18 Ker(a) = {a(l)_:a € A}

Demostracion:
Sia € A, entonces (a(l),)o = 0, por la propia definicién de .

Supongamos que m es un elemento de ((7)). Podemos encontrar un n € N y elementos
{rz}zexn» de R tales que
m= Z rz(2),
zeX™

Hacemos induccién sobre n. Consideramos n = 1y m = r.(z), + r,(y), tal que m es un
elemento de Ker(«). Entonces

0= (m)a=ra((z),)atry((y))a = ra(((1),) frizt+((2),) frin) +ry (1)) friy+((y) ) f+ir) =

re(m(y) (1) )i + 1y (= () (1) )in

Por lo que 0 = (rpm(y) + (—ry)m(x))(1),. Necesariamente, por Proposicion 2.28, existe
i € N tal que para cadaz € X*, 0 = (r,m(y) + (—ry)7(x))7(Z). En particular para el elemento
de la forma 7(z)’, es decir, 0 = (r,7(y) + (—ry)7m(z))7(x)". Utilizando las dos propiedades del
Lema 8.14, deducimos que existe ¢ € C' tal que r, = cm(z) y —ry, = —cm(y). Asi,

m=ra(e), + 1), = (@) (@), + enly)(y), = c(1),

Supongamos el resultado cierto para n y sea m un elemento de Ker(«) de la forma m =
Y zexnt1 Tz(2) .. Entonces
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0=(m)a= Z Z r=((zs™ 1) ) f * iz =

zeXntl eXntls<z
Z (Zrz“ > ) xiz+rz((1))f xi1) = Z Zrz D xis =
zeXntl s<z zeXntl s<z

D> ral(wzs™)) fristray((yzs™) ) fris) = Y Y (ra((zzs™),) f4rsy ((yzs™),) f)xis

zeX" s<z zeXn 5<z

En el sumatorio la imagen de cada 75 debe ser cero. En particular, para s = z. En este caso,

0 =rep((zzz™ ")) f + 12y (yzz™ ) ) f = r22((2) ) f + 72 () ) f = (rzam(y) + rzy(—m(2))) (1),

Asi, por el razonamiento del principio de la demostracion, existe cz € A paraz € X" tal
que rz; = czm(x) Y 17y = czm(y). De este modo

m = Z rz(z), = Z (rza(zz) +rzy(yz),) = Z (ezm(z)(xz), +ezm(y)(yz),) = Z cz(z).

zeXxntl zZeXnm zeXn zeEX™

Por hipétesis de induccion existe a € A tal que m = a(1)_. [
Lema 8.19 « es un monomorfismo en R—DMod.

Demostracion:

El médulo Ker(a) es evanescente, ya que Ker(«) = Ay para cadan € N, el ideal R" A esta for-
mado por todos los polinomios de grado mayor o igual que n. Si existiera un elemento de
NnenR™A, dicho elemento tendria representaciones de grado mayor o igual que n para cada
n € N. Asi, serfa un elemento de grado infinito, lo cual es imposible. Debe ser 0 = N, enR" A4,
y entonces Ker(«) es evanescente o, equivalentemente, & un monomorfismo. [

Proposicion 8.20 El funtor limite directo no es exacto en DMod—R.

Demostracion:
Llamamos K al A-moédulo Ker(f), y formamos la sucesion exacta por la izquierda en A—Mod,

0 K —1o (r) —2— (1)@

Dado un A-médulo M consideramos el homomorfismo multiplicaciéon 7, : M — M tal
que para cada m € M se tiene (m)m, = m(z)m. Como A es un anillo conmutativo, se tiene

que (r(z)m)my = m(z)m(z)m = w(x)((m)rz) y (w(y)m)me = w(z)r(y)m = ©(y)r(z)m =
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(y)((m)my), luego m, es un R-homomorfismo. Por otro lado, tenemos los siguientes dia-
gramas conmutativos ya que para cada m € (7)) se tiene que (m)a * 7, = ((m)a)m, =
m(z)(m)a = (r(z)m)a = ((m)m,)a:

0 K — () =2 ()
0 K —1 (r) =2 (rH®
0 K —1— (r) =2 (rH?

En el limite, lim K no se anula, ya que si (1) se hace cero en el limite existird n € N tal

que ((1)_)(my)" = 7(z)"(1). = 0. Pero, utilizando el Lema 2.28, existird ¢ € N tal que 0 =
7(x)"m(z). Por el resultado del Lema 8.14 debe ser 7(z) = 0, lo cual es imposible. Ademas,
lim K es un médulo unitario ya que si un elemento estd representado por a(l), cona € 4,
entonces en el limite se tendrd que a(1). = (a)m, (1), = 7w(z)a(l), = w(x)(a(l),), luego
lim K C R(lim K), y la otra contencién siempre se tiene.

Concluimos que existe un sistema directo de monomorfismos tal que el limite directo no
es un monomorfismo. [J

Corolario 8.21 R—DMod no es una categoria abeliana.

Demostracion:
Basta utilizar el Teorema 5.20, ya que si R—DMod fuera abeliana, entonces el funtor limite
directo seria un funtor exacto. O

La construccién anterior puede generalizarse del siguiente modo.

Proposicion 8.22 Sea R un anillo conmutativo tal que R—DMod es una categoria abeliana. Si f :
M — N es un monomorfismo en R—DMod entonces Ker(f) es un R-médulo de torsion con la Defi-
nicién 2.14.

Demostracion:

Sea f : M — N un monomorfismo y sea K = Ker(f) tal que K no es un R-médulo de
torsion. Existird un elemento k£ de K y una sucesion (z,)n,en de elementos de X tal que
T(xp,) -+ m(x2)m(z1)k # 0 para cada ng € N. Formamos los diagramas conmutativos en
A—Mod,
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J f

J f

K M N
| ol ol ]
0 K M N

Los diagramas que aparecen son conmutativos ya que si, por ejemplo, m es un elemento
de M entonces (m)f « 7y, = w(x1)(m)f = (7(z1)m)f = (m)7e, ) f = (M)7wy, * f.
Claramente lim K y lim M no se anulan ya que el elemento k anterior no se anula para

ninguna de las composiciones finitas de los homomorfismos que forman el limite. Ademas,
lim K es un médulo unitario ya que si k es un elemento de K, en cada paso k puede escribirse

en el limite como k = (k)7,;, = 7(x;)k. O

Para finalizar comprobamos que el generador ((7)) es un generador proyectivo de R—DMod.
Proposicion 8.23 (1)) es un médulo proyectivo de R—DMod.

Demostracion:
Sea f : M — N un epimorfismoy h : (7)) — N un homomorfismo en R—DMod. Por el Lema
3.2, existe un soporte unitario p con 7 C p y un homomorfismo g : ((p)) — M tal que

gxf=®, xh

Como 7 es el mayor soporte unitario sobre el conjunto {z, y}, necesariamente p = 7, luego
®,, es un isomorfismo, y asi

h:<1>p_T1*<I>pT*h:<I>p_T1*g*f

por lo que ®,! * g es un levantamiento de h a través de f.
O
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Capitulo 9

Cubiertas Planas

En capitulos anteriores hemos visto que la categoria de médulos firmes es en general
no abeliana. Tampoco dispone de un generador proyectivo en general. A pesar de ello es
posible la utilizacién de técnicas como el argumento del objeto pequefio de Quillen que nos
permitird probar la existencia de cubiertas planas.

9.1. Preliminares

En lo que sigue R serd un anillo asociativo con una descripcion estandar (X, k, 7, I). Lla-
maremos A = k(X)/I. Siguiendo [7]:

Definicién 9.1 Dada una clase F de médulos en A—Mod, una F-precubierta (F-preenvoltura) de
un A-médulo M es un homomorfismo F % M (M % F) con F € F, tal que Hom o(F', F) —
Hom A (F’, M) — 0 es exacto (Hom(M, F') — Hom(F, F") — 0 es exacto) para cada F' € F.

Si ademds, cualquier homomorfismo f : F — F tal que f x ¢ = ¢ (¢ * f = ¢) es un isomorfismo,
entonces p se dice que es una F-cubierta (F-envoltura).

Obérvese que si una F-cubierta (F-envoltura) existe es tinica salvo isomorfismo. Entonces
podemos referirnos a ella como la F-cubierta (la F-envoltura) entendiendo su unicidad salvo
isomorfismo.

Probamos una sencilla propiedad de los médulos firmes que puede verse en [21].
Lema 9.2 Sea F un A-médulo plano. Entonces F' € R—DMod si y sélo si F' es R-unitario.

Demostracion:
(=) Esto es cierto no solo para los A-médulos planos. Cualquier médulo firme es unitario.

(<) Consideramos la sucesion exacta corta
0—-R—-A—A/R— 0.
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Como F es plano, tenemos la sucesion exacta corta
0—>R®4F—A®4F — A/R®@4 F — 0.

Alser A/R®4 F ~ F/RF =0yaque F' = RF,sesigue R® F ~ A®, F ~ F, por lo que
F € R—DMod. O

En lo que sigue Fr_pmod Serd la clase de los A-mddulos planos y firmes (o, equivalente-
mente, la clase de los A-médulos planos R-unitarios). Denotaremos por Fz_puoq 10s moédulos
de la clase

Fi bMed = 1C € A—Mod : Extl(F,C) = 0,YF € Fr_pMod}

Lema 9.3 Sea M € Fr_pmod- Fijamos un cardinal reqular X > {| A|, Ry }. Entonces para caday € M
existe un submédulo puro N de M con |[N| < XN,y € N y tal que N, M/N € R—DMod.

Demostracion:

Recordamos que un submédulo N < M es puro siy s6lo silos sistemas ) a;jx; = n;, nj € N,
a;j € A, 1 <1<k, 1< j < hque tienen solucién en M implica que tienen solucién en N (ver,
por ejemplo, [24, I.Proposition 11.2]).

Por [18, Proposition 9] y Proposicién 2.29 existe un soporte unitario ¢ y un homomorfismo
h : (o) — M tal que ((1),)h = y. Definimos Ny = Im(h). Es claro Ny es un médulo R-
unitario por ser imagen de un médulo firme. Sea Y el conjunto de todas los sistemas lineales
de h ecuaciones con k incégnitas ) | a;jx; = nj, con n; € Ny, entonces |Y| < RA(E+D) = N,
Si Z es el conjunto de todos los sistemas lineales ) a;jx; = nj, con nj € Ny, se sigue que
1Z] < 2 ken 2onen® =Ro - Ro - R=R.

Dado un sistema lineal L = ) aix; = nj, con n; € Ny y una soluciéon del sistema
Y1,Y2, -, Yr en M, tomamos soportes unitarios oy, - - - , 0 y homomorfismos h; : ((0;)) — M
tales que ((1),.)hi = y;, parai =1,2,--- k. Sea g, : Hle {o7) — M el homomorfismo indu-
cido. Entonces |Im(gr,)| = k- X - X < R. Si repetimos este proceso para cada sistema, podemos
definir Ny = No + > ;c;Im(gr). El médulo N es R-unitario porque es suma de médulos
R-unitarios. Con los razonamientos anteriores podemos deducir que |N;| < X +X-X = X. Re-
pitiendo el proceso realizado para construir el médulo N; podemos construir por inducciéon
una cadena

No &N C--- CNp ©---

de submoédulos R-unitarios de M, tales que |N,,| < X, paracadan € N.Sea N = > Ny,
entonces [N| < Xy X = N. Ademds y € N y N es R-unitario por ser suma de médulos
R-unitarios.

Sea ) a;jx; = nj, con n; € N, un sistema lineal con soluciéon en M. Entonces existe un
cierto | € N tal que cada n; estd en IV} y, por la definicién de los submédulos NV, el sistema
tendrd solucién en Ny 1, asi tendra soluciéon en N. De este modo IV es un submédulo puro de
M.

Tomando el homomorfismo inyectivo 0 — N — M si tensorizamos por R ®4 —, como N
es un submoédulo puro de M, entonces tenemos el homomorfismo inyectivo0 — R ®4 N —
R® 4 M.Como M es firme, entonces R® 4 M ~ M, asi que el médulo R-unitario N es también

136



9. Cubiertas Planas

un moédulo firme. Que M /N es un médulo firme es consecuencia de que M es firme y N es
unitario. [J

Corolario 9.4 Sea ' € Fr_pmod Y N un cardinal reqular con X > {|A|, | X|,No}. Existe un ordinal
A\ y una cadena continua de médulos en Fr_pmod, {Na : @ < A}, tal que

L F:Ua<)\Na/

» Not1/No € FR_DMod

» [Nol, [Nay1/Na| <.

Demostracion:
Obsérvese que si aplicamos el Lema 9.3 a F, el submoédulo firme y plano N C F dado en esa
Proposicién cumple que N y F'/N son médulos firmes y planos [24, I. Proposition 11.1].

Sea x € F entonces por el Lema 9.3 existe un submédulo puro Ny de F con z € Ny
y |No| < XN. Entonces F//Ny es un médulo firme y plano. Utilizando este razonamiento con
F/Ny podemos encontrar un submédulo puro Ni de F//Ny que serd de la forma N; /Ny con
Ny € Ny C F. Entonces (F/Ny)/(N1/No) ~ F/N; es un médulo firme y plano. Procediendo
por induccién transfinita obtenemos N1 /N, C F'/N, con las condiciones del Lema 9.3 para
un ordinal o y para un ordinal limite v definimos N, = Uy« N,. Debe existir un ordinal A tal
que F' = Uy<axNq con Ny € Fr_pMod ¥ | Nol, [Nat1/Na| < R.O

9.2. El argumento del objeto pequefio de Quillen

Esta seccion probard que todo A-mdédulo tiene una Fr_pmod-cubierta. Usaremos el argu-
mento del objeto pequefio de Quillen (ver [21, Lemma II.3.3]) pero en una formulacién mas
general (para categorias cocompletas) que aparece en [14, Proposition 11.5.16].

En [14, Sections 10.4 y 10.5] pueden encontrarse las definiciones bésicas que vamos a ne-
cesitar. No obstante, para facilitar la lectura, las introduciremos aqui.

Definicién 9.5 Seani: A — Byp: X — Y dos aplicaciones.

Se dice que i (resp. p) tiene la propiedad de levantamiento a izquierda (resp. derecha) con respecto a
p (resp. i) si, para cada diagrama conmutativo de la forma

a-1ox

~
bS]

hay un levantamiento h : B — X conixh=f y h*xp=g.

Definicién 9.6 Sea A una categoria e I un conjunto de aplicaciones de A.

s Una aplicacion es I-inyectiva si tiene la propiedad de levantamiento derecha respecto a toda
aplicacion de 1. La clase de aplicaciones I-inyectivas se denotard por I-iny.
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» Una aplicacion es una I-cofibracion si tiene la propiedad de levantamiento izquierda respecto de
toda aplicacion I-inyectiva. Denotaremos por I-cof la clase de todas las I-cofibraciones.

Definicién 9.7 Sea A una categoria cocompleta e I un conjunto de aplicaciones de A. Se dice que una
aplicacién f : A — B es un complejo I-cell relativo, si existe un sistema inductivo (X )a<x tal que:

l) XQ - A, B =lim C|{<)\AXO{.
ii) Paracada B < X con 3+ 1 < X\ existe un cuadrado cocartesiano

Cg—>X5

o

Dﬁ —_— Xﬁ‘i‘l
con gg € 1.

I-cell serd la clase de todos los complejos I-cell relativos.

Teorema 9.8 (The small object arqument [14, Proposition 10.5.16]) Sea A una categoria cocompleta e
I un conjunto de aplicaciones de A. Supongamos que los dominios de las apliaciones de I son pequefios
con respecto a I-cell. Entonces existe una factorizacion funtorial de toda aplicacion de A en un complejo
I-cell relativo sequido por una aplicaciéon I-inyectiva.

Con respecto a las hipotesis del teorema, es conocido que todo A-médulo es pequefio, es
decir, dado un A-médulo M hay un cardinal regular «;/ tal que Hom 4 (M, —) conmuta con los
colimites A-dirigidos de sistemas (M, f3a)a<) donde A es cualquier ordinal con cof (A) > ks
(Aqui cof () indica la cofinalidad de A ). Podemos tomar x; = |M|(|M|+]|A|). Asila hipétesis
en [ es satisfecha para todo médulo M.

Lema 9.9 Sea X el cardinal elegido en el Lema 9.3 e I un conjunto de representantes de aplicaciones
inyectivas N — M en A—Mod con |M| < Xy tal que M/N € Fr_pmod- SiT — L es una aplicacién
inyectiva tal que |L/T| <Xy L/T € Fr_pmod entonces (I' — L) € I — cof.

Demostracion:
Como |L/T| < R existe un A-submédulo L C L con |L| < Rytalque L — L — L/T esun
epimorfismo, es decir, L = T + L. Denotamos T = T N L y entonces L/T ~ L/T, por lo que
L/T € Fr_pmod- Obtenemos que la aplicacién inyectiva T — L estd en I.

Consideramos el diagrama conmutativo

I——V
| )
L——W

donde f es I-inj. Puesto que T — Lestd en [ existe h : L — V tal que el siguiente diagrama
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es conmutativo. Puesto que L = T + L y considerando los homomorfismos T — V' y
L — V, obtenemos un homomorfismo h : L — V haciendo el diagrama

T Vv
\ A
7/
I
) Y /
T //ﬁ /
V /
L
7 /
L. .'n
/ ./
-
L w
conmutativo.
O

Lema 9.10 Con las mismas hipdtesis del Lema 9.9, si T — L es una aplicacién inyectiva tal que
L/T € Fr_bMod, entonces (T’ — L) € I — cof.

Demostracion:

Utilizando el Corolario 9.4 podemos encontrar un ordinal A y una cadena continua de submédu-
los firmes de L tal que L = | J,. Lo con L, C Ly paracualquieraa < o/ <\, y Lg = Ua<pLq
si 8 < A esun ordinal limite, donde Lo = T'y |Lot+1/La| < Rsia+1 < . Al ser Fr_pmod ce-
rrado para extensiones se sigue que L, /T € Fr_pwmod para cada a < A. Entonces, utilizando
el Lema 9.9, obtenemos que 7' — L; es I-cof. Asi, usando induccién transfinita, tenemos que
(T' — L,) € I-cof para cada o < Ay, finalmente, (T' — Uy<rLo = L) € I-cof. I

Con estos lemas previos pasamos ahora a probar el resultado principal.
Teorema 9.11 Todo A-modulo tiene una F ﬁ_DMod -envoltura y una Fr_pmod-cubierta.

Demostracion:
Sea I como en el Lema 9.9 y sea M un A-médulo. Aplicamos el Teorema 9.8 al homomorfismo

M — 0. Existira una factorizacion de M — 0 en M 4, C % 0 donde f esta en I-cell y g estd en
I-inj. Es claro, desde la definicion de la clase I-cell, que f es inyectivay que C/M € Fr_pmod-
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Veamos que C € Fp_pyoq- Consideremos una sucesion exacta corta en A—Mod, 0 — C' —
L — F — 0 donde F' es un médulo plano y firme. Tenemos que probar que la sucesion es
escindida. Por el Lema 9.10, C' — L estd en I-cof y, asi, puesto que g € I-inj y el siguiente
cuadrado

es conmutativo, por la propiedades de levantamiento del inicio de esta seccién. Asi, la
sucesion exacta corta

0—-C—L—-F—=C

es escindida, por lo que C' € F ﬁ_DM od

Ahora, si C' € F_pyoq, tenemos una sucesion exacta larga de homologia en A—Mod:

Hom 4(C,C") — Hom (M, C") — Exty(C/M,C") — --- .

Pero Ext(C/M,C’) = 0 ya que C/M € Fr_pmod, asi que M — C es una Fz puyod-
preenvoltura, de hecho es un tipo especial 5 py.q-preenvoltura. Utilizando [26, Theorem
2.2.2 and Theorem 2.2.6 ], obtenemos que M tiene una F ﬁ_DM og-envoltura.

Pasamos, ahora, a probar que M tiene una Fpr_pmod-cubierta. Obsérvese que M tiene
una Fpr-pmod-cubierta si y sélo si el submédulo M’ C M obtenido de la suma de todas las
imagenes de homomorfismos F' — M on F' € Fr_pmMod tiene una Fr_pmod-cubierta. Para

M', y puesto que Fr_pmod €s cerrado para sumas directas, hay una sucesion exacta corta en
A—Mod,

0-K—-G—-M =0

donde G es un A-médulo plano y firme. Utilizando el argumento anterior existe una su-
cesion exacta corta en A—Mod

0—-—K—-C—F—=0

donde F' € Fr_pMod Y C € F#_puoeq- Formamos el cuadrado cocartesiano y consideramos
el diagrama conmutativo
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0 0
0 K G M 0
|
0 C P M 0
F=——F
0 0

con filas y columnas exactas, obtenemos la sucesién exacta corta

0—-C—-P—M =0

con C € Fi pyod Y P € Fr—bMod-

Veamos que P — M’ — 0 es una Fr_pmod-precubierta. Para cada F’ € Fr_pmod hay una
sucesion exacta larga

Hom 4 (F', P) — Hom A (F', M) — Exty(F',C) — ---

Pero Ext!y(F’,C') = 0. Esto muestra que P — M’ — 0 es una Fr_pmod-precubierta especial
de M y, otra vez por [26, Theorem 2.2.8], obtenemos que M’ tiene una Fr_pmod-cubierta. Pero
entonces M tiene una Fr_pmod-cubierta. (Obérvese que esta cubierta no sera sobreyectiva en
general).

O

Definicién 9.12 Sea M un A-modulo. Una Fr_pmod-cubierta de M serd llamada una cubierta plana
y firme de M.

Corolario 9.13 Sea M un R-mdédulo unitario (resp. médulo firme). Entonces M tiene una cubierta
plana y R-unitaria sobreyectiva (resp. una cubierta plana y firme sobreyectiva).

Demostracion:
Sea ¢ : F' — M una Fr_pwmod-cubierta de M. Desde [18, Proposition 12] existe un epimorfismo

Y : G — M, donde G es un A-médulo plano y firme (asi G € Fr_pmod). Existird f : G — F
tal que p o f = 1. Esto implica que ¢ es una aplicacion sobreyectiva. [

9.3. Equivalencias de Morita

Una teorfa de Morita es desarrollada en [13] para anillos no unitarios en el caso donde la
equivalencia estd dada por un funtor producto tensorial. Es también probado que estas equi-
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valencias entre categorias de médulos firmes son siempre un producto tensorial para muchos
tipos de anillos y es una cuestion abierta si esto es cierto para cualquier tipo de anillo. Los
anillos que satisfacen esta condicién para las categorias de médulos firmes por la izquierda
son los anillos de Watts por la izquierda. Existe un propiedad técnica que debe ser satisfecha
por un funtor continua por la derecha ' : R—DMod — S—DMod para ser un funtor producto
tensorial: para cualquier soporte unitario 7, el homomorfismo canénico

lim  F({o) — F({r))

F€Ey(X)

es un isomorfismo (esto puede ser visto en [12, Theorem 35]). Las dos familias principales
de anillos de Watts por la izquierda son los anillos idempotentes (anillos R tales que R = R?)
y también los anillos R = k(X)/I con X un conjunto finito y sin restricciones sobre las
relaciones.

Un tipo particular de equivalencias dadas por el funtor producto tensorial es como sigue:
sea B un anillo unitario tal que R es un ideal bildtero sobre B, entonces podemos definir
a : A — Bdado por a(kly) = klp y tal que los elementos de R son conservados por «.
Podemos considerar la subcategoria plena R—DMod (médulos M tales que R ®4 M ~ M)y
R—DMod’ (médulos M tales que R @ M ~ M). Estas categorias son equivalents mediante
los funtores B ®4 — : R—DMod — R—DMod’' y A ® 5 — : R—DMod’ — R—DMod. Este tipo
especial de equivalencia de Morita es siempre inducido por un funtor producto tensorial y con
los siguientes argumentos probamos que planitud, cubiertas planas y grupos de homologia
no dependen de la eleccién del anillo con indentidad en el cual R es un ideal bilétero.

Usando [13, Theorem 17] y [13, Corollary 18] haremos una descripcién de las equivalen-
cias de categorias para anillos no unitarios. En este caso, necesitamos utilizar la categoria
CMod—R que ha sido descrita en la seccién 2.3. Con las referencias anteriores las condiciones
equivalentes para anillos de Watts por la izquierda son:

1. Las categorias CMod—R y CMod—.S son equivalentes.
2. Las categorias R—DMod y S—DMod son equivalentes.

3. Existen bimédulos rPs, sQr y un contexto de Morita con homomorfismos de bimédu-
losp: PRsQ — C(R)yy : Q®r P — C(S) tales que Ker(p) y Coker(y) son even-
tualmente anulados por R por la derecha, y Ker(¢) y Coker(¢’) son eventualmente anu-
lados por S por la derecha. Si este es el caso, las equivalencias en (2) son P ®g — :
S—DMod — R—DMody Q ®g — : R—DMod — S—DMod, y las equivalencias en (1) son
Hompg(P,—) : CMod—R — CMod—S y Homg(Q, —) : CMod—S — CMod—R

Sino podemos asegurar que Ry S sean anillos de Watts por la izquierda, sélo necesitamos
garantizar que la equivalencia dada en (2) es un funtor producto tensorial.

Diremos que dos anillos Ry S son Morita equivalentes si las condiciones anteriores son
satisfechas.

Proposicién 9.14 Sean Ry S Morita equivalentes. Entonces un médulo M € R—DMod es plano si
y sélo si Q @pr M es plano en S—DMod.
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Demostracion:
Decimos que M € R—DMod es un médulo plano si es plano considerado como médulo en
la categoria A—Mod. Esta condicion es equivalente a que M = Homgz(M,Q/Z) es inyecti-
vo en Mod—A. El médulo M estd en R—CMod (ver [13, Page 5839])) y como el funtor de
localizacién es exacto, M T es inyectivo en R—CMod si y sélo si es inyectivo en A—Mod.

Ser inyectivo es una propiedad categoérica que se conserva por equivalencias, asi M+ es
inyectivo en R—CMod si y s6lo si Homg(Q, M) es inyectivo S—CMod.

HomS(Q, HomZ(M,Q/Z)) = HomZ(Q ®pr M, @/Z)

entonces Homg(Q, M™) = (Q ®r M)" y este modulo es inyectivo en S—CMod si y s6lo si
Q ®@r M es plano en S—DMod. [J

Teorema 9.15 Precubiertas y cubiertas planas en la categoria de médulos firmes son conservadas por
equivalencias de Morita.

Demostracion:
Sea M € R—DMody ¢ : F' — M una precubierta plana y firme de M. Probaremos que
idg ®¢: Q®rF — QQ ® M es una precubierta plana y firme de Q) ® g M. Usando el resultado
anterior ) ®p F es un médulo plano por ser F' un médulo plano. Sea ¢ : F/ — Q @r M
un homomorfismo en S—DMod con F’ un médulo plano. Por ser Q ®z — una equivalencia
podemos encontrar M’ € R—DMod tal que Q ®r M’ ~ F’. Utilizando la proposicién anterior
M’ es plano en R—DMod ya que F’ es plano en S—DMod. Denotamos por a: Q ® g M' — F’
el isomorfismo anterior y consideramos la composicion a ¢ : Q @ g M’ — Q ®@p M. Otra
vez, por ser () @z — una equivalencia, existe un tnico homomorfismo h : M’ — M tal que
1o ®ph = axy. Como ¢ es una precubierta plana de M existird b’ : M' — F tal que b/ s ¢ = h.
Aplicando la equivalencia tenemos el homomorfismo 19 ® ' : Q @ M' — Q ®p F. Ademads,

(le@h)x(le@e)=1lg@ (I +p)=1q®h=axy

« es un isomorfismo, asique ) = a1t x (1o @ 1) x (1o @ ) = (lg @ a1« 1) x (1o @ ),
que prueba que 1 ® ¢ es una precubierta plana.

Supongamos, ahora, que ¢ es una cubierta plana y firme de M y probaremos que 19 ® ¢ es
una cubierta plana y firme de Q@ r M. El razonamiento anterior prueba que es una precubierta
y quedara por demostrar la condién de cubierta. Sea f : Q@rF — Q®@grF talque fx(1lo®yp) =
1o ®. Utilizando que Q ® p — es una equivalencia, existe un tnico homomorfismo f' : ' — F
talque 1o ® f' = f.Entonces 1o @ o = fx 1o @ = (19 @ ') x (1o ® ¢) = 1o @ (f' * ¢). Por
la equivalencia, se tiene que ¢ = f’ * ¢y, por ser ¢ una cubierta, f’ es un isomorfismo. Asi,
[ =1¢ ® f" es un isomorfismo, por ser Q ®r — es una equivalencia. Concluimos que 1o ® ¢
es una cubierta plana y firme de Q ®r M.

O
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9.4. Abelianidad y cubiertas planas

Para finalizar el capitulo daremos una caracterizaciéon de los nicleos en R—DMod usando
cubiertas planas.

Proposiciéon 9.16 Sea M, N € R—DMod, f : M — N un monomorfismo en R—DMody ¢ : P —
M la Fr_pmod-cubierta de M. Si ¢ x f : P — Im(f) es la Fr_pmod-cubierta de Im(f) entonces
M ~ D (Im(f)).

Demostracion:
f M — N es un monomorfismo en R—DMod, por lo que podemos considerar la sucesiéon
exacta corta en A—Mod

0 K M

Im(f) —— 0

siendo K = Ker(f) un R-médulo evanescente. Aplicando la exactitud del funtor Homg(G, —)
por la izquierda y utilizando que Hompz(G, K') = 0 por ser K un médulo evanescente, tene-
mos el homomorfismo inyectivo

HOmR(G,f)
LA NELEAN

0 —— Hompg(G, M) Hompg(G, Im(f))

Para mayor comodidad utilizaremos la notacién L(—) = Homg(G, —).Sia : G — Im(f) es
un homomorfismo, al ser G un médulo plano y, por hipétesis, ¢ * f : P — Im(f) la Fr_pmod-
cubierta de Im(f), existird g : G — Ptalque a = gxpx f = (¢9*x¢)* f = (9% ¢)L(f). Probamos,
asi, que L(f) es también una aplicacién sobreyectiva, por lo que L(M) ~ L(Im(f)).

Denotamos I = L(M) y por ny : GY) — M el homomorfismo canénico dado por
((9a)acr)nu = D_;(ga)a. Del mismo modo, hacemos 7ym(s) : GLImUN) — Im(f) el corres-
pondiente homomorfismo. Pero los elementos del conjunto L(Im(f)) pueden ponerse en la
forma a * f con a un elemento de I. Asi, utilizando que I = L(M) ~ L(Im(f)), el homo-
morfismo 7y (im(s)) puede escribirse como 7y (im(y)) : GU — Im(f) siendo Nam(f) ((Ga)acs) =

2acr(ga)(ax f).

Por la propia definicién es claro que 7 (m(s)) = 7 * f. Ademds, como M e Im(f) son
modulos unitarios 7y y 7Lm(s)) son aplicaciones sobreyectivas siguiendo [18, Proposition
13]. Tenemos el diagrama conmutativo en A—Mod

Ggh ™., M —0
| s
G0 Im(f) —— 0
ML(im(f))

Sea K1 = Kernys y K2 = Kerny (im(y))- Probaremos que U (K1) = U(K>).

Si (ga)acr € K1 entonces ((ga)act)NL(im(f)) = ((9a)acr)nm * f = 0, por lo que ((ga)acr) €
K5, y probamos asi que K; C Kj. Necesariamente, U (K;) C U (K32). Por otro lado, sea
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((9a)acr) € U(Kz). Entonces 0 = ((ga)acr)NLam(s)) Y €xiste un soporte unitario 7 y un ho-
momorfismo 3 : (1) — G tal que ((ga)acr) = ((1),)8 con Im3 C U (K>). Entonces
Bxna* f = B*1Lam(s)) = 0. Como f es un monomorfismo en R—DMody Bxnas : (7)) — M es
un homomorfismo en R—DMod, necesariamente 0 = Gx*ns. Asi, Im3 C U (Ker(na)) = U (K1)
y, en particular, ((ga)acr) = ({1),)3 € U (K))

Siguiendo la construcciéon del funtor D que aparece en [18, Section 7] se cumple que
D(M) = GD/U(Ky) y D(Im(f)) = GD /U (Ky). Por el razonamiento anterior, concluimos
que D(M) ~ D(Im(f)). Al ser M firme, necesariamente M ~ D (M), por lo que M ~
D (Im(f)). Ademés este isomorfismo viene dado por el homomorfismo v/ * D(f) = f :
M — D (Im(f)) que cumple f * vy p) = f.

O

Proposicién 9.17 Sea f : M — N un homomorfismo en R—DMod, entonces f es un niicleo si y sélo
siox f: P — Im(f)esla Fr_pmod-cubierta de Im(f) siendo o : P — M la Fr_pmod-cubierta de
M.

Demostracion:

Supongamos que f : M — N es un ntdcleo en R—DMod y que ¢ : P — M es la Fr_pMod-
cubierta de M. Sea F' un R-médulo plano y firme y h : F' — Im(f) € N un homomorfismo.
Podemos considerar el homomorfismo de médulos firmes i : F' — N, y como f es un ntcleo
e lmh C Im(f) existird h : F' — M tal que h = h * f. Ahora, utilizando que ¢ : P — M es la
cubierta plana y firme de M y que F' es un médulo plano y firme, existird un homomorfismo
g:F — Ptalqueh = g* . Entonces h = h* f = g* (¢ * f). Asi, o * f : P — Im(f) es una
FRr—DMod-precubierta de Im(f).

Seah: P — Ptalque hx(px*f) = px*f. Entonces 0 = (¢ —h*y)* f. Como f es unntcleo,
Ker(f) es evanescente y, ademas, Im(¢ — h x ) C Ker(f) es unitario. Entonces 0 = ¢ — h x ¢,
es decir, ¢ = h * ¢. Por ser ¢ una cubierta plana y firme necesariamente h es un isomorfismo.
Concluimos que f * ¢ es una Fr_pwmod-cubierta de Im(f).

Supongamos, ahora, que pxf : P — Im(f) esla Fr_pwmod-cubierta de Im(f) siendoy : P —

M la Fr_pmod-cubierta de M. Por la proposicién anterior M ~ D (Im(f)). Sea F' € R—DMod

y g : F' — N un homomorfismo tal que Im(g) C Im(f). Utilizando [18, Proposition 13] existe

un tinico homomorfismo g : F' — D (Im(f)) tal que g*vjm(y) = g. Tomando f : M — D (Im(f))
. . . . = 51 _

el isomorfismo de la proposicion anterior, entonces f * f ~ * f = G * vjm(s) = g. De este modo

g* f ~ esunlevantamiento de g y concluimos que f debe ser un ntcleo.
]

Corolario 9.18 Sea R un anillo no unitario, entonces R—DMod es abeliana si y sélo para cada mo-
nomorfismo f : M — N en R—DMod la cubierta plana de M e Im f son isomorfas.

Demostracion:
R—DMod es abeliana si y s6lo si todo monomorfismo en R—DMod es un ntcleo. El resultado
se sigue de la proposicién anterior. [
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