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Resumen

Esta tesis presenta un estudio de los sistemas de control reseteados en tiempo
discreto y su aplicacién a los sistemas de control en red. El estudio se centra en
dar una formulacién formal de este tipo de sistemas que sea coherente con las for-
mulaciones de sistemas de control reseteados continuos en el tiempo. Para ello se
emplean elementos de sistemas impulsivos y sistemas conmutados.

Los sistemas de control reseteados son un tipo de sistemas no lineales que se
pueden clasificar como un subconjunto de los sistemas hibridos. Los sistemas rese-
teados mezclan una evolucién continua con acciones puntuales. Se los conoce como
sistemas reseteados porque, originalmente, la acciéon puntual consiste en poner a
cero algun estado del sistema.

En este trabajo se aborda la estabilidad de los sistemas reseteados en tiempo
discreto empleando técnicas de regularizacién temporal y también técnicas de ana-
lisis de sistemas con pardametros lineales variables en el tiempo. Este dultimo método
se puede aplicar porque los controladores reseteados discretos se adaptan a la for-
mulacién de los sistemas conmutados.

Los sistemas de control en red son un tipo de sistemas en los que parte de las
comunicaciones se llevan a cabo a través de un medio compartido. El uso de este
tipo de sistemas introduce una serie de retardos de comunicaciéon que pueden afec-
tar negativamente al comportamiento final del sistema. En este trabajo se emplean
controladores reseteados en los sistemas de control en red para intentar compen-
sar los efectos negativos que introduce la presencia de la red. Se comprueba que
los controladores reseteados, cuando estan bien sintonizados, pueden contribuir a
mejorar las prestaciones de los sistemas de control en red.

El estudio de la estabilidad se aplica a los sistemas de control en red reseteados
comprobandose que se pueden obtener regiones de estabilidad mayores al emplear
controladores reseteados que controladores lineales. A lo largo de este trabajo se
dan varios ejemplos de este fenémeno.

III



v RESUMEN

Por ultimo se han aplicado los resultados obtenidos a dos casos practicos en los
que se observa como los controladores reseteados pueden superar las limitaciones
de los controladores lineales. Se logra mejorar la velocidad de respuesta sin perju-
dicar la estabilidad del proceso.
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Notacion

A lo largo de este trabajo se empleard la siguiente notacion:
IN es el conjunto de los enteros positivos.
Z es el conjunto de los enteros no negativos.
RR" es el espacio euclideo n-dimensional.
R"™*™ conjunto de las matrices de nimeros reales con n filas y m columnas.

1/2

| - || es la norma euclidea, es decir ||x|| = (xTx)!/? para x € R™.

Para un conjunto K C Z™, minK es el infimo de K, y para el conjunto vacio &,
min & = oo.

Para X € R™™", X > 0 (X < 0) quiere decir que X es simétrico y definido
positivo (definido negativo).

|| X|| es la norma espectral, es decir la raiz cuadrada del mayor autovalor de
XTX.

I serd la matriz identidad y O la matriz cero.
El conjunto de autovalores de una matriz X € R"*" se nombrara como o(X).

Una matrix X € R"*" es Schur estable si |\| < 1 para cualquier A € o(X), y
Hurwitz estable si Real(\) < 1 para cualquier A € o(X) .

|z| v Real(z) denotan la norma y la parte real del nimero complejo z respecti-
vamente

El radio espectral de X es p(X) = méxy,c,(x)(|Ai]) -

V es el simbolo légico O, A es el simbolo légico Y.
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CAPITULO 1

Introduccién y motivacion

1.1. Motivacion y objetivos

La principal motivaciéon de este trabajo es el desarrollo de controladores rese-
teados en tiempo discreto. En los entornos de trabajo actuales cada vez son mas
comunes las situaciones en los que ya sea por la naturaleza de los sistemas que
se desea controlar o por el tipo de comunicaciones empleados aparecen retardos
temporales y es bien sabido que algunas de las limitaciones fundamentales de los
sistemas de control lineal se acenttan al tratar con sistemas con retardos.

Para intentar superar esas limitaciones en este trabajo se ha optado por desa-
rrollar una variante de los sistemas de control reseteados continuos en el tiempo
[14] [161] , el controlador reseteado en tiempo discreto. Los sistemas de control
reseteados fueron los primeros controladores no lineales en ser desarrollados y pre-
sentan una serie de caracteristicas que los hace recomendables: sencillez, mejora
de prestaciones y facil implementacion. La sencillez se deriva de la definiciéon del
controlador reseteado como un controlador lineal en el que el valor de alguno de sus
estados es puesto a cero en ciertos instantes de tiempo, esta definicién es sencilla
en el sentido de que es facil visualizar cudl es la condicion de reseteo. La mejora de
prestaciones obtenida al emplear controladores reseteados respecto a controlado-
res lineales se ha constatado en numerosos trabajos [28} 53} [14]. La facilidad a la
hora de implementar los controladores reseteados se da porque tanto en las herra-
mientas de simulacién, como en numerosos autématas industriales existe la opcion
de resetear los integradores.

El motivo para desarrollar los controladores reseteados en tiempo discreto viene
en primer lugar del hecho de que no habian sido estudiados, hasta donde llega el
conocimiento del autor, hasta el inicio de los trabajos de esta tesis, y en segundo
lugar de que la gran mayoria de los controladores empleados en el campo de los



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION Y MOTIVACION

sistemas de control en red son controladores discretos en el tiempo. El campo de
los sistemas de control en red es un area en expansién tanto desde el punto de vista
de la investigacion como desde la aplicacidén practica, de modo que el desarrollar
un controlador reseteado en tiempo discreto ha permitido que pueda ser empleado
en el marco de los sistemas de control en red.

Los objetivos que se ha marcado esta tesis han sido:

1. Desarrollar la definicién de los sistemas de control reseteado en tiempo dis-
creto en el marco de los sistemas de control conmutado y el control impulsive(

2. Desarrollar criterios que permitan estudiar la estabilidad de los sistemas de
control reseteado en tiempo discreto.

3. Integrar los sistemas de control reseteado en tiempo discreto con los sistemas
de control en red.

4. Aplicar los controladores reseteados tanto a entornos industriales como a sis-
temas de control en red.

1.2. Introduccion a los sistemas reseteados

Esta introduccién a los sistemas reseteados se basa en gran medida en las exce-
lentes revisiones del estado del arte realizadas en [14} |40]], se recomienda al lector
interesado la lectura de ambas.

En primer lugar se puede dar una definicién informal de controlador reseteado
como un controlador estdndar al que se le afiade un mecanismo de reseteo, o de
puesta a cero, es decir se le ahade una cierta estrategia que hace que el estado del
controlador (o parte de €él) pase a valer cero cuando se cumple alguna condicién. La
condicion de reseteo (que es el evento que activa el mecanismo de reseteo) suele ser
el cruce por cero de la entrada del controlador, pero son posibles otras elecciones
tal y como se vera mas adelante.

! Ambos tipos de control de definirdn en el capitulo 2.
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Ejemplo 1.1 Para ilustrar es comportamiento de los sistemas de control re-
seteado analizaremos un ejemplo de [30] en el que la siguiente planta P(s) =
(s+1)/(s(s+0,2)) es controlada con el siguiente controlador reseteado

z’(t = —xz(t) + e(t) cuando e(t) # 0. a1

)
(tt) =0 cuando e(t) = 0.

donde x es el estado del controlador y e el error de seguimiento. Se ha hecho uso
del concepto de instante siguiente, que se define como t* = limy,_,o+ (t + h).

18 T T T T T T

15k 1

051 —— Sistema base 1
— Sistema reseteado

Salida del sistema

0 | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Senal de control

— Sistema base 1
—— Sistema reseteado

0,6 | | | | | | |
) 2 4 6 8 10 12 14 16

Tiempo (s)

Figura 1.1: Ejemplo 1.1

En la figura [I.1] se muestra la salida del sistema reseteado y del sistema base,
que es el mismo sistema pero sin accién de reset. Se puede observar como el siste-
ma base estd poco amortiguado, es decir alcanza el valor méximo rapidamente, pero
presenta mucho sobreimpulso, méas del 70 %. En el sistema reseteado el sobreimpul-
so se reduce al 40 % y también se reduce el tiempo de asentamiento. En general ese
es el efecto de las acciones de reset, reducir el valor del estado del controlador y
eliminar parte de la inercia del sistema. En la figura se muestra también la sefial de
control de ambos sistemas mostrando como el sistema reseteado converge mucho
mas rapido que el base, se pueden apreciar también las discontinuidades (saltos)
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que producen las acciones de reseteo.

1.2.1. ¢{Por qué usar controladores reseteados?

La motivacién para emplear controladores reseteados es intentar superar limi-
taciones fundamentales que aparecen al usar controladores lineales. Bode en [33]
establecid la relacion entre la fase y la magnitud de la respuesta en frecuencia de
un sistema LTI (Linear Time Invariant). Esta relacion limita las especificaciones que
se pueden conseguir empleando sistemas lineales como controladores dado que no
se puede conseguir al mismo tiempo disminuir la ganancia para altas frecuencias y
aumentar la ganancia a bajas frecuencias y el margen de fase. Estas limitaciones au-
mentan cuando el sistema que se desea controlar presenta retardos y polos o ceros
situados en el semiplano derecho, algunos trabajos que estudian estas limitaciones
son [61; 113751625 [7].

Una manera de intentar superar esas limitaciones es emplear controladores no
lineales. Con este propoésito es con el que surgieron los controladores reseteados.
A pesar de ser la motivacién principal para el uso de los sistemas de control rese-
teados, la capacidad de estos sistemas para superar las limitaciones fundamentales
de los sistemas lineales no ha sido ampliamente estudiada en la literatura de forma
general, aunque si es cierto que algunos trabajos tratan de forma especifica algu-
na limitacion lineal y como los controladores reseteados la superan, por ejemplo
[28; [53]. En [[14] si se hace un desarrollo mas general del tema.

Obviamente los sistemas reseteados no son la Gnica opcion para superar las li-
mitaciones lineales, se pueden emplear otros controladores hibridos y no lineales
[59]. Los controladores reseteados tienen a su favor las caracteristicas que ya se
destacaron en la motivacion, sencillez y facilidad de implementacion, frente a otras
técnicas de control no lineal que son conceptualmente y practicamente més compli-
cadas.

1.2.2. Origenes del control reseteado

Los trabajos que formalizaron el tratamiento de los controladores reseteados
fueron realizados en la década de los 70 por Horowitz y colaboradores [89; [83]
aunque el primer controlador reseteado propuesto fue el integrador de Clegg en
1958 [53]. En ese trabajo se propone un sistema con un integrador en el que el valor
de la integral se pone a cero cuando la entrada del controlador pasa por cero lo que
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puede ser descrito por la ecuacién:
(1.2)

donde e(t) es la entrada del controlador y x(t) es el estado del controlador. La inten-

cién de este controlador es reducir el sobreimpulso que presentan los integradores

convencionales. Se puede observar este efecto analizando la funcién descriptiva de

este controlador: .

1,62¢738 _ 1,62 252°.
w Jw

CI(jw) =

(1.3)

La magnitud es la misma que la de un integrador pero la fase es —38°, es decir 52°
menos que un integrador. En la figura [I.2] se muestra la salida de un integrador de
Clegg frente a una entrada senoidal.

== Entrada
= Salida

2 . , . . , \ , , .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 1.2: Respuesta de un integrador de Clegg frente a una entrada senoidal

En el primero de los trabajos de Horowitz relacionados con el control reset [89]
se profundiza en el estudio del integrador de Clegg y se da un primer método de di-
seno basado en técnicas frecuenciales para el uso de los integradores de Clegg. Este
trabajo es también el primero en identificar alguno de los problemas que conlleva
el uso de controladores reseteados como son el control de plantas sin integradores
y el problema del undershoot: Este problema surge porque el efecto que hace que
el sistema reseteado pueda corregir el sobreimpulso perjudica el siguiente unders-
hoot.
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El siguiente trabajo de Horowitz, en compaiia de Rosenbaum [83], introduce
un nuevo controlador reseteado, el FORE (First Order Reset Element), que es la
extension del control reseteado a sistemas lineales de primer orden. El controlador
FORE puede ser descrito por una funcién de transferencia de la forma

k
Hs) = s+0b
con la salida sometida a una accién de reseteo cada vez que la entrada cruza por ce-
ro. De nuevo en este trabajo los autores dan reglas de disefio para los controladores
FORE y plantas de segundo orden. Estas reglas de disefio se han puesto en practica
en el trabajo posterior [47]].

(1.4)

1.2.3. Estabilidad y problemas asociados al reseteo

Es un hecho ampliamente conocido que las acciones de reset son capaces tanto
de estabilizar un sistema que fuese previamente inestable como de desestabilizar a
uno que fuese estable. No es posible establecer condiciones que se puedan aplicar
de forma general a todos los sistemas reseteados para determinar cuando un siste-
ma sera estable o inestable. Aunque diversas condiciones de estabilidad, con alguna
restriccién, se dan en trabajos como [25] y [40]. En [25] se establece la condicién
Hp que tiene el inconveniente de necesitar la estabilidad del sistema base. Mientras
que en [40] se dan condiciones de estabilidad forzando a que haya una distancia
maxima entre acciones de reseteo. Estas limitaciones en las condiciones convierten
al tratamiento de la estabilidad de los sistemas de reseteo en uno de los principales
problemas para su implantacion.

Otros problemas que deben ser considerados al emplear sistemas reseteados
se derivan del caracter impulsivo de estos sistemas. Los sistemas impulsivos son
una subclase se los sistemas hibridos, que se estudiaran en la secciéon 2.1, y hay una
serie de problemas que surgen de la combinacién de dindmicas continuas y de even-
tos discretos. Siguiendo [76] se plantean tres patologias temporales: las soluciones
Zeno, el deadlock y el beating.

Las soluciones Zeno son un fenémeno que se da cuando un sistema hibrido expe-
rimenta infinitos cambios de estado en un tiempo finito. La solucién a este problema
es la regulacion temporal [87] consistente en establecer un tiempo finito para rea-
lizar cada evento, esto hace que el tiempo necesario para realizar infinitos eventos
sea infinito.

El deadlock o punto muerto es una situacion tipica de los autématas de estados
finitos que se da cuando existe una solucion donde la tnica evolucién que se produce
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son cambios de estado del autémata, pero sin evolucién en los sistemas dindmicos
de cada estado.

El beating es el fendmeno contrario al deadlock, se dice que un sistema esta en
beating si el sistema entra en un modo auxiliar del que no puede escapar. En [3]]
se ha dada una formulaciéon formal de ambos conceptos aplicada a los sistemas de
control hibridos generales.

1.2.4. Estado del arte en los sistemas de control reseteado

En [40] se realiza una excelente revisién del estado del arte, hasta 2009, que
aqui se tomara como base y se ampliard hasta la fecha actual. En la Tabla 1.1 se
muestra una lista con las publicaciones relacionadas con el control reseteado or-
denadas cronoldégicamente, en la columna Tipo aparecen designados con una J los
trabajos publicados en revistas, con C los presentados en congresos, con B los libros
y con TD las tesis doctorales.

Desde los tres trabajos mencionados en la seccién 1.2.2 ([89], [53], [83l) hasta
finales de la década de los 90 del pasado siglo los sistemas reseteados no fueron un
objeto de estudio popular en el marco académico. Fueron los trabajos de Hollot y
Chait a partir de 1997 los que retoman este campo con una serie de trabajos acerca
de la estabilidad interna de los sistemas reseteados generales, que culminan con un
importante resultado de estabilidad conocido como la condicion Hg [30].

Actualmente se podrian distinguir tres lineas claras de trabajo en el control re-
seteado. A continuacién se describira cada una de ellas y alguno de sus trabajos més
relevantes.

Control reseteado sin limitacion en el flujo

Esta linea sigue la definicion de controlador reseteado dada en [30] y [31]], donde
la accién de reset se produce en una hipersuperficie, en analogia con los trabajos de
sistemas impulsivos [[76]]. Esto hace que el sistema pueda fluir por cualquier punto
del espacio de estados del sistema salvo un conjunto de medida cero.

Esta modelo permite mantener la definicién original para sistemas con reset par-
cial [22], [13], [44] y también da cierta libertad en la eleccién de la ley de reset, lo
que puede ser ventajoso para controlar sistemas con retardo [150]. Esta linea ha
sido criticada porque propone una acciéon de reseteo en un conjunto de medida nula
por lo que es necesario tener en cuenta los posibles problemas de continuidad en
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las soluciones.
Control reseteado con limitacion en el flujo

A diferencia de la anterior linea de trabajo, esta linea surge con la aplicacion de
la teoria de sistemas hibridos [66] a los sistemas reseteados. Esta linea empieza con
la aparicién del trabajo [113] y estd impulsada principalmente por el grupo de NeSi¢
y Teel.

Este modelo permite que la estabilidad del sistema base no sea necesaria para
la estabilidad del sistema reseteado, debido a que la zona donde el sistema no fluye
tiene medida no nula. Con esta premisa se pueden tratar controladores como el CI
y el FORE, pero no puede ser aplicada a sistemas reseteados parcialmente [101]],
lo que es un gran inconveniente dado que estos sistemas son recomendables para
controlar plantas sin integradores.

Control reseteado a tiempos fijos

Una tercera linea, eminentemente practica, puede es la constituida por una se-
rie de trabajos donde se considera que las acciones de reset se producen a tiempos
fijos. Como trabajos de referencia pueden ser citados [74]] [168] [123]].

Con esta linea el estudio se enfoca en encontrar una ley de reset, es decir la
combinacion entre los valores a los que se resetea, el conjunto de tiempos en los
que se produce la accién de reseteo y el conjunto de estados sobre el que se efectiia
la accién de reset. Este tipo de sistema reseteado esta claramente relacionado con
el control impulsivo en el caso continuo en el tiempo y con el control conmutado
cuando se emplean sistemas discretos en el tiempo.

1.2.5. Aplicaciones del control reseteado

En este apartado se enumeraran una serie de sistemas a los que ha sido aplicado
el control reseteado de forma préactica:

Control de velocidad en una cinta [[170]. La primera aplicacién practica de
sistemas de control reseteado, se controla la velocidad de una cinta empleando un
controlador reseteado que mejora las prestaciones de los controladores lineales au-
mentando los margenes de fase y magnitud sin deteriorar las propiedades lineales.

Control de rotacion de un eje flexible [80]. Los mismos autores del trabajo
anterior aplican controladores reseteados a otra planta consistente en tres discos
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unidos con un eje flexible. Los resultados son similares a los del trabajo anterior.

Servomecanismos en discos duros [74; 73} (82} 192]]. Este es el tipo de sistema
en el que se han realizado mas aplicaciones de control reseteado, entre ellas desta-
can las aplicaciones de sistemas reseteados a tiempos fijos.

Control de motor de hélice marino [10] En este trabajo las acciones de reset
se producen con el objetivo de hacer descender el valor de Lyapunov haciendo que
la respuesta transitoria del sistema mejore, para ello se seleccionan a priori una
serie de valores de reseteo, es decir los valores del estado del controlador después
de la accion de reset, permitidos.

Control de posicion de un elemento piezoeléctrico [168] En este caso la
planta es un elemento piezoeléctrico que se usa para posicionar un objeto, el plan-
teamiento es muy similar al empleado en [74].

Control de una planta solar [150] En este caso la planta es un conjunto de
paneles solares que calientan un liquido térmico, la variable que se controla es el
caudal y el objetivo es que la temperatura se mantenga constante. Es la primera
aplicacién practica de los controladores PI+C]E] [211.

Teleoperacion [58] En este caso la planta es una gria pdrtico y se contem-
pla el uso de sistemas reseteados para mejorar las prestaciones del sistema tanto
en modo automdatico como con control humano. Se emplean resultados de pasividad.

Control de pH en linea [41}; [125] En el primero de los trabajos se aplican con-
troladores reseteados continuos en el tiempo para controlar el pH de una corriente
de liquido. En el segundo, que se desarrollara en el Capitulo 5, se emplea en la mis-
ma planta un controlador reseteado discreto en el tiempo.

Intercambiadores de calor [149] En este trabajo la planta que se controla es
un intercambiador de calor y se emplean controladores PI + CI y controladores rese-
teados con banda variable, un tipo de controladores en los que se adelanta la accién
de reseteo para compensar el retardo de la planta.

2Un controlador PI +CI est4 formado por un controlador proporcional integral y un integrador de
Clegg en paralelo.
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1.3. Introduccion a los sistemas de control en red

En esta seccion se realizara una breve introduccion a los sistemas de control en
red y una revision del estado del arte.

Definicion: Un sistema de control en red (NCS del inglés Networked Control
System) es un sistema espacialmente distribuido en el que la comunicaciéon entre
sensores, actuadores y controladores es llevada a cabo a través de un medio de co-
municacién compartido, que llamaremos red de comunicacién [79]. En la figura[1.3]
se puede apreciar el esquema de un sistema de control en red.

Sensor

Sensor

Planta

Red de comunicaciones

I I

Controlador Controlador

Figura 1.3: Sistema de control en red.

Los sistemas de control en red surgen como extensiéon natural de los sistemas
de control distribuido (DCS del inglés Distributed Control System) que fueron intro-
ducidos alrededor de 1975 de forma independiente por las empresas Honeywell y
Yokogawa. En este tipo de sistemas hay una serie de estaciones de proceso donde se
realiza el control de la planta, estaciones operadoras donde se monitoriza el proceso
y estaciones auxiliares para el registro de datos y optimizaciéon. En un principio las
comunicaciones entre esos elementos estaban limitadas a monitorizacion, alarmas y
sefales de encendido y apagado. En la figura|l.4|se muestra un esquema de sistema
de control distribuido. Posteriormente se ha ido implantando en esos elementos in-
terfaces de red que permiten que se comuniquen mas tipos de sefiales dando lugar
al nacimiento del control en red.
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) Planta
(> Sensor

| Actuador Sensor | Actua

y

Controlador Controlador

! !
!

Monitor

Figura 1.4: Sistema de control distribuido.

Las primeras referencias acerca de la problematica asociada a los NCS apare-
cen en unos articulos publicados a partir de 1988 por Ray y colaboradores [78}; [131].
Estos articulos surgen del trabajo en sistemas de control de aeronaves en los que
las limitaciones de espacio hacen recomendable el uso de sistemas de comunicacion
compartidos. En estos primeros trabajos ya se plantea un modelo discreto de las co-
municaciones. Aproximadamente en las mismas fechas surgen la primeras redes de
comunicacién industrial Fieldbus (alrededor de 1988) y Profibus que popularizan el
uso de los NCS en la industria.

Desde el punto de vista académico en la década de los 90 cabe destacar una
segunda serie de trabajos del grupo de Ray [130] y otros de Wittenmark [[115} [114]
que plantean el tratamiento de las problematicas de la red desde un punto de vis-
ta estocdstico. A partir del cambio de siglo surgen lineas que plantean el uso de
controladores hibridos para modelar las dindmicas de los NCS [36} [165]. Un grupo
muy activo en los ultimos afios es el de Chow [144} [145]]. Este grupo propone, entre
otras técnicas, sistemas de control que adaptan su comportamiento a la calidad de
transmisiéon de la red en cada momento.

El aumento de la cantidad de redes de comunicacidn, la facilidad y abaratamien-
to del uso de Internet también produjeron un impulso en el uso de los sistemas de
control en red. En los ultimos afios se ha aumentado el uso y la investigacion en los
NCS debido al incremento del desarrollo de sistemas inaldmbricos. A dia de hoy, los
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NCS se estan convirtiendo en NCS distribuidos [102], en los que se intenta producir
una estructura de red y componentes capaces de integrar sensores distribuidos, ac-
tuadores distribuidos y también algoritmos de control que se distribuyan a lo largo
de una red de comunicacién.

1.3.1. Ventajas e inconvenientes del control en red

Los sistemas de control en red tienen una serie de ventajas como son: La dis-
minucion del cableado que se produce al prescindir de las comunicaciones punto
a punto, lo que conlleva también una disminucién de costes de mantenimiento e
instalacion [158]; la flexibilidad de este tipo de sistemas, donde es sencillo afladir
mas nodos de comunicacion una vez la red de comunicacién esta operativa; la po-
sibilidad de cubrir grandes distancias y la facilidad para operar alejados de
entornos peligrosos. Estas ventajas hacen que los sistemas de control en red se
empleen en un amplio rango de aplicaciones, como son las grandes plantas quimi-
cas, los sistemas de gestion de transporte inteligentes [[135} [136]], los vehiculos no
tripulados aéreos [68] o la cirugia remota [105].

Por otro lado es obvio que la presencia de una red de comunicacion introducird
una serie de complicaciones y problemas que deberdn ser tenidos en cuenta a la
hora de disefar un sistema de control en red. Los problemas mas importantes que
se plantean en la literatura [[158} [79} [75; [133]] son los siguientes:

» Limitacion del ancho de banda. Las redes de comunicacién sélo pueden
transmitir una cantidad limitada de informacion por unidad de tiempo. En cier-
tas aplicaciones esto se convierte en un factor limitante para los sistemas de
control en red. La capacidad finita de la red hace que no se pueda transmi-
tir con un periodo de muestreo indefinidamente pequeno y ademadas sélo un
elemento puede comunicar a través de la red en un momento dado.

= Retardo en la comunicacion. Para transmitir una sefial continua en el tiem-
po a través de una red de comunicacion esa seiial debe pasar por una serie
de procesos, en primer lugar debe ser muestreada, luego debe ser pasada a
formato digital y transmitida por la red y al llegar al receptor esa sefial debera
descodificarse. El retardo introducido por la red es la suma de los retardos de
acceso a la red (es decir el tiempo que tarda la red en aceptar un dato) y el
retardo de transmisién (el tiempo que pasa la informacién dentro de la red). El
retardo de comunicacién puede ser altamente variable y depende de factores
como la congestion de la red y la calidad del canal de comunicacién.
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= Retardo inducido total. Los dos factores anteriores combinados con el re-
tardo de acceso al medio dan lugar a un retardo inducido que sera variable
en el tiempo. La mayor parte del retardo inducido suele estar causada por el
retardo de acceso que depende del control de acceso al medio (MAC, Medium
Access Control). Los protocolos de acceso al medio se suelen clasificar en dos
categorias: acceso aleatorio y acceso programado. El protocolo de paso de tes-
tigo (Token Passing) y el acceso multiple por division de tiempo (TDMA, Time
Division Multiple Access) son ejemplos de acceso programado. El acceso mul-
tiple con escucha de portadora y deteccién de colisiones (CSMA/CD, Carrier
Sense Multiple Access with Collision Detection) es un tipo de protocolo de
acceso aleatorio. Con estos protocolos los problemas suelen aparecer cuando
distintos elementos intentan acceder a la red de comunicacién al mismo tiem-
po (carga de red) y la forma de afrontarlos dependera del funcionamiento de
cada protocolo.

» Pérdida de datos (packet droput). Una gran diferencia entre los sistemas en
los que las comunicaciones se llevan a cabo a través de una red y los sistemas
con comunicaciones punto a punto es la posibilidad de que se produzcan pér-
didas de informacién en el proceso de comunicion. Las pérdidas de paquetes
se producen por errores en la transmision y también por acumulaciéon de pa-
quetes de informacién en el proceso de acceso y salida de la red. Es altamente
dependiente del protocolo de la red. La posibilidad de que se produzca es ma-
yor en las redes de comunicacién inaldmbricas.

» Tipo de red. Obviamente el tipo de red no es un problema pero si debe ser
tenido en cuenta en el proceso de disefio de los sistemas de control. Se puede
optar por emplear dos tipos de redes: redes de propdsito general (Ethernet,
RS-232, Internet) o especificas para propésitos industriales (DeviceNet, CAN,
Foundation Fielbus, Profibus, etc). Cada uno de estos tipos de red presenta
caracteristicas distintas en la capacidad de transmisién, requerimientos tem-
porales, protocolos de acceso, etc.

Existen también una serie de factores de menor importancia que deben de ser
tenidos en cuenta como son la cuantizacién de la seinal o el sincronismo entre todos
los elementos que se encuentran conectados a la red.
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1.3.2. Lineas de investigacion en los NCS.

El control en red es una combinacion de los campos de la teoria de control y las
teorias de comunicacion, tradicionalmente ambos campos se han mantenido sepa-
rados, dividiendo las lineas de investigacion en dos partes diferenciadas

1. Control de la red: Estudia las redes de comunicaciones intentando mejorar
sus caracteristicas a través de nuevos protocolos de acceso, de sistemas de
gestion de la conexion, de mejoras en los procesos de muestreo, etc. Es inde-
pendiente del problema de control a considerar y esta orientado a la mejora
de la comunicacion en red.

2. Control a través de la red: En esta linea se plantean estrategias de control
y sistemas de control disefiados de forma que se tienen en cuenta los efectos
adversos de la red de comunicacion, como el retardo introducido por la red,
para intentar minimizarlos.

En los tltimos afios también han surgido lineas intermedias, que combinan am-
bos aspectos, [[144} [103]]. En estas técnicas la estrategia de control no soélo se pla-
nifica teniendo en cuenta las caracteristicas de la red de comunicaciones, a priori,
sino que se van realizando mediciones del estado de la red, por ejemplo el ancho de
banda disponible, y se va variando la ley de control en consecuencia, por ejemplo
aumentando o disminuyendo el periodo de muestreo del sensor y controlador o va-
riando la ganancia de los controladores.

Aunque el foco de este trabajo no es el control de la red, a continuacién se
presentaran algunas de las redes mas usadas en el campo de los sistemas de control
en red:

= PROFIBUS fue desarrollado por un grupo aleman de companias y es ahora un
estandar en Alemania. Un cable trenzado apantallado es usado como medio de
transmisién. La velocidad de transferencia puede ser desde 9.6 Kbits/s hasta
500 Kbits/s. La longitud méxima del bus es de 1200 metros. Hasta 127 estacio-
nes pueden conectarse a la red . Los mensajes a través de la red pueden tener
hasta una longitud de 256 bytes. PROFIBUS es una red de paso de testigo que
funcionan en tiempo real. Los nodos son divididos en activos y pasivos. El nodo
que tiene el testigo tiene el permiso para enviar datos a la red. El testigo es
pasado a través de la red entre los nodos activos. Los nodos pueden transmitir
cuando tienen el testigo. Los nodos pasivos necesitan ser direccionados por un
nodo activo para poder enviar datos a través de la red.
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s CAN, (Controller Area Network), fue desarrollado por la compaifiia alemana
Bosch para la industria del automovil. E1 CAN fue uno de los primeros buses
de campo y es empleado por varios fabricantes. CAN es definido en los estan-
dar ISO 11898 y 11519-1. La velocidad de transmision puede ser programada.
La velocidad del bus puede ser de 1 Mbit/s si el bus no es mas de 50 metros,
y 500 Kbits/s si el bus es de mas de 50 metros. Si la calidad del cable es baja,
como puede ser en la fabricacién de automéviles en serie, la maxima veloci-
dad de transferencia puede ser menor. Un nodo puede empezar la transmision
en cualquier momento si el bus esta libre. Si varios nodos intentan transmi-
tir simultdneamente empieza un proceso de arbitraje. Aquel nodo que intente
transmitir con prioridad mdas alta obtiene el derecho al uso del bus. Es una red
en tiempo real.

= Ethernet es una de las tecnologias mas empleadas de redes de area local
(LAN). Transmite los datos a velocidades de 10 Mbits/s, 100Mbits/s y 1 Gbit/s.
Ethernet no estd disefiada para comunicaciones en tiempo real. No obstante,
la gran cantidad de redes Ethernet instaladas hace interesante su empleo en
sistemas de control en tiempo real. No existe un controlador central del bus,
Ethernet utiliza el protocolo de acceso CSMA/CD. Esto significa que antes del
envio la estaciéon escucha el canal y si el canal parece estar libre, la transmi-
siéon comienza. Si varias estaciones comienzan la transmision simultaneamente
una colision es detectada, las estaciones finalizan la transmision y esperan un
tiempo aleatorio antes de volver a intentar transmitir el mismo mensaje. Un
casi ilimitado nimero de estaciones pueden conectarse. El nimero de colisio-
nes se reduce al emplear cableado estructurado y conmutadores (switch) de
ethernet que hacen que la mayoria de las conexiones sean punto a punto. Cada
paquete que se envia al conmutador se almacena y se retransmite al puerto
de destino correcto. Si ese puerto estd ocupado, el conmutador espera, por
lo que no se producen colisiones ni retransmisiones. El inico problema es la
espera en cola que se produce en el conmutador. Usualmente el nimero de
estaciones estd limitado por una direccién de seis bytes. Los tres primeros
son utilizados como identificador del fabricante, y los tres tltimos son defini-
dos por el fabricante, de tal forma que cada interfaz Ethernet tiene un nimero
Unico. Una trama Ethernet, o paquete, tiene entre 64 y 1500 bytes de longitud.

1.4. Publicaciones

La mayor parte de los resultados que se muestran en esta memoria han dado lu-
gar a trabajos que o bien ya han sido publicados, o estdn pendientes de publicacion.
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El listado cronoldgico de esos trabajos es el siguiente:

» Discrete-time reset control applied to networked control systems, A. Banos, F.
Pérez, and J. Cervera. The 35th Annual Conference on IEEE Industrial Electro-
nics Society [[19]].

» Networked reset control systems with discrete time-varying delays, A. Bafos,
F. Pérez, and J. Cervera. The 36th Annual Conference on IEEE Industrial Elec-
tronics Society [20].

» Design of networked periodic reset control systems, F. Pérez, A. Bafios, and J.
Cervera. 2011 IEEE International Symposium on Industrial Electronics [123].

» Periodic reset control of an in-line ph process, F. Pérez, A. Bafos, and ]J. Cer-
vera. The 16th Conference on Emerging Technologies and Factory Automation
[125].

= Design of networked reset control systems for reference tracking, F. Pérez, A.
Bafios, and J. Cervera. The 37th Annual Conference on IEEE Industrial Elec-
tronics Society [124]].

= Networked based reset control systems, A. Baios, F. Pérez and ]J. Cervera.
IEEE Transactions on Industrial Informatics (Enviado).

1.5. Estructura de la tesis

La tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo 2 se realizara una
introduccion a los sistemas de control reseteados en el marco de los sistemas hi-
bridos. Se realiza también la presentacién de los sistemas reseteados en tiempo
discreto distinguiendo entre diferentes condiciones de reseteo y estudiando el com-
portamiento alguno de ellos. Se profundiza en las condiciones de reseteo de paso
por cero y la condicién periddica.

En el capitulo 3 se estudia el problema fundamental de la estabilidad de los sis-
temas de control reseteado en tiempo discreto presentados en el capitulo 2. Se han
propuesto dos aproximaciones distintas para analizar la estabilidad de los sistemas
reseteados cuando estos son variables en el tiempo. Una de ellas basada en técnicas
de LPV (Linear Varying Parameters) y la otra basada en una busqueda exhaustiva,
también conocida como de fuerza bruta. Por Gltimo, se ha realizado la comparacion
entre la eficacia / eficiencia de ambos sistemas.
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El capitulo 4 introduce los sistemas de control en red (NCS). Se realizard una
breve introduccién a los sistemas de control en red y a sus caracteristicas fundamen-
tales. En este capitulo se presenta también una descripcion de este tipo de sistemas
empleando un modelo de muestreo multiple (multirate) que permite la integracién
de controladores presentados en el capitulo 2. El sistema resultante, sistema NCS
reseteado, es un sistema reseteado que se adapta a la formulacién empleada en el
capitulo 2 de modo que se pueden aplicar los teoremas desarrollados en el capitulo
3 que permiten analizar la estabilidad de los NCS.

En el capitulo 5 se presentan una serie de aplicaciones de los sistemas de con-
trol reseteados en tiempo discreto al control de procesos y a los sistemas de control
en red. Las aplicacién en control de procesos es una aplicacién real en un entorno
industrial y muestra un ejemplo de cémo el control reseteado en tiempo discreto
puede introducir mejoras sobre el uso de controladores lineales. La aplicacién a un
sistema de control en red es una simulacién del empleo de un controlador reseteado
en el problema de control de distancia entre vehiculos. En este caso se supone que
la comunicacién entre los vehiculos se realiza de forma inaldmbrica.

Finalmente se cierra el trabajo con el capitulo 6, destinado a recapitular las con-
clusiones y contribuciones del trabajo y a exponer posibles trabajos futuros. Tam-
bién se han anadido una serie de apéndices que, aunque no son necesarios para
seguir el desarrollo de la tesis, pueden resultar de interés para los lectores no fa-
miliarizados con las LMI (Linear Matrix Inequalities). En esos apéndices también se
dan una serie de demostraciones y teoremas auxiliares.
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1999 Hu et al. B 1851
Junio 1999 Beker, Hollot, Chen y Chait. C (311
Diciembre 1999 Beker, Hollot y Chait. C [26]
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2001 Hollot, Beker, Chait y Cheng B (80l
Junio 2001 Beker, Hollot y Chait C [29]
Junio 2001 Chen, Chait y Hollot J [49]
Septiembre 2001 Beker TD [25]]
Noviembre 2001 Beker, Hollot y Chait J 28]
Febrero 2002 Chait y Hollot J [47]
Junio 2004 Beker, Hollot, Chait y Han ] (301
Junio 2005 Zaccarian, Nesic y Teel C [161]
Enero 2006 Guo, Yu y Ma ] 700
Noviembre 2006 Hong y Wong C 182]
Diciembre 2006 Zaccarian, Nesic y Teel C [162]
Diciembre 2006 Li, Guo y Wang C [94]]
Enero 2007 Wu, Guo y Wang ] [155]
Junio 2007 Banos y Vidal C [220
Junio 2007 Batios, Carrasco y Barreiro C [15]
Julio 2007 Batios, Carrasco y Barreiro C [16]
Julio 2007 Bafios y Vidal C (211
Julio 2007 Bafios y Barreiro C [12]
Julio 2007 Zaccarian, Nesic y Teel C [163]
Julio 2007 Guo, Wang y Lihua C [160]
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Junio 2008 Vidal y Bafios C (1471
Junio 2008 Carrasco, Banos y Barreiro C (431
Agosto 2008 Nesic, Zacarian y Teel J (1131
Septiembre 2008 Bakkeheim et al ] [10]
Octubre 2008 Zheng et al J [168]
Noviembre 2008 | Carrasco, Banos y van der Schaft C [44]
Noviembre 2008 Vidal et al C (1501
Noviembre 2008 Fernandez et al C 1581
Diciembre 2008 Nesic y Teel C [110]
Diciembre 2008 Loquen, Tarbouriech y Prieur C (1011
Febrero 2009 Guo et al ] [74]
Febrero 2009 Bafios y Barreiro J [13]
2009 Carrasco TD [4.010
Junio 2009 Li, Du and Wang C [91]
Junio 2009 Li et al C [93]
Agosto 2009 Vidal y Banos C [148]
Septiembre 2009 Banos, Dormido and Barreiro C [19]
Noviembre 2009 Banos, Pérez y Cervera C (171
Noviembre 2009 Guo, Wang y Xie C 1731
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Enero 2010 Carrasco, Bafios y van der Schaft J [45]
Enero 2010 Barreiro y Bafios J 123l
Enero 2010 Zheng y Fu J [166]
Mayo 2010 Loquen TD [99]
Junio 2010 Paesa et al C [119]
Julio 2010 Vidal y Bafios ] [149]
Julio 2010 Polenkova et al C [127]
Septiembre 2010 | Prieur, Tarbouriech y Zaccarian C [128]
Octubre 2010 Zaccarian, Nesic y Teel J [1o4]
Noviembre 2010 Banos, Pérez y Cervera C [20]
2011 Bafios y Barreiro B (1410
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Mayo 2011 Bafios, Dormido y Barreiro J (18l
Mayo 2011 Tarbouriech, Loquen y Prieur J [143]
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Fecha Autor Tipo | Referencia
Junio 2011 Yugian y Wei C [159]
Junio 2011 Barreiro, Bafios y Dormido C [124]
Junio 2011 Perez, Bafios y Cervera C [123]
Julio 2011 Villaverde et al ] [151]

Septiembre 2011 Guo et al C [72[]
Septiembre 2011 Perez, Bafios y Cervera C [125]
Septiembre 2011 Guo, Gui y Yang C 711
Septiembre 2011 Forni, Nesic y Zaccarian ] [60f[
Octubre 2011 Paesa, Banos y Sagues J [117]
Noviembre 2011 Perez, Bafios y Cervera C [124]
Noviembre 2011 Nesic, Teel y Zaccarian J [112]
Noviembre 2011 Paesa, et al C [118]]
2011 Paesa TD [116]
Febrero 2012 Paesa et al ] [121]
Marzo 2012 Raimundez et al J [129]
Julio 2012 Carrasco y Bafos J [41]

Tabla 1.1: Literatura en control reseteado




CAPITULO 2

Sistemas de control reseteados en
tiempo discreto

En este capitulo se dara la definiciéon de los sistemas reseteados en tiempo dis-
creto y se discutiran distintas formulaciones para estos sistemas. Los sistemas re-
seteados son un tipo particular de sistemas hibridos. Se empezara por tanto con
una breve introduccién a los sistemas hibridos y a continuacién se desarrollaran las
definiciones en ese marco.

En el tltimo tramo de este capitulo se formularan dos tipos de sistemas resetea-
dos en tiempo discreto segun diferentes condiciones de reseteo y se daran ejemplos
de cada tipo de sistema y algunas reglas heuristicas de sintonia para uno de ellos.

2.1. Sistemas hibridos

En esta seccidn se hara una breve introduccién a los sistemas hibridos, se reco-
mienda al lector interesado en el tema la lectura de los trabajos [66} |6]. En primer
lugar se procedera a definir de manera informal un sistema hibrido como un sis-
tema dindmico en el que existe interaccion entre dinamicas continuas y dinamicas
discretas [8].

Uno de los formalismos con los que se pueden describir los sistemas hibridos son
los automatas hibridos. Un autémata hibrido es una maquina de estados finitos
con variables reales y ecuaciones diferenciales que se definen de forma indepen-
diente para cada estado (discreto) del automata. Los autématas hibridos empezaron
a usarse en el estudio de los sistemas hibridos en el inicio de la década de los 90 [4]].
El autémata de la figura[2.T|describe un termostato y sera usado a modo de ejemplo

21
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para ilustrar el modelado de sistemas hibridos con autématas.

x =20
apagado encendido
x=-Kx x =K (h-x)
x =20 x<23
x=23

Figura 2.1: Autémata hibrido describiendo un termostato.

El termostato controla la temperatura de una habitacién encendiendo y apagan-
do un calefactor. La variable real = es el valor de la temperatura, el sistema tiene
unicamente dos modos de funcionamiento, encendido y apagado. La evolucién de la
temperatura se puede modelar de la siguiente forma, cuando el calefactor esta en-
cendido la temperatura aumenta de acuerdo a la ecuacion diferencial & = K(h — ),
donde h es una constante, cuando el calefactor estd apagado la temperatura dismi-
nuird de acuerdo a £ = — K. Inicialmente la temperatura de la habitacion es de 21
oC y el estado del calefactor es apagado. El calefactor se encendera cuando la tem-
peratura baje a 20 2C, con el calefactor encendido la temperatura aumentara hasta
alcanzar los 23 °C. Entonces el calefactor pasard a estar apagado y la temperatura
comenzara a descender de nuevo. Con este sistema de control la temperatura de la
habitaciéon se mantendra entre 20 y 23 2C.

La definicién formal de un autémata hibrido consiste en un conjunto finito X =
{z1,...,x,} de variables reales, que son los estados de la dindmica continua, y un
grafo dirigido con una serie de vértices y transiciones (V, E'). V es un conjunto finito
de vértices y E es el conjunto de transiciones que conectan los vértices. El grafo
modela la dindmica discreta del sistema, se emplean circulos para representar cada
vértice del grafo y flechas para representar las transiciones. Dentro de cada vértice
hay una serie de ecuaciones con las variables de X que describen la dindmica conti-
nua. En el ejemplo de la figura [2.1] el grafo tiene dos vértices y dos transiciones. La
flecha con el subindice = = 21 no une dos vértices, por lo que no es una transicion,
sino que sirve para inicializar el sistema.

Otra forma de modelar sistemas hibridos es emplear combinaciones de ecuacio-
nes diferenciales y ecuaciones en diferencias. Un modelo ampliamente empleado
para la dindmica de un sistema continuo es la ecuacion diferencial de primer orden
% = f(x), con x perteneciendo a un espacio euclideo n-dimensional R". Se pueden
establecer restricciones a la dinamica del sistema como son restricciones al estado
del tipo x € C' (donde C es un subconjunto de R"). Por ejemplo, el conjunto C puede



2.1. SISTEMAS HIBRIDOS 23

indicar que la fuerza de la gravedad no puede empujar a un cuerpo a través del
suelo. Por otro lado las restricciones también pueden aparecer como variaciones
en la parte derecha de la ecuacién diferencial, de forma que el valor de f(x) sea
sustituido por un conjunto de funciones F(x) que se aplicardn segun el valor del
estado x. Combinando ambas restricciones se puede llegar al siguiente conjunto de
ecuaciones diferenciales:

x=F(x), xeC 2.1)

Para los sistemas discretos en el tiempo se puede emplear el modelo dado por
la ecuacion en diferencias x(t7) — x(t) = g(x), con x € R". Al igual que en el caso
de los sistemas continuos en el tiempo se pueden anadir restricciones a la dindmica
del sistema obteniendo

x(tT) —x(t) = G(x), x€ D (2.2)

donde G es un conjunto de funciones que se aplican segun el estado de x y D es
un subconjunto de R™.

Se puede por tanto combinar las expresiones (2.1) y (2.2) para obtener una ex-
presion general de los sistemas hibridos

x = F(x), xeCl

x(tT) —x(t) = G(x), x€D (2.3)

Esta forma de definir a los sistemas hibridos es la que emplean principalmente
los investigadores de los grupos de Goebel y Teel [66]. El problema que conlleva el
uso de esta descripcion empleada en [[66] es que al no imponerse la condicién de
que los conjuntos C'y D sean disjuntos el sistema puede no estar bien definido. Es
decir es posible encontrar situaciones en las que el sistema pueda evolucionar de
acuerdo a la ecuacion diferencial y a la ecuacion en diferencias simultaneamente.
Aunque en ciertos casos particulares [67] la definicién tiene propiedades de
robustez que otras definiciones que se veran a continuacién no tienen.

2.1.1. Sistemas impulsivos

Una forma de eliminar el problema anterior es obligar a que esos conjuntos sean
disjuntos, tal y como se hace en los sistemas impulsivos [9; [76]]. En este tipo de sis-
temas hibridos el sistema tiene una evolucioén continua y una dinamica discreta con
saltos instantdneos (impulsos). Esta descripcion es especialmente adecuada para
modelar sistemas en los que la dindmica de alguna de sus acciones se produce en
un tiempo despreciable en comparacién con el tiempo de respuesta natural como
pueden ser los sistemas mecanicos con impactos o los sistemas bioldgicos. Para la
descripcién de los sistemas impulsivos se emplean tres elementos:
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» Ecuacidén diferencial: Se describe la dindmica continua en el tiempo con una
ecuacién diferencial

x = f(t,x(t),u(t)) (2.4)

donde f : [0,00) x R" x R™ — R", x € R" es el estado del sistema y u € R™
es la entrada del sistema. Cuando la evolucion del sistema estd gobernada por
esta ecuacion se dice que el sistema fluye.

» Ecuacién en diferencias: Los impulsos se describen mediante ecuaciones en
diferencias de la siguiente forma:

Ax = X(tz) — X(tk) = Ik(tk, X(tk), u(tk)) (2.5)

donde el subindice k expresa el k-ésimo salto. Cuando el sistema estd gober-
nado por esta ecuacién se dice que el sistema salta.

= Ley de impulsos: Este elemento sirve para encajar los dos anteriores, es una
ley que dependiendo del estado actual y del tiempo determina cuando se si-
gue una u otra dindmica. Se suele designar empleando un subconjunto S C
[0,00) x R™ x R™ de forma que si (¢,x(¢),u(t)) € S se dice que se cumple la ley
de impulsos y el sistema salta.

Combinando los tres elementos anteriores, el sistema dindmico impulsivo se des-
cribe de la siguiente forma:

x = f(t,x(t), u(t)), (t,x(t),u(t)) ¢ S
Ax = Iip(te, (), u(tr)), (,x(t),u(t)) €S (2.6)
y = h(x(t),u(t)),

donde se ha especificado también la salida del sistema y(¢) aunque no ejerce ningun
papel en la dindmica del mismo.

En cuanto a la forma de clasificar a los sistemas impulsivos se suele adoptar la
empleada en [9] donde se distinguen tres grupos: sistemas impulsivos a instantes
fijos, sistemas impulsivos a instantes mdviles y sistemas auténomos con impulsos.
Aunque existen también otras clasificaciones paralelas como la propuesta en [157]
que se basa en la forma en la que la accién de control entra en el sistema y diferen-
cia en tres tipos de sistemas impulsivos. Ambas clasificaciones se pueden combinar
dando lugar a 9 subclases de sistemas impulsivos. Se puede observar de que forma
quedaria esta clasificacién para el caso de sistemas impulsivos a instantes modviles,
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es decir los sistemas en los que se produce el salto cuando t = 7x(x).

Un sistema de control impulsivo de tipo I es el dado por

x = f(t,x) t # 1(x)
M ¢ Ax=U(k,y) t=7k(x) 2.7)
y = g(t,x).

donde la entrada de control esta formada por los saltos en el estado a través del tér-
mino U(k,y). El sistema de control impulsivo de tipo II se describe con la expresiéon

)'(:f(t,X,ll) t#Tk(X)
I ¢ Ax=U(k,y) t=mk(x) (2.8)
y=g(t,x,u) u=r(tx)
en este caso se combinan dos acciones de control, el control impulsivo dado por

U(k,y) y el control continuo dado por u = ~(¢,x). Por ultimo el sistema de control
impulsivo de tipo III esta dado por

x = f(t,x,u) t#7(x
() { Ax =jip(x) t=7(x
y=g(t,x,u) u=r~(

(2.9)

\‘@F
x

para este tipo el control es totalmente continuo y el efecto impulsivo se produce
Unicamente en el estado de la planta.

2.1.2. Sistemas conmutados

En la figura 2.2 aparece un esquema de clasificacion de los sistemas hibridos
que muestra como los sistemas reseteados pueden incluirse como un tipo de siste-
mas conmutados o impulsivos segun sean sistemas en tiempo discreto o continuo
respectivamente.

Como el objetivo de esta tesis es el estudio de los sistemas reseteados en tiempo
discreto, se realizard una introduccién a los sistemas conmutados en el siguiente
apartado.

Los sistemas conmutados son un tipo de sistemas dindmicos hibridos formados
por una familia de subsistemas temporalmente continuos y una regla que dirige el
cambio entre ellos [95]. Los sistemas conmutados se desarrollaron principalmente
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Sistemas Hibridos

Sistemas conmutados
e impulsivos

Sistemas conmutados

Sistemas reseteados
discretos

Sistemas impulsivos

Sistemas reseteados
continuos

Figura 2.2: Clasificacion sistemas hibridos.

en el campo del control adaptativo [[63]], por lo que es comUn encontrarlos represen-
tados como un autémata de estados finitos (que no sigue el esquema de los autéma-
tas hibridos) tal y como se muestra en la figura[2.3] Existen ejemplos de aplicaciones
de sistemas conmutados en diversos campos como el control de sistemas de fabri-
cacion [122; [140] , el control de procesos [56] o la industria del automaévil [108]).

Podemos considerar el sistema de transmision de un automévil como un buen
ejemplo de sistema conmutado [38} [11]]. Para el problema de la transmision el obje-
tivo es que el vehiculo tenga un comportamiento adecuado en un amplio rango de
velocidades con un consumo razonable de combustible. Para ello seria deseable que
la potencia producida por el motor fuera constante con respecto a la velocidad, eso
hace que la fuerza 6ptima tenga un perfil hiperbdlico. Desgraciadamente la curva
par-velocidad de un motor no tiene esa forma, por medio de una relaciéon de mar-
cha fija se puede modificar la curva par-velocidad y la adecuada combinacion de
varias de estas marchas puede hacer que el comportamiento del motor se acerque
al deseado tal y como se muestra en la figura Obviamente se podra mejorar el
ajuste a la fuerza 6ptima F,,; con una caja de cambios con mas marchas.

Matematicamente, un sistema conmutado (continuo) puede ser descrito por la
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Sefial de
conmutacioén

Regla de 4—[Seﬁales externas]

conmutacién %

A

u4q
Controlador 1

> Planta

uj
Controlador i

Figura 2.3: Representacién de un sistema conmutado como un autémata de estados finitos.

siguiente familia de ecuaciones diferenciales

%= foe)(x(1), (1) (2.10)

donde x(t) € R™ es el estado del sistema, u(¢) : [0,00) — R™ es la entrada del siste-
ma, el conjunto {f; : R” x R™ — R" Vi € Z} es una familia de funciones suficiente-
mente regulareﬂ parametrizadas por algun conjunto de indices Zy o : [0,00) — Z
es una funcién temporal constante a trozos, denominada sefial de conmutacién. Este
tipo de funciones poseen varias denominaciones en forma de acrénimos como RCLL
(Right Continuous with Left Limits). Al indice p = o(t), se le denomina modo activo
en el instante ¢.

Una propiedad basica de los sistemas conmutados es la seflal de conmutacion,
o(t), es decir, como seleccionar el modo activo en cada instante de tiempo. Segun
esta seleccion del modo activo, se clasifican los sistemas conmutados en tres sub-
clases:

1. Control dependiente del tiempo, si la eleccién del modo activo sélo depende
del tiempo.

2. Dependiente del estado, si el estado interviene en la eleccién del modo activo.

3. Con memoria, si ademas de alguno de los criterios anteriores el modo activo
depende de los modos anteriores.

!Se suele requerir que la funcién sea continua en ¢ y localmente Lipschitz continua en z y w.
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Primera
marcha

Fuerza

Tercera
marcha

Cuarta
marcha

0O 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100
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Figura 2.4: Fuerza motor frente a la velocidad.

Volviendo al ejemplo de la transmisién es evidente que pertenece al grupo de siste-
mas conmutados con memoria dado que para decidir el cambio de marcha se tiene
en cuenta la marcha actualmente en uso.

Un aspecto interesante para la estabilidad de los sistemas conmutados, y que se
empleard ampliamente posteriormente, es el concepto de tiempo de permanencia
(dwell time) [[109]. Se puede definir el tiempo de permanencia, 7p, como un tiempo
minimo que el sistema debe de permanecer en cada modo antes de poder cambiar a
un modo distinto t;41 —t; > 7p. Por lo general en los trabajos de control conmutado
se asume que existe un cierto 7p aunque este sea arbitrariamente pequeio.

Otro concepto de interés es el periodo de persistencia, Tp, que podemos defi-
nir como el tiempo maximo que el sistema puede permanecer en un modo antes de
cambiar a otro.

Un resultado bésico de la estabilidad de los sistemas conmutados que ilustra la
importancia de la sefial de conmutacion es que el hecho de que un sistema conmu-
tado autéonomo; es decir un sistema sin entradas, pueda ser descrito por la siguiente
familia de ecuaciones diferenciales lineales

x = A;x (2.11)
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donde A; es asintéticamente estable para todo i € Z, no implica que el sistema
conmutado resultante sea estable, pudiéndose encontrar seflales de conmutacién
que produzcan un sistema conmutado inestable. En la figura se puede apreciar
coémo distintas sefiales de conmutacién pueden hacer que el sistema conmutado re-
sultante de la combinacién de dos sistemas estables (sistemas 1 y 2) sea estable o
inestable. Para ello se muestra la representacion de los sistemas en el espacio de
estados.

Sistema 1 Sistema 2

v

v

Conmutacion estable A A Conmutacion inestable

R
v

/

Figura 2.5: Conmutacién entre sistemas estables.

Para consultar en profundidad resultados de estabilidad para sistemas conmuta-
dos se recomienda [96]].

Las definiciones anteriores se referian al caso continuo, ahora se definiran los
sistemas conmutados en tiempo discreto [134] como los sistemas que pueden ser
descritos por la siguiente familia de ecuaciones en diferencias

x(k + 1) = gy (x(k). (k) (212)

donde x(k) € R" es el estado del sistema, u(k) : [0,00) — R™ es la entrada del



30 CAPITULO 2. SISTEMAS DE CONTROL RESETEADOS EN TIEMPO DISCRETO

sistema, el conjunto {g; : R” x R™ — R" Vi € 7} y la seilal de conmutacién o(k)
funcionan de forma anéloga al caso continuo, s6lo que ahora se evalian de forma
discreta (k) : N — I, con I = {1,...,N} (N es el nimero de modos). También el
tiempo de permanencia y el de persistencia se pueden definir de forma similar al
caso continuo, ahora seran el nimero minimo y maximo respectivamente de instan-
tes de muestreo que el sistema puede permanecer en cada modo.

En el caso en el que los sistemas que forman un sistema conmutado discreto
sean todos lineales se podra escribir la ecuacién (2.12)) como

x(k+1) = Ag(k)x(k) + Bg(k)u(k) (2.13)

donde A, (1) ¥ By(x) son familias de matrices con las dimensiones adecuadas.

En la siguiente seccidén se vera como los sistemas reseteados discretos en el
tiempo se adaptan a la estructura de los sistemas conmutados en tiempo discreto
dada por la ecuacién (2.13).

2.2. Sistemas reseteados discretos en el tiempo

Esta seccion se dedicara a introducir los sistemas de control reseteados en tiem-
po discreto. Estos sistemas surgen a partir de los sistemas reseteados continuos en
el tiempo que fueron los primeros en ser propuestos, en los afios 50 del pasado siglo.
Sin embargo a pesar de que hay bastantes aplicaciones en las que se emplean sis-
temas en tiempo discreto, los sistemas reseteados en tiempo discreto, hasta donde
llega el conocimiento del autor no fueron introducidos hasta el trabajo [19]. Esta es
por tanto la primera contribucion de este trabajo.

Se puede considerar que con caracter general un sistema reseteado es un sis-
tema en el que se alternan una dinamica que estd vigente la mayor parte del tiempo
y una serie de acciones puntuales que consisten en llevar a ciertos valores concretos
a algunos estados del sistema, esas acciones puntuales son lo que se conoce como
accion de reset. En este trabajo se estudiardn dos tipos de sistemas reseteados:

Controladores reseteados discretos en el tiempo Cr. Serdn sistemas discre-
tos en el tiempo con una dindmica continua, que se deriva de un controlador LTI, a
la que se anade una accién de reset.

Sistema de control reseteado discretos en el tiempo > . Son los sistemas
que resultan de la conexién en lazo cerrado de un controlador reseteado discreto en
el tiempo con una planta P. Esta planta puede ser tanto continua como discreta en
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el tiempo.

Definicion: Se define un sistema de control reseteado discreto en el tiempo co-
mo un sistema conmutado discreto que puede ser descrito por la siguiente expresiéon
en el espacio de estados:

dlk+1)=d(k)+ 1,z(k+1) = A(k)z(k) d(k) < DV (k,z(k)) ¢ K x M
Yp:4q dk+1)=0,z2(k+1) = Ag(k)z(k) d(k) > DA (k,z(k)) € K x M
d(0) =0,z(0) =z
(2.14)

donde k € Z*, z € R" es el estado del sistema, A(k) y Ar(k) son matrices reales de
dimensioén n x n, K x M C Z* x R" es la condicién de reseteo, y d € Z* represen-
ta el nimero de periodos de muestreo pasados desde la anterior acciéon de reset,
siendo D € IN una constante que se definird mdas tarde para cada caso. Este siste-
ma reseteado se puede ver como una version discreta en el tiempo de los sistemas
impulsivos definidos en [76]. Aunque también se adaptan a la estructura de los sis-
temas conmutados discretos en tiempo discreto presentados en la seccién anterior.

Una caracteristica distintiva de los sistemas reseteados es que el estado z(k)
cambia de valor de acuerdo a una serie de acciones puntuales en los instantes en los
que se cumple la condicién de reseteo. El valor de esas acciones puntuales vendra
dado por la matriz Ar(k). La primera ecuacion en diferencias en representa
la accién de lo que se llama el sistema base y se corresponde con el flujo en los
sistemas impulsivos, mientras que la segunda ecuacion en diferencias representa la
accion de resety se corresponde con el salto en sistema impulsivos. En esta formula-
cién se ha introducido un tiempo de permanencia D que aparece explicitamente en
la ecuacion. También aparece un estado auxiliar d que representa el tiempo trans-
currido desde la anterior accién de reset de modo que sé6lo se permite realizar una
accion de reset en el instante k si d(k) > D, es decir si han pasado D instantes de
muestreo desde la anterior accién de reset. Se dice que es un estado auxiliar porque
su evoluciéon no afecta al resto de la dindmica del sistema.

Es importante destacar que, al contrario de lo que ocurre con los sistemas rese-
teados continuos en el tiempo [14], los sistemas reseteados discretos en el tiempo
estdn siempre bien definidos en el sentido de que siempre hay una soluciéon para
cualquier condicién inicial. En general el conjunto de reset M es un subconjunto de
R"™ y por tanto para cualquier condicion inicial zg € R" existe una secuencia, finita
o infinita, de instantes de reseteo (k,), n = 1,2,.... Una funcién z : Z+ — R" es
una solucion del sistema reseteado discreto en el tiempo (2.14) en Z* con condicién
inicial z(0) = zp si z(k) cumple la expresiéon para todo k € Z". Si en algin
instante £ > 0 el estado del sistema z(k) se encuentra en el conjunto de reset My
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ademads el instante k es un instante de reseteo permitido en el sentido de que k € K
y al menos D instantes de muestreo han pasado desde el anterior instante de re-
seteo, es decir d(k) > D, entonces la evolucion del sistema estd dada por la accién
de reset (la segunda ecuacion en (2.14)), si no se cumple lo anterior la evolucion
del sistema estd gobernada por la ecuacién del sistema base (primera ecuacién en

@.14)).

Cualquier solucion de (2.14) tiene la forma

2(k) = A(k)A(k — 1) -+ A(kp_y + 1) Ag(kn—1)z(kn_1) (2.15)

para k, 1 < k < k,, con kg = 0.

El comportamiento de un sistema reseteado sera diferente en funcién de las dis-
tintas elecciones que se pueden hacer de la condiciéon de reseteo. En este trabajo
se desarrollaran dos formulaciones distintas para la condicién de reseteo, un reset
dependiente del tiempo y un reset dependiente del estado. A continuacion se trata-
ra cada uno de estos casos por separado comenzando con el reset dependiente del
estado.

2.2.1. Reset dependiente del estado

En este apartado se abordara el problema de trasladar al caso de sistemas dis-
cretos en el tiempo la condicidon de reseteo tradicional del paso por cero (o cualquier
otro valor) de la senal de entrada de un controlador reseteado.

Para este caso la condicién de reseteo dependerd soélo del estado del sistema,
con lo que las ecuaciones del sistema de control reseteado discreto en el tiempo
(2.14) se pueden simplificar

dlk+1)=d(k)+1,z(k+1) = A(k)z(k) d(k) <DV zk)¢ M
dlk+1)=0,z(k+1) = Ar(k)z(k) d(k) > D Nz(k) e M (2.16)
d(0) =0,z(0) =z

y, en general, los instantes de reseteo dependeran tinicamente de la condicidn inicial
zo y del tiempo de permanencia D. Por tanto, los instantes de reseteo pueden ser
definidos de forma recursiva a través de las funciones 7, : R” — Z* U {c0}:

kn = Tn(ZO) =
— min{k € Z*  k—hy 1 > D, AR)A(k —1)... A(kn_1 + 1) Ag(kn_1)2(kn_1) € M}
(2.17)
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donde por definiciéon min @ = co. Ademads, los intervalos de reseteo A, se pueden
definir como A,, = ky 11 — kn, paran =0,1,2,....

Un caso particularmente simple se obtiene cuando en el sistema de control re-
seteado (2.16) las matrices A y Ar son constantes en el tiempo, es decir, que no
dependen de k. En este caso los instantes de reseteo vendran dados por

kp = Tn(20) = min{k € Z+ : k — ky_1 > D, A¥" 1 Apa(k, 1)) € M} (2.18)

A continuaciéon se comprobara como la conexién en lazo cerrado de un planta
lineal con un controlador reseteado discreto en el tiempo da lugar a un sistema de
control reseteado discreto en el tiempo (2.16), para ello se seguira el esquema con
reglamentacion negativa que se muestra en la figura|2.6

Vorue [ L up

Cr v

I

Figura 2.6: Controlador reseteado, Cr, conectado en lazo cerrado con una planta, P.

La planta P serd un sistema SISO (Single-Input Single-Output) lineal y variable
en el tiempo

b { Xp(t) = Ap(k)xp(t) + Bp(k)uy(t) (2.19)

Yp(k) = Cp(k)xp(t)

y Cr es un controlador reseteado discreto en el tiempo con tiempo de permanencia
D, dado por

nk+1) =n(k) + 1,x.(k+ 1) = Ac(k)xc(k) + Be(k)uc(k) n(k) < D,0 < uc(k —1) - uc(k)
n(k+1) =0,x.(k+1) = Ax.(k) n(k) > D,0 > uc(k — 1) - uc(k)
Ye(k) = Ce(k)xc(k) + De(k)ue(k)

(2.20)

A la matriz A, se la conoce como matriz de reset y es una matriz diagonal de
unos y ceros. Los estados del controlador a los que les corresponde un cero son
reseteados mientras que aquellos a los que corresponde un uno permanecen inalte-
rados cuando el sistema experimenta una accion de reset. En funcién de los valores
que toma la matriz A, se puede distinguir entre sistemas reseteados completamen-
te, cuando A, = 0 y sistemas reseteados parcialmente que son aquellos en los que
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A, #0.

En el controlador se ha incluido como condicion para que se produzca la
accién de reset que 0 > wu.(k — 1) - u.(k), es decir, se fija como condicién que se
produzca un cambio de signo en la entrada del controlador. Esta condicién fue pro-
puesta por vez primera por los autores en [19] y es la forma natural de considerar
en sistemas discretos en el tiempo la condicién de paso por cero.

Las conexiones en el lazo cerrado entre la planta (2.29) y el controlador (2.20)
estan dadas por:

uc(k) = —yp(k)  up(k) = ye(k) (2.21)

De modo que si se define el estado del sistema en lazo cerrado como:

z(k) = ok 1) (2.22)

x.(k—1)
donde se ha definido el estado empleando los estados del controlador y el sistema
en dos instantes de muestreo consecutivos. Con esta definicién sera posible conocer

la evolucidn del sistema entre dos instantes de muestreo. Lo que permitird definir
el conjunto de reset, M, que se emplea en (2.16), de la siguiente forma:

M= {z(k) | 0> (Cp000)z(k)(00C,0)z(k)} (2.23)

Se puede realizar una formulaciéon mdés compacta del conjunto de reset definien-
do la matriz C:

cr 00 CI'c, 0

0 . 00 0 0 .
c=| , |[ooco=| , , (2.24)

0 00 0 0

Con lo que la definicién del conjunto de estados en los que se puede producir
una acciéon de reseteo queda en la siguiente forma:

M = {z(k) | 0 < 2" (k)Cz(k)} (2.25)

Se puede definir por tanto la condiciéon de reseteo como una restriccién sobre el
estado aumentado del sistema, tal y como se avanz6 anteriormente.
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La representacion del estado del sistema en lazo cerrado en la representaciéon
de espacio de estados vendra dada entonces por la ecuacion (2.16) con el conjunto
de reset dado por (2.25) con las siguientes matrices de evoluciéon A(k)y Ar(k)

Ap(k) — By(k)Dc(k)Cy(k)  By(k)Ce(k) 0 0
—Bc(k)Cp(k A (k 00

A(k) = (; (&) é ) 00 (2.26)
0 I 00
Ap(k) = By(k)Dc(k)Cy(k)  By(k)Ce(k) 0 0
0 A, 00

Ag(k) = ; A 00 (2.27)
0 I 00

La ecuacion de estado en lazo cerrado servira de base para la realizacién
del andlisis de estabilidad de este tipo de sistemas reseteados dependientes del es-
tado, dado que la estructura de la ecuacién no cambiara sélo lo haran las matrices
en funcion del problema concreto que se esté tratando.

Con caracter general se puede decir que un sistema en el que la condicién de
reseteo depende del estado tiene una formulacion sencilla del valor de la accién
de reset, porque se emplea simplemente la matriz A,. Pero con estos sistemas la
condicion de reseteo es complicada en el sentido de que, aunque se pueden definir
el conjunto de los instantes de reseteo tal y como se hace en (2.17) no se puede
conocer a priori cuando se van a producir los instantes de reseteo. Ese ha sido
tradicionalmente el principal problema a la hora de estudiar la estabilidad de los
sistemas reseteados. Sera en los siguientes capitulos cuando se daran condiciones
de estabilidad para este tipo de sistemas.

Para finalizar este apartado se mostraran un par de ejemplos de la dindmica de
los sistemas reseteados dependientes del estado invariantes en el tiempo, es decir
las matrices A y Ar seran constantes en el tiempo. El caso méas general en el que
sean variables en el tiempo se estudiara en el capitulo 4.

Ejemplo 2.1 Sea una planta LTI discreta descrita por la ecuacion (2.29) con
periodo de muestro h = 0,5 s. con las siguientes matrices;

, 01353 0 08647 ) ; .
»= | oases 1 ) B =\ operr ) G = (05.05), Dy =0 (2.28)
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La planta estd conectada en lazo cerrado, segun el esquema de la figura[2.6|al que se
le afiade la entrada de una referencia, con un controlador proporcional integral en
tiempo discreto con el mismo periodo de muestreo. La ecuacion de ese controlador
sera (2.20) con las matrices: A. = 1, B. = 0,5, C. = 0,1 y D. = 0,5. La accién
de reseteo serd completa, es decir, el tnico estado del controlador pasa a valer
cero en los instantes de reset A, = 0. Y se considerara el caso en el que el tiempo
de permanencia es D = 1. Para este ejemplo se ha seguido el procedimiento usual
para los sistemas reseteados consistente en seleccionar un controlador base que sea
rapido sin reparar en el sobreimpulso que tenga dado que las acciones de reseteo
lo compensaran.

1.5r

1L r - Ur\v_

]
c
o
Q.
© - Salida sistema base
3 = Salida sistema reset
© — Referencia
o
& 0.5

0 1 1 1 1 J

0 5 10 15 20 25

Tiempo (s)

Figura 2.7: Salida de los sistemas base y reseteado del Ejemplo 2.1

En la figura [2.7] se puede apreciar la salida del sistema de lazo cerrado cuando
la entrada es una referencia escalén. Se muestran tanto la salida del controlador
reseteado como la del controlador lineal base. Cuando la sefial de error cambia de
signo, es decir cuando la entrada del controlador pasa por cero, el estado del con-
trolador se resetea eliminando en gran parte el sobreimpulso. El comportamiento
de este tipo de sistema es analogo a los sistemas reseteados continuos en el tiempo
y se puede ver como el efecto es similar en el Ejemplo 1.1.
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0.6
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-r\-L == Sefal de control del sistema base
== Sefal de control del sistema reset

04+
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Figura 2.8: Sefial de control de los sistemas base y reseteado del Ejemplo 2.1

La sefial de control se muestra en la figura donde se puede apreciar el salto
que se produce en la sefial de control del controlador reseteado cuando se produce
el paso por cero del error. Uno de los inconvenientes que pueden tener los controla-
dores reseteados respecto a los controladores lineales es que aparecen esos saltos
bruscos en la sefial de control y si son demasiado grandes pueden producir proble-
mas en los actuadores.

Ejemplo 2.2 En este ejemplo se controlarad una planta LTI continua en el tiempo
con un controlador reseteado discreto en el tiempo y se comparard ese controla-
dor con un controlador lineal sintonizado siguiendo técnicas de IMC (Internal Mode
Control). La planta que se desea controlar viene dada por la siguiente funcién de
transferencia P(s) = Sgiés y el objetivo es controlarla de forma adecuada emplean-
do un controlador discreto en el tiempo con un periodo de muestreo de 0.5 s. En
principio podria parecer que este periodo de muestreo es demasiado grande para
controlar esa planta dado que tiene un polo en s = —2, pero ese polo practicamente
se cancela con el cero en s = —1 con lo que la dindmica que queda es la del integra-
dor que es suficientemente lenta para ser controlada con un periodo de muestreo

de 0.5 s.
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La planta se puede representar con la siguiente ecuacion diferencial en el espa-
cio de estados

p. { xp(t) = Apxp(t) + Bpup(l) (2.29)

yp(k) = Cpxp(t)

con las siguientes matrices

2 0 1
Apz( ) 0),Bp:<0>,0p:(1,1) (2.30)

Se empleard el controlador reseteado dado por con dos controladores
base distintos, en primer lugar un controlador proporcional integral discreto en
el tiempo, PI base, que se elige de forma que el sistema resultante tenga mucho
sobreimpulso y que tiene las siguientes matrices de evolucién

Aaq =1, By =005, Cq =04, Dgq=0,5 (2.31)

el segundo controlador es otro controlador proporcional integral discreto en el tiem-
po, PI IMC, sintonizado siguiendo los criterios de sintonia de para sistemas IMC
dados en [138] suponiendo que la planta se comporta como un integrador con un
retardo de 0.25 s. y fijando 7. = 36. Con lo que se obtienen las siguientes matrices
de evolucién para el segundo controlador

A(32 = 17 B02 = 0757 OCQ - 07257 -D(32 =1 (232)

en ambos controladores reseteados se ha considerado un tiempo de permanencia
D =1.

En la figura[2.9] se muestra la salida de los sistema PI base y su correspondiente
sistema reseteado, que se ha llamado PI + CI, en analogia con el controlador PI +
CI continuo en el tiempo [21]. Al igual que en el ejemplo anterior el efecto de las
acciones de reset elimina gran parte del sobreimpulso. También se muestran las se-
fiales de control en la figura[2.10]donde se pueden apreciar los saltos que producen
las acciones de reset, especialmente el que se produce tras el primer paso por cero
en el segundo 4, este salto en la sefial de control es el responsable de la eliminacién
del sobreimpulso.

En la figura [2.T1] se muestran las salidas de los sistemas PI IMC y su sistema
reseteado correspondiente, que se ha llamado PI + CI IMC. En este caso el siste-
ma con el controlador PI IMC tiene un tiempo de pico ligeramente mayor que con
el controlador PI base, pero su sobreimpulso es mucho menor y también tiene un
menor tiempo de asentamiento. En la figura se puede apreciar como de nuevo el
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Figura 2.9: Salida del sistema PI base y del reseteado del Ejemplo 2.2

controlador reseteado mejora al controlador lineal reduciendo el sobreimpulso y el
tiempo de asentamiento. Las sefiales de control de estos sistemas aparecen en la fi-
gura[2.12] en este caso los saltos introducidos por las acciones de reset son menores
que en el caso anterior porque el controlador base es mas suave y en el momento
de producirse el paso por cero el estado del integrador es menor.

En la tabla 2.1 se muestran los valores del IAE (Integral Absolute Error) e ITAE
(Integral Time Absolute Error) para el sistema con el controlador PI IMC y los dos
controladores reseteados. El valor de ambos indices sirve de indicador de la efica-
cia del controlador, cuanto menor sea el valor mejor es el controlador. El IAE es la
integral del valor absoluto del error durante cierto tiempo (en este caso el tiempo
de simulacion 20 s.) mientras que el ITAE es la integral del valor absoluto del error
multiplicado por el tiempo. Para este ejemplo los dos controladores tienen valores
menores que el controlador PI IMC, y el mejor controlador reseteado es el PI + CI
IMC. Se puede argumentar que el PI + CI IMC es mejor que el PI + CI porque el
cruce por cero del primero se produce cerca del siguiente instante de muestreo por
lo que hay poco desfase entre el cruce por cero y el momento en el que se produce
la accion de reset mientras que el caso del PI + CI hay mas distancia entre el cruce
por cero y el instante de reseteo, lo que hace que aumente el error del sistema.
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Figura 2.10: Sefial de control del sistema base 1y del reseteado del Ejemplo 2.2

IAE ITAE
PI IMC 2.339 | 14.567
PI+CI 1.477 3.601
PI+CIIMC | 1.1106 2.55

Tabla 2.1: IAE e ITAE del Ejemplo 2.2

2.2.2. Reset dependiente de condiciones temporales.

En este apartado se desarrollara una variante de los sistemas de control rese-
teados discretos en el tiempo en la que los momentos en los que ocurren las
acciones de reset no son dependientes del estado del sistema sino de condiciones
temporales. Se estudiard en profundidad el caso particular en el que las acciones
de reset ocurran de forma periddica.

Cuando el reset depende de condiciones temporales las acciones de reset se
producen independientemente de la condicidn inicial, zy, en una serie de instantes
k que pertenecen al conjunto de instantes de reseteo KX C Z'. De forma que la
constante que fija el tiempo de permanencia puede ser incluida en el conjunto de
instantes de reseteo K y se puede obtener una version simplificada de (2.14) para
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Figura 2.11: Salida del sistema PI IMC y del reseteado del Ejemplo 2.2
este caso
z(k+1)=A(k)z(k) k¢K
Yr=1( z(k+1)=Agr(k)z(k) keK (2.33)
z(0) = 2z

En este caso, para un conjunto de instantes de reseteo K = {ky, k2, - - - }, la solu-
cion de (2.33) es de nuevo

Z(k) = A(k)A(k - 1) o A(kn—l + 1)AR(kn—1)Z(kn—1) (2-34)
para k,_1 < k <k, (con ky = 0).

Si el sistema tiene una entrada (k) entonces (2.33) se puede reescribir como:
z(k+1)

Yr= Z(k‘ + 1)

z(0) = 2o

A(K)z(k) + B(k)r(k) kK
Ar(k)z(k) + Ba(k)r(k) ke K (2.35)
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Figura 2.12: Sefial de control del sistema PI IMC y del reseteado del Ejemplo 2.2

En este tipo de sistemas se puede ver como un sistema conmutado discreto en
el tiempo que va cambiando entre el sistema base, dado por la primera ecuaciéon de
(2.35) y un sistema de salto que estd dado por la segunda ecuacién de (2.35).

A continuacién se estudiara el caso en el que las acciones de reset ocurran de
forma periddica.

Definicion: Se define el periodo de reseteo, nyp € IN, como el nimero fijo de
instantes de muestro que tienen lugar entre dos acciones de reset consecutivas.

De forma que si las acciones de reset ocurren de forma periédica, el conjunto K
queda de la siguiente forma K = {k | k =ngl; 1 =1,2,3,...}.

El controlador reseteado vendra dado por la siguiente expresién:
Xc(k 4+ 1) = Ac(k)xc(k) + Be(k)uc(k) k¢ K
Cr=1 Xc(k+1) = f(xp(k),xc(k)) kek (2.36)
Ye(k) = Ce(k)xc(k) + De(k)uc(k)

donde F' : R™ x R™ — R™ es una funcién de los valores del estado de la planta
y del controlador. Al valor f(x,(k),x.(k)) se la llamara de ahora en adelante valor
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de reseteo. En el caso del reset dependiente del estado era suficiente que valor
de la accién de reset fuera funcion del estado del controlador porque las acciones
de reset tienen lugar cuando se produce el cruce por cero del error (o en siguiente
instante de muestreo en el caso discreto en el tiempo) y en ese momento tiene
sentido disminuir el valor del estado del controlador para que pierda parte de la
inercia que hace que se produzca el sobreimpulso. En el caso en el que las acciones
de reset tienen lugar de forma periédica puede ocurrir que en el momento en el que
se produzca una de estas acciones el sistema tenga un cierto error y si la accién
de reset pone a cero el estado del controlador el efecto sobre la sistema no sea el
deseado.

1.6

1.4+

— —
7
\_ -

0.6} —— Referencia
——  Plbase
0.4L - - PI + Cl Periédico

0.8+

Salida del sistema

0.2+

0 5 10 15 20
Tiempo (s)

o

Figura 2.13: Salida del Ejemplo 2.2 con un controlador reseteado periédico mal sintonizado.

En la figura [2.13] se muestra la salida del sistema empleado en el Ejemplo 2.2
con un controlador peridédico mal sintonizado, se ha empleado el controlador PI +
Cl y se ha fijado un periodo de reseteo ng = 7y un reset completo A, = 0, como el
periodo de muestreo del controlador es de 0.5 s. las acciones de reset se produciran
cada 3.5 s. Cuando se produce el primer instante de reseteo el sistema atn no ha
alcanzado el valor de la referencia de modo que el que se ponga a cero el valor del
estado del controlador hace que el sistema experimente un rebote antes de alcanzar
el valor de la referencia deseada.
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Serd por tanto necesario calcular el valor de reseteo en funcién de los valores
del estado de la planta y del controlador. Si el sistema en lazo cerrado tiene algu-
na referencia, tal y como se muestra en la figura [2.14] entonces el valor de reseteo
también podra depender de esa referencia f(x,(k),x.(k),r).

Hay que remarcar que en este caso no se necesita definir el estado del sistema
en lazo cerrado como la combinacion de los estados de la planta y el controlador en
el instante actual y el anterior. Se puede redefinir el estado en lazo cerrado como
z(k) = [x,(k),x.(k)]T, dado que el valor pasado de los estados no influye en la diné-
mica ni es necesario para definir la condicién de reseteo.

e w[ L— .y

Cr Y

Figura 2.14: Controlador reset Cy planta LTI P.

Sea el sistema en lazo cerrado de la figura con una planta lineal discreta
en el tiempo dada por la ecuacién (2.29) y el controlador (2.36), donde r(k) es la
referencia de entrada del sistema y e = r — y,, es el error de seguimiento. Se puede
describir la dindmica del sistema en lazo cerrado con la siguiente expresion

a(k+1) = A(k)a(k) + B(k)r(k) kK
Ec. estado : Z(kj + 1) Ag(k)z(kﬁ) + BQ(k)T(k?) +F kekK (2.37)
y(k) = C(k)z(k)

con las siguientes matrices

Ap(k) = Byp(k)De(k)Cp(k) - By(k)Ce(k) By (k)De(k)
A= ( _BC(k)CP(k) Ac(k) > P Br= < Bc(k) >
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C = (Cy(k)0), F= ( ) ) (2.38)

Ap(k) — Bp(k)De(k)Cp(k) - By Ce (k) By(k)Dc(k)
Ay = , By = (2.39)
0 0 0

En resumen se podria decir que con un sistema en el que la condicién de rese-
teo depende de condiciones temporales la definiciéon del conjunto de instantes de
reseteo K es sencilla pero el valor de reseteo debera de ser calculado en cada caso
vy dependera de forma general del estado del sistema y de los valores de la entrada
del sistema.

Definicion: Se dice que el sistema base lineal, dado por la primer ecuacién
de (2.37) estd adecuadamente disenado si para cualquier valor constante de la
referencia r(k) = r existe un estado del sistema z, = (x5, X,,)’ tal que

z, = Aiz, + Bir

r= y=Caz (2.40)

lo que quiere decir que para todo valor de referencia constante el sistema puede
alcanzar una solucién en estado estacionario para esa referencia constante.

Siguiendo la linea empleada en [168] [92] [20] se estudiard a continuacion el
caso en el que valor de reseteo se calcula mediante la minimizaciéon de una funcién
de coste.

Proposicion 2.1 El sistema dado por la ecuacion se puede reescribir co-
mo un sistema reseteado dependiente de condiciones temporales con entrada
si el sistema base estd adecuadamente disefiado y el valor de reseteo f(x,(k), x.(k),)
es

f(xp(k),xc(k),r) = argmfl'an (2.41)

donde Jj es una funcién de coste cuadratica del error de seguimiento

ng
Jr=>_e"(k+i)Pe(k+i) dondekek (2.42)
1=n1
y P es una matriz definida positiva de las dimensiones adecuadas.
O
Demostracion: La funcién de coste se calcula en cada instante de reset k € K,
sumando entre los instantes k£ + n; v k + no. Se puede definir por tanto la ventana
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de computacion como el intervalo que se usa para calcular la funcién J;. Se define
también la longitud de la ventana de computacion como el nimero de instantes
de muestreo que hay en la ventana de computacion w = no — n;.

En primer lugar se realiza el siguiente cambio de variable: {(k) = z, — z(k). La
ecuaciones de evolucion en funcién de la nueva variable son

{ Ek+1) = Al(k) kK .

Ek+1)= A(k)+ Fe(k) kek

con F¢(k) = (I —Az)z, — Bor(k)—F(k), donde I es la matriz identidad de dimensiones
adecuadas. Como

e(k) =r—y=0Cz —y=Cz —Cz(k)

2.44
— C(z, — 2(k)) = CE(R) (248

se puede reescribir
Jr=Y_ el (k+i)Pe(k+i) =Y & (k+i)CTPCE(k+1) (2.45)

=n1 1=n1

y se define P, = CTPC de forma que el sumatorio anterior puede desarrollarse
como sigue:

Te=>_ &N (k+m)(A™) P AT™ME(k 4 my) (2.46)

i=n1

donde se ha tenido en cuenta la evolucion del sistema dada por la ecuacion (2.43),
como ademas &(k +ny) = A7 '¢(k + 1) se puede definir un nuevo término:

n2
Py= Y (ATHTPA! (2.47)

i=n1
entonces la ecuacidn (2.46) se puede reescribir como
T =T (k+1)Pué(k +1) (2.48)

tal y como se menciond anteriormente J, se calcula en los instantes k € I, por
tanto usando la relacién de la segunda fila de la ecuacion (2.43) se puede escribir la
ecuacioén anterior en funcién del estado £(k)

Ji = (As€(k) + Fe) Py (A€ (k) + Fy) (2.49)
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Si se supone que la estructura de P, A> v B es la siguiente

o P P o Axp Ago B _ ByD. (2.50)
vl op ) 0o 0 )02 o '

Al minimizar la funcién de coste Jj, respecto del valor de reset f(xzp,z.,r) se obtiene:

ay  _  0J, Ot oF

df T OF; OF of

0
(0 I)Py ((I — As)z, — Baor(k) ( f ))

Igualando a cero la derivada y despejando el valor de F' se obtiene, suponiendo
que P; sea invertible:

(2.51)
2

+ (0 I)PwA2§

§
f= Pyl (P2Az, P2Ax) ( (Sp )

| Xrp (2.52)
+P;7 (Po(I — Ag1), —PaAg + P3I)

—~P;'P,B,D.r(k)

Se puede agrupar y simplificar la expresion del valor de reseteo y se comprueba
que la expresion resultante es lineal y proporcional a los estados de la planta, el
controlador reseteado y la referencia

f=nLxp(k)+ Iax.(k) + I3r(k) (2.53)

con
L = —P; P Ay, I, = —P; ' Py Ay (2.54)
Iy = (Py ' PyD)%yp + Ixpe — Py ' PB, D, (2.55)

Usando esa expresion para el valor de reseteo la ecuacién en el espacio de estados
(2.37) se puede reescribir como (2.35) con las siguientes matrices

Ay(k) = By(k)De(k)Cp(k) By Colk By (k) D(k
AR:< p(k) p(h) (k)Cyp(k) (k)IQ()>lBR2< (;3()) 2.56)

Con esto concluye la demostracién.
O
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Hay que destacar que a pesar de que el célculo del valor de reseteo puede ser
complicado sélo necesita realizarse en la fase de disefo del sistema de control. Ade-
mas se ha asumido implicitamente que se tiene acceso al estado de la planta o al
menos que la planta es observable, ya que se necesita conocer el estado de la planta
para poder calcular Ag.

Se mostrara a continuacién un ejemplo para ilustrar la dindmica de los sistemas
reseteados dependientes de condiciones temporales, de nuevo los ejemplos seran
de sistemas invariantes en el tiempo.

Ejemplo 2.3 Empleando la misma planta y controlador base del ejemplo 2.1 se
mostrard ahora el comportamiento de un controlador reseteado periédico con un
periodo de reseteo ng = 5, es decir 2.5 s. Se ha calculado la accién de reseteo usan-
do un ancho de ventana de computacién de 5 muestras. Con esta eleccion se obtiene
el siguiente valor de reseteo: I = [—0,0321, —0,0938], Iy = —0,007 y I3 = 0,1875.

En la figura se puede observar la salida de los sistema base y reseteado,
en este caso la salida del sistema reseteado también mejora la del sistema base al
igual que en el caso del sistema reseteado del ejemplo 2.1. En este caso la primera
accion de reseteo ocurre antes de que la salida del sistema alcance el valor de la
referencia, pero a diferencia de lo que ocurria en el ejemplo 2.2 no se produce un
rebote sino que la salida del sistema se frena evitando el sobreimpulso.

Por otro lado en la figura se puede observar como la sefial de control del
controlador reseteado experimenta saltos debidos a las acciones de reset que se dan
cada 5 periodos de muestreo.

Una caracteristica de los sistemas reseteados periédicamente, y también de los
sistemas reseteados dependientes de condiciones temporales en general, es que no
son invariantes en tiempo, su respuesta a un cambio de referencia como el que se
ha usado en este ejemplo dependera de cuando se produzca el cambio de la referen-
cia en relacién al inicio del periodo de reseteo. Como la sefial de reseteo tiene un
periodo de 5 muestras hay cinco posibles respuestas. Para mostrar este efecto en
la figura [2.17|aparecen las otras cuatro salidas (dos en cada grafica) que el produ-
ce el mismo sistema reseteado cuando se cambia el desfase de la sefial de reseteo.
Aunque estas seflales son bastantes diferentes todas ellas mejoran la respuesta del
sistema con el controlador base.
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Figura 2.15: Salidas de los sistemas base y reseteado

2.2.3. Eleccion de los parametros w y np

En el célculo del valor de reseteo del Ejemplo 2.3 se fijaron unos valores de pe-
riodo de reseteo ng y una ventana de computacion w de forma arbitraria. Pero la
eleccion de nr vy w es importante porque variando esos valores se pueden obtener
comportamientos muy diferentes del sistema. En esta seccion se daran unas reglas
para encontrar valores adecuados de esos pardmetros en varios casos. Se emplearan
dos ejemplos simples para ilustrar qué efecto tiene la variacion de esos parametros
en la configuraciéon del sistema complementario y por tanto en el comportamiento
del sistema conmutado resultante.

Ejemplo 2.4. En primer lugar se estudiard como elegir esos parametros cuando
la referencia que se quiere seguir es una referencia tipo escalon.

La planta que consideraremos serd un integrador discreto con retardo d = 0,5
s. Si se elije un periodo de muestro de h = 0,1 s., entonces d; = 5 se puede definir
como el nimero de muestras de retraso. La planta muestreada P serd descrita por
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Figura 2.16: Sefal de control de los sistemas base y reseteados

la ecuacion (2.29) con las siguientes matrices:

o O = O O O
S = O O O O
_ o O O O O
o O O o o O

o O O O O

o O O O = =
S O O = O O

C,=(000000,1), D, =0 (2.57)

En estas matrices se puede observar como el retardo se puede introducir en las
ecuaciones del sistema a través de un mayor numero de estados.

El primer paso es elegir un controlador lineal, que sera también un sistema dis-
creto en el tiempo con el mismo periodo de muestro h que el de la planta. Este
controlador puede ser descrito por la primera fila de la ecuacién (2.36) con las si-
guientes matrices de la representaciéon en el espacio de estados: A. = 1, B, = 0,1,
C.=0,8and D. = 1,5. Este controlador sera el controlador base a partir del cual se
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Figura 2.17: Distintas salidas al cambiar el desfase de la sefial de reseteo.

calculara la accién de reseteo.

Como el sistema tiene un retardo de d, muestras, debido a la causalidad, en-
tre el instante de reseteo k € K y el comienzo de la ventana de computacién & + ny
deberén de transcurrir al menos d(s) muestras. En este ejemplo se ha usado n; = ds.

En la figura [2.18] se puede apreciar la salida de los sistemas base y complemen-
tarios usando un ancho de la ventana de computacién, w = ny — nq, de 15 muestras.
La salida del sistema base tiene un gran sobreimpulso, este es el procedimiento cla-
sico para disefiar un controlador reseteado, elegir un sistema base que cumpla las
especificaciones que se requieran sin tener en cuenta el posible sobreimpulso. En
la misma figura se puede observar como el sistema complementario es més lento y
tiene un menor sobreimpluso que el sistema base.

El objetivo es encontrar un periodo de reseteo ny que permita al sistema hibri-
do resultante reducir el sobreimpulso. Si el tiempo de pico, es decir el tiempo que
tarda el sistema en alcanzar su valor maximo, del sistema base es T}, entonces un
valor adecuado para np estara en el entorno np € [1,,/3h,T,/2h]. Con este criterio
se puede asegurar que el sistema reseteado en lazo cerrado cambia al menos una
vez entre el sistema base lineal y el sistema complementario antes de alcanzar el
valor maximo.

Para este ejemplo el tiempo de pico, 7}, es de 1,2 s. y siguiendo el criterio ante-
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Figura 2.18: Respuesta a un escalén de los sistemas base y complementario

rior se ha elegido un periodo de reset, ng, de 5 muestras.

Una vez se ha fijado el periodo de reseteo ny es el momento de estudiar los cam-
bios que se producen en el sistema complementario cuando se varia la longitud de
de la ventana de computacién w. En la figura [2.19|se puede observar la respuesta a
un escaldn de distintos sistemas complementarios y se aprecia como son mas rapi-
dos con valores de w mas pequenos y mas lentos conforme se aumenta el valor de
w. Esto ocurre también en el reset de otros sistema que se han estudiado a lo largo
de la realizacién de esta tesis, con valores pequefios de w se obtienen acciones de
reseteo mas enérgicas y con valores mas grandes acciones mas suaves. Cuando el
valor de la ventana es w = 1 el sistema complementario es el mismo escalén de la
referencia con el desfase introducido por el retardo, no se muestra ese caso porque
emplear valores de ventana muy pequeinos hace que los saltos en la sefial de control
cuando se producen las acciones de reseteo sean muy grandes.

Si se compara el comportamiento del sistema reseteado en lazo cerrado para
distintos valores de la ventana de computacion se encuentra que los mejores va-
lores para el IAE y el ITAE se dan cuando w se encuentra entre ngr y 3ng pero la
desviaciéon estandar es mayor entre nr y 2ng, se emplea la desviacion estdndar es
porque estamos considerando el promedio del error de todas las posibles (5 en este
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Figura 2.19: Salida de diferentes sistemas complementarios

Longitud de la ventana (w) IAE ITAE
6 1,06 +£0,05 | 1,97 £0,14
7 1,00 £0,05 | 1,74 0,12
10 1,056 +£0,02 | 1,87 £0,04
15 1,14 40,06 | 2,17 4+0,13
20 1,20 +£0,06 | 2,41 £0,14
40 1,22 £ 0,06 | 2,50 0,15

Tabla 2.2: IAE e ITAE para diferentes w

caso) respuestas para cada valor de la ventana de computacién debido al posible
desfase de la sefial de reseteo. Estos resultados se muestran en la Tabla 2.2.

En la figura |2.20| se puede observar como la sefial de control del sistema en la-
zo cerrado experimenta variaciones mas grandes cuando w = 7 que con w = 10,
obviamente estamos interesados en que la accién de control no experimente varia-
ciones bruscas para mitigar el desgaste de los actuadores. Esto sumado al que entre
w € [2npg,3ng| hay menor diferencia entre el comportamiento de las posibles res-
puestas y a que en general es mejor que las acciones de reset ocurran de mas suave
hace recomendable emplear una ventana con longitudes w € [2ng, 3ng|.

Se puede resumir el proceso anterior en la siguiente guia para la eleccion de
los pardmetros del sistema de reseteo en lazo cerrado cuando la sefial que se desea
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Figura 2.20: Salida promedio y sefial de control para diferentes valores de w

seguir es de tipo escaldn :

1. Disefiar un controlador base lineal de forma que la salida cumpla las especifi-
caciones que se desean para el sistema pero sin tener en cuenta limitaciones
para el sobreimpulso de la salida.

.. . T, T,

2. Fijar un periodo de reset np entre - y -7. Usando estos valores para np se
puede asegurar que ocurrird al menos un cambio entre el sistema base y el
complementario antes de que la salida alcance el valor méaximo lo que dismi-

nuira el sobreimpulso.

3. Si el sistema tiene un retardo de d, muestras entonces se comienza el calculo
de la ventana d(s) instantes mas tarde, es decir n; = ds. Si no hay retardo se
empieza el cédlculo en el mismo instante, es decir fijamos n; = 1.

4. Calcular los valores de I;, I y I3 en las ecuaciones y (2.55) empleando
una ventana de célculo w entre 2ng y 3ng.

Ejemplo 2.5 A continuacion se tratara el caso en el que el valor de la referencia
que se quiere seguir experimenta cambios periddicos. Para hacerlo se modificara la
estructura del sistema en lazo cerrado introduciendo un exosistema F tal y como se
muestra en la figura [2.21]
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Figura 2.21: Controlador reset C'y planta LTI P.

El exosistema F se define por tanto como un sistema discreto en el tiempo con
las siguientes ecuaciones en el espacio de estado:

e(k+1 :Aeek » Xe(0) = Xeo
E'{X( ) Xe(k) 5 %e(0) =x (2.58)

Ye (k) = Cexc(k)

donde x., es el estado inicial del exosistema. Este sistema se usara para generar la
senal de referencia variable.

También se puede incluir en la configuracién del sistema la posibilidad de que
la planta se vea afectada por alguna perturbacidon no deseada. Si se asume que esa
perturbacién sea una funcién del tiempo se la podra describir como otro sistema
dindmico que se denominara exosistema de perturbacién y se define como:

(2.59)

. XEd(k + 1) - Aedxed(k) , Xed(o) = Xeod
a yed(k) = Cedxed(k)

La planta P serd la misma que en la ecuacién (2.29) y el controlador reseteado
C vendrd dado por:

xXe(k +1) = Ac(k)xe(k) + Be(k)uc(k) k¢ K
Cr=1{ Xc(k+1)= f(xp,Xc,Xe,Xep) kek (2.60)
Ye(k) = Ce(k)xc(k) + De(k)uc(k)
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con K = {k‘l | k:l = TLRZ; = 1, 2,3, }

De nuevo se considerard el caso en el que se dispone de informaciéon sobre los
estados de todos los subsistemas que forman el sistema en lazo cerrado o que al me-
nos todos ellos son observables, dado que es necesario conocer esos estados para
calcular el valor de reseteo.

Las conexiones en lazo cerrado de la figura [2.21] son las siguientes

e(k) = e(k) = (k) , up(k) = ve(k) + yeak) (2.61)
Y se puede definir por tanto el estado aumentado en lazo cerrado como:

z(k) = [xp(k) xc(k) xe(k) xeq(k)]" (2.62)
La dindamica del sistema en lazo cerrado sera entonces:

z(k+1) = Ayz(k) k¢ M

z(k+ 1) = Agsz(k) + F(k) ke M (2.63)

y(k) = C(k)z(k)
con las siguientes matrices

Ap(k) = By(k)De(k)Cp(k) - By(k)Ce(k)  Bp(k)De(k)Ce  Bp(k)Ced

—B.(k)Cy(k Ac(k Be(k)C.
(k) = (0) (k) é ) 54 )
0 0 0 Aed
(2.64)
Ap(k) — Bp(k)De(k)Cp(k)  By(k)Ce(k) By(k)De(k)Ce  Bp(k)Ceq
0 0
Az (k) = 0 A, 0
0 0 Aed
(2.65)
C(k) = (Cp(k) 000), F(k) = (0 f(k) 00)" (2.66)

A continuacion se considerard el caso en el que los exosistemas que generan la
referencia y la perturbacién producen sefiales sinusoidades. De nuevo se empleara
un ejemplo sencillo para ilustrar el efecto que tienen el periodo de reseteo y la ven-
tana de computo en el comportamiento final del sistema reseteado.
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En este ejemplo la planta vendra dada por las siguientes matrices:

097 0 O
0,49
A= 1 00 B~ ) G=(00005) (2.67)
0 1 0

con un periodo de muestreo de h = 0,5 s. y el controlador base es también un sistema
discreto en el tiempo con el mismo periodo de muestreo y las siguientes matrices
de evolucion en el espacio de estados: A. = 1, B. = 0,5, C. = 0,5y D. = 8,5.
Se empleard un exosistema, también discreto en el tiempo, que genera una salida
sinusoidal usando las siguientes matrices en la ecuacion (2.58):

0 1
A, = C.=(0 h 2.68

N ( —1 2cos(weh) )  Ce = (0 senfweh)) ( )
donde h es el periodo de muestreo y w, es la frecuencia que se desea que tenga la
salida sinusoidal. También se contempla que exista una perturbacion sinusoidal con
una frecuencia diferente w.4 dada por las siguientes matrices de evolucién

0 1
Acd = ( —1 2cos(weqh) ) » Cea = (0 sen{ueah) 209

Si T}, es el nimero de muestras que hay en un periodo de la sefial de referencia
entonces el periodo de reseteo np debe ser menor que 1}, para permitir que la accién
de reseteo ayude a alcanzar la referencia cambiante. Segun las pruebas realizadas
los valores mas adecuados para np se encuentran en el entorno ng € [1}/10,T}/5]
dado que en ese intervalo se producen suficientes acciones de reseteo en cada perio-
do como para asegurar un buen seguimiento de la referencia cambiante y al mismo
tiempo esas acciones de reseteo deben de estar lo suficientemente espaciadas para
que el sistema pueda fluir y que no se produzca una acumulacién de saltos en la
accién de control en poco tiempo. Hay que tener también en consideracion que np
debera de ser siempre mayor que los posibles retardos que haya en el sistema.

Una vez establecido un entorno para el periodo de reseteo hay que elegir el va-
lor para la ventana de computaciéon. Se considerard el caso en el que el periodo
es T, = 30 y la perturbacién tiene una frecuencia we.y = 1,5w.. En la figura [2.22
se puede apreciar las diferentes salidas para el sistema reseteado cuando se va-
ria la longitud de la ventana de computacién empleando un periodo de reseteo de
ng =13,/6 = 5.

En la tabla 2.3 se pueden observar los valores del IAE y del ITAE para distintos
valores de w. El mejor valor se da cuando w = 6, conforme la longitud de la ventana
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Salida del sistema

- Referencia

60 70

Figura 2.22: Salida para diferentes longitudes de w

Longitud de la ventana (w) IAE ITAE
5 5.19 | 0,10-103
6 4.88 | 0,09 -10°
7 5.73 | 0,13-103
8 7.92 | 0,21-103
10 14.13 | 0,45 - 10°
30 44.08 | 1,59 - 10°

Tabla 2.3: IAE e ITAE con diferentes w
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de computacion aumenta el sistema de reset se va acercando al sistema base. Por
tanto, en este caso, lo mas adecuado es usar un w proximo a ng.

Como conclusién podemos resumir que en este capitulo se han formulado los
sistemas reseteados en tiempo discreto como un tipo particular de sistemas conmu-
tados y que se han formulado distintas casos particulares atendiendo a diferentes
condiciones de reseteo para estos sistemas. Ademas en el caso en el que la accién
de reseteo ocurre de forma periédica se han formulado también una serie de reglas
heuristicas para la sintonia de estos controladores.
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CAPITULO 3

Estabilidad de sistemas reseteados
discretos en el tiempo

En este capitulo se estudiara la estabilidad del sistema reseteado discreto en el
tiempo dado por las ecuacién (2.14), donde en principio las matrices Ay Ar seran
matrices arbitrarias. En primer lugar se daran una serie de definiciones previas y se
enunciaran una serie de teoremas de amplio uso en el campo de la estabilidad de los
sistemas discretos en el tiempo que se emplearan posteriormente para establecer
condiciones de estabilidad para los sistemas reseteados.

En la Gltima parte se desarrollaran dos técnicas para el andlisis de la estabilidad
de los sistemas reseteados en tiempo discreto, una basada en el remuestreo del sis-
tema después de las acciones de reseteo y otra basada en elementos de la teoria de
parametros variables linealmente aplicada a sistemas conmutados. Los dos métodos
se aplicaran a los distintos tipos de sistemas reseteados que se han presentado en
el capitulo anterior. Se realizara también una comparacién de ambas técnicas.

3.1. Definiciones previas

Las siguientes definiciones de estabilidad son de uso general con la notacién
adoptada de [25] y [132]. Son definiciones validas para el sistema (2.14) y sus casos

particulares (2.16) y (2.35).

Definicion 3.1: Se dice que un punto del espacio de estados es un punto de
equilibrio de un sistema reseteado si para ese punto las dindmicas base y de rese-
teo estan en equilibrio, es decir si z. es un punto de equilibrio del sistema se cumple
simultdneamente que z. = A(k)z. y ze = Agr(k)z. para k > K, con K un cierto nu-

61
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mero natural suficientemente grande. El origen z. = 0 es un punto de equilibrio de
los sistemas reseteados (2.14).

Definicion 3.2: Un punto de equilibrio z, = 0 de un sistema reseteado, o sim-
plemente por extensiéon el propio sistema reseteado, es estable si para cualquier
e > 0 existe un 0(¢, ko) tal que si |zg|| < 6, con 29 = z(ko) y 20 = 2., entonces
llz(k, ko, x0)|| < € para todo k > ky. Ademés se dice que un punto de equilibrio de un
sistema reseteado es asintoticamente estable si es estable y ademds existe algun
numero 7 tal que si ||zg|| < n entonces z(k, ko, z¢9) — 0 cuando k — oc.

Definificion 3.3 Un sistema reseteado (2.14) es uniformemente estable si

existe una constante finita positiva v tal que para cualquier kg y zg la solucién co-
rrespondiente satisface que

12(k; ko, zo) || < l[zoll, & > ko (3.1)

En la figura se muestra la evolucién temporal del estado de un sistema uni-
formemente estable.

I3 N

Il 2l

Figura 3.1: Estabilidad uniforme.

Definificion 3.4 Se dice que un sistema reseteado (2.14) es uniforme y expo-
nencialmente estable si ademds de ser uniformemente estable existe una cons-
tante finita positiva 0 < v < 1 de modo que para cualquier kg y zo la solucién cumple
que

|2k, ko, z0)|| < YA ||zo|| , k > Ko (3.2)
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En la figura [3.2| se muestra la evolucion temporal del estado de un sistema uni-
formemente y asintoticamente estable.

Yzl

Izl

Figura 3.2: Estabilidad asintotica.

3.2. Estabilidad para sistemas reseteados remuestreados

En esta seccién se desarrollan criterios de estabilidad que son la adaptacién a
sistemas discretos en el tiempo de los resultados para sistemas continuos en el tiem-
po de [14] y [15]]. La idea que se desarrollara es que se puede estudiar la estabilidad
de un sistema reseteado analizando el comportamiento del sistema en los instantes
posteriores a las acciones de reset. Para esto es necesario que la dindmica del sis-
tema cumpla ciertas condiciones.

Definicion 3.5 Se dice que un sistema reseteado discreto en el tiempo (2.14) es
regular si se cumple alguna de las siguientes condiciones siguientes:

1. A(k) es Schur estable y p(A(k)) < r con alguna constante » < 1 para todo
keZ".

2. ||A(k)|| € « para una constante a > 0y k € Z*, y A,, < A/ para cualquier
n=20,1,2,...y alguna constante A,; > 0.

Las condiciones necesarias para ser regular no son demasiado restrictivas. N6-
tese que la primera condicién es equivalente a requerir que el sistema base sea es-
table y entonces no se exige que los intervalos de reseteo estén acotados. Mientras
que la segunda condicién lo que hace es imponer una restricciéon sobre la longitud
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maxima de los intervalos de reseteo si el sistema base es inestable, de forma que
las acciones de reset sean capaces de estabilizar el sistema base.

Teorema 3.1: Un sistema reseteado discreto en el tiempo regular (2.14) es uni-
forme y exponencialmente estable si para cualquier condicién inicial z(ng) = z¢ €
R" el sistema discreto en el tiempo x(n+1) = H(n)x(n), con x(ng) = zo y H(n) dado
por

H(n) = AR(kn+1)A(kn+1)A(kn+1 — 1) cee A(kn), (3.3)

V kn = n(20), n =ng, no+ 1, ng +2,---, es uniforme y exponencialmente estable.

Demostracion: En primer lugar al remuestrear el sistema reseteado (2.14)) tras
el instante de reseteo k,, = 7,(zp), n = ng,ng + 1,79 + 2, ..., para una cierta condi-
cién inicial zg € R", es decir al definir x(n) = z(k,,), se obtiene el sistema auxiliar
(variable en el tiempo) discreto en el tiempo x(n + 1) = H(n)x(n), donde x(ng) =
z(kn,) = z(no) = zo. Entonces si el sistema auxiliar es uniforme y exponencialmente
estable entonces por la definicién 3.4 existen unas constantes v > 0y A € [0,1),
dependientes de zg, tales que ||x(n,ng,2zg)| < YA"""||zp||, para cualquier n > ny,
cualquier ng y cualquier zg, o equivalentemente ||z(ky, ng, zo)| < yA\*» 0]z

Si se considera un sistema que cumpla la primera condicidn para ser un sistema
reseteado regular: para k, < k < kp+1, la solucién del sistema reseteado (2.14) es
@15), y |A(k)A(k—1) - -- A(k,)|| < Mrk~*» para alguna constante M > 0. Por lo que
se cumple

12k, 0, 20)[| < Mr*= " ||z(kn, no, z0) || < Mr*—Fry\in=r0| g (3.4)
donde 0 < X < 1. Entonces, haciendo A = max{r,\} < 1y = M, es resultado que
se obtiene es

12k, 10, 20) || < AAF|20 | (3.5)
y por tanto el sistema reseteado es uniforme y exponencialmente estable.
Por tultimo si se cumple la segunda condicién para ser un sistema reseteado
regular se puede emplear la cota o > 0 y un argumento similar
12 (k, 0, 20) || < & * ||z (kn, no, 20) | < @ Fry AR T10 || (3.6)

Tomando « = M A para algun valor positivo real M la expresion anterior se puede
transformar en

12k, no, zo|| < (MA)*Fra Nt =n0||zg | = yMFFe BT g0 | < AR zo]|  (3.7)
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donde A\ < 1y 5 = vM*M™, y por tanto se obtiene también la estabilidad uniforme y
exponencial para este caso con lo que concluye la demostracion.

O

En el caso en el que las matrices A y Ar sean variables en el tiempo el sistema
remuestreado también serd variable en el tiempo y se podran emplear resultados
estandares para comprobar la estabilidad de los sistemas discretos y variables en el
tiempo [132]. Un resultado que se empleara en numerosos ejemplos es la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.1 El sistema x(n+1) = H(n)x(n) es uniforme y exponencialmente
estable si existe una matriz P > 0 tal que se cumple

nl < P <pl

HT(n)PH(n) — P < —vl (3.8)

para cualquier n € Z*, donde 7, p y v son constantes positivas.

El teorema 3.1 puede ser aplicado a sistemas con reset dependiente del estado
y con reset dependiente de condiciones temporales, ambos casos se analizaran a
continuacion:

1. Sistemas reseteados discretos en el tiempo dependientes del estado:

En general el Teorema 3.1 permite tratar el problema de la estabilidad del
sistema reseteado empleando resultados como (3.8). En el caso en el
que el sistema reseteado es invariante en el tiempo, es decir, las matrices
Ay Apg son constantes, el sistema auxiliar x(n + 1) = H(n)x(n) sigue siendo
variable en el tiempo pero las matrices H(n) tienen una expresiéon més sencilla

H(n) = AgA®n. (3.9)

El problema, incluso en el caso mas sencillo, es que no se conoce a priori cudl
es el valor de los intervalos de reset, por lo que es dificil encontrar situaciones
en las que se pueda aplicar este tipo de resultados.

2. Sistemas reseteados discretos en el tiempo dependientes de condiciones tem-
porales:

Para sistemas dependientes de condiciones temporales se pueden encontrar
resultados mds sencillos. Aplicando directamente el Teorema 3.1 el sistema
es uniforme y exponencialmente estable si lo es también el sistema au-
xiliar x(n + 1) = H(n)x(n), donde H(n) estd dado por (3.3), pero ahora el
conjunto de instantes de reseteo K = {ki, k2. ...} no dependen de la condicion
inicial. Si ademds las matrices A y Ar son constantes es sencillo comprobar
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la estabilidad en algunos casos dado que la secuencia de instantes de reseteo
esta fijada previamente. En el caso en el que el reset sea periddico con perio-
do ng entonces H(n) = ArA"% es independiente del tiempo y la estabilidad se
comprueba si AgA"E es Schur estable.

A continuacién se dan un par de ejemplos de la aplicacién del Teorema 3.1 para
sistemas de reset periddico:

Ejemplo 3.1 Para este ejemplo se empleara el mismo sistema que se ha emplea-
do en el Ejemplo 2.1 del capitulo anterior, en esta ocasion se pretende analizar la
estabilidad del sistema reseteado cuando se producen acciones de reseteo cada 2.5
s, es decir, con periodo de reseteo nr = 5. Al ser el sistema invariante en el tiempo
bastara comprobar tal y como se ha dicho que H(n) = AgrA™% es Schur estable para
comprobar la estabilidad del sistema reseteado, los valores numéricos son:

~0,0809 —0,2162 0,3459 —0,0809 —0,2162 0,3459
A = | 02904 08581 02271 |, Ap=| 02904 08581 0,271
~0,250 —0,250 1,0000 —0,0321 —0,0938 —0,0070

(3.10)

La matriz de la evolucién remuestreada H sera por tanto

—0,0420 -0,1402 —0,0981
H = ARA? = | —0,2146 -0,2390 0,7417 (3.11)
0,0192 0,0173 —0,0772

Comprobamos que los valores propios de H son: [—0,38244, —0,04302, —1,6595-1017].
Como todos estdn dentro del circulo unidad en el plano complejo, el sistema es es-
table.

Ejemplo 3.2 En este ejemplo se estudiara la estabilidad de un sistema reseteado
periddico variable en el tiempo. Se considerara la situacion en la que la matriz A(k)
en (2.35) puede variar de forma aleatoria en el tiempo entre los siguientes valores:

—0,0809 —0,2162 0,3459 —0,0809 —0,2162 1,3836
A = | 02004 08581 02271 |, A4,— | 0,2904 08581 0,9084
0,250 —0,250 1,0000 ~0,250 —0,250 1,0000

(3.12)
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La matriz A; se corresponde con un sistema estable mientras que la matriz A,
se corresponde con un sistema inestable. El sistema cuya evolucién varia aleato-
riamente, sin acciones de reset, entre ambos sera no estable. Si se introduce una
accién de reset cada 5 instantes de muestreo, donde la matriz Ap puede variar
también de forma aleatoria entre:

—0,0809 —0,2162 0,3459 ~0,0809 —0,2162 1,3836
Ap = | 02904 08581 02271 |y Apy—=| 02904 08581  0,9084
~0,0321 —0,0938 —0,0070 ~0,0321 —0,0938 —0,0070

(3.13)

este sistema es regular porque ||A(k)|| < 1,9389 y el periodo de reseteo también esta
acotado.

El sistema con la accién de reset si es estable, para comprobarlo se remuestrea
el sistema después de las acciones de reset y se obtiene un conjunto de matrices
de evolucién H(n) formado por 2° = 32 matrices. Aplicando la Proposicién 3.1 se
encuentra una matriz P > 0 de valores:

0,3818 0,0765 0,0605
pP=| 00765 05522 0,3407 (3.14)
0,0605 0,3407 1,6808

que satisface la LMI (3.8) para todas las posibles H(n). Por lo que el sistema remues-
treado es estable y como el sistema reseteado es regular, aplicando el Teorema 3.1,
también es estable, tal y como se puede apreciar en la figura donde se muestra
la salida del sistema reseteado cuando la dindmica base varia aleatoriamente entre
Ay As yla dindmica de reset Ar1 y Agro en los instantes de reseteo.

En el ejemplo anterior el nimero de matrices que forman el conjunto de matri-
ces remuestreadas H(n) es pequefio pero en ejemplos posteriores se verd como al
tratar situaciones en las que haya més posibles valores de A(k) y Ar(k) el nimero
de valores posibles de H(n) crece exponencialmente por lo que el procedimiento
de comprobar la LMI para todos los posibles valores de H(n) se hace compu-
tacionalmente mas complicado. A este método para comprobar la estabilidad se le
llamara método exhaustivo, debido a que hay que comprobar la viabilidad de todos
los posibles valores de H(n).
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Figura 3.3: Salida del sistema reseteado del Ejemplo 3.2.

3.3. Estabilidad para sistemas reseteados discretos con
parametros variables afines.

Un subconjunto bastante comun de sistemas reseteados discretos en el tiempo
(2.14)) estd formado por sistemas en los que las matrices A y Az dependen de forma
afin de un pardmetro variable en el tiempo A, es decir

A(k) = A1 + Aa\(k), Ar(k) = A21 + A (k) (3.15)
donde A(k) € [0, 1] para cualquier instante &k = 0,1,2,.... De modo que la ecuacién
(3:15) se puede reescribir de forma sencilla como:

A(k) = Mi(k)A1 + Ao(k)Ar2, Ar(k) = M(K) Az + Ag(k) Az (3.16)

para A1, Ay € [0,1] con la condicién de que \; + A2 = 1y las matrices Aq1, A2, A2y
Ass adecuadas.

El sistema reseteado (2.14) con las matrices Ay Ar dadas en (3.15) o (3.16) pue-
de estudiarse como un sistema conmutado que cambia entre un modo de flujo, dado
por la dindmica de la matriz A(k), y un modo de reset, dado por la matriz Ar(k).
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Ademas ambos modos dependen del tiempo linealmente a través de los parametros
A1(+) ¥ A2(+). Por simplicidad de aqui en adelante se numerara a los modos de flujo y
de reset como 1 y 2 respectivamente.

Definicion 3.6 Se define © un conjunto infinito no vacio de secuencias {1, 2}, es
decir © C {1,2}*, formado por todos las secuencias admisibles de cambios en los
modos que se pueden dar en el sistema reseteado.

En general © dependera de la condicion de reseteo K x M y el tiempo minimo de
permanencia D. Hay que resaltar que el conjunto de las secuencias admisibles se
encuentra dentro de un conjunto mayor ©p formado por las secuencias con tiempo
de permanencia D:

©p :{(io,’il,'-')iil+1 :’il+2 =--- :il+D = 1ify :2,l E]N} (3.17)

Dado un conjunto infinito de secuencias ©p, se define £;,;(0p) como el conjunto
de todas las secuencias de cambio de longitud M € INg que aparecen al menos una
vez en alguna de las secuencias del conjunto ©p, es decir:

[IM(@D):{(G(Z), ,e(l—i-M)):QE@D,lEINQ} (3.18)

Finalmente se define a continuacién Ny;(Op) como el mayor subconjunto de
L (©p) con la siguiente propiedad: cada secuencia de cambio en Ny, (©p) ocurre
infinitas veces dentro de la secuencia ©p. Por tanto N;/(©p) es el conjunto de se-
cuencias de cambio admisible de longitud M, y las secuencias de cambio fuera del
conjunto NVy/(©p) no pueden aparecer mas de una vez en ©p. Con esta definiciéon
el nimero de secuencias de cambio para cada longitud M es finito, tal y como se
ilustra en el siguiente ejemplo. Sea un sistema reseteado con un tiempo de
permanencia D = 2. En este caso, una posible secuencia de cambios entre los mo-
dos de flujo y reset podria ser (1,1,1,2,1,1,2,1,1,1,2,---) € ©, pero por ejemplo
(1,1,1,2,1,2,1,---) ¢ ©. Las diferentes secuencias de cambio admisibles para una
longitud M, Ny (©p), con M =0,1,2,..., son

No(©p) = {(1),(2)},
N1(®D) = {(17 1)? (1’ 2)a (27 1)}a
Na(©p) = {(1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}, (3.19)

Se pueden visualizar los conjuntos de secuencias como los caminos que se siguen
en un grafo en el que los nodos son los modos del sistema. El caso de un sistema
reseteado con tiempo de permanencia D puede describirse con el grafo de la figu-
ra En el grafo aparecen marcadas con flechas solo las secuencias de cambios
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permitidas, en este caso sélo se ha tenido en cuenta la restriccién que impone el
tiempo de permanencia. Si sdlo se impone la condicion del tiempo de permanencia
los grafos que representan las secuencias de cambio de los sistemas reseteados son
cerrados. En este caso Ny (Op) = L(Op), es decir, no hay ninguna secuencia de
cambio de longitud M que aparezca sélo una vez. Es posible iniciar una secuencia
en cualquier nodo del grafo.

Figura 3.4: Grafo de las secuencias de cambio para un sistema reseteado con tiempo de perma-
nencia D.

Teorema 3.2: El sistema de reseteado (2.14)-(3.16) es uniforme y exponencial-
mente estable si existe una secuencia de cambio de longitud M € Z' y un conjunto
ordenado de matrices definidas positivas F;,j,...i,,j,, tales que

Pigjo-ing—1jrr—1 >0 (3.20)
A AT
AiAlelROjO"‘ilvlfle/lflAiMjJ\J - Piljl"'iMjM <0 (3.21)
para cualquier secuencia (ig, 41, ,ir) € Nar(©)y (Jo, j1, - ,inr) € {1,2}M+1

Demostracion: La estructura de pardmetros variables afines que se da en la
ecuacion (3.15) es un caso particular de los sistemas con parametros lineales varia-
bles (LPV) que se estudian en [107]]. Como el pardmetro \(-) toma valores arbitrarios
en el intervalo [0, 1], la estabilidad del sistema de reset - estd directa-
mente relacionada con la estabilidad del siguiente sistema conmutado lineal:

x(k +1) = Ax(k),x(0) = x (3.22)

con
A € {An, A1g, Ao1, A} (3.23)
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Siguiendo el desarrollo de ([107], Teorema 7.1), el sistema de reseteado @ -
(3.16) sera uniforme y exponencialmente estable si y sélo si el sistema conmutado
lineal - es uniforme y asintéticamente estable. Las condiciones y
(C.3) se obtienen directamente de aplicar el Teorema 7.1 al conjunto de secuencias
de cambio admisible © que se define como

@D = {(<i07j0)7 (ihjl), “++) t (ig, 41,7+ ) € Op, (Jo, 1, ) S {17 2}00} = Op X {17 2}00

(3.24)
de modo que O es el conjunto de secuencias de cambio que se dan en un sistema
conmutado cuyos modos son A1, A1a, Ao y Ao, y que tiene un conjunto de secuen-
cias de cambio admisibles de longitud M, dado por

N (Op) = Ny (©p) x {1,2}M+1 (3.25)

a

La idea que subyace en el Teorema 3.2 es que la estabilidad del sistema conmuta-
do se puede asociar con la estabilidad de las secuencias de cambio que se producen
infinitas veces. Las transiciones que se producen solo una vez no son relevantes
para la estabilidad. Al igual que el Teorema 3.1, el Teorema 3.2 también puede ser
aplicado a sistemas con reset dependiente del estado y con reset dependiente de
condiciones temporales.

En el caso de los sistemas reseteados discretos en el tiempo dependientes del
estado el proceso para comprobar la estabilidad sera el buscar el conjunto de se-
cuencias N/ (©p) de menor tamaiio posible para la que se cumplan las condiciones
el Teorema 3.2. Se ird incrementando el tamano de la secuencia si no se cumplen
las condiciones del teorema.

El problema que surge es que el nuimero de LMI que hay que resolver crece ex-
ponencialment al aumentar el tamafo de la secuencia, M, de modo que es posible
encontrar sistemas para los que no es factible calcular las LMI para valores de M
altos. No pudiendo entonces asegurarse que el sistema sea estable, pero tampoco
que sea inestable. Esta situacion se suele dar en sistemas en los que la dindmica del
sistema base es inestable.

Para sistemas reseteados discretos en el tiempo periédicos es mas sencillo apli-
car el teorema 3.2 porque el tamafio de la secuencia de cambio admisible serd igual
al periodo de reseteo, M = ng, y no habra que ir buscando secuencias de distintos

'E] ntimero de LMI crece cémo 22M 4 2M-1)
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tamanos.

A continuacién se mostrard un ejemplo de la aplicacién del Teorema 3.1 a siste-
mas reseteados dependientes del estado.

Ejemplo 3.3 Para este ejemplo se considerara un sistema con la estructura de
la ecuacién (2.16) y las siguientes matrices:

0,797 0,005 0 0 0,203 —0,005 —0,20 0,005
29 1 00 0 0 0 0
A = 1 0 oo |27 0 0 0 0 (3.26)
0 1 00 0 0 0 0
0,797 0,005 0 0 0,203 —0,005 —0,203 0,005
0 0 00 0 0 0 0
Az = 1 0 0o |27 0 0 0 0 (3.27)
0 1 00 0 0 0 0

Es posible encontrar una secuencia de cambio admisible entre los modos de lon-
gitud M = 2 con un tiempo de permanencia D = 1 y también un conjunto ordenado
de matrices definidas positivas P;, j...;,,j,, tales que se cumplen las condiciones del
teorema 3.2 por lo que se puede asegurar la estabilidad del sistema para cualquier
valor de A.

En la figura se muestra la salida del sistema con un valor variable de A que
aparece en la figura Como se puede apreciar en la figura el sistema es estable.

En el caso en el que el sistema reseteado tenga matrices de evolucion constantes
en el tiempo, es decir
A=Ay, Arp = As (3.28)

se puede emplear un modificacién del teorema 3.2:

Teorema 3.2.b: El sistema de reset (2.14)-(3.28) es uniforme y asintéticamente
estable si existe una secuencia de cambio de longitud M € INy un conjunto ordenado
de matrices definidas positivas F;,...;,, tales que

B >0 (3.29)

0 IM—1
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Figura 3.5: Salida del sistema reseteado del Ejemplo 3.3.
A AT
AiMPiO“'iM—lAiM — Pil“‘ijw <0 (3.30)
para cualquier secuencia (ig, i1, - ,in) € Nar(©).

3.4. Comparacion

En este apartado se comparard el andlisis de la estabilidad de los sistemas re-
seteados periddicos empleando los teoremas 3.1 y 3.2. El interés reside en conocer
cuales son los margenes de estabilidad E que se pueden garantizar con el empleo de
ambos teoremas cuando los sistemas son variables en el tiempo debido a los retar-
dos que puede introducir una red de comunicacion tal y como se vera en el capitulo
siguiente. Al empleo del teorema 3.2 se le llamara método LPV mientras que al em-
pleo del teorema 3.1 se le denominara método exhaustivo. También es importante
conocer cudl de es el coste computacional de cada uno de ellos. Para esta compara-
cién se empleard el siguiente ejemplo

2En este caso se considera que el margen de estabilidad viene dado por el méximo retardo para el
que se puede garantizar la estabilidad del sistema.
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I
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Figura 3.6: Valores de )\ empleados en el Ejemplo 3.3.

Ejemplo 3.4 En este ejemplo se considerara un sistema en el que se intenta
controlar la misma planta LTI continua empleada en el ejemplo 2.2, P = s(ji(},z)'
con un controlador reseteado discreto en el tiempo (2.36), en el que la dindmica
del sistema base estd dada por las siguientes matrices de evolucién: A. = 1, B, =
0,15, C. = 12, Dc = 6 y con un periodo de muestreo h de 0.15 segundos, en el que

se realiza una accion de reseteo periddica cada 3 periodos de muestreo.

Se tendra cuenta un retardo variable en el tiempo en las comunicaciones entre
la planta y el controlador. Esto hace que las matrices de evolucién en lazo cerrado
del sistema sean variables, con valores posibles dentro de un conjunto finito de
matrices si el nimero de valores posibles para el retardo es finito. En el siguiente
capitulo se daran mas detalles sobre la relacion entre el retardo y el conjunto de
posibles matrices de evolucion. Es este momento es suficiente saber que el sistema
en lazo cerrado es un sistema reseteado periddico (2.35) con las siguientes matrices
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de evolucién
A(k) =
0,97 — (15 - n)0,06 —(15—n)0,06 (15—n)0,12 —0,06n —0,06n 0,12n
0,15 - (15—n)0,01 —(15—n)0,01 (15—n)0,17 —0,0ln —0,0ln 0,17n

—0,15 -0,15 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

Ap(k) =
0,97 — (15 = 1)0,06 —(15—n)0,06 (15—n)0,12 —0,06n —0,06n 0,12n
0,15 (15— n)0,01 —(15 —n)0,01 (15— n)0,17 —0,0ln —0,0ln 0,17n

0,0163 0,0471 0,2078 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
(3.31)

donde n es el retardo variable que se produce en cada instante y que para este
ejemplo sélo podra tomar valores entre 0 y h y que sean multiplos de la centésima
de segundo, es decir habran 15 posibles matrices de cada tipo. Estas matrices se
adaptan tanto a la formulacién del problema con el método exhaustivo como con el
método de las LPV, aunque para este ultimo haya reescribirlas para que dependan
de forma afin de n(k).

A) Se aplicara en primer lugar el método de las LPV. Tal y como se dijo anterior-
mente, al ser un sistema reseteado periddico, el tamaiio de la secuencia sera igual
al periodo de muestreo, es decir 3, y el conjunto estard compuesto por los elemen-
tos compatibles con la secuencia de reseteo. Si se designa como 1 la evolucién del
sistema base y como 2 la evolucion de reset eso quiere decir que el conjunto de
secuencias que se debera comprobar es

{(1,1,2), (1,2,1), (2,1,1)} (3.32)

Cada uno de los modos puede tener retardo minimo o un retardo maximo que
se nombraran de nuevo como 1 y 2 respectivamente, con lo que cada una de las
secuencias anteriores da lugar a 8 secuencias posibles. En total hay que comprobar
24 secuencias:

{(11,11,21), (11,11,22),..., (22,12,12)} (3.33)
Por tanto para comprobar si se cumple o no el Teorema 3.2 es necesario cons-

truir un sistema de 48 LMI con 24 variables P;, ,...;,,j,,- En este caso el objetivo es
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establecer cudl es el margen de estabilidad del sistema, es decir cudl es el retardo
maximo para el que se puede asegurar la estabilidad del sistema. Para ello se ha
considerado que los posibles valores del retardo varian de forma discreta en multi-
plos de centésima de segundo. Se ha realizado un proceso iterativo que va variando
el valor maximo del retardo y comprobando si se cumplen las condiciones del Teo-
rema 3.2, el valor maximo para el que se cumpla ese teorema nos dara el maximo
retardo admisible. El proceso iterativo se ha llevado a cabo en Matlab y las LMI han
sido resueltas empleando Yalmip [98]. El valor maximo que se ha encontrado em-
pleando este método de nmax = 0,09 segundos. El tiempo necesario para realizar ese
calculo es de 12.38 segundos. Estos célculos han sido realizados con un MacBook
Air con procesador 1.7 Ghz Intel Core i5 y memoria RAM de 4 GB 1333 Mhz.

B) En el caso en el que se aplique el método exhaustivo para buscar el maximo
retardo admisible en primer lugar hay que tener en cuenta que en circunstancias
normales no se conoce a priori el orden en el que se produce la secuencia de ma-
trices de evolucién, porque aunque los instantes de reset ocurran peridédicamente
no es posible conocer el retardo que habra en cada instante de muestreo. Esto hace
que para poder asegurar la estabilidad del sistema haya que comprobar si se puede
cumplir la proposicién 3.1 para cualquier H(n) posible. De modo que el primer pa-
so sera generar el conjunto de H(n) posibles. En principio podria pensarse que se
puede buscar el maximo retardo admisible empleando las LMI dadas por la ecua-
cién (3.8) aplicadas sobre las matrices de evolucién del sistema base y del sistema
reseteado directamente en vez de sobre el sistema remuestreado, pero en este caso
se estaria fijando una condicion mas restrictiva, dado que se estaria exigiendo que
tanto el sistema base como el sistema en el que sélo se realizasen acciones de reset
fueran estables de forma independiente.

En este caso se empleara de nuevo el mismo proceso iterativo para buscar el
valor maximo del retardo admisible que se ha empleado con el método LPV. Tal y se
ha dicho al plantear el ejemplo el conjunto de posibles retardos es un nimero finito,
de forma que si el nimero de retardos posibles menores que un cierto retardo maxi-
mo, que llamaremos n,,,;, €s N entonces el nimero de elementos del conjunto H(n)
serd (N + 1)"%, donde np es el periodo de reseteo. Si tanto el periodo reseteo como
el nuimero de posibles retardos es grande el nimero de elementos del conjunto de
matrices serd muy grande y se necesitard un tiempo considerable en generar ese
conjunto.

Empleando el método exhaustivo en la misma méaquina que el método LPV se ha
encontrado que el mayor retardo admisible para garantizar la estabilidad es tam-
bién nmax = 0,09 segundos y el tiempo necesario para realizar el proceso de céalculo
iterativo es de 72.18 segundos. Ademas ha sido necesario generar 4096 matrices
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de 6 por 6 elementos. Hay que recordar que el proceso iterativo es el mismo para
ambos métodos (una busqueda por biseccién), de modo que el método LPV da un
margen de estabilidad igual de grande que el que se obtiene con el método exhaus-
tivo pero el esfuerzo de célculo y la capacidad de memoria necesaria empleando el
método LPV es mucho menor que en el caso de exhaustivo.

En la figura se muestra la respuesta a un escalon del sistema empleado en
el ejemplo 3.4, con un retardo de comunicacién variable entre 0 y 0.09 segundos,
usando el controlador reseteado y controlador base correspondiente. En la figura
[3.8] aparecen los retardos de comunicacién variables que se han empleado en la
simulacién anterior.

1.8¢

T

1.6

1.4F

T

— Sistema base
0.8 .
— Sistema reset
0.6 = Referencia

0.2 d
0 . 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tiempo (s)

Salida del sistema

Figura 3.7: Salida del ejemplo 3.4

Se podria decir por tanto que el método LPV es mas rapido y tiene menos coste
computacional que el método exhaustivo, pero este método también presenta una
serie de ventajas la principal es que se puede emplear en la practica indistintamen-
te de si el sistema base es estable o no. Otra ventaja es la posibilidad de extraer
mas informacién de las regiones de estabilidad en el caso de sistemas variables en
el tiempo. A continuacién se discutira ese aspecto.
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Figura 3.8: Retardo de comunicacién en el ejemplo 3.4

Para un sistema (2.35) con matrices de evolucién (3.31) dependientes de un pa-
rametro n(k) se puede definir la regién de estabilidad como el conjunto de valores
de n(k) para los que el sistema es estable.

En el caso del ejemplo, al emplearse un sistema reseteado tiene un periodo de
reseteo ng = 3 se puede visualizar la region de estabilidad del sistema remues-
treado como el conjunto de valores de n;(k), n2(k) y n3(k), donde n es el valor del
retardo en el instante posterior a la accién de reset y ns y ng son los instantes si-
guiente, para los que el sistema es estable. A cada combinacién de estos valores le
corresponde una H(n). Se pueden asociar los valores de nq(k), na(k) y n3(k) a los
ejes del espacio de forma que la region de estabilidad se corresponde con una re-
gion del espacio tridimensional y cada posible H(n) se corresponde con un punto de
ese espacio. Al buscar el retardo maximo nmax 10 que se hace es buscar el cubo més
grande en el que todos los puntos interiores garanticen la estabilidad tal y como
se muestra en la figura En el caso en el que el periodo de reseteo sea mayor
la busqueda de la regién de estabilidad se corresponderia con la bisqueda de un
hipercubo de dimensiones ng y la identificacién ya no seria posible con el espacio
tridimensional sino con un espacio nr-dimensional.
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Figura 3.9: Region de estabilidad.

Cuando se emplea el método LPV se podria decir que lo que se hace es compro-
bar una serie de condiciones sobre las aristas del hipercubo mientras que en el caso
exhaustivo se comprueban todos los puntos del cubo, por eso el método exhaustivo
tiene mayor coste computacional. Pero este método también permite analizar pun-
tos que estan fuera del hipercubo, si ya se ha encontrado el mayor cubo en el que
se cumplen las condiciones de la Proposién 3.1 no quiere decir que todos los pun-
tos exteriores no cumplan dichas condiciones. Para el ejemplo se ha comprobado
que existen puntos fuera del cubo que también cumplen (3.8). En la figura se
muestran marcados con circulos verdes todos los puntos que cumplen la LMI (3.8)
y la region de estabilidad sefialada con un cubo gris. Se puede apreciar como los
puntos verdes se extienden fuera del cubo principalmente en la direcciéon de n; esto
se puede interpretar como una mayor tolerancia al retardo en los instantes inme-
diatamente posteriores a las acciones de reset.

Esta informacién ilustra el efecto estabilizador de las acciones de reset pero no
tiene utilidad practica dado que normalmente el valor de retardo maximo npyayx S€
utiliza para establecer una cota superior del retardo de transmisién. En el disefio
del sistema control y de las comunicaciones se debe tener en cuenta el valor de re-
tardo méaximo de forma que no se supere durante el proceso dado que no se puede
garantizar la estabilidad por encima de él.
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CAPITULO 4

Controladores reseteados aplicados
los sistemas de control en red

En este capitulo se continuara con la descripciéon de los sistemas de control en
red dada en el capitulo 1 y se ampliara el andlisis de los problemas inherentes al uso
de redes de comunicacion en el lazo de control. Se propondra un modelo para los
sistemas de control en red y se estudiara como los distintos tipos de controladores
reseteados se pueden integrar en esos sistemas. Se demostrara que los sistemas
NCS reseteados resultantes se adaptan a la formulacién que se ha desarrollado en
el capitulo 2 y que por tanto se les puede aplicar las técnicas para el andlisis de la
estabilidad presentadas en el capitulo 3.

4.1. Problematica del retardo y la pérdida de paquetes

En esta seccidn se estudiara como se produce el retardo de comunicaciones y la
pérdida de paquetes. Todas las redes que se presentaron en el capitulo 1 emplean
un inico medio de comunicacién que debe ser compartido por todos los nodos que
deseen enviar datos. Como no pueden enviar datos dos nodos al mismo tiempo es
necesario que se organicen para acceder a la red. En general si dos nodos quieren
acceder a la red al mismo tiempo uno de ellos transmitird sus datos mientras el
otro espera. Puede ocurrir que el tiempo de espera sea excesivo y se pierda algun
paquete de informacién; la pérdida de paquetes de informacién también puede dar-
se por un error en la transmision. Los dos principales problemas que introduce el
uso de una red de comunicaciones en un sistema de control en lazo cerrado son los
retardos y las pérdidas de informacion.

En la figura se muestra la distribucién del tiempo empleado desde que se

81
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Entrada Envio Recepcion
en cola 1° bit ultimo bit
Nodo l l l
Orlgen tpreproceso tespera ttrama
| ’ Nodo
| ———> .
tian .. ] destino
rama >0
»le »le >l >
> < > >
tpreproceso tespera ttransmisic’)n tpostproceso

Tiempo

Figura 4.1: Retardo en el envio de un paquete

envia un paquete de informacion del nodo origen hasta que llega al nodo destino.
Se puede definir el tiempo de retardo o simplemente el retardo como la diferencia
entre el tiempo de salida, ¢y, y el tiempo de llegada, t;. El retardo incluye el tiempo
de preproceso, el tiempo de espera, el tiempo de transmision y el tiempo de post-
proceso.

El tiempo de preproceso es el tiempo que se emplea en preparar la informacién
para ser enviada. El proprocesado incluye la cuantizacion de la sefial y también la
codificacién. El tiempo de espera es el tiempo que el nodo origen debe esperar para
poder empezar a transmitir y, dependiendo del protocolo de red, puede incluir un
tiempo de cola y/o un tiempo de bloqueo. El tiempo de bloqueo, y por tanto el tiempo
de espera, suele ser el mayor componente del retardo e incluye el tiempo de espera
mientras otros nodos envian mensajes y el tiempo necesario para reenviar el mensa-
jes si se produce una colision. El tiempo de transmision es el tiempo que pasa desde
que se emite el primer bit hasta que llega el tltimo bit y dependera de la longitud
del paquete de informacion, la velocidad de la red de transmisién y la longitud del
cable de red. Por ultimo el tiempo de postproceso es andlogo al de preproceso.

4.2. Modelo del sistema de control en red

En esta seccion se desarrollard un modelo para sistemas de control en red que
funcionan con modo multirate [97] [69]. En este tipo de sistemas la frecuencia del
controlador es grande comparada con la del sensor, con esto se consiguen buenas
respuestas sin sobrecargar la red evitando en la medida de lo posible la pérdida de
informacién. Se empleara el esquema que se muestra en la figura |4.2
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------ Actuador ------|  PLANTA  |-----| Sensor |------

Ty Red de comunicaciones T

R R CONTROLADOR -1 Muestreador --Q-
u (k)

Figura 4.2: Esquema del sistema de control en red.

Se considerara el caso en el que el sensor funciona de forma sincrona, mues-
treando periédicamente la salida de la planta con periodo T, mientras que el con-
trolador y el actuador funcionan de forma asincrona, es decir calculan y llevan a
cabo respectivamente la accion de control cuando ocurre un determinado evento
gue normalmente sera la recepcion de un paquete de informacion.

Cuando la salida de la planta ha sido muestreada la informacién se envia a través
de la red hacia el controlador. Si la red estd ocupada el nodo del sensor esperara
durante un corto periodo de tiempo y volvera a intentar transmitir la informacion.
En el nodo del controlador un bufferfl] almacena la ultima sefial recibida del sen-
sor y el controlador lee el valor almacenado en el buffer periédicamente con mayor
frecuencia que la del sensor de la planta, T, = % (donde N es un entero). El con-
trolador calcula la sefial de control en el momento en el que le llegan nuevos datos
y el actuador efectiia la accidn correspondiente sobre la planta en el momento en el
que recibe la sefial del controlador.

Se supondra que la planta P es continua en el tiempo y se asume también que
sea invariante en el tiempo. Entonces vendra dada por la siguiente ecuacién en el

'por buffer designamos un dispositivo de almacenamiento temporal de informacién digital
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espacio de estados:

4.1)
Yp(k) = Cpxp(t)

mientras que el controlador serd un sistema reseteado como el de la ecuacion (2.14)
pero invariante en el tiempo

Planta : { Xp(t) = Apap(t) + Bpuy(t)

nk+1)=n(k)+ 1,x.(k+ 1) = Acxc(k) + Beuc(k) n(k) < DV (k,z(k)) ¢ K x M
n(k+1)=0,x.(k+1) = Apxc(k) n(k) > D A (k,z(k)) € K x M
Ye(k) = Cexc(k) + Deuc(k)

(4.2)
donde x,(t) € R™ y x.(k) € R"* son los estados de la planta y el controlador, res-
pectivamente. En esta disposicién se puede considerar que la presencia de la red
introducird diferentes retardos, por un lado apareceran retardo entre el sensor y
el controlador, 7., y también entre el controlador y el actuador, 7., ademas de una
serie de retardos de acceso 7, cada vez que se accede a la red. Esta forma de consi-
derar la distribucién del retardo es analoga a la de la seccidn 4.1 pero simplificando
la notacién. Como el controlador reset es invariante en el tiempo todos los retrasos
pueden agruparse en un unico retardo 7 = 27, + Tsc + 7eo. Este retardo total de aho-
ra en adelante se considerara que se produce unicamente en la comunicacién entre
el controlador y el actuador. Es necesario remarcar que esta suposiciéon no resta
generalidad a los desarrollos posteriores dado que al poder agruparse los retardos
también pueden emplazarse en cualquier punto del lazo de control.

En la figura |4.3| se puede observar un esquema de como las sefiales van siendo
afectadas por el retardo que introduce el uso de la red.

Se consideraran a continuacion dos posibles escenarios de forma separada: en
primer lugar que el caso en que el retardo total 7 sea menor que el periodo de
muestreo T, y que no haya pérdida de paquetes y en segundo lugar que 7 pueda ser
mayor que 75 y que ademas pueda ocurrir la pérdida de paquetes de informacién.
En ambos casos estos retardos podran ser variables en el tiempo, es decir en cada
instante de muestreo el retardo introducido por la red podra tomar distintos valo-
res, 7(k).

4.3. Retardo menor que el periodo de muestreo

En esta seccidén se comenzara por estudiar este caso porque es el mas sencillo,
en esta situacion el retardo total 7(k) estd acotado superiormente por el periodo de
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k k+1 k+2 k+3 k+4
v vy <« v
-ttt
K % k+1 k+2  k+3 k+4
Ts P
N Ts

Figura 4.3: Efecto del retardo sobre la sefial. Salida de la planta (arriba) y entrada del controlador
(abajo).

muestreo del sensor de la planta T, 0 < 7(k) < Ts. En la literatura a esta situaciéon
se la conoce usualmente como retardos cortos (short delays).

Se considerara por simplicidad el caso en el que no hay sefiales externas y el
sistema tiene realimentacién negativa en lazo cerrado. Sila red introduce un retardo
total 7(k) entonces la entrada del controlador sera la siguiente:

n—1

ue(k) = —yp(k + %) , donde % > 7(k) > (4.3)

donde TW es el periodo con el que el controlador muestrea el buffery n es el nimero
de periodos que transcurren entre el envio y el uso de la informacién del buffer y
toma valores dentro del conjunto {0,1,2,..., N} . El valor de n puede cambiar en
cada instante de muestreo & pero sé6lo dentro de un numero finito, (N+1), de valores.

Por otro lado la entrada de la planta esta dada por:

T,
up(t) = S(ye, e t) (4.4)

donde S(y, n%, t) es una funcién continua en el tiempo que mantiene el valor de
yc(k) entre los instantes k + 7(k) y (k+ 1)+ 7(k + 1) (que es el momento en los datos
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del controlador llegan al actuador), cambiando su valor en ese instante a y.(k + 1)
hasta (k +2) + 7(k + 2) y asi sucesivamente. Se puede definir esa funcién como:

d(k—1)  telkk+2)T,

S C 77t -
ey vek)  te[k+2k+1]T,

4.3.1. Sistemas reseteados dependientes del estado aplicados a los
NCS con retardos cortos

A continuacién se estudiara cuadl es la estructura en lazo cerrado de estos siste-
mas si el controlador empleado es un controlador reseteado dependiente del estado
como el de la ecuacién (2.20) invariante en el tiempo.

Proposicion 4.1: El sistema de control en red de la figura con la planta
P y el controlador C' dados por las ecuaciones y respectivamente, es
un sistema reseteado discreto en el tiempo que puede ser descrito por la ecuacion
(2.16) cuando la planta P es muestrada periddicamente con periodo 7. Las matrices
Ay Ag son

T _ NGD,C, NGC. O O
_B.C, A. O O
Alk) = I 0O 0 0
0 I 0 o
NGD.C, —~NGC. —NGD.C, NGC, (4.6)
%) 0 0 %)
+ 0 0 0 o W
) ) ) 0
y
emTs - NGD,C, NGC. O O
0 A, O O
Ar(k) = I 0o o0 o0
0 I 0 o
NGD.C, —-NGC. —NGD.C, NGC. @7
0 0 %) )
+ ) ) %) o |

@) 0 O O
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Ty
donde A(k) = n(k)/N € [0,1]y G = [N e*T-=NB,d)\. Ademas la condicién de
reseteo M estd dada por

M = {z e R2wne) . 5T z <0} (4.8)

cre,
0

S o O O
S © O O
S o O O

Demostracion: Sustituyendo directamente (4.4)-(4.5) en (4.1), el resultado es:

. T
x,(t) = Apxp(t) + BpS(ye, nﬁs, t) (4.9)
Como se estd usando una combinacion de sistemas continuos y discretos se
muestrara la planta en los instantes k75, £k = 0,1,2,..., obteniendo
Ts
xpa(k + 1) = e Tox (k) + / e =N B SN (4.10)
0

al ser S una funcién constante a trozos el intervalo de integracién entre 0 y T se
puede dividir en dos partes de la siguiente forma

Xpd(k + 1) = Lxp(k) + Toye(k — 1) + T'iye(k) (4.11)
donde se han introducido las siguientes funciones para simplificar la notacién

L =eMTs

Ts
I = / e TN B AN = (N —n(k))G (4.12)

Empleando el controlador (2.20) y definiendo el estado ampliado formado por
los estados de todos los elementos del sistema en lazo cerrado, z(k), en el instante
k como

xpd (k)
x¢(k)
Xpa(k — 1)
Xc(k —1)

z(k) = (4.13)
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se obtiene como resultado un sistema reseteado discreto en el tiempo como (2.16)
dado por las siguientes ecuaciones de estado

n(k+1)=n(k),z(k+1) = A(k)z(k), n(k)<DVzk)¢ M 4.14)
n(k+1)=0,2z(k+1) = Ag(k)z(k), n(k)>DAz(k)eM '
con matrices
L — (N —n(k))GD.C, (N —n(k))GC. —nGD.C, n(k)GC.
_BCCp Ac O O
Alk) = I 0 o) 0]
O I (0] (0]
L— (N —-n(k))GD.C, (N—-n(k))GC. —nGD.C, n(k)GC.
(0] A, O O
(0] I (0] O
(4.15)

Hay que destacar que la dependencia temporal en A(k) y Ar(k) se produce a
través de la presencia del retardo variable n(k), y que ademas A(k) y Ar(k) se pue-
den expresar como (4.6) y (4.7) si se hace el cambio (k) = n(k)/N.

Para finalizar la demostracion a partir de la ecuacion (2.20) la condicion de
reseteo se obtiene usando u.(k) = yy(k) = Cpxp(k) = (C, O O O )zk)y
uc(k — 1) = yp(k — 1) = Cpxp(k —1) = (O O C, O )z(k). El resultado final
es M = {z € R?(wtne) . 2T Mz < 0}, donde

0 O 0 0 0

m=| © (C, O 0 0)= 0 000 (4.16)
cr g crc, 0 0 O
0 O 0 0 O

Con la proposicién anterior se ha comprobado como el sistema resultante de in-
troducir un controlador reseteado dependiente del estado en un sistema NCS, de
ahora en adelante sistema NCS reseteado, se puede describir con ecuaciones con
la misma estructura que cuando las conexiones entre los elementos son punto a
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punto. La tnica diferencia es que en el caso de que hay una red de comunicaciones
las matrices de evolucidon seran dependientes del tiempo y esa dependencia esta
linealmente relacionada con el retardo introducido por la red. El hecho de que los
sistemas NCS reseteados puedan adaptarse al formalismo empleado en los capitu-
los 2 y 3 permite que se puedan emplear las técnicas de andlisis de la estabilidad
desarrolladas en esos capitulos.

Ejemplo 4.1 Sea una planta LTI dada por la siguiente funcién de transferencia

P(s) = %, que puede ser descrita por la ecuaciéon (4.1)) con las siguientes matrices

A,=(0), B,=(1), C, =58, D, =0 (4.17)

conectada en lazo cerrado segun el esquema de la figura con un controlador
PI-CI dado por la ecuacion (2.20) con las matrices

A.=1, Bo=h, C.=0,01, D, =0,07,4,=0 (4.18)

Si el periodo de muestreo del sensor de la planta es de T, = 0,5 s. y el del mues-
treador del controlador es 100 veces mas rapido, 7. = 0,005 s., entonces empleando
la Proposicién 4.1 se obtienen las siguientes matrices:

0,797 0,005 0 0 0,203 —0,005 —0,20 0,005
29 1 00 0 0 0 0

A(k) = ) o 0o |t 0 0 0 o | @19
0 1 00 0 0 0 0
0,797 0,005 0 0 0,203 —0,005 —0,203 0,005
0 0 00 0 0 0 0

Agr(k) = 1 0 00 + 0 0 0 0 n(k) (4.20)
0 1 00 0 0 0 0

que son las mismas que se emplean en el ejemplo 3.3, ecuaciones (3.26) y res-
pectivamente con n(k) = \(k). Por tanto, gracias a los resultados del ejemplo 3.3, la
estabilidad de este sistema NCS reseteado estd asegurada para cualquier valor del
retardo, n(k), entre 0 y 7.
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4.3.2. Sistemas reseteados dependientes de condiciones temporales
aplicados a los NCS con retardos cortos

En este momento se procederd a estudiar cudl es la estructura en lazo cerrado de
estos sistemas si el controlador empleado es un controlador reseteado dependiente
de condiciones temporales como el de la ecuacion (2.60), invariante en el tiempo.

xe(k +1) = Aexc(k) + Bouo(k) k ¢ K
Xe(k4+1) = f(Xp, Xe; Xe, Xep) k€K (4.21)
Ye(k) = Cexc(k) + Deuc(k)

Tal y como se ha desarrollado en el capitulo 2 el valor de reseteo puede depender de
los estados de los exosistemas F y E; (ecuaciones y respectivamente)
de modo que es este apartado esos elementos deberan ser incluidos en el esquema
del sistema de control en red de acuerdo a la figura [4.4]

Proposicion 4.2: El sistema de control en red de la figura |4.4) con la planta
P y el controlador C' dados por las ecuaciones (4.1) y (4.21) respectivamente, es
un sistema reseteado discreto en el tiempo que puede ser descrito por la ecuacion
(2.63) cuando la planta P es muestrada periddicamente con periodo 7. Las matrices
A1 y AQ son

L—NGD.C, NGC. NGD.C. NGCeqq 0 0 0
—B.Cp Ac B.C. 0 000
0 0 A 0 000
Ai(k) = 0 0 0 Ag 00 0 |+
I 0 0 0 000
0 I 0 0 000
0 0 I 0 000
NGD.C, —NGC. —-NGD.C. 0 —NGD.C, NGC. NGD.C.
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 (k)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
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L-NGD.C, NGC. NGD.C. NGCeq 0 0 0
0 0 0 0 0 00
0 0 Ae 0 0 00
Ag(k) = 0 0 0 Aeg 0 0 0 | &
I 0 0 0 0 00
0 I 0 0 0 0O
0 0 1 0 0 00
NGD.C, -NGC. -NGD.C. 0 —-NGD.C, NGC. NGD..
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 (k)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
(4.22)
y también

C=(C,000000),F=(0f00000)"

Ts
donde \(k) = n(k)/N € [0,1], G = [,N s~ N B,d)\ y el estado del sistema en lazo
cerrado es

2(k) = Xed () (4.23)

|

La demostracion de esta proposiciéon es analoga a la de la Proposicion 4.1.

Ejemplo 4.2 Para este ejemplo se usara como planta el modelo de un carro movil

[46]] dado por la funcién de transferencia P(s) = %, que puede ser descrita
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Exosistema
E

d +
- )1 Actuador |------ PLANTA  |----- Sensor  |------»

T, Red de comunicaciones T

--------------------- CONTROLADOR -1 Muestreador

u (k)

<
o
=~
1
1
1

Exosistema
E

Figura 4.4: Esquema del sistema de control en red con exosistemas.

por la ecuaciéon (.1) con las siguientes matrices

—14,2857 0 1
A, = | o | B=1| o | Co=(021420) (4.24)

La referencia que se desea seguir en este ejemplo sera una funciéon sinusoidal
con frecuencia w, generada por un exosistema discreto en el tiempo, cuya salida es
una funcién seno, dado por las matrices (2.68). La perturbacion sera también una
funcion sinuosidal con frecuencia w.y; generada por un exosistema discreto en el
tiempo, cuya salida es una funcién seno, dado por las matrices (2.69).

La planta serd muestreada con un periodo 75 = 0,05 s y controlador sera un PI
discreto dado por la ecuacion (4.21) con las matrices

A.=1, B.=T,, C.=40, D, = 30 (4.25)

El periodo de muestreo del controlador es 5 veces mas rapido que el de la planta,
es decir T, = Ts/N = Ts/5 = 0,01 s. y los periodos de la sefial de referencia y
de la perturbacién son respectivamente 1), = 40 T, y T.q = 27 Ts. De modo que
empleando los criterios para la elecciéon de w y ng desarrollados en la seccién 2.2.3
se calcula el valor de la accién de reset con una longitud de ventana de computacién
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de w = Tj,/10 = 4 muestras y con un periodo de reseteo de ngp = w+1 = 5 muestras,
el valor obtenido es el siguiente:

f=—1(0,16,1,52,0,32,0,78, 0,83, —0,11,0,18,0,0,0,0,0) z(k) (4.26)

En la figura se muestra la salida del sistema cuando el retardo introduci-
do por la red es fijo y con valor n(k) = 5. Para poder realizar una comparacién se
muestran las salidas empleando el controlador base y el controlador reseteado, se
observa cémo el seguimiento de la referencia es mejor cuando se usa el controlador
reseteado después de un cierto transitorio. Aunque, debido a la presencia de la per-
turbacion y del retardo, ninguno de los dos controladores logra acercarse mucho a
la sefial de referencia.

2.5+~ - Referencia
== Salida reset
2 = Salida base

Salida del sistema

Tiempo (s)
Figura 4.5: Salida del ejemplo 4.2 con retardo de comunicaciones constante.

Al haberse empleado en este ejemplo un retardo fijo se puede aplicar el teo-
rema 3.1 para comprobar la estabilidad del sistema. En este caso la matriz H =
Agr(5)A%(5) es Schur estable por lo que el sistema reseteado es estable.

Ejemplo 4.3 En este ejemplo se estudiard un sistema en el que el retardo es
variable y la referencia que se quiere seguir es de tipo escaldn. La planta esta dada
por la siguiente funcién de transferencia P(s) = m. El controlador base es
un sistema dado por la ecuacién (2.37) con las matrices A. = 1, B, = Ts, C. = 25
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and D, = 3, donde Ty = 0,1 s. Empleando de nuevo los criterios desarrollados en
la seccidn 2.2.3 se obtienen los siguientes valores para la longitud de la ventana de
computacion y el periodo de reseteo: ng = 3 muestras y w = 9 muestras. Con esos
valores se calcula la siguiente accion de reset

F(xp,%e, ) = (0,0299,0,0586, 0,1089, 0,1018) (4.27)

En la figura [£.6] aparecen las salidas de los sistemas con controladores base y
reseteados cuando la red de comunicacién no introduce ningun retardo. La salida
del sistema reseteado es casi igual de rapida que la del sistema base pero con mu-
cho menos sobreimpulso. Mientras que en la figura se muestran las sefiales de
control correspondientes a ambos sistemas. Se puede observar como las acciones
de reseteo no introducen saltos en la sefial de control mucho mayores que los que
se producen en la sefial del controlador lineal.

161

141

1.2¢

0.8

T

— Referencia
== Salida sistema base

04F == Salida sistema reseteado

0.6

T

Salida de la planta

0.2

0 L 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (s)

Figura 4.6: Salida del gjemplo 4.3 sin retardo de comunicaciones.

Si el periodo de muestreo del controlador es 10 veces maés rapido que el de la
planta, 7. = 0,01 s. y el retardo maximo para este ejemplo es igual al periodo de
muestreo entonces el retardo podra variar entre n = 0,..., 10, es decir podra tomar
11 valores diferentes. Se puede remuestrear al sistema para aplicar el Teorema 3.1
y la proposicién 3.1 y analizar de esta forma su estabilidad. Se define el conjunto de
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6 —
5 -
41
5
£
8
o 3r
©
©
'S = Sefal de control reseteada
n 2 — Sefial de control base
1L
0 L 1 1 1 1 1 1 J
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (s)

Figura 4.7: Sefal de control del ejemplo 4.3 sin retardo de comunicaciones.

las matrices H(n) con valores de retardo admisibles como A. Para este ejemplo el
conjunto

A={H(n)=Ay(k+np - DA (k+ng —2).. Ay (k + 1) Ay (k)} (4.28)

tendra en este caso 11 elementos. Se comprueba que la siguiente LMI

vI <P <pl
HWTPH(1)-P <0
H(Q)TPH(Q) —-P<0 (4.29)

H(1331)"PH(1331) - P <0
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se cumple para la siguiente P

15 05 03 -05 01 02

05 66 15 -02 —04 06

b 03 15 51 02 -00 0,1l 104 .30
—05 -02 02 0,7 -00 —00

01 -04 —00 —-00 14 —0,0

02 06 01 -00 —00 24

por lo que aplicando la Proposicién 3.1 el sistema es estable con retardos variables
entre Oy 7T%.

En la figura [£.8] se muestran las salidas de la planta con los controladores base
y reseteados cuando el retardo es variable entre los valores n(k) = {8,9,10}, los
valores que se han usado para realizar la simulacién aparecen en la figura La
salida de ambos sistemas empeora notablemente respecto del caso sin retardo de
comunicaciones pero este deterioro es menor en el caso del sistema reseteado.

1.6
1.4-
1.2¢
(]
1] 1
9
0
(2]
o 0.8f
©
©
©
T 0.6}
w —— Referencia
0.4k — Sistema base
’ — Sistema reseteado
0.2+
0 L | | 1 | | | J
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (s)

Figura 4.8: Salida del ejemplo 4.3 con retardo de comunicaciones.
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01m = —_—nnn Mo . . n -

0.09 = bl Gl Gy oo AA o b ey o by gl by g e | | oy

Retardo variable (s)

0.08 L L 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo (s)

Figura 4.9: Salida del ejemplo 4.3 con retardo de comunicaciones.

4.4. Retardo mayor que el periodo de muestreo

Se estudiara ahora el caso en el que el retardo inducido por la presencia de la
red sea méas grande que un periodo de muestreo pero esté acotado cierto retardo
maximo, 7,, menor que un nimero entero de periodos de muestreo del sensor de
la planta. Es decir 7(k) < 7, < QT < oo con Q € Z™. Este caso se conoce como
retardos largos (long delays).

El proceso para la obtencion de las ecuaciones de estado en lazo cerrado del
sistema es analogo al que se ha empleado en la seccidon anterior con la diferencia
de que tener retardos largos es necesario que el estado aumentado incluya mas tér-
minos porque se necesita informacién de los estados del sistema en los instantes
anteriores. En el caso anterior las sefales podian venir del instante anterior y del
actual, ahora las seflales podran venir de O instantes anteriores y del actual.

De nuevo se analizardn por separado a los sistemas reseteados dependientes del
estado y los dependientes de condiciones temporales.
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4.4.1. Sistemas reseteados dependientes del estado aplicados a los
NCS con retardos largos

En este caso el nuevo estado aumentado se define como:

k) =[2(k), 2k —-1), ..., 2 (k- Q) (4.31)

con
7' (k) =[x} (k) , x} (k)] (4.32)

(

Con este nuevo estado se puede enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.3: El sistema de control en red de la figura con la planta
P y el controlador C' dados por las ecuaciones (4.1) y (2.20) respectivamente, es
un sistema reseteado discreto en el tiempo que puede ser descrito por la ecuacién
cuando la planta P es muestrada periédicamente con periodo 75 y el retardo
maximo introducido por la red de comunicacién, 7,,, estd acotado superiormente
por un numero entero de periodos de muestreo 7,,, < QT < oo . Las matrices Ay
Apg son

AV—I- A(] A1 . AQ
I 0
A= 0 I ... 0 (4.33)
0 0 0
A’ + Ao A1 .. AQ
I 0
AR — O I .. 0 (4'34)
0 0 0

con

E L 0 A’ L 0 A —’I’LiGDCCp ’I’LlGCC
"\ -BC, A. )77 " \o o4, )T 0 0 (4.35)

donde n; € [0,1,...,N] Vi € [0,...,Q] y zig:oni = N. N es, al igual que en la
seccion anterior, la razén entre el periodo muestreo de la planta y el del controlador
T. = Ts/N y ademas la condicién de reseteo M estd dada por

M = {z e R(etDmtne) . 5T 07 < 0} (4.36)
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con
0O 0 0 O 0 0
0O 0 0 0 0 0
crc, 0 0 O 0 0
g_| o ooo 0 0 (4.37)
O 00O ..0O0
O 00O ..0O0

Demostracion: Se seguira un proceso andlogo al de la demostraciéon de la pro-
posicién 4.1. En primer lugar en este caso la entrada a la planta estard dada por:

up(t) = S(Ye, nis i, t) (4.38)
donde S (Ye,m4,1,t) es de nuevo una funcion continua a trozos que puede tomar hasta
Q distintos en los IV intervalos en los que se divide el periodo de muestreo T;. Se
puede definir por tanto esa funcién de la siguiente forma:

_ i._ NO—_; .
S(Yeyniyiyt) =ye(k+1) Viel0,...,9],t € |[k+ Z:]_E)ng,k—i— %) Ts (4.39)
Se remuestrea el estado de la planta en los instantes k7, £ =0,1,2,...
Ts B
xpa(k 4+ 1) = e Tox (k) + / =N B S\ (4.40)
0

Al ser S una funcién constante a trozos el intervalo de integracién entre 0y T, se
puede dividir en Q + 1 partes de la siguiente forma

Xpd(k + 1) = Lxp(k) + noyc.G(k — 0) + n1Gye(k — 1) + - - - + noGy.(k — Q)  (4.41)

Ts
con G = [N eAr(Ts=NBrd Entonces, empleando el estado definido por la ecuacién
(4.50) se obtiene como resultado un sistema reseteado discreto dado por

(4.42)

z(k+1) = A(k)z(k),  z(k) ¢ M
z(k+1) = Ar(k)z(k), z(k) e M



100 CAPITULO 4. SISTEMAS RESETEADOS APLICADOS A LOS NCS

con las siguientes matrices:

L — TLoGDCCp TLQGCC —TLlGDCCp anCc e —nQGDCCp nQGCC
~B.C, A, 0 0o .. 0 0
1 0 0 0 ... 0 0
Alk) = 0 1 0 0 .. 0 0
0
0 1
(4.43)
y
L —nyGD.C, noGC. —nmGD.C, nGC. ... —ngGD.C, ngGC,
0 A, 0 0o ... 0 0
1 0 0 0 . 0 0
An(k) = 0 1 0 0 .. 0 0
0 e 0 0
0 1 . 0 0
(4.44)

la dependencia temporal en A(k) y Ar(k) se produce a través de la presencia de los
retardos variables n;. Estas matrices se pueden expresar de forma mas compacta
como se hace en las ecuaciones (4.33) y (4.34).

Para finalizar la demostracion a partir de la ecuacion (2.20) la condicién de re-

seteo se obtiene usando u.(k) = yy(k) = Cpxyp(k) = (Cp, O ... O O )z(k)y
uc(k—1) =y,(k—1) = Cpxp(k—1)= (O O O C, ... O O )z(k).Elresultado
final es M = {z € R" : 27Cz < 0}, donde
O O O O O O
O O O O O O O
(0] CpTCp O O O O O
c=|% |(0o0oo0c¢ ...00)y=| 0 000 ..00
O O O O O O O
O O O O O O

(4.45)
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O

Es posible cambiar la estructura de las matrices de las ecuaciones (4.33) (4.34)
para que se adapten a la forma de los sistemas LPV, con una estructura similar a la
de la ecuacion (3.16) de la siguiente forma:

A(k) =
A+ A, A A, A0 A,
I I 0 I 0 0
Ao . .. . +A1 . .. . +...+ Ao
0 0 0 0 0 0 0 0 0
A1g 1‘?;1 AIQ
(4.46)
Ap(k) =
A+A4, 0 A A, 0 A0 A,
I 0 I 0 0 I 0 0
Ao . . . +A\ . . . . +...+ )\Q
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Asg Az A;Q
(4.47)
con
y -GD.C, GC. 148
a= 0 0 (4.48)

y Ai = . La diferencia es que ahora se contemplan no sélo dos parametros varia-
bles, A\ y Ao para describir la dependencia temporal sino que hay O + 1 parametros.
En el Apéndice C se ha enunciado el Teorema 3.2 ampliado que permite el andlisis
de la estabilidad de este tipo de sistemas reseteados.

Definicion: Se define a cada una de las combinaciones posibles de los valores
n; anteriores como un modo de retardo.

Merece la pena analizar cudl es el significado de los modos de retardo y para
ello se estudiara el caso en el que N = 2y O = 2, los posibles modos aparecen en la
Tabla 4.1.

En el modo 1 el valor de ng = 2 y los otros son cero, esta situacion se correspon-
de con un retardo nulo, el modo 2 se corresponde con un retardo de medio periodo
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No | N1 | N2
Modo 1 | 2 0] 0
Modo 2 | 1 1 0
Modo 3 | 1 0 1
Modo4 | 0 | 2 0
Modo 4 | O 1 1
Modo6 | O | O | 2

Tabla 4.1: Diferentes modos de retardocon N =2y Q = 2

de muestreo. Es interesante observar que el modo 3 equivale a una pérdida de la
sefal de y.(k — 1) porque después de recibir la sefial de y.(k — 2) se recibe la sefial
yc(k). Por tanto con este modelo de los sistemas reseteados es posible no sélo des-
cribir los retardos largos sino también la pérdida de paquetes, concretamente el
numero de posibles paquetes consecutivos perdidos es de O — 1.

Teorema 4.1 Si el sistema (4.42) tiene un retardo maximo acotado 7, < QT y
la relacién entre el periodo de muestreo del sensory el del controlador es 7. = T, /N
entonces el nimero de modos de retardo posibles (incluyendo posibles pérdidas de

paquetes) es
N+Q N !

O

La demostracion de este teorema se encuentra en el Apéndice B. La mayoria de
los modos, cuando los valores de N y Q son grandes, contemplan situaciones de
pérdida de paquetes. Si se quiere estudiar sélo la situacién en la que no se permite
la pérdida de paquetes o que el nimero de posibles paquetes perdidos esté acotado
hay que construir el conjunto de los modos de retardo tal y como se muestra tam-
bién en el Apéndice B.

Ejemplo 4.4 En este ejemplo se analizard de nuevo el sistema del ejemplo 4.1
cuando el periodo de muestreo del controlador es T, = 0,25 s. , es decir, N = 2y se
desea comprobar si el sistema es estable cuando el retardo méaximo introducido por
la red de comunicacién es menor que tres periodos de muestreo, 7(k) < 7, < 1, 5s.
De forma que la combinacién de los modos de reset con los posibles retardos da
lugar al siguiente conjunto de matrices {Ajg, 411, A12, A13, Aoo, A1, A22, Aas}. Es po-
sible hallar una secuencia de cambio entre esas matrices de longitud M =2y D =1
tales que se cumpla la condicién del teorema 3.4 ampliado de forma que se demues-
tra que el sistema es estable para cualquier combinacion de retardos menores que
1,5 s. Para demostrarlo en este caso es necesario resolver una LMI de 368 términos
y 48 variables.
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En la figura [4.10] se muestra la salida del sistema cuando los retardos varian
entre 1 y 1,5 s. y se observa que el sistema es estable pero que la respuesta se ha
deteriorado respecto de la obtenida sin retardo que se muestra en la figura[3.5] Los
retardos empleados en esa simulacion estan dibujados en la figura [4.11]

Salida del sistema

-05 1 1 1 J
0 5 10 15 20

Tiempo(s)

Figura 4.10: Salida del ejemplo 4.4 con retardo de comunicaciones.

4.4.2. Sistemas reseteados dependientes de condiciones temporales
aplicados a los NCS con retardos largos

Los controladores reseteados con condiciones temporales pueden incluir exosis-
temas, por lo que serd necesario introducir la informaciéon de esos sistemas en el
estado en lazo cerrado

k) =[2(k),2(k-1), ..., 2 (k- Q) (4.50)

con
2/ (k) = [xTy(k) L xT (k) , xT (k) , xTy(k) (4.51)

C €

Usando este estado aumentado en lazo cerrado se puede introducir la siguiente
proposicion que especifica la estructura resultante de introducir los controladores
reseteados dependientes de condiciones temporales en un sistema reseteado con
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1517 11 1M M 10
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Figura 4.11: Retardo de comunicaciones empleado en el ejemplo 4.4.

retardos largos.

Proposicion 4.4: El sistema de control en red de la figura con la planta
P y el controlador C' dados por las ecuaciones (4.1) y (4.21) respectivamente, es
un sistema reseteado discreto en el tiempo que puede ser descrito por la ecuacion
(2.63) cuando la planta P es muestrada periddicamente con periodo 7T y el retardo
maximo introducido por la red de comunicacién, 7,,, estd acotado superiormente
por un numero entero de periodos de muestreo 7, < QT < oo . Las matrices A; y
As seran

A—l—AQ A1 AQ
I 0 0

A = 0 I ... 0 (4.52)
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A/—l-AQ A1 AQ
I 0O ... O
0 0 0

con
L 0 0 NGCuy
P ~B.C, A, B.C. 0
= 0 o A . (4.54)

0 0 0 Aed

L 0 0 NGCgy
A = 000 0 (4.55)
0 0 A 0
0 0 O Aecq
-n,GD.C, n;GC. n;GD.C, 0
0 0 0 0
A = 0 0 0 0 (4.56)
0 0 0 0

donde n; € [0,1,...,N] Vi€ [0,...,Qly X2 ,n; = N.
O
La demostracion es andaloga a la de la proposicion 4.3.

Ejemplo 4.5 En este ejemplo se estudiara de nuevo el sistema empleado en el
ejemplo 4.3 con N = 2y Q = 3, es decir el periodo de muestreo del controlador es
T. = Ts/2 = 0,05 s. y el retardo méximo es menor que tres periodos de muestreo,
7(k) < 7 < 0,3s.

Aplicando el teorema 4.1 se obtiene que el nimero de modos de retardo posible
con esta configuracion es igual a 10, esos modos se muestran en la tabla Pa-
ra este ejemplo no se considerara la posibilidad de pérdida de paquetes por lo que
no se tendran en cuenta los modos 3, 7 y 8 de la tabla. Eso hace que las matrices
de evolucion (@.52) y (4.53) puedan tomar 7 valores distintos cada una. Se puede
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Ng | N1 | N2 | N3
Modo 1 2101010
Modo 2 1 1 01]0
Modo 3 1 0 1 0
Modo 4 0|2 ]01|0
Modo 5 0 1 1 0
Modo 6 0|0 2|0
Modo 7 1 0 0 1
Modo 8 0 1 0 1
Modo 9 0] 0 1 1
Modo10 | O | O | O | 2

Tabla 4.2: Diferentes modos de retardo con N =2y Q = 3

remuestrear el sistema aplicando de nuevo la Proposicién 3.2 para analizar la esta-
bilidad del sistema. En este caso, el conjunto A tendra 72 = 343 elementos.

Se comprueba que la siguiente LMI es viable

vl <Q <pl
H(1)'QH(1)-Q <0
H(2)TQH(2)-Q <0 (4.57)

H(343)TQH(343) —Q < 0

con
A= {H(n) = Ay(k + 2)A1(k + 2)As(k)} (4.58)

porque el sistema reseteado es estable para cualquier combinacién de retardos me-
nores de 3 periodos de muestreo del controlador.

En la figura[4.12]se muestra la salida de los sistemas base y reseteado cuando la
red introduce un retardo variable entre 0,1 y 0,3 s. Tal y como se ha demostrado el
sistema reseteado permanece estable mientras que el sistema base se desestabiliza.
En la figura aparecen los retardos empleados en la simulacion anterior.
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4 - Salida sistema base
Salida sistema reseteado
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Figura 4.12: Salida del ejemplo 4.5 con retardo de comunicaciones.
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Figura 4.13: Retardo de comunicaciones empleado en el ejemplo 4.5.
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CAPITULO 5

Aplicaciones

En este capitulo se muestra como se han aplicado los sistemas reseteados en
tiempo discreto a una serie de casos practicos. En primer lugar una aplicacién in-
dustrial como es el control de pH y a continuaciéon una aplicacién a un sistema de
control en red como es el control de distancias entre vehiculos en una via de comu-
nicacién inteligente. En ambas aplicaciones el interés reside en comprobar cémo los
sistemas reseteados pueden mejorar las especificaciones de disefio que se pueden
alcanzar con controladores lineales.

5.1. Aplicacion al control de procesos: Control del pH.

El pH, o "potencial de hidréogeno", es una medida de la acidez o de la alcalinidad
de una disolucion. El concepto de pH fue usado por vez primera por el quimico
Soren Sgrensen en 1909 en el laboratorio Carlsberg [[141], actualmente se define
como el logaritmo negativo de la concentracién de iones hidrégeno expresado en
moles por litro:

pH = —logyo[H ] (5.1)

El uso de un logaritmo en la definiciéon viene motivado por el amplio rango de los
valores de concentracién que abarca varios ordenes de magnitud, al emplear el lo-
garitmo los valores de pH resultantes son sencillos de manejar. La escala de pH va
de 0 a 14 en disoluciones acuosas, las disoluciones acidas tienen valores de pH me-
nores que 7 y las alcalinas mayores que 7. El pH 7 indica una disoluciéon neutra (en
agua).

Es la presencia del logaritmo lo que hace que el proceso de neutralizacion sea
no lineal, la curva de neutralizacion de una disolucién suele tener forma de S. Esto
hace que la respuesta en pH al afiadir mas soluto a una disolucion sea extremada-

109
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mente variable pasando de zonas muy sensibles a zonas insensibles. Esta especial
caracteristica sumada a la variabilidad temporal que también aparece en el control
de pH convierte a este proceso de control en uno de los mas desafiantes procesos
industriales para su control. Una amplia gama de técnicas de control han sido apli-
cadas a este tipo de planta como redes neuronales [55]], control conmutado [34],
control de modelo interno [57], identificacién en tiempo real [154]], control robusto
H [65], etc. Sin embargo el proceso de control de pH sobre el que se desea tra-
bajar forma parte de una planta industrial mayor que tiene otros objetivos y una
configuracion que hace inaplicables, al menos de forma directa, la mayoria de las
planteamientos de los trabajos anteriores (fundamentalmente porque casi todos los
trabajos contemplan la presencia de reactores de mezcla y alguno de ellos la pre-
sencia de disoluciones basicas ademas de acidas).

El control de pH puede darse sobre procesos en los que la mezcla se produce en
un reactor, denominado CSTR (Continuous Stirred Tank Reactor) donde una fuerte
agitacion consigue una mezcla casi instantanea de los reactivos, o en procesos don-
de la mezcla se produce en la misma linea de flujo del proceso, llamado control en
linea del proceso. Es este ultimo caso es comun asumir que el proceso es el mismo
que en el caso del reactor pero con volumen tendiendo a cero [55]. La mezcla en
reactor es mas comun y relativamente mas sencilla de controlar dado que no intro-
duce retardos de transporte como si ocurre en el caso de la mezcla en linea. En la
figura [5.1] se pueden observar los esquemas del control de pH en un reactor y el
control de pH en linea.

Disolucion
acida
Sensor
de pH . L
Disolucién
R acida
Entrada
producto | "~ _ Sensor
h de pH
><] Salida —> |  Mezcladorestatico |¥ —>
producto Entrada Salida
] producto producto
| —
Control de pH en un reactor Control de pH en linea

Figura 5.1: Esquema del control de pH en reactor (izquierda) y en linea (derecha).
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El proceso en el que se desea trabajar en esta aplicacién es un proceso indus-
trial de control de pH en linea. El producto que se desea controlar es agua de la red
potable, que debido a su tratamiento potabilizador es ligeramente béasica, que es
tratada con una corriente discontinua de acido nitrico (HNOs). Esta discontinuidad
en la inyeccién del &cido, que posibilita robustez en la inyeccidn frente a cambios
de presion en la linea de producto, hace que la mezcla no sea homogénea hasta que
el liquido ha recorrido cierta distancia en la tuberia mas alld del elemento de mez-
cla estatica, en trabajos anteriores realizados en la misma planta [42] se optd por
realizar la medida del valor de pH en un punto alejado de la inyeccién de acido, esto
introduce un cierto retardo pero limita el ruido de mezcla. Para este experimento
sin embargo se ha optado por colocar el sensor de pH en una posicién mas cercana,
lo que produce que este experimento tenga menos retardo de transporte pero mu-
cho més ruido de mezcla.

Configuracion de la planta industrial de pH

El lazo de control de pH usado en este ejemplo forma parte de una planta in-
dustrial de mayor tamafio disefiada para el tratamiento de productos propios de
la industria conservera. En esta planta, denominada planta piloto hay dos lazos de
control diferenciados, un intercambiador de calor y el lazo de pH, en este primer
ejemplo tendremos en cuenta Unicamente el lazo de control de pH. En la figura|5.2
se puede observar una imagen de la planta en la que aparecen destacados los ele-
mentos relevantes para el control de pH.

El lazo de control de pH consta de los siguiente elementos: En primer lugar (y
marcado con 1 en la figura) un tanque de almacenamiento del producto con una ca-
pacidad de unos 50 litros, el siguiente elemento es una bomba de tornillo sin fin que
produce un flujo continuo del producto, a continuacién tenemos una bomba dosifi-
cadora, modelo LMI serie A9 de la marca Milton Roy (2 en la figura), que introduce
pequerias cantidades de una disolucién acida fuerte (el depdsito de la disolucién es-
t4 marcado con 4 en la imagen) en la corriente (el punto de inyeccién estd marcado
con 3 en la imagen). Esta bomba funciona de forma discontinua pudiendo produ-
cir inicamente un numero natural de inyecciones por minuto, strokes per minute
(spm), entre 1 y 100. A 100 spm la bomba produce un flujo de 1.6 litros por hora
(Iph). El siguiente elemento es un mezclador estatico de 350 milimetros de longitud.
Un mezclador estatico es un tramo de tuberia en cuyo interior hay una serie de obs-
taculos que facilitan el mezclado, se muestra un esquema del mezclador en la figura
El ultimo elemento relevante para este lazo de control es un sensor de pH mo-
delo Orbisint CPS11 (marcado con 5 en la imagen). Esta disposicién se corresponde
con proceso de control de pH en linea, que como ya hemos dicho anteriormente es
cuando el proceso de mezclado se produce mientras el producto circula.
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TLLE

i

Figura 5.2: Planta piloto: lazo de calor y lazo pH

El producto que se va a emplear es agua potable que se toma directamente de
la red y se almacena en el tanque, el 4cido que se utilizara para controlar el pH es
una disolucién de &cido nitrico con una concentraciéon del 10 % en volumen. El agua
empleada tenia originalmente valor de pH alrededor de 8,3, lo que quiere decir
que es ligeramente basica como ya se ha dicho anteriormente. Si se llama X~ al
componente basico desconocido del agua potable la relaciéon de neutralizaciéon que
se produce al afiadir el acido es

X~ + HNOj3 — HX 4+ NO3 (5.2)

El punto de operaciéon que se desea mantener para el producto final es de pH=6,
con un flujo continuo de producto de 295 Iph aproximadamente.

Para la realizacion de la identificacién de la planta se analizaron datos de una
serie de respuestas a entradas escalén alrededor del punto de operacion deseado.
Los datos se ajustarén a un modelo de primer orden con retardo:

-k .
P(s) = —1° L (5.3)

donde k = 0,02+ 0,01 spm™!, 7 =167+ 20sy L = 45+ 15 s. Se eligié un modelo de
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Figura 5.3: Plano del mezclador estético.

primer orden por su sencillez y porque es observable, lo que es condicién necesaria
para poder aplicar un controlador reseteado periodico tal y como se mencioné en la
seccién 2.2.2. En el punto de operacién la sefial es ruidosa debido a que la proximi-
dad entre el actuador y el sensor impiden una mezcla homogénea del producto y el
acido.

Aplicacion del controlador reseteado

Se tomarda como controlador base un controlador proporcional integral (PI) dis-
creto en el tiempo con un periodo de muestreo h = 1 s. sintonizado empleando
técnicas de IMC (Internal Mode Control). Cuando el proceso es un primer orden
con retardo como en la ecuacién (5.3) el controlador PI se sintoniza empleado la
siguiente férmula [139]:

byo—
P k(A+L)

El valor de la constante A se puede escoger libremente en el intervalo —h < A <
oo. Como regla general valores pequeiios de A producen que la respuesta sea rapida
mientras que con valores mdas grandes se puede conseguir mayor estabilidad y ro-
bustez. Para esta aplicacién se seguira el criterio desarrollado por Skogestad [138]],
que establece que el valor de A\ debe ser igual al retardo temporal A = L.

=T (5.4)

Entonces, empleando los valores obtenidos de la identificacion (5.3)), con ese cri-
terio se calculan los siguientes pardmetros para el controlador PI: k, = —81,774 y
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k; = —0,4896. Con estos valores la respuesta del sistema es relativamente lenta sin
practicamente oscilaciones en torno al equilibrio, se podrian usar como controlador
base este sistema pero suele ser interesante emplear sistemas mas rapidos como sis-
tema base para sacar el mayor provecho posible de la cancelacién del sobreimpulso
que introducen las acciones de reseteo. Para obtener un controlador més rapido se
puede emplear un valor de A més pequeiio, si A\ = 2/3L entonces los pardmetros
seran k, = —98,1256 y k; = —0,5876. A los controladores PI con estos parametros los
denominaremos PI-IMC y PI-IMCdet.

Simulando la respuesta escalon del sistema base en lazo cerrado se puede obser-
var como el tiempo de pico (7},) es de unos 170 s, siguiendo el proceso de sintonia
del controlador reseteado peridédico presentado en el capitulo 2 el periodo de rese-
teo debe de ser de ng = 60 s y la longitud de la ventana de célculo del valor de
reseteo w = 120 s. Empleando esos valores se pueden calcular el valor éptimo de la
accion de reseteo para los controladores PI-IMC y PI-IMCdet.

1.2+
1 -
o 08F
S
g
2 m— reset IMC
D 0.6 = reset IMCdet
o e P[-|MC
= e P|-|MCdet
o 04f — Referencia
0.2
0

150 200 250 300 350 400 450 500
Tiempo (s)

0 50 100
Figura 5.4: Salidas del sistema en simulacién

En la figura se pueden apreciar las simulaciones de salida del sistema em-
pleando los dos controladores base y los reseteados correspondientes, en ambos
casos los sistemas reseteados mejoran el comportamiento de su sistema base redu-
ciendo notablemente el sobreimpulso.
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Resultados experimentales

A continuacién se verda cudl es la respuesta de los controladores diseniados an-
teriormente al ser implementados en el dispositivo real. Desgraciadamente el expe-
rimento no pudo ser realizado el mismo dia en el que se habia realizado la identifi-
cacion debido al tiempo que se requiere para la puesta en marcha de la planta y la
propia identificacion.

En la figura [5.5| se muestra la salida del sistema con ambos pares de controla-
dores reseteados. El controlador PI-IMC hace que la salida del sistema tenga muy
poco sobreimpulso pero si un considerable undershoot, esto puede ser causado por
la ganancia variable del proceso y también la presencia de un retardo variable, tipi-
cos ambos del control de pH. El controlador PI-IMCdet también produce una salida
con menos sobreimpulso y méas undershoot del esperado dados los resultados de
las simulaciones. Si se observan las respuestas de los controladores reseteados se
puede ver como las acciones de reset compensan el mal comportamiento de los con-
troladores base, la salida del sistema con el controlador reset IMC tiene un ligero
sobreimpulso pero practicamente no tiene undershoot mientras que el sistema con
el controlador reset IMCdet tiene un poco més de sobreimpulso que su controlador
base pero es mas rapido y tiene menos undershoot.

En la figura |5.6| aparecen las sefiales de control de los controladores PI-IMC y
reset IMC. Las acciones de reseteo estan programadas para ocurrir periédicamente
cada 60 s. a partir del segundo 500. Las acciones de reseteo que se producen en los
instantes 500 y 560 s son las responsables de que la respuesta sea mas rapida que
en el controlador base, produciendo la aparicion del sobreimpulso y la reduccién
del undershoot respectivamente. Es importante remarcar que estas acciones no in-
troducen grandes saltos en la sefial de control si se comparan con las que aparecen
cuando se produce el cambio en el referencia. En la figura [5.7] aparece aumentada
una imagen de la sefial de control en la zona en la que se producen las acciones de
reseteo mas relevantes. Al observar la sefial de control se puede apreciar como un
pequeno cambio en la referencia, un salto de pH 6 a pH 6.5, requiere una accién de
control enérgica, con una variacion casi el 50 % del rango del actuador.

Para comparar el comportamiento de los cuatro controladores empleados se ha
calculado el IAE e ITAE para los datos experimentales. Los resultados aparecen en
la Tabla El mejor resultado se consigue con el el controlador reset IMC, lo que
contradice los resultados obtenidos en la simulacién en los que el mejor controlador
era el reset IMCdet. Esto puede deberse a que como ya hemos dicho anteriormente
el experimento y la identificacién no se llevaron a cabo en el mismo momento lo que
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Figura 5.5: Salidas del sistema reales
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Figura 5.6: Sefal de control
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Figura 5.7: Sefal de control en la zona de interés

IAE ITAE
PI-IMC 41,6942 | 4,33 -10°
PI-IMCdet | 35,3391 | 3,34-10°
reset IMC 33,0635 | 2,53 - 103
reset IMCdet | 34,4389 | 3,03 - 103

Tabla 5.1: IAE e ITAE

hace que puedan darse errores de modelado. El experimento tiene lugar en el punto
en el que la pendiente de la curva de neutralizaciéon es mas grande, esto también
contribuye al error del experimento.

Como conclusion de esta aplicacién se puede destacar que la aplicacion de los
sistemas de reset peridédicos a una proceso de control de pH industrial produce re-
sultados satisfactorios. A pesar de que el proceso de identificacién de la planta no
es todo lo preciso que seria deseable, lo que explica las diferencias entre los resulta-
dos experimentales y las simulaciones, los controladores reseteados han mostrado
un comportamiento superior a los controladores PI sintonizados empleando reglas
de IMC.
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5.2. Control de distancia entre vehiculos

En el campo de la industria del transporte se han desarrollado investigaciones
encaminadas a conseguir vehiculos auténomos, es decir vehiculos capaces de circu-
lar en las carreteras convencionales sin necesidad de conductor. Podemos destacar
las iniciativas de la Defense Advanced Research Projects Agency como las tres edi-
ciones de las grand challenge [1142], [156].

Por otro lado también existe el concepto mas amplio de sistemas inteligentes
de transporte [[104] consistentes en integrar sistemas de informacién y tecnologias
de la informacion al campo del transporte en carretera, incluyendo a las infraes-
tructuras, vehiculos y gestion del trafico. En [86] se revisa la implantacién de estos
sistemas en varios paises.

Tanto en el campo de los vehiculos auténomos como en los sistemas inteligentes
de transporte uno de los elementos a tener en cuenta es el control de la distancia
entre vehiculos [126]]. De hecho en los vehiculos convencionales también se ha co-
menzado a integrar sistemas de control de distancia minima y sistemas de frenada
de emergencia.

En este apartado el objetivo es aplicar al control de distancia entre vehiculos
los controladores reseteados en tiempo discreto. Consideraremos una aproximacion
similar a la empleada en [136]] y [90], en la se pretende mantener la distancia entre
vehiculos que circulan formando un grupo o pelotén. El objetivo por tanto es que
los vehiculos integrantes del pelotén mantengan la distancia relativa con el coche
inmediatamente anterior, a excepciéon del lider de pelotén que es el vehiculo que
encabeza la marcha. Para ello los vehiculos se comunicaran unos a otros la sefial de
su posicién y su velocidad a través de una red de comunicacion inalambrica.

De este modo cada vehiculo se convierte en un nodo de comunicaciéon y calcula
su accion de control de forma auténoma, aunque a los sistemas de control de dis-
tancia con esta configuracién se los conoce como sistemas cooperativos [54] dado
que es necesario que ambos coches se comuniquen. Se seguirad un planteamiento
similar al de [106], en el que se analiza el problema aplicado a dos tUnicos vehicu-
los. Un vehiculo, coche 1, circula a una cierta velocidad desconocida mientras que
un segundo vehiculo, coche 2, circula detras del primero intentando mantener una
cierta distancia constante con el coche 1, tal y como se muestra en la figura[5.8]
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Figura 5.8: Esquema control de distancias entre vehiculos.

Las ecuaciones de la dindmica del sistema se pueden escribir como:

t) =y(t) (5.5)

donde p(t), v(t) vy a(t) son la posicién, velocidad y aceleracidon respectivamente, los
subindices 1 y 2 denotan a cada vehiculo y e(t) e y(¢) son los errores en la posiciéon
y la velocidad. La dindmica de cada uno de los vehiculos se puede describir con la
siguiente ecuacién de equilibrio de fuerzas:

Fl(t) — Fai(t) — Fm‘(t) = miai(t), 1=1,2 (5.6)

F; es la fuerza de propulsion del motor, F,; es la fuerza de rozamiento aerodindmico
y F,.; es la fuerza de rozamiento de rodadura. Estas fuerzas se pueden modelar con
las siguiente ecuaciones:

Fa(t) = %CaATpaireUQ(t)

Fi(t) = crmgeos(B(t)) (5.7)

Las constantes que aparecen las ecuaciones anteriores son c, y ¢, coeficiente
aerodindmico y de rodadura, Ay area transversal del vehiculo, paire densidad del
aire, m masa del vehiculo, g constante de la gravedad y §(¢) dngulo de inclinacién
de la carretera.

Se supondra para simplificar el problema que ambos coches son iguales y que
la inclinacién de la carretera es constante. Ademas se realizard una aproximacion
lineal de la fuerza de rozamiento aerodinamico en torno a la velocidad nominal del
experimento v,. De modo que si se considera que los estados del sistema son el error
en la posicién y el error en la velocidad las ecuaciones de la dindmica del sistema
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seran

. é(t) 0 1 0 0
0= ( 3(t) > - ( 0 —cmcy )(H— ( e )Fl(t)—i- ( e )Fg(t) (5.8)

CON ¢y = VoCq AT Paire ¥ ¢ = 1/m. Tal y como se ha dicho anteriormente los vehiculos
se irdn comunicando entre ellos para transmitirse sus posiciones y velocidades. Se
supone que el sistema de control funciona con un periodo de muestreo h, en cada
periodo el vehiculo 1 envia su posicién y velocidad al vehiculo 2 para que este cal-
cule el valor adecuado de F, para que el valor de la distancia entre vehiculos se
mantenga en el valor requerido /.. Se asumira que el error en las medidas de la po-
sicién y la velocidad es despreciable. Las sefiales de comunicacion se transmitiran
a través de una red inaldmbrica, no es necesario entrar a distinguir aqui que tipo
de red concreta se usaria ya que eso dependerd de si el vehiculo circula por una
carretera convencional o por una carretera "marcada", es decir una carretera con
postes de comunicacién que sirven como nodos y también como marcadores para
calcular la posiciéon. A efectos de este ejemplo el elemento de interés es que los
datos puedan experimentar retardos y pérdidas debido al mecanismo de comunica-
cién o al acceso al mismo de cada vehiculo, obviamente si se aumenta el nimero de
vehiculos el proceso de acceso a la red se ve deteriorado ya sea por congestion o
aumento del periodo de muestreo. En la figura[5.9]se puede apreciar un esquema de
las comunicaciones. Consideramos que el controlador se encuentra en el segundo
vehiculo, las senales de posicion y velocidad del primer vehiculo deben atravesar
una red de comunicacion, mientras que la posicién y velocidad del segundo no, pero
como la sefial de entrada al controlador es el error de seguimiento en la distancia
y la velocidad relativa se puede considerar que toda la sefial se ve afectada por los
efectos que introduzca la presencia de la red de comunicaciones.

Se considerara que la planta que se debe controlar es un sistema continuo en el
tiempo dado por la siguiente ecuaciéon en el espacio de estados como

xp(t) = Apxp(t) + Bpup(1)
Yp(t) = Cxp(t)

donde el estado de la planta es x, = [z,1, 72]7 = [e,y]T y las matrices de evolucién

son:
4 0 1 0
=\ o e B . | G=01,0) (5.10)

se asume por tanto que la salida de la planta es el error de posiciéon y esa serd la
senal que llegara al controlador a través de la red de comunicacion.

(5.9)
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Figura 5.9: Esquema de las comunicaciones

El objetivo es disefiar un controlador reseteado discreto en el tiempo que pueda
controlar la planta anterior y que sea capaz de soportar retardos y pérdidas de
paquetes de informacidn. Para ello se tomara como controlador base un PID discreto
basado en el controlador empleado en [106]]. Se usara la siguiente estructura de
PID discreto en paralelo, donde el término derivativo ha sido sustituido por un filtro
trapezoidal

1 N
Clz)=P+Ih——+D——F—~ 5.11
() =P+ Ih—3 4 Dimiem (5.11)

[Tl

donde P es la constante proporcional, I es la constante integral, D es la cons-
tante derivativa y N es el orden del filtrado.

Esta descripcion del controlador es equivalente a emplear un sistema con dos
ceros y dos polos. Por lo que hay dos estados que se pueden resetear. La ecuacién
(5.11) se puede reescribir en el espacio de estados como

xc(k 4+ 1) = Acxc(k) + Beue(k)
C: (5.12)
Ye(k) = Cexc(k) + Deuc(k)

La salida del controlador es la fuerza ejercida por el motor del segundo vehiculo,
F5. Las fuerzas de ambos motores son la entrada de la planta.

La estructura en lazo cerrado es similar a las que se han visto en el capitulo 4,
por lo que aplicando las proposiciones 4.2 y 4.4 el sistema en lazo cerrado sera un
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sistema reseteado. Se puede definir un estado ampliado

o . (5.13)

x.(k—1)

con el que se puede llegar a unas ecuaciones en lazo cerrado para el sistema simi-
lares a las dadas por las ecuaciones

z(k+1)= Ai(k)z(k) + B1Fi(k) k¢K
z(k+1)= As(k)z(k)+ B1Fi(k)+ F(k) kekK (5.14)
y(k) = Cz(k)

con las siguientes matrices

L+ (N-n)GD.C, (N—-n)GC. nGD.C, nGC,

7BCCp Ac 0 0

Auk) = 1 0 0 0
0 1 0 0

L+ (N-n)GD.C, (N-n)GC. nGD.C, nGC,

0 0 0 0

Az (k) = 1 0 0 0
0 1 0 0

NG 0
O f X 7XC7 r)
Bi=| , | C=(Cp000.F= ( po (5.15)

A continuacién se mostraran los resultados de simulacién obtenidos para este
sistema en el que se comparara el comportamiento del sistema con un controlador
reseteado frente a un controlador lineal cuando el sistema se somete a la posibilidad
de pérdida de paquetes, retardos en la red de comunicacidn, incluso la saturacién
de la senal de control. Siguiendo de nuevo el trabajo [106]] supondremos los siguien-
tes datos para ambos vehiculos: m = 1200 Kg, A7 = 1,5 m?, ¢, = 0,15, ¢, = 0,015,
densidad del aire paire = 1,21 Kg/m? y una velocidad nominal v, = 120 Km/h.

El controlador base serd un PID discreto con un periodo de muestreo de 500 ms y
los siguientes parametros P = 600, [ = 60, D = 800y N = 10 (estos valores son muy
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similares a los del controlador empleado en [[106]]), que en el espacio de estados se
corresponde con las siguientes matrices

1 0

0,5714 0,4286
A, = .

1
> . B, = ( > , C. = (—3235,3, 3278,2), Dy = 2885,7

(5.16)
Para el disefio del controlador reseteado se ha decidido resetear ambos estados
del controlador de forma periddica y calcular el valor de reseteo minimizando una
funcion del estado de la planta y dar el mismo peso a la minimizacién de ambos
estados (error de posicién y error de velocidad), se ha optado por este criterio de
minimizacion porque aporta equilibrio al minimizar la salida del sistema y su deriva-
da evitando cambios bruscos en la salida del sistema. El periodo de reseteo elegido
es de 2.5 segundos, es decir el sistema evolucionard de acuerdo a la dindmica de
flujo 4 veces entre cada dos acciones de reseteo consecutivas. El ancho de la ven-
tana de computacion se ha fijado en 10 evoluciones (5 segundos) y se ha empleado
el sistema en lazo cerrado con un retardo de 0.5 segundos o lo que es lo mismo un
periodo de muestreo. Los valores de f(x,, X, F1) obtenidos son:

~0,0196 —2,4323 —6,2787 —4,106  4,1602
f= Fi+ xp(k) + X (k)
~0,0203 —4,0370  —5,5682 —2,8288  2,8662

7,3675 0 —8,2606 8,3696
* ( 6,4991 0 ) xp(k— 1)+ < 79869 17,3830 ) Xe(k = 1)

(5.17)

En la figura[5.10|se puede apreciar la respuesta del sistema empleando el contro-
lador base y el controlador reseteado sin retardo en las comunicaciones. El sistema
intenta mantener una distancia nominal de 20 metros entre los vehiculos, la condi-
cioén inicial es que el primer vehiculo se encuentra a 23 metros del segundo. A los
48 segundos de la simulacién el primer vehiculo frena durante 2 segundos hasta

situarse a una velocidad de 90 km/h y después acelera lentamente para recuperar
la velocidad nominal.

A pesar de que el controlador reseteado se ha sintonizado a partir de un sistema
base en lazo cerrado que tenia en cuenta un cierto retardo en las comunicaciones
muestra un comportamiento mejor que el sistema base aunque en este caso no ha-
ya retardos. En la figura|5.11| se puede apreciar de nuevo la respuesta del sistema
en las mismas condiciones pero esta vez con un retardo fijo de 0.4 segundos. La
respuesta con ambos controladores empeora respecto a la situaciéon en la que no
hay retardos de comunicaciones pero en el caso del controlador reseteado necesita
menos tiempo para regresar al valor de distancia deseado.
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Figura 5.10: Respuesta del sistema sin retardo
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Figura 5.11: Respuesta del sistema con retardo fijo de 0.4 segundos
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No | N1 | N2
Modo 1 | 2 01]0
Modo 2 | 1 1 0
Modo3 | 0 | 2 0
Modo 4 | O 1 1

Tabla 5.2: Diferentes modos de retardo para r < 0,75 s

Se puede comprobar la estabilidad del sistema auténomo para retardos menores
que el periodo de muestreo empleando el método exhaustivo de forma similar al
apartado B del Ejemplo 3.4. El sistema es regular porque A(k) es Schur estable
y p(A(k)) = 0,9425. Se puede aplicar el Teorema 3.1 y asociar la estabilidad del
sistema reseteado a la del sistema remuestreado (3.3). En este caso como el periodo
de reseteo es de 5 instantes de muestreo existe un conjunto A(n) formado por todas
las matrices H(n) posibles

H(n) = Ap(kn + 5) Ak + 4) A(kyp + 3) A(kp + 2)A(kn + 1) - - A(ky), (5.18)

el conjunto A(n) tiene 6° = 7776 elementos. Aplicando la Proposicién 3.1 es posible
encontrar una matriz P que cumple (3.8) para todas las H(n) del conjunto anterior
de forma que el sistema es estable para retardos entre 0 y 500 ms.

Se puede estudiar también el caso en el que el retardo sea mayor que el periodo
de muestreo de la misma forma que en el apartado 4.4.2. En este caso no es nece-
sario introducir exosistemas en la definicién del estado en lazo cerrado.

Si se continua aumentando el retardo introducido por la red de comunicacién el
sistema con el controlador base se desestabiliza mucho antes que con el controlador
reseteado tal y como se puede observar en la figura[5.12]donde el retardo, de nuevo
fijo, se ha aumentado hasta los 0.75 segundos.

Se puede comprobar la estabilidad del sistema reseteado para retardos entre 0
y 0.75 s si se considera el caso en el que Q@ = 2y N = 2 con los modos de retardo
que aparecen en la Tabla 5.2.

En este caso el conjunto A\(n) de las matrices H(n) que no violan la causalidad
estd formado por 324 matrices de dimensién 12 x 12. De nuevo se cumplen las con-
diciones que permiten aplicar el Teorema 3.1 y la Proposicién 3.1 y se comprueba
que el sistema reseteado es estable para retardos menores que 750 ms.
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Figura 5.12: Respuesta del sistema con retardo fijo de 0.75 segundos

Para este ejemplo es, sin embargo, mas razonable suponer que el retardo induci-
do por la red sera relativamente pequefio y variable entre 100 y 200 milisegundos.
Lo que ocurre es que también habrd una cierta posibilidad de perder paquetes de
informacién, a continuacién se vera como el sistema con el controlador reseteado
también responde mejor ante la pérdida de paquetes que el sistema con el contro-
lador base pese a no haber sido disefiado teniendo en cuenta esta posibilidad. En
la figura m se puede apreciar como la pérdida de paquetes de informacién afecta
mads al sistema base haciéndolo oscilar mas que al sistema con el controlador rese-
teado.

Un factor que no se ha tenido en cuenta en las simulaciones anteriores es la po-
sible saturacion de la sefial de control, en trabajos como [14] se ha mostrado como
los controladores reseteados tienen un cierto efecto de antiwindup. En la figura se
muestra la salida del sistema y la sefal de control para ambos controladores cuan-
do se introduce una saturacion en la sefial de control de +2000 N y la red induce
un retardo fijo de 200 ms. Se puede apreciar como el sistema base se desestabiliza
después de la perturbacién producida por la deceleracion del primer vehiculo.

Como conclusion de este ejemplo podemos decir que el controlador reseteado
mejora las prestaciones del controlador lineal base empleado en [106], obteniendo
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Figura 5.14: Respuesta del sistema con retardo fijo de 0.2 segundos y saturacién en la sefial de
control
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una mejora frente a distintos factores como pueden ser el retardo de comunicacio-
nes, la pérdida de paquetes de informacion y también la presencia de saturaciones
en la senal de control. Aunque respecto a las saturaciones podria argumentarse que
la comparacién no es justa dado que al sistema lineal se le podria afiadir alguna
estrategia antiwindup, lo que lo se quiere remarcar es que el sistema reseteado ya
tiene en cierta forma ese efecto incorporado.



CAPITULO 6

Conclusiones y trabajos futuros

En este capitulo se expondran en primer lugar las conclusiones mas importantes
de la memoria, asi como las contribuciones mas significativas que hace este trabajo
en el campo de los sistemas reseteados. A continuacidn se senalaran las lineas que
podrian seguirse para ampliar la investigacién y aplicacién llevada a cabo en este
trabajo.

6.1. Conclusiones y contribuciones

La primera contribucién es el desarrollo formal de los sistemas reseteados en
tiempo discreto realizada en el capitulo 2. En ese capitulo se dan definiciones ge-
nerales de los sistemas reseteados en tiempo discreto que posteriormente se desa-
rrollan para dos tipos de condiciones de reseteo diferentes. Estas condiciones son
el reset dependiente del estado y el reset dependiente de condiciones temporales.
Ambas condiciones son enunciadas por vez primera en el marco de los sistemas en
tiempo discreto. En este capitulo se proponen también, como un subconjunto de
los sistemas con condiciones de reseteo dependientes del tiempo, los controladores
reseteados periddicos discretos en el tiempo. Se presentan también una serie de
reglas heuristicas para la sintonia de estos tltimos controladores cuando el sistema
hace seguimiento de referencias de tipo escaldn y periddicas.

A modo de conclusién se puede decir que los dos tipos de controladores resetea-
dos que se desarrollan con mas profundidad en el capitulo 2 son el reset discreto
con paso por cero y el reset discreto periddico en el tiempo. En ambos casos se
demuestra que el sistema en lazo cerrado formado por un controlador reseteado y
una planta LTI se ajusta a la formulacién de un sistema reseteado. En el caso del
sistema de reset con paso por cero la condicién de reseteo es complicada, en el sen-
tido de que depende del estado inicial del sistema, pero el cédlculo del valor de reset

129
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es sencillo ya que suele ser cero. Para el sistema de reset periédico la condicién de
reseteo es sencilla, porque es periddica, mientras que el célculo del valor de reset
es mas complicado dado que dependera de los valores del estado del sistema.

En el capitulo 3 se dan condiciones de estabilidad para los sistemas que se han
definido en el capitulo 2 y se desarrollan dos métodos diferenciados para el analisis
de la estabilidad de un sistema reseteado en tiempo discreto que se pueden aplicar
a los casos particulares de paso por cero y periddico. El primer método que se pre-
senta es el llamado método exhaustivo y esta basado en el remuestreo del sistema
reseteado después de los instantes de reseteo. La técnica de remuestrear el sistema
ya habia sido empleada en sistemas continuos en el tiempo, en este trabajo se ha
adaptado esto a sistemas en tiempo discreto. En el Teorema 3.1 se establecen las
condiciones que se deben cumplir para que la estabilidad del sistema remuestreado
garantice la del sistema reseteado. Posteriormente se puede aplicar cualquiera de
los resultados generales de sistemas discretos en el tiempo, como la Proposicién
3.1, para comprobar la estabilidad del sistema remuestreado.

El segundo método que se desarrolla estd basado en técnicas de andlisis de sis-
temas con pardmetros variables linealmente. Hasta donde llega el conocimiento del
autor en este trabajo se aplica por primera vez este tipo de andlisis a los sistemas
reseteados. Se pueden aplicar estas técnicas de LPV porque el sistema reseteado
discreto en el tiempo se adapta a la formulacién de los sistemas conmutados dis-
cretos. Con este método, llamado método LPV, se puede estudiar la estabilidad del
sistema cuando depende de algtin pardmetro que varia linealmente. Finalmente en
el capitulo 3 se realiza una comparacion de los dos métodos propuestos.

En lo relativo a los sistema de control en red en este trabajo se ha optado por
emplear un modelo multirate de las comunicaciones en red. En el capitulo 4 (Pro-
posiciones 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4) se ha demostrado que, empleando este modelo, se
pueden integrar los controladores reseteados discretos en el tiempo en un sistema
de control en red, formando un sistema reseteado en red. De forma que el sistema
resultante se adapta a la estructura de los sistemas reseteados presentados en el
capitulo 2. Esto hace que se puedan emplear en los sistema reseteados en red los
resultados relativos a la estabilidad desarrollados en el capitulo 3.

En el capitulo 4 se han estudiado dos casos: retardos cortos y retardos largos.
Se conoce como retardos cortos al caso en el que el retardo introducido por la red
es menor que el periodo de muestreo del controlador y retardos largos cuando el
retardo es mayor que el periodo de muestreo. Se demuestra para ambos casos que
con el modelo de red propuesto el retardo se convierte en un parametro lineal de la
dindmica del sistema. Esto permite emplear el método LPV.
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Por ultimo cabe destacar las dos aplicaciones que se muestran en el capitulo 5.
En la primera se emplea un controlador reseteado discreto en el tiempo para contro-
lar el nivel de pH de un liquido que fluye por una tuberia en un entorno industrial.
Con esta aplicaciéon practica se muestra un ejemplo de como los controladores re-
seteados discretos en el tiempo pueden mejorar las prestaciones que se obtienen
con controladores lineales. En la segunda de las aplicaciones se realiza el andlisis
teodrico de la aplicacién de un controlador reseteado periddico en un problema de
control de distancia entre vehiculos. Este es un sistema en el que las comunicacio-
nes se realizan a través de la red y se comprueba como el sistema reseteado en red
es menos sensible al retardo y las pérdidas de paquetes que introduce la presencia
de la red de comunicacién en el lazo de control.

6.2. Trabajos futuros

Uno de los temas en los que no se ha profundizado en el desarrollo de este
trabajo es el hecho de que para emplear los controladores reseteados con reset de-
pendiente de condiciones temporales sea necesario que la planta sea observable.
Obviamente esto supone una limitacién que hay que considerar. Aun en el caso en
el que los estados de la planta sean observables sera necesario emplear un sistema
observador para conocer estos estados cuando esa informacion no esté disponible
directamente. La presencia de observadores introduce un transitorio en el que el
valor del estado observado difiere del valor del estado real. Seria necesario estudiar
por tanto el efecto de la presencia de estos observadores en el sistema reseteado. La
necesidad de conocer los estados del sistema para aplicar el reset periédico parece
indicar que este controlador seria especialmente sensible a las incertidumbres en el
modelado del sistema. Este es otro factor que debe de ser estudiado en profundidad.

Otra cuestion en la que se podria realizar un andlisis mas profundo es el desa-
rrollo del modelado de los retardos y la pérdida de paquetes. Con la definicion de
los modos de retardo en el capitulo 4 se introduce una posible forma de represen-
tar la pérdida de paquetes. Al realizar el remuestreo del sistema para poder aplicar
el método exhaustivo de andlisis de estabilidad es necesario realizar suposiciones
adicionales que se indican en el Apéndice B. Seria conveniente desarrollar mas es-
te punto y comprobar si existe una diferencia significativa en el conjunto de las
matrices de evoluciéon remuestreadas al ser generadas teniendo en cuenta estas su-
posiciones o no.

En relaciéon con el punto anterior, un aspecto relacionado con la pérdida de pa-
quetes que es susceptible de ser desarrollado es algun criterio de estabilidad que
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dependa de la probabilidad de pérdida de paquetes. Esto tipo de criterios estocas-
ticos serian muy interesantes dado que en algunos tipos de NCS es mas importante
la pérdida de paquetes que el retardo inducido.

En el desarrollo de ejemplos del método LPV de analisis de estabilidad se ha ob-
servado que este sistema no se puede aplicar en la practica cuando el sistema base
no es estable. Esto ocurre a pesar de que la estabilidad del sistema base no es con-
dicién necesaria para la aplicacién del Teorema 3.2. También ocurre que al emplear
controladores FORE las matrices en lazo cerrado no estan bien condicionadas para
poder aplicar este método. Ambas circunstancias hacen necesario un estudio mas
profundo de las condiciones que se establecen en el método de LPV y también de
las herramientas empleadas en el calculo de las LMI.

Por ultimo un trabajo que seria interesante es realizar una comparacion siste-
matica de las prestaciones que ofrecen los sistemas con reset de paso por cero y el
reset periédico. Esta comparacion ha sido realizada para algunos casos con siste-
mas continuos en el tiempo pero no con sistemas discretos en el tiempo.
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APENDICE A

Matrices definidas positivas y LMI

Las desigualdades de matrices lineales (LMI) se han convertido en los ultimos
anos en una herramienta clave en la teoria de control. De una forma muy abreviada
se introduciran en este apéndice los conceptos fundamentales, pudiéndose consul-
tar mas detalles [[35]. El concepto de desigualdad es muy similar al usual para los
nameros reales.

A.1. Definiciones

Definicion A.1. Se dice que una matriz simétrica P € $" es definida positiva si
para todo x € R™ — {0} se cumple que x’ Px > 0. Abreviadamente,

P>0 (A.1)

Para comprobar esta propiedad, normalmente se ha hecho uso del siguiente re-
sultado.

Proposicion A.2. P € §" es definida positiva si y sélo si todos sus autovalores
son estrictamente positivos.

Definicion A.3. Se dice que una matriz simétrica P € $" es definida negativa si
y sélo si —P es definida positiva. Es decir,

P<0<«<— —P>0 (A.2)

Definicion A.4. Se dice que una matriz simétrica P € $" es semidefinida positiva
si para todo x € R” se cumple que x! Px > 0. Entonces se escribe:

P>0 (A.3)
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Definicion A.5. Se dice que una matriz simétrica P € $" es semidefinida nega-
tiva siy sé6lo si —P es semidefinida positiva. Es decir,
P<0 << —P>0 (A.4)

Definicion A.6 (LMI). Una LMI estricta tiene la siguiente forma:

m
Flz) 2 Fo+ ) xiF; >0 (A.5)
=1

donde x € R es la variable desconocida y las matrices Fyp, . .. F}, son un conjunto de
matrices reales simétricas conocidad previamente, es decir, F; = F] € $". Cuando
la desigualdad en (A.5) no es estricta se dice que la LMI no es estricta.

Se dice que la LMI (A.5) es viable si existe algin = que satisfaga la condicién.
Por el contrario, se dice inviable si no existe tal z.

La siguiente desigualdad es un ejemplo de LMI con 3 variables

(A.6)

1 —x9+3x3 2—x3
To + 11 4 + 3xo

podemos desarrollar la expresioén anterior de acuerdo a la forma de (A.5)) sila rees-
cribimos como

0 2
0 4
Una LMI define una restriccion convexa en x, es decir, el conjunto {x |F(x) > 0}

es convexo. Por definicion si x e y pertenecen al conjunto de soluciones de la LMI
cualquier punto en la recta que los une también pertenecera al conjunto, es decir

10
10

-1 0

+ x1 1 3

+ T2 + 3

0 O

3 -1
] >0 (A.7)

Fx)>0, F(ly) >0= F(Ax+ (1 —\)y) > 0 para X € [0, 1] (A.8)

El conjunto de soluciones de una LMI puede obtenerse resolviendo n desigualda-
des polinémicas. F' € $" sera definida positiva si los determinantes de los n menores
principales de F'(x) son todos positivos. El desarrollo de cada uno de estos determi-
nantes es una desigualdad polindmica. Veamos un ejemplo, dada la siguiente LMI

F(x) =

y—x? 3x+y
>0 (A.9)

20 —y 22 -1
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podemos obtener las siguientes desigualdades:

y—22 > 0 (A)

(y—2?)(2®>—1)— Bz +y)(2z—y) > 0 (B) (A.10)

En la figura[A.1] pueden verse las regiones de solucién de ambas desigualdades y el
conjunto de soluciones final.

Figura A.1: Conjunto de convexo de soluciones de una LMI

Definicion A.6 Un sistema de LMIs es un conjunto finito de LMIs

Fi(x) >0, ..., Fj(x) >0 (A.11)

Una propiedad importante de los sistemas de LMI es que se pueden transformar en
una Unica LMI de mayor tamafio de la siguiente forma

G(z) = _ o _ >0 (A.12)



138 APENDICE A. MATRICES DEFINIDAS POSITIVAS Y LMI

Donde G(z) es simétrica y sus autovalores son la unién de los autovalores de
Fi(x) > 0,---,Fj(x) > 0, de modo que cualquier z que cumpla la LMI cum-
plird también el sistema de LMI (A.11). A modo de ejemplo el conjunto de LMIs
formado por (AJ9) y

y—x—6 0
A.13
0 T+ 2 >0 ( )
equivale a una tnica LMI

y—a? 3zx+y 0 0

20—y x? -1 0 0
A.14
0 0 y—x—06 0 >0 ( )

0 0 0 T +2

el conjunto de soluciones de la LMI anterior aparece en la figura[A.2]

Figura A.2: Conjunto de convexo de soluciones de dos LMI.
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A.2. Problemas relacionados con las L.MI

Existen tres problemas genéricos relacionados con el estudio de las LMI:

= Viabilidad (o factibilidad). Dada una LMI F'(x) > 0, el problema de viabilidad
correspondiente es encontrar x tal que F(x3) o determinar que la LMI
no es viable. En este texto se ha empleado “resolver la LMI F(x) > 0” para
denotar la comprobacién de la viabilidad de esa LMI y dar una solucién en el
caso de que sea viable.

= Autovalores generalizados. El problema de autovalores generalizados (GEVP)
consiste en minimizar el maximo autovalor generalizado de un par de matrices
que dependen de forma afin de una variable, sujeto ademas a una restriccion
en forma de LMI (o determinar que esa restriccién no es viable), es decir,
minimizar A con las restricciones:

AB(x) — A(x) >0
B(x) >0 (A.15)
C(x) >0

donde A, B y C son matrices simétricas que dependen de forma afin de la va-

riable de optimizacion x.

= Optimizacion. Sea g(x): S - Ry S = {x| F(x) > 0}, entonces se dice que el
problema de hallar
Vopt = ilelgg(x) (A.16)

es el problema de optimizacidon con una restriccién en forma de LMI.

Cualquiera de los problemas anteriores es tratable desde el punto de vista teéri-
co y practico, eso quiere decir que:

= Se pueden resolver en tiempo polinémico ﬂ

» En la practica hay muchos métodos de resolucion eficientes.

!Decimos que un método de resolucién es polinomial o es de tiempo polinomial si el nimero de
pasos necesario para resolver el problema estd acotado por una funcién polinomial del tamafio del
problema y si ese polinomio refleja de alguna forma la complejidad del método.
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En esta tesis de ha empleado para los problemas de LMI el toolbox de MATLAB
Yalmip, [98]], este toolbox permite escribir las restricciones de las LMI de forma ami-
gable y recursiva. También permite elegir a que paquete se llama para resolver las
LMI dentro de Yalmip. En la mayoria de los casos, en este trabajo, se ha empleado
el SDPT3 [[146] y en algtin otro LMILAB [64].

En algin momento puede ser interesante, para encontrar soluciones mas facil-
mente, implementar LMI del tipo:

ATPA;, — P <0 (A.17)

usando LMI no estrictas con una pequefia tolerancia ¢ en la forma AiTPAi — P <el.
Obviamente la buena aproximacién dependera del tamaio de ¢ tal y como aparece
en [161].
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Demostracion del Teorema 4.1

En este apéndice se demostrard el Teorema 4.1, para ello en primer lugar recor-
demos el enunciado del teorema

Teorema 4.1 Si el sistema (4.42) tiene un retardo maximo acotado 7, < QT y
la relacién entre el periodo muestreo del sensor y el del controlador es T, = T,/N
entonces el nimero de modos de retardo posibles (incluyendo posibles pérdidas de
paquetes) es

N+Q )\ (N+9Q)
N ~ N!IQ!

a

Para demostrar el teorema anterior se hara uso de que el conjunto de modos
de retardos posibles son aquellos en los que n; € [0,1,...,N] Vi € [0,...,Q] y
EZQ: oni = IN. En cada modo de retardo lo que ocurre es que tienen que llegar \V pa-
quetes de sefales que se pueden venir de Q+1 instantes de muestreo distintos. Si se
identifica cada paquete de sefial con una bola y cada instante de muestreo con una
caja cada modo se corresponde con una forma de colocar las IV bolas en las Q + 1
cajas. En la figura[B.T| se muestra como los modos de la Tabla 4.2, que son todos los
modos posibles con N = 2y Q = 3, se pueden representar en forma de bolas y cajas.

De modo que el problema de encontrar los modos de retardo posibles dados N
y Q es equivalente a encontrar todas las formas posibles de repartir N elementos
(bolas) en Q + 1 espacios (cajas). O lo que también es lo mismo las formas posibles
de colocar las N bolas y los Q separadores de las cajas, dado que los dos separado-
res exteriores permanecen fijos. Es decir el problema es el mismo que si tenemos
N + Q elementos de los que queremos escoger en que posicién colocar N de ellos.
Si se usa la siguiente definicion del coeficiente binomial
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woso 1 |_ OO

0 1 2 Q
waoz | O | O

0 1 2 Q
wosos | O Q

0 1 2 Q
Modo 4 OO

0 1 2 Q
O 1 O

0 1 2 Q
QO

0 1 2 Q
woso7 | (O O

0 1 2 Q
Modo 8 O O

0 1 2 Q
Modo 9 O O

0 1 2 Q
Modo 10 OO

0 1 2 Q

Figura B.1: Modos de retardo con N = 2 y Q representados con bolas (sefiales) y cajas (instantes
de muestreo).

h

s s 7 s . . | /
Definicion Se define el coeficiente binomial | = W como el numero

de subconjuntos de k elementos escogidos de un conjunto de h elementos.

donde el nimero de elementos es h = N + Q y los elementos a colocar son N
queda demostrado el Teorema 4.1.

Otra forma de obtener el mismo resultado es comprobar que el nimero de mo-
dos es equivalente a las combinaciones con repeticion de IV elementos escogidos de
un conjunto de Q + 1 tipos.

|
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Tal y como se menciona en el Ejemplo 4.5 dentro de los modos de retardo hay
modos que incluyen la pérdida paquetes de informacion; los modos 3, 7y 8. Pero ain
eliminando esos modos del conjunto de modos admisibles al realizar un remuestreo
del sistema después de los instantes de reset se pueden dar combinaciones de los
modos restantes que reflejen la pérdida de paquetes e incluso violaciones de la cau-
salidad. Por ejemplo si al modo 10 le sucede el modo 1 significa que se ha recibido
en primer lugar informacion de hace 3 instantes de muestreo y a continuacién del
instante actual por lo que se habria perdido informacién de dos instantes de mues-
treo consecutivos. Se pueden dar situaciones indeseables como la combinacién de
los mismos modos en orden inverso lo que quiere decir que se en primer lugar infor-
macion del instante actual y a continuacion informacién de los instantes anteriores.

Se debe por tanto eliminar las combinaciones no deseadas a la hora de construir
el conjunto de las posibles H(n). Aunque si se consigue demostrar la estabilidad pa-
ra un conjunto de H(n) con combinaciones imposibles también estara demostrada
para el conjunto de las posibles porque es un subconjunto del primero.
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APENDICE C

Teorema 3.2 ampliado

En este apéndice se analizard la estabilidad de un sistema reseteado discreto en
el tiempo (2.14) en el que las matrices de evolucién dependen linealmente de una
serie de pardmetros variables en el tiempo de la siguiente forma

A(k) = Mo(k) A1 + M (k) A1 + ... + Ao(k)A1o

~ ~ ~ C.1
Agr(k) = Xo(k)Az + A1(k)Aa + ...+ Ao(k)A2g ( )

Con Qe Ny ZZQ: oA = 1. Para este sistema puede hacerse un analisis analogo al
que se realiza en la seccion 3.2. Se puede emplear el conjunto de secuencias ad-
misibles, ©, y el conjunto de las secuencias con tiempo de permanencia, ©p, dados
por la Definicién 3.6 y la ecuacién (3.17). También son validas en este caso las defi-
niciones de £/(0Op) y Ny (Op) que aparecen en la secciéon 3.2.

Teorema 3.2 Ampliado: El sistema de reseteado (2.14)-(C.1) es uniforme y ex-
ponencialmente estable si existe una secuencia de cambio de longitud M € Z™* y un
conjunto ordenado de matrices definidas positivas P, j,...;,,j,, tales que

PinO"'iAJ—lth—l >0 (C.2)
1 AT
AiMjMPiojomiMﬂjzvjﬂAiMjM - Piljr“iMjM <0 (C.3)
para cualquier secuencia (ig, 41, -- ,ir) € Nar(©)y (Jo, j1, -+, jar) € {0,1,..., Q}M+L,

O
Demostracion: La demostracion es analoga a la del Teorema 3.2 empleando el
conjunto de secuencias de cambio admisible, ©, dado por

éD = {((i07j0)7(i1>j1)7"') : (i07i17"') € @Da (jOajla' ’ ) € {0717'--7Q}M+1}
= Opx{0,1,...,Q}M*!
(C4)
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de modo que O es el conjunto de secuencias de cambio que se dan en un sistema
conmutado cuyos modos son Aig, Ai1, ... Aoy Asg, Ao, ... A20, y que tiene un
conjunto de secuencias de cambio admisibles de longitud M, dado por

NM(éD) :NM(GD) X {0, 1, ey Q}M+1 (C.5)

a

De hecho este Teorema 3.2 ampliado es practicamente la aplicacion directa del
Teorema 7.1 de [107]].
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