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Juan Carlos Sánchez Monreal
2012





ii

MANUEL CALIXTO MOLINA y JULIO GUERRERO GARCÍA, Profesores Titulares de Uni-
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Caṕıtulo 1

Introducción

El Análisis Armónico es una rama de las Matemáticas que estudia la representación de una
función como superposición de otras más sencillas (en particular de carácter sinusoidal, como
es el caso del análisis de Fourier). Las ondas en las que la función se descompone se llaman
armónicos. El Análisis Armónico tiene un gran número de aplicaciones en campos tan diversos
como el procesamiento de señales, la mecánica cuántica o la neurociencia.

En esta Tesis nos preguntamos si es posible reconstruir una señal a partir de una serie de
puntos de muestreo discretos con un cierto grado de aproximación. En el caso de funciones de
banda limitada sobre la recta real (o en el Análisis Armónico Abeliano en general), el teorema
de muestreo clásico de Shannon nos da condiciones suficientes para este problema. Los teoremas
de muestreo para el Análisis Armónico sobre grupos no Abelianos y sus espacios homogéneos
son aún escasos en la literatura, salvo algunos resultados generales importantes para grupos
compactos ([32], [33]) y grupos de movimiento (traslaciones y rotaciones) no compactos ([43]).

La Teoŕıa de Ond́ıculas Continuas (Continuous Wavelet Transform) estándar (ver [31])
puede ser vista como un caṕıtulo de estados coherentes generalizados sobre el grupo de trans-
formaciones afines (traslaciones y dilataciones). Estos resultados reviven el interés en la cuestión
de la discretización y en el establecimiento de nuevos teoremas de muestreo para el análisis
armónico sobre grupos no Abelianos y sus espacios homogéneos, que será de importancia para
el estudio numérico y simulación de sistemas f́ısicos que encierren estas simetŕıas. Actualmente,
hay algunos resultados importantes sobre el muestreo y el cálculo eficiente de transformadas
de Fourier para grupos compactos (ver [32, 33]). Me gustaŕıa reseñar la referencia [42] para el
grupo de movimientos y sus aplicaciones en ingenieŕıa [43] (concretamente en robótica [44]) y
[45] para frames discretos del grupo de Poincaré y sus aplicaciones en la Teoŕıa de la Relativi-
dad.

En las referencias ([9],[10]), los autores desarrollan un teorema de muestreo sobre la esfera,
que reduce el cálculo de coeficientes de Fourier y convolución de funciones de banda limitada a
cálculos discretos finitos. Aqúı, las funciones de banda limitada sobre la esfera S2, de anchura J
(momento angular máximo), se desarrollan en términos de armónicos esféricos y se muestrean
en una malla equiangular de 4J2 puntos.
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

La Transformada Rápida de Fourier (FFT en inglés) sobre S2 es un algoritmo para un
desarrollo eficiente de una función definida sobre la esfera S2 = SO(3)/SO(2) en términos
de un conjunto de coeficientes matriciales irreducibles para el grupo especial ortogonal en tres
dimensiones G = SO(3) que, para este caso, son precisamente la familia estándar de armónicos
esféricos.

La transformada de Fourier sobre la esfera tiene aplicaciones en distintos campos como: ge-
of́ısica, sismoloǵıa, tomograf́ıa, f́ısica de la atmósfera, f́ısica atómica, astrof́ısica, cristalograf́ıa,
etc.

El grupo G = SU(2) (doble recubrimiento de SO(3)) nos permite trabajar con esṕın o
momento angular semientero. Además, nosotros trabajamos con una representación diferente
en vez de los armónicos esféricos; emplearemos un sistema de polinomios ortogonales (menos
estándar) que son las funciones holomorfas de Majorana ([19],[20]) sobre la esfera de Riemann
C̄ = C ∪ {∞} (Compactificación por un punto del plano complejo).

La ventaja de utilizar esta representación holomorfa compleja en vez de la estándar (repre-
sentación en ángulos de Euler) es:

1. Aprovechamos una estructura diagonal y circulante de los operadores resolución y “núcleo
de solapamiento” (overlapping kernel), para dar una fórmula expĺıcita de inversión en la
reconstrucción de funciones.

2. Podemos extender el procedimiento de muestreo para un momento angular semientero
s, que podŕıa ser utilizado, por ejemplo, para construir frames discretos de estados co-
herentes para part́ıculas con esṕın en F́ısica Atómica ([22],[5]). Además, para momentos
angulares enteros s = j, podŕıamos siempre pasar de una representación a otra a través
de una transformación de tipo Bargmann para SO(3).

Introduciremos una transformación de Bargmann generalizada ([21]), relacionando ambas
representaciones: la holomorfa y la estándar en términos de armónicos esféricos, que es una
generalización de la transformación de Bargmann para los estados coherentes estándar ([22],[5]).

Hemos escogido en C̄ las ráıces de la unidad como puntos de muestreo aśı es que, al
muestrear estados coherentes, la expresión del overlapping kernel Bkl = 〈zk|zl〉 tiene estructura
circulante ([23]). Usando las propiedades de las Matrices Rectangulares de Fourier (RFM) y
la teoŕıa de Matrices Circulantes, invertimos el overlapping kernel B, para que nos dé una
fórmula de reconstrucción para funciones holomorfas de Majorana sobre la esfera de Riemann.
La fórmula de inversión viene dada a partir de la descomposición: B = FDF−1, donde D es
una matriz diagonal y F representa las matriz de Fourier discreta.

Para el caso del hiperboloide (más concretamente la hoja superior del hiperboloide de dos
hojas), se estudian problemas de discretización similares para el grupo no-compacto SO(2, 1)
(el grupo de movimiento del espacio de Lobachevsky) o, de forma más precisa, para su doble
recubrimiento SU(1, 1). Los grupos SU(2) y SU(1, 1) aparecen como grupos de simetŕıas en
muchos sistemas f́ısicos. La Teoŕıa del Momento Angular es esencial cuando estudiamos sis-
temas que son invariantes bajo rotaciones (isotroṕıa del espacio). De la misma manera, la
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teoŕıa de representaciones de SU(1, 1) o SL(2,R) es útil cuando está relacionado con sistemas
que presentan invariancia conforme, especialmente en dos dimensiones (donde SO(2, 1) es un
subgrupo del grupo conforme que es el grupo de Virasoro, de dimensión infinita). En particu-
lar, el grupo SL(2,R) se utilizó en [27] para definir la ond́ıculas sobre el ćırculo y en la recta
real de una forma unificada. Además, los estados coherentes de SU(2) y SU(1, 1), y los es-
tados coherentes generalizados del grupo de Heisenber-Weyl (Gabor frames), encuentran una
gran variedad de aplicaciones, principalmente en el estudio de sistemas cuánticos y sus ĺımites
clásicos (ver [5, 22, 11]). Por ejemplo, los estados fundamentales de los superconductores y
super-fluidos (como el condensado de Bose-Einstein) son estados coherentes.

En lugar de trabajar en el hiperboloide, lo haremos en su proyección estereográfica sobre el
disco unidad D1 = SU(1, 1)/U(1). Escogiendo como puntos muestra un conjunto de N puntos
igualmente distribuidos sobre una circunferencia de radio r < 1, para funciones holomorfas
de banda limitada sobre D1 con ĺımite de banda M < N e ı́ndice s de Bargmann (́ındice de
las representaciones irreducibles de la serie discreta de SU(1, 1)), el operador resolución A es
diagonal; y nos proporciona una fórmula de reconstrucción a partir de la pseudoinversa por la
izquierda. Los coeficientes de Fourier se obtienen a través de un filtrado de la transformada de
Fourier de los datos, permitiendo una rápida y sencilla extensión del algoritmo de reconstru-
cción clásico. La reconstrucción de funciones arbitrarias de banda ilimitada no es exacta para
un número finito N de muestras. Pero se pueden dar unas fórmulas de reconstrucción parciales
y estudiar la aproximación y el error cometido en términos de N , el radio r y el ı́ndice s.

Para el caso del grupo de Heisenberg-Weyl (Caṕıtulo 5), ampliamente usado en Óptica
Cuántica, usamos una parametrización número-fase de z = reiθ en términos del número de
part́ıculas medio p = r2 = |z|2 y fase θ = arctan(ℑ(z)/ℜ(z)) y escogeremos igualmente un
sistema de estados coherentes S = {|zk〉} correspondiente a un conjunto finito de N puntos

Q =
{
zk = re2πik/N

}N−1

k=0
uniformemente distribuida sobre un ćırculo de radio fijo r, que corres-

ponde a un número finito N de fases
{
θk =

2πik
N

}N−1

k=0
para un número promedio de part́ıculas

p = r2 (de forma idéntica a como lo hicimos para el grupo SU(2) y SU(1, 1)). Estudiamos
las condiciones bajo las cuales es posible una reconstrucción exacta de la función de onda ψ,
cuando nos restringimos a un subespacio de Hilbert (número finito de part́ıculas) o para un
número promedio de part́ıculas p por debajo del valor critico pc = N .

La posibilidad de aproximar los estados cuánticos de la luz como una superposición de un
número limitado de estados coherentes sobre un ćırculo (o sobre una ĺınea) en el espacio de
fases ha sido ya considerado en las referencias [70, 71, 72, 73, 74, 75]. Varios efectos no-clásicos
aparecen debido a la interferencia cuántica entre los componentes de una superposición de
estados (llamados también estados tipo gato de Schrödinger).

En este caṕıtulo se ve brevemente la restricción de los estados coherentes en un ćırculo, y
analizamos la reconstrucción de estados a partir de un muestreo en la fase para un número
finito de part́ıculas. Se estudia también la representación del ćırculo en el lenguaje de frames.

La ventaja de esta parametrización en términos de número-fase es que nos permite de nue-
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vo la inversión expĺıcita de los operadores resolución y del overlapping kernel a partir de la
teoŕıa de Matrices Circulantes y Matrices de Fourier Rectangulares. Al final se hacen algunos
comentarios sobre las posibles aplicaciones f́ısicas en Óptica Cuántica.

Para resumir, este trabajo viene estructurado de la siguiente forma: en el primer caṕıtulo
introducimos aspectos básicos de matemáticas que hemos utilizado para elaborar esta Tesis.
En los tres siguientes caṕıtulos hacemos un estudio detallado del muestreo de los tres grupos
de simetŕıa analizados: SU(2), SU(1, 1) y el grupo de Heisenber-Weyl. Éste estudio ha sido
publicado en las tres referencias siguientes:

1. M. Calixto, J. Guerrero, y J.C. Sánchez-Monreal, Sampling Theorem and Discrete Fourier
Transform on the Riemann Sphere, Journal of Fourier Analysis and Applications 14
(2008) 538-567.

2. M. Calixto, J. Guerrero, y J.C. Sánchez-Monreal, Sampling Theorem and Discrete Fourier
Transform on the Hyperboloid, Journal of Fourier Analysis and Applications 17 (2011)
240-264.

3. M. Calixto, J. Guerrero and J.C. Sánchez-Monreal, Almost complete coherent state sub-
systems and partial reconstruction of wavefunctions in the Fock-Bargmann phase-number
representation , Journal of Physics A (Mathematical & Theoretical) 45 (2012) 244029
(20pp)

Al final del trabajo hemos introducido cuatro apéndices. En el Apéndice A hemos incluido
las demostraciones y desarrollos matemáticos de los distintos resultados obtenidos para facilitar
la lectura separándolos de los enunciados. En los Apéndices B, y C se ha incluido información
básica sobre la pseudoinversa de Moore-Penrose, mı́nimos cuadrados, matrices rectangulares de
Fourier y matrices circulantes. Y para finalizar, un Apéndice más sobre la definición del opera-
dor fase y operador número. También proporcionamos una amplia bibliograf́ıa para consultar
y profundizar en los distintos aspectos que trata este trabajo.



Caṕıtulo 2

Aspectos básicos

2.1. Espacios homogéneos

Definición 2.1 (Espacios topológicos).
Un espacio topológico es un conjunto E de elementos junto con T , una colección de subconjuntos
de E que satisfacen las siguientes propiedades:

1. El conjunto vaćıo y E están en T .

2. La intersección de cualquier colección finita de conjuntos de T está también en T .

3. La unión de toda colección de conjuntos de T está también en T .

Los conjuntos en T son los conjuntos abiertos, y sus complementos en E son llamados
conjuntos cerrados.

La colección T es llamada topoloǵıa en E. Los elementos de E suelen llamarse puntos,
aunque pueden ser cualquiera de los objetos matemáticos. Un espacio topológico en el cual los
puntos son funciones es llamado un espacio funcional.

Definición 2.2 (Homeomorfismo).
En topoloǵıa, un homeomorfismo es una biyección entre dos espacios topológicos por una apli-
cación biyectiva que es continua y cuya inversa es continua. En este caso, los dos espacios
topológicos se dicen homeomorfos. Las propiedades de estos espacios que se conservan bajo
homeomorfismo se denominan propiedades topológicas.

Definición 2.3 (Espacio homogéneo).
Un espacio se dice homogéneo si para todo par de puntos x, y ∈ X existe un homeomorfismo
h : X −→ X tal que h(x) = y. Ello implica en particular que en un espacio homogéneo las
propiedades topológicas locales de uno cualquiera de sus puntos determina las de los otros.

2.2. Representaciones

Definición 2.4 (Representación).
Supongamos que existe una aplicación T homeomorfa de un grupo G al grupo de las matrices

7



8 CAPÍTULO 2. ASPECTOS BÁSICOS

n× n no singulares sobre un espacio vectorial V

T : G −→ GL(V )
g 7−→ T (g)

}
.

Entonces el grupo de matrices T (g) forma una representación de G de dimensión n = dimK(V ),
con K = C ó R.

Definición 2.5 (Representación unitaria).
Una representación unitaria de un grupo G es una representación U en el que las matrices U(g)
son unitarias para cada g ∈ G. Normalmente utilizaremos U para designar las representaciones
unitarias. Es decir,

U∗(g)U(g) = U(g)U∗(g) = I, ∀g ∈ G.

Definición 2.6 (Representación irreducible).
Decimos que una representación T es irreducible si es equivalente a través de una relación de
semejanza a una representación T ′ de la forma:

T ′(g) =




T ′
11(g) 0 0 . . . 0
0 T ′

22(g) 0 . . . 0
0 0 T ′

33(g) . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . T ′

mm(g)



.

2.3. Grupo de Lie Lineal

Definición 2.7 (Grupo de Lie lineal de dimensión n).
Un grupo G es un grupo de Lie lineal de dimensión n si satisface las siguientes condiciones:

1. G debe de poseer al menos una representación T de dimensión finita. Supongamos que es-
ta representación tiene dimensión m, entonces se define la distancia entre dos elementos
g, g′ ∈ G como:

d(g, g′) =

√√√√
m∑

j=1

m∑

k=1

|Tjk(g)− Tjk(g′)|2 ∀g, g′ ∈ G.

Se define, para cada δ > 0, la bola abierta de radio δ y centro I (entorno al punto I),
como

Mδ = {g ∈ G : d(g, I) < δ} , dada I la identidad del grupo G.

2. ∃δ > 0 tal que cualquier g ∈ Mδ puede ser parametrizado por n parámetros x1, . . . , xn
(no existen dos conjuntos de parámetros que correspondan al mismo elemento g ∈ G).
La identidad I será parametrizada siempre como: x1 = . . . = xn = 0. Es decir:

Xi : Mδ −→ Rn

g 7→ Xi(g)

}
biyección, ~X(I) = (0, . . . , 0) ∈ Rn.
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3. ∃η > 0, tal que cada punto en Rn para el que corresponde algún elemento g en Mδ, se
verifica

n∑

j=1

x2j(g) < η2.

El conjunto de puntos obtenidos de esta forma será denotado por Rη (Rη ⊆ Mη).
∃X : Rη ⊆ Mδ −→ Rn que es una biyección. Estamos quitando las posibles diver-
gencias en Rn.

4. Cada elemento de la matriz T (g(x1, . . . , xn)) = T (x1, . . . , xn) deberá ser una función
anaĺıtica de x1, . . . , xn, ∀(x1, . . . , xn) ∈ Rn. En particular, podemos definir las n matrices
m×m, {a1, . . . , an} con

(ap)jk =

(
∂Tjk
∂xp

)

x1=...=xn=0

.

Teorema 2.1. Las matrices {a1, . . . , an} forman una base para un espacio vectorial real de
dimensión n.

Aunque {a1, . . . , an} forme una base de un espacio vectorial real, no requiere que los ele-
mentos de la matriz de estas matrices necesiten ser reales. Este espacio vectorial dotado del
corchete de Lie [ai, aj ] definirá el álgebra de Lie G de G.

2.4. Espacios de Hilbert

Definición 2.8 (Serie de Cauchy).
Una sucesión {φn} de un espacio métrico, en general, se llama sucesión de Cauchy si satisface
la siguiente condición (llamada Condición de Cauchy):

∀ǫ > 0, ∃M ∈ Z : d(φn, φm) < ǫ, siempre que n ≥M , m ≥M .

Definición 2.9 (Espacio de Hilbert).
Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo con producto escalar 〈ψ|ψ′〉 en el que
cada sucesión de Cauchy converge.

Definición 2.10 (Espacio de Hilbert separable).
Un espacio de Hilbert (H 6= {0}) es separable si y sólo si admite una base ortonormal nume-
rable.

Proposición 2.1.
Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert H tienen el mismo cardinal.

Definición 2.11 (Sistema ortonormal completo).
Un conjunto de vectores ortonormales {ψ1, ψ2, . . .} de un espacio de Hilbert se dice completo
si no existe ningún vector ψ distinto de cero que sea ortogonal a cada ψj con j ∈ N.
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Teorema 2.2. Si un espacio de Hilbert de dimensión infinita es separable, entonces el
espacio contiene un sistema ortonormal completo, y cada sistema ortonormal completo en el
espacio consiste de un número contable de vectores.

Teorema 2.3. Si los vectores {ψ1, ψ2, . . .} forman un sistema ortonormal completo de un
espacio de Hilbert de dimensión infinita, entonces cualquier vector del espacio puede ser escrito
como:

ψ =
∞∑

j=1

〈ψj , ψ〉ψj ,

además se cumple que

‖ψ‖2 =
∞∑

j=1

|〈ψj, ψ〉|2 (Relación de Parseval). (2.1)

2.5. Órbitas

Definición 2.12 (G-equivalentes).
Dado un conjunto X, y una acción

g : X −→ X
x 7→ gx

}
con g ∈ G ,

decimos que x ∈ X es G-equivalente a y ∈ X (x ∼ y) si gx = y, para algún g ∈ G.

Definición 2.13 (G-órbitas u órbitas).
Las clases de equivalencia de X bajo la relación de equivalencia ∼ se denominan G-órbitas u
órbitas de X.

Aśı que x e y pertenecen a la misma órbita si y sólo si y = gx para algún g ∈ G. La órbita
que contiene a x es el conjunto {gx : g ∈ G}. Si hay solamente una G-órbita en X diremos
que G es transitivo sobre X . En este caso para cada par de puntos x, y en X hay un g ∈ G,
tal que y = gx.

Si Y es un subconjunto de X (Y ⊆ X), y g ∈ G, denotamos con g(Y ) al conjunto
{gy : y ∈ Y }.

Definición 2.14 (G-invariante).
Un subconjunto Y de X es G-invariante o invariante si g(Y ) ⊆ Y, ∀g ∈ G.

Dado un subconjunto arbitrario Y de X (Y ⊆ X), podemos encontrar un subgrupo

K = {g ∈ G : g(Y ) ⊆ Y } .

Es fácil encontrar que K es un grupo de transformación e Y es un subconjunto K-invariante
de X . Frecuentemente, nos referimos a K como la G-simetŕıa o grupo de simetŕıa del conjunto
Y .
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Para cualquier x ∈ X , el grupo

Gx = {g ∈ G : gx = x}

se le denomina subgrupo de isotroṕıa de x en G. Contiene los elementos de G que dejan x
invariante.

2.6. Integración invariante

Sea Φ(g) una función compleja sobre el grupo G.

Para un grupo finito, las sumas de la forma

∑

g∈G
Φ(g)

se suelen encontrar, particularmente, en la teoŕıa de representaciones. Es fácil comprobar,
que el conjunto {g′g : g ∈ G} tiene exactamente el mismo número de elementos que G, para
cualquier g′ ∈ G. Entonces ∑

g∈G
Φ(g′g) =

∑

g∈G
Φ(g),

por lo que, la suma se dice que es invariante por la izquierda. Similarmente:
∑

g∈G
Φ(gg′) =

∑

g∈G
Φ(g),

se dice entonces que es invariante por la derecha. Y si Φ(g) = 1, ∀g ∈ G; entonces la suma es
finita en el sentido de ∑

g∈G
1 = N , siendo N = Card(G).

Si hacemos la generalización a grupos de Lie lineales y conexos, es natural reemplazar la
suma por una integral con respecto a las coordenadas y1, y2, . . . , yn de g. Utilizando la teoŕıa
de Haar, para los grupos de Lie lineales existe siempre una integral invariante por la izquierda
o invariante por la derecha.

Inv-izq

∫

G

Φ(g)dl(g) ≡
∫ b1

a1

dy1 . . .

∫ bn

an

dynΦ(g(y1, . . . , yn))σl(y1, . . . , yn).

Inv-der

∫

G

Φ(g)dr(g) ≡
∫ b1

a1

dy1 . . .

∫ bn

an

dynΦ(g(y1, . . . , yn))σr(y1, . . . , yn).

Para un grupo de Lie lineal G, tal que:
∫

G

Φ(g′g)dl(g) =

∫

G

Φ(g)dl(g),

∫

G

Φ(gg′)dr(g) =

∫

G

Φ(g)dr(g),

para cualquier g′ ∈ G, y cualquier función Φ(g) en la que la integral está bien definida.
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Aqúı σl(y1, . . . , yn) y σr(y1, . . . , yn) son funciones peso invariantes por la izquierda y por la
derecha, determinadas salvo constantes arbitrarias.

Las integrales invariantes por la izquierda y por la derecha se dicen que son finitas si:

∫

G

dl(g) ≡
∫ b1

a1

dy1 . . .

∫ bn

an

dynσl(y1, . . . , yn),

∫

G

dr(g) ≡
∫ b1

a1

dy1 . . .

∫ bn

an

dynσr(y1, . . . , yn),

son finitas. Si las constantes multiplicativas pueden ser escogidas tal que σl(y1, . . . , yn) y
σr(y1, . . . , yn) sean iguales, entonces las integrales serán al mismo tiempo invariantes por la
izquierda que por la derecha, entonces G se dice que es unimodular, y podemos escribir:

dlg = drg = dg, σl(y1, . . . , yn) = σr(y1, . . . , yn) = σ(y1, . . . , yn).

Los grupos de Lie compactos tienen muchas de las propiedades de los grupos finitos. La suma
sobre un grupo finito puede ser reemplazado por la integral invariante sobre un grupo de Lie
compacto. Pero para grupos no compactos la situación es más compleja.

Teorema 2.4. Si G es un grupo de Lie compacto, entonces G es unimodular y la integral
invariante ∫

G

Φ(g)d(g) ≡
∫ b1

a1

dy1 . . .

∫ bn

an

dynσ(y1, . . . , yn)Φ(g)

existe y es finita para cada función continua Φ(g). Aśı que σ(y1, . . . , yn) puede ser escogida tal
que ∫

G

d(g) =

∫ b1

a1

dy1 . . .

∫ bn

an

dynσ(y1, . . . , yn) = 1.

Una función Φ(g) es continua ⇐⇒ Φ(g(y1, . . . , yn)) es una función continua de y1, . . . , yn.

Teorema 2.5. Si G es Abeliano o semi-simple, entonces G es unimodular.

2.7. Descomposición Gaussiana

Sea Gc = SL(2,C) el grupo de todas las matrices 2×2 complejas con determinante unidad1

Gc ≡ SL(2,C) =

{
g =

(
α β
γ δ

)
, αδ − βγ = 1

}
.

Algunos subgrupos de Gc son:

1Ver [5].
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El grupo de matrices triangulares: B± = {b±} ,

b+ =

(
b11 b12
0 b22

)
, b− =

(
b11 0
b21 b22

)
, b11b22 = 1.

Estos subgrupos son maximales solubles2 en Gc.

El grupo de matrices triangulares con elementos unidad en la diagonal principal

z+ =

(
1 z12
0 1

)
, z− =

(
1 0
z21 1

)
.

Estos subgrupos son maximal nilpotentes3 en Gc.

El subgrupo de las matrices complejas diagonales: Hc = {h},

h = h(ǫ) =

(
ǫ−1 0
0 ǫ

)
, ǫ 6= 0.

Cualquier elemento de Gc admite una descomposición Gaussiana.

g =

(
α β
γ δ

)
= z+hz− = b+z− = z+b− , donde

b+ ≡ z+h , b− ≡ hz− , z+ =

(
1 ζ(g)
0 1

)
,

z− =

(
1 0
z(g) 1

)
, h =

(
ǫ−1(g) 0

0 ǫ(g)

)
,

ζ = ζ(g) = βδ−1, z = z(g) = γδ−1, ǫ(g) = δ.

2Decimos que un grupo es maximal soluble, cuando es el grupo más grande soluble. Definimos entonces que
un grupo G es soluble si hay una cadena de subgrupos

{e} = H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn = G ,

tal que, para cada i, el subgrupo Hi es normal en Hi+1 y el grupo cociente Hi+1/Hi es abeliano. Donde e es
el elemento neutro del grupo.

3Decimos que un grupo es maximal nilpotente, cuando es el grupo más grande nilpotente. Definimos entonces
que un grupo G es nilpotente si hay una cadena de subgrupos

{e} = H0 ⊆ H1 ⊆ . . . ⊆ Hn = G.

H1 es el centro de G. El centro de un grupo es el conjunto de elementos que conmutan con cada elemento del
grupo. Y para n > 1, Hn es el subgrupo único de G, de tal manera que Hn/Hn−1 es el centro de G/Hn−1.
Donde e es el elemento neutro del grupo.
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La descomposición Gaussiana es única para cada elemento de Gc, excepto para los elementos
de la forma:

g =

(
α β

−β−1 0

)
.

Utilizando la descomposición Gaussiana4: α = ǫ−1 + zǫζ, β = ζǫ, γ = ǫz, δ = ǫ, y para el
caso particular de SU(2); tenemos que γ = −β̄, δ = ᾱ. A partir de aqúı, se puede demostrar
de forma trivial que para los elementos de G los parámetros {ζ, z, ǫ} se relacionan como:

|ǫ(g)|2 =
(
1 + |z(g)|2

)−1
=
(
1 + |ζ(g)|2

)−1
.

Los conjuntos cocientes del grupo Gc con sus subgrupos B± son espacios homogéneos que
son isomorfos al plano complejo C:

X+ = Gc/B− ∼ Z+ , X− = B+ \Gc ∼ Z− .

La acción del grupo Gc en estos espacios se obtiene fácilmente con la descomposición
Gaussiana. Por ejemplo, para X+:

gz+ =

(
α β
γ δ

)(
1 ζ
0 1

)
= z′+h

′z′− , g : ζ −→ ζ ′ =
αζ + β

γζ + δ
.

Respectivamente, para el espacio X−:

zg =

(
1 0
z 1

)(
α β
γ δ

)
= z′′+h

′′z′′− , g : z −→ z′′ =
αz + γ

βz + δ
.

Demostración: A partir de:

gz+ =

(
α αζ + β
γ γζ + δ

)
, z′+h

′z′− =

(
(ǫ′)−1 + ǫ′z′ζ′ ǫ′ζ′

ǫ′z′ ǫ′

)
,

se obtiene que ζ′ = αζ+β
γζ+δ . De igual forma se demuestra para el espacio X− . �

Para el caso particular del grupo G = SU(2), éste contiene un subgrupo de matrices
diagonales

H =

{(
α 0
0 ᾱ

)}
, α = eiψ/2.

4Como los elementos del grupo g ∈ Gc, es decir, las matrices de SL(2,C), se pueden descomponer como

g = z+hz− =

(
ǫ−1 + ǫzη ǫη

ǫz ǫ

)
,

y además, si vemos la estructura que tienen las matrices de SU(2) (ver (3.1)), encontramos la relación entre
los parámetros: α, β, γ, δ con ǫ, z, η.
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El espacio cociente X = G/H es isomorfo al conjunto de elementos de G de la forma
{(

α β
−β̄ α

)
, β = β1 + iβ2, α

2 + β2
1 + β2

2 = 1

}

con la parametrización:

α = cos θ/2 , β = − sin θ/2 e−iϕ (0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ ϕ < 2π).

Se puede ver que el espacio X es justo la esfera S2 de radio unidad, es decir, el conjunto
de vectores unitarios n̂ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).

Cualquier elemento del espacio X = G/H , puede ser escrito como:

gn = exp

(
i
θ

2
(m1σ1 +m2σ2)

)
,

donde m1 = sinϕ, m2 = −cosϕ; σ1, σ2 son las matrices de Pauli:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
.

Demostración:

gn = exp
(
i θ2A

)
, A =

(
0 ie−iϕ

−ieiϕ 0

)
, An =

{
A n ∈ impar
I n ∈ par

.

gn =
∑

n∈ impar

(
iθ

2

)n
1

n!
A+

∑

n∈ par

(
iθ

2

)n
1

n!
I = Ai sin θ/2 + I cos θ/2 =

(
cos θ/2 −e−iϕ sin θ/2

eiϕ sin θ/2 cos θ/2

)
.

�

2.8. Producto de convolución

Definición 2.15 (Producto de convolución).
Si f y g son dos funciones reales de variable real, con ‖f‖1 y ‖g‖15 finitas, entonces la con-
volución de f y g se denotan como f ∗ g, y se define como

f ∗ g (t) =
∫ +∞

−∞
f(s)g(t− s)ds .

Teorema 2.6 (Convolución para series de Fourier6). Si f y g tienen periodo 2L con un de-
sarrollo en serie (discreto) de Fourier:

f(t) =

+∞∑

n=−∞
cne

iπnt/L , cn = 1
2L

∫ L
−L f(t)e

−iπnt/Ldt ,

g(t) =
+∞∑

n=−∞
dne

iπnt/L , dn = 1
2L

∫ L
−L g(t)e

−iπnt/Ldt .

5 ‖f(x)‖1 ≡
∫ +∞
−∞ |f(x)| dx.

6Demostración: [53], p.117,118.
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Entonces la convolución f ∗ g viene dada por:

f ∗ g(t) =
+∞∑

n=−∞
cndne

iπnt/L.

Esta definición se extiende a periodo L −→ ∞ con

f̂(ω) ≡
∫ ∞

−∞
f(t)e−iωtdt (la transformada de Fourier).

La convolución es conmutativa. Es decir, si f y g tienen periodo 2L, entonces

f ∗ g = g ∗ f.

La transformada de Fourier de f ∗ g es f̂ ĝ, es decir, f̂ ∗ g = f̂ ĝ. Y la transformación de
Fourier inversa de f̂ ĝ es la convolución f ∗ g.

En teoŕıa de probabilidad, una función densidad de probabilidad es una función no-
negativa f satisfaciendo ∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1.

2.9. Teorema de Muestreo

Definimos la transformada de Fourier de f sobre la frecuencia ω, como:

f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt.

Entonces si f, f̂ ∈ L1(R), tenemos7

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω.

A partir del producto escalar de f, g ∈ L2(R) :

〈f |g〉 =
∫ +∞

−∞
f(t)g(t)dt , ‖f‖2 = 〈f |f〉 =

∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt ;

tenemos el siguiente teorema que nos conserva el producto escalar y la norma en una transfor-
mación de Fourier

7Ver demostración: [4], p.23.
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Teorema 2.7. Si f, h ∈ L1(R) ∩ L2(R), entonces8

∫ +∞

−∞
f(t)h(t)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĥ(ω)dω (Fórmula de Parseval).

Para h = f , tenemos

∫ +∞

−∞
|f(t)|2dt = 1

2π

∫ +∞

−∞
|f̂(ω)|2dω (Fórmula de Plancherel).

Definición 2.16 (Distribuciones).
Definimos en general las distribuciones sobre el espacio de funciones C∞

0 infinitamente
diferenciables sobre un soporte compacto. Una distribución D es una forma lineal que aso-
cia cualquier φ ∈ C∞

0 al valor
∫ +∞
−∞ D(t)φ(t)dt. Dos distribuciones D1 y D2 son iguales si

∀φ ∈ C∞
0 ,

∫ +∞

−∞
D1(t)φ(t)dt =

∫ +∞

−∞
D2(t)φ(t)dt.

Teorema 2.8 (Fórmula de Poisson9). Se da la siguiente igualdad en el sentido de distribuciones

+∞∑

n=−∞
e−inTω =

2π

T

+∞∑

k=−∞
δ

(
ω − 2πk

T

)
.

δ: Delta de Dirac.

La forma más sencilla de discretizar una señal analógica f es guardando sus valores muestrea-
dos {f(nT )}n∈Z en intervalos de longitud T . Una aproximación de f(t) para cualquier valor de
t ∈ R puede ser reconstruido a partir de la interpolación de esos datos muestreados.

Una señal discreta puede ser representada como una suma de deltas de Dirac. Asociamos
cada dato f(nT ) como una delta de Dirac f(nT )δ(t−nT ) en t = nT . Un muestreado uniforme
de f se puede expresar de la forma

fd(t) =

+∞∑

n=−∞
f(nT )δ(t− nT ) .

La transformada de Fourier de δ(t − nT ) es e−inTω, aśı que, la transformada de Fourier de fd
es

f̂d(ω) =
+∞∑

n=−∞
f(nT )e−inTω.

8Ver demostración: [4], p.26.
9Ver demostración: [4], p.29.
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Proposición 2.2.
La transformada de Fourier de la señal discreta obtenida a partir del muestreo de f en el
intervalo T es10

f̂d(ω) =
1

T

+∞∑

k=−∞
f̂

(
ω − 2kπ

T

)
.

Definición 2.17 (Funciones de banda limitada).
Una función f se dice que es de banda limitada si su transformada de Fourier f̂ es 0 fuera de
un intervalo finito [−ω, ω].

El resultado de este teorema de muestreo fue probado por primera vez por Whittaker en
1935. Shannon lo redescubrió en 1949 para aplicarlo a la Teoŕıa de la Información.

Teorema 2.9 (Teorema Whittaker-Shannon). Si f es de banda limitada, es decir, que el
soporte de f̂ está contenido en [− π

T
, π
T
], entonces11

f(t) =

+∞∑

n=−∞
f(nT )hT (t− nT ), (2.2)

con

hT (t) = sinc

(
πt

T

)
≡ sin(πt/T )

πt/T
.

La condición de que f sea de banda limitada, nos garantiza que f no sufra cambios bruscos
entre puntos muestreados consecutivos, y podamos reconstruir a partir de una interpolación
suave.

El teorema de muestreo da una condición suficiente para reconstruir una señal a partir de
sus datos, pero existen otras condiciones suficientes que pueden ser establecidas por diferentes
formas de interpolación. El teorema de muestreo de Whittaker nos dice como una señal se
puede descomponer en una base ortogonal.

Proposición 2.3.
Si hT (t) = sinc(πt

T
), entonces {hT (t− nT )}n∈Z es una base ortogonal sobre el espacio de fun-

ciones UT de banda limitada, es decir, cuyas transformadas de Fourier se soportan sobre el
intervalo [− π

T
, π
T
]. Si f ∈ UT , entonces

12

f(nT ) =
1

T
〈f(t)|hT (t− nT )〉 .

La proposición 2.3 nos muestra que la fórmula de interpolación (2.2) se puede interpretar
como una descomposición de f ∈ UT en un base ortogonal de UT :

f(t) =
1

T

+∞∑

n=−∞
〈f(u)|hT (u− nT )〉hT (t− nT ).

10Ver demostración: [4], p.43.
11Ver demostración: [4], p.44.
12Ver demostración: [4], p.47,48.
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Si f /∈ UT , que significa que f no es de banda limitada, es decir, que f̂ tiene un soporte que no
está incluida en [− π

T
, π
T
], para eliminar el aliasing debemos de encontrar la función f̃ ∈ UT que

minimiza ‖f̃ − f‖. La proposición A.2 de [4] (p.597.) prueba que f̃ es la proyección ortogonal
PUT

f de f en UT
13.

El teorema de muestreo Whittaker-Shannon se puede generalizar para otros espacios UT ,
tal que f ∈ UT pueda ser reconstruida interpolando sus datos muestreados {f(nT )}n∈Z. Una
señal f /∈ UT se puede aproximar con su proyección ortogonal f̃ = PUT

f en UT , caracterizada

a través de un muestreo uniforme
{
f̃(nT )

}
n∈Z

.

2.10. Estados coherentes y Frames

2.10.1. Definición de los estados coherentes generalizados

Sea G un grupo de Lie arbitrario y T (g) es una representación irreducible unitaria actuando
en el espacio de Hilbert H.

Tomemos un vector fijo |φ0〉 en el espacio de Hilbert H, y consideremos el conjunto {|ψg〉},
donde |ψg〉 = T (g)|ψ0〉, y g es cualquier elemento del grupo G. No es dif́ıcil de ver que dos
vectores |ψg1〉 y |ψg2〉 corresponden al mismo estado, es decir, difieren solamente en un factor de
fase |ψg1〉 = eiα|ψg2〉, |eiα| = 1; solamente si T (g−1

2 g1)|ψ0〉 = eiα|ψ0〉. Supongamos que H = {h}
es un subgrupo de G, tal que sus elementos tienen la propiedad

T (h)|ψ0〉 = eiα(h)|ψ0〉.

Cuando el subgrupo H es maximal, se le denominará subgrupo de isotroṕıa para el estado |ψ0〉.

Esta construcción muestra que los vectores |ψg〉 para todos los elementos del grupo g,
pertenecen a una clase de equivalencia de G con respecto al subgrupo H , que difieren solamente
en un factor de fase y aśı determinan el mismo estado. Escogiendo un representante g(x)
en cualquier clase de equivalencia x, uno obtiene un conjunto de estados

{
|ψg(x)〉

}
, donde

x ∈ X = G/H . Y además, g(x) = σ(x) donde σ : H −→ G es una sección de Borel.

Definición 2.18 (Estados coherentes generalizados).
El sistema de estados {|ψg〉} , |ψg〉 = T (g)|ψ0〉, donde g son elementos del grupo G (T es una
representación del grupo G, actuando en el espacio de Hilbert H, y |ψ0〉 es un vector fijo en
este espacio) se llama un sistema de estados coherentes {T, |ψ0〉}.

Sea H el subgrupo de isotroṕıa para el estado |ψ0〉. Entonces un estado coherente |ψg〉
está determinado por un punto x = x(g) en el espacio cociente G/H , correspondiente al ele-
mento g : |ψg〉 = eiα|x〉, |ψe〉 = |x(e)〉 ≡ |0〉.

13Ver Apéndice A de [4], p. 591-602.
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El estado correspondiente al vector |x〉 puede ser considerado como un subespacio unidi-
mensional en H, o como un proyector Px = |x〉〈x|, dimPx = 1 en H. Aśı que el sistema
de estados coherentes (CS) representa un conjunto de subespacios unidimensionales en H,
parametrizados con puntos del espacio homogéneo X = G/H .

2.10.2. Frames de un espacio vectorial

En el contexto del análisis armónico la suma de los coeficientes de Fourier al cuadrado de
una función periódica de periodo 2π es igual a la integral del módulo de la función al cuadrado:

∞∑

n=−∞
|an|2 =

1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx (Identidad de Parseval),

donde los coeficientes de Fourier an de f están dados por

an =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx.

Si {en} es una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, entonces

∑

n

|〈x, en〉|2 = ‖x‖2 ∀x ∈ H.

Un frame14 F de un espacio vectorial V es una generalización de una base en el que F
puede ser linealmente dependiente.

Definición 2.19 (Frame).
Un “frame”es un conjunto {ek} de elementos de V que satisfacen la condición de admisibilidad:

∃A,B ∈ R : 0 < A ≤ B <∞ , A‖v‖2 ≤
∑

k

|〈v|ek〉|2 ≤ B‖v‖2, ∀v ∈ V. (2.3)

Esto significa que las constantes A y B pueden ser escogidas independientemente de v, éstas
sólo dependen del conjunto {ek}.

Si {ek}k=1,...,m es un frame en V , y {vk}k=1,...,n es un conjunto finito de vectores arbitrarios
en V , entonces {ek}k=1,...,m

⋃ {vk}k=1,...,n es también un frame en V . Un frame que no es
base se dice que es sobre-completo o redundante.

Un conjunto de vectores {ek}k=1,...,m en V es un frame en V si y sólo si el envolvente de
{ek}k=1,...,m genera todo V , es decir

L
(
{ek}k=1,...,m

)
= V.

14Se puede ver un estudio detallado de los frames en la referencia [47].
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Sea un espacio vectorial V con el frame {ek}k=1,...,m, definimos la aplicación lineal

T : Cm −→ V, T {ck}k=1,...,m =

m∑

k=1

ckek.

T se le define con el nombre de operador pre-frame, o operador śıntesis. El operador
adjunto se expresa de la forma

T ∗ : V −→ Cm, T ∗v = {〈v, vk〉}k=1,...,m ,

siendo v ∈ V , {vk}k=1,...,m un frame de V . A este operador se le llama operador análisis.
Si componemos T con su adjunto T ∗, obtenemos el operador frame

S : V −→ V, Sv = TT ∗v =
m∑

k=1

〈v, vk〉vk.

En términos del operador frame

〈Sv, v〉 =
m∑

k=1

|〈v, vk〉|2, v ∈ V.

Un frame es un sistema generador, pero un sistema generador puede no ser un frame. A
continuación se muestra un ejemplo de esto.

Ejemplo:
Vamos a poner un ejemplo de sistema generador que no es frame.

S =

{
(1, 0), (0, 1), (0,

1√
2
), (0,

1√
3
), . . .

}
≡ {en}n=0,...,∞ .

〈S〉 = R2, 〈S〉 ≡ envolvente lineal de S;

con e0 = (1, 0), en = (0, 1√
n
), donde n toma los valores n = 1, 2, . . . ,∞.

Si cogemos un vector |v〉 = (0, 1) ≡ e1 , ‖v‖ = 1 ,

∞∑

k=0

|〈v|ek〉|2 = 0 + 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . = ∞,

por lo que, no se cumple la condición de admisibilidad (2.3) de la definición de frame.

Definición 2.20 (“Frame dual”).
Un “frame dual” ẽk es cualquier conjunto de vectores que cumplan la siguiente propiedad:

v =
∑

k

〈ẽk|v〉ek =
∑

k

〈ek|v〉ẽk , ∀v ∈ V.

Esto implica que un “frame” junto con su “frame dual” tienen propiedades análogas que una
base ortonormal. En particular existe una “resolución de la identidad”:

1 =
∑

k

|ẽk〉〈ek| =
∑

k

|ek〉〈ẽk| .

Se puede decir también que ẽk es “frame dual” si cumple que 〈ek|ẽk′〉 = 〈ẽk|ek′〉 = δkk′.
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Definición 2.21 (“Frame tight” o ajustado).
Un “frame” es “tight” si las cotas de “frame” A y B son iguales (A = B). Esto significa
que el “frame” obedece a una generalización de la identidad de Parseval (2.1). Un “frame”
está normalizado si A = B = 1. Un “tight frame” normalizado se le llama también un “frame”
de Parseval.

Definición 2.22 (“Frame” uniforme).
Un “Frame” es uniforme si cada elemento tiene la misma norma: ∀k, ‖ek‖ = c, donde c es
una constante independiente de k.

Teorema 2.10 (Teorema de representación de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert (se-
parable o no) con producto escalar (·, ·), y H′ su espacio dual, consistente en todas las funciones
lineales continuas de H en el cuerpo base R o C. Si ψ es un elemento de H, entonces
∀F : H −→ C existe un único vector ψ ∈ H tal que

F (φ) = (ψ, φ), ∀φ ∈ H.

Este teorema establece que cada elemento de H′ puede ser escrito uńıvocamente de esta forma.

Este teorema establece una conexión importante entre un espacio de Hilbert y su espacio
dual. Por lo que representa una justificación para la notación bra-ket de Dirac en el tratamiento
matemático de la Mecánica Cuántica.

2.10.3. Reconstrucción de funciones: caso continuo

Vamos a considerar una representación unitaria U de un grupo de Lie G sobre un espacio
de Hilbert (H, 〈·|·〉). Consideremos el espacio L2(G, dg) de funciones complejas de cuadrado
integrable Ψ sobre G, donde dg = d(g′g), ∀g′ ∈ G es la medida invariante por la izquierda de
Haar que define el producto escalar

(Ψ,Φ) =

∫

G

Ψ̄(g)Φ(g)dg.

Definición 2.23 (Vector admisible o fiducial).
Una función distinta de cero γ ∈ H se denomina admisible o (vector fiducial) si:

Γ(g) ≡ 〈U(g)γ|γ〉 ∈ L2(G, dg).

Eso es si

Cγ = (Γ(g),Γ(g)) =

∫

G

Γ̄(g)Γ(g)dg =

∫

G

|〈U(g)γ|γ〉|2dg <∞ .

Definición 2.24 (Estados Coherentes).
Asumimos que la representación U es irreducible y que existe una función γ admisible. Entonces
un sistema de estados coherentes (CS) de H asociados a G se define como el conjunto de
funciones en la órbita de γ bajo G.

γg = U(g)γ, g ∈ G.
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Definición 2.25 (Vector admisible módulo un subgrupo).
Sea el espacio homogéneo Q = G/H, con H un subgrupo cerrado. Entonces la función distinta
de cero γ se dice que es admisible mod(H, σ) (con σ : Q −→ G, una sección de Borel), y la
representación U de cuadrado integrable mod(H, σ), si se cumple la condición

∫

Q

|〈U(σ(q))γ|ψ〉|2dq <∞, ∀ψ ∈ H, (2.4)

donde dq es una medida quasi-invariante sobre Q.

Los estados coherentes indexados en Q están definidos como

γσ(q) = U(σ(q))γ, q ∈ Q,

y forman un conjunto sobre-completo en H.

La condición (2.4) puede ser escrita también como un valor esperado, donde
Aσ =

∫
Q
|γσ(q)〉〈γσ(q)|dq. Aσ es un operador positivo, acotado e invertible.

0 <

∫

Q

|〈U(σ(q))γ|ψ〉|2dq = 〈ψ|Aσ|ψ〉 <∞ ∀ψ ∈ H.

Si el operador A−1
σ es acotado, entonces el conjunto Sσ =

{
|γσ(q)〉, q ∈ Q

}
se dice que es

un frame y un tight frame si Aσ es proporcional a la identidad, Aσ = λI, λ > 0.

Vamos a considerar que γ genera un frame (es decir, que A−1
σ es acotado). Entonces defini-

mos la aplicación lineal (operador de muestreo)

Tγ : H −→ L2(Q, dq)
ψ 7−→ Ψγ(q) = (Tγψ)(q) = 〈γσ(q)|ψ〉. (2.5)

Su rango L2
γ(Q, dq) ≡ Tγ(H) es completo con respecto al producto escalar

(Φ|Ψ)γ ≡ (Φ|TγA−1
σ T−1

γ Ψ)Q.

Tγ es unitario de H a L2
γ(Q, dq). Aśı que, la aplicación inversa T−1

γ nos da la fórmula de
reconstrucción

Aσ|ψ〉 =
∫

|γq〉〈γq|ψ〉dq =
∫

|γq〉Ψγ(q)dq =⇒

A−1
σ Aσ|ψ〉 = |ψ〉 = T−1

γ Ψγ =

∫

Q

Ψγ(q)A
−1
σ |γσ(q)〉dq, Ψγ ∈ L2

γ(Q, dq). (2.6)

Esta fórmula expande la señal ψ en términos del frame dual A−1
σ γσ(q) con los coeficientes

Ψγ(q) = (Tγψ)(q). Estas expresiones adquieren una forma más simple cuando Aσ es múltiplo
de la identidad (frame tight).
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2.10.4. Reconstrucción de funciones: discretización y muestreo

Para un tratamiento numérico, la integral

Aσ =

∫

Q

|γσ(q)〉〈γσ(q)|dq

se discretiza, por lo que nos restringimos a un subconjunto discreto Q ⊂ Q. La cuestión es si
esta restricción implica una pérdida de información, es decir, si el conjunto

S =
{
|qk〉 ≡ |γσ(qk)〉, qk ∈ Q

}

constituye un frame discreto por él mismo, con operador resolución

A =
∑

qk∈Q
|qk〉〈qk|.

El operador A no necesita coincidir con el original Aσ. De hecho, un tight frame continuo
podŕıa contener frames discretos que no son tight, que es lo que sucede en nuestro caso.

Asumimos que S genera un frame discreto, esto es, que existen dos constantes positivas
0 < b < B <∞ (cotas frame), tal que cumple la condición de frame:

b‖ψ‖2 ≤
∑

qk∈Q
|〈qk|ψ〉|2 ≤ B‖ψ‖2, ∀ψ ∈ H. (2.7)

Si
〈ψ|A|ψ〉 =

∑

qk∈Q
〈ψ|qk〉〈qk|ψ〉 =

∑

qk∈Q
|〈qk|ψ〉|2 ,

la condición de frame es equivalente a decir que el valor esperado 〈ψ|A|ψ〉 está acotado
entre

b ≤ 〈ψ|A|ψ〉
〈ψ|ψ〉 ≤ B.

Para discutir las propiedades de un frame, es conveniente definir el operador frame (o de
muestreo)

T : H −→ l2

ψ 7−→ T (ψ) = {〈qk|ψ〉, qk ∈ Q} .
Si calculamos el valor esperado de T ∗T sobre |ψ〉, obtenemos:

〈ψ|T ∗T |ψ〉 =
∑

qk∈Q
〈ψ|qk〉〈qk|ψ〉 = 〈ψ|A|ψ〉.

T ∗ : l2 −→ H es el operador śıntesis.
Entonces podemos escribir A = T ∗T , y la condición de admisibilidad adopta la forma:

bI ≤ T ∗T ≤ BI,

donde el I es el operador identidad en H.



2.10. ESTADOS COHERENTES Y FRAMES 25

A partir de la condición de frame, y como b y B son constantes positivas, entonces tenemos
que A es invertible y su inversa es acotada. Si definimos el frame dual como

{
|q̃〉 ≡ A−1|q〉

}
,

uno puede probar fácilmente que el análogo de la fórmula de reconstrucción (2.6) para el
espacio discreto Q es:

|ψ〉 =
∑

qk∈Q
〈qk|ψ〉|q̃k〉, (2.8)

con Ψk ≡ 〈qk|ψ〉, que converge fuertemente en H. Además, tenemos una resolución de la
identidad :

T +
l T =

∑

qk∈Q
|q̃k〉〈qk| = T ∗(T +

l )∗ =
∑

qk∈Q
|qk〉〈q̃k| = I, (2.9)

donde T +
l ≡ (T ∗T )−1T ∗ es la pseudoinversa por la izquierda. Donde el operador frame

dual15 es T̃ = (T +
l )∗.

El operador P = T T +
l actuando sobre l2 es un proyector ortogonal sobre el rango de T .

La función Ψ(q) puede ser obtenida de la forma

Ψ(q) ≡ 〈q|ψ〉 =
∑

qk∈Q
Ξk(q)Ψk

a partir de sus datos Ψk = 〈qk|ψ〉 y a través de la función de tipo sinc

Ξk(q) = 〈q|q̃k〉, Ξk(ql) = Plk.

Un conjunto arbitrario sobre-completo de datos Ψk ∈ l2, puede ser incompatible con |ψ〉,
y por lo tanto es necesario proyectar previamente. Este caso lo vamos a denominar sobre-
muestreo, es decir, hay más datos que los necesarios. El conjunto Q se dice que es el espacio
de muestreo para el espacio H.

El otro caso seŕıa que no se tuvieran suficientes puntos para completar la reconstrucción
de la señal, pero incluso para este caso, es posible poder reconstruir parcialmente la señal. En
este caso, S no genera un frame discreto, y el operador A no va a ser invertible. Pero se puede
construir otro operador a partir de T , actuando sobre l2.

Los elementos de matriz de B = T T ∗ son

Bkl = 〈qk|ql〉.

Por lo tanto, B es el overlapping kernel discreto. Si el conjunto S es linealmente independiente,
el operador B será invertible y puede construirse una pseudoinversa por la izquierda para

15Introducido por Antoine y Gazeau ([26]).
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T , T +
r ≡ T ∗(T T ∗)−1, de tal forma que T T +

r = Il2 . Y como antes hab́ıamos mencionado,
aqúı existe otro operador análogo: PS = T +

r T actuando sobre H que es un proyector ortogonal
en el subespacio HS expandido sobre S. Podemos definir un pseudo frame dual como

|q̃k〉 =
∑

ql∈Q
B−1
lk |ql〉. (2.10)

Nos da una resolución del proyector PS

T +
r T =

∑

qk∈Q
|q̃k〉〈qk| = T ∗(T +

r )∗ =
∑

qk∈Q
|qk〉〈q̃k| = PS .

Usando esto, una reconstrucción parcial ψ̂ de la señal ψ, se puede obtener de la forma:

Ψ̂(q) = 〈q|ψ̂〉 =
∑

qk∈Q
Lk(q)Ψk,

a partir de sus datos Ψk = 〈qk|ψ〉, a través de las funciones de interpolación de tipo Lagrange

Lk(q) = 〈q|q̃k〉 (2.11)

con Lk(ql) = δkl. Aqúı ψ̂ es la proyección ortogonal de ψ sobre el subespacio HS , esto es,
|ψ̂〉 = PS |ψ〉. La distancia de la función exacta ψ a la señal reconstruida ψ̂ está dada por la
función error:

Eψ(S) =
‖ψ − ψ̂‖
〈ψ|ψ〉 =

√
〈ψ|I − PS |ψ〉

〈ψ|ψ〉 . (2.12)

Los operadores A y B se intercalan con el operador frame T (o de muestreo), T A = BT .
Si T fuera invertible, entonces A y B seŕıan invertibles, y además, T +

r = T +
l = T −1. Este

caso correspondeŕıa al caso de “muestreo cŕıtico”, donde ambos operadores A y B puede ser
usados para reconstruir completamente la señal. En muchos casos, no es posible encontrar un
conjunto de puntos Q tal que A y B sean invertibles. El ejemplo más común es el espacio de
Bargmann-Fock de funciones anaĺıticas sobre C, donde uno puede encontrar ret́ıculos donde
se puede muestrear (y por lo tanto A es invertible), o que se puede interpolar dichos datos (y
aśı B es invertible), pero no ambos simultáneamente. Ejemplos de muestreo cŕıtico están dados
por el espacio de funciones de banda limitada sobre R y el conjunto Z, en el que ambos son
muestreables e interpolables, y el espacio de funciones sobre la esfera de Riemann (su proye-
cción estereográfica sobre el plano complejo) con momento angular fijo s y el conjunto de N
ráıces de la unidad, con N = 2s+ 1.

En el caso en el que tengamos un número finito N de puntos de muestreo qk, el espacio l
2

puede ser substituido por CN , y el operador B se puede identificar con una matriz con respecto
a una base fijada.



Caṕıtulo 3

Teoremas de muestreo y Transformada
Discreta de Fourier sobre la esfera

3.1. Introducción

Usaremos la teoŕıa de estados coherentes para probar un teorema de muestreo para funciones
de Majorana (holomorfas) sobre la esfera de Riemann. Y daremos una fórmula de reconstru-
cción exacta como un producto de convolución de N datos y un kernel de reconstrucción dado
(una función de tipo sinc). Discutiremos los casos de submuestreo y sobre-muestreo.

El hecho de tomar las ráıces de la unidad como puntos de muestra nos va a permitir
encontrar las fórmulas expĺıcitas de inversión para los operadores de resolución y overlapping
kernel a partir de la teoŕıa de las Matrices Circulantes y las matrices Fourier Rectangulares. Se
considera también, el caso de las funciones de banda limitada sobre la esfera de Riemann para
un J máximo. Y se analiza la conexión con la representación de los ángulos de Euler estándar
en términos de armónicos esféricos a través de las transformaciones de Bargmann discretas.

3.2. Representaciones de SU(2). Estados coherentes

3.2.1. Sistemas de coordenadas y generadores

La representación fundamental de dos dimensiones del grupo de Lie SU(2) (grupo de ma-
trices complejas 2× 2 unitarias con determinante 1) es:

SU(2) =

{
U(ζ) =

(
ζ1 ζ2
−ζ̄2 ζ̄1

)
, ζ1, ζ2 ∈ C : det(U) = |ζ1|2 + |ζ2|2 = 1

}
. (3.1)

Las coordenadas ζ1, ζ2 se denominan parámetros deCayley-Klein. Si definimos otras variables

ζ1 = ǫ0 + iǫ3, ζ2 = ǫ2 + iǫ1, ǫj ∈ R, (j = 0, 1, 2, 3).

Tenemos

det(U) = |ζ1|2 + |ζ2|2 = ǫ20 + ǫ21 + ǫ22 + ǫ23 = 1,

27
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de ah́ı que podamos ver SU(2) ≈ S3 (la esfera en tres dimensiones) como una variedad tridi-
mensional. Es decir, SU(2) es difeomorfo a la esfera de tres dimensiones S3.

Utilizando las matrices de Pauli, el conjunto de matrices

J1 =
1

2

(
0 1
1 0

)
, J2 =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, J3 =

1

2

(
1 0
0 −1

)
;

es una base de matrices hermı́ticas 2 × 2 de traza cero. Es decir, una matriz U ∈ SU(2),
podemos expresarla en forma compacta

U(ǫ) = ǫ0I + 2i

3∑

k=1

ǫkJk, (3.2)

donde I es la matriz identidad 2× 2.

A las matrices de Pauli se les denomina generadores de las transformaciones infinitesimales

U = I + iǫA, ǫ≪ 1.

A es una matriz hermı́tica de traza cero, que se puede escribir como

A =
3∑

k=1

akJk.

El álgebra de Lie de los generadores infinitesimales de SU(2) está definido como el espacio
vectorial real

su(2) = 〈{J1, J2, J3}〉,
siendo Ji, (i = 1, 2, 3) las matrices Hermı́ticas de traza cero satisfaciendo las relaciones de
conmutación del momento angular

[J1, J2] = iJ3, [J2, J3] = iJ1, [J3, J1] = iJ2. (3.3)

Cualquier grupo de Lie conexo como SU(2) puede construirse a partir de la exponenciación
de sus generadores infinitesimales.

U(α) = ei
∑3

k=1 αkJk = I cos
(α
2

)
+ 2i

3∑

k=1

nkJk sin
(α
2

)
, (3.4)

donde αk ∈ R, k = 1, 2, 3 (coordenadas canónicas).

α =
√
α2
1 + α2

2 + α2
3, nk ≡

αk
α
.

Si se comparan las relaciones (3.2) y (3.4) nos da una relación de los parámetros de Cayley-Klein
(ǫ), y las coordenadas canónicas (α).

ǫ0 ≡ cos
(α
2

)
, ǫk ≡ nk sin

(α
2

)
.
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Vamos a introducir otra parametrización compleja de SU(2). Vamos a definir la siguiente
relación de equivalencia en SU(2).

(ζ ′1, ζ
′
2) ∼ (ζ1, ζ2) ⇔ (ζ ′1, ζ

′
2) = η(ζ1, ζ2), (η ∈ C, |η| = 1).

El espacio cociente (SU(2)/ ∼) coincide con el espacio complejo proyectivo CP 1 que es
isomorfo a S2. Vamos a denotar con [η1, η2] a los elementos de las clases de equivalencia de CP 1.
Si η2 6= 0, entonces [η1, η2] = [η1

η2
, 1] ≡ [z, 1] representa un punto z ∈ C, que está relacionado con

la proyección estereográfica de la esfera de Riemann sobre C. Si η2 = 0, entonces [η1, 0] = [1, 0]
es justo un punto (el polo norte o sur). La otra carta corresponde a η1 6= 0, que contiene el
elemento identidad I ∈ SU(2). Trabajaremos en esta carta, y definiremos z ≡ η2

η1
. La proyección

Π : SU(2) −→ S2

(z1, z2) 7→ [z1, z2]

}

da a SU(2) la estructura de un fibrado principal (fibración de Hopf) con grupo de estructura:

Π−1 ([z1, z2]) = {η ∈ C : |η| = 1} ≃ U(1).

En nuestra carta, tomaremos η = eiϕ = ζ1
|ζ1| . Los parámetros de Cayley-Klein se pueden escribir

en estas coordenadas (adaptadas a la fibración de Hopf) como:

ζ1 = N (z, z̄)η, ζ2 = N (z, z̄)zη, N (z, z̄) ≡
√

1

1 + zz̄
,

donde se ha definido el factor de normalización N por conveniencia.

Si expresamos los operadores escalera como: J± = J1± iJ2, podemos encontrar cualquier
elemento del grupo U ∈ SU(2), y expresarlo en las coordenadas complejas1 z, η

U(z, z̄, ϕ) = N (z, z̄)ezJ−−z̄J+e−iϕJ3. (3.5)

Podemos parametrizar los elementos de SO(3) en términos de los ángulos de Euler, que
corresponde a la elección del siguiente orden de transformación2:
x3(ϕ) −→ x2(θ) −→ x3(φ)

U(θ, φ, ϕ) = e−iφJ3e−iθJ2e−iϕJ3. (3.6)

Relación entre los parámetros de Cayley-Klein y los ángulos de Euler:

ζ1 = e−i
ϕ+φ

2 cos
θ

2
, ζ2 = ei

ϕ−φ

2 sin
θ

2
.

Por lo que, la proyección estereográfica de la esfera de Riemann sobre el plano complejo
es: z = ζ2

ζ1
= eiφ tan θ

2
.

En este apartado hemos discutidos las representaciones de SU(2) de dimensión dos (s =
1/2). Vamos a considerar a continuación las representaciones irreducibles unitarias de dimen-
sión superior de spin s arbitrario.

1Ver Apéndice A: D1.
2Ver Apéndice A: D2.
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3.2.2. Representaciones de esṕın s arbitrario

Las representaciones irreducibles unitarias del álgebra de Lie su(2) son de dimensión 2s+1,
donde s = 0, 1

2
, 1, 3

2
, . . . es un parámetro (esṕın momento angular) semientero que va a etiquetar

cada representación. El espacio Hs ≃ C2s+1 se pueden generar en la base ortonormal momento
angular B(Hs) = {|s,m〉, m = −s, . . . , s} que son autovectores comunes a J3 y es el operador
Casimir J2 = J2

1 + J2
2 + J2

3 , es decir

J3|s,m〉 = m|s,m〉, J2|s,m〉 = s(s+ 1)|s,m〉.

De las relaciones de conmutación:

J+ ≡ J1 + iJ2, J− ≡ J1 − iJ2, [J3, J±] = ±J± ,

observamos que los operadores J± son operadores escaleras de creación y destrucción, respec-
tivamente, cuya acción sobre la base B(Hs) nos da

J±|s,m〉 =
√

(s∓m)(s±m+ 1)|s,m± 1〉. (3.7)

Si expresamos estos operadores en forma matricial, habrá que reordenar las bases de forma
que m = s, s− 1, . . . ,−s, es decir, se construirán las filas y las columnas en orden decreciente
de esṕın. Para que sea coherente con la expresión que a continuación se escribe:

(J±)m′,m ≡ 〈s,m′|J±|s,m〉 =
√

(s∓m)(s±m+ 1) δm′,m±1.

Se puede comprobar fácilmente que la acción de (3.7) preserva las relaciones de conmutación
(3.3), por ejemplo:

[J+, J−] = 2J3.

Sabiendo que Q = SU(2)/U(1) = S2, y tomando como sección de Borel (como hicimos en
la sección 2.10.3), podremos simplemente tomar ϕ = 0 en los vectores U(θ, φ, ϕ)|s,m〉 y
U(z, z̄, ϕ)|s,m〉.

Tenemos, por tanto, distintas caracterizaciones de los estados coherentes de esṕın, según
tomemos una parametrización u otra. Nos vamos a centrar en las dos parametrizaciones: la
compleja (Hopf)(3.5) y la de los ángulos de Euler (3.6).

3.2.3. Ángulos de Euler: Armónicos esféricos

Para cualquier vector fidual |γ〉 = |s,m〉, el conjunto de estados coherentes |θ, φ;m〉 =
U(θ, φ)|s,m〉 es sobre-completo3 (para cualquier m) en Hs.

El conjunto de estados coherentes {|θ, φ;m〉} es un tight frame4.

3Ver Apéndice A: D5.
4Ver Apéndice A: D6.
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Vamos a considerar el operador5

O =

∫
dΩ|θ, φ;m〉〈θ, φ;m|, (dΩ = sin θdθdφ);

donde dΩ es la medida invariante estándar sobre la esfera S2.

Como dΩ es una medida invariante sobre S2, tenemos que U ′O = OU ′, ∀U ′ = U(θ′, φ′, ϕ′) ∈
SU(2). Como U ′ es una representación irreducible, tenemos por el lema de Schur que
O = λI, para alguna constante λ, donde I es el operador identidad.

Tr(O) = λ(2s+1) = 4π =⇒ λ =
4π

2s+ 1
=⇒ Aσ ≡ 1

λ
O =

2s+ 1

4π

∫
|θ, φ,m〉〈θ, φ,m| dΩ = I.

El solapamiento (overlap) de estados coherentes en esta representación de ángulos de Euler,
seŕıa6:

〈θ, φ,m|θ′, φ′, m〉 = 〈s,m|eiθJ2eiφJ3e−iφ′J3e−iθ′J2|s,m〉 =
s∑

n=−s
〈s,m|eiθJ2|s, n〉〈s, n|e−iθ′J2|s,m〉ein(φ−φ′) =

=

s∑

n=−s
(dsnm)

∗(θ)dsnm(θ
′)ein(φ−φ

′).

donde

dsnm(θ) ≡ 〈s, n|e−iθJ2|s,m〉, (son los coeficientes de la matriz d de Wigner).

Para el caso particular en que s = j entero y en el que el vector fidual sea |γ〉 = |j, 0〉, y
utilizando las matrices D de Wigner, tenemos que son los armónicos esféricos Y m

j (θ, φ)
las componentes de los estados coherentes de esṕın sobre la base ortonormal7 |j,m〉.

〈θ, φ; 0|j,m〉 = 〈j, 0|U∗(θ, φ)|j,m〉 =
√

4π

2j + 1
Y m
j (θ, φ) = Y m

j (θ, φ) de Racah. (3.8)

De la relación de ortogonalidad de los armónicos esféricos:
∫
dΩ Y m

l (θ, φ)(Y m′

l′ )∗(θ, φ) = δll′δmm′

es fácil asociar8 Y m
l (θ, φ) ≡ 〈l, m|θ, φ〉.

5Ver Apéndice A: D7.
6Estas funciones están dadas en [11], caṕıtulo 15.
7Ver Apéndice A: D9.
8Ver Apéndice A: D8.
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Para un momento angular general j, el estado |ψ〉 tiene una descomposición en armónicos
esféricos9.

Ψ(θ, φ) = 〈θ, φ; 0|ψ〉 =
j∑

m=−j
〈θ, φ; 0|j,m〉〈j,m|ψ〉 =

√
4π

2j + 1

j∑

m=−j
ψmY

m
j (θ, φ), (3.9)

con los coeficientes de Fourier ψm = 〈j,m|ψ〉

3.2.4. Caracterización holomorfa compleja: Funciones de Majorana

En este trabajo usamos como vector fidual el vector de peso máximo (como suele ser habitual
en la definición de estados coherentes) |γ〉 = |s, s〉, de tal forma que J+|γ〉 = 0. Generamos los
estados coherentes

|z〉 ≡ U(z, z̄)|γ〉 = Ns(z, z̄)e
zJ−e−z̄J+|s, s〉 = Ns(z, z̄)e

zJ−|s, s〉 , (3.10)

donde U(z, z̄) ≡ U(z, z̄, 0). Hay que recordar que S2 = SU(2)/U(1).

Los estados |z〉 son funciones holomorfas10, sin contar con el peso común Ns(z, z̄), que ge-
neralmente suele incluirse en la medida de integración.

Vamos a determinar Ns a partir de

J±|s,m〉 =
√

(s∓m)(s±m+ 1)|s,m± 1〉 ,

ezJ−|s, s〉 =
∞∑

n=0

1

n!
zn(J−)

n|s, s〉 =
2s∑

n=0

1

n!
zn(J−)

n|s, s〉 =
2s∑

n=0

zn

√(
2s
n

)
|s, s− n〉 . (3.11)

donde se ha usado que

(J−)
n|s, s〉 = n!

√(
2s
n

)
|s, s− n〉 ,

como se ha comprobado fácilmente.
Por lo tanto, la descomposición del estado coherente |z〉 sobre la base ortonormal {|s,m〉}

es:

|z〉 =
(

1√
1 + z̄z

)2s 2s∑

n=0

zn

√(
2s
n

)
|s, s− n〉 . (3.12)

Entonces imponiendo la condición de unitariedad 11 〈z|z〉 = 1, nos da

Ns = N 2s, N ≡ 1√
1 + z̄z

.

9Ver (2.5)
10Solamente funciones de z.
11Ver Apéndice A: D3.
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Al igual que para el caso de los ángulos de Euler12, el frame {|z〉, z ∈ C} es tight en Hs,
ya que se tiene:

I =
2s+ 1

π

∫

C
|z〉〈z| d2z

(1 + zz̄)2
, (d2z ≡ dRe(z)dIm(z)) .

Renombrando la base ortonormal {|s,m〉} de forma adecuada, es decir, pasando de una
etiqueta n = 0, . . . , 2s a la etiqueta m = −s,−s + 1, . . . , 0, . . . , s (m = n − s), podemos
expresar la descomposición del estado coherente (3.12), de la forma:

|z〉 =
(

1√
1 + z̄z

)2s s∑

m=−s
zs+m

√(
2s

s+m

)
|s,m〉 .

Vamos a obtener los coeficientes de la matriz irreducible13:

〈z|s,m〉 = 〈s, s|U∗(z, z̄)|s,m〉 = N 2s(z, z̄)Υm
s (z̄) =

(
1√

1 + z̄z

)2s

(z̄)s+m

√(
2s

s+m

)
.

Con Υm
s (z̄) ≡ (z̄)s+m

√(
2s

s+m

)
.

Υm
s es un monomio en función de z̄, salvo un factor numérico. Introducimos la representación

holomorfa como:

Dada |ψ〉 =
s∑

m=−s
ψm|s,m〉, (|ψ〉 ∈ Hs),

Ψ(z) ≡ 〈z|ψ〉 = (1 + zz̄)−s
s∑

m=−s
ψmΥ

m
s (z̄) = N 2s(z, z̄)f(z̄) ,

donde Φ(z) se denomina función de Majorana y es (anti-)holomorfa salvo el factor N 2s. La

función f(z̄) ≡
s∑

m=−s
ψmΥ

m
s (z̄) es una función antiholomorfa de z. En este caso es un polinomio.

Usualmente el factor N 2s(z, z̄) = (1 + zz̄)−s es absorbido en la medida de integración. Si
escogemos como vector fidual el vector de peso mı́nimo |γ〉 = |s,−s〉, obtendremos las funciones
holomorfas f(z).

El conjunto de estados coherentes CS {|z〉} no es ortogonal. El kernel de solapamiento
14 resulta ser:

C(z, z′) = 〈z|z′〉 = (1 + z′z̄)2s

(1 + zz̄)s(1 + z′z̄′)s
.

12Ver Apéndice A: D4.
13Ver Apéndice A: D10.
14Ver Apéndice A: D11.
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Ambas representaciones: la de Euler y la compleja, para spin s = j entero; están rela-
cionadas por la Transformación de Bargmann15.

K(θ, φ; z) ≡ 〈θ, φ|z〉 =
j∑

m=−j
〈θ, φ|j,m〉〈j,m|z〉 =

√
4π

2j + 1
(1 + zz̄)−j

j∑

m=−j
Y m
j (θ, φ)Υm

j (z) =

= (1 + zz̄)−j
√

(2j)!

2jj!

(
2z cos θ + z2 sin θeiφ − sin θe−iφ

)j
.

(3.13)

3.3. Sobre-muestreo y muestreo cŕıtico

Elegimos los puntos de muestreo de forma que el operador resolución A y el Kernel B de
solapamiento sean invertibles y se puedan expresar en forma expĺıcita. Para ello escogemos las
N ráıces de la unidad. La razón más importante de seleccionar las ráıces de la unidad es que
están asociados con el subgrupo ćıclico discreto (ZN)

ZN ⊂ U(1) ⊂ SU(2) ,

y ello nos permitirá invertir de manera sencilla A y B, y hacer la reconstrucción en términos
de la DFT. Para un momento angular s definido, tenemos 2s+1 estados posibles, de ah́ı que el
número de puntosN a escoger depende de que queramos realizarmuestreo cŕıtico:N = 2s+1,
sobre-muestreo : N > 2s+ 1, o submuestreo : N < 2s+ 1.

En el caso sobre-muestreo, que es el que vamos a estudiar en esta sección, el conjunto S
genera HS, y el operador resolución A = T ∗T es invertible (véase sección 2.10.4).

Lema 3.1.
Sea Q =

{
zk = e2πik/N

}
, N ≥ 2s + 1, k = 0, . . . , N − 1 el subconjunto discreto del espacio

homogéneo Q = SU(2)/U(1) ≡ S2 = C̄ (esfera de Riemann). El conjunto discreto de estados
coherentes (CS) S = {|zk〉, zk ∈ Q} constituye un “frame” discreto en HS y la expresión

I2s+1 =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| =
N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk| , (3.14)

proporciona una resolución de la identidad en Hs. Aqúı |z̃k〉 = A−1|zk〉, (k = 0, . . . , N − 1)
(“Frame dual”), y A es el operador resolución.
A es diagonal en la base ortonormal16 B(HS), A = diag(λ0, . . . , λ2s), con

λn =
N

22s

(
2s
n

)
(n = 0, . . . , 2s) .

15Ver Apéndice A: D12. Ver [12], p. 83, ecuación 17.
16Ver Apéndice A: D13.
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Corolario 3.1. Definiendo que D ≡ diag(λ0, . . . , λ2s) y usando que Tkn = 1√
N
λ1/2e−i2πkn/N ,

tenemos las siguientes expresiones en términos de las matrices de Fourier rectangulares17:

(a) T = FN iN,2s+1 D
1/2.

(b) A = T ∗T = D = diag(λ0, . . . , λ2s).

(c) B = T T ∗ = FNA↑F∗
N .

Lema 3.2.
Bajo los supuestos del Lema 3.1, el operador P = T T +

l = FN P2s+1F∗
N es un proyector

ortogonal en un subespacio de CN de dimensión18 (2s+ 1) en el rango de T .

Teorema 3.1 (Fórmula de reconstrucción19). Cualquier función ψ ∈ Hs puede ser reconstruida
a partir de N ≥ 2s+ 1 puntos de muestra

zk = e2πik/N , (k = 0, 1, . . . , N − 1) ,

y los datos Ψ(zk) ≡ 〈zk|ψ〉. Entonces

Ψ(z) = 〈z|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψ(zk)Ξ(zz
−1
k ) ,

donde

Ξ(z) =
2s

N
(1 + zz̄)−s

1− z̄2s+1

1− z̄
.

La expresión Ψ(z) =

N−1∑

k=0

Ψ(zk)Ξ(zz
−1
k ) puede interpretarse como una fórmula de interpo-

lación, donde los polinomios de tipo Lagrange tiene la forma

Lk(z) = Ξ(zz−1
k ) ,

satisfaciendo las relaciones de ortogonalidad:

Lk(zl) = Ξ(zlz
−1
k ) = Plk ,

donde P es el proyector del Lema 3.2. Para el caso cŕıtico N = 2s+ 1 =⇒ Lk(zl) = δlk.

Corolario 3.2. Los coeficientes de Fourier am del desarrollo |ψ〉 =
∑s

m=−s am|s,m〉, para
cualquier ψ ∈ Hs, en la base ortonormal B(Hs) se puede determinar en términos de los datos
Ψ(zk) = 〈zk|ψ〉 como20:

an−s =
2s

N

(
2s
n

)−1/2 N−1∑

k=0

Ψ(zk)e
2πikn/N , (n = 0, . . . , 2s) .

17Ver Apéndice A: D14.
18Ver Apéndice A: D15.
19Ver Apéndice A: D16.
20Ver Apéndice A: D17.
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Es interesante describir esta demostración en términos de matrices de Fourier rectangu-
lares21:

A = T ∗T = D ≡ diag(λ0, . . . , λ2s), B = T T ∗ = FNA↑F∗
N .

Proposición 3.1.
Definimos los datos duales como Γ(k) ≡ 〈z̃k|ψ〉, que están relacionados con los datos Ψ(k) ≡
Ψ(zk) = 〈zk|ψ〉, a través del producto de convolución22

Γ(k) = [∆ ∗Ψ](k) =
1√
N

N−1∑

l=0

∆(k − l)Ψ(l) ,

donde ∆(k) (El filtro), es la transformada de Fourier rectangular de δ = (λ−1
0 , . . . , λ−1

2s ),

∆(k) =
1√
N

2s∑

n=0

λ−1
n e−i2πnk/N =

22s

N3/2

2s∑

n=0

(
2s
n

)−1

e−i2πnk/N .

La relación entre Ψ(k) y Γ(k) es simplemente un cambio de base, pero con un conjunto de
generadores no ortogonales {|zk〉} y {|z̃k〉}. Este cambio de base puede interpretarse como una
convolución.

Si definimos23 B̃ ≡ 〈z̃l|z̃k〉 (kernel de solapamiento dual), vemos que

B̃ = ∆ = B+ .

Para valores de esṕın altos s≫ 1 (N ≥ 2s+ 1), tenemos24

∆(k) =
22s

N3/2

(
1 + e−i4πsk/N +O

(
1

2s

))
. (3.15)

Cuando k = 0, tenemos que:

∆(0) =
22s

N3/2

2s∑

n=0

(
2s
n

)−1

=
2s+ 1

N3/2

2s∑

n=0

2n

n + 1
.

Además, se verifica25:

ĺım
s−→∞

2s∑

n=0

(
2s
n

)−1

= 2 .

Como se puede ver en el comportamiento asintótico del filtro (3.15), si tomamos el número
de puntos de muestra N = N(s) > 24s/3 ≥ 2s + 1 y para que cumpla la condición de sobre-
muestreo, es decir, N ≥ 2s + 1; entonces para s ≥ 3

2
, tenemos que ∆(k) converge a cero para

s −→ ∞. Pero si N = N(s) = 24s/3 ≥ 2s + 1 para un s ≥ 3
2
, tenemos que ∆(k) está acotada

para s −→ ∞.

21Ver Apéndice A: D18.
22Ver Apéndice A: D19.
23Ver Apéndice A: D20.
24Ver Apéndice A: D21.
25Ver art́ıculo [6]
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3.4. Submuestreo y muestreo cŕıtico

Vamos a suponer ahora que el número de puntos de muestra es N ≤ 2s + 1. Para el caso
en el que N < 2s + 1, no podemos reconstruir cualquier función arbitraria ψ ∈ Hs, pero śı su
proyección ortogonal ψ̂ ≡ PSψ sobre Ĥs, subespacio de Hs, generado por el conjunto discreto
S = {|zk〉, k = 0, . . . , N − 1} de estados coherentes (CS). Es decir, la restricción a este sub-
conjunto discreto implica una pérdida de información.

Para este caso el operador resolución A no es invertible. Y por lo tanto, no podemos cons-
truir un frame, ni una resolución de la identidad. El conjunto S es linealmente independiente,
por lo que, podemos construir otro operador, el overlapping kernel B = T T ∗, que es invertible
(pues tiene estructura circulante) y nos da una expresión para una fórmula de reconstrucción
parcial.

Lema 3.3.
Sea26 Q =

{
zk = e2πik/N , k = 0, . . . , N − 1

}
un subconjunto discreto del espacio homogéneo

Q = SU(2)/U(1) = S2 = C. N ≤ 2s+ 1 (N ráıces de la unidad). El operador “pseudo-frame”

T : Hs −→ CN

ψ 7→ T (ψ) = {〈zk|ψ〉, zk ∈ Q} ,

es tal que el operador “overlapping kernel” B = T T ∗ es una matriz N ×N hermı́tica definida
positivamente, y además, invertible, admitiendo la descomposición B = FND̂F∗

N donde D̂ =

diag(λ̂0, . . . , λ̂N−1) es una matriz diagonal con

λ̂k =

q̄−1∑

j=0

λk+jN =
N

22s

q̄−1∑

j=0

(
2s

k + jN

)
, (3.16)

siendo q̄ = Ceiling
(
2s+1
N

)
.

Lema 3.4.

Bajo27 las condiciones del Lema 3.3, el conjunto |z̃k〉, k = 0, . . . , N−1 donde |z̃k〉 ≡
N−1∑

l=0

B−1
lk |zl〉

constituye un “pseudo-frame dual” para S. El operador PS = T +
r T es un proyector ortogonal

que lleva de Hs −→ S, donde T +
r = T ∗B−1 (pseudo inversa por la derecha de T ), y

N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk| =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| = PS . (3.17)

Aunque una reconstrucción completa de la señal original no es posible en el caso del sub-
muestreo, śı podemos hacer una reconstrucción parcial de la manera que a continuación ex-
ponemos:

26Ver Apéndice A: D22.
27Ver Apéndice A: D23.
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Teorema 3.2 (Fórmula parcial de reconstrucción28). Cualquier función ψ ∈ Hs puede ser
parcialmente reconstruida con N ≤ 2s + 1 datos Ψ(zk) ≡ 〈zk|ψ〉, muestreando en los puntos
zk = e2πik/N , (k = 0, . . . , N − 1). Definimos |ψ̂〉 = PS|ψ〉

Ψ̂(z) = 〈z|ψ̂〉 =
N−1∑

k=0

Ψ(zk)Ξ̂(zz
−1
k ) ,

donde

Ξ̂(z) =
2s

N
(1 + zz̄)−s

N−1∑

p=0

λ̂−1
p

q̄−1∑

l=0

λp+lN z̄
p+lN .

Al igual en el caso del sobre-muestreo, esto puede ser interpretado como una fórmula de
interpolación, donde los polinomios de Lagrange son las funciones L̂k(z) = Ξ̂(zz−1

k ), que satis-
facen las relaciones propias de ortogonalidad

L̂k = Ξ̂(zlz
−1
k ) = δlk .

A continuación, vamos a dar una proposición que es análoga al que hicimos en el sobre-muestreo.

Proposición 3.2.
Definimos29 los datos duales como Γ(k) ≡ 〈z̃k|ψ〉, que están relacionados con los datos Ψ(k) ≡
Ψ(zk) = 〈zk|ψ〉, a través del producto de convolución

Γ(k) =
[
∆̂ ∗Ψ

]
(k) =

1√
N

N−1∑

l=0

∆̂(k − l)Ψ(l)

donde el filtro ∆̂(k) es la DFT de δ̂ ≡ (λ̂−1
0 , . . . , λ̂−1

N−1), siendo λ̂k los autovalores
30 del operador

B:
∆̂(k) =

[
FN δ̂

]
(k) =

1√
N

N−1∑

n=0

λ̂−1
k e−i2πnk/N .

Corolario 3.3. Los coeficientes de Fourier31 âm del desarrollo |ψ̂〉 = ∑s
m=−s âm|s,m〉, para

cualquier ψ ∈ Hs, en la base ortonormal B(Hs) se pueden determinar en términos de los datos
Ψ(k) ≡ 〈zk|ψ〉 como:

ân−s =
N

2s

(
2s
n

)1/2 N−1∑

k=0

ei2πkn/N
N−1∑

l=0

B−1
kl Ψ(l), (n = 0, . . . , 2s) .

también podemos expresar â en términos de los datos duales como:

â = T ∗Γ = D1/2F∗
N,2s+1Γ .

28Ver Apéndice A: D24.
29Ver Apéndice A: D25.
30Ver ecuación (3.16).
31Ver Apéndice A: D26.
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Corolario 3.4 (Interpolación covariante32). Para 0 ≤ k ≤ N − 1, definimos sobre Q las
funciones Φk(z) ≡ 〈z|zk〉, z ∈ C. Sea ζ0, . . . , ζN−1; N números complejos y Bkl el operador
“overlapping kernel”. Definamos sobre Q la función

Φ(z) = Φ(z0, . . . , zN−1; ζ0, . . . , ζN−1; z) ≡
−1

det(B) det




0 Φ0(z) · · · ΦN−1(z)
ζ0 B00 · · · B0N−1
...

...
. . .

...
ζN−1 BN−10 · · · BN−1N−1


 .

Entonces, tenemos que

1. Φ(z) = 〈z|φ〉, para algún φ ∈ Hs.

2. Φ es una solución del problema de interpolación, es decir, Φ(zk) = ζk, (k = 0, . . . , N−1).

3. Φ tiene norma mı́nima, en el sentido que si Φ̃ es cualquier otra función sobre Q con
Φ̃ = 〈z|φ̃〉 para algún φ̃ ∈ Hs y Φ̃(zk) = ζk =⇒ ‖Φ̃‖ ≥ ‖Φ‖

4. El procedimiento de interpolación es invariante bajo la multiplicación por la izquierda en
G, en el sentido que U(g)BU∗(g) = B y

Φ(gz0, . . . , gzN−1; ζ0, . . . , ζN−1; gz) = Φ(z0, . . . , zN−1; ζ0, . . . , ζN−1; z)

(gz denota la acción natural del grupo G sobre el espacio homogéneo Q = G/H, aśı que
la actuación por la izquierda en el problema de interpolación Φ̆(gzk) = ζk es resuelta con
la función Φ̆(z) = Φ(g−1z))

3.5. Muestreo para el caso de varios espines

Para el caso de varios espines, es decir, para el caso de funciones de banda limitada, no es
tan fácil seleccionar los puntos de muestreo para poder obtener una expresión expĺıcita de la
inversa de los operadores resolution y overlapping kernel.

Restringimos los valores de esṕın a números enteros.

Sea el espacio de funciones de banda limitada

H(J) =

J⊕

s=0

Hs .

El conjunto de estados coherentes puede definirse de forma análoga a como se hizo para el caso
de un solo esṕın.

32Ver Apéndice A: D27.
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Expresamos las representaciones reducibles y unitarias de SU(2), actuando sobreH(J) como:

U (J)(z, z̄) =

J⊕

s=0

Us(z, z̄) ,

donde Us(z, z̄) son representaciones irreducibles y unitarias de esṕın s.

El espacio de Hilbert H(J) tiene una base ortogonal {|s,m〉}, en el que su resolución de
la identidad es

IH(J) =

J∑

s=0

s∑

m=−s
|s,m〉〈s,m| . (3.18)

Seleccionamos el vector fiducial

|γ〉J =
1√
J + 1

J⊕

s=0

|s, s〉 . (3.19)

Los estados coherentes están definidos como

|z〉J = U (J)(z, z̄)|γ〉J . (3.20)

El overlapping kernel para el caso de varios espines es:

C(J)(z, z′) = J〈z|z′〉J =
1

J + 1

J∑

s=0

(1 + z′z̄)2s

(1 + zz̄)s(1 + z′z̄′)s
. (3.21)

Vamos a justificar estos puntos33:

Cogemos las ráıces de la unidad para el muestreo zk = e2πik/N . Para el caso del muestreo
cŕıtico, tenemos:

N = dimH(J) = dim

J⊕

s=0

Hs = 1 + 3 + 5 + . . .+ (2J + 1) = (J + 1)2 .

Donde dimHs = 2s+ 1.

De esta forma A(J) y B(J) tiene una estructura sencilla, y además, sus inversas pueden
calcularse.

Proposición 3.3.
Para34 N ≥ 2J + 1, el operador “overlapping kernel” B(J) tiene rango 2J + 1.

33Ver Apéndice A: D28.
34Ver Apéndice A: D29.
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La demostración podŕıa hacerse también usando que B(J) tiene estructura circulante, B(J)
kl =

Cl−k, con

Ck ≡
1

J + 1

J∑

s=0

2−2s
(
1 + e2πik/N

)2s
.

Vemos que el colocar los puntos de muestra en el ecuador de la esfera de Riemann, no es
una buena elección, por lo que, tenemos que buscar otras alternativas. El problema es que
otras elecciones de puntos de muestra nos proporciona un operador de resolución con menos
estructura, y por lo tanto, sin la posibilidad de encontrar una inversa expĺıcita.

Otra posibilidad es usar un reticulado equiangular en (θ, φ), como el usado en las referencias
[9, 10]. Si (θj , φk) =

(
π
N
j, 2π

N
k
)
, (j, k = 0, 1, . . . , N−1); es un ret́ıculo de N2 puntos en la esfera,

donde N ≥ J + 1. Los puntos asociados en el plano complejo con la proyección estereográfica
están dados por

zkj = eiφk tan
θj
2

= ei
2π
N
k tan

( π

2N
j
)
= rje

i 2πk
N .

Aunque se puede ver que en este caso el operador resolución es singular.

Vamos a seguir un procedimiento en el que consideramos las 2s+ 1 ráıces de r2s+1
s

z(s)m = rse
2πim
2s+1 , (s = 0, . . . , J ; m = 0, . . . , 2s). (3.22)

Donde s denota el ı́ndice de esṕın, y m el ı́ndice para las ráıces, y donde rs > 0 verifica que
si s 6= s′ =⇒ rs 6= rs′. Seguiremos usando N = (J +1)2 puntos de muestra pero distribuidos en
ćırculos de diferentes radios. En la esfera de Riemann, estos puntos se distribuyen en diferentes
paralelos, uno por cada valor de esṕın.

El operador frame T es una matriz cuadrada (J + 1)2 × (J + 1)2 con una estructura en
bloques de (2s′ + 1)× (2s+ 1). Si Definimos la matriz

T (s′,s)
mn ≡ 〈z(s′)m |s, s− n〉; (m = 0, 1, . . . , 2s′), (n = 0, 1, . . . , 2s),

entonces

T =




T (0,0) T (0,1) . . . T (0,J)

T (1,0) T (1,1) . . . T (1,J)

...
...

. . .
...

T (J,0) T (J,1) . . . T (J,J)


 .

Corolario 3.5. T (s′,s) = F2s′+1,2s+1

(
D

(s′,s)
2s+1

)1/2
donde D

(s′,s)
2s+1 = diag

(
λ
(s′,s)
0 , . . . , λ

(s′,s)
2s

)
con35

λ(s
′,s)

n =
1

J + 1

2s′ + 1

(1 + r2s′)
2s

(
2s
n

)
r2ns′ .

35Ver Apéndice A: D30.
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Los bloques diagonales de T (s) (s = s′) son los operadores frame para el caso de
muestreo cŕıtico, fijado el esṕın s, donde s = 0, 1, . . . , J , y λn(s, s) coincide con el

λn = N2−2s

(
2s
n

)
, (n = 0, . . . , 2s), si sustituimos rs = 1, salvo un factor 1

J+1
.

Al igual que si sumamos

2s∑

n=0

λn = 2s + 1, se tiene que para el caso de varios espines:

J∑

s=0

2s∑

n=0

λ(s,s)n = J + 1.

La estructura en bloques de T (J) la heredan el operador resolución A y el operador
overlapping kernel B

A(s′,s) =

J∑

s′′=0

(T (s′′,s′))∗T (s′′,s) =

J∑

s′′=0

(
D

(s′′,s′)
2s′+1

)1/2
F∗

2s′′+1,2s′+1F2s′′+1,2s+1

(
D

(s′′,s)
2s+1

)1/2
,

B(s′,s) =
J∑

s′′=0

T (s′,s′′)(T (s,s′′))∗ =
J∑

s′′=0

F2s′+1,2s′′+1

(
D

(s′,s′′)
2s′′+1

)1/2 (
D

(s,s′′)
2s′′+1

)1/2
F∗

2s+1,2s′′+1 .

El operador overlapping kernel B se obtiene a partir de:

B(a,b)
m,n ≡ 〈z(a)m |z(b)n 〉J =

1

J + 1

J∑

s=0




(
1 + rarbe

2πi
n(2a+1)−m(2b+1)

(2a+1)(2b+1)

)2

(1 + r2a)(1 + r2b )




s

≡

(3.23)

≡ 1

J + 1

J∑

s=0

(
κa,bm,n

)s
=





1 si z(a)m = z(b)n
1

J + 1

1− (κa,bm,n)
J+1

1− κa,bm,n
otros casos

. (3.24)

donde

κa,bm,n ≡ (1 + rarbe
2πin(2a+1)−m(2b+1)

(2a+1)(2b+1) )2

(1 + r2a)(1 + r2b )
(3.25)

es la razón de la suma geométrica.

El operador overlapping kernel B(a,b)
m,n es una matriz hermı́tica con la siguiente estructura:




circ(1) B01 B02 . . . B0k B0 k+1 . . .

B∗
01 circ(C(1)

0 , C(1)
1 , C(1)

2 ) B12 . . . B1k B1 k+1 . . .

B∗
02 B∗

12 circ(C(2)
0 , . . . , C(2)

4 ) . . . B2k B2 k+1 . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

B∗
0k B∗

1k B∗
2k . . . circ(C(k)

0 , . . . , C(k)
2k ) Bk k+1 . . .

B∗
0 k+1 B∗

1 k+1 B∗
2 k+1 . . . B∗

k k+1

. . . . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




.
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Los bloques diagonales son matrices circulantes de dimensión 2s+1 con C
(s)
n =

(1 + r2se
2πin/(2s+1))2s

(1 + r2s)
2s

,

y los bloques no diagonales Bpq son matrices de dimensión (2p+ 1)× (2q + 1).

El operador overlapping kernel Ba,bm,n no es una matriz circulante36, ni si quiera es una matriz
circulante por bloques, por lo que el cálculo de la inversa se hace por métodos numéricos. Hemos
comprobado numéricamente que Ba,bm,n es invertible para diferentes elecciones de rs.

Corolario 3.6. Los coeficientes de Fourier asm del desarrollo

J∑

s=0

s∑

m=−s
asm|s,m〉, para cualquier

ψ ∈ H(J) en la base ortonormal B(H(J)) puede determinarse en términos de los datos Ψ(z
(s)
k ) =

〈z(s)k |ψ〉 como

~a = T ∗B−1~Ψ .

La inversión de B requiere O(N2) operaciones, pero se hace de una vez para siempre. Otros
métodos, como en ([9] y [10]) hacen la reconstrucción con O((N log(N))2) operaciones. Para
competir con ellos habŕıa que escoger los puntos de la muestra de manera que podamos invertir
fácilmente A o B.

3.6. Conexión con la representación de los ángulos de

Euler

Hemos probado las fórmulas de reconstrucción para funciones de Majorana Φ(z) con N
datos Ψk = 〈zk|ψ〉, con el muestreo zk = e2πik/N en la esfera de Riemann. La ventaja de usar
esta representación holomorfa compleja en lugar de la representación de los ángulos de Euler
son dos:

1. Podemos aprovechar la ventaja de su estructura circulante de los operadores resolución
y overlapping kernel, respectivamente, para poder obtener sus fórmulas expĺıcitas de
inversión.

2. Podemos extender el procedimiento de muestreo a momentos angulares semienteros (s),
que pueden ser aplicados, por ejemplo, a los frames discretos para estados coherentes de
part́ıculas con esṕın en Mecánica Cuántica.

Además, para momentos angulares enteros s = j, podŕıamos siempre pasar de una repre-
sentación a otra a través de la transformación de Bargmann37.

36Esto se debe al hecho de que los puntos de muestreo no forman un grupo abeliano. Solamente el conjunto

de puntos de la forma z
(s)
m , m = 0, 1, . . . , 2s, con s fijado, forma subgrupos ćıclicos, y estos son los responsables

para que estos bloques diagonales tenga forma circulante.
37Ver ecuación (3.13)
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Vamos a trabajar, por simplicidad, en el caso cŕıtico N = 2j + 1, y denotaremos con
Φk = 〈θ0, φk|ψ〉 los datos de la función (3.9) en la caracterización de los ángulos de Euler, y
los puntos de muestreo θ0 6= 0, π y φk =

−2π
N
k, (k = 0, . . . , N − 1). Es decir, un conjunto de N

puntos distribuidos uniformemente en un paralelo de la esfera S2, que barre según las agujas
del reloj. Denotamos con

Kkl ≡ K(θ0, φk; zl) = 〈θ0, φk|zl〉 =

=

√
(2j)!

22jj!
ei2πjk/N sinj(θ0)

(
−1 + 2ei2π(l−k)/N cot θ0 + ei4π(l−k)/N

)j
. (3.26)

la matriz discreta N ×N de la transformación de Bargmann. Si insertamos la resolución de la
identidad (3.14) en 〈θ0, φk|ψ〉, tenemos la expresión38:

Φk =
N−1∑

l,m=0

KklB−1
lmΨm, donde Ψm = 〈zm|ψ〉 . (3.27)

Que relaciona los datos entre ambas caracterizaciones o representaciones a través de las
matrices K (3.26) y B (C.4), respectivamente.

Excepto para algunos valores de θ0 (que veremos más tarde en esta sección), la transforma-
ción (3.27) es invertible, y se pueden obtener fórmulas expĺıcitas para K−1. K puede escribirse
como el producto K = ΛQ.

Λkp =

√
(2j)!

22jj!
ei2πjk/N sinj(θ0)δkp,

Qpl = (−1 + 2 cot(θ0)e
i2π(l−p)/N + ei4π(l−p)/N )j ≡ ql−p ≡ qn .

de una matriz diagonal Λ y una matriz circulante Q, que puede ser fácilmente invertida (si-
guiendo el procedimiento utilizado en el apéndice (C.2), como:

Q−1 = FNΩ
−1F∗

N , donde Ω = diag(ω0, . . . , ωN−1) con autovalores39

ωk =
N−1∑

n=0

qne
−i2πkn/N = N

j∑

p=0

p∑

r=0

′
(
p
r

)(
j
p

)
(−1)p−r(2 cot θ0)

j−p ,

donde (p = 0, . . . , j), (r = 0, . . . , p).

∑ ′ indica la suma con la restricción p = j − k + 2r .

38Ver Apéndice A: D31.
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Podemos obtener la representación holomórfica ~Ψ a partir de los datos en la repre-
sentación de los ángulos de Euler (~Φ), a través de la fórmula

~Ψ = BQ−1Λ−1~Φ = FNDΩ−1F∗
NΛ

−1~Φ ,

que puede ser visto como un producto de convolución40

~Ψ = ~Θ ∗ ~Φ′

de los datos reescalados ~Φ′ = Λ−1~Φ y el filtro ~Θ = FN
~θ con θk = λk

ωk
el cociente de los

autovalores de B y Q.

Hay valores de θ0 en los que K no tiene inversa. Por ejemplo, para el caso de θ0 =
π
2
(el

ecuador), en el que

ωk =

(
j
k
2

)
(−1)j−k/2N.

Vamos a mostrar que esta situación está ligada con el hecho de que las funciones generales
(3.9) en la representación de los ángulos de Euler no puede reconstruirse a partir de sus puntos
de muestreo Φk sobre una distribución uniforme de N puntos en el ecuador de la esfera.

Insertamos I2j+1 =

j∑

m=−j
|j,m〉〈j,m| en 〈θ0, φk|ψ〉 con |ψ〉 =

j∑

m=−j
am|j,m〉 con lo que41

Φk =

j∑

m=−j

√
4π

2j + 1
Y m
j (θ0, φk)am . (3.28)

Definimos la función Ykn(θ0) ≡
√

4π
N
Y n−j
j (θ0, φk), y viendo la demostración del corolario

3.2, en el que los coeficientes de Fourier an−j están dados en términos de los datos Ψk a través

de ~a = D−1/2F∗
N
~Ψ, obtenemos una variante de la fórmula42 (3.27)

~Φ = Y(θ0)D
−1/2F∗

N
~Φ

que conecta de nuevo los datos en ambas representaciones. Conociendo que los armónicos
esféricos se pueden expresar en términos de las funciones de Legendre asociadas43 Pm

j :

Y m
j (θ, φ) = eimφPm

j (cos θ) ,

40~Ψ = FN (DΩ−1)F∗
N (Λ−1~Φ).

41Ver Apéndice A: D33.
42Ver Apéndice A: D34.
43Apartado 10: spherical harmonics, p.76. [12].
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cuyo valor en el ecuador θ0 = π/2 está dado en términos de las funciones Gamma44

Pm
j (0) =

2m√
π
cos
(π
2
(j +m)

) Γ
(
1
2
j + 1

2
m+ 1

2

)

Γ
(
1
2
j − 1

2
m+ 1

) ,

por lo que, Ykn(π2 ) = 0 (para n impar).

En otras palabras, para θ0 = π/2, el proceso de reconstrucción en la representación de
los ángulos de Euler falla, a menos que nos restrinjamos al subespacio de funciones ψ con
coeficientes de Fourier nulos para n impar, es decir, an−j = 0 para n impar.

44Fórmula 8.6.1 (p.334), [13]. Ver Apéndice A: D35.



Caṕıtulo 4

Teoremas de muestreo y Transformada
Discreta de Fourier sobre el
hiperboloide

4.1. Introducción

Usando estados coherentes probaremos un teorema de muestreo para funciones holomorfas
sobre el hiperboloide (o su proyección estereográfica en el disco unidad D1), visto como un
espacio homogéneo del grupo pseudo-unitario SU(1, 1). Daremos una fórmula de reconstrucción
para funciones de banda limitada a partir de un kernel de tipo sinc, y una transformada
discreta de Fourier de N puntos muestra convenientemente escogidos. Se estudiará en este
caṕıtulo también el caso de submuestreo y de funciones de banda ilimitada; y la condiciones
bajo las cuales podemos obtener una reconstrucción parcial con N puntos muestra de forma
aproximada, y de como tiende a la forma exacta cuando N −→ ∞.

4.2. Representaciones de SU(1, 1)

4.2.1. Propiedades de SU(1, 1)

El grupo SU(1, 1) está formado por todas las matrices 2×2 de determinante unidad que deja
invariante la forma hermı́tica η = diag(1,−1). Los elementos de SU(1, 1) son parametrizados
a partir de dos números complejos

g =

(
ζ1 ζ2
ζ̄2 ζ̄1

)
, |ζ1|2 − |ζ2|2 = 1 .

El grupo SU(1, 1) es localmente isomorfo a SO(2, 1) (el grupo de rotaciones del espacio
pseudo-eucĺıdeo de dimensión 3, también llamado grupo de Lorentz de dimensión 3)

SO(2, 1) = SU(1, 1)/Z2 donde Z2 = {I,−I} (grupo ćıclico) .

También es localmente isomorfo al grupo simpléctico Sp(2,R), al igual que a SL(2,R). Ver
[49, 50, 51, 52].

47
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Las diferencias entre los grupos SU(1, 1) y SU(2) son:

1. SU(1, 1) es no-compacto, mientras que SU(2) es compacto.

2. SU(2) es conexo, mientras que SU(1, 1) no lo es.

El grupo G = SU(1, 1) tiene una descomposición Gaussiana1

g = z+hz− , z+ ∈ Z+ , z− ∈ Z− , h ∈ Hc .

Por ejemplo, la acción del grupo G sobre Z− está dado por2

g =

(
ζ1 ζ2
ζ̄2 ζ̄1

)
: z −→ zg =

ζ1z + ζ̄2
ζ2z + ζ̄1

, z ∈ C.

Esta acción no es transitiva, de manera que el plano complejo C está dividido (foliado) en
tres órbitas:

1. D1 ≡ X+ = {z ∈ C : |z| < 1} (Interior del ćırculo unidad).

2. C− D1 ≡ X− = {z ∈ C : |z| > 1} (Exterior del ćırculo unidad).

3. S1 ≡ X0 = {z ∈ C : |z| = 1} (Frontera del ćırculo unidad).

La acción de cada elemento g nos da la transformación

(1− |z|2) −→ (1− |zg|2) =
1− |z|2

|ζ2z + ζ̄1|2
.

X+ y X− se refieren a las dos hojas del hiperboloide. En efecto, el espacio X+ se puede
identificar con el conjunto de elementos g ∈ SU(1, 1) con

ζ1 ≡ x0 , ζ2 ≡ x1 + ix2 ,

g =

(
ζ1 ζ2
ζ̄2 ζ1

)
, |ζ1|2 − |ζ2|2 = x20 − x21 − x22 = 1 , ζ̄1 = x0 > 0,

de manera que se puede usar una parametrización

ζ1 = x0 = cosh τ/2 , ζ2 = e−iϕ sinh τ/2 , τ > 0 , ϕ ∈ [0, 2π).

X+ es isomorfo a la hoja superior del hiperboloide {(x0, x1, x2) : x20 − x21 − x22 = 1}. Es
decir, el conjunto de vectores unitarios (en la métrica pseudo-eucĺıdea), que tienen la forma

(n̂)2 = x20 − x21 − x22 = 1, x0 > 0, n̂ = (cosh τ, sinh τ cosϕ, sinh τ sinϕ).

1Ver (sección 2.7)
2Demostración análoga a la que se hizo en el apartado (2.7)
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Entonces un elemento del espacio X+ está escrito de la forma

gn =

(
cosh τ/2 e−iϕ sinh τ/2
eiϕ sinh τ/2 cosh τ/2

)
= exp[τ(m1σ1 +m2σ2)/2] ,

donde ~m = (0, m1, m2) ≡ (0, sinϕ,− cosϕ) y σ1, σ2 son matrices de Pauli.

Las matrices gn describen una rotación hiperbólica alrededor del vector ~m, con ángulo de
rotación τ .

Como en el caso de SU(2), la descomposición Gaussiana nos da un isomorfismo entre
estos espacios. Por ejemplo, el isomorfismo entre el ćırculo unidad X+ = {z : |z| < 1}, y la
hoja superior del hiperboloide H2 = {~n ≡ (x0, x1, x2) : (~n)2 = x20 − x21 − x22 = 1, x0 > 0} se
establece de la forma:

z =
ζ2
ζ1

= tanh
(τ
2

)
e−iϕ ∈ D1, ~n = (cosh τ, sinh τ cosϕ, sinh τ sinϕ) .

Aśı, el disco abierto de radio unidad D1 puede ser considerado como la proyección estere-
ográfica de la rama superior del hiperboloide X+ = H2 sobre el plano complejo.

También podemos identificar D1 como el conjunto cociente SU(1, 1)/U(1), donde U(1) es
el subgrupo de las fases eiα = ζ1

|ζ1| .

El grupo SU(1, 1) es no-compacto, de manera que a diferencia del caso de SU(2), todas sus
representaciones unitarias irreducibles son de dimensión infinita. Este grupo tiene un número de
series de representaciones irreducibles unitarias: principal, discreta y suplementaria. Aqúı sólo
vamos a utilizar la serie discreta.

4.2.2. Representación de la serie discreta

La representación de la serie discreta de SU(1, 1) es de dimensión infinita, pero en muchos
aspectos es análoga a la representación de dimensión finita de SU(2). Un vector de la base |m〉
vendrá etiquetado por un entero m, que va desde 0 hasta infinito.

El álgebra de Lie correspondiente al grupo de Lie SU(1, 1), tiene tres generadores infinite-
simales K1, K2 y K0, que en la representación fundamental se escriben como

K0 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, K+ =

(
0 1
0 0

)
, K− =

(
0 0
−1 0

)
.

Las relaciones de conmutación son

[K1, K2] = −iK0 , [K2, K0] = iK1 , [K0, K1] = iK2 .

Como para SU(2), seŕıa más apropiado expresarlos como

K± = ±i(K1 ± iK2) , K0 ,



50 CAPÍTULO 4. TEOREMAS DE MUESTREO Y DFT SOBRE EL HIPERBOLOIDE

[K0, K±] = ±K± , [K−, K+] = 2K0 . (4.1)

El operador cuadrático

Ĉ2 = K2
0 −K2

1 −K2
2 = K2

0 −
1

2
(K+K− +K−K+)

es invariante (operador Casimir), es decir, conmuta con cada Kj (j = 0, 1, 2). A partir del
lema de Schur, para cualquier representación irreducible este operador se puede expresar como
un múltiplo de la identidad

Ĉ2 = s(s− 1)Î .

Aśı que una representación de SU(1, 1) está determinada con un número s que denominaremos
symplin (esṕın simpléctico). Para las series discretas, el valor de s vale: s = 1, 3/2, 2, 5/2, . . ..

4.2.3. Representaciones irreducibles unitarias: estados coherentes
de SU(1, 1)

Buscamos representaciones irreducibles unitarias de SU(1, 1). Tomaremos una base de vec-
tores ortonormales del espacio de Hilbert Hs que sean autovectores de K0:

K0|s, n〉 ≡ (n+ s)|s, n〉 .

A partir de las relaciones de conmutación (4.1), podemos mostrar que

K+|s, n〉 =
√
(n + 1)(2s+ n)|s, n+ 1〉, K−|s, n〉 =

√
n(2s+ n− 1)|s, n− 1〉 .

Cualquier elemento del grupo U(ζ) ∈ SU(1, 1) se puede escribir de forma exponencial3

U(z, z̄, ϕ) = ezK+−z̄K−eiϕK0 ∈ SU(1, 1) .

El subgrupo U(1) ⊂ SU(1, 1) está generado por K0, y actúa de la forma, eiϕK0 |s,m〉 =
ei(m+s)ϕ|s,m〉. Al igual que se hizo para SU(2), el espacio cociente será Q = SU(1, 1)/U(1) =
D1. Vamos a tomar la sección de Borel σ : Q −→ G con σ(z, z̄) = (z, z̄, 0). Tomaremos elemen-
tos de SU(1, 1) módulo fase, es decir, tomaremos ϕ = 0 para los vectores U(z, z̄, ϕ)|s,m〉.

Para cualquier vector fiducial |γ〉 = |s,m〉 el conjunto de estados coherentes |z,m〉 ≡
U(z, z̄)|γ〉 es sobre-completo (para cualquier m) en Hs. Usaremos |γ〉 = |s, 0〉 como vector
fiducial (es decir, el vector de peso mı́nimo), aśı que K−|γ〉 = 0 y los estados coherentes
quedan como

|z〉 ≡ U(z, z̄)|γ〉 = ezK+−z̄K−|s, 0〉 = Ns(z, z̄)e
zK+ |s, 0〉,

donde4 Ns(z, z̄) = (1− |z|2)s es un factor de normalización.

Se puede probar que:

3Ver Apéndice A: DS1.
4Ver Apéndice A: DS2.
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El frame {|z〉, z ∈ C} es tight en Hs, con resolución de la identidad 5

I =
2s− 1

π

∫

D1

|z〉〈z| d2z

(1− zz̄)2
.

La descomposición de los estados coherentes |z〉 sobre la base ortonormal {|s,m〉} nos
da los coeficientes de la matriz irreducible

Us
m(z) ≡ 〈z|s,m〉 =

√(
2s+m− 1

m

)
(1− zz̄)sz̄m . (4.2)

Demostración: Se deduce fácilmente a partir de

|z〉 =
∞∑

n=0

Ns(z, z̄)z
n

√(
2s+ n− 1

n

)
|s, n〉, Ns(z, z̄) = (1− zz̄)s .

�

Un vector general de symplin s

|ψ〉 =
∞∑

m=0

am|s,m〉

escrita entonces en representación de estados coherentes como

Ψ(z) ≡ 〈z|ψ〉 =
∞∑

m=0

amU
s
m(z),

que es una función anti-holomorfa de z. Los coeficientes de Fourier an pueden ser calculados a
través de la siguiente fórmula integral:

an = 〈s, n|ψ〉 = 2s− 1

π

∫

D1

Ψ(z)Us
n(z)

d2z

(1− zz̄)2
. (4.3)

Hay que mencionar que el conjunto de estados coherentes {|z〉} no es ortogonal. A conti-
nuación escribimos el solapamiento (overlap)6 entre los estados coherentes que resulta ser un
núcleo reproductor (reproducing kernel).

C(z, z′) = 〈z|z′〉 = (1− zz̄)s(1− z′z̄′)s

(1− z′z̄)2s
.

Esta cantidad será esencial en nuestro procedimiento de muestreo sobre D1.

Existen otras representaciones de estados coherentes en SU(1, 1), correspondientes a otras
parametrizaciones, pero que no discutiremos en este trabajo.

5Ver Apéndice A: DS3.
6La demostración es análoga a la que se hizo en D11 para SU(2). También hemos utilizado la expresión:

∞∑

n=0

xn
(
p+ n− 1

n

)
= (1− x)−p ,
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4.3. Teorema de muestreo y DFT en D1

Las técnicas de muestreo consisten en la evaluación de una función (señal) ψ sobre un con-
junto de puntos discretos, y después reconstruir completamente o parcialmente ψ sin perder
información esencial en el proceso.

En nuestro caso, elegimos de una forma conveniente nuestros puntos de muestreo, de tal
forma, que el operador resolución A y el operador reproducing kernel B sea invertible y po-
damos encontrar una expresión expĺıcita de esa inversa. Escogeremos un conjunto de N puntos
distribuidos uniformemente en una circunferencia de radio r:

Q =
{
qk ≡ zk = re2πik/N , k = 0, 1, . . . , N − 1

}
, r ∈ (0, 1); (4.4)

que es un subconjunto discreto del espacio homogéneo Q = SU(1, 1)/U(1) = D1, formado por
las ráıces7 N -ésimas de rN , con 0 < r < 1. Definimos el conjunto S = {|zk〉, k = 0, 1, . . . , N − 1}
como subconjunto de estados coherentes asociados a los puntos de Q. La envoltura lineal

HS
s ≡ Lin ({|z0〉, |z1〉, . . . , |zN−1〉}) ,

es el subespacio de Hs generado por S. Para un N finito, tenemos que HS
s 6= Hs, aśı que no

podemos reconstruir exactamente cada función ψ ∈ Hs a partir de las N muestras (datos)
Ψk = 〈zk|ψ〉, pero probaremos que para funciones de banda limitada podemos siempre dar una
fórmula exacta de reconstrucción.

4.3.1. Funciones de banda limitada

Definición 4.1.
Definimos el subespacio HM

s de funciones de banda limitada, con M <∞ como:

HM
s ≡ Lin ({|s, 0〉, |s, 1〉, . . . , |s,M〉}) . (4.5)

El subespacioHM
s es un subespacio vectorial de dimensión finita de Hs. Aunque no es invariante

bajo la acción de SU(1, 1), si que es invariante bajo la acción del subgrupo U(1) ⊂ SU(1, 1)
generado por K0.

Antes de poner el siguiente teorema, vamos a introducir un lema, que nos va a servir para
demostrar dicho teorema.

Lema 4.1.
El operador “frame” T : HM

s −→ CN definido por T (ψ) = {〈zk|ψ〉, zk ∈ Q} es tal que el

7En el caso de la esfera, los puntos de muestreo que se utilizan son las ráıces de la unidad. Éstas forman
un subgrupo abeliano ZN de SU(2). La principal ventaja que nos proporcionaba es que B era una matriz
circulante. En ese caso, el muestreo era regular [31]. Ahora con SU(1, 1) el muestreo es irregular. El espacio
Q está formado por órbitas del subgrupo ZN para z = r, y esto es suficiente para mantener la estructura
circulante de B.
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operador “resolución” A = T ∗T es diagonal, A = diag(λ0, . . . , λM), en la base (4.5) de HM
s ,

con8

λm ≡ N(1− r2)2s
(
2s+m− 1

m

)
r2m, m = 0, . . . ,M. (4.6)

Como A es invertible en HM
s , denotando |z̃k〉 ≡ A−1|zk〉, el “frame dual”, la expresión

IM =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| =
N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk| (4.7)

nos da una “resolución de la identidad” en HM
s .

Teorema 4.1. Dada9 una función de banda limitada ψ ∈ HM
s sobre el disco D1, y siendo el

valor del ĺımite de la banda M , con un desarrollo finito

|ψ〉 =
M∑

m=0

am|s,m〉, (4.8)

existe una fórmula de reconstrucción (2.8) de ψ a partir de los datos Ψk = 〈zk|ψ〉, dada por

Ψ(z) =

N−1∑

k=0

Ξk(z)Ψk, (4.9)

para N > M con función tipo “sinc”,

Ξk(z) =
1

N

(
1− zz̄

1− zkz̄k

)s M∑

m=0

(zz−1
k )m.

En efecto, la ecuación10 (4.9) puede ser interpretada como una fórmula de reconstrucción
tipo Shannon, donde Ξk(z) juega el papel de función sinc, satisfaciendo las relaciones de
ortogonalidad Ξk(zl) = Plk, donde el operador P = T T +

l es un proyector ortogonal sobre
el subespacio de dimensión M de CN . En el caso de un muestreo cŕıtico, N = M + 1,
tenemos que Ξk(zl) = δlk, que corresponde a una fórmula de interpolación. Para el caso de
un sobre-muestreo, N > M +1, se obtiene un proyector a partir de un conjunto de datos
sobre-completo Ψk, (k = 0, 1, . . . , N − 1), que podŕıa ser incompatible con |ψ〉 ∈ HM

s .

Corolario 4.1 (Transformada de Fourier Discreta11). Los coeficientes de Fourier am del de-
sarrollo |ψ〉 = ∑M

m=0 am|s,m〉, para cualquier ψ ∈ HM
s , pueden determinarse en términos de

los datos Ψk = 〈zk|ψ〉 como

am =
1√
Nλm

N−1∑

k=0

e2πikm/NΨk, (m = 0, . . . ,M). (4.10)

8La cantidad λm está bien definida para m ∈ N ∩ {0} y será usada para el caso de funciones de banda
limitada. Ver Apéndice A: DS4.

9Ver Apéndice A: DS5.
10Ver Apéndice A: DS6
11Ver Apéndice A: DS7.
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Los coeficientes de Fourier am se obtienen como una transformada discreta de Fourier
(rectangular) a partir de los datos Ψ(zk), con un factor de escala 1/

√
λm. La expresión

(4.10) nos da una discretización de (4.3)

4.3.2. Funciones de banda ilimitada y submuestreo

En el apartado anterior hemos visto, que usando N puntos de muestreo, podemos re-
construir completamente funciones de banda limitada ψ ∈ HM

s , tomando como el ĺımite de
banda M = N − 1. Cuando abordamos la reconstrucción de una función de banda ilimitada
|ψ〉 =∑∞

n=0 an|s, n〉 a partir de un número finito N de muestras, no podemos usar los resulta-
dos de la sección anterior, ya que el operador resolución A es ahora no invertible12.

Para el caso del hiperboloide, a diferencia del caso de la esfera [1], donde el espacio de
Hilbert de funciones de esṕın s, Hs, es de dimensión finita, aqúı Hs es de dimensión infinita;
y por tanto, para la reconstrucción de una función arbitraria |ψ〉 =

∑∞
n=0 an|s, n〉 va a estar

siempre sometida a error. Como |ψ〉 es normalizable, los coeficientes de Fourier decrecen a cero,
aśı que si, |ψ〉 no es de banda limitada, y an decrece a cero lo suficientemente rápido, podremos
considerar aproximadamente que es de banda limitada si la norma de |ψ⊥

M〉 ≡∑∞
n=M+1 an|s, n〉

es lo suficientemente pequeña comparada con la norma de |ψ〉, para un M apropiado.

Definición 4.2.
Vamos a definir

PM =

M∑

m=0

|s,m〉〈s,m|

como el proyector sobre el subespacio HM
s de funciones de banda limitada con un ĺımite de banda

M . Denotaremos por ǫ2M+1 la distancia al cuadrado de una función de banda no limitada

|ψ〉 =
∞∑

n=0

an|s, n〉 ∈ Hs

a su proyección ortogonal

|ψM〉 = PM |ψ〉 =
M∑

n=0

an|s, n〉

sobre el subespacio HM
s de funciones de banda limitada con un ĺımite de banda M , es decir:

ǫ2M+1 ≡
〈ψ|I − PM |ψ〉

〈ψ|ψ〉 =

∞∑

n=M+1

|an|2

∞∑

n=0

|an|2
. (4.11)

12Mientras el operador T : Hs −→ CN tiene la misma expresión que en la sección anterior, el operador A
es una matriz de dimensión infinita dada por Amn = λ

1/2
m λ

1/2
n δjj′ , con m = j mod N y n = j′ mod N , que es

una matriz diagonal por bloques N ×N .
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En otras palabras13, ǫM+1 es el seno del ángulo entre ψ y ψM .

Esperamos que el error cometido cuando reconstruyamos ψ a partir de sus N muestras Ψk

sea del orden de ǫN (ψ), que será lo suficientemente pequeño si los coeficientes de Fourier an
decaen suficientemente rápido. De forma más exacta, si |an| ≤ C

nα ; para alguna constante C,
con α > 1

2
y n ≥ N , entonces

‖ψ‖2ǫ2N (ψ) =
∞∑

n=N

|an|2 ≤ C2
∞∑

n=N

1

n2α
≤
∫ ∞

N

C2

x2α
dx =

C2

(2α− 1)

1

N2α−1
. (4.12)

Con lo cual ǫ2N (ψ) = O
(

1
N2α−1

)
.

En el siguiente teorema, daremos una fórmula de reconstrucción parcial para funciones de
banda ilimitada, y una cota para el error cometido. Pero antes vamos a introducir una serie de
lemas, que utilizaremos para la demostración de dicho teorema.

Lema 4.2.
El operador “pseudo-frame” T : Hs −→ CN , dado por T (ψ) = {〈zk|ψ〉, zk ∈ Q} es tal que el
operador “overlapping kernel” B = T T ∗, es una matriz Hermı́tica invertible definida positiva,
admitiendo una descomposición B = FD̂F∗, donde D̂ = diag(λ̂0, . . . , λ̂N−1) es una matriz
diagonal con

λ̂j =
∞∑

q=0

λj+qN , (4.13)

y F la matriz de Fourier14.

Lema 4.3.
Bajo15 las condiciones del lema 4.2, el conjunto

{
|z̃k〉 =

∑N−1
l=0 B−1

kl |zl〉, k = 0, . . . , N − 1
}
cons-

tituye un “pseudo-frame” dual para S. El operador PS = T +
r T es un proyector ortogonal sobre

el subespacio HS
s , donde T +

r = T ∗B−1 es una pseudoinversa (por la derecha) para T , y

PS ≡
N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk| =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| , (4.14)

da una resolución del proyector PS, cuyos elementos de matriz en la base ortonormal {|s, n〉}
de Hs tienen una estructura diagonal por bloques N ×N :

Pmn(r,N) ≡ 〈s,m|PS|s, n〉 =
√
λmλn λ̂

−1
n mod N δn=m mod N , (m,n ∈ N∗ ≡ N∪{0}) , (4.15)

con λ̂n dado en (4.13).

13Ver Apéndice A: DS8.
14Ver Apéndice A: DS9.
15Ver Apéndice A: DS10.
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Los coeficientes de matriz (4.15) los utilizaremos para el cálculo de la función error de
funciones de banda ilimitada que expondremos en el siguiente teorema. En algún momento
determinado será interesante estudiar su comportamiento para N grande (un número grande
de puntos de muestreo). Para dar una expresión expĺıcita de este comportamiento asintótico
de Pmn(r,N), utilizaremos la siguiente función

νn(r,N) ≡ λ̂n − λn
λn

=

∞∑

u=1

(
n+ uN + 2s− 1

n+ uN

)

(
n+ 2s− 1

n

) r2uN , n = 0, . . . , N − 1 . (4.16)

Para ello hemos utilizado las expresiones de λ̂n y λn (4.6, 4.13).

En términos de νn(r,N), los elementos de matriz (4.15) adoptan la siguiente forma:

Pmn(r,N) =

(
2s− 1 + j + pN

j + pN

)1/2(
2s− 1 + j + qN

j + qN

)1/2

r(p+q)N

(
2s− 1 + j

j

)
(1 + νj(r,N))

,

para m = j + pN y n = j + qN , con j = 0, . . . , N − 1 y p, q ∈ N ∪ {0}. Para los demás casos
el valor de Pmn es cero16. En particular, para n,m ≤ N − 1, el proyector Pmn adopta la forma
diagonal

Pmn(r,N) =
λn

λ̂n
δmn =

1

1 + νn(r,N)
δmn, m, n = 0, . . . , N − 1 . (4.17)

Vamos a probar a continuación una propiedad de monotońıa de las funciones νn(r,N).

Lema 4.4.
Las funciones17 νn(r,N) son estrictamente decrecientes en n para r > 0 y s > 1/2, esto es:

νn(r,N) < νm(r,N) ⇔ n > m, (n,m = 0, . . . , N − 1).

Para el caso cŕıtico de s = 1/2, tenemos que an = 1 (definido en (A.9)). Es decir,

νn(r,N) = ν(r,N) ≡ r2N

1−r2N .

Y para el caso de s < 1/2, tenemos que {an} −→ 1, (n −→ ∞). (Estrictamente
creciente). Por lo que, se deduce, que νn(r,N) es estrictamente creciente para s < 1/2.

Ya estamos preparados para introducir el siguiente teorema.

16j = n mod N y j = m mod N es equivalente a n = j + pN y m = j + qN , donde (j = 0, . . . , N − 1).
17Ver Apéndice A: DS11.



4.3. TEOREMA DE MUESTREO Y DFT EN D1 57

Teorema 4.2. Dada18 una función de banda ilimitada ψ ∈ Hs, existe una reconstrucción
parcial de ψ, en términos del alias

Ψ̂(z) =
N−1∑

k=0

Lk(z)Ψk, (4.18)

a partir de N datos Ψk, tomando los puntos de muestreo de (4.4), con el error19

ǫ2ψ(r,N) ≡ ǫ2ψ(HS
s ) ≤

ν0(r,N)

1 + ν0(r,N)
+ 2ǫN (ψ)

√
1− ǫ2N(ψ) + ǫ2N (ψ)

(2 + ν0(r,N))

1 + ν0(r,N)
, (4.19)

con ν0(r,N) definido en (4.16). Las funciones de interpolación de Lagrange (2.11) adoptan la
siguiente forma:

Lk(z) =
1

N

(
1− zz̄

1− zkz̄k

)s N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

q=0

λj+qN

(
zz−1

k

)j+qN
(4.20)

donde

λ̂j =
∞∑

q=0

λj+qN , (j = 0, . . . , N − 1),

son los autovalores del operador discreto “reproducing kernel” B = T T ∗ (con coeficientes
Bkl = 〈zk|zl〉 ) y λn dado en (4.6), pero ahora para n ∈ N∗ ≡ N ∪ {0}.

Se puede comprobar de forma sencilla20 que ĺım
N→∞

ν0(r,N) = 0, ∀r ∈ (0, 1). Esto implica

que el error (4.19) va a cero para N → ∞.

Para obtener el orden de magnitud de este error, daremos primero el comportamiento
asintótico de ν0(r,N) para N grande.

Proposición 4.1.
La cantidad ν0(r,N) tiene el siguiente comportamiento asintótico21 (como una función de N):

ν0(r,N) =

(
2s− 1 +N

N

)
r2N +O(N2s−1r4N), (4.21)

para

r < r0(s,N) =




(
2s− 1 +N

N

)

(
2s− 1 + 2N

2N

)




1
2N

= 1− (2s− 1) ln 2

2N
+O(1/N2) .

18Ver Apéndice A: DS12.

19 ǫψ(HS) =
‖ψ − ψ̂‖
‖ψ‖ =

√
〈ψ|I − PS |ψ〉

〈ψ|ψ〉 .

20Ver Apéndice A: DS13.
21Ver Apéndice A: DS14.
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Usando la expresión asintótica (4.21), el error cuadrático (4.19) tiende a cero cuando
N −→ ∞, con el comportamiento asintótico22

ǫ2ψ(r,N) ≤ 2ǫN

√
1− ǫ2N + 2ǫ2N +O(N2s−1r2N) ,

para r < r0. Aśı que, la reconstrucción de ψ con ψ̂ es exacta en este ĺımite.

Corolario 4.2 (Transformada Discreta de Fourier23). Los coeficientes de Fourier an del desar-
rollo (4.8) se pueden obtener de forma aproximada como una transformada de Fourier sobre
el hiperboloide:

ân =

√
λn

λ̂n

1√
N

N−1∑

k=0

ei2πnk/NΨk . (4.22)

La expresión de los coeficientes de Fourier ân conllevan una especie de periodización del
an original24.

ân+pN =

√
λn+pN
λn

ân , ∀p ∈ N .

Este es el análogo para el hiperboloide del t́ıpico efecto aliasing para señales de banda
ilimitada sobre la recta real.

Podŕıamos pensar que, para el caso ǫN = 0, debeŕıamos recuperar los resultados de la sección
4.3.1 (funciones de banda limitada). Pero veremos que este no es el caso. Antes, tenemos
que realizar un proceso de truncado y filtrado de |ψ̂〉 en (5.26) para obtener la fórmula de
reconstrucción (4.9) para funciones de banda limitada (4.8). Si M = N − 1, la operación de
truncado será:

|ψ̂M〉 ≡ PM |ψ̂〉 =
M∑

m=0

ân|s, n〉.

Si a continuación reescalamos los coeficientes de Fourier25:

|ψ̂RM〉 ≡ R|ψ̂M〉 =
M∑

m=0

λ̂n
λn
ân|s, n〉 ,

podemos encontrar la fórmula de reconstrucción para Ψ̂R
M(z) = 〈z|RPM |ψ̂〉 de la expresión

(4.9). Para funciones de banda limitada, encontramos que el error cuadrático se puede acotar
de la siguiente forma26:

‖ψ − ψ̂RM‖2
‖ψ‖2 ≤ ǫ2N +

〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉
‖ψ‖2 ≤ ǫ2N + ǫ2N(1 + ν0(r,N))2 . (4.23)

22Ver Apéndice A: DS15.
23Ver Apéndice A: DS16.
24Ver Apéndice A: DS17.
25Ver Apéndice A: DS20.
26Ver Apéndice A: DS22.
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De forma distinta a (4.19), la nueva cota en (4.23) es proporcional a ǫ2N . Si además, suponemos
un comportamiento para an como en (4.12), entonces tenemos que el error (4.23) es del orden
O
(

1
N2α−1

)
.

Un enfoque alternativo para el muestreo de funciones de banda ilimitada ψ para ǫM+1 muy
pequeño, será más adecuado en un cierto ĺımite. De hecho, para ǫM+1 ≪ 1, tenemos que:

‖ψ − PMψ‖2 = ǫ2M+1‖ψ‖2 ≪ ‖ψ‖2.

Por lo tanto, la fórmula de reconstrucción (4.9) para ψM = PMψ seŕıa una buena aproximación
de ψ, de manera similar a lo realizado en [40], sección 4. El problema es que, en general, los
datos originales Ψk = 〈zk|ψ〉 para ψ y los datos truncados (desconocidos) ΨM,k = 〈zk|PM |ψ〉
para ψM son diferentes, a menos que 〈zk|PM = 〈zk| (∀k = 0, . . . , N − 1), que es equivalente27

a 〈zk|PM |zk〉 = 1 (∀k = 0, . . . , N − 1). La siguiente proposición estudia las condiciones bajo
las cuales este requerimiento se cumple.

Proposición 4.2.
Tomamos28 el “symplin” y el ĺımite de banda M lo más grande posible, es decir, s −→
∞, M −→ ∞. Entonces los elementos de la diagonal de PM en HS

s presentan el siguiente
comportamiento asintótico:

P s
M(r) ≡ 〈zk|PM |zk〉 = χ[0,r)(r)Θ(rc − r) +O

(
1

2s− 1 +M

)

donde χA es la función caracteŕıstica en el intervalo A, Θ es la función de Heaviside

Θ(x) =

{
0 si x < 0
1 si x ≥ 0

.

y

rc =

(
1 +

2s− 1

M

)−1/2

expresa un “radio cŕıtico”. Para M ≫ 2s tenemos que rc ≤ 1.

Si dibujamos P s
M(r) en función de r para diferentes valores de s y M tal que rc = 1

2
.

Podemos observar que P s
M(r) se acerca cada vez más a una función escalón cuando M y s

crecen.

Los coeficientes de la matriz de PM en HS
s tienen estructura circulante29. Es decir, se

puede ver como una transformada de Fourier de los coeficientes λn.

Cl =
1

N

M∑

m=0

λme
−2πiml/N .

27Ver Apéndice A: DS21.
28Ver Apéndice A: DS18.
29Ver Apéndice A: DS19.



60 CAPÍTULO 4. TEOREMAS DE MUESTREO Y DFT SOBRE EL HIPERBOLOIDE

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

PM
s HrL

M=100, s=
301

2

M=10, s=
31

2

M=1, s=2

Figura 4.1: Representación de P s
M como una función de r para diferentes valores de s y M , tal

que rc =
1
2
.



Caṕıtulo 5

Teoremas de muestreo y Transformada
Discreta de Fourier sobre el plano
complejo

5.1. Introducción

Proporcionaremos fórmulas de reconstrucción y transformada de Fourier discreta para fun-
ciones de onda holomorfas en el espacio de Fock-Bargmann en la representación número-fase,
a partir de un número finito N de muestras {θk = 2πk/N}N−1

k=0 para un número medio dado
p de part́ıculas. El subsistema de estados coherentes (CS) S =

{
|zk = √

peiθk〉
}
es completo

(un frame) para espacios de Hilbert truncados (número finito de part́ıculas), y las fórmulas
de reconstrucción son exactas. Para un número ilimitado de part́ıculas, S es casi completo
(un pseudo-frame), y se dará unas fórmulas parciales de reconstrucción junto a un estudio de
aproximación promedio, que tiende exactamente, cuando p < N y/o N −→ ∞.

Los operadores más simples usados para describir los sistemas mecano-cuánticos con un
grado de libertad son el operador coordenada q y el operador momento p. Actúan en un
espacio de Hilbert H satisfaciendo las relaciones de conmutación de Heisenberg:

[q, p] = i~I, [q, I] = [p, I] = 0.

Donde I es el operador identidad.

Podemos definir los operadores creación y destrucción de este grupo de la forma1:

a =
q + ip√

2~
, a† =

q − ip√
2~

,

[a, a†] = I, [a, I] = [a†, I] = 0. (5.1)

1†: Conjugación Hermı́tica. ¯: Conjugación compleja.

61



62 CAPÍTULO 5. TEOREMAS DE MUESTREO Y DFT SOBRE C

Los operadores {q, p, I} (respectivamente
{
a, a†, I

}
) son los generadores de un álgebra de

Lie W1 (Álgebra de Heisenberg-Weyl).

Definición 5.1 (Álgebra de Heisenberg-Weyl).
El álgebra de Heisenberg-Weyl W1 es un álgebra de Lie de dimensión 3, con las relaciones de
conmutación

[e1, e2] = e3, [e1, e3] = [e2, e3] = 0,

e1 ≡
i√
~
p, e2 ≡

i√
~
q, e3 ≡ iI.

En general, los elementos del álgebra W1, se pueden escribir como:

x ≡ (s; x1, x2) = x1e1 + x2e2 + se3, s, x1, x2 ∈ R,

x = isI +
i

~
(Pq −Qp) = isI + (αa† − ᾱa),

x1 =
1√
~
Q, x2 =

1√
~
P,

α = 1√
2~

(Q+ iP ) = 1√
2
(−x1 + ix2),

ᾱ = 1√
2~

(Q− iP ).

El conmutador de los elementos x ≡ (s; x1, x2) y y ≡ (t; y1, y2) está dado por:

[x, y] = B[x, y]e3, B(x, y) = x1y2 − x2y1 .

B(x, y) es la forma simpléctica standard sobre el plano (x1, x2).

Construimos el correspondiente grupo de Lie mediante la exponenciación de los elementos
del álgebra

ex = eisID(α), D(α) = e(αa
†−ᾱa),

eAeB = e
1
2
[A,B]e(A+B) . (5.2)

Esta expresión es válida si2 [A, [A,B]] = 0, [B, [A,B]] = 0.

La ley del producto del grupo seŕıa:

D(α)D(β) = exp(iℑ(αβ̄)D(α+ β)),

D(αn)D(αn−1) · . . . ·D(α1) = exp(iδ)D(αn + αn−1 + . . .+ α1),

donde

δ ≡ ℑ
(
∑

j>k

αjᾱk

)
.

2Demostración: [5], pág 9.
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La fase ℑ(αβ̄) tiene un significado geométrico simple. ℑ(αβ̄) = 2A(0, β, α + β), donde
A(α, β, γ) es el área del triángulo con vértices en los puntos α, β, γ. Y A es positivo si el ciclo
α −→ β, β −→ γ, γ −→ α es contrario a las agujas del reloj y en caso opuesto A < 0.

Los operadores D(α) son acotados, y su dominio de definición es denso en H.

Los operadores eitD(α) forma una representación del grupo parametrizado por tres números
reales

g = (t; x1, x2),

o por un número real t y un número complejo α : g(t;α).

Este grupo se le denomina grupo de Heisenberg-Weyl, denotado por W1. Se puede com-
probar que la ley del producto en W1 es:

(s; x1, x2)(t; y1, y2) = (s+ t +B(x, y); x1 + y1, x2 + y2),

B(x, y) = x1y2 − y1x2.

El grupo W1 pertenece a la clase de los grupos nilpotentes. Un ejemplo t́ıpico relevante
para esta clase es el grupo de matrices triangulares con 1 en la diagonal principal

g =




1 a c
0 1 b
0 0 1


 .

Estas matrices forman las representaciones más simples de dimensión finita no unitarias
del grupo W1. Los generadores del álgebra de Lie e1, e2, e3 están representados como:

e1 =




0 1 0
0 0 0
0 0 0


 , e2 =




0 0 0
0 0 1
0 0 0


 , e3 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 .

5.2. Representaciones del grupo Heisenberg-Weyl

Vamos a describir las representaciones unitarias irreducibles de W1. Todos los elementos de
la forma (s, 0), forman el centro3 de W1. Por lo tanto, para cualquier representación irreducible
unitaria T (g) del grupo W1, los operadores T ((s, 0)) forman una representación unitaria del
subgrupo {(s, 0)}, que está determinado por un número real λ:

T λ((s, 0)) = eiλsI .

Teorema 5.1. Para un valor fijo de λ, (λ 6= 0), cualesquiera dos representaciones irreducibles
unitarias del grupo W1 son unitariamente equivalentes. Es decir, para cualquier dos sistemas
de operadores D(α) y D̃(α), satisfaciendo el producto del grupo

D(α)D(β) = exp(2iℑ(αβ̄))D(α)D(β),

3El centro es el conjunto de todos los elementos que conmutan con cada elemento de W1.
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existe un operador unitario U , tal que

D̃(α) = U †D(α)U.

Algo parecido ocurre con los operadores ã†, ã, y a†, a satisfaciendo las relaciones de con-
mutación

[a, a†] = I, [a, I] = [a†, I] = 0,

ã† = U †a†U, ã = U †aU.

Los operadores a, a† no están acotados (como no lo están p y q).

Aśı que una representación irreducible unitaria de dimensión infinita del grupo W1 está fi-
jada con un número real λ 6= 0 : T (g) = T λ(g). Las representaciones con λ = 0, son de
dimensión 1, y están fijadas por un par de números reales: µ y ν.

T (g) = T µν(g) = χµν(g)I, χµν(g) = exp(i(µx1 + νx2)).

Vamos a describir ahora las representaciones T λ(g) expĺıcitamente.

Los operadores q, p y a†, a actúan en el espacio de Hilbert H. Existe en H un vector |0〉
denominado vaćıo cumpliendo

a|0〉 = 0, 〈0|0〉 = 1.

La acción del operador creación a† genera un conjunto de vectores normalizados a partir del
vaćıo

|n〉 = 1√
n!
(a†)n|0〉, n = 0, 1, 2, . . .

Los vectores {|n〉} forman una base en H. La acción de los operadores a y a† en esta base
está dada por

a|n〉 = √
n|n− 1〉, a†|n〉 =

√
n + 1|n+ 1〉, (5.3)

a†a|n〉 = n|n〉.
La justificación de lo anterior viene de la verificación de las relaciones de conmutación.

En la representación de coordenadas el vector |ψ〉 está representada con una función coor-
denada 〈q|ψ〉 = ψ(q), que es de cuadrado integrable

∫
|ψ(q)|2dq <∞.

La acción del operador de coordenadas q̂ en la representación de coordenadas es justo la mul-
tiplicación por q, mientras que el operador momento p̂ está representado con la diferenciación
con respecto a q:

p̂ = −i~ ∂
∂q

.
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El vector de la base |n〉 está descrito por la función:

〈q|n〉 = ϕn(q) = (π~)−1/4(2nn!)−1/2Hn

(
q√
~

)
exp

(−q2
2~

)
,

donde Hn(q) es el polinomio de Hermite de grado n.

Los polinomios de Hermite verifican la siguiente relación de recurrencia:

dHn(q)

dq
= 2nHn−1(q),

(
2q − d

dq

)
Hn(q) = Hn+1(q),

Hn(q) =

(
2q − d

dq

)n
H0(q), H0(q) ≡ 1,

Hn(q) = (−)n exp(q2)
dn

dqn
(
exp(−q2)

)
.

La ecuación diferencial para los polinomios de Hermite es :

H ′′
n − 2qH ′

n + 2nHn = 0.

En la representación de coordenadas la acción del operador D(α), α = (Q+iP )√
2~

está dado por:

D(α)ϕ(q) = exp

(−iPQ
2~

)
exp

(
iP q

~

)
ϕ(q −Q).

5.3. Estados coherentes

5.3.1. Estados coherentes del grupo Heisenberg-Weyl

Sea T (g) una representación unitaria irreducible de W1, y |ψ0〉 un vector fijo en el espacio
de representaciones H. El estado correspondiente al vector |ψ0〉 = |0〉 es estable bajo la acción
de los operadores de la forma T (s, 0) (â|0〉 = 0 =⇒ eiαâ|0〉 = |0〉). El estado está representado
por el conjunto de vectores de la forma exp(iϕ)|ψ〉, diferenciándose del vector |ψ〉 a través
de una fase solamente, | exp(iϕ)| = 1. En otras palabras, el subgrupo de isotroṕıa H para un
estado arbitrario |ψ0〉 contiene solamente elementos de la forma (s, 0).

Aplicando el operador representación

T (g) = T ((t, α)) = eitD(α).

a |ψ0〉. El resultado es un conjunto de estados {|α〉}

|α〉 = D(α)|ψ0〉, donde α ∈ C.

Como el subgrupo de isotroṕıa del estado ψ0, es H = {h} , h(t, 0), para diferentes α tenemos
diferentes estados. El sistema {|α〉} es justo un sistema de estados coherentes generalizados del
tipo {T (g), |ψ0〉}. Un caso importante es cuando tomamos como el elemento madre el vaćıo
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|0〉 (|ψ0〉 = |0〉). Este es el caso de los estados coherentes estándar o canónicos.

Como T (g) es irreducible, entonces el sistema de estados es completo. Estos estados no
tienen porque ser mutuamente ortogonales.

〈β|α〉 = 〈ψ0|D†(β)D(α)|ψ0〉 = exp
(
iℑ(αβ̄)

)
〈ψ0|D(α− β)|ψ0〉,

|〈β|α〉|2 = |〈ψ0|D(α− β)|ψ0〉|2 ≡ ρ(α− β),

ρ(α) tiene que ser distinta de cero, y además ρ(α− β) se trata de un reproducing kernel.

El operador D(α) transforma cualquier estado coherente en otro estado coherente

D(α)|β〉 = exp
(
iℑ(αβ̄)

)
|α+ β〉. (5.4)

La relación (5.4) determina la acción del grupo W1 sobre el plano α.

(s; β)α = α + β.

H = {(t, 0)} actúa como la transformación identidad en el plano α. El grupo cocienteW1/H
es el grupo de traslaciones del plano α.

La medida invariante en el plano α es

dµ(α) = Cd2α = Cdα1dα2, α = α1 + iα2.

C es una constante.

Sea |α〉〈α| el operador proyección sobre el estado |α〉. Consideremos el operador

Â =

∫
dµ(β)|β〉〈β|.

Es fácil ver que Â conmuta con D(α), ∀α ∈ C. Por lo tanto, por el lema de Schur este operador
es proporcional al operador identidad

Â = d−1Î .

Para encontrar la constante d, calculamos el valor medio del operador Â sobre el estado cohe-
rente |α〉.

d−1 = 〈α|Â|α〉 =
∫

|〈α|β〉|2 dµ(β) =
∫
ρ(β)dµ(β).

Como Â es un operador acotado, la constante d es distinta de cero, aśı que el factor C en la
medida puede ser escogido tal que4 d = 1.

∫
dµ(α)|α〉〈α| = Î .

4Klauder J.R.: Ann. of Phys. 11,123 (1960).
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La constante C está determinada por la condición
∫
ρ(α)dµ(α) = 1,

∫
dµ(α)|α〉〈α|β〉 = |β〉.

Entonces el reproducing kernel5 K(α, β) ≡ 〈α|β〉 cumple la propiedad:

∫
K(α, β)K(β, γ)dµ(β) = K(α, γ).

Un estado arbitrario |ψ〉 se puede expandir en términos de estados coherentes

|ψ〉 =
∫
dµ(α)ψ(α)|α〉,

donde los coeficientes funcionales ψ(α) están dados por:

ψ(α) = 〈α|ψ〉.

La función ψ(α) determina el estado |ψ〉 completamente y se le llama el śımbolo del estado
|ψ〉. Evidentemente

〈ψ|ψ〉 =
∫

|ψ(α)|2 dµ(α).

Los estados {|α〉} , |α〉 = D(α)|0〉 forma el sistema de estados coherentes estándar. Es fácil ver
que el estado |α〉 es aniquilado por el operador

D(α) a D†(α).

Tenemos que
a|α〉 = α|α〉.

Esta expresión se puede demostrar escribiendo el estado coherente |α〉 en la forma de Glauber
como a continuación se detalla6

a|α〉 = exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=0

αn√
n!

√
n|n− 1〉 = exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=1

αn√
(n − 1)!

|n − 1〉 =

= exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=0

αn+1

√
n!

|n〉 = α|α〉.

El estado coherente estándar es un autoestado del operador de aniquilación, mientras que
cualquier número complejo α podŕıa ser un autovalor. No es dif́ıcil mostrar que el operador a†

no tiene autovectores en H.

5Aronszajn A.: Trans. Amer. Math. Soc. 68,337 (1950).
Bergmann S. The kernel functions and conformal mapping. Math. Surv. No. 5, Amer. Math. Soc No. 4 (1950).

6Forma de Glauber: |α〉 = exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉.
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Usando la expresión (5.2) podemos expresar D(α) de diversas formas:

D(α) = exp

(−|α|2
2

)
exp(αa†) exp(−ᾱa) (Forma Normal o de Wick).

D(α) = exp

( |α|2
2

)
exp(−ᾱa) exp(αa†) (Forma Antinormal o de anti-Wick).

De las formas normales y antinormales tenemos:

a†D(α) =

(
∂

∂α
+
ᾱ

2

)
D(α), D(α)a† =

(
∂

∂α
− ᾱ

2

)
D(α),

aD(α) = −
(
∂

∂ᾱ
− ᾱ

2

)
D(α), D(α)a = −

(
∂

∂ᾱ
+
α

2

)
D(α).

Podemos también escribir |α〉 como: |α〉 = exp

(−|α|2
2

)
exp(αa†)|0〉 que puede ser expresada

como en la forma de Glauber

|α〉 = exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=0

αn√
n!
|n〉. (5.5)

A partir de aqúı obtenemos:

〈α|β〉 = exp

(−|α|2
2

− |β|2
2

+ ᾱβ

)
, ρ(α) = |〈α|0〉|2 = exp

(
−|α|2

)
,

|〈α|β〉|2 = exp
(
−|α− β|2

)
.

5.4. Representación de Fock-Bargmann

En las representaciones convencionales de momento y coordenadas no se imponen condi-
ciones de analiticidad sobre las funciones ϕ(q) y ϕ̃(p) correspondientes a un vector en el espacio
de Hilbert H. Pero existe una representación donde cualquier estado está descrito enteramente
por una función anaĺıtica. Esta representación se denomina de Fock-Bargmann. En esta
representación se pueden encontrar soluciones sencillas para un cierto número de problemas
recurriendo a la teoŕıa de las funciones anaĺıticas.

Vamos a centrarnos en el caso de los estados coherentes usuales

|α〉 = D(α)|0〉,

donde |0〉 es el vector vaćıo tal que a|0〉 = 0.

Sea |ψ〉 un vector arbitrario normalizado enH. Entonces sabemos que el estado |ψ〉 está com-
pletamente determinado con su śımbolo 〈α|ψ〉.
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|ψ〉 =
∞∑

n=0

Cn|n〉, 〈ψ|ψ〉 =
∞∑

n=0

|Cn|2 = 1.

De la forma de Glauber (5.5), tenemos

〈α|ψ〉 = exp

(
−|α|2

2

)
φ(ᾱ).

φ(ᾱ) =
∞∑

n=0

CnUn(ᾱ), Un(z) ≡
1√
n!
zn, Cn ≡ 〈n|ψ〉. (5.6)

La serie (5.6) converge uniformemente en cualquier dominio compacto del plano-α complejo,
gracias a que se verifica

∞∑

n=0

|Cn|2 = 1,

aśı que φ(ᾱ) es una función anaĺıtica o anti-holomorfa en el plano complejo-α7

‖φ‖2 = 〈φ|φ〉 =
∫
dµ(z) exp

(
−|z|2

)
|φ(z)|2 <∞. (5.7)

El producto escalar de dos funciones φ1(z) y φ2(z) satisfaciendo la condición (5.7) definida
como8

〈φ1|φ2〉 =
∫

exp
(
−|z|2

)
φ̄1(z)φ2(z)dµ(z). (5.8)

Fock propuso un operador solución para las relaciones de conmutación de Heisenberg

[a, a†] = I, [a, I] = [a†, I] = 0.

a −→ d

dz
, a† −→ z ,

en analoǵıa a la solución de Schrödinger

p̂ = −i~ d
dq
, q̂ = q.

Su justificación viene dado por:

[a, a†]φ = (aa† − a†a)φ =
d(zφ)

dz
− z

dφ

dz
= φ =⇒ [a, a†] = Î .

7Vamos a etiquetar los α ∈ C como z ∈ C, ya que en este trabajo hemos utilizado más la última nomen-
clatura. Aunque en otras referencias bibliográficas utilizan más la primera.

8Esta forma de definir el producto escalar, viene influenciada por la estructura del śımbolo 〈α|ψ〉 del estado
|ψ〉.
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El espacio de la representación de Fock-Bargmann será denotado por F . El producto escalar
en este espacio está dado por (5.8). Una consecuencia de la desigualdad de Schwartz9 es

|φ(z)| ≤ C exp

( |z|2
2

)
para cualquier φ(z) ∈ F .

En la representación de Fock-Bargmann el operador a† es la multiplicación con z, mientras
que el operador a es la derivada con respecto a z. Se puede comprobar que a† es conjugada de
a para el producto escalar (5.8).

La forma de este producto escalar puede derivarse del requerimiento de que los operadores
a y a† sean conjugadas.

5.4.1. Propiedades de la representación de Fock-Bargmann

La base ortonormal en F tiene una forma más sencilla que en la representación de coor-
denadas 10.

|n〉 −→ 〈z|n〉 = e−|z|2/2Un(z̄) = e−|z|2/2 z̄
n

√
n!
.

La correspondiente representación del estado coherente |α〉 es

〈z|α〉 = exp

(−|α|2
2

+ αz̄ − |z|2
2

)
.

Esta expresión la obtenemos de la forma de Glauber

〈z|α〉 = exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=0

αn√
n!
〈z|n〉 = exp

(−|α|2
2

) ∞∑

n=0

αnz̄n

n!
= exp

(−|α|2
2

)
exp(αz̄).

El equivalente a la δ de Dirac en el espacio F , es decir, el reproducing kernel es:

δ(z, z′) =
∞∑

n=0

Un(z)Ūn(z
′) = exp(zz̄′).

Es fácil ver que para cualquier función anaĺıtica f(z) en F

f(z) =

∫
δ(z, z′) exp

(
−|z′|2

)
f(z′)dµ(z′).

9|〈α|φ〉| ≤ ‖φ‖‖α‖ (Desigualdad de Schwartz), con peso ‖α‖ = 1:

|〈α|φ〉| ≤ 1 =⇒ e−|z|2/2|φ(α)| ≤ 1 =⇒ |φ(α)| ≤ e|z|
2/2.

10〈z|ψ〉 =
∞∑

n=0

CnUn(z) =

∞∑

n=0

〈n|ψ〉〈z|n〉,
∞∑

n=0

|n〉〈n| = 1.
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Si consideramos el espacio L2(C, e−|z|2dµ) (el espacio de todas las funciones no necesa-
riamente anaĺıticas con medida e−|z|2dµ(z)), satisfaciendo la condición

‖f‖2 = 〈f |f〉 =
∫

|f(z, z̄)|2 exp
(
−|z|2

)
dµ(z) <∞,

se tiene que

f(z) =

∫
exp

(
zz̄′ − |z′|2

)
f(z′, z̄′)dµ(z′)

realiza una proyección del espacio L2(C, e−|z|2dµ) en F .

La relación entre la representación de coordenadas usual y la representación de Fock-
Bargmann está dado por el kernel 〈z|q〉, satisfaciendo

a〈q|z〉 = z〈q|z〉,

donde a es el operador destrucción actuando en el espacio q. Expĺıcitamente, esta ecuación
es11: (

~
d

dq
+ q −

√
2~z

)
〈q|z〉 = 0,

dando12

K(q, z) = 〈q|z〉 = (π~)−1/4 exp

(
−z

2

2
+

√
2

~
zq − q2

2~

)
.

A continuación se mostrará la acción de los operadores D(α) en la representación de
coordenadas

D(α) = exp

(
i

~
(Pq −Qp)

)
= exp

(
− i

2~
PQ

)
exp

(
iPQ

~

)
exp

(−iQp
~

)
,

D(α)ψ(q) = exp

(
− i

2~
PQ

)
exp

(
iP q

~

)
ψ(q −Q),

y en la representación de Fock-Bargmann

D(α)f(z) = exp

(
−1

2
|α|2
)
exp(αz)f(z − ᾱ).

11a ≡
√

~

2
d
dq +

q√
2~

12Ver [5], pág. 22.
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5.5. Estados coherentes canónicos y su restricción al ćırcu-

lo

Los quantos de oscilación de un campo electromagnético monocromático, fotones, están
descritos por operadores escalera de creación y destrucción: a† y a, con relación de conmutación:

[a, a†] = 1.

Sea el espacio de Hilbert (espacio de Fock o espacio de número de ocupación) H, y |n〉 los
auto-estados normalizados del operador hermı́tico número N = a†a. Tenemos:

N|n〉 = n|n〉, 〈n|m〉 = δnm,

∞∑

n=0

|n〉〈n| = 1.

Estos estados pueden ser generados a partir del vaćıo de Fock |0〉, como:

|n〉 = 1√
n!
(a†)n|0〉 .

Los estados coherentes |z〉, z ∈ C, están definidos como autoestados del operador destru-
cción a,

a|z〉 = z|z〉.
Estos estados pueden generarse a partir de la acción del operador unitario

U(z, z̄) ≡ eza
†−z̄a = e−zz̄/2eza

†

ez̄a,

sobre el vaćıo |0〉, es decir:

|z〉 ≡ U(z, z̄)|0〉 = e−zz̄/2eza
† |0〉 = e−zz̄/2

∞∑

n=0

zn√
n!
|n〉. (5.9)

Todos los resultados anteriores se pueden deducir fácilmente de la introducción de este caṕıtulo.

Como a no es hermı́tico, no hay ninguna razón (en principio) para que el conjunto {|z〉, z ∈
C} sea un conjunto completo de estados ortonormales. Se puede comprobar fácilmente que el
Reproducing Kernel o overlapping kernel para estos estados coherentes es:

C(z, z′) = 〈z|z′〉 = e−zz̄/2e−z
′z̄′/2ez̄z

′

, (5.10)

que no es cero para z 6= z′. El conjunto {|z〉, z ∈ C} es sobre-completo y define un tight frame
en H, con resolución de la identidad :

I =
1

π

∫

C

|z〉〈z|d2z, (5.11)
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donde d2z = dRe(z)dIm(z) = rdrdθ es la medida de Lebesgue en C en las coordenadas
polares z = reiθ. Usando la forma de Glauber, tenemos:

1

π

∫

C

|z〉〈z|d2z = 1

π

∫

C

e−zz̄
∞∑

n,m=0

znz̄m√
n!m!

|n〉〈m| =

=
1

π

∞∑

n,m=0

∫ ∞

0

dr
rn+m+1

√
n!m!

e−r
2 |n〉〈m|

∫ 2π

0

dθeiθ(n−m) =

= 2

∞∑

n=0

∫ ∞

0

dr
r2n+1

n!
e−r

2 |n〉〈n| =
∞∑

n=0

|n〉〈n| = I.

El número promedio de part́ıculas p (bosones) en un estado coherente |z〉 es13

p = 〈z|N |z〉 = |z|2

y la amplitud de probabilidad de encontrar n part́ıculas en |z〉 es:

Un(z) ≡ 〈n|z〉 = 〈n|U(z, z̄)|0〉 = e−zz̄/2
1√
n!
zn. (5.12)

De la misma forma, la amplitud de probabilidad de encontrar cualquier estado

|ψ〉 =
∞∑

n=0

an|n〉 ∈ H

en el estado coherente |z〉 está dado por:

Ψ(z) ≡ 〈z|ψ〉 =
∞∑

n=0

anUn(z).

Los coeficientes de “Fourier” an se pueden calcular por la siguiente fórmula integral14:

an = 〈n|ψ〉 = 1

π

∫

C

Ψ(z)Un(z)d
2z. (5.13)

13Volviendo a utilizar la forma de Glauber, tenemos:

〈z|N |z〉 = e−|z|2
∞∑

m,n=0

z̄mzn√
m!n!

nδmn = e−|z|2
∞∑

n=0

|z|2nn
n!

= |z|2 .

14Se puede demostrar fácilmente a partir de (5.11) y (5.12), y sabiendo que Ψ(z) ≡ 〈z|ψ〉 =
∞∑

n=0

〈z|n〉〈n|ψ〉,

y que an = 〈n|ψ〉 = 1

π

∫

C

〈n|z〉〈z|ψ〉d2z.
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Podemos encontrar an de los valores Ψ(z), tomando z =
√
peiθ para un valor fijo de número

medio de part́ıculas p = |z|2 como:

an =

√
n!

pne−p
1

2π

∫ π

−π
einθΨ(

√
peiθ)dθ. (5.14)

Esto sugiere la posibilidad de reconstruir el estado ψ a partir de un número finito N de fases
{θk}N−1

k=0 y un número medio fijo de part́ıculas (pero arbitrario) p. Seguiremos con esta idea en
la siguiente sección, y estudiaremos las condiciones bajo las cuales se puede dar una reconstru-
cción parcial o total de ψ a partir de N muestras {Ψ(zk), zk =

√
peiθk}N−1

k=0 y ver que es posible
que el error de la aproximación de la reconstrucción parcial, tiende a cero en el ĺımite N → ∞.

Aqúı no debatiremos el problema de la definición de los operadores fase, que se puede encon-
trar en las siguientes referencias bibliográficas ([57, 58, 59, 60, 61, 62, 63]) y en el apéndice (D).
Podemos salvar la dificultad de una buena definición del operador fase restringiendo nuestro
espacio de Hilbert a un subespacio HM of H (número finito de part́ıculas). O también con-
siderando sistemas cuánticos con un número promedio grande de part́ıculas (es decir, estados
semi-clásicos), en el que la incertidumbre de la fase (y número) son despreciables.

5.6. Estados coherentes en el ćırculo

Vamos a considerar el subconjunto Cr de estados coherentes sobre un ćırculo de radio r, es
decir, Cr =

{
|reiθ〉, θ ∈ [0, 2π)

}
. En este caso nuestro conjunto Q es Cr, y la medida es dq = dθ.

Lo primero tendŕıamos que comprobar la condición de frame

b〈ψ|ψ〉 ≤
∫ 2π

0

|Ψ(reiθ)|2dθ ≤ B〈ψ|ψ〉,

con Ψ(z) = 〈z|ψ〉. Expandiendo el estado |ψ〉 en la base de estados números , |ψ〉 =∑∞
n=0 an|n〉;

la condición anterior queda

b

∞∑

n=0

|an|2 ≤ 2π

∞∑

n=0

λ̄n|an|2 ≤ B

∞∑

n=0

|an|2 (5.15)

donde λ̄n = e−r
2 r2n

n!
y 2πλ̄n son los autovalores del operador resolución A, que es diagonal

en la base de estados número 15. La parte derecha de la desigualdad (5.15) se satisface con
B = 2πmáx

{
λ̄n
}
, que significa que A es un operador acotado. Como λ̄n > 0, la inversa existe,

pero como λ̄n va a cero cuando n −→ ∞, A−1 es un operador no acotado, y por lo tanto la
desigualdad (5.15) no se cumple, pero el hecho de que el conjunto de estados coherentes sobre
el ćırculo no constituya un frame sobre H no invalida la construcción de los siguientes aparta-
dos, pero pueden ocurrir problemas de convergencia y dominio cuando operamos con A−1 y

con el frame dual |r̃eiθ〉, como por ejemplo con datos duales Ψ̃(reiθ). En efecto, los estados

15Recordar que λ̄n = λn

N donde λn aparece en el caso discreto, en la expresión (5.18).
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del frame dual |r̃eiθ〉 no son normalizables, ya que sus coeficientes de Fourier 〈n|r̃eiθ〉 −→ ∞
cuando n −→ ∞. Sin embargo, utilizarlos en nuestros cálculos teniendo un cuidado especial y
analizando la validez de las expresiones finales.

Los coeficientes de Fourier an de ψ se pueden obtener como:

an = 〈n|ψ〉 =
∫ 2π

0

Ψ(reiθ)〈n|r̃eiθ〉dθ ,

utilizando que 〈n|r̃eiθ〉 = 1
2π
λ̄
−1/2
n einθ. Con esto obtenemos la expresión (5.14). Los datos duales

puede calcularse usando la base de los estados número:

Ψ̃(reiθ) = 〈r̃eiθ|ψ〉 =
∞∑

n=0

〈r̃eiθ|n〉〈n|ψ〉 = 1

2π

∞∑

n=0

λ̄−1/2
n e−inθan =

er
2/2

2π

∞∑

n=0

√
n!

zn
an ,

donde z = reiθ. Usando esta expresión llegamos a que los datos duales Ψ̃(z) están directamente
relacionados con la representación del ćırculo [71, 72, 73, 74, 75, 69], g(z), como:

Ψ̃(z) =
er

2/2

2π
zg(z) ,

aśı que las condiciones para la existencia de ambas funciones son las mismas.

5.7. Número Finito de Part́ıculas

Vamos a trabajar con sistemas que tengan un número finito de part́ıculas M <∞, aśı que
truncaremos nuestro espacio de Hilbert HM ⊂ H de M + 1 dimensiones. Siguiendo la termi-
noloǵıa introducida en [60, 61], denotamos como estados f́ısicamente accesibles a aquellos que
pueden ser obtenidos del estado vaćıo que actúan durante un tiempo finito con una fuente de
enerǵıa finita y con una interacción finita. Estos estados pertenecen a HM para algún entero
M . Estos estados, llamados también estados f́ısicos, están caracterizados con el hecho de que
〈N q〉 es finito, para un q ∈ N arbitrario y finito. Estos estados incluyen los estados coherentes,
estados squeezed, estados del equilibrio térmico y en general estados Gaussianos [64].

Antes de discutir la reconstrucción de estados ψ ∈ HM de un número finito de fases muestra,
recordaremos algunos resultados análogos a los que se hicieron con SU(1, 1). La ventaja de usar
tight frames para espacio de Hilbert de dimensión finita ha sido discutido en [65].

5.7.1. Reconstrucción exacta de estados truncados

En nuestro caso, elegimos de una forma conveniente nuestros puntos de muestreo, de tal
forma, que el operador resolución A y el operador reproducing kernel B sea invertible y po-
damos encontrar una expresión expĺıcita de esa inversa. Escogeremos un conjunto de N puntos
distribuidos uniformemente en una circunferencia de radio

√
p:

Q =
{
zk =

√
pe2πik/N , k = 0, 1, . . . , N − 1

}
, (5.16)
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Definimos el conjunto S = {|zk〉, k = 0, 1, . . . , N − 1} como el subconjunto de estados
coherentes asociados a los puntos de Q.

HS ≡ L ({|z0〉, |z1〉, . . . , |zN−1〉}) ,
es el subespacio de H generado por S. Para un N finito, tenemos que HS 6= H, aśı que no
podemos reconstruir exactamente cada función ψ ∈ H a partir de las N muestras (datos)
Ψk = 〈zk|ψ〉, pero probaremos que para funciones de banda limitada podemos siempre dar una
fórmula exacta de reconstrucción.

Definición 5.2.
Definimos el subespacio HM de funciones de banda limitada, con M <∞ como:

HM ≡ L ({|0〉, |1〉, . . . , |M〉}) . (5.17)

El subespacio HM es un subespacio vectorial de dimensión finita M + 1 de H.

Lema 5.1.
Para N > M el operador “frame” T : HM −→ CN definido por T (ψ) = {〈zk|ψ〉, zk ∈ Q} es
tal que el operador “resolution” A = T ∗T es diagonal, A = diag(λ0, . . . , λM), en la base (5.17)
de HM , con16

λm(p) ≡ N
e−p

m!
pm, m = 0, . . . ,M. (5.18)

A es invertible en HM , por lo tanto, denotando por |z̃k〉 ≡ A−1|zk〉 el “frame dual”, la expresión

IM =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| =
N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk| (5.19)

nos da una “resolución de la identidad” en HM .

Teorema 5.2. Dada17 una función de banda limitada ψ ∈ HM sobre el disco C, y siendo el
valor del ĺımite de la banda M ,

|ψ〉 =
M∑

m=0

am|m〉, (5.20)

existe una fórmula de reconstrucción (2.8) de ψ

Ψ(z) =
N−1∑

k=0

Ξk(z)Ψk, (5.21)

para N > M partiendo de los datos Ψk ≡ Ψ(zk) = 〈zk|Ψ〉, y tomando nuestro conjunto anterior
de muestreo (fases) (ver expresión (5.16)), obtenemos

Ξk(z) =
1

N
e(zk z̄k−zz̄)/2

M∑

m=0

(zz−1
k )m.

16La cantidad λm está bien definida para m ∈ N ∩ {0} y será usada también para el caso de un número
infinito de part́ıculas M = ∞. Notar también que f(n; p) = λn(p)/N es la función densidad de la distribución
de Poisson. Ver Apéndice A: DHW1.

17Ver Apéndice A: DHW2.
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Los resultados siguientes son análogos a los que se obtuvieran para SU(1, 1).

La ecuación18 (5.21) puede ser interpretada como una fórmula de reconstrucción tipo
sinc, donde las funciones Ξk(z) juegan el papel con las funciones sinc, satisfaciendo las
relaciones de ortogonalidad Ξk(zl) = Plk donde el operador P = T T +

l es un proyector
ortogonal sobre el subespacio de dimensión M de CN . En el caso de un muestreo cŕıtico,
N = M + 1, tenemos que Ξk(zl) = δlk, que corresponde a una fórmula de interpolación.
Para el caso de un sobre-muestreo, N > M+1, se obtiene un proyector pues se parte de un
conjunto de datos sobre-completo Ψk, (k = 0, 1, . . . , N − 1), que pueden ser incompatible
con |ψ〉 ∈ HM .

Corolario 5.1 (Transformada de Fourier Discreta19). Los coeficientes de Fourier am del de-
sarrollo |ψ〉 =∑M

m=0 am|m〉, para cualquier ψ ∈ HM , pueden determinarse en términos de los
datos Ψk = 〈zk|ψ〉, como

am =
1√
Nλm

N−1∑

k=0

e2πikm/NΨk, (m = 0, . . . ,M). (5.22)

Los coeficientes de Fourier am se obtienen como una transformada discreta de Fourier
(rectangular) a partir de los datos Ψ(zk), con un factor de escala 1/

√
λm. La expresión

(5.21) nos da una discretización de (5.14).

5.8. Número infinito de part́ıculas

En esta sección estudiaremos el caso más interesante y realista de estados con un número
infinito de part́ıculas. Antes de continuar, ver sección 2.10.2.

5.8.1. Reconstrucción parcial de estados y aliasing

En el apartado anterior hemos visto que, usando N fases de muestreo, podemos recons-
truir completamente funciones de banda limitada ψ ∈ HM , para un número de part́ıculas
M = N − 1. Cuando se trata de la reconstrucción de una función |ψ〉 =∑∞

n=0 an|n〉 de banda
ilimitada a partir de un número finito N de muestras, no podemos usar los resultados de la
sección anterior, ya que el operador resolución A es no invertible20.

El espacio de Hilbert H es de dimensión infinita, y por tanto, la reconstrucción de una fun-
ción arbitraria |ψ〉 =∑∞

n=0 an|n〉 a partir de un número finito de muestras va a estar siempre
sometida a error. Como |ψ〉 es normalizable, los coeficientes de Fourier decrecen a cero, aśı que

18Ver Apéndice A: DS6
19Se demuestra de forma análoga en el Apéndice A: DS7.
20Mientras el operador T : Hs −→ CN tiene la misma expresión que en la sección anterior, el operador A

es una matriz de dimensión infinita dada por Amn = λ
1/2
m λ

1/2
n δjj′ , con m = j mod N y n = j′ mod N , que es

una matriz diagonal por bloques N ×N .
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si, |ψ〉 /∈ HM , y an decrece a cero lo suficientemente rápido; podremos considerar aproximada-
mente que es de banda limitada si la norma de |ψ⊥

M〉 ≡ ∑∞
n=M+1 an|n〉 es lo suficientemente

pequeña comparada con la norma de |ψ〉, para un M apropiado.

Definición 5.3.
Vamos a definir

PM =

M∑

m=0

|m〉〈m|

como el proyector del subespacio truncado HM para algún M < ∞. Denotaremos con ǫ2M+1

como la normalización de la distancia al cuadrado de una función

|ψ〉 =
∞∑

n=0

an|n〉 ∈ H (5.23)

con su proyección ortogonal

|ψM〉 = PM |ψ〉 =
M∑

n=0

an|n〉

sobre el subespacio HM , es decir:

ǫ2M+1 ≡
〈ψ|I − PM |ψ〉

〈ψ|ψ〉 =

∑∞
n=M+1 |an|2∑∞
n=0 |an|2

. (5.24)

En otras palabras21, ǫM+1 es el seno del ángulo entre ψ y ψM .

Esperamos que el error cometido cuando reconstruyamos ψ a partir de sus N muestras Ψk

sea del orden de ǫN (ψ), que será lo suficientemente pequeño si los coeficientes de Fourier an
decaen lo suficientemente rápido. De forma más exacta, si |an| ≤ C

nα ; para alguna constante C,
con α > 1

2
y n ≥ N .

‖ψ‖2ǫ2N(ψ) =
∞∑

n=N

|an|2 ≤ C2

∞∑

n=N

1

n2α
≤
∫ ∞

N

C2

x2α
dx =

C2

(2α− 1)

1

N2α−1
, (5.25)

decimos entonces, que ǫ2N (ψ) = O
(

1
N2α−1

)
.

Para el caso especial22 en el que |ψ〉 es un estado f́ısico, por ejemplo un estado coherente
|ζ〉, es decir, cuando an = e−|ζ|2/2 ζn√

n!
, tenemos que ǫ2N (ζ) = 1−Γ(N, |ζ |2)/Γ(N). Cuando

N es muy grande, podemos obtener la expresión aproximada:

ǫ2N (ζ) ≃
{

0 si |ζ |2 < N
1 si |ζ |2 > N

.

Esto significa que al tomar M = N − 1, y definiendo p = |ζ |2 como el número medio de
part́ıculas, N > p, entonces |ζM〉 ≃ |ζ〉, y si N < p, entonces |ζM〉 ≃ 0. Este compor-
tamiento es similar para estados f́ısicos, y garantiza que la reconstrucción parcial se hace
exacta para N −→ ∞.

21Ver Apéndice A: DS8.
22Ver Apéndice A: DHW3.
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En el siguiente teorema, daremos una fórmula de reconstrucción parcial para funciones
ψ ∈ H, y daremos una cota del error cometido.

Teorema 5.3. Dada23 una función ψ ∈ H, existe una reconstrucción parcial de ψ, en términos
del alias

Ψ̂(z) =

N−1∑

k=0

Lk(z)Ψk, (5.26)

a partir de N datos Ψk, tomando los puntos de muestreo de (5.16), con el error24

ǫ2ψ(p,N) ≡ ǫ2ψ(HS) ≤ ν0(p,N)

1 + ν0(p,N)
+ 2ǫN(ψ)

√
1− ǫ2N (ψ) + ǫ2N (ψ)

(2 + ν0(p,N))

1 + ν0(p,N)
, (5.27)

con ν0(p,N) ≡∑∞
u=1

1
(uN)!

puN . Las funciones de interpolación de Lagrange (2.11) adoptan la
siguiente forma:

Lk(z) =
1

N
e(zk z̄k−zz̄)/2

N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

q=0

λj+qN

(
zz−1

k

)j+qN
(5.28)

donde

λ̂j =

∞∑

q=0

λj+qN , (j = 0, . . . , N − 1),

son los autovalores del operador discreto “overlapping kernel” B = T T ∗ (con coeficientes
Bkl = 〈zk|zl〉 ) y λn dado en (5.18), pero ahora para n ∈ N∗ ≡ N ∪ {0}.

Se puede comprobar de forma sencilla25 que ĺım
N→∞

ν0(p,N) = 0, ∀p > 0. Esto implica que

el error (5.27) va a cero para N → ∞.

Para obtener el orden de magnitud de este error, daremos primero el comportamiento
asintótico de ν0(p,N) para N grandes.

Proposición 5.1.
La cantidad ν0(p,N) tiene el siguiente comportamiento asintótico26 (como una función de N):

ν0(p,N) =
1

N !
pN +O(N−2N−1/2), (5.29)

para

p < p0(N) =

(
(2N)!

N !

) 1
N

=
4N

e

(
1 +

ln 2

2N
+O

(
1

N2

))
.

23Ver Apéndice A: DS12. Se demuestra de forma análoga.

24 ǫψ(HS) =
‖ψ − ψ̂‖
‖ψ‖ =

√
〈ψ|I − PS |ψ〉

〈ψ|ψ〉 .

25Se comprueba de forma análoga al realizado en el Apéndice A: DS13.
26Ver Apéndice A: DHW5.
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Usando la expresión asintótica (5.29), el error cuadrático (5.27) tiende a cero cuando
N −→ ∞, con el comportamiento asintótico27

ǫ2ψ(p,N) ≤ 2ǫN

√
1− ǫ2N + 2ǫ2N +O(N−2N−1/2)

para p < p0(N). Aśı que, la reconstrucción de ψ mediante ψ̂ es exacta en este ĺımite.

Corolario 5.2 (Transformada Discreta de Fourier28). Los coeficientes de Fourier an del desar-
rollo (5.23) se puede obtener de forma aproximada con las transformaciones de Fourier sobre
el hiperboloide:

ân =

√
λn

λ̂n mod N

1√
N

N−1∑

k=0

ei2πnk/NΨk . (5.30)

La expresión de los coeficientes de Fourier ân heredan una especie de periodización del
an original29.

ân+pN =

√
λn+pN
λn

ân , ∀p ∈ N .

Este es el análogo para el hiperboloide del t́ıpico efecto aliasing para señales de banda
ilimitada sobre la recta real.

Podŕıamos pensar que para el caso ǫN (ψ) = 0, podemos reconstruir los resultados de la
sección 4.3.1 (funciones de banda limitada). Pero veremos que este no es el caso. Antes, tenemos
que realizar un proceso de truncación y filtrado de |ψ̂〉 en (5.26) para obtener la fórmula de
reconstrucción (4.9) para funciones ψ ∈ HM (|ψ〉 =∑M

m=0 am|m〉). Si M = N −1, la operación
de truncación será:

|ψ̂M〉 ≡ PM |ψ̂〉 =
M∑

m=0

ân|n〉,

si a continuación reescalamos los coeficientes de Fourier30:

|ψ̂RM 〉 ≡ R|ψ̂M〉 =
M∑

m=0

λ̂n
λn
ân|n〉 .

Podemos encontrar la fórmula de reconstrucción para Ψ̂R
M(z) = 〈z|RPM |ψ̂〉 de la expresión

(5.21). Para funciones de banda limitada, encontramos que el error cuadrático se puede acotar
de la siguiente forma31:

‖ψ − ψ̂RM‖2
‖ψ‖2 ≤ ǫ2N +

〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉
‖ψ‖2 ≤ ǫ2N + ǫ2N (1 + ν0(r,N))2. (5.31)

27Ver Apéndice A: DS15.
28Ver Apéndice A: DS16.
29Ver Apéndice A: DS17.
30Ver Apéndice A: DS20.
31Ver Apéndice A: DS22.
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Un enfoque alternativo para el muestreo de funciones ψ para ǫM+1 muy pequeños (ǫM+1 ≪
1), para las que se tiene

‖ψ − PMψ‖2 = ǫ2M+1‖ψ‖2 ≪ ‖ψ‖2.
Consiste en utilizar la fórmula de reconstrucción (5.21) para ψM = PMψ, por lo que nos daŕıa
una buena aproximación de ψ, de manera similar a lo realizado en [40], sección 4. El problema
es que, en general, los datos originales Ψk = 〈zk|ψ〉 para ψ y los datos truncados (desconocidos)
ΨM,k = 〈zk|PM |ψ〉 para ψM son diferentes, a menos que 〈zk|PM = 〈zk| (∀k = 0, . . . , N − 1),
que es equivalente32 a 〈zk|PM |zk〉 = 1 (∀k = 0, . . . , N − 1). La siguiente proposición estudia
las condiciones bajo las cuales este requerimiento se cumple.

Proposición 5.2.
Para33 M grandes, los elementos de la diagonal de PM en HS tienen el siguiente compor-
tamiento:

PM(p) ≡ 〈zk|PM |zk〉 ≃
{

1 si p < pc − σc
0 si p > pc + σc

(es decir, una aproximación de la función escalón de Heaviside), donde

pc =M + 1, σc =
√
M + 1 ,

que representan el número promedio de part́ıculas cŕıtico y la desviación standard, respectiva-
mente.

Si dibujamos PM(p) en función de p para diferentes valores de M . Podemos observar que
PM(r) se acerca cada vez más a una función escalón cuando M crece.

M 2 M

1

2

1

PMHpL

M 2 M

1

2

1

PMHpL

M 2 M

1

2

1

PMHpL

Figura 5.1: PM(p) como una función de p para tres valores distintos de M : 10, 100 y 1000.

Los coeficientes de la matriz de PM en HS tienen estructura circulante34. Es decir, se
pueden ver como una transformada de Fourier de los coeficientes λn. Tienen la expresión
〈zk|PM |zl〉 = Ck−l(p), donde

32Ver Apéndice A: DS21.
33Ver Apéndice A: DS18.
34Ver Apéndice A: DS19.
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Cl(p) =
1

N

M∑

m=0

λme
−2πiml/N .

Nótese que CN−l = C∗
l , por lo tanto, Cl son elementos independientes para l = 0, . . . , N

2
.

5.9. Conclusiones

La restricción de estados coherentes discretos en el ćırculo nos da una forma alternativa de
considerar funciones en la representación de Fock-Bargmann. Para espacios de Hilbert trunca-
dos, este subconjunto de estados coherentes finitos nos da un tight frames finito con propiedades
interesantes. La falta de exactitud en el caso general aún nos permite una reconstrucción con
un cierto error que tiende a cero para N −→ ∞. También hemos probado que un tratamiento
casi exacto es posible cuando el número de muestras de fase N es más grande que el número
de part́ıculas p para estados f́ısicos.

La reconstrucción de estados cuánticos es importante en Óptica Cuántica, Computación
cuántica y Teoŕıa de la Información. Los estados cuánticos son reconstruidos usando medidas
sobre un conjunto de estados cuánticos idénticos.



Apéndice A

Demostraciones

A.1. Demostraciones de SU(2)

D1: Vamos a justificar que e(zJ−−z̄J+)e−iϕJ3 ∈ SU(2).

J+ =

(
0 1
0 0

)
, J− =

(
0 0
1 0

)
, (J+)

2 = (J−)
2 = 0.

J3 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, (J3)

n =
1

2n

(
1 0
0 (−1)n

)
.

J+J− =

(
1 0
0 0

)
, J−J+ =

(
0 0
0 1

)
, {J+, J−} = I (proyectores).

e−iϕJ3 =
∞∑

n=0

1

n!
(−iϕ)nJn3 =

∞∑

n=0

1

2n
1

n!
(−iϕ)

(
1 0
0 (−1)n

)
=

(
e−iϕ/2 0
0 eiϕ/2

)
.

ezJ−−z̄J+ =

∞∑

n=0

1

n!
(zJ− − z̄J+)

n.

(n par) −→ (zJ− − z̄J+)
n = (−zz̄)n/2I.

(n impar) −→ (zJ− − z̄J+)
n = (−zz̄)(n−1)/2(zJ− − z̄J+).

Por lo que:

e(zJ−−z̄J+) =
∞∑

k=0

1

(2k)!
(−zz̄)kI +

∞∑

k=0

1

(2k + 1)!
(−zz̄)k(zJ− − z̄J+) =

= I cos |z| + 1
|z| sin |z|(zJ− − z̄J+) =




cos |z| −z̄
|z| sin |z|

z

|z| sin |z| cos |z|


 .
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Entonces:

e(zJ−−z̄J+)e−iϕJ3 =




e−iϕ/2 cos |z| −eiϕ/2 z̄
|z| sin |z|

e−iϕ/2
z

|z| sin |z| eiϕ/2 cos |z|


 ∈ SU(2).

Y asociamos:

ζ1 ≡ e−iϕ/2 cos |z|, ζ2 ≡ −eiϕ/2 z|z| sin |z|.

D2:

(J2)
n =





1
2n
I si n es par.

1
2n
J2 si n es impar

.

e−iθJ2 = I

∞∑

k=0

1

(2k)!

(−iθ
2

)2k

+ i

(
0 −1
1 0

) ∞∑

k=0

1

(2k + 1)!

(−iθ
2

)2k+1

=

= I cos
θ

2
+ sin

θ

2

(
0 −1
1 0

)
=

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
.

Por lo que

e−iφJ3e−iθJ2e−iϕJ3 =

(
e

−i(φ+ϕ)
2 cos θ

2
e

−i(φ−ϕ)
2 sin θ

2

−e i(φ−ϕ)
2 sin θ

2
e

i(φ+ϕ)
2 cos θ

2

)
∈ SU(2).

D3:

1 = 〈z|z〉 = N̄sNs

2s∑

n,m=0

z̄mzn

√(
2s
n

)(
2s
m

)
δnm = N̄sNs

2s∑

n=0

(zz̄)n
(
2s
n

)
=

= N̄sNs(1 + zz̄)2s = 1 =⇒ Ns =

(
1√

1 + z̄z

)2s

≡ N 2s.

D4: Vamos a utilizar la descomposición del estado coherente (3.12).

2s+ 1

π

∫

C

|z〉〈z| d2z

(1 + zz̄)2
=

2s+ 1

π

∫

C

2s∑

n,m=0

znz̄m

n!m!
(J−)

n|s, s〉〈s, s|(J+)m
dRe(z)dIm(z)

(1 + zz̄)2s+2
= ♠

|z〉 =
(

1

zz̄ + 1

)s 2s∑

n=0

zn(J−)
n|s, s〉, 〈z| =

(
1

zz̄ + 1

)s 2s∑

n=0

z̄n(J+)
n〈s, s|.

♠ =
2s+ 1

π

∫

C

2s∑

n,m=0

znz̄m

√(
2s
n

)(
2s
m

)
|s, s− n〉〈s, s−m|dRe(z)dIm(z)

(1 + zz̄)2s+2
=
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(
z = reiθ, dxdy = rdrdθ,

∫ 2π

0

dθei(n−m)θ = 2πδnm

)

=
2s+ 1

π

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

drr

2s∑

n,m=0

rn+mei(n−m)θ

√(
2s
n

)(
2s
m

)
1

(1 + r2)2s+2
|s, s−n〉〈s, s−m| =

( Haciendo el cambio de variable x = r2, dx = 2rdr )

= (2s+ 1)
2s∑

n=0

(
2s
n

)∫ ∞

0

dx
xn

(1 + x)2s+2
|s, s− n〉〈s, s− n|.

La función beta la podemos expresar de la forma1:

m!n!

(m+ n+ 1)!
=

∫ ∞

0

xm

(1 + x)m+n+2
dx.

Entonces a partir de ∫ ∞

0

xn

(1 + x)2s+2
dx =

1

(2s+ 1)

(
2s
n

) ,

2s∑

n=0

|s, s− n〉〈s, s− n| =
s∑

m=−s
|s,m〉〈s,m| = I.

Tenemos demostrado lo que queŕıamos.

D5:
U(θ, φ) = e−iφJ3e−iθJ2.

e−iθJ2|s,m〉 =
∞∑

n=0

1

n!
(−iθ)nJn2 |s,m〉 =

∞∑

n=0

1

n!

(−θ
2

)
(J+ − J−)

n|s,m〉.

J2|s,m〉 = α+(m)|s,m+ 1〉 − α−(m)|s,m− 1〉, donde

α±(m) ≡ 1

2i

√
(s∓m)(s±m+ 1) (recordar J2 =

1
2i
(J+ − J−)).

Los coeficientes α± cumplen la propiedad: α−(m) = α+(m− 1).

Con lo que |θ, φ;m〉 =
∑

−s≤i≤s
ai|s, i〉 (sobrecompleto).

D6: Cumple la condición:

∀ψ ∈ Hs,
1

‖ψ‖2
s∑

m=−s
〈ψ|θ, φ;m〉〈θ, φ;m|ψ〉 = constante, (‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ〉).

1Ver Ecuación (10.61), p.614; [8]
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D7:
Tenemos que comprobar: O = U(θ′, φ′)OU∗(θ′, φ′).

U ′OU ′∗ =

∫
U(θ′, φ′)U(θ, φ)|s,m〉〈s,m|U∗(θ, φ)U∗(θ′, φ′)dΩ =

=

∫
U(θ′′, φ′′)|s,m〉〈s,m|U∗(θ′′, φ′′)dΩ′′ =

∫
|θ′′, φ′′〉〈θ′′, φ′′|dΩ′′ = 0.

Por ser dΩ una medida invariante sobre S2.

T r(O) =
s∑

m=−s
〈s,m|O|s,m〉 =

∫ s∑

m=−s
〈θ, φ|s,m〉〈s,m|θ, φ〉dΩ =

=

∫
〈θ, φ|

s∑

m=−s
|s,m〉〈s,m||θ, φ〉dΩ =

∫
dΩ = 4π.

D8: ∫
dΩ Y m

l (θ, φ)(Y m
l′ )

∗(θ, φ) =
2l + 1

4π

∫
dΩ 〈l, m|θ, φ, 0〉〈θ, φ, 0|l′, m′〉 =

= 〈l, m|l′, m′〉 = δll′δmm′ .

D9:

〈θ, φ; 0|j,m〉 = 〈j, 0|U∗(θ, φ)|j,m〉 = 〈j, 0|eiθJ2eiφJ3|j,m〉 =

〈j, 0|eiθJ2|j,m〉eiφm =
(
〈j,m|e−iθJ2|j, 0〉

)
eiφm.

(djm0(θ))
∗eiφm = e−imφ(Dj

m0(φ, θ))
∗eiφm =

√
4π

2j + 1
Y m
j (θ, φ).

Hemos utilizado las matrices de Wigner, y alguna de sus propiedades:

Dj
m′m(α, β, γ) = e−im

′αdjm′m(β)e
−imγ con djm′m(β) = 〈j,m′|e−iβJ2|j,m〉.

Defino Dj
m′m(α, β) ≡ Dj

m′m(α, β, 0) =⇒ Dl
m0(α, β) =

√
4π

2l + 1
(Y m

l )∗ (β, α).

D10:

〈z|s,m〉 =
(

1√
1 + z̄z

)2s s∑

m′=−s
z̄s+m

′

√(
2s

s+m′

)
〈s,m′|s,m〉 =

=

(
1√

1 + z̄z

)2s

(z̄)s+m

√(
2s

s+m

)
.
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D11:

〈z|z′〉 =
(

1

1 + zz̄

)s(
1

1 + z′z̄′

)s s∑

m,m′=−s
(z̄)s+m(z′)s+m

′

√(
2s

s+m

)(
2s

s+m′

)
〈s,m|s,m′〉 =

=
1

(1 + zz̄)s(1 + z′z̄′)s

s∑

m=−s
(z̄z′)s+m

(
2s

s +m

)
=

=
1

(1 + zz̄)s(1 + z′z̄′)s

2s∑

n=0

(z̄z′)n
(
2s
n

)
=

(1 + z′z̄)2s

(1 + zz̄)s(1 + z′z̄′)s
.

D12: A partir de

Ylm(θ, φ) = Blm

∫ 2π

0

e−imα(cos θ + i sin θ sin(α + φ))l dα ≡ BlmIlm(θ, φ).

Blm =
1

4πl!

√
2l + 1

π
(l −m)!(l +m)! , K(θ, φ; z) =

= (1 + zz̄)−j
√

4π

2j + 1

j∑

m=−j

√(
2j

j +m

)
zj+mBjm

∫ 2π

0

dα e−imα(cos θ + i sin θ sin(α + φ))j =

= (1 + zz̄)−jzj
√
(2j)!

2πj!

j∑

m=−j
zm
∫ 2π

0

dα e−imα(cos θ + i sin θ sin(α + φ))j.

Ijm(θ, φ) =

j∑

n=0

(
j
n

)
(cos θ)j−n(i sin θ)n

∫ 2π

0

dα e−imα sinn(α + φ).

sinn(α + φ) =
1

2i

n (
e(α+φ)i − e−(α+φ)i

)n
=

1

(2i)n

n∑

p=0

(
n
p

)
e(n−p)(α+φ)i(−1)pe−p(α+φ)i.

Ijm(θ, φ) =

j∑

n=0

2−n
(
j
n

)
(cos θ)j tann θ

n∑

p=0

(
n
p

)
(−1)pe(n−2p)φi

∫ 2π

0

dα e(n−2p−m)iα =
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=

j∑

n=0

2−n
(
j
n

)
(cos θ)j tann θ

n∑

p=0

(
n
p

)
(−1)pe(n−2p)φi2πδm,n−2p =

= 2π(cos θ)j
j∑

n=0

(
j
n

)(
1

2
tan θ

)n
enφi

n∑

p=0

(
n
p

)(
−e−2φi

)p
δm,n−2p.

K(θ, φ; z) =
(1 + zz̄)−j

j!
(z cos θ)j

√
(2j)!

j∑

n=0

(
j
n

)(
z tan θ

2
eφi
)n n∑

p=0

(
n
p

)(
−e

−2φi

z2

)p
.

A partir de (1 + x)n =
n∑

p=0

(
n
p

)
xp, tenemos

K(θ, φ; z) =
(1 + zz̄)−j

j!
(z cos θ)j

√
(2j)!

j∑

n=0

(
j
n

)(
zeiφ tan θ

2

)n(
1− e−2iφ

z2

)n
=

(1 + zz̄)−j
√
(2j)!

j!
(z cos θ)j

(
1 +

1

2

(
zeiφ tan θ − e−iφ tan θ

z

))j
=

= (1 + zz̄)−j
√

(2j)!

2jj!

(
2z cos θ + z2 sin θeiφ − sin θe−iφ

)j
.

D13: A partir de

〈z|s,m〉 =
(

1√
1 + z̄z

)2s

(z̄)s+m

√(
2s

s+m

)
, ψ =

2s∑

n=0

ψn|s, n− s〉.

Obtenemos

Tkn = 〈zk|s, n− s〉 = 2−se−2πink/N

√(
2s
n

)
; (k = 0, . . . , N − 1), (n = 0, . . . , 2s).

El operador resolución lo obtenemos a partir de Tkn y de la relación de ortogonalidad:

N−1∑

k=0

e2πik(n−m)/N =

{
N si n = m mod N
0 si n 6= m mod N

= Nδn,m modN . (A.1)

Como estamos en el caso (Sobre-muestreo) N ≥ 2s+ 1 =⇒
N−1∑

k=0

e2πik(n−m)/N = Nδnm.

A =
∑

qk∈Q
|qk〉〈qk|, (Anm) ≡ 〈n|A|m〉 =

N−1∑

k=0

〈n|zk〉〈zk|m〉 =
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=

N−1∑

k=0

TkmT ∗
kn = 2−2s

√(
2s
n

)(
2s
m

)N−1∑

k=0

e2πik(n−m)/N = N2−2s

(
2s
n

)
δnm.

Por lo que los coeficientes de A son: Anm = N2−2s

(
2s
n

)
δnm .

Por lo tanto, A es diagonal con elementos no nulos en la diagonal, aśı que es invertible y
podemos construir un dual frame, y una pseudoinversa para T :

T +
l ≡ A−1T ∗.

Por lo que podemos construir un dual frame |z̃k〉 ≡ A−1|zk〉, donde

N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk| =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| = I.

D14: (a): Sabiendo que FN es la matriz de Fourier estándar y que además se cumple la siguiente
propiedad:

FN,2s+1 = FN iN,2s+1.

(b): A partir de F∗
MNFNM = IM y de pMN iNM = IM , tenemos que:

A = T ∗T = (D
1/2
2s+1 p2s+1,NFN)(iN,2s+1F∗

N D
1/2
2s+1) = D.

(c): A partir de B↑ = iNM B pMN ≡
(
B 0
0 0

)

N×N
, obtenemos:

B = T T ∗ = (FN iN,2s+1 D
1/2
2s+1)(D

1/2
2s+1 p2s+1,N F∗

N) = (FN iN,2s+1 D2s+1 p2s+1,N F∗
N) = FNA↑F∗

N .

D15:

P = T T +
l = T A−1T ∗ = FN iN,2s+1D

1/2D−1D1/2 p2s+1,N F∗
N =

= FN iN,2s+1 p2s+1,N F∗
N = FN P2s+1F∗

N .

Hemos considerado

iNMpMN = PM ≡
(
IM 0
0 0

)

N×N
,

donde P2s+1 = (I2s+1)
↑ =

(
I2s+1 0
0 0

)

N×N
. Está claro que P es un proyector ortogonal.

A partir de p2s+1,N iN,2s+1 = I2s+1,

PT = (FN iN,2s+1 p2s+1,NF∗
N)(FN iN,2s+1D

1/2) = FN iN,2s+1 p2s+1,N iN,2s+1 D
1/2 = T .
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D16: A partir de la identidad

I2s+1 =

N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k| =
N−1∑

k=0

|z̃k〉〈zk|.

Cualquier ψ ∈ Hs puede ser escrita como |ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψ(zk)|z̃k〉.

Entonces Ψ(z) = 〈z|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψ(zk)〈z|z̃k〉, como |z̃k〉 = A−1|zk〉, tenemos que:

A partir de

λn = N2−2s

(
2s
n

)
, |zk〉 =

1√
N

2s∑

n=0

znkλ
1/2
n |s, n− s〉, (k = 0, . . . , N − 1).

A|s, n− s〉 = λn|s, n− s〉, N 2s = (1 + zz̄)−s, 〈z|s, n− s〉 = N 2s(z̄)n

√(
2s
n

)
.

〈z|z̃k〉 = 〈z|A−1|zk〉 =
2s

N
N 2s

2s∑

n=0

(z̄z̄−1
k )n ≡ Ξ(zz−1

k ), (k = 0, . . . , N − 1).

D17:

|ψ〉 =
s∑

m=−s
am|s,m〉 =

2s∑

n=0

an−s|s, n− s〉 =⇒ 〈zk|ψ〉 =
2s∑

n=0

an−sTkn = Ψ(zk).

Si lo expresamos en forma matricial

(T ) ∈ MN,2s+1, (a) ∈ M2s+1,1, (Ψ) ∈ MN,1.

T a = Ψ =⇒ T ∗T a = T ∗Ψ =⇒ a = (T ∗T )−1T ∗Ψ ≡ T +
l Ψ.

T +
l (pseudoinversa), A ≡ T ∗T =⇒ a = A−1T ∗Ψ.

an−s =

2s∑

m=0

N−1∑

k=0

A−1
nmT ∗

mkΨ(zk) =

=
N−1∑

k=0

2s∑

m=0

λ−1
m δmn2

−s
(
2s
m

)1/2

ei2πkm/NΨ(zk) =
2s

N

(
2s
n

)−1/2 N−1∑

k=0

Ψ(zk)e
2πikn/N .

D18:

Tkn =
1√
N

√
λne

−i2πkn/N ⇔ T = FN,2s+1 D
1/2 = FN iN,2s+1 D

1/2.

A partir de

F∗
MNFNM = IM , pMN iNM = IM , iMNpNM = PN ≡

(
IN 0
0 0

)

M×M
= (IN )

↑.
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A = T ∗T = (D
1/2
2s+1 p2s+1,N F∗

N)(FN iN,2s+1 D
1/2
2s+1) = D.

A partir de:

B↑ = iNM B pMN ≡
(
B 0
0 0

)

N×N
.

B = T T ∗ = (FN iN,2s+1 D
1/2
2s+1)(D

1/2
2s+1 p2s+1,N F∗

N) = FN iN,2s+1 D2s+1 p2s+1,N F∗
N = FN D↑

N F∗
N .

Entonces B = T T ∗ = FN A↑ F∗
N .

D19:

|ψ〉 =
N−1∑

k=0

|zk〉〈z̃k|ψ〉 =
N−1∑

k=0

|zk〉.

〈zl|zk〉 =
2s∑

n=0

〈zl|s, n− s〉〈s, n− s|zk〉 =
2s∑

n=0

TlnT ∗
kn ≡ T T ∗ ≡ B.

Si proyectamos con 〈zl|, tenemos

〈zl|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Γ(k)〈zl|zk〉 −→ Ψ = BΓ.

Γ ∈ MN,1, B = T T ∗ tiene estructura de matriz circulante.

Usando la diagonalización de B : B = FN D↑ F∗
N , podemos construir la pseudoinversa

B+ = FN (D−1)↑ F∗
N .

(D↑)−1 = (D−1)↑ =

(
D−1 0
0 0

)

N×N
, F∗

NMFNM = IM .

Γ = B+Ψ = FN(D
−1)↑F∗

NΨ =
1

N

N−1∑

m=0

N−1∑

p=0

N−1∑

q=0

e−i2πnm/N (D−1)↑mpe
i2πpq/NΨq = ♠

(
(FN)nm =

1√
N
e−i2πnm/N , (D−1)pq = δpqλ

−1
q (p, q = 0, . . . , 2s)

)

♠ =
1

N

2s∑

p,m=0

N−1∑

q=0

e−i2πnm/Nei2πpq/NΨq(D
−1)mp =

1

N

2s∑

p=0

N−1∑

q=0

e−i2πp(n−q)/NΨqλ
−1
p =

=
1√
N

N−1∑

q=0

(
1√
N

2s∑

p=0

λ−1
p e−i2πp(n−q)/N

)
Ψq ≡

1√
N

N−1∑

q=0

∆(n− q)Ψq.
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D20:

|Ψ〉 =
N−1∑

k=0

ψ(zk)|z̃k〉 =⇒ 〈z̃l|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψ(zk)〈z̃l|z̃k〉 −→ Γ = B̃Ψ,

|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Γ(zk)|zk〉 =⇒ 〈zl|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Γ(zk)〈zl|zk〉 −→ Ψ = BΓ,

=⇒ B̃ = B+ = ∆.

D21:

∆(k) =
22s

N3/2

2s∑

n=0

(
2s
n

)−1

e−i2πnk/N .

A partir de las propiedades de los coeficientes binomiales

(
m
n

)
, es decir:

(
m
n

)
es es-

trictamente creciente en m para n ≥ 1. Y si fijamos m, estos coeficientes crecen con

n = 0, 1, 2, . . . , F loor[m/2]. También sabemos que

(
m
n

)
=

(
m

m− n

)
, por lo que estos

coeficientes crecen hacia dentro del triángulo de Tartaglia. Por lo que, nos quedamos con
el primer término y el último de la suma.

D22: Vamos a mostrar que los autovalores λ̂k de B = T T ∗ son todos estrictamente positivos,
y además, que B es invertible. Llamo M ≡ 2s+ 1,

D = diag(λ0, . . . , λ2s), T = FNMD
1/2 =⇒ B = T T ∗ = FNMDF∗

NM .

Que nos dice que B es diagonalizable2.

M̄ =Min {q̄N : q̄N ≥M} con q̄ = Ceiling

(
M

N

)
.

FNM̄ =
(
FN |

q̄· · · |FN

)
.

Haciendo una extensión de D a D↑ ∈ MM̄(K),

B = FNM̄D
↑F∗

NM̄ =
(
FN |

q̄· · · |FN

)
N×M̄

(
D 0
0 0

)

M̄×M̄




F∗
N

F∗
N

... q̄ veces

F∗
N


 .

Utilizamos que FNM = FNM̄ iM̄M , F∗
NM = pMM̄F∗

NM̄
. Y además, que D↑ = iM̄MDpMM̄ .

2Ver Apéndice (C)
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Ahora defino:

Ap = diag(τpN , . . . , τ(p+1)N−1), (p = 0, . . . , q̄ − 1) donde τl =

{
λl 0 ≤ l ≤ M − 1
0 M ≤ l ≤ M̄

.

B =
(
FN |

q̄· · · |FN

)



A0 0 · · · 0
0 A1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Aq̄−1







F∗
N

... q̄
F∗
N


 =

(
FN |

q̄· · · |FN

)



A0F∗
N

... q̄
Aq̄−1F∗

N


 =

= FN

(
q̄−1∑

l=0

Al

)
F∗
N ≡ FND̂F∗

N .

D̂ es una matriz diagonal, D̂ = diag(λ̂0, . . . , λ̂N−1).

λ̂0 = λ0 + λN + λ2N + · · ·+ λ(q̄−1)N , λ̂1 = λ1 + λN+1 + λ2N+1 + · · ·+ λ(q̄−1)N+1, . . . ,

. . . , λ̂N−1 = λN−1 + λ2N−1 + · · ·+ λq̄N−1 =⇒ λ̂k =

q̄−1∑

l=0

λk+lN .

Entonces como: λn ≡ N2−2s

(
2s
n

)
, (n = 0, . . . , 2s) =⇒

λ̂k =

q̄−1∑

l=0

λk+lN = N2−2s

q̄−1∑

l=0

(
2s

k + lN

)
.

Por lo que todos los autovalores son estrictamente positivos, y por lo tanto, B es invertible.

D23:

Como B = T T ∗ =⇒ IN = T (T ∗B−1) ≡ T T +
r , T ∈ MN×M (conM ≡ 2s+ 1).

Vamos a demostrar de PS = T +
r T es un proyector :

P 2
S = (T +

r T )(T +
r T ) = T +

r T = PS,
P ∗
S = (T ∗B−1T )∗ = T ∗B−1T = PS, B es autoadjunto.

D24: Del operador resolución (3.17), cualquier ψ ∈ Hs tiene un único alias ψ̂ = PSψ que pueda
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escribirse como

|ψ̂〉 =
N−1∑

k=0

〈zk|ψ〉|z̃k〉 ≡
N−1∑

k=0

Ψ(zk)|z̃k〉 =⇒ Ψ̂(z) = 〈z|ψ̂〉 =
N−1∑

k=0

Ψ(zk)〈z|z̃k〉.

Usando que |z̃k〉 =
N−1∑

l=0

B−1
lk |zl〉.

Usando la descomposición del estado coherente en la base ortonormal {|s, n− s〉} :

|z〉 =
(

1

1 + zz̄

)s 2s∑

n=0

zn

√(
2s
n

)
|s, n− s〉, λn = N2−2s

(
2s
n

)
.

|zl〉 = 2−s
2s∑

n=0

e2πiln/N

√(
2s
n

)
|s, n− s〉 = 1√

N

2s∑

n=0

λ1/2n e2πiln/N |s, n− s〉 =⇒

=⇒ 〈z|z̃k〉 =
1√
N

N−1∑

l=0

B−1
lk

2s∑

n=0

λ1/2n e2πiln/N 〈z|s, n− s〉.

〈z|s, n− s〉 =
(

1
1+zz̄

)s
(z̄)n

√(
2s
n

)
≡ N 2s(z, z̄)(z̄)n

√(
2s
n

)
.

Como B = FND̂F∗
N , con D̂ = diag(λ̂0, . . . , λ̂N−1) :

Fkl =
1√
N
e−i2πkl/N , (k, l = 0, . . . , N − 1), y además F∗

NFN = IN =⇒ B−1 = FND̂
−1F∗

N ,

B−1
lk =

N−1∑

n,m=0

FlnD̂
−1
nmF∗

mk =

N−1∑

n=0

Flnλ̂
−1
n F∗

nk =
1

N

N−1∑

n=0

λ̂−1
n ei2πn(k−l)/N .

〈z|z̃k〉 =
1√
N

N−1∑

l=0

[
1

N

N−1∑

n=0

λ̂−1
n ei2πn(k−l)/N

]
2s∑

m=0

λ1/2m e2πilm/NN 2s(z̄)m

√(
2s
m

)
=

=
1

N
2sN 2s

N−1∑

p=0

λ̂−1
p

(
2s∑

m=0

λmδm=p mod(N) z
p
k(z̄)

m

)
=

=
1

N
2sN 2s

N−1∑

p=0

λ̂−1
p

q̄−1∑

l=0

λp+lN(zz
−1
k )p+lN ≡ Ξ̂(zz−1

k ).

D25: La demostración es similar a la dada en la Proposición 3.1, salvo que B es ahora no-
singular, y ahora no necesitamos pseudoinversa.
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Ψ = BΓ, y si usamos la diagonalización de B:
B = FND̂F∗

N =⇒ B−1 = FND̂
−1F∗

N =⇒ Γ = B−1Ψ = FND̂
−1F∗

NΨ.

A partir de aqúı, y haciendo un desarrollo análogo al ya mencionado en la Proposición
3.1, obtenemos que Γ = ∆ ∗Ψ, puede expresarse como un producto de convolución entre
los datos y el filtro.

D26:

〈zk|ψ̂〉 =
2s∑

n=0

ân−s〈zk|s, n− s〉 ⇔ Ψ(k) =

2s∑

n=0

Tknân−s.

Con Tkn = 〈zk|s, n− s〉 = 2−s

√(
2s
n

)
e−i2πkn/N ; (k = 0, 1, . . . , N − 1), (n = 0, 1, . . . , 2s).

T +
r = T ∗B−1, T T +

r = IN , (ya que B = T T ∗), PS = T +
r T (Proyector).

Tomando la expresión matricial

Ψ = T â −→ T +
r Ψ = T +

r T â = PS â = â,

PSa = â =⇒ â = T +
r T a = T +

r Ψ = T ∗B−1Ψ ≡
N−1∑

k=0

N−1∑

l=0

T ∗
knB−1

kl Ψ(l) = ♠

( Como B−1 = FND̂
−1F∗

N ).

♠ = 2−s

√(
2s
n

)N−1∑

k=0

ei2πkn/N
N−1∑

l=0

B−1
kl Ψ(l) = ♠

( B−1
kl =

N−1∑

r=0

N−1∑

j=0

Fkrλ̂
−1
r δrjF∗

lj =
N−1∑

j=0

Fkjλ̂
−1
j F∗

lj =
1

N

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e−i2πj(k−l)/N ,

FN = (Fnm) =
1√
N
e−i2πnm/N ).

♠ =
2−s

N

√(
2s
n

)N−1∑

l=0

Ψ(l)

N−1∑

j=0

λ̂−1
j ei2πjl/N

N−1∑

k=0

ei2πk(n−j)/N = (λnλ̂
−1
n )

1√
N

N−1∑

l=0

Ψ(l)ei2πnl/N .

D27: a) A partir del teorema 3.2, si identificamos los datos ζk = Φ(zk) y Ξ̂(zz
−1
k ) =

N−1∑

l=0

β−1
lk Φl(z).

Φ(z) = Ψ̂(z) = 〈z|ψ̂〉 ?
=

N−1∑

k=0

ζk

N−1∑

l=0

β−1
lk Φl(z).
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(β) =




β00 · · · β0N−1
...

...
βN−10 · · · βN−1N−1


 t−→




β00 · · · βN−10
...

...
β0N−1 · · · βN−1N−1


 adjunto−→ Posición (l,k) 7→

7→ (−1)k+l det




β00 · · · βk−10 βk+10 · · · βN−10
...

...
...

...
β0l−1 · · · βk−1l−1 βk+1l−1 · · · βN−1l−1

β0l+1 · · · βk−1l+1 βk+1l+1 · · · βN−1l+1
...

...
...

...
β0N−1 · · · βk−1N−1 βk+1N−1 · · · βN−1N−1




.

Que es equivalente a

Posición (l,k) −→ (−1)k+l det




β00 · · · β0l−1 β0l+1 · · · β0N−1
...

...
...

...
βk−10 · · · βk−1l−1 βk−1l+1 · · · βk−1N−1

βk+10 · · · βk+1l−1 βk+1l+1 · · · βk+1N−1
...

...
...

...
βN−10 · · · βN−1l−1 βN−1l+1 · · · βN−1N−1




.

Entonces

β−1
lk =

(−1)k+l

det β
det




β00 · · · β0l−1 β0l+1 · · · β0N−1
...

...
...

...
βk−10 · · · βk−1l−1 βk−1l+1 · · · βk−1N−1

βk+10 · · · βk+1l−1 βk+1l+1 · · · βk+1N−1
...

...
...

...
βN−10 · · · βN−1l−1 βN−1l+1 · · · βN−1N−1




.

Y por otro lado
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Φ(z) = − 1

det β
det




0 Φ0(z) · · · ΦN−1(z)
ζ0 B00 · · · B0N−1
...

...
. . .

...
ζN−1 BN−10 · · · BN−1N−1


 =

=
N−1∑

k=0

(−1)k+1ζk det




Φ0(z) · · · ΦN−1(z)
β00 · · · β0N−1
...

...
βk−10 · · · βk−1N−1

βk+10 · · · βk+1N−1
...

...
βN−10 · · · βN−1N−1




=

=

N−1∑

k=0

(−1)k+1ζk

N−1∑

l=0

(−1)lΦl(z) det




β00 · · · β0l−1 β0l+1 · · · β0N−1
...

...
...

...
βk−10 · · · βk−1l−1 βk−1l+1 · · · βk−1N−1

βk+10 · · · βk+1l−1 βk+1l+1 · · · βk+1N−1
...

...
...

...
βN−10 · · · βN−1l−1 βN−1l+1 · · · βN−1N−1




=

=

N−1∑

k=0

ζk

N−1∑

l=0

β−1
lk Φl(z).

b)

Φk(z) ≡ 〈z|zk〉 =⇒ Φk(zl) = 〈zl|zk〉βlk.

Como Φ(z) =
N−1∑

k=0

ζk

N−1∑

l=0

β−1
lk Φl(z) =⇒ Φ(zk) =

N−1∑

p=0

ζp

N−1∑

l=0

β−1
lp βkl =

=
N−1∑

p=0

ζpδkp = ζk.

D28: Queremos que los |z〉J , estén normalizados, es decir, J〈z|z〉J = 1.

|z〉J = U (J)(z, z̄)|γ〉J =
1√
J + 1

J⊕

s=0

U (J)(z, z̄)|s, s〉 = 1√
J + 1

J⊕

s=0

|z〉s =⇒

=⇒J 〈z|z〉J =
1√
J + 1

J⊕

s′,s=0

s′〈z|z〉s = 1√
J + 1

J⊕

s′,s=0

δs′s
s′〈z|z〉s = 1√

J + 1

J⊕

s=0

s〈z|z〉s = J + 1

J + 1
= 1.
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Y ahora vamos a justificar IH(J):

J〈z|IH(J)|z〉J =

J∑

s=0

s∑

m=−s

J〈z|s,m〉〈s,m|z〉J =
1√
J + 1

J∑

s=0

s∑

m=−s

J⊕

s′,s′′=0

s′〈z|s,m〉〈s,m|z〉s′′ =

=
1√
J + 1

J∑

s=0

s∑

m=−s

s〈z|s,m〉〈s,m|z〉s = ♠

( Como s〈z|s,m〉〈s,m|z〉s =
(

2s
s+m

)
(1 + zz̄)−2s(zz̄)2(s+m)

n ≡ m+ s, zz̄ ≡ r2, (1 + r2)2s =

2s∑

n=0

(
2s
n

)
r2n ).

♠ =
1√
J + 1

J∑

s=0

2s∑

n=0

s〈z|s, n− s〉〈s, n− s|z〉s = 1

J + 1

J∑

s=0

1 = 1.

Y por último, demostraremos el kernel para varios spines

C(J)(z, z′) ≡ J〈z|z′〉J =
1√
J + 1

J⊕

s′,s=0

s′〈z|z′〉s = 1√
J + 1

J⊕

s=0

s〈z|z′〉s ≡

≡ 1√
J + 1

J∑

s=0

C(s)(z, z′) =
1

J + 1

J∑

s=0

(1 + z′z̄)2s

(1 + zz̄)s(1 + z′z̄′)s
.

D29:

Como C(J)(z, z′) =
1

J + 1

J∑

s=0

Cs(z, z
′) ≡ 1

J + 1

J∑

s=0

Bs = FN

(
1

J + 1

J∑

s=0

D↑
2s+1

)
F∗
N =

= FND̃
↑
2J+1F∗

N .

Donde D̃2J+1 es una matriz diagonal con autovalores

λ̃n =
1

J + 1

J∑

s=Ceiling(n/2)

λsn , (n = 0, 1, . . . , 2J).

Entonces, detB(J) = det
(
FND̃

↑
2J+1F∗

N

)
6= 0 =⇒ El rango B(J) es 2J + 1.

Ya que el rango(D̃↑
2J+1) = 2J + 1.

D30: A partir de las ecuaciones (3.20),(3.10),(3.11) y de (3.19), tenemos:

|z〉J =
1√
J + 1

J∑

s=0

Ns(z, z̄)e
zJ−|s, s〉 =

1√
J + 1

J∑

s=0

Ns(z, z̄)

2s∑

n=0

zn
(
2s
n

)1/2

|s, s− n〉 con Ns(z, z̄) =

(
1√

1 + zz̄

)2s

.

Como hicimos el muestreo
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z
(s′)
k = rs′e

2πik/(2s′+1), (s′ = 0, . . . , J), (k = 0, . . . , 2s′).

A partir de la expresión (C.1) y T (s′,s)
kn = 〈z(s′)k |s, n− s〉 :

〈z(s′)k | = 1√
J + 1

J∑

s′′=0

Ns′′

2s′′∑

n′=0

(
z̄
(s′)
k

)n′

√(
2s′′

n′

)
〈s′′, s′′ − n′|,

T (s′,s)
kn = 1√

J+1
Nsr

n
s′e

−2πikn/(2s′+1)

√(
2s
n

)
,

T (s′,s)
kn =

1√
J + 1

(
1√

1 + r2s′

)2s

rns′e
−2πikn/(2s′+1)

√(
2s
n

)
. (A.2)

Por otro lado

(F2s′+1,2s+1)nm =
1√

2s′ + 1
e−i2πnm/(2s

′+1), (n = 0, . . . , 2s′), (m = 0, . . . , 2s).

T (s′,s)
kn =

1√
2s′ + 1

2s∑

l=0

e−i2πkl/(2s
′+1)

(
D

(s′,s)
ln

)1/2
. (A.3)

Si comparamos ambas expresiones (A.2) y (A.3), tenemos:

D
(s′,s)
ln = δln

1

J + 1

(
1√

1 + r2s′

)2s

(2s′ + 1)r2ns′

(
2s
n

)
≡ δlnλ

(s′,s)
n

D31:

Como |z̃m〉 =
N−1∑

l=0

β−1
lm |zl〉, y Ψm = 〈zm|ψ〉,

Φk = 〈θ0, φk|ψ〉 =
N−1∑

m=0

〈θ0, φk|z̃m〉〈zm|ψ〉 =
N−1∑

l,m=0

Kklβ
−1
lmΨm.

D32:

ωk =

N−1∑

n=0

j∑

p=0

(
−1 + ei4πn/N

)p
(
j
p

)(
2ei2πn/N cot θ0

)j−p
e−i2πkn/N =

=

N−1∑

n=0

j∑

p=0

p∑

r=0

(
p
r

)
(−1)p−rei4πnr/N

(
j
p

)
(2 cot θ0)

j−pei2πn(j−p)/Ne−i2πkn/N =

=

j∑

p=0

p∑

r=0

(
p
r

)(
j
p

)
(−1)p−r(2 cot θ0)

j−pNδp=(j−k+2r)mod N =

= N
∑

p=(j−k+2r)mod N

(
p
r

)(
j
p

)
(−1)p−r(2 cot θ0)

j−p.
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Utilizando una demostración por reducción al absurdo, vamos a justificar que λ = 0, es
decir, como sabemos que j = N−1

2
y que (p = 0, . . . , N−1

2
), y además, p = N−1

2
−k+2r+λN .

Si cojo el máximo valor de 2r, tenemos que p = N−1
2

−k+2p+λN =⇒ p = k− N−1
2

−λN
,si λ > 0, tenemos, tomando k = N − 1, p = N−1

2
− λN < 0 !(contradicción)!

Partimos de la máxima expresión de p, es decir, p = k − (N−1)
2

− λN , ahora si λ <

0 (λ̃ ≡ −λ), p = k − N−1
2

+ λ̃N , si k = 0 =⇒ p = −N−1
2

+ λ̃N =⇒ p ≥ N+1
2

> N−1
2

!(contradicción)!=⇒ λ = 0.

D33: Usando la definición (3.8), tenemos

〈θ0, φk|j,m〉 =
√

4π

2j + 1
Y m
j (θ0, φk),

Φk =

j∑

m=−j
am〈θ0, φk|j,m〉 =

j∑

m,m′=−j
am〈θ0, φk|j,m′〉〈j,m′|j,m〉 =

=

j∑

m=−j

√
4π

2j + 1
Y m
j (θ0, φk)am.

D34: Haciendo el cambio en los ı́ndices m = n − j, (n = 0, . . . , 2j), tenemos que la expresión
(3.28) queda en forma matricial

~Φ = Y(θ0)~a = Y(θ0)D
−1/2F∗

N
~Φ.

D35:

Yn−j
j (

π

2
, φk) = eimφkP n−j

j (0).

P n−j
j (0) =

2n−j√
π

cos(nπ/2)
Γ
(
1
2
(n + 1)

)

Γ
(
j − 1

2
n+ 1

) =⇒ Si n es impar cos
(nπ

2

)
= 0,

P n−j
j (0) = 0 =⇒ Yn−j

j (π/2, φk) = 0.
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A.2. Demostraciones de SU(1, 1)

DS1:

A ≡ zK+ − z̄K− =

(
0 z
z̄ 0

)
−→ An =





|z|nI n ∈ par

|z|n−1A n ∈ impar
,

ezK+−z̄K− =

∞∑

k=0

1

(2k)!
I +

∞∑

k=0

1

(2k + 1)!
|z|2kA =

(
cosh |z| z

|z| sinh |z|
z̄
|z| sinh |z| cosh |z|

)
,

Kn
0 =





1
2n
I n ∈ par

1
2n
K0 n ∈ impar

−→ eiϕK0 =

(
eiϕ/2 0
0 e−iϕ/2

)
,

ezK+−z̄K−eiϕK0 =

(
eiϕ/2 cosh |z| z

|z|e
−iϕ/2 sinh |z|

z̄
|z|e

iϕ/2 sinh |z| e−iϕ/2 cosh |z|

)
∈ SU(1, 1).

DS2:

ezK+|s, 0〉 =
∞∑

n=0

1

n!
zn(K+)

n|s, 0〉 =
∞∑

n=0

zn
(
2s+ n− 1

n

)1/2

|s, n〉.

Como Nse
zK+ |s, 0〉 = |z〉, entonces

|z〉 =
∞∑

n=0

Nsz
n

(
2s+ n− 1

n

)1/2

|s, n〉,

〈z|z〉 = 1 =⇒
∞∑

n,m=0

N 2
s z̄

mzn
(
2s+ n− 1

n

)1/2(
2s+m− 1

m

)1/2

δnm =

=
∞∑

n=0

N 2
s |z|2n

(
2s+ n− 1

n

)
= 1.

A partir de
∞∑

n=0

(
p+ n− 1

n

)
xn = (1− x)−p, tenemos

1 = N 2
s

(
1− |z|2

)−2s
=⇒ Ns =

(
1− |z|2

)s
.

DS3: Esta demostración es análoga a la realizada en la demostración de SU(2) (D4). Hay que recor-
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dar, que para el caso de SU(1, 1), tenemos que z = tanh(τ/2)eiα ∈ D1 =⇒ |z| ≤ 1.

2s− 1

π

∫

D1

|z〉〈z| d2z

(1 − zz̄)2
=

2s− 1

π

∫

D1

∞∑

n,m=0

∞∑

n,m=0

znz̄mN 2
s

√(
2s + n− 1

n

)(
2s+m− 1

m

)
|s, n〉〈s,m|dRe(z)dIm(z)

(1− zz̄)2
=

=
2s− 1

π

∫ 2π

0
dθ

∫ 1

0
drr

∞∑

n,m=0

rn+mei(n−m)θ

√(
2s+ n− 1

n

)(
2s+m− 1

m

)
(1− r2)2s−2|s, n〉〈s,m| =

= 2(2s − 1)
∞∑

n=0

(
2s+ n− 1

n

)∫ 1

0
dxxn(1− x)2s−2|s, n〉〈s, n| =

∞∑

n=0

|s, n〉〈s, n| = 1.

Hemos utilizado

z = reiθ, dxdy = rdrdθ, x = r2, dx = 2rdr, r ∈ (0, 1),

∫ 1

0
tm(1− t)ndt =

m!n!

(m+ n+ 1)!
.

Esta última expresión se puede mirar en [8], Ecuación 10.60a, página 614.

DS4: A partir de la ecuación (4.2) y de zk = re2πik/N obtenemos:

Tkn = 〈zk|s, n〉 =
√(

2s+ n− 1
n

)
(1− r2)srne−2πikn/N ≡

√
λnFkn, (A.4)

donde F expresa la matriz rectangular de Fourier (Ver Apéndice C.1):

Fkn =
1√
N
e−i2πkn/N , (k = 0, . . . , N − 1), (n = 0, . . . ,M).

Entonces, los elementos de matriz del operador resolución será

Anm =

N−1∑

k=0

T ∗
nkTkm =

√
λnλm

N−1∑

k=0

F∗
nkFkm = λnδnm.

Hemos usado las relaciones de ortogonalidad de las matrices rectangulares de Fourier
(RFM). Ver apéndice C.1 y la expresión de ortogonalidad (A.1), y el hecho de queN > M .
ComoA es diagonal, con elementos en la diagonal λ 6= 0, entonces es invertible, y podemos
construir un frame dual y la pseudoinversa por la izquierda de T , T +

l ≡ A−1T ∗, que nos
daŕıa una resolución de la identidad como en la ecuación (2.9).

DS5: De la Resolución de la identidad (5.19), podemos escribir para cualquier ψ ∈ HM
s como

|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψk|z̃k〉, y por lo tanto, Ψ(z) = 〈z|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψk〈z|z̃k〉.
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A partir de |z̃k〉 = A−1|zk〉, A|s, n〉 = λn|s, n〉, y de la expresión

|zk〉 = (1− r2)s
∞∑

n=0

√(
2s+ n− 1

n

)
znk |s, n〉 =

1√
N

∞∑

n=0

√
λne

2πikn/N |s, n〉, (A.5)

obtenemos que

〈z|z̃k〉 = 〈z|A−1|zk〉 =
1√
N

M∑

n=0

λ−1/2
n e2πikn/N〈z|s, n〉,

y utilizando la expresión (4.2) y la definición (4.6) de λm, obtenemos

〈z|z̃k〉 = Ξk(z).

DS6: Para z = zl, y M = N − 1 (caso cŕıtico), tenemos:

Ξk(zl) =
1

N

M∑

m=0

e−2πi(l−k)m/N = δlk.

Ya que la suma de la ráıces N -ésimas de la unidad es cero.

Se va a demostrar que T T +
l = Plk a partir de

Ξk(zl) =
1

N

M∑

m=0

e−2πi(l−k)m/N .

Tomando en cuenta que

Fkn =
1√
N
e−i2πkn/N , Tkn =

√
λnFkn, A−1

nm = λ−1
n δnm con (n,m = 0, . . . ,M).

Plk = T T +
l =

M∑

n,m=0

TlnA−1
nmT ∗

mk =

M∑

n,m=0

λ1/2n Flnδnmλ
−1
n λ1/2m F∗

mk =

=
M∑

n=0

FlnF∗
nk =

1

N

M∑

n=0

e−2πi(l−k)n/N = Ξk(zl).

DS7: Tomando el producto con 〈zk| en la expresión (4.8) de |ψ〉, y sabiendo que Tkn = 〈zk|s, n〉,
tenemos

Ψk = 〈zk|ψ〉 =
M∑

m=0

〈zk|s,m〉 =
M∑

m=0

Tkmam.

De forma análoga a lo realizado en la demostración D18 (Apéndice A). Definimos Ψk ≡
Ψ(zk). Sean las matrices
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(T ) ∈ MN,M+1, (a) ∈ MM+1,1, (Ψ) ∈ MN,1.

T +
l (pseudoinversa), A ≡ T ∗T =⇒ a = A−1T ∗Ψ.

A−1 = diag(λ−1
0 , λ−1

1 , . . . , λ−1
M ), Tkn =

√
λnFkn =⇒ T ∗

nk =
√
λnF∗

nk.

an =

M∑

m=0

N−1∑

k=0

A−1
nmT ∗

mkΨk =

N−1∑

k=0

M∑

m=0

λ−1
n λ1/2m δnmF∗

mkΨk =

=

N−1∑

k=0

λ−1/2
n F∗

nkΨk =
1√
Nλn

N−1∑

k=0

ei2πkn/NΨk, (n = 0, . . . ,M).

DS8: Definamos α como el ángulo que comprende |ψ〉 y |ψM〉. Además, |ψM〉 ⊥ |ψ⊥〉.

|ψ〉 = |ψM〉+ |ψ⊥〉 = PM |ψ〉+ |ψ⊥〉, ǫ2M+1 ≡
〈ψ|I − PM |ψ〉

〈ψ|ψ〉 =
〈ψ|ψ⊥〉
〈ψ|ψ〉 =⇒

=⇒ ǫ2M+1‖ψ‖2 = 〈ψ|ψ⊥〉 = 〈ψ⊥|ψ⊥〉 =⇒ ǫM+1 =
‖ψ⊥‖
‖ψ‖ ≡ sinα.

DS9: Vamos a ver que B es diagonalizable y a obtener sus autovalores λ̂k.

Sabemos que estos autovalores son estrictamente positivos, y B es invertible. Esto nos da
que B tiene estructura circulante (Ver C.2).

Si usamos la siguiente expresión para estados coherentes

Bkl = 〈zk|zl〉 =
(

1− r2

1− r2e2πi(l−k)/N

)2s

≡ Cl−k, (A.6)

donde se aprecia su estructura circulante. Los autovalores de B se calcula fácilmente con
la fórmula:

λ̂k = D̂kk = (F∗BF)kk =
1

N

N−1∑

n,m=0

ei2πkn/NCm−ne
−i2πmk/N . (A.7)

Si expandimos el denominador de (A.6) en términos de coeficientes binomiales

Cl = (1− r2)2s
∞∑

q=0

(
q + 2s− 1

q

)
r2qe2πilq/N ,
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entonces,

λ̂k =
1

N

N−1∑

n,m=0

ei2πkn/N(1− r2)2s
∞∑

q=0

(
q + 2s− 1

q

)
r2qe2πi(m−n)q/Ne−i2πmk/N =

=
(1− r2)2s

N

∞∑

q=0

(
q + 2s− 1

q

)
r2q

N−1∑

n=0

ei2πn(k−q)/N
N−1∑

m=0

e2πim(q−k)/N .

A partir de las relaciones de ortogonalidad para matrices de Fourier rectangulares (A.1),
y de la definición de (4.6),

λ̂k =
(1− r2)2s

N

∞∑

q=0

(
q + 2s− 1

q

)
r2qN2δ(q−k) mod N =

= N(1 − r2)2s
∞∑

l=0

(
k + lN + 2s− 1

k + lN

)
r2(k+lN) ≡

∞∑

l=0

λk+lN .

Es evidente que λ̂k > 0, ∀k = 0, 1, . . . , N − 1, aśı que B es invertible.

DS10: Si definimos T +
r = T ∗B−1, es fácil comprobar que T T +

r = IN (identidad en CN). También
es fácil comprobar que PS es un proyector ortogonal:

PS = T +
r T =⇒ P 2

S = T +
r T T +

r T = T +
r T = PS,

P ∗
S = (T ∗B−1T )∗ = T ∗B−1T = PS.

Ya que B es autoadjunto (B = B∗). Se puede apreciar fácilmente a partir de su descom-
posición B = FD̂F∗.

Los coeficientes matriciales del proyector PS son calculados de la siguiente forma:

Pmn(r,N) =

N−1∑

k,l=0

T ∗
mlB−1

lk Tkn.

La inversa de B se puede obtener:

B−1
lk = (FD̂−1F∗)lk =

1

N

N−1∑

j=0

λ̂−1
j ei2πj(k−l)/N . (A.8)

A partir de Tkn =
√
λnFkn (Ver (A.13)), y usando las relaciones de ortogonalidad (A.1)
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para RFM (matrices rectangulares de Fourier), obtenemos:

Pmn(r,N) =
N−1∑

k,l=0

λ1/2m F∗
ml

1

N

N−1∑

j=0

λ̂−1
j ei2πj(k−l)/Nλ1/2Fkn =

=
1

N2

N−1∑

j=0

λ̂−1
j (λmλn)

1/2

N−1∑

k,l=0

ei2πj(k−l)/Nei2πml/Ne−i2πkn/N =

=
1

N2

N−1∑

j=0

λ̂−1
j (λmλn)

1/2
N−1∑

k=0

ei2πk(j−n)/N
N−1∑

l=0

ei2πl(m−j)/N =

=

N−1∑

j=0

λ̂−1
j

√
λmλnδj=n mod Nδj=m mod N .

Hemos tenido en cuenta que

Tkn =
√
λnFkn −→ T ∗

nk =
√
λnF∗

kn.

Si j = n mod N y j = m mod N =⇒ n = m mod N , por lo que:

Pmn(r,N) = λ̂−1
n mod N

√
λmλn δn=mmod N .

Todos los términos de la suma son cero, salvo el valor j = n mod N ⇔ j = n+pN, p ∈ Z.
Comom,n ∈ N∗, obtenemos que Pmn es una matriz diagonal por bloques de orden N×N .

DS11: Vamos a demostrar que νn(r,N) es estrictamente decreciente para s > 1/2. Como

νn(r,N) = λ̂n
λn

− 1, nos podemos centrar en el estudio de la monotońıa, sin perder gene-
ralidad:

λ̂n
λn

=
∞∑

u=0

λn+uN
λn

= 1 +
∞∑

u=1

λn+uN
λn

= 1 +
∞∑

u=1

(
2s− 1 + n+ uN

n + uN

)

(
2s− 1 + n

n

) r2uN .

Nos centraremos en la monotońıa de

an ≡

(
2s− 1 + n+ uN

n+ uN

)

(
2s− 1 + n

n

) , (A.9)

que traslada la monotońıa a νn(r,N).

Por lo que, vamos a estudiar el comportamiento de
{
an+1

an

}
, vamos a suponer que

an+1 ≥ an (∀n ∈ N∗), s > 1/2, u ∈ N.

an+1

an
≥ 1 ⇔ (n+ 1)(2s+ n+ uN)

(n+ 1 + uN)(2s+ n)
≥ 1 =⇒ s ≤ 1

2
(Contradicción).
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Entonces, como hemos demostrado por reducción al absurdo:

an+1 < an, (∀n ∈ N∗) =⇒ νn(r,N) es estrictamente decreciente.

DS12: A partir de las expresiones (A.8) y (2.10) y viendo que:

〈z|zl〉 =
∞∑

n=0

〈z|s, n〉〈s, n|zl〉

y utilizando (2.11), y la expresión (4.2), y la relación de ortogonalidad (A.1), podemos
obtener (4.20):

Lk(z) = 〈z|z̃k〉 =
N−1∑

l=0

B−1
lk 〈z|zl〉 =

1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e2πij(k−l)/N〈z|zl〉 =

=
1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e2πij(k−l)/N

∞∑

p=0

〈z|s, p〉〈s, p|zl〉 =

=
1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e2πij(k−l)/N

∞∑

p=0

(
2s− 1 + p

p

)
(1− zz̄)s(1− zlz̄l)

s(z̄zl)
p =

=
1

N

N−1∑

j=0

∞∑

p=0

δp,j mod N λ̂
−1
j rp−jzjkλp(1− zkz̄k)

−sr−2p(1− zz̄)s(z̄)p =

=
1

N

(
1− zz̄

1− zkz̄k

)s N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

q=0

λj+qN

(
zz−1

k

)j+qN
.

Hemos utilizado que

p = j + qN (q ∈ N∗).

Como (1− zlz̄l)
s = (1− zkz̄k)

s = (1− r2)s, por ser zl = re2πil/N . Además,

e2πij(k−l)/Nzpl = rp−je2πil(p−j)/Nzjk,

(
2s− 1 + p

p

)
(1− zkz̄k)

s =
1

N
λp(1− zkz̄k)

−sr−2p,

zjk = r2j z̄−jk , rqNzjkr
−2(j+qN)z̄j+qN = (z̄−1

k )j+qN .

Ahora vamos a demostrar la expresión de error (4.19).

Descomponemos |ψ〉 en términos de |ψN−1〉 ≡ PN−1|ψ〉, y |ψ⊥
N−1〉 ≡ (I − PN−1)|ψ〉,

podemos escribir, a partir de la definición de error (2.12)
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ǫ2ψ(r,N)‖ψ‖2 = 〈ψ|(I − PS)|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 − 〈ψ|PS|ψ〉.
|ψ〉 = |ψ⊥

N−1〉+ |ψN−1〉,

〈ψ|PS|ψ〉 = 〈ψ⊥
N−1|PS|ψ⊥

N−1〉+ 〈ψN−1|PS|ψN−1〉+ 〈ψ⊥
N−1|PS|ψN−1〉+ 〈ψN−1|PS|ψ⊥

N−1〉.

z ≡ 〈ψN−1|PS|ψ⊥
N−1〉, P ∗

S = PS (es autoadjunto (Lema (4.3))).

z∗ + z = 2Re(z).

〈ψ|PS|ψ〉 = 〈ψN−1|PS|ψN−1〉+ 2Re
(
〈ψN−1|PS|ψ⊥

N−1〉
)
+ 〈ψ⊥

N−1|PS|ψ⊥
N−1〉.

Vamos acotar los términos.

♠ Para la acotación del primer término utilizamos la expresión (4.17) y

|ψN−1〉 =
N−1∑

n=0

an|s, n〉, 〈m|PS|n〉 = Pmn(r,N).

Y vamos a utilizar el Lema (4.4) y la definición (4.11)

〈ψN−1|PS|ψN−1〉 =
N−1∑

m,n=0

a∗man〈m|PS|n〉 =
N−1∑

n=0

|an|2
1

1 + νn(r,N)
≥

≥ 1

1 + ν0(r,N)

N−1∑

n=0

|an|2 =
(1− ǫ2N )‖ψ‖2
1 + ν0(r,N)

.

Como ǫ2N =

∑∞
n=N |an|2
‖ψ‖2 , por ser ψ =

∞∑

n=0

an|s, n〉 −→ ‖ψ‖2 =
∞∑

n=0

|an|2,

ǫ2N‖ψ‖2 = ‖ψ‖2 −
N−1∑

n=0

|an|2 =⇒
N−1∑

n=0

|an|2 = (1− ǫ2N )‖ψ‖2.

♠ Vamos acotar el segundo término:

−2Re(〈ψN−1|PS|ψ⊥
N−1〉) ≤ 2|〈ψN−1|PS|ψ⊥

N−1〉| ≤ 2‖ψN−1‖‖PSψ⊥
N−1‖.

‖ψN−1‖2 =
N−1∑

n=0

|an|2 = ‖ψ‖2 − ‖ψ‖2ǫ2N = (1− ǫ2N )‖ψ‖2,

‖PSψ⊥
N−1‖2 = 〈ψ⊥

N−1|PS|ψ⊥
N−1〉 =

∞∑

n=N

|an|2
1 + νn(r,N)

≤
∞∑

n=N

|an|2 = ǫ2N‖ψ‖2.
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Es fácil de demostrar que

1

1 + νn(r,N)
≤ 1, (∀n = 0, . . . , N − 1).

Por lo que

−2Re(〈ψN−1|PS|ψ⊥
N−1〉) ≤ 2ǫN

√
1− ǫ2N‖ψ‖2.

Hemos utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz: |〈x|y〉| ≤ ‖x‖‖y‖. Y el hecho de que
PS es un proyector ortogonal (P ∗

S = PS, P
2
S = PS).

♠ Vamos acotar el tercer término:

−〈ψ⊥
N−1|PS|ψ⊥

N−1〉 ≤ 〈ψ⊥
N−1|PS|ψ⊥

N−1〉 ≤ ‖ψ⊥
N−1‖‖PSψ⊥

N−1‖.

‖ψ⊥
N−1‖2 =

∞∑

n=N

|an|2 = ‖ψ‖2ǫ2N ,

‖PSψ⊥
N−1‖2 = 〈ψ⊥

N−1|PS|ψ⊥
N−1〉 =

∞∑

n=N

|an|2
1 + νn(r,N)

≤ ǫ2N‖ψ‖2.

Por lo que,

−〈ψ⊥
N−1|PS|ψ⊥

N−1〉 ≤ ǫ2N‖ψ‖2.
Entonces nos quedaŕıa al final el error acotado de la siguiente forma:

ǫ2ψ(r,N) ≤ 1− (1− ǫ2N )

1 + ν0(r,N)
+ 2
√

1− ǫ2N + ǫ2N .

Operando de forma sencilla tenemos lo que queŕıamos demostrar:

ǫ2ψ(r,N) ≤ ν0(r,N)

1 + ν0(r,N)
+ 2ǫN

√
1− ǫ2N + ǫ2N

(2 + ν0(r,N))

1 + ν0(r,N)
.

DS13: Sabiendo que

ν0(r,N) =
∞∑

u=1

(
2s− 1 + uN

uN

)
r2uN , x ≡ uN.

(x→ ∞) : r2x
(
2s− 1 + x

x

)
= r2x

(2s− 1 + x)!

(2s− 1)!(x)!
=

= r2x
1

(2s− 1)!

2s−1∏

j=1

(j + x)
(N→ ∞)≃ 1

(2s− 1)!
x2s−1r2x =

=
1

(2s− 1)!
e−x(−(2s−1) ln x

x
+2 ln( 1

r )) (x→ ∞)−→ 0 =⇒ ĺım
N→∞

ν0(r,N) = 0.
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Hay que mencionar que este resultado es válido para cualquier valor de s.
Considerando que el ĺım

N→∞
ǫN = 0, se comprueba de forma trivial que ǫψ(r,N) −→ 0

cuando N → ∞.

DS14: Si tomamos

ν0(r,N) =
∞∑

u=1

au ≡
∞∑

u=1

(
2s− 1 + uN

uN

)
r2uN =

(
2s− 1 +N

N

)
r2N+

(
2s− 1 + 2N

2N

)
r4N+. . .

au+1

au
= r2N

(2s− 1 + uN +N)· 2s−1. . . (uN +N + 1)

(2s− 1 + uN)· 2s−1. . . (uN + 1)
=

= r2N
2s−1∏

j=1

(u+ 1)N + j

(uN + j)
= r2N

2s−1∏

j=1

(
1 +

N

j + uN

)
≡ r2Nh(u).

h(u) es estrictamente decreciente en u =⇒ au+1

au
, ∀u ∈ N (estrictamente decreciente).

Entonces, para u ∈ N genérico, buscamos un r0 que cumpla esta condición

au+1

au
<
a2
a1

< 1.

Que nos garantiza que todos los sumandos de ν0(r,N) va tomando valores más pequeños.
Vamos a encontrar el valor r0:

a2
a1

= r2Nh(1) < 1 =⇒ r <

(
1

h(1)

)1/(2N)

≡ r0.

r0 =
2s−1∏

j=1

(
1 +

1

1 + jx

)−x
2

, con (x ≡ 1

N
).

(
1 +

1

1 + jx

)−x
2

≃ 1− x

2
ln 2 +O(x2).

r0 ≃
2s−1∏

j=1

(
1− x

2
ln 2 +O(x2)

)
=
(
1− x

2
ln 2 +O(x2)

)2s−1

=

=

2s−1∑

m=0

(
2s− 1
m

)(
−x
2
ln 2 +O(x2)

)m
=

2s−1∑

m=0

(
2s− 1
m

)
xm
(
−1

2
ln 2 +O(x)

)m
≃

≃ 1− x(2s− 1) ln 2

2
+O(x2) = 1− (2s− 1) lnN

2N
+O(1/N2).
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Y el comportamiento asintótico de ν0(r,N) será obtenido a partir de la fórmula de Stir-
ling:

x! =
√
2πxx+1/2 exp

(
−x+ θ

12x

)
, (x > 0, 0 < θ < 1).

Para N grandes podemos tomar una buena aproximación con θ = 0.

(
2s− 1 + 2N

2N

)
r4N ≃ r4N

(2s− 1)!
e−2s+1x−2s+1 (1 + (2s− 1)x)1/x+2s−1/2 (con x ≡ 1

2N
).

Como (1 + (2s− 1)x)1/x+2s−1/2 ≃ e2s−1(1 + s(2s− 1)x+O(x2)).

Entonces tenemos

(
2s− 1 + 2N

2N

)
r4N ≃ r4N

(2s− 1)!
x−2s+1(1 + s(2s− 1)x+O(x2)) = O(N2s−1r4N ).

DS15: A partir de (4.19), tenemos:

ǫ2ψ ≤ 2ǫN

√
1− ǫ2N +

(1 + ǫ2N )ν0 + 2ǫ2N
1 + ν0

= 2ǫN

√
1− ǫ2N + 1 + ǫ2N +

ǫ2N − 1

1 + ν0
.

Ya que
1

1 + ν0
≃ 1− ν0.

ǫ2ψ ≤ 2ǫN

√
1− ǫ2N + 1 + ǫ2N + (ǫ2N − 1)(1− ν0) = 2ǫN

√
1− ǫ2N + 2ǫ2N + (1− ǫ2N )ν0 =⇒

=⇒ ǫ2ψ ≤ 2ǫN

√
1− ǫ2N + 2ǫ2N +O

(
r2NN2s−1

)
.

Hemos utilizado ν0(r,N) = O(r2NN2s−1).

DS16: A partir de la definición

ân = 〈s, n|ψ̂〉 = 〈s, n|PS|ψ〉 =
N−1∑

k=0

〈s, n|z̃k〉Ψk =

N−1∑

l,k=0

〈s, n|zl〉B−1
lk Ψk.

Hemos utilizado la expresión (4.14) del proyector PS, y además

Ψk = 〈zk|ψ〉, |z̃k〉 =
N−1∑

l=0

B−1
lk |zl〉.

Y utilizando las relaciones de ortogonalidad (A.1), y las expresiones (A.13) y (A.8), es
decir,

T ∗
ln = 〈s, n|zl〉 =

√
λnF∗

nl, F∗
nl =

1√
N
ei2πln/N (l = 0, . . . , N−1), B−1

lk =
1

N

N−1∑

j=0

λ̂−1
j ei2πj(k−l)/N ;
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tenemos

ân =

√
λn

N
√
N

N−1∑

k=0

Ψk

N−1∑

j=0

λ̂−1
j ei2πjk/N

N−1∑

l=0

e−i2πl(j−n)/N =

=

√
λn√
N

N−1∑

k=0

Ψk

N−1∑

j=0

λ̂−1
j ei2πjk/Nδj=n mod N =

√
λn

λ̂n mod N

1√
N

N−1∑

k=0

Ψke
i2πnk/N .

Que se deduce fácilmente, sabiendo que j = n+ pN (p ∈ N∗) y (j = 0, . . . , N − 1).

DS17:

Ψk = 〈zk|ψ〉 =
∞∑

m=0

〈zk|s,m〉〈s,m|ψ〉 =
∞∑

m=0

λ1/2m Fkmam.

A partir de (4.22) y de las relaciones de ortogonalidad (A.1).

ân =

√
λn

λ̂n

N−1∑

k=0

ei2πnk/N
∞∑

m=0

√
λmFkmam =

√
λn

λ̂n

∞∑

m=0

√
λmam

N−1∑

k=0

F∗
nkFkm =

=

√
λn

λ̂n

∞∑

m=0

√
λmamδm=n mod N =⇒ ân =

√
λn

λ̂n

∞∑

q=0

λ
1/2
n+qNan+qN .

A partir de (4.22):

ân =

√
λn

λ̂n

1√
N

N−1∑

k=0

ei2πnk/NΨk , ân+pN =

√
λn+pN

λ̂n+pN

1√
N

N−1∑

k=0

ei2πnk/NΨk,

ân
ân+pN

=
λ
1/2
n λ̂n+pN

λ̂nλ
1/2
n+pN

=⇒ λ̂n+pN

λ̂n
ân+pN =

√
λn+pN
λn

ân.

Y a partir de (A.7), se puede deducir de forma trivial que

λ̂n = λ̂n+pN =⇒ ân+pN =

√
λn+pN
λn

ân.

DS18: Usando la expresión (A.13), tenemos:

Tkn = 〈zk|s, n〉 =
√(

2s+ n− 1
n

)
(1−r2)srne−2πikn/N , (k = 0, . . . , N−1;n = 0, . . . ,M).

P s
M(r) ≡ 〈zk|PM |zk〉 =

M∑

m=0

TkmT ∗
mk = (1− r2)2s

M∑

m=0

(
2s+m− 1

m

)
r2m.
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Tomamos p ≡ r2, entonces,

∂P s
M (p)

∂p
= (1− p)2s−1

[
(−2s)

M∑

m=0

(
2s+m− 1

m

)
pm + (1− p)

M∑

m=1

(
2s+m− 1

m

)
mpm−1

]
≡

≡ (1− p)2s−1A,

A = (−2s)

M∑

m=0

(
2s+m− 1

m

)
pm +

M∑

m=1

(
2s+m− 1

m

)
mpm−1 −

M∑

m=1

(
2s+m− 1

m

)
mpm =

= −2s−
M∑

m=1

(2s+m)pm
(
2s+m− 1

m

)
+

M∑

m=1

(
2s+m− 1

m

)
mpm−1 =

= −2s−
M∑

m=1

(2s+m)pm
(
2s+m− 1

m

)
+

M−1∑

m=0

(
2s+m
m+ 1

)
(m+ 1)pm =

= −(2s+M)pM
(
2s+M − 1

M

)
+

M−1∑

m=1

pm
[(

2s+m
m+ 1

)
(m+ 1)− (2s+m)

(
2s+m− 1

m

)]
=⇒

=⇒ ∂P s
M(p)

∂p
= −(1 − p)2s−1(2s+M)pM

(
2s+M − 1

M

)
.

Ya que (
2s+m
m+ 1

)
=

(2s+m)

m+ 1

(
2s+m− 1

m

)
,

∂P s
M (p)

∂p
= −(1 − p)2s−1(2s+M)pM

(
2s+M − 1

M

)
= −(2s+M)B(2s+M − 1, p),

donde B(2s−1+M, p) es una distribución binomial. Por lo que
∂P s

M (p)

∂p
es una distribución

binomial salvo un factor (2s+M). Si calculamos un máximo de B(2s−1+M, p) obtenemos
el punto cŕıtico

pc =
1

(1 + 2s−1
M

)
.

Usando el Teorema del Ĺımite Central para 2s− 1 +M −→ ∞, y la distribución de la
delta de Dirac como ĺımite de una distribución normal, y sabiendo también que

∫ ∞

−∞
f(x)Θ′(x)dx =

∫ ∞

−∞
f(x)δ(x)dx,

f(x) es una función cualquiera, Θ(x) la función de Heaviside, y δ(x) la delta de Dirac. Se
puede ver que la derivada de la función de Heaviside es la delta de Dirac, desde la visión
de distribuciones. Por lo que concluimos nuestra demostración.
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DS19:

〈zk|PM |zl〉 =
M∑

m=0

〈zk|s,m〉〈s,m|zl〉 =
M∑

m=0

TkmT ∗
ml =

=

M∑

m=0

λ1/2m Fkmλ
1/2
m F∗

lm =
1

N

M∑

m=0

λme
−i2πm(k−l)/N ≡ Ck−l ≡ Cl.

Fkn =
1√
N
e−i2πkn/N , λm = N(1 − r2)2s

(
2s+m− 1

m

)
r2m,

(k = 0, . . . , N − 1; n,m = 0, . . . ,M).

Notar que CN−l = C∗
l , por tanto, solamente hay estos elementos independientes:

Cl, (l = 0, . . . ,
N

2
).

DS20: Utilizamos λ̂n
λn

como coeficiente de reescalamiento, ya que como:

λ̂n
λn

≡ 1 + νn(r,N), Pmn(r,N) ≡ 〈s,m|PS|s, n〉 =
λn

λ̂n
δmn,

con (m,n = 0, . . . , N − 1). Ver ecuaciones (4.16) y (4.17).

Para poder expresar los coeficientes de Fourier, es necesario hacer ese reescalamiento. Al
ser PS un proyector (P 2

S = PS), entonces tenemos que |ψ̂〉 = PS|ψ̂〉.

âm = 〈s,m|ψ̂〉 = 〈s,m|PS|ψ̂〉 = 〈s,m|PS|ψ̂RM〉 =
M∑

n=0

λ̂n
λn
ân
λn

λ̂n
δmn = âm.

Entonces podemos utilizar la función de banda limitada reescalada |ψ̂RM〉.

DS21: Se demuestra fácilmente que a partir de

〈zk|PM = 〈zk| =⇒ 〈zk|PM |zk〉 = 〈zk|zk〉 = 1.

Hemos utilizado la expresión (A.5). Y viceversa3,

ΨM,k = 〈zk|PM |ψ〉 =
N−1∑

q=0

〈zk|PM |zq〉〈z̃q|ψ〉 =

=

N−1∑

q=0

Γ(q)〈zk|zq〉 = Ψk.

3Ver demostración D21.
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PM |s, n〉 =
M∑

m=0

|s,m〉〈s,m|s, n〉 = |s, n〉 (n = 0, . . . ,M).

DS22:

‖ψ − ψ̂RM‖2 = 〈ψ|ψ〉+ 〈ψ̂RM |ψ̂RM〉 − 2ℜ
(
〈ψ|ψ̂RM〉

)
. (A.10)

|ψ̂RM〉 = RPMPS|ψ〉 = RPMPS|ψM〉+RPMPS|ψ⊥
M〉.

PM |ψM〉 = |ψM〉, PS ≡ Pmn(r,N) = 〈s,m|PS|s, n〉 =
√
λmλn

λ̂n mod N
δn,m mod N ,

(m,n = 0, . . . ,M).

En la primera caja de la matriz (PS) tenemos que m = n, por lo que obtenemos una
matriz diagonal (R−1

M ) definida de la forma :

(PS)1a caja = (R−1
M ) ≡

(
λn

λ̂n
δmn

)
, (m,n = 0, . . . ,M).

(PS) =

(
R−1
M ∗
∗ ∗

)
, (PM) =

(
IM 0
0 0

)
, (R) =

(
RM 0
0 0

)
.

IM : Matriz identidad de orden M .

[R,PM ] = 0, PMPSRPM = PM . (A.11)

Es fácil demostrar las expresiones de (A.11) de la siguiente forma:

(R)(PM) =

(
RM 0
0 0

)(
IM 0
0 0

)
=

(
RM 0
0 0

)
= (PM)(R),

(PM)(PS)(R)(PM) =

(
IM 0
0 0

)(
R−1
M ∗
∗ ∗

)(
RM 0
0 0

)(
IM 0
0 0

)
= PM .

a) Utilizando las expresiones (A.11) podemos obtener:

〈ψ̂RM |ψ̂RM〉 = 〈ψM |PSPMR2PMPS|ψM〉+ 〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉+

+ 2ℜ
(
〈ψM |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉
)
.

∗ 〈ψM |PSPMR2PMPS|ψM〉 = 〈ψM |PMPSRPMRPMPS|ψM〉 = 〈ψM |RPMPS|ψM 〉.

∗ 2ℜ
(
〈ψM |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉
)
= 2ℜ

(
〈ψM |RPMPS|ψ⊥

M〉
)
.

−2ℜ
(
〈ψ|ψ̂RM〉

)
= −2ℜ (〈ψ|RPMPS|ψ〉) = −2ℜ (〈ψM |RPMPS|ψM〉)+

−2ℜ
(
〈ψ⊥

M |RPMPS|ψ⊥
M〉+ 〈ψ⊥

M |RPMPS|ψM〉+ 〈ψM |RPMPS|ψ⊥
M〉
)
.
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b) Sumando las expresiones desarrolladas de la ecuación (A.10) y considerando que
PM |ψ⊥

M〉 = 0, obtenemos:

‖ψ − ψ̂RM‖2 = 〈ψ|ψ〉+ 〈ψM |RPMPS|ψM〉+ 〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉−
−2ℜ (〈ψM |RPMPS|ψM〉) =

= 〈ψ|ψ〉 − 〈ψM |PSPMR|ψM〉+ 〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉 =

= 〈ψ|ψ〉 − 〈ψM |ψM〉+ 〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉 =

= 〈ψ⊥
M |ψ⊥

M〉+ 〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉.

c) A partir de la definición de error:

〈ψ|(I − PM)|ψ〉
〈ψ|ψ〉 = ǫ2N =⇒ 〈ψ|ψ⊥

M〉 = 〈ψ⊥
M |ψ⊥

M〉 = ǫ2N 〈ψ|ψ〉.

Al final tenemos el resultado que buscábamos

‖ψ − ψ̂RM‖2
‖ψ‖2 = ǫ2N +

〈ψ⊥
M |PSPMR2PMPS|ψ⊥

M〉
‖ψ‖2 .

Ahora demostraremos la acotación. Definimos lo primero el operador A ≡ RPMPS.

‖|ψ⊥
M〉‖2 = 〈ψ|ψ〉ǫ2N , A =

(
IM ∗
0 0

)
,

〈ψ⊥
M |A∗A|ψ⊥

M〉 = ‖A|ψ⊥
M〉‖2 ≤ ‖A‖2‖|ψ⊥

M〉‖2. (A.12)

La norma de un operador lineal acotado se define como:

‖A‖ = sup
|ψ〉∈H

(‖A|ψ〉‖
‖|ψ〉‖

)
.

Se puede demostrar fácilmente4 que: ‖A‖ ≤ ‖R‖‖PM‖‖PS‖.
Definimos una delta de Kronëcker especial de la forma:

δ0≤n≤M ≡
{

1 si 0 ≤ n ≤M
0 si n > M

.

4Sean dos operadores lineales acotados A y B.

‖AB‖ = sup
|ψ〉∈H

(‖A(B|ψ〉)‖
‖|ψ〉‖

)
≤ ‖A‖ sup

|ψ〉∈H

(‖B|ψ〉‖
‖|ψ〉‖

)
= ‖A‖‖B‖.

De forma análoga se puede demostrar para el producto de tres operadores acotados lineales.
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R|ψ〉 = λR|ψ〉 =⇒ ‖R‖ = sup(λR) = 1 + ν0(r,N).

λR =

{
λ̂n
λn
δ0≤n≤M

}
= {1 + νn(r,N)}0≤n≤M .

PM |ψ〉 = λM |ψ〉, λM = δ0≤n≤M =⇒ ‖PM‖ = 1.

A partir de (4.15), y si utilizamos la norma infinita, ‖PS‖∞ = 1, es fácil de ver

1 + νn =
λ̂n
λn

=
1

λn

∞∑

q=0

λn+qN ,

√
λn+uNλn

∞∑

q=0

λn+qN

=

√
λn+uN
λn

1

1 + νn
≤ 1.

A.3. Demostraciones del grupo de Heisenberg-Weyl

DHW1: Los elementos de matriz de T son:

Tkn = 〈zk|n〉 = e−p/2
pn/2√
n!
e−2πikn/N ≡

√
λnFkn (A.13)

donde F expresa la matriz rectangular de Fourier (Ver Apéndice C.1)

Fkn =
1√
N
e−i2πkn/N , (k = 0, . . . , N − 1), (n = 0, . . . ,M).

Entonces, los elementos de matriz del operador resolución será

Anm ≡ 〈n|A|m〉 =
N−1∑

k=0

T ∗
nkTkm =

√
λnλm

N−1∑

k=0

F∗
nkFkm = λnδnm.

Hemos usado las relaciones de ortogonalidad de las matrices rectangulares de Fourier
(RFM). Ver apéndice C.1 y la expresión de ortogonalidad (A.1), y el hecho de que N > M .
Como A es diagonal, con elementos en la diagonal λn 6= 0, entonces es invertible, y
podemos construir un frame dual y la pseudoinversa por la izquierda de T , T +

l ≡ A−1T ∗,
que nos daŕıa una resolución de la identidad como en la ecuación (2.9).

DHW2: De la Resolución de la identidad (5.19), podemos escribir para cualquier ψ ∈ HM como

|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψk|z̃k〉, y por lo tanto, Ψ(z) = 〈z|ψ〉 =
N−1∑

k=0

Ψk〈z|z̃k〉.

A partir de |z̃k〉 = A−1|zk〉, A|n〉 = λn|n〉, y de la expresión
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|zk〉 = e−p/2
M∑

n=0

pn/2e2πikn/N√
n!

|n〉 = 1√
N

M∑

n=0

√
λne

2πikn/N |n〉, (A.14)

obtenemos que

〈z|z̃k〉 = 〈z|A−1|zk〉 =
1√
N

M∑

n=0

λ−1/2
n e2πikn/N 〈z|n〉,

y utilizando la expresión (5.12) y la definición (5.18) de λm, obtenemos

〈z|z̃k〉 = Ξk(z).

DHW3: A partir de (5.24), se observa fácilmente que

∞∑

n=0

|an|2 = 1 =⇒ ǫ2N (ζ) = 1−
M∑

n=0

|an|2.

Γ(a, x) =

∫ ∞

x

e−tta−1dt, Γ(n, x) = (n− 1)! e−x
n−1∑

s=0

xs

s!
(n = 1, 2, . . .), Γ(N) = (N − 1)!

Γ(n, x): Funciones de Gamma incompletas5.

Cuando N es muy grande, tenemos que a partir de

Γ(N, |ζ |2) =
∫ ∞

|ζ|2
e−ttN−1dt,

se deduce fácilmente que

|ζ |2 > N −→ Γ(N, |ζ |2) ≃ 0,
|ζ |2 < N −→ Γ(N, |ζ |2) ≃ 1.

DHW4: A partir de las expresiones (A.8) y (2.10) y viendo que:

〈z|zl〉 =
∞∑

n=0

〈z|n〉〈n|zl〉

y utilizando (2.11), y la expresión (5.12), y la relación de ortogonalidad (A.1), podemos

5Ver [8], p.602,620.
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obtener (5.28):

Lk(z) = 〈z|z̃k〉 =
N−1∑

l=0

B−1
lk 〈z|zl〉 =

1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e2πij(k−l)/N 〈z|zl〉 =

=
1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e2πij(k−l)/N

∞∑

m=0

〈z|m〉〈m|zl〉 =

=
1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j e2πij(k−l)/N

∞∑

m=0

e−(zz̄+zk z̄k)/2
1

m!
z̄mzml =

=
1

N

N−1∑

l=0

N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

m=0

e−(zz̄+zkz̄k)/2
1

m!
z̄me2πil(m−j)/Nzjkp

(m−j)/2 =

= e−(zz̄+zk z̄k)/2
N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

m=0

1

m!
z̄mδm,j mod Nz

j
kp

(m−j)/2 =

= e−(zz̄+zk z̄k)/2
N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

q=0

z̄j+qN

(j + qN)!
zjkp

qN/2 =

= e−(zz̄+zk z̄k)/2

N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

q=0

λj+qNp
−(j+qN)z̄j+qNzjkp

qN/2 =

= e−(zz̄+zk z̄k)/2
N−1∑

j=0

λ̂−1
j

∞∑

q=0

λj+qN(zz
−1
k )j+qN

Hemos utilizado que

p = j + qN (q ∈ N∗), Un(z) = 〈n|z〉 = e−z〈z|/2
zn√
n!
, λm =

Ne−p

m!
pm.

e2πij(k−l)/Nzml = e2πil(m−j)/Nzjkp
(m−j)/2.

zjk = pj(z̄k)
−j , p−qN/2(z̄k)

−j = p−j/2e2πijk/Np−qN/2 = (z̄k)
−(j+qN),

p−(j+qN)(z̄)j+qNzjkp
qN/2 = p−qN/2(z̄)j+qN(z̄k)

−j = (z̄)j+qN(z̄k)
−(j+qN) = (zz−1

k )j+qN .

La demostración de la parte del error es idéntica a la realizada en la demostración DS12.
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DHW5: Esta demostración es análoga a la de (DS14). Aqúı utilizamos

ν0(p,N) =

∞∑

u=1

puN
1

(uN)!
, au ≡

1

(uN)!
p(uN),

au+1

au
= pN

N∏

j=1

1

j + uN
≡ pNh(u).

p0 =
(

(2N)!
N !

)1/N
≃ N

e
22+1/(2N) = 4N

e

[
1 + ln 2

2N
+O

(
1
N2

)]
.

Y ahora para acotar ν0(p,N), tenemos

1

(2N)!
p2N ≃ 1√

2π
(2N)−(2N+1/2)e2Np2N = O(N−2N−1/2).

DHW6:

PM(p) ≡ 〈zk|PM |zk〉 =
M∑

m=0

TkmT ∗
mk = e−p

M∑

m=0

1

m!
pm,

dPM(p)

dp
= −e−p p

M

M !
= −QM (p).

QM(p) es una distribución de Erlang-M+1 (distribución gamma para un enteroM), con
valor promedio pc ≡

∫∞
0
pQM(p)dp = M + 1 y variancia σ2

c =
∫∞
0
(p − pc)

2QM(p)dp =
M+1. La distribución de Erlang-M+1 converge a la distribución Normal N (pc, σ

2
c ) para

valores grandes de M . Además, se sabe que la distribución Delta de Dirac δ es el ĺımite

de la gaussiana δ(x − µ) = ĺımσ−→0N (µ, σ2). Esto implica que N (pc, σ
2
c ) ≃ 1

pc
δ
(
p−pc
pc

)

para valores grandes deM , que significa que PM(p) se aproxima a la función de Heaviside
paraM grandes. A esto se le llama droplet en el estudio del efecto Hall cuántico (ver [66]
para una demostración alternativa en este contexto).



Apéndice B

Pseudoinversa y mı́nimos cuadrados

B.1. Pseudoinversa Moore-Penrose

La pseudoinversa A+ de una matriz A ∈ Mm×n(K) es una generalización de la matriz inver-
sa. Se utiliza normalmente en la resolución por mı́nimos cuadrados de sistemas de ecuaciones.

Definición B.1 (Pseudoinversa).
La pseudoinversa A+ de una matriz, A ∈ Mm×n(K), se define como la única matriz que
satisface las cuatro condiciones siguientes:

1. AA+A = A (AA+ no tiene porque ser la matriz identidad).

2. A+AA+ = A+.

3. (AA+)∗ = AA+ (AA+ es hermı́tica).

4. (A+A)∗ = A+A (A+A es hermı́tica).

donde M∗ es la hermı́tica y traspuesta (adjunta) de una matriz M . Para matrices cuyos ele-
mentos sean reales tenemos que M∗ =M t.

Proposición B.1.

La pseudoinversa existe y es única para cualquier matriz A, es decir, existe una matriz
A+ que satisface las cuatro condiciones de la definición. Si A tiene coeficientes reales
entonces A+ también los tiene.

Si la matriz A es invertible, la pseudoinversa y la inversa coinciden: A+ = A−1.

La pseudoinversa de la matriz cero es su traspuesta.

La pseudoinversa de la pseudoinversa es la matriz original: (A+)+ = A.

(At)+ = (A+)t.

Ā+ = A+.

121
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(A∗)+ = (A+)∗.

(αA)+ = α−1A+, ∀α 6= 0.

NOTA:
El rango-colummna de una matriz A es el número máximo de columnas linealmente indepen-
dientes de A. Y el rango-fila es el número máximo de filas linealmente independientes de A.

El rango de una matriz m × n es como mucho el min(m,n). Una matriz que tiene como
rango el máximo posible se dice que tiene rango-completo, en caso contrario es rango-deficiente.

Si A y B son matrices tal que AB está definido, y A tiene sus columnas ortonormales
(A∗A = I), o B tiene sus filas ortonormales (BB∗ = I) o A es de rango-columna completo,
y B es de rango-fila completo, entonces

(AB)+ = B+A+ .

AA+ es el proyector ortogonal en el rango de A (El espacio expandido con los vectores
columnas de A).

Si la pseudoinversa de A∗A se conoce, entonces podemos obtener A+ de la forma:

A+ = (A∗A)+A∗ , A+ = A∗(AA∗)+ .

Identidades

• A+ = A+(A+)∗A∗.

• A+ = A∗(A+)∗A+.

• A = (A+)∗A∗A.

• A = AA∗(A+)∗.

• A∗ = A∗AA+.

• A∗ = A+AA∗.

Si A tiene columnas ortonormales (A∗A = I) o filas ortonormales (AA∗ = I), entonces

A+ = A∗ .

Si las columnas de A son linealmente independientes, entonces A∗A es invertible. En este
caso, tenemos

A+ = (A∗A)−1A∗ ,

entonces se sigue que A+ es la inversa por la izquierda de A : A+A = I.

Si las filas de A son linealmente independientes, entonces AA∗ es invertible. En este caso,
tenemos

A+ = A∗(AA∗)−1 .

Se sigue que A+ es una inversa por la derecha de A : AA+ = I.
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Si las columnas y filas son linealmente independientes (eso ocurre en las matrices regulares
cuadradas), la pseudoinversa es justo la inversa

A+ = A−1 .

Es posible definir la pseudoinversa para escalares y vectores. Si x es un escalar

x+ ≡
{

0 si x = 0
x−1 si x 6= 0

.

Si x es un vector

x+ ≡
{

0t si x = 0
x∗

x∗x
si x 6= 0

.

Matrices circulantes
Si C es una matriz circulante, y F la matriz Fourier, entonces

C = FΣF∗ , C+ = FΣ+F∗ .

La pseudoinversa de una matriz
Vamos a utilizar la inversa de matrices regulares. Sea k el rango de una matriz A ∈
Mm×n(K). Entonces A puede ser descompuesto como A = BC, donde B es una matriz
m× k y C es una matriz k × n. Entonces

A+ = C∗(CC∗)−1(B∗B)−1B∗ .

Si A tiene el máximo rango por filas, aśı que k = m, entonces B puede escogerse como
la matriz identidad, y esta expresión se reduce a

A+ = A∗(AA∗)−1 .

Similarmente, si A tiene el máximo rango por columnas (es decir, k = n), tenemos

A+ = (A∗A)−1A∗ .

B.2. Problema de los mı́nimos cuadrados

Consideremos un sistema sobre-determinado

n∑

j=1

Xijβj = yi , (i = 1, 2, . . . , m) ,

m ecuaciones lineales, y n coeficientes desconocidos β1, β2, . . . , βn comom > n, escrito en forma
matricial, tenemos

Xβ = y ,
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donde

X =




X11 X12 . . . X1n

X21 X22 . . . X2n
...

...
. . .

...
Xm1 Xm2 . . . Xmn


 , β =




β1
β2
...
βn


 , y =




y1
y2
...
ym


 .

Sea el conjunto de puntos (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xm, ym) tomados de forma experimental, y
una función modelo y = f(x, β), con β = (β1, β2, . . . , βn). Debemos encontrar los parámetros
βj con (j = 1, . . . , n), tal que la función modelo se minimice

f(x, β) =
n∑

j=1

βjφj(x) ,

donde φj puede ser no lineal con respecto a la variable x.

Con yi = f(xi, β), ∀i = 1, . . . , m. Existen más puntos que parámetros a determinar. Por lo
cual, como esto no es posible en la práctica, escogeremos los valores de los βj tal que hagamos
mı́nimas los valores posibles de la suma de cuadrados de las diferencias

ri(β) = yi − f(xi, β) , (i = 1, 2, . . . , m) .

Hay que minimizar S(β):

S(β) =

m∑

i=1

r2i (β) ,

∂S

∂βj
= 2

m∑

i=1

ri
∂ri
∂βj

= 0 , (j = 1, 2, . . . , n) ,

como

ri = yi −
n∑

j=1

Xijβj , f(xi, β) =

n∑

j=1

Xijβj ,

∂ri
∂βj

= −
n∑

k=1

Xik
∂βk
∂βj

= −
n∑

k=1

Xikδkj = −Xij ,

∂S

∂βj
= −2

m∑

i=1

(
yi −

n∑

k=1

Xikβk

)
Xij = 0 ,

m∑

i=1

yiXij =
m∑

i=1

n∑

k=1

XijXikβk , (j = 1, 2, . . . , n).

En forma matricial
(X tX)β = X ty.

La solución algebraica de esta ecuación es

β = (X tX)−1X ty ≡ X+y ,

donde X+ es la pseudoinversa de Moore-Penrose de X .



Apéndice C

Matrices rectangulares de Fourier y
circulantes

C.1. Matrices Rectangulares de Fourier

Sea N,M ∈ N, y sea FNM ∈ MN×M :

(FNM)nm =
1√
N
e−i2πnm/N , (n = 0, 1, . . . , N − 1) , (m = 0, 1, . . . ,M − 1) .

Estas matrices se denominan Matrices de Fourier Rectángulares (RFM).

ParaN =M , tenemos las matrices de Fourier standard FN . Se van a estudiar las propiedades
de estas matrices en los casos: N > M y N < M .

C.1.1. Caso N > M (sobre-muestreo)

Sea iNM : CM → CN (inclusión)

iNM =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1
...

...
...

...
0 0 . . . 0




≡
(
IM
0

)

N×M
, iNM x =

(
x
0

)

N×1

, (∀x ∈ CM) .

Incluye un vector x ∈ CM en las M primeras filas de un vector de CN , el resto son ceros.

Sea pMN : CN → CM (proyección),

pMN =




1 0 . . . 0 . . . 0
0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 1 . . . 0


 ≡

(
IM 0

)
M×N , pMN x =

(
xM
)
M×1

, ∀x ∈ CN .
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xM = (x1, . . . , xM)t, x ∈ CN , x ≡ (x1, . . . xM , . . . , xN)
t .

Proyecta un vector x ∈ CN , en un vector de CM , que tiene los M primeros componentes de x.

pMN = (iNM )∗ , pMN iNM = IM , iNMpMN = PM ≡
(
IM 0
0 0

)

N×N
.

Dadas las matrices cuadradas A,B actuando sobre CN y CM , respectivamente. Definimos
las matrices cuadradas A↓ y B↑ como:

La matriz A↓ = pMNAiNM , (A ∈ MN×N , B ∈ MM×M).

La matriz A↓, trunca la matriz A ∈ MN×N en una matriz M ×M

A↓ =



A11 . . . A1M
...

...
...

AM1 . . . AMM


 , A =




A11 . . . A1M . . . A1N
...

...
...

AM1 . . . AMM . . . AMN
...

...
...

AMN . . . ANM . . . ANN




.

La matriz

B↑ = iNM B pMN ≡
(
B 0
0 0

)

N×N
, PM = (IM)↑ .

Proposición C.1.
Matrices de Fourier rectangulares (RFM).

(a) FNM = FN iNM , F∗
NM = pMNF∗

N .

(b) F∗
NMFNM = IM , FNMF∗

NM = FN PM F∗
N .

C.1.2. Caso N < M (submuestreo)

pNM iMN = IN , iMNpNM = PN ≡
(
IN 0
0 0

)

N×N
= (IN)

↑ .

FNM =
(
FN FN

q veces. . . FN FNp

)
, (C.1)

F∗
NM =




F∗
N

F∗
N

... q veces

F∗
N

F∗
Np




. (C.2)
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p =M modN, q =M div N ,

p es el resto de M/N , y q es el cociente de M/N . Es decir, p =M − qN (q ∈ N∗).

Sea M̄ el múltiplo más pequeño de N que es mayor o igual a M .

M̄ =Min {q̄N : q̄N ≥M} , q̄ = Ceiling(M/N) .

q̄ = Ceiling(M/N) =

{
q p = 0
q + 1 p 6= 0

.

FNM̄ =
(
FN FN

q̄ veces. . . FN

)
. (C.3)

Proposición C.2.

(a) FNM = FNM̄ iM̄M , F∗
NM = pMM̄F∗

NM̄
.

(b) FNMF∗
NM = q IN + FN Pp F∗

N , F∗
NMFNM = (ÎM̄)↓ ≡ ÎM ,

donde

ÎM̄ =




IN IN q̄ times. . . IN
IN IN . . . IN

... q̄ times
...

. . .
...

IN IN . . . IN



M̄×M̄

.

C.2. Matrices circulantes

El operador overlapping kernel B tiene estructura de matriz circulante

Bkl = 〈zk|zl〉 =
1

22s
(
1 + e2πi(l−k)/N

)2s
= Cl−k, (k, l = 0, . . . , N − 1), (C.4)

donde Cn = 1
22s

(
1 + e2πin/N

)2s
.

B = circ(C0, C1, . . . , CN−1) =




C0 C1 . . . CN−1

CN−1 C0 . . . CN−2
...

...
. . .

...
C1 C2 . . . C0


 =

N−1∑

j=0

CjΠj ≡ Pc(Π), (C.5)

donde

Π =




0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
...

... . . . 1
1 0 . . . 0


 , (ΠN = IN , Πt = Π∗ = Π−1 = ΠN−1).

Π es la matriz generatriz de las matrices circulantes, y Pc(t) el polinomio representativo de la
circulante.
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Cada matriz circulante es diagonalizable, cuyos autovectores son las columnas de la matriz
de Vandermonde

VN = V (z0, . . . , zN−1) =
√
NF∗ ,

λ̂k = Pc(z̄k) =

N−1∑

l=0

Clz−lk = 2−(2s)

N−1∑

l=0

2s∑

n=0

(
2s
n

)
e2πiln/Ne−2πikl/N =

= N
22s

q̄−1∑

l=0

(
2s

k+lN

)
, (k = 0, . . . , N − 1) .

.

Para N ≤ 2s+ 1, aparecen más términos.

Hemos usado z̄k en vez de zk en el polinomio Pc para obtener la factorización B =
FN D F∗

N en vez de la factorización B = F∗
N D′FN , donde los autovalores van en orden

inverso con respecto a D.

q̄ es el Ceiling ((2s+ 1)/N). Es fácil probar que B = FN D̂ F∗
N , donde

D̂ = diag(λ̂0, . . . , λ̂N−1) .

Demostración: Si utilizamos la relación de ortogonalidad (A.1)

λ̂k = 2−2s
2s∑

n=0

(
2s
n

)N−1∑

l=0

e2πil(n−k)/N = 2−2sN

2s∑

n=0

(
2s
n

)
δn=k modN = N2−2s

q̄−1∑

l=0

(
2s

k + lN

)
, (k = 0, . . . , N−1) .

Esto se puede ver a partir de

q̄ = Ceiling

(
2s+ 1

N

)
, N ≤ 2s+ 1 .

n = {k, k +N, k + 2N, . . . , (N − 1) + q̄N}, con k = 0, . . . , N − 1; de tal forma que N − 1 + lN ≤ 2s,

(l + 1) ≤ 2s+ 1

N
≤ Ceiling

(
2s+ 1

N

)
≡ q̄ =⇒ l ≤ q̄ − 1 .

�



Apéndice D

Operador fase

Una forma de definir el operador de fase Θ fue dada por Dirac [57] a través de una descom-
posición del operador destrucción1

a ≡ eiΘ
√
N , a† ≡

√
N e−iΘ.

N|n〉 = n|n〉, eiΘ|n〉 = |n− 1〉, 〈n|eiΘ|n〉 = 0. (D.1)

Esta definición presenta ciertas dificultades como se puede ver en [58] (ver también [59]).
De hecho, uno puedo probar que2:

eiΘe−iΘ = 1, e−iΘeiΘ = 1− |0〉〈0|,

que significa que eiΘ no es unitario, es decir, Θ no es hermı́tico.

La dificultad de definir un operador fase hermı́tico fue resuelto en [60, 61]. Los estados de
fase se pueden definir ahora de la forma:

|θ〉 = ĺım
M→∞

(M + 1)−1/2
M∑

n=0

einθ|n〉,

1a† es el operador adjunto del operador destrucción, es decir, el operador creación. Además, se demuestra
fácilmente (D.1) de la forma:

eiΘ|n〉 = aN−1/2|n〉 = |n− 1〉.
Y también podemos ver

e−iΘeiΘ|n〉 = (1 − |0〉〈0|)|n〉 = |n〉 − |0〉δn0.

2A partir de eiΘ = aN−1/2 y e−iΘ = N−1/2a† tenemos

eiΘe−iΘ|n〉 = aN−1a†|n〉 =
√
n+ 1aN−1|n+ 1〉 = |n〉

para cualquier estado |n〉. Y por el otro lado, tenemos

e−iΘeiΘ|n〉 = N−1/2a†aN−1/2|n〉 = 1√
n
N−1/2a†a|n〉 = |n〉

para cualquier estado |n〉 6= 0.
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Si trabajamos con un M finito, los estados de fase |θk〉 con

θk = θ0 +
2πk

M + 1

(para un θ0 arbitrario) constituye una base ortonormal3 de HM . El operador de fase hermı́tico
se define simplemente como

Θ ≡
M∑

k=0

θk|θk〉〈θk|.

Estos estados no son f́ısicos, en el sentido que en el ĺımite, cuando M → ∞, su número de
part́ıculas tiende a infinito [61].

3 〈θk|θl〉 = ĺım
M−→∞

1

M + 1

M∑

n=0

ein(θl−θk) = ĺım
M−→∞

1

M + 1

M∑

n=0

e2πin(l−k)/(M+1) = δlk.



Bibliograf́ıa

[1] M. Calixto, J. Guerrero, y J.C. Sánchez-Monreal. Sampling Theorem and
Discrete Fourier Transform on the Riemann Sphere. Journal of Fourier Analysis and
Applications 14 (2008) 538-567.

[2] M. Calixto, J. Guerrero, y J.C. Sánchez-Monreal. Sampling Theorem and
Discrete Fourier Transform on the Hyperboloid. Journal of Fourier Analysis and Appli-
cations 17 (2011) 240-264.

[3] M. Calixto, J. Guerrero and J.C. Sánchez-Monreal. Almost complete coher-
ent state subsystems and partial reconstruction of wavefunctions in the Fock-Bargmann
phase-number representation . Journal of Physics A (Mathematical & Theoretical) 45
(2012) 244029 (20pp)
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