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Capitulo 1

Introduccion

El Anélisis Arménico es una rama de las Matematicas que estudia la representacion de una
funcién como superposicién de otras més sencillas (en particular de cardcter sinusoidal, como
es el caso del andlisis de Fourier). Las ondas en las que la funcién se descompone se llaman
armonicos. El Andlisis Arménico tiene un gran ntimero de aplicaciones en campos tan diversos
como el procesamiento de senales, la mecanica cuantica o la neurociencia.

En esta Tesis nos preguntamos si es posible reconstruir una senal a partir de una serie de
puntos de muestreo discretos con un cierto grado de aproximacién. En el caso de funciones de
banda limitada sobre la recta real (o en el Andlisis Armoénico Abeliano en general), el teorema
de muestreo clasico de Shannon nos da condiciones suficientes para este problema. Los teoremas
de muestreo para el Analisis Arménico sobre grupos no Abelianos y sus espacios homogéneos
son aun escasos en la literatura, salvo algunos resultados generales importantes para grupos
compactos ([32], [33]) y grupos de movimiento (traslaciones y rotaciones) no compactos ([43]).

La Teoria de Ondiculas Continuas (Continuous Wavelet Transform) estandar (ver [31])
puede ser vista como un capitulo de estados coherentes generalizados sobre el grupo de trans-
formaciones afines (traslaciones y dilataciones). Estos resultados reviven el interés en la cuestion
de la discretizacion y en el establecimiento de nuevos teoremas de muestreo para el analisis
armonico sobre grupos no Abelianos y sus espacios homogéneos, que sera de importancia para
el estudio numérico y simulacién de sistemas fisicos que encierren estas simetrias. Actualmente,
hay algunos resultados importantes sobre el muestreo y el célculo eficiente de transformadas
de Fourier para grupos compactos (ver [32] [33]). Me gustaria resefar la referencia [42] para el
grupo de movimientos y sus aplicaciones en ingenierfa [43] (concretamente en robdética [44]) y
[45] para frames discretos del grupo de Poincaré y sus aplicaciones en la Teoria de la Relativi-
dad.

En las referencias ([9],[10]), los autores desarrollan un teorema de muestreo sobre la esfera,
que reduce el calculo de coeficientes de Fourier y convoluciéon de funciones de banda limitada a
calculos discretos finitos. Aqui, las funciones de banda limitada sobre la esfera S?, de anchura .J
(momento angular maximo), se desarrollan en términos de arménicos esféricos y se muestrean
en una malla equiangular de 4.J2 puntos.
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La Transformada Rdpida de Fourier (FFT en inglés) sobre S* es un algoritmo para un
desarrollo eficiente de una funcién definida sobre la esfera S* = SO(3)/SO(2) en términos
de un conjunto de coeficientes matriciales irreducibles para el grupo especial ortogonal en tres
dimensiones G = SO(3) que, para este caso, son precisamente la familia estandar de arménicos
esféricos.

La transformada de Fourier sobre la esfera tiene aplicaciones en distintos campos como: ge-
ofisica, sismologia, tomografia, fisica de la atmdsfera, fisica atomica, astrofisica, cristalografia,
etc.

El grupo G = SU(2) (doble recubrimiento de SO(3)) nos permite trabajar con espin o
momento angular semientero. Ademads, nosotros trabajamos con una representacion diferente
en vez de los armonicos esféricos; emplearemos un sistema de polinomios ortogonales (menos
estandar) que son las funciones holomorfas de Majorana ([19],[20]) sobre la esfera de Riemann
C = C U {oo} (Compactificacién por un punto del plano complejo).

La ventaja de utilizar esta representacién holomorfa compleja en vez de la estandar (repre-
sentacién en angulos de Euler) es:

1. Aprovechamos una estructura diagonal y circulante de los operadores resolucién y “nicleo
de solapamiento” (overlapping kernel), para dar una férmula explicita de inversién en la
reconstruccién de funciones.

2. Podemos extender el procedimiento de muestreo para un momento angular semientero
s, que podria ser utilizado, por ejemplo, para construir frames discretos de estados co-
herentes para particulas con espin en Fisica Atémica ([22],[5]). Ademas, para momentos
angulares enteros s = j, podriamos siempre pasar de una representacién a otra a través
de una transformacién de tipo Bargmann para SO(3).

Introduciremos una transformacién de Bargmann generalizada ([21]), relacionando ambas
representaciones: la holomorfa y la estandar en términos de armoénicos esféricos, que es una
generalizacién de la transformacién de Bargmann para los estados coherentes estandar ([22],[5]).

Hemos escogido en C las raices de la unidad como puntos de muestreo asi es que, al
muestrear estados coherentes, la expresion del overlapping kernel By, = (zx|z;) tiene estructura
circulante ([23]). Usando las propiedades de las Matrices Rectangulares de Fourier (RFM) y
la teoria de Matrices Circulantes, invertimos el overlapping kernel B, para que nos dé una
férmula de reconstruccion para funciones holomorfas de Majorana sobre la esfera de Riemann.
La férmula de inversién viene dada a partir de la descomposicién: B = FDF !, donde D es
una matriz diagonal y F representa las matriz de Fourier discreta.

Para el caso del hiperboloide (mds concretamente la hoja superior del hiperboloide de dos
hojas), se estudian problemas de discretizacion similares para el grupo no-compacto SO(2,1)
(el grupo de movimiento del espacio de Lobachevsky) o, de forma més precisa, para su doble
recubrimiento SU(1,1). Los grupos SU(2) y SU(1,1) aparecen como grupos de simetrias en
muchos sistemas fisicos. La Teoria del Momento Angular es esencial cuando estudiamos sis-
temas que son invariantes bajo rotaciones (isotropia del espacio). De la misma manera, la



teoria de representaciones de SU(1,1) o SL(2,R) es 1til cuando esta relacionado con sistemas
que presentan invariancia conforme, especialmente en dos dimensiones (donde SO(2,1) es un
subgrupo del grupo conforme que es el grupo de Virasoro, de dimensién infinita). En particu-
lar, el grupo SL(2,R) se utiliz6 en [27] para definir la ondiculas sobre el circulo y en la recta
real de una forma unificada. Ademads, los estados coherentes de SU(2) y SU(1,1), y los es-
tados coherentes generalizados del grupo de Heisenber-Weyl (Gabor frames), encuentran una
gran variedad de aplicaciones, principalmente en el estudio de sistemas cuanticos y sus limites
clasicos (ver [5, 22, [11]). Por ejemplo, los estados fundamentales de los superconductores y
super-fluidos (como el condensado de Bose-Einstein) son estados coherentes.

En lugar de trabajar en el hiperboloide, lo haremos en su proyeccién estereografica sobre el
disco unidad Dy = SU(1,1)/U(1). Escogiendo como puntos muestra un conjunto de N puntos
igualmente distribuidos sobre una circunferencia de radio r < 1, para funciones holomorfas
de banda limitada sobre ID; con limite de banda M < N e indice s de Bargmann (indice de
las representaciones irreducibles de la serie discreta de SU(1,1)), el operador resolucién A es
diagonal; y nos proporciona una férmula de reconstruccién a partir de la pseudoinversa por la
izquierda. Los coeficientes de Fourier se obtienen a través de un filtrado de la transformada de
Fourier de los datos, permitiendo una rapida y sencilla extension del algoritmo de reconstru-
ccién clédsico. La reconstruccion de funciones arbitrarias de banda ilimitada no es exacta para
un numero finito N de muestras. Pero se pueden dar unas férmulas de reconstruccion parciales
y estudiar la aproximacion y el error cometido en términos de N, el radio r y el indice s.

Para el caso del grupo de Heisenberg-Weyl (Capitulo 5), ampliamente usado en Optica
Cuéntica, usamos una parametrizacién nimero-fase de z = re? en términos del ntimero de
particulas medio p = r? = |2|? y fase 6 = arctan(3(2)/R(z)) y escogeremos igualmente un
sistema de estados coherentes S = {|z;)} correspondiente a un conjunto finito de N puntos

4 N-1 . e , .o
Q= {zk = re2mik/N } 4—o uniformemente distribuida sobre un circulo de radio fijo r, que corres-

ponde a un numero finito N de fases {Hk = 2’;’“ }]Zj:_ol para un numero promedio de particulas
p = r? (de forma idéntica a como lo hicimos para el grupo SU(2) y SU(1,1)). Estudiamos
las condiciones bajo las cuales es posible una reconstruccién exacta de la funciéon de onda 1),
cuando nos restringimos a un subespacio de Hilbert (ntimero finito de particulas) o para un

nimero promedio de particulas p por debajo del valor critico p. = N.

La posibilidad de aproximar los estados cuanticos de la luz como una superposicién de un
ntimero limitado de estados coherentes sobre un circulo (o sobre una linea) en el espacio de
fases ha sido ya considerado en las referencias [70, [71, [72, [73, [74] [75]. Varios efectos no-clasicos
aparecen debido a la interferencia cuantica entre los componentes de una superposiciéon de
estados (llamados también estados tipo gato de Schridinger).

En este capitulo se ve brevemente la restriccion de los estados coherentes en un circulo, y
analizamos la reconstruccién de estados a partir de un muestreo en la fase para un numero
finito de particulas. Se estudia también la representacion del circulo en el lenguaje de frames.

La ventaja de esta parametrizacion en términos de niimero-fase es que nos permite de nue-
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vo la inversién explicita de los operadores resolucién y del overlapping kernel a partir de la
teoria de Matrices Circulantes y Matrices de Fourier Rectangulares. Al final se hacen algunos
comentarios sobre las posibles aplicaciones fisicas en Optica Cudantica.

Para resumir, este trabajo viene estructurado de la siguiente forma: en el primer capitulo
introducimos aspectos basicos de matematicas que hemos utilizado para elaborar esta Tesis.
En los tres siguientes capitulos hacemos un estudio detallado del muestreo de los tres grupos
de simetria analizados: SU(2), SU(1,1) y el grupo de Heisenber-Weyl. Este estudio ha sido
publicado en las tres referencias siguientes:

1. M. Calixto, J. Guerrero, y J.C. Sanchez-Monreal, Sampling Theorem and Discrete Fourier
Transform on the Riemann Sphere, Journal of Fourier Analysis and Applications 14
(2008) 538-567.

2. M. Calixto, J. Guerrero, y J.C. Sanchez-Monreal, Sampling Theorem and Discrete Fourier
Transform on the Hyperboloid, Journal of Fourier Analysis and Applications 17 (2011)
240-264.

3. M. Calixto, J. Guerrero and J.C. Sanchez-Monreal, Almost complete coherent state sub-
systems and partial reconstruction of wavefunctions in the Fock-Bargmann phase-number
representation , Journal of Physics A (Mathematical & Theoretical) 45 (2012) 244029

(20pp)

Al final del trabajo hemos introducido cuatro apéndices. En el Apéndice A hemos incluido
las demostraciones y desarrollos matematicos de los distintos resultados obtenidos para facilitar
la lectura separandolos de los enunciados. En los Apéndices B, y C se ha incluido informacion
bésica sobre la pseudoinversa de Moore-Penrose, minimos cuadrados, matrices rectangulares de
Fourier y matrices circulantes. Y para finalizar, un Apéndice mas sobre la definicion del opera-
dor fase y operador niimero. También proporcionamos una amplia bibliografia para consultar
y profundizar en los distintos aspectos que trata este trabajo.



Capitulo 2

Aspectos basicos

2.1. Espacios homogéneos

Definicién 2.1 (Espacios topoldgicos).
Un espacio topologico es un conjunto E de elementos junto con'l’, una coleccion de subconjuntos
de E que satisfacen las siquientes propiedades:

1. El conjunto vacio y E estan en T'.
2. La interseccion de cualquier coleccion finita de conjuntos de T estd también en T .
3. La union de toda coleccion de conjuntos de T estd también en T.

Los conjuntos en T son los conjuntos abiertos, y sus complementos en F son llamados
conjuntos cerrados.

La coleccién T es llamada topologia en E. Los elementos de E suelen llamarse puntos,
aunque pueden ser cualquiera de los objetos matematicos. Un espacio topoldgico en el cual los
puntos son funciones es llamado un espacio funcional.

Definicién 2.2 (Homeomorfismo).

En topologia, un homeomorfismo es una biyeccion entre dos espacios topolégicos por una apli-
cacion biyectiva que es continua y cuya inversa es continua. En este caso, los dos espacios
topoldgicos se dicen homeomorfos. Las propiedades de estos espacios que se conservan bajo
homeomorfismo se denominan propiedades topologicas.

Definicién 2.3 (Espacio homogéneo).

Un espacio se dice homogéneo si para todo par de puntos x,y € X existe un homeomorfismo
h: X — X tal que h(z) = y. Ello implica en particular que en un espacio homogéneo las
propiedades topologicas locales de uno cualquiera de sus puntos determina las de los otros.

2.2. Representaciones

Definicién 2.4 (Representacién).
Supongamos que existe una aplicacion T homeomorfa de un grupo G al grupo de las matrices

7
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n X n no singulares sobre un espacio vectorial V.

T:G— GL(V)}
g— T(g) '

Entonces el grupo de matrices T'(g) forma una representacion de G de dimensionn = dimg(V),
con K=C ¢ R.

Definicién 2.5 (Representacion unitaria).
Una representacion unitaria de un grupo G es una representacion U en el que las matrices U(g)
son unitarias para cada g € G. Normalmente utilizaremos U para designar las representaciones
unitarias. Es decir,

U'(9)U(g) =U(g)U*(g) =1, Vgeq.

Definicién 2.6 (Representacién irreducible).
Decimos que una representacion T’ es irreducible si es equivalente a través de una relacion de
semejanza a una representacion T' de la forma:

Ti(g) O 0 ... 0

0  Ty(g) 0 ... 0

T'(g) = 0 0 Tis(g) 0
00 0 T

2.3. Grupo de Lie Lineal

Definicién 2.7 (Grupo de Lie lineal de dimensién n).
Un grupo G es un grupo de Lie lineal de dimension n si satisface las siquientes condiciones:

1. G debe de poseer al menos una representacion’l’ de dimension finita. Supongamos que es-
ta representacion tiene dimension m, entonces se define la distancia entre dos elementos
9,9 € G como:

d(g,9") = Z Z Tix(9) — Tir(9")|? V9,9 €G.

m
j=1 k=1

Se define, para cada § > 0, la bola abierta de radio § y centro I (entorno al punto I),

como
Ms={9€G: d(g,I) <}, dada I la identidad del grupo G.
2. 36 > 0 tal que cualquier g € Ms puede ser parametrizado por n pardmetros xi, ..., %,
(no existen dos conjuntos de pardmetros que correspondan al mismo elemento g € G ).
La identidad I serd parametrizada siempre como: x1 = ... =z, = 0. Es decir:

X;: M; — R»
g = Xi(9)

—

} biyeccion, X(I)=(0,...,0) € R".



2.4. ESPACIOS DE HILBERT 9

3. dn > 0, tal que cada punto en R™ para el que corresponde algiun elemento g en My, se
verifica

> 2ig) <
j=1

El conjunto de puntos obtenidos de esta forma serd denotado por R, (R, C M,).
dX : R, € Ms; — R" que es una biyeccion. Estamos quitando las posibles diver-
gencias en R™.

4. Cada elemento de la matriz T(g(xq,...,x,)) = T(x1,...,x,) deberd ser una funcion
analitica de x1, ..., Ty, Y(21,...,2,) € R". En particular, podemos definir las n matrices
m x m, {ay,...,a,} con
0T,
(ap)jk = < y ) :
QP r1=...=xp=0
Teorema 2.1. Las matrices {ay,...,a,} forman una base para un espacio vectorial real de

dimension n.

Aunque {ay,...,a,} forme una base de un espacio vectorial real, no requiere que los ele-
mentos de la matriz de estas matrices necesiten ser reales. Este espacio vectorial dotado del
corchete de Lie [a;, a;] definird el dlgebra de Lie G de G.

2.4. Espacios de Hilbert

Definicién 2.8 (Serie de Cauchy).
Una sucesion {¢,} de un espacio métrico, en general, se llama sucesion de Cauchy si satisface
la siguiente condicion (llamada Condicion de Cauchy):

Ve > 0,IM € Z: d(pn, dm) < €, siempre que n > M, m > M.

Definicién 2.9 (Espacio de Hilbert).
Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo con producto escalar (Y|i)") en el que
cada sucesion de Cauchy converge.

Definicién 2.10 (Espacio de Hilbert separable).
Un espacio de Hilbert (H # {0}) es separable si y sdlo si admite una base ortonormal nume-
rable.

Proposicién 2.1.
Todas las bases ortonormales de un espacio de Hilbert H tienen el mismo cardinal.

Definicién 2.11 (Sistema ortonormal completo).
Un conjunto de vectores ortonormales {11,s, ...} de un espacio de Hilbert se dice completo
st no existe ningun vector v distinto de cero que sea ortogonal a cada 1; con j € N.
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Teorema 2.2. Si un espacio de Hilbert de dimension infinita es separable, entonces el
espacio contiene un sistema ortonormal completo, y cada sistema ortonormal completo en el
espacio consiste de un numero contable de vectores.

Teorema 2.3. Si los vectores {1, 1s,...} forman un sistema ortonormal completo de un
espacio de Hilbert de dimension infinita, entonces cualquier vector del espacio puede ser escrito
como:

= (0, V),
j=1

ademds se cumple que

[9lI> =Y "Wy, ¥)*  (Relacion de Parseval). (2.1)
j=1

2.5. Orbitas

Definicién 2.12 (G-equivalentes).
Dado un conjunto X, y una accion

g: X —
x

X } cong € G,
— T

decimos que © € X es G-equivalente a y € X (x ~y) si gr =y, para algin g € G.

Definicién 2.13 (G-6rbitas u érbitas).
Las clases de equivalencia de X bajo la relacion de equivalencia ~ se denominan G-orbitas u
orbitas de X.

Asi que x e y pertenecen a la misma érbita si y sélo si y = gx para algin g € G. La orbita
que contiene a x es el conjunto {gz : g € G}. Si hay solamente una G-érbita en X diremos
que G es transitivo sobre X. En este caso para cada par de puntos x,y en X hay un g € G,
tal que y = gx.

Si Y es un subconjunto de X (Y C X), y g € G, denotamos con ¢(Y) al conjunto
{gy: ye Y}

Definicién 2.14 (G-invariante).
Un subcongunto Y de X es G-invariante o invariante si g(Y') CY, Vg € G.

Dado un subconjunto arbitrario Y de X (Y C X)), podemos encontrar un subgrupo
K={9eG: g(Y)CY}.

Es facil encontrar que K es un grupo de transformacion e Y es un subconjunto K-invariante
de X. Frecuentemente, nos referimos a K como la G-simetria o grupo de simetria del conjunto
Y.
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Para cualquier z € X, el grupo
G*={9geG: gr=u}

se le denomina subgrupo de isotropia de x en GG. Contiene los elementos de G que dejan x
invariante.

2.6. Integracion invariante

Sea ®(g) una funcién compleja sobre el grupo G.

Para un grupo finito, las sumas de la forma

> a(g)

geG

se suelen encontrar, particularmente, en la teoria de representaciones. Es facil comprobar,
que el conjunto {¢'g : g € G} tiene exactamente el mismo numero de elementos que GG, para

cualquier ¢’ € G. Entonces
> @d'g) =) ®(g),

geG geG

por lo que, la suma se dice que es invariante por la izquierda. Similarmente:

> @gg) =D (9),

geG geqG

se dice entonces que es invariante por la derecha. Y si ®(g) = 1, Vg € G; entonces la suma es
finita en el sentido de

Z 1=N, siendo N = Card(G).

geG

Si hacemos la generalizacién a grupos de Lie lineales y conexos, es natural reemplazar la

suma por una integral con respecto a las coordenadas yq,yo, ..., ¥y, de g. Utilizando la teoria
de Haar, para los grupos de Lie lineales existe siempre una integral invariante por la izquierda
o invariante por la derecha.

by by
Inv-izq /Gq)(g)dl(g) = / dy; . . / Ay, ®(g(y1, - Yn))or(Y1, - -, Yn)-

al n

bl bn
Inv-der / d(g)d.(g) = / dyy .. / Ay, ®(g(y1, - Yn))or (Y1, -« -y Yn)-
G al Qn

Para un grupo de Lie lineal G, tal que:

[ oo = [ owat. [ oad)a = [ i),

G

para cualquier ¢’ € GG, y cualquier funcién ®(g) en la que la integral estd bien definida.
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Aqui oy(y1, .-, Yn) ¥ 0-(Y1, - - ., yn) son funciones peso invariantes por la izquierda y por la
derecha, determinadas salvo constantes arbitrarias.

Las integrales invariantes por la izquierda y por la derecha se dicen que son finitas si:

by bn
/dl<g>5/ dy/ Ao, ),
G a1 a

n

b1 bn
/dr(g)E/ dyl/ dyngr(yla>yn)>
G a1 a

n

son finitas. Si las constantes multiplicativas pueden ser escogidas tal que oy(y1,...,yn) ¥
o-(y1,...,Ys) sean iguales, entonces las integrales serdan al mismo tiempo invariantes por la
izquierda que por la derecha, entonces G se dice que es unimodular, y podemos escribir:

dlg = dTg = dgu Ul(ylu o 7yn> = UT(ylv s 7yn> = U(ylv cee 7yn)

Los grupos de Lie compactos tienen muchas de las propiedades de los grupos finitos. La suma
sobre un grupo finito puede ser reemplazado por la integral invariante sobre un grupo de Lie
compacto. Pero para grupos no compactos la situacion es mas compleja.

Teorema 2.4. Si G es un grupo de Lie compacto, entonces G es unimodular y la integral
muariante

/Gcb(g)d(g) = /bl dyl---/bn dyno (Y1, - - -, yn)®(9)

al Qn
existe y es finita para cada funcion continua ®(g). Asi que o(yi,...,yn) puede ser escogida tal
que
b1 b
/ d(g) :/ dyl.../ Ayno (Y1, -, Yn) = 1.
G ail an
Una funcién ®(g) es continua <= ®(g(yi, ..., y,)) es una funcién continua de yi, ..., Y.

Teorema 2.5. Si G es Abeliano o semi-simple, entonces G es unimodular.

2.7. Descomposicién Gaussiana

Sea G¢ = SL(2,C) el grupo de todas las matrices 2 x 2 complejas con determinante unidad]

GCESL(Q,(C):{g: (‘;‘ ?) a5—57:1}.

Algunos subgrupos de G¢ son:

Wer [5].
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= El grupo de matrices triangulares: By = {b+},

bii b by O
by = , b= . biibyy = 1.
* ( 0 bgz) (b21 522) e

Estos subgrupos son mazimales solublesd en G°.

= El grupo de matrices triangulares con elementos unidad en la diagonal principal

. 1 212 . 1 0
A+ 0 1 ’ = 221 1)

Estos subgrupos son maximal nilpotentes@ en G°.

= El subgrupo de las matrices complejas diagonales: H¢ = {h},

h:h(@:(egl 0), €40,

€

Cualquier elemento de G admite una descomposicion Gaussiana.

g= (O‘ 5) — 2 hz =byr =2b_,  donde

oA
by = b_ =hz_, z+:<(1] C(lg>),

|

N
+

>

2Decimos que un grupo es mazimal soluble, cuando es el grupo més grande soluble. Definimos entonces que
un grupo G es soluble si hay una cadena de subgrupos

{e}:Honggan:G,

tal que, para cada i, el subgrupo H; es normal en H;; y el grupo cociente H;11/H; es abeliano. Donde e es
el elemento neutro del grupo.

3Decimos que un grupo es mazimal nilpotente, cuando es el grupo més grande nilpotente. Definimos entonces
que un grupo G es nilpotente si hay una cadena de subgrupos

H; es el centro de G. El centro de un grupo es el conjunto de elementos que conmutan con cada elemento del
grupo. Y para n > 1, H,, es el subgrupo tnico de G, de tal manera que H, /H,_; es el centro de G/H,,_1.
Donde e es el elemento neutro del grupo.
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La descomposicion Gaussiana es inica para cada elemento de G¢, excepto para los elementos

de la forma:
[ « B
o= (5 o)

Utilizando la descomposicion Gaussianall: a= el +z2e¢, B="Ce, y=¢€z, 6 =€, y para el
caso particular de SU(2); tenemos que v = —(, § = @. A partir de aqui, se puede demostrar
de forma trivial que para los elementos de G los pardmetros {(, z, €} se relacionan como:

1

(@) = (1+ 2@)P) " = 1+ <))

Los conjuntos cocientes del grupo G¢ con sus subgrupos By son espacios homogéneos que
son isomorfos al plano complejo C:

X+:GC/B_NZ+ 3 X_:BJ,_\GCNZ_.

= La accion del grupo G¢ en estos espacios se obtiene facilmente con la descomposicion
Gaussiana. Por ejemplo, para X :

a B 1 ¢ N, , aC+f
Zy = =z hz (— (= .
Respectivamente, para el espacio X_:
_ 10 a f /AN, ) ,,_ozz—i—fy
Zg_(z 1)(7 5)—z+hz_ , g.z—>z—ﬂz+6.
Demostracion: A partir de:
B a OéC-i-ﬂ , b (6/)714-6/2/(/ E/C/
se obtiene que {’ = % . De igual forma se demuestra para el espacio X _ . |
Para el caso particular del grupo G = SU(2), éste contiene un subgrupo de matrices
diagonales

- {(G ). e
0 « ’

4Como los elementos del grupo g € G¢, es decir, las matrices de SL(2,C), se pueden descomponer como

e+ €zn €N
9= zha = < €z €)’

y ademds, si vemos la estructura que tienen las matrices de SU(2) (ver [B])), encontramos la relacién entre
los pardmetros: «, 3,7,9 con €, z, 1.
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= El espacio cociente X = G/H es isomorfo al conjunto de elementos de G de la forma

Q@ .
{(_ﬁ g) 75:B1+Zﬁ27 OK2+B%+522:1}
con la parametrizacion:
a = cosf/2 : B=—sinh/2e ¥ (0<6<2m 0<¢<2m).

Se puede ver que el espacio X es justo la esfera S? de radio unidad, es decir, el conjunto
de vectores unitarios 7 = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).

» Cualquier elemento del espacio X = G/H, puede ser escrito como:

0
Jn = exp z§(m101 + maos) |,

donde my = sinp, mg = —cosp; 01,09 son las matrices de Pauli:

0 1 0 —i
1=\1 0 2=\ 0 )

Demostracion:
. 0 ie” A n € impar
— 8 — ) n _—
gn = exp (ig4) A= (—ie“" 0 >’ 4 { I ne par
B i0\" 1 (AN S _( cos0/2  —e " ¥sing/2
gn = Z <5> HA—I— Z <5> H]I—Azs1n9/2+]1cos9/2_ (ei‘/’sin9/2 cos )2 ) .
n€ lmpar n€ par

2.8. Producto de convolucién

Definicién 2.15 (Producto de convolucién).
Si f y g son dos funciones reales de variable real, con ||f||1 y ||| B finitas, entonces la con-
volucion de [ y g se denotan como f * g, y se define como

“+oo

frg(t)= f(s)g(t = s)ds .

Teorema 2.6 (Convolucién para series de Fouriexﬁ). Si f y g tienen periodo 2L con un de-
sarrollo en serie (discreto) de Fourier:

“+oo
ft)y =" ™t en =5 [5 Ft)e T at

n=—oo

+o0o
g(t)= 3 due™/Fdy = [t gt

n=—oo

__ [too
@) = 0 | f ()] da.
SDemostracion: [53], p.117,118.
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Entonces la convolucion f x g viene dada por:

“+00

f*g(t): Z Cndneiﬂnt/L.

n=—oo

= Esta definicion se extiende a periodo L. — 0o con

flw)= / f(t)e ™'dt (la transformada de Fourier).

= La convolucién es conmutativa. Es decir, si f y g tienen periodo 2L, entonces
fxg=gxf

= La transformada de Fourier de f x g es f g, es decir, m = f g. Y la transformacion de
Fourier inversa de fg es la convolucion f * g.

= En teoria de probabilidad, una funcién densidad de probabilidad es una funcién no-

negativa f satisfaciendo
+oo

f(x)dx = 1.

—00

2.9. Teorema de Muestreo

Definimos la transformada de Fourier de f sobre la frecuencia w, como:

“+00

flw)= f(t)e™ " dt.

Entonces si f, f € L*(R), tenemos

1 [t

f(t) flw)e™ duw.

:g N

A partir del producto escalar de f,g € L*(R) :

—+00 —+00

oy = [ fogide. |12 = (1) = / )Pt

—00

tenemos el siguiente teorema que nos conserva el producto escalar y la norma en una transfor-
macion de Fourier

"Ver demostracién: [4], p.23.
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Teorema 2.7. Si f,h € L(R) N L%(R), entonced

+oo 1 +oo

fE)h(t)dt = Dy f(w)h(w)dw  (Férmula de Parseval).

—00 —00

Para h = f, tenemos

+oo +too
/ FORd = — [ 1f(@)Pdw  (Férmula de Plancherel).

00 27 —00

Definicién 2.16 (Distribuciones).

Definimos en general las distribuciones sobre el espacio de funciones C5° infinitamente
diferenciables sobre un soporte compacto. Una distribucion D es una forma lineal que aso-
cia cualquier ¢ € C3° al valor f_Jr;o D(t)o(t)dt. Dos distribuciones Dy y Dy son iguales si

+00 “+oo
Vo e C° Dy (t)o(t)dt = Dy()o(t)dt.

—0o0 — 00

Teorema 2.8 (Férmula de Poissonlz’]). Se da la siguiente igualdad en el sentido de distribuciones

XK 21 R ok
> T:%Z(s(w_%).

n=—oo k=—o00

d: Delta de Dirac.

La forma mas sencilla de discretizar una senal analdgica f es guardando sus valores muestrea-
dos {f(nT)},c; en intervalos de longitud 7. Una aproximacién de f(t) para cualquier valor de
t € R puede ser reconstruido a partir de la interpolacion de esos datos muestreados.

Una senal discreta puede ser representada como una suma de deltas de Dirac. Asociamos
cada dato f(nT") como una delta de Dirac f(nT)d(t —nT') en t = nT. Un muestreado uniforme
de f se puede expresar de la forma

faty =Y f(nT)s(t —nT) .

n=—oo

La transformada de Fourier de 6(t — nT') es e~"T%  asi que, la transformada de Fourier de f;
es

faw)= > fT)e ™.

n=—oo

8Ver demostracién: [4], p.26.
9Ver demostracién: [4], p.29.
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Proposicién 2.2.
La transformada de Fourier de la senal discreta obtenida a partir del muestreo de f en el
intervalo T e

Definicién 2.17 (Funciones de banda limitada). R
Una funcion f se dice que es de banda limitada si su transformada de Fourier f es 0 fuera de
un intervalo finito [—w,w].

El resultado de este teorema de muestreo fue probado por primera vez por Whittaker en
1935. Shannon lo redescubrié en 1949 para aplicarlo a la Teoria de la Informacién.

Teorema 2.9 (Teorema Whittaker-Shannon). Si f es de banda limitada, es decir, que el

s

soporte de f estd contenido en [—7%, 7], entonced]

f&)= > f(nT)hy(t —nT), (2.2)

n=—oo

o wt) _ sin(xt/T)

hr(t) = sine (T i/

La condicion de que f sea de banda limitada, nos garantiza que f no sufra cambios bruscos
entre puntos muestreados consecutivos, y podamos reconstruir a partir de una interpolacién
suave.

El teorema de muestreo da una condicion suficiente para reconstruir una senal a partir de
sus datos, pero existen otras condiciones suficientes que pueden ser establecidas por diferentes
formas de interpolacion. El teorema de muestreo de Whittaker nos dice como una senal se
puede descomponer en una base ortogonal.

Proposicién 2.3.

Si hp(t) = sinc(%), entonces {hp(t —nT)}, ., es una base ortogonal sobre el espacio de fun-
ciones Ur de banda limitada, es decir, cuyas transformadas de Fourier se soportan sobre el
intervalo [—7, %]. Si f € Ur, entonced

FT) = o (F Ol (e~ nT))

La proposicion 2.3 nos muestra que la férmula de interpolacién (2.2]) se puede interpretar
como una descomposiciéon de f € Ur en un base ortogonal de Up:

F) =72 3 (Flhs(u—nT))he(t —nT),

OVer demostracién: [4], p.43.
UVer demostracién: [4], p.44.
12Ver demostracién: [4], p.47,48.
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Si f ¢ Ur, que significa que f no es de banda limitada, es decir, que f tiene un soporte que no
estd incluida en [—7, 7], para eliminar el aliasing debemos de encontrar la funcién f e Ur que
minimiza || f — f||. La proposicién A.2 de [4] (p.597.) prueba que f es la proyeccién ortogonal
Py, f de fen U 13,

El teorema de muestreo Whittaker-Shannon se puede generalizar para otros espacios Ur,
tal que f € Up pueda ser reconstruida interpolando sus datos muestreados {f(n1)}, ;. Una

senal f ¢ Ur se puede aproximar con su proyeccién ortogonal f = Py..f en Ur, caracterizada

a través de un muestreo uniforme { f (nT)}
nez

2.10. Estados coherentes y Frames

2.10.1. Definicién de los estados coherentes generalizados

Sea G un grupo de Lie arbitrario y T'(g) es una representacién irreducible unitaria actuando
en el espacio de Hilbert H.

Tomemos un vector fijo |¢g) en el espacio de Hilbert H, y consideremos el conjunto {|vy)},
donde [¢,) = T'(g)[to), y ¢ es cualquier elemento del grupo G. No es dificil de ver que dos
vectores |1),,) ¥ [1),,) corresponden al mismo estado, es decir, difieren solamente en un factor de
fase |1, ) = €[thy,), |€'] = 1; solamente si T'(g5 'g1)|t0) = €®|1o). Supongamos que H = {h}
es un subgrupo de G, tal que sus elementos tienen la propiedad

T(h)|ho) = "M Japy).

Cuando el subgrupo H es maximal, se le denominard subgrupo de isotropia para el estado |1)g).

Esta construccion muestra que los vectores |1¢),) para todos los elementos del grupo g,
pertenecen a una clase de equivalencia de G con respecto al subgrupo H, que difieren solamente
en un factor de fase y asi determinan el mismo estado. Escogiendo un representante ¢(z)
en cualquier clase de equivalencia x, uno obtiene un conjunto de estados {|¢g(m)>}, donde
re X =G/H.Y ademas, g(x) = o(z) donde 0 : H — G es una seccién de Borel.

Definicién 2.18 (Estados coherentes generalizados).

El sistema de estados {|¢g)}, |t,) = T(g)|¢0), donde g son elementos del grupo G (T es una
representacion del grupo G, actuando en el espacio de Hilbert H, y [1o) es un vector fijo en
este espacio) se llama un sistema de estados coherentes {T, |1o)}.

Sea H el subgrupo de isotropia para el estado |¢)). Entonces un estado coherente [i),)
estd determinado por un punto z = x(g) en el espacio cociente G/H, correspondiente al ele-

mento g : |¢,) = €'¥x), |¢e) = |z(e)) = |0).

13Ver Apéndice A de [4], p. 591-602.
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El estado correspondiente al vector |x) puede ser considerado como un subespacio unidi-
mensional en H, o como un proyector P, = |z)(z|, dimP, = 1 en H. Asi que el sistema
de estados coherentes (CS) representa un conjunto de subespacios unidimensionales en #,
parametrizados con puntos del espacio homogéneo X = G/H.

2.10.2. Frames de un espacio vectorial

En el contexto del analisis armoénico la suma de los coeficientes de Fourier al cuadrado de
una funcién periddica de periodo 27 es igual a la integral del médulo de la funcién al cuadrado:

o0 1 T
Z |lan|? = 2—/ |f(z)]?dz (Identidad de Parseval),
TJ_

n=-—00 ™

donde los coeficientes de Fourier a,, de f estdn dados por
1 / T f ( ) —inx d
ap = — x)e x.
2 J_.

Si {e,} es una base ortonormal de un espacio de Hilbert H, entonces

D e = |al* Vo e
n
Un fmm F' de un espacio vectorial V' es una generalizacién de una base en el que F
puede ser linealmente dependiente.

Definicién 2.19 (Frame).
Un “frame”es un conjunto {ey} de elementos de V' que satisfacen la condicion de admisibilidad:

JA,BER: 0<A<B<oo, All><Y |wledf <Blo|?, WYweV.  (23)
k

Esto significa que las constantes A y B pueden ser escogidas independientemente de v, éstas
solo dependen del conjunto {ey}.

w Si{ext,_; ,,esun frameenV,y {vy},_, . esun conjunto finito de vectores arbitrarios
en V, entonces {ex},_; . U{vk},—; , es también un frame en V. Un frame que no es
base se dice que es sobre-completo o redundante.

= Un conjunto de vectores {ex},_, , enV esun frame en V siy sélo si el envolvente de
{erx}ioq . genera todo V', es decir

L <{€k}k:1,...,m> =V

14Se puede ver un estudio detallado de los frames en la referencia [47].
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= Sea un espacio vectorial V' con el frame {ek}kzl,...,rm definimos la aplicacién lineal

T:C"—V, T{Ck}kzl,...,m - chek'

T se le define con el nombre de operador pre-frame, o operador sintesis. El operador

adjunto se expresa de la forma

TV — Cm, Ty = {<U>'Uk>}k:1,...,m’

siendov € V', {vg},_; ,, un frame de V. A este operador se le llama operador analisis.

Si componemos 1" con su adjunto 1%, obtenemos el operador frame

m

S:V—V Sv=TTv= Z(v,vk)vk.
k=1
En términos del operador frame
(Sv,v) Z\ v, )|, v eV,
k=1

Un frame es un sistema generador, pero un sistema generador puede no ser un frame. A

continuacion se muestra un ejemplo de esto.

Ejemplo:
Vamos a poner un ejemplo de sistema generador que no es frame.
1 1
S =1{(1,0),(0,1),(0,—=), (0, —=), ...+ = {en} o -
{ao.0n.059.050. f =t
(S) =R?, (S) = envolvente lineal de S;
con ¢y = (1,0), e, = (0, %) donde n toma los valores n =1,2,..., 00.
Si cogemos un vector [v) = (0,1)=e;, |[v||=1,
= 11
>l =0+ 145+ +...= o0,

por lo que, no se cumple la condicién de admisibilidad (2.3]) de la definicién de frame.

Definicién 2.20 (“Frame dual”).
Un “frame dual” €, es cualquier conjunto de vectores que cumplan la siguiente propiedad:

v= Z(ék|v)ek = Z(ek|v>ék : Yv e V.

k k

Esto implica que un “frame” junto con su “frame dual” tienen propiedades andlogas que una

base ortonormal. En particular existe una “resolucion de la identidad”:
L= |&)(exl =D lex) (@l -
k k

Se puede decir también que éj es “frame dual” si cumple que {eg|éy) = (éx|er) = Oxpr-
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Definicién 2.21 (“Frame tight” o ajustado).

Un “frame” es “tight” si las cotas de “frame” A y B son iguales (A = B). Esto significa
que el “frame” obedece a una generalizacion de la identidad de Parseval (21). Un “frame”
estd normalizado si A = B = 1. Un “tight frame” normalizado se le llama también un “frame”
de Parseval.

Definicién 2.22 (“Frame” uniforme).
Un “Frame” es uniforme si cada elemento tiene la misma norma: Vk, ||ex|| = ¢, donde c es
una constante independiente de k.

Teorema 2.10 (Teorema de representacion de Riesz-Fréchet). Sea H un espacio de Hilbert (se-
parable o no) con producto escalar (-,-), y H' su espacio dual, consistente en todas las funciones
lineales continuas de H en el cuerpo base R o C. Si 1) es un elemento de H, entonces

VF :H — C  existe un unico vectorp € H tal que

F(¢) = (¥,9),  VoeH.

Este teorema establece que cada elemento de H' puede ser escrito univocamente de esta forma.

Este teorema establece una conexion importante entre un espacio de Hilbert y su espacio
dual. Por lo que representa una justificacién para la notacion bra-ket de Dirac en el tratamiento
matematico de la Mecanica Cuantica.

2.10.3. Reconstruccion de funciones: caso continuo

Vamos a considerar una representacién unitaria U de un grupo de Lie G sobre un espacio
de Hilbert (H, (-|-)). Consideremos el espacio L?(G,dg) de funciones complejas de cuadrado
integrable ¥ sobre GG, donde dg = d(¢'g),Vg' € G es la medida invariante por la izquierda de
Haar que define el producto escalar

(0,) = /G T (g)®(g)dg.

Definicién 2.23 (Vector admisible o fiducial).
Una funcion distinta de cero v € ‘H se denomina admisible o (vector fiducial) si:

L(g) = (U(g)vly) € L*(G, dg).

FEso es si

C, = (T(g).T(9)) = /G F(g)T(g)dg = / (gl [2dg < oo

Definicién 2.24 (Estados Coherentes).

Asumimos que la representacion U es irreducible y que existe una funcion v admisible. Entonces
un sistema de estados coherentes (CS) de H asociados a G se define como el conjunto de
funciones en la orbita de v bajo G.

v =Ul(g)vy, g €G.
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Definicién 2.25 (Vector admisible médulo un subgrupo).

Sea el espacio homogéneo Q = G/H, con H un subgrupo cerrado. Entonces la funcion distinta
de cero 7y se dice que es admisible mod(H,c) (con o : QQ — G, una seccion de Borel), y la
representacion U de cuadrado integrable mod(H, o), si se cumple la condicion

/ (U (a(q))v])|Pdg < oo, Yob € H, (2.4)

donde dq es una medida quasi-invariante sobre ().
Los estados coherentes indezados en () estan definidos como

Yotg) = U(0(q))7, q € Q,

y forman un conjunto sobre-completo en H.

La condicién (24) puede ser escrita también como un valor esperado, donde
A, = fQ [Vo(q)) (Vo(q)|dg. As es un operador positivo, acotado e invertible.

0</ﬁ D)) Pdg = (| Aa) < 0o Vb € H.

Si el operador A! es acotado, entonces el conjunto S, = {\%(q)), q € Q} se dice que es
un frame y un tight frame si A, es proporcional a la identidad, A, = A\, A > 0.

Vamos a considerar que 7y genera un frame (es decir, que A, ' es acotado). Entonces defini-
mos la aplicacién lineal (operador de muestreo)

T,: H— L*Q,dq)
Y — U, (q) = (T7%)(q0) = (Vo) |¥)-

Su rango L?Y(Q, dq) = T,(#H) es completo con respecto al producto escalar

(2.5)

((I)|\I’)v = ((I)|TVA;1TV_1\II)Q'

. . 2 ’ . <7 . -1 e
T, es unitario de H a L3(Q,dq). Asi que, la aplicacién inversa 7. nos da la férmula de
reconstruccion

Al = /quw@—/m g)dq —

AJTAG ) = o) =T ', = /Q\II’Y(Q)A;”VU(Q»CZ% U, € L2(Q,dg). (2.6)

Esta formula expande la senal ¢ en términos del frame dual A;'~,(, con los coeficientes
V. (¢q) = (T44)(q). Estas expresiones adquieren una forma més simple cuando A, es miltiplo
de la identidad (frame tight).
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2.10.4. Reconstruccion de funciones: discretizacién y muestreo

Para un tratamiento numérico, la integral

A, - /Q ot ot da

se discretiza, por lo que nos restringimos a un subconjunto discreto Q C (). La cuestién es si
esta restricciéon implica una pérdida de informacion, es decir, si el conjunto

S = {lar) = No@o)s @ € Q}

constituye un frame discreto por él mismo, con operador resolucion

A= Z |9k) (g |-

qrLEQ

El operador A no necesita coincidir con el original A,. De hecho, un tight frame continuo
podria contener frames discretos que no son tight, que es lo que sucede en nuestro caso.

Asumimos que S genera un frame discreto, esto es, que existen dos constantes positivas
0 <b< B < oo (cotas frame), tal que cumple la condicién de frame:

bl < > Kal)” < Blll?, V¢ € M. (2.7)
E€Q
Si
(WIA[) = > Wlae)lgelv) = > [ale)

qLEQ qL€EQ

la condicién de frame es equivalente a decir que el valor esperado (1|A|Y) estd acotado

entre (W Al)
b< 21— "L B,
=W -

Para discutir las propiedades de un frame, es conveniente definir el operador frame (o de
muestreo)

T: H— 2
Y —T(@) ={@]¥), & € Q}.

Si calculamos el valor esperado de 7*7 sobre |1)), obtenemos:

WITTI) =Y (Wlgr) (ael) = (@I AJ).

qr€Q

T*:12 — H es el operador sintesis.
Entonces podemos escribir A = T*7T, y la condicién de admisibilidad adopta la forma:

bl <T"T < BI,

donde el I es el operador identidad en H.
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A partir de la condicion de frame, y como by B son constantes positivas, entonces tenemos
que A es invertible y su inversa es acotada. Si definimos el frame dual como

{ld = A9},

uno puede probar facilmente que el andlogo de la férmula de reconstruccién (2.6]) para el
espacio discreto Q es:

) =) {ael)lan), (2.8)

akE€Q

con ¥V = (qx|1), que converge fuertemente en H. Ademds, tenemos una resolucion de la
identidad:

BT =Y lalal =T (1) = Y la(@l =1, (2.9)

qr€Q qLEQ

donde 7,7 = (T*T)"'T* es la pseudoinversa por la izquierda. Donde el operador frame
+

duald es T = (T;4)*.
El operador P = T7," actuando sobre [? es un proyector ortogonal sobre el rango de 7.

La funcién ¥(q) puede ser obtenida de la forma
U(q) = (qlv) = D Enlq) ¥y
qrEQ

a partir de sus datos ¥y = (qx|t)) y a través de la funcién de tipo sinc

Exr(q) = (q|r), Er(@) = P

Un conjunto arbitrario sobre-completo de datos ¥}, € [, puede ser incompatible con [1)),
y por lo tanto es necesario proyectar previamente. Este caso lo vamos a denominar sobre-
muestreo, es decir, hay més datos que los necesarios. El conjunto Q se dice que es el espacio
de muestreo para el espacio H.

El otro caso seria que no se tuvieran suficientes puntos para completar la reconstruccién
de la senal, pero incluso para este caso, es posible poder reconstruir parcialmente la senal. En
este caso, S no genera un frame discreto, y el operador A no va a ser invertible. Pero se puede
construir otro operador a partir de 7, actuando sobre 2.

Los elementos de matriz de B = 77* son

B = (qr|a)-

Por lo tanto, B es el overlapping kernel discreto. Si el conjunto S es linealmente independiente,
el operador B sera invertible y puede construirse una pseudoinversa por la izquierda para

BIntroducido por Antoine y Gazeau ([26]).
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T, 7,5 = T(TT*)™, de tal forma que TT,¥ = I2. Y como antes habfamos mencionado,
aqui existe otro operador andlogo: Ps = 7,7 T actuando sobre H que es un proyector ortogonal
en el subespacio Hs expandido sobre §. Podemos definir un pseudo frame dual como

k) = Z By la)- (2.10)

Qe

Nos da una resolucion del proyector Ps

TET = la) el =TT =D lae) (il =

qkE€Q qrLE€EQ

Usando esto, una reconstruccion parcial 1 de la senal 1, se puede obtener de la forma:

U(q) = (qld) = ) Lilq) ¥y,

qLEQ

a partir de sus datos ¥ = (qx|®), a través de las funciones de interpolacién de tipo Lagrange

Li(q) = {aldx) (2.11)

con Li(q) = g Aqui 1& es la proyeccion ortogonal de ¢ sobre el subespacio Hs, esto es,
|1) = Ps|v). La distancia de la funcién exacta v a la senal reconstruida 1 estd dada por la

funcién error: .
o =3Il _ /IT= P59
(V1) {¥[¥)

Los operadores A y B se intercalan con el operador frame T (o de muestreo), T.A = BT .
Si T fuera invertible, entonces A y B serfan invertibles, y ademds, 7,7 = 7,7 = T~ !. Este
caso corresponderia al caso de “muestreo critico”, donde ambos operadores A y B puede ser
usados para reconstruir completamente la senal. En muchos casos, no es posible encontrar un
conjunto de puntos Q tal que A y B sean invertibles. El ejemplo méas comun es el espacio de
Bargmann-Fock de funciones analiticas sobre C, donde uno puede encontrar reticulos donde
se puede muestrear (y por lo tanto A es invertible), o que se puede interpolar dichos datos (y
asi B es invertible), pero no ambos simultdneamente. Ejemplos de muestreo critico estdn dados
por el espacio de funciones de banda limitada sobre R y el conjunto 7Z, en el que ambos son
muestreables e interpolables, y el espacio de funciones sobre la esfera de Riemann (su proye-
ccién estereogréfica sobre el plano complejo) con momento angular fijo s y el conjunto de N
raices de la unidad, con N = 2s + 1.

Ey(S) = (2.12)

En el caso en el que tengamos un nimero finito N de puntos de muestreo gy, el espacio /2
puede ser substituido por CV, y el operador B se puede identificar con una matriz con respecto
a una base fijada.



Capitulo 3

Teoremas de muestreo y Transformada
Discreta de Fourier sobre la esfera

3.1. Introduccion

Usaremos la teoria de estados coherentes para probar un teorema de muestreo para funciones
de Majorana (holomorfas) sobre la esfera de Riemann. Y daremos una férmula de reconstru-
ccién exacta como un producto de convolucién de N datos y un kernel de reconstruccion dado
(una funcién de tipo sinc). Discutiremos los casos de submuestreo y sobre-muestreo.

El hecho de tomar las raices de la unidad como puntos de muestra nos va a permitir
encontrar las férmulas explicitas de inversion para los operadores de resolucion y overlapping
kernel a partir de la teoria de las Matrices Circulantes y las matrices Fourier Rectangulares. Se
considera también, el caso de las funciones de banda limitada sobre la esfera de Riemann para
un J maximo. Y se analiza la conexién con la representacién de los dngulos de Euler estandar
en términos de armonicos esféricos a través de las transformaciones de Bargmann discretas.

3.2. Representaciones de SU(2). Estados coherentes

3.2.1. Sistemas de coordenadas y generadores

La representacién fundamental de dos dimensiones del grupo de Lie SU(2) (grupo de ma-
trices complejas 2 X 2 unitarias con determinante 1) es:

sue = {ve = (% &) aaec: ww)=lak +iat -1}, @
Las coordenadas (1, (3 se denominan parametros de Cayley-Klein. Si definimos otras variables
<1:€0—|—7:€3, C2:€2+i€1, €; ER, (j:0,1,2,3)

Tenemos
det(U) =[G + |Gl =g +f + & +e5 =1,

27
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de ahi que podamos ver SU(2) ~ S* (la esfera en tres dimensiones) como una variedad tridi-
mensional. Es decir, SU(2) es difeomorfo a la esfera de tres dimensiones S?.

Utilizando las matrices de Pauli, el conjunto de matrices

1/0 1 10 —i /1 0
‘]1_5(10)’ J2_§<i o)’ J3_§<0—1>’
es una base de matrices hermiticas 2 x 2 de traza cero. Es decir, una matriz U € SU(2),

podemos expresarla en forma compacta

3

Ule) = el +2i Y ey, (3.2)

k=1
donde [ es la matriz identidad 2 x 2.

A las matrices de Pauli se les denomina generadores de las transformaciones infinitesimales
U=1+1i€eA, e 1.

A es una matriz hermitica de traza cero, que se puede escribir como

3
A= Z aka.
k=1

El dlgebra de Lie de los generadores infinitesimales de SU(2) esté definido como el espacio
vectorial real

su(2) = ({J1, Ja, J3}),

siendo J;, (i = 1,2,3) las matrices Hermiticas de traza cero satisfaciendo las relaciones de
conmutacion del momento angular

o Jo] = ids, oy Js) =idy,  [Js, i) = iJa. (3.3)

Cualquier grupo de Lie conexo como SU(2) puede construirse a partir de la exponenciacién
de sus generadores infinitesimales.

3
Ula) = iXhe e = Teos (S + 2 Jpsin (= , (3.4)
¢ (2) Z};"’“ ko (2)

donde o, € R, k=1,2,3 (coordenadas candnicas).

673
a=/a?+ a2+ a? ng = —.
1Tt a3;+az, o

Si se comparan las relaciones (3.2)) y (8.4]) nos da una relacién de los parametros de Cayley-Klein
(€), v las coordenadas candnicas ().

= cos (3) = nesin ()
€9 = COs 5) €, = Ny, sin 5)
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Vamos a introducir otra parametrizacion compleja de SU(2). Vamos a definir la siguiente
relacion de equivalencia en SU(2).

(C{? Cé) ~ (Cla C2) A (C{vCQ = n(C17C2>7 (77 S (Cv ‘77‘ = 1)

El espacio cociente (SU(2)/ ~) coincide con el espacio complejo proyectivo CP' que es
isomorfo a S?. Vamos a denotar con [n;, 7] a los elementos de las clases de equivalencia de CP?.
Sing # 0, entonces [11, 2] = [Z—;, 1] = [#, 1] representa un punto z € C, que estd relacionado con
la proyeccion estereografica de la esfera de Riemann sobre C. Si 7, = 0, entonces [n;,0] = [1, 0]
es justo un punto (el polo norte o sur). La otra carta corresponde a 7; # 0, que contiene el
elemento identidad I € SU(2). Trabajaremos en esta carta, y definiremos z = 2. La proyeccién

m’
I:SU(2) — §? }
(21,22) = [21, 22
da a SU(2) la estructura de un fibrado principal (fibracién de Hopf) con grupo de estructura:
I ([21,22])) = {n € C: [n| = 1} = U(1).

En nuestra carta, tomaremos n = €% = % Los pardametros de Cayley-Klein se pueden escribir

en estas coordenadas (adaptadas a la fibracién de Hopf) como:

G=N(z2)n G=N(z,2)zn, N(z,2) =4/ 14_1&2,

donde se ha definido el factor de normalizacién N por conveniencia.

= Si expresamos los operadores escalera como: Jy = J; +14.J5, podemos encontrar cualquier
elemento del grupo U € SU(2), y expresarlo en las coordenadas compleja 2,1

U(z,2,p) = N(z,2)e*/-—re7i0ls, (3.5)

= Podemos parametrizar los elementos de SO(3) en términos de los dngulos de Euler, que
corresponde a la eleccion del siguiente orden de transformaciénld:

23(p) — 22(0) — w3(¢)

U9, ¢, p) = e 0semi02gmi0)s, (3.6)
= Relacion entre los parametros de Cayley-Klein y los angulos de Euler:
_jete je=¢ . 0
=e "2 cos= =e'" 2 gin-.
gl 2 ) C2 9
Por lo que, la proyeccion estereografica de la esfera de Riemann sobre el plano complejo
es: 7 = % = ¢ tan 2.

En este apartado hemos discutidos las representaciones de SU(2) de dimension dos (s =
1/2). Vamos a considerar a continuacién las representaciones irreducibles unitarias de dimen-
sion superior de spin s arbitrario.

Wer Apéndice A: D1.
2Ver Apéndice A: D2.
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3.2.2. Representaciones de espin s arbitrario

Las representaciones irreducibles unitarias del dlgebra de Lie su(2) son de dimensién 2s+1,

donde s = 0, %, 1, %, ... es un parametro (espin momento angular) semientero que va a etiquetar
cada representacion. El espacio Hy ~ C*7T! se pueden generar en la base ortonormal momento
angular B(Hs) = {|s,m), m = —s, ..., s} que son autovectores comunes a J3 y es el operador

Casimir J? = J; + J5 + J3, es decir

J3|s,m) = mls,m), J?|s,m) = s(s + 1)|s,m).
De las relaciones de conmutacién:

Jr=h+idy, Jo=Jy—idy, [J3,Je] = £J4,

observamos que los operadores Ji son operadores escaleras de creacion y destruccion, respec-
tivamente, cuya accién sobre la base B(H,) nos da

Jils,m) = /(s Fm)(s£m+1)|s,m£1). (3.7)

Si expresamos estos operadores en forma matricial, habra que reordenar las bases de forma
que m=s,s—1,...,—s, es decir, se construiran las filas y las columnas en orden decreciente
de espin. Para que sea coherente con la expresiéon que a continuacién se escribe:

(JL)mrm = (s, m'|Jx|s, m) = \/(s Fm)(sEm—+1) S mar.

Se puede comprobar facilmente que la accién de ([B.7]) preserva las relaciones de conmutacién

B3), por ejemplo:
[J+, J_] - 2J3

Sabiendo que Q = SU(2)/U(1) = S?, y tomando como seccién de Borel (como hicimos en
la seccién 2.10.3), podremos simplemente tomar ¢ = 0 en los vectores U(0, ¢, ¢)|s,m) y
Uz, 2, ¢)|s,m).

Tenemos, por tanto, distintas caracterizaciones de los estados coherentes de espin, segin
tomemos una parametrizacion u otra. Nos vamos a centrar en las dos parametrizaciones: la

compleja (Hopf)(BH) y la de los angulos de Euler (3.6)).

3.2.3. Angulos de Euler: Armoénicos esféricos

» Para cualquier vector fidual |y) = |s,m), el conjunto de estados coherentes |0, p;m) =
U(0,¢)|s, m) es sobre-completd? (para cualquier m) en H,.

= El conjunto de estados coherentes {|0, ¢;m)} es un tight framd.

3Ver Apéndice A: D5.
4Ver Apéndice A: D6.
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Vamos a considerar el operadoxﬁ
0= /dQ|9, ¢;mY (0, p;m|, (dQ2 = sinfdido);

donde dfQ es la medida invariante estandar sobre la esfera S2.

= Como df) es una medida invariante sobre S?, tenemos que U'O = OU’, YU' = U(¢/, ¢/, ¢') €
SU(2). Como U’ es una representacion irreducible, tenemos por el lema de Schur que
O = A, para alguna constante A\, donde I es el operador identidad.

47 1 2s+1
A, =<
s+l S

Tr(0) = A(2s+1) = dr => \ = /|9 &, m)(0, d,m| d = 1.

El solapamiento (overlap) de estados coherentes en esta representacion de angulos de Euler,
seri

s

0,0, m|0,¢',m) = (s,m|ewhew‘]?’e_wl‘]?’e_w/h|s,m) = Z (s,m|ei9"2\s,n)(s,n\e‘iel‘]ﬂs,m)em(d’_‘z’/) =

= 3 (@3, (O)d, ()=,
donde
ds (0) = (s,n|e”%2|s,m), (son los coeficientes de la matriz d de Wigner).

= Para el caso particular en que s = j entero y en el que el vector fidual sea |y) = |7,0), y
utilizando las matrices D de Wigner, tenemos que son los arménicos esféricos Y™ (0, ¢)
las componentes de los estados coherentes de espin sobre la base ortonormal |7,m).

4
(6, 6:0lj,m) = (7, 01U° (6, 6)lj. m) = \[ 57 ¥7"(6.0) = Y}"(6, 6) de Racah.  (3.3)

= De la relacion de ortogonalidad de los armonicos esféricos:
/dQ Yim(9> ¢) ()/}71,)*(97 ¢) = 511’5mm’

es facil asociatf] Y0, ¢) = (I,m|0, ¢).

5Ver Apéndice A: D7.
SEstas funciones estdn dadas en [I1], capitulo 15.
"Ver Apéndice A: D9.
8Ver Apéndice A: DS.
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= Para un momento angular general j, el estado |¢) tiene una descomposicién en arménicos
esférico

¥(0.6) = (0.6:016) = Y 0,050bm)Gmlu) = /37 D v 0.0). (39)

m=—j

con los coeficientes de Fourier v, = (j, m|¢)

3.2.4. Caracterizacion holomorfa compleja: Funciones de Majorana

En este trabajo usamos como vector fidual el vector de peso maximo (como suele ser habitual
en la definicién de estados coherentes) |v) = |s, s), de tal forma que J.|y) = 0. Generamos los
estados coherentes

[2) = Uz, 2)l) = Nalz, 2745, 8) = Ni(z 2)e |s, s) | (3.10)

donde U(z, 2) = U(z, z,0). Hay que recordar que S? = SU(2)/U(1).

Los estados |z) son funciones holomorfas@, sin contar con el peso comin N(z, ), que ge-
neralmente suele incluirse en la medida de integracién.

Vamos a determinar N, a partir de

Jils,m) = /(s Fm)(s£m+1)[s,m£1),

o) 2s 2s
|5, 5) = ; %z”(J_)”|s, 5) = nzzo %z"(J_)”|s, 5) = ;zn (25) s, —n) . (3.11)

donde se ha usado que

(J2)"[s,s) = n!\/@lsa s—n),

como se ha comprobado facilmente.
Por lo tanto, la descomposicién del estado coherente |z) sobre la base ortonormal {|s, m)}

es:
25 28
z S,8—m) . 3.12
2= (=) () (3.12)
= Entonces imponiendo la condicién de unitariedad M (z]z) = 1, nos da
Ny= N, N=——
’ ’ V1+zz
Ver (2.5)

10Splamente funciones de z.
1Ver Apéndice A: D3.
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= Aligual que para el caso de los dngulos de Eule, el frame {|z), z € C} es tight en H,
ya que se tiene:

28 +1 9
/ el (2= dRe()dim(2)

Renombrando la base ortonormal {|s,m)} de forma adecuada, es decir, pasando de una
etiqueta n = 0,...,2s a la etiqueta m = —s,—s+ 1,...,0,...,s (m = n — s), podemos
expresar la descomposicién del estado coherente (B.12), de la forma:

N

s

= Vamos a obtener los coeficientes de la matriz irreducibl:

(els, m) = (s, 5|7 (2, 2)| 3, m) = N (5, 2)T7(z) = (J%) (L 2)

Con T™(2) = (2)*+m < 2 )

s+m

T7 es un monomio en funciéon de z, salvo un factor numérico. Introducimos la representacion
holomorfa como:

Dada |¢> = Z ¢m|57m>7 (‘w> S HS)7

m=—s

U(z) = (2ly) = (1+22)" Zwm’rm =N*(2,2)f(2),

donde ®(z ) se denomina funcién de Majorana y es (anti-)holomorfa salvo el factor A%, La

funcién f(z Z ¥ YT (Z) es una funcién antiholomorfa de z. En este caso es un polinomio.
Usualmente el factor N?%(z,2) = (1 + 2z)~* es absorbido en la medida de integracién. Si

escogemos como vector fidual el vector de peso minimo |y) = |s, —s), obtendremos las funciones
holomorfas f(z).

= El conjunto de estados coherentes CS {|z)} no es ortogonal. El kernel de solapamiento
resulta ser:

(1+2'z)%

Ot =) = ez a v 79y

12Ver Apéndice A: D4.
13Ver Apéndice A: D10.
4Ver Apéndice A: D11.
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= Ambas representaciones: la de Euler y la compleja, para spin s = j entero; estan rela-
cionadas por la Transformacién de Bargmann.

J
K062 = 0.0 = 3 0.0imlmld) = o459 3 ¥p(0, 01

m=—j m=—j

(29)!
21

= (1422)™ (22 cos 0 + 2* sin fe’® — sin Ge_id’)j :

(3.13)

3.3. Sobre-muestreo y muestreo critico

Elegimos los puntos de muestreo de forma que el operador resolucién A y el Kernel B de
solapamiento sean invertibles y se puedan expresar en forma explicita. Para ello escogemos las
N raices de la unidad. La razon mas importante de seleccionar las raices de la unidad es que
estan asociados con el subgrupo ciclico discreto (Zy)

ZNCU(l)CSU(Q),

y ello nos permitird invertir de manera sencilla A y B, y hacer la reconstruccién en términos
de la DF'T. Para un momento angular s definido, tenemos 2s+ 1 estados posibles, de ahi que el
numero de puntos N a escoger depende de que queramos realizar muestreo critico: N = 2s+1,
sobre-muestreo: N > 2s+ 1, o submuestreo: N < 2s + 1.

obre-muestreo, qu ue v udiar i6 ju
En el caso sobre-muestreo, que es el que vamos a estudiar en esta seccién, el conjunto S
genera Hg, y el operador resolucién A = T*T es invertible (véase seccién 2Z10.4).

Lema 3.1.

Sea @ = {z, =™ NV N >25s4+1, k=0,...,N —1 el subconjunto discreto del espacio
homogéneo Q = SU(2)/U(1) = S$? = C (esfem de Rzemann) El conjunto discreto de estados
coherentes (CS) S = {|zx), 2z € Q} constituye un “frame” discreto en Hg y la expresion

N-1 N-1
Lapr = > |z (Bl = D 130 (il (3.14)
k=0 k=0

proporciona una resolucion de la identidad en H,. Aqui |Z) = A7 z), (k=0,...,N —1)
(“Frame dual”), y A es el operador resolucion.
A es diagonal en la base ortonormal'd B (Hs), A= diag(Ao, ..., Aas), con

N (2s
)\n—ﬁ(n) (n—O,...,Qs).

15Ver Apéndice A: D12. Ver [12], p. 83, ecuacién 17.
16Ver Apéndice A: D13.
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Corolario 3.1. Definiendo que D = diag(Xo, ..., \ss) y usando que Tp, = — )\1/2 —i2mkn/N

tenemos las siguientes expresiones en términos de las matrices de Fourier rectangulare‘
(a) T = Fninass1 D2
(b) A=T*T =D =diag(\o, ..., A\as)-
(c) B=TT*=FnA'Fj.

Lema 3.2.
Bago los supuestos del Lema [31, el operador P = TTt = Fn Pasi1Fx es un proyector
ortogonal en un subespacio de CV de dzmenswr@ 2s + 1) en el rango de T .

Teorema 3.1 (Férmula de reconstrucciénE’l). Cualquier funcion ¥ € Hs puede ser reconstruida
a partir de N > 2s + 1 puntos de muestra

2y =N (E=0,1,...,N —1),

y los datos V(zy) = (zk|w). Entonces

U(2) Z\IfzkEzzk ,

donde ) ) osi1
s — 32
=(z 1422 —
() = (1 +22) "
La expresion V(z Z U(z)= zzk ) puede interpretarse como una férmula de interpo-

lacién, donde los pohnomlos de tipo Lagrange tiene la forma
Li(z) = (22, )
satisfaciendo las relaciones de ortogonalidad:
Li(z) = 2(22,") = Py,
donde P es el proyector del Lema 3.2l Para el caso critico N =2s+ 1 = Ly(z) = i

Corolario 3.2. Los coeficientes de Fourier a,, del desarrollo |¢) = 7 am|s, m), para

m=—s

cualquier ¢ € Hs, en la base ortonormal B(H,) se puede determinar en términos de los datos
U(z) = (z]y) comd

98 (28) —-1/2 N-1
Up—s = Z W(z,)e2™ N (n=0,...,25) .
N \n pa

TVer Apéndice A: D14.
8Ver Apéndice A: D15.
9Ver Apéndice A: D16.
20Ver Apéndice A: D17.
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= Es interesante describir esta demostracion en términos de matrices de Fourier rectangu-
lare:
A=T"T =D =diag(Xo,..., Nas), B=TT = FnAF .
Proposicién 3.1.

Definimos los datos duales como T'(k) = (Z|1)), que estdn relacionados con los datos V(k) =

U(z) = (zk|Y), a través del producto de convolucion?3

N-1
1
Lk)=[AxV](k)=—= > Ak—-0DY(),
(k) = [A* W](K) Vi ; (k= 0w(l)
donde A(k) (El filtro), es la transformada de Fourier rectangular de & = (A", ..., \50),

1 2s 223 2s 95 —1
_ —1_—i2mnk/N __ —i2tnk/N
AR = o Doty = S (B e
n=0 n=0

La relacién entre W (k) y I'(k) es simplemente un cambio de base, pero con un conjunto de
generadores no ortogonales {|zx)} v {|Zx)}. Este cambio de base puede interpretarse como una
convolucion.

= Si definimo B = (Z1|Zk) (kernel de solapamiento dual), vemos que
B=A=B".

» Para valores de espin altos s > 1 (N > 2s + 1), tenemos?]
Ay = 2 (14 ek o (L (3.15)
~ N32 ¢ 2 ’ ’

Cuando k = 0, tenemos que:

225 25 9\ 2541
A<O>=W2<n) =N a1

n=0 n=0

Ademas, se verificald.

2s 2 —1
Como se puede ver en el comportamiento asintético del filtro (3.I5]), si tomamos el nimero
de puntos de muestra N = N(s) > 2%/3 > 25 4+ 1 y para que cumpla la condicién de sobre-
muestreo, es decir, N > 2s + 1; entonces para s > %, tenemos que A(k) converge a cero para
s — 00. Pero si N = N(s) = 2'/3 > 25+ 1 para un s > 3, tenemos que A(k) estd acotada
para s — 00.

21Ver Apéndice A: D18.
22Ver Apéndice A: D19.
23Ver Apéndice A: D20.
24Ver Apéndice A: D21.
25Ver articulo [6]
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3.4. Submuestreo y muestreo critico

Vamos a suponer ahora que el nimero de puntos de muestra es N < 2s 4+ 1. Para el caso
en el que N < 2s + 1, no podemos reconstruir cualquier funcién arbitraria ¢ € H,, pero si su
proyeccién ortogonal @E = P sobre s, subespacio de H,, generado por el conjunto discreto
S ={|zk), k=0,...,N — 1} de estados coherentes (CS). Es decir, la restriccién a este sub-
conjunto discreto implica una pérdida de informacién.

Para este caso el operador resolucién A no es invertible. Y por lo tanto, no podemos cons-
truir un frame, ni una resolucion de la identidad. El conjunto S es linealmente independiente,
por lo que, podemos construir otro operador, el overlapping kernel B = TT*, que es invertible
(pues tiene estructura circulante) y nos da una expresién para una férmula de reconstruccién
parcial.

Lema 3.3.
Sed®d 0 = {zp =™ N |k =0,...,N =1} un subconjunto discreto del espacio homogéneo
Q=SU2)/U(1)=S*=C. N <2s+1 (N raices de la unidad). El operador “pseudo-frame”

T:H, — CV
(U T(¢) = {<Zk‘w>7 2 € Q} )

es tal que el operador “overlapping kernel” B =TT es una matriz N x N hermitica definida
positivamente, y ademds, invertible, admitiendo la descomposicion B = FyDF} donde D =

dz’ag(jxo, e 5\1\/—1) es una matriz diagonal con
q—1 q—1
“ N 2s
j=0 j=0
siendo ¢ = Ceiling (%£) .

Lema 3.4.
N-1

Bajd?1 las condiciones del Lemal33, el conjunto |Zk), k=0,...,N—1 donde |Z) = Z B; )
1=0

constituye un “pseudo-frame dual” para S. El operador Ps = T*T es un pmyector_ortogonal
que lleva de Hy — S, donde T,7 = T*B~! (pseudo inversa por la derecha de T ), y

=z

Z (sl = 3 Ja) (5l = Ps (3.17)

e
Il

0

Aunque una reconstruccién completa de la senal original no es posible en el caso del sub-
muestreo, si podemos hacer una reconstruccion parcial de la manera que a continuacién ex-
ponemos:

26Ver Apéndice A: D22.
2"Ver Apéndice A: D23.
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Teorema 3.2 (Férmula parcial de reconstruccién@). Cualquier funcion v € Hg puede ser
parcialmente reconstruida con N < 2s + 1 datos W(2) = (2|t)), muestreando en los puntos
2, = e2™kIN (] =0,...,N —1). Definimos |¢)) = Pg|1))

A

B(2) = (1) = 3 W)

donde

s —1 1

z)=—(1+ 2z =S 5\_1 A _HNEP-HN .
N ’ ’
l

=

[1]>

3
Il
=)
Il
o

Al igual en el caso del sobre-muestreo, esto puede ser interpretado como una férmula de
interpolacién, donde los polinomios de Lagrange son las funciones Ly(z) = Z(z2; '), que satis-
facen las relaciones propias de ortogonalidad

7 (1)
Lk = ._(lek ) = 5lk .
A continuacién, vamos a dar una proposicion que es analoga al que hicimos en el sobre-muestreo.

Proposicién 3.2.
Deﬁmmoz@ los datos duales como T'(k) = (Z;|v), que estdn relacionados con los datos (k) =
U(zp) = (zk|Y), a través del producto de convolucion

donde el filtro A(k) esla DFT de 6 = (A\y,..., \y"y), siendo Ay, los autovalored del operador
B:

N-1
A _ S _ 1 y—1_—i2mnk/N
Alk) = [fNa] (W= > Arle .

Corolario 3.3. Los coeficientes de Fourie®) &, del desarrollo ) = > L Gm|s,m), para

cualquier 1 € Hs, en la base ortonormal B(H,) se pueden determinar en términos de los datos
U(k) = (zx|p) como:

N-1

N /95 1/2N-1
n-s = o <n) 2NN BLU(D),  (n=0,...,25) .
k=0 =0

también podemos expresar a en términos de los datos duales como:

a=TT=DVFj, L.

28Ver Apéndice A: D24.
29Ver Apéndice A: D25.
30Ver ecuacién ([B.16).

31Ver Apéndice A: D26.
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Corolario 3.4 (Interpolacién covariant). Para 0 < k < N — 1, definimos sobre Q las
funciones ®i(z) = (z|zx), z € C. Sea (o, ...,(n—1; N nimeros complejos y By, el operador
“overlapping kernel”. Definamos sobre Q la funcion

0 ®(z) -+ Pyoa(2)
B(2) = B0, .., 2n-13Cor s 1 2) = de;(ll’p’) gt | 0 P B
(n-1 Bn-10 -+ Bn-in-a
Entonces, tenemos que
1. ®(z) = (z|9), para algin ¢ € H,.
2. ® es una solucion del problema de interpolacion, es decir, ®(z) = (x, (k=10,...,N—1).

3. @ tiene norma minima, en el sentido que si P es cualquier otra funcidn sobre Q con
® = (2|¢) para algin ¢ € Hy y ®(2) = G = [|@] > [|2]

4. El procedimiento de interpolacion es invariante bajo la multiplicacion por la izquierda en

G, en el sentido que U(g)BU*(g) =B y

®(g20,- - 928-15Co5 - - -, Cn—13 92) = P(20, - -, 2N-15Coy - - -, (N1} 2)
(9z denota la accion natural del grupo G sobre el espacio hongogéneo Q=G/H, asi que
la actuacio”@ por la izquierda en el problema de interpolacion ®(gzy) = (i es resuelta con
la funcién ®(z) = ®(g7'2))
3.5. Muestreo para el caso de varios espines

Para el caso de varios espines, es decir, para el caso de funciones de banda limitada, no es
tan facil seleccionar los puntos de muestreo para poder obtener una expresién explicita de la
inversa de los operadores resolution y overlapping kernel.

Restringimos los valores de espin a niimeros enteros.

Sea el espacio de funciones de banda limitada

El conjunto de estados coherentes puede definirse de forma andloga a como se hizo para el caso
de un solo espin.

32Ver Apéndice A: D27.
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Expresamos las representaciones reducibles y unitarias de SU(2), actuando sobre H’) como:

J

U (z,2) = P U2 2) .

s=0
donde Uy(z, Z) son representaciones irreducibles y unitarias de espin s.

» El espacio de Hilbert H(/) tiene una base ortogonal {|s,m)}, en el que su resolucion de
la identidad es

Lun =Y > |s.m)(s,m]| . (3.18)

s=0 m=—s

= Seleccionamos el vector fiducial

J _ 1 T

= [Los estados coherentes estdn definidos como

[2)” = UV (z,2)ln)” . (3.20)

= Kl owverlapping kernel para el caso de varios espines es:

J

1 (1+2'2)%
(J) n _J nNJ __ § :
O 2) =) = J+14 (L4225 (1 4 2/2)s (3:21)

Vamos a justificar estos punto:

Cogemos las raices de la unidad para el muestreo z, = e*™*/N_ Para el caso del muestreo
critico, tenemos:

J
N=dmH"”) =dim@H, =1+3+5+...+ (2 +1) = (J+1)*.
s=0

Donde dim H, = 2s + 1.

De esta forma AY) y BY) tiene una estructura sencilla, y ademds, sus inversas pueden
calcularse.

Proposicién 3.3.
Par N > 2J + 1, el operador “overlapping kernel” BY) tiene rango 2.J + 1.

33Ver Apéndice A: D28.
34Ver Apéndice A: D29.
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. s , .2 . . J
La demostracién podria hacerse también usando que BY) tiene estructura circulante, B,(d) =
C)_k, con

J
LI o S

J+1
s=0
Vemos que el colocar los puntos de muestra en el ecuador de la esfera de Riemann, no es
una buena eleccién, por lo que, tenemos que buscar otras alternativas. El problema es que
otras elecciones de puntos de muestra nos proporciona un operador de resolucion con menos
estructura, y por lo tanto, sin la posibilidad de encontrar una inversa explicita.

Otra posibilidad es usar un reticulado equiangular en (6, ¢), como el usado en las referencias
[9,10). Si (0;, ¢x) = (£74,%k), (j,k=0,1,..., N—1); es un reticulo de N? puntos en la esfera,
donde N > J + 1. Los puntos asociados en el plano complejo con la proyeccion estereografica
estan dados por

k 27rk

- 9 - 27
_ idy J _ i<k -
zi =e%"tan — =¢e'N tan( ) i€
J 2 2N‘7 J

Aunque se puede ver que en este caso el operador resolucion es singular.

Vamos a seguir un procedimiento en el que consideramos las 2s + 1 raices de r2*!
2mim
28 =rerF, (s=0,...,J; m=0,...,2s). (3.22)

Donde s denota el indice de espin, y m el indice para las raices, y donde r, > 0 verifica que
si s # s = r, # ry. Seguiremos usando N = (J +1)? puntos de muestra pero distribuidos en
circulos de diferentes radios. En la esfera de Riemann, estos puntos se distribuyen en diferentes
paralelos, uno por cada valor de espin.

El operador frame T es una matriz cuadrada (J + 1)? X (J + 1)? con una estructura en
bloques de (28’ + 1) x (2s + 1). Si Definimos la matriz

T8 = (2|5 s — n); (m=0,1,...,25),(n=0,1,...,2s),

entonces

T(0,0) 7'(0,1) o T(O’J)

T(l,o) T(l,l) o T(I,J)

T = . . .
T(J,O) T(J’l) o T(J,J)
’ s'.s 1/2 s's s',s
Corolario 3.5. T = Fyu 19641 <D§Si1)> donde DY) = diag (>\ LA ) cort]
)\(s/’s) _ 1 28, -+ 1 28 7‘2,n
n J_'_ 1 (1 + 7,3/)23 n s

35Ver Apéndice A: D30.
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» Los bloques diagonales de 7) (s = ') son los operadores frame para el caso de
muestreo critico, fijado el espin s, donde s = 0,1,...,J, y A.(s,s) coincide con el

2 . ..
A\, = N27% (;) , (n=0,...,2s), si sustituimos ry = 1, salvo un factor J—+1

2s
= Al igual que si sumamos g An = 2s + 1, se tiene que para el caso de varios espines:

n=0
J 2s
DY AN =T+ 1

s=0 n=0

= La estructura en bloques de 7/) la heredan el operador resoluciéon A y el operador
overlapping kernel B

J
B D(SH s) 1/2]__* P D(S”’S) 1/2
- 2s'+1 2s" 41,25’ +17 25" +1,2s+1 2541 5

J
A(S/7s) — Z(T(s,,7sl))*T(s,,7s)

H 0 ” 0
1/2 m\ 1/
(s s) s, (ss s',s") (s,s") *
T Fas '+1,28"+1 D2s”+1 D2s”+1 25+1,28"+1 *
8”—0 5”_0

El operador overlapping kernel B se obtiene a partir de:

s

o .n(2a+1)—m(2b+1) 2
J (1 + TaTbe (2a+1)(2b+1) )
B(“b = ( 1(n)|z =
SZ: 1+r2)(1+7r})
(3.23)
1 1 si 2@ = 2

_ b \S a,b \J+1
=__ a, = 11— (k% 3.24
J+1 Zo (Hm") T 1( az otros casos ( )

5= — Rm,n
donde ] i M(2a+1) )(m(2b)+l) 9

(Zat1)(26+1

b = (LETanse ) (3.25)

(1+r2)(1+7r})
es la razon de la suma geométrica.

El operador overlapping kernel Bﬁ,fsz) es una matriz hermitica con la siguiente estructura:

cire(1) By Boa Bok By k41
B Circ(Cél), C§1)7C§1)) Bio By, Bi kg1
B, B, cre(cl?,...,c?) Boy, By i1
B, B}, B}, cire(C, ..., ¢S | By rn
BS et 1 Bi‘ ot 1 B3 ki1 Bl ki1
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(1 + T§e27rin/(2s+1) )23

(ETRE

Los bloques diagonales son matrices circulantes de dimensién 2s+1 con o) =

y los bloques no diagonales B,, son matrices de dimensién (2p + 1) x (2¢ + 1).

El operador overlapping kernel B%® no es una matriz circulante@, ni si quiera es una matriz
circulante por bloques, por lo que el calculo de la inversa se hace por métodos numéricos. Hemos
comprobado numéricamente que B,‘i;f’n es invertible para diferentes elecciones de r;.

J s
Corolario 3.6. Los coeficientes de Fourier af, del desarrollo Z Z a; |s,my, para cualquier
s=0 m=-s
Y € HY) en la base ortonormal B(H')) puede determinarse en términos de los datos \If(z,(j)) =
(1) como
i=TB'V.

La inversién de B requiere O(N?) operaciones, pero se hace de una vez para siempre. Otros
métodos, como en ([9] y [10]) hacen la reconstruccién con O((N log(N))?) operaciones. Para
competir con ellos habria que escoger los puntos de la muestra de manera que podamos invertir
facilmente A o B.

3.6. Conexion con la representacién de los angulos de
Euler

Hemos probado las férmulas de reconstruccién para funciones de Majorana ®(z) con N
datos W), = (2;])), con el muestreo 2z, = e2™*/N en la esfera de Riemann. La ventaja de usar
esta representacién holomorfa compleja en lugar de la representacion de los angulos de Euler
son dos:

1. Podemos aprovechar la ventaja de su estructura circulante de los operadores resolucion
y overlapping kernel, respectivamente, para poder obtener sus féormulas explicitas de
inversion.

2. Podemos extender el procedimiento de muestreo a momentos angulares semienteros (s),
que pueden ser aplicados, por ejemplo, a los frames discretos para estados coherentes de
particulas con espin en Mecanica Cuantica.

Ademads, para momentos angulares enteros s = j, podriamos siempre pasar de una repre-

sentacion a otra a través de la transformaciéon de Bargman.

36Esto se debe al hecho de que los puntos de muestreo no forman un grupo abeliano. Solamente el conjunto
de puntos de la forma zr(i), m=20,1,...,2s, con s fijado, forma subgrupos ciclicos, y estos son los responsables

para que estos bloques diagonales tenga forma circulante.
3TVer ecuacién (B.13)
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Vamos a trabajar, por simplicidad, en el caso critico N = 2j 4+ 1, y denotaremos con
O = (0o, ¢ |1) los datos de la funcién (B.9) en la caracterizacién de los angulos de Euler, y
los puntos de muestreo 0y # 0,7y ¢p = _T%k, (k=0,...,N —1). Es decir, un conjunto de N
puntos distribuidos uniformemente en un paralelo de la esfera S?, que barre segiin las agujas
del reloj. Denotamos con

K = K(bo, o z1) = (Oo, dx|21) =
_ (25)! i2mjk/N Gi17 (9 1 & 96827 (=k)/N .ot g idr(i—k)/N\J 3.96
= "Jiy sin (6p) (—1 + 2e cot by + e ). (3.26)

la matriz discreta N x N de la transformacién de Bargmann. Si insertamos la resolucion de la

identidad (3.14) en (6o, Px|1), tenemos la expresio’:

N-1
O =Y KuB, ¥y, donde Wy, = (2,[¢)) . (3.27)

I,m=0

Que relaciona los datos entre ambas caracterizaciones o representaciones a través de las
matrices K ([B.20) y B (C.4), respectivamente.

Excepto para algunos valores de 6, (que veremos mas tarde en esta seccién), la transforma-
cién ([B.27) es invertible, y se pueden obtener férmulas explicitas para K~1. K puede escribirse
como el producto K = AQ.

20 i e
Apyp = 2%7")6 #HIRN sind (600)6kp,

Qpl _ (_1 + 2cot(00)ei2ﬂ(l—p)/N + €i47r(l—p)/N)j =qp=Gn -

de una matriz diagonal A y una matriz circulante Q, que puede ser facilmente invertida (si-
guiendo el procedimiento utilizado en el apéndice (C.2), como:

Q' =FyQ ' Fy, donde Q = diag(w,...,wy_1) con autovalores®
N-1 j r .

= S <SS () (2) ety
n=0 p=0 r=0

donde (p=0,...,7),(r=0,...,p).

>’ indica la suma con la restricciéon p = j — k + 2r .

38Ver Apéndice A: D31.
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= Podemos obtener la representaciéon holomorfica U a partir de los datos en la repre-
sentacién de los dngulos de Euler (@), a través de la férmula

U =B 'A7'® = FyDQ ' FLATID
que puede ser visto como un producto de convolucién™d
U =6

de los datos reescalados ® = A~1® y el filtro 6 = .FN«; con 0, = 2—’; el cociente de los
autovalores de By Q.

= Hay valores de 6 en los que K no tiene inversa. Por ejemplo, para el caso de 6y = § (el
ecuador), en el que

= (é) (—1)i*/2N,

Vamos a mostrar que esta situacion esta ligada con el hecho de que las funciones generales
(B9) en la representacién de los é&ngulos de Euler no puede reconstruirse a partir de sus puntos
de muestreo ®, sobre una distribucién uniforme de N puntos en el ecuador de la esfera.

J J
Insertamos I5j+1 = Z |7, m) (4, m| en (g, px|1p) con |[¢) = Z am|j,m) con lo qud]

m=—j m=—j

J
4
d, = m;j 7t 1Yj (00, D), - (3.28)

Definimos la funcién Yy, (6y) = ,/%Y}"_j(ﬁo, ¢r), vy viendo la demostracién del corolario

3.2 en el que los coeficientes de Fourier a,,_; estdan dados en términos de los datos ¥y, a través
de @ = D~Y2F% ¥, obtenemos una variante de la formuld? @27)

& = V() D" FLd

que conecta de nuevo los datos en ambas representaciones. Conociendo que los arménicos
esféricos se pueden expresar en términos de las funciones de Legendre asociadad! P

Y70, ¢) = " P (cosf) |

J

OF = Fy(DQ N Fi(A71D).

4Ver Apéndice A: D33.

42Ver Apéndice A: D34.

43 Apartado 10: spherical harmonics, p.76. [12].
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cuyo valor en el ecuador 0y = 7/2 esta dado en términos de las funciones Gamma

ey 2™ T I'(ij+3im+3)

por lo que, Vi, (5) =0 (para n impar).

En otras palabras, para 6, = 7/2, el proceso de reconstruccién en la representacion de
los angulos de Euler falla, a menos que nos restrinjamos al subespacio de funciones 1 con
coeficientes de Fourier nulos para n impar, es decir, a,,—; = 0 para n impar.

4“Férmula 8.6.1 (p.334), [13]. Ver Apéndice A: D35.



Capitulo 4

Teoremas de muestreo y Transformada
Discreta de Fourier sobre el
hiperboloide

4.1. Introduccion

Usando estados coherentes probaremos un teorema de muestreo para funciones holomorfas
sobre el hiperboloide (o su proyeccién estereografica en el disco unidad D), visto como un
espacio homogéneo del grupo pseudo-unitario SU(1, 1). Daremos una férmula de reconstruccion
para funciones de banda limitada a partir de un kernel de tipo sinc, y una transformada
discreta de Fourier de N puntos muestra convenientemente escogidos. Se estudiard en este
capitulo también el caso de submuestreo y de funciones de banda ilimitada; y la condiciones
bajo las cuales podemos obtener una reconstrucciéon parcial con N puntos muestra de forma
aproximada, y de como tiende a la forma exacta cuando N — oo.

4.2. Representaciones de SU(1,1)

4.2.1. Propiedades de SU(1,1)

El grupo SU(1, 1) esta formado por todas las matrices 2x 2 de determinante unidad que deja
invariante la forma hermitica n = diag(1, —1). Los elementos de SU(1,1) son parametrizados
a partir de dos niimeros complejos

(G G 2 2
g_<c2 Cl) ) Kl‘ |C2| =1.

El grupo SU(1,1) es localmente isomorfo a SO(2,1) (el grupo de rotaciones del espacio
pseudo-euclideo de dimensién 3, también llamado grupo de Lorentz de dimensién 3)

SO(2,1)=SU(1,1)/Z, donde Zo = {1, —I} (grupo ciclico) .

También es localmente isomorfo al grupo simpléctico Sp(2,R), al igual que a SL(2,R). Ver
[49, 50, 51, 552].

47
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Las diferencias entre los grupos SU(1,1) y SU(2) son:

1. SU(1,1) es no-compacto, mientras que SU(2) es compacto.

2. SU(2) es conexo, mientras que SU(1,1) no lo es.

El grupo G = SU(1, 1) tiene una descomposicién Gaussianall
g=zyhz. |, z,€Z, |, z.€Z_  , heH°".

Por ejemplo, la accion del grupo G sobre Z_ estd dado porﬁ

(G Q) . _C12’+§2
=& &) mamgEg e

Esta accién no es transitiva, de manera que el plano complejo C estd dividido (foliado) en
tres érbitas:

1. Dy =X, ={2€C: |z <1} (Interior del circulo unidad).
2.C-Dy=X_={2€C: |z|] >1} (Exterior del circulo unidad).
3. S =Xo={2€C: |2/ =1} (Frontera del circulo unidad).

La accién de cada elemento ¢ nos da la transformacién

1.2 . 2y _ 1— |2
(1—|2]") — (L—1|z|") = G iR

X, y X_ se refieren a las dos hojas del hiperboloide. En efecto, el espacio X, se puede
identificar con el conjunto de elementos g € SU(1,1) con

G=x , G=x1+1T2,
= G G oGP =GP =2 -t —2i=1 |, (G =x0>0,
G G

de manera que se puede usar una parametrizacion
(i=xz9=cosh7/2 |, (a=e ¥sinh7/2 , 7>0,p¢c]0,2m).

X, es isomorfo a la hoja superior del hiperboloide {(xg,z,73): 23 — 23 — 25 = 1}. Es
decir, el conjunto de vectores unitarios (en la métrica pseudo-euclidea), que tienen la forma

(n)?=a2—2?—22=1, 1o >0, n = (coshT,sinh7 cosp,sinh7sin ).

Wer (seccién 2.7)
2Demostracién anédloga a la que se hizo en el apartado (2.7))
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Entonces un elemento del espacio X, esta escrito de la forma

p _( cosh7/2 e "sinh7/2

e sinh 7/2 cosh 7/2 ) = exp[T(mio1 + ma02)/2] ,

donde m = (0, my, ms) = (0,sin p, — cos p) y 01, 09 son matrices de Pauli.

Las matrices g, describen una rotacién hiperbédlica alrededor del vector m, con angulo de
rotacién 7.

Como en el caso de SU(2), la descomposicién Gaussiana nos da un isomorfismo entre
estos espacios. Por ejemplo, el isomorfismo entre el circulo unidad X, = {z: |z|] <1}, y la
hoja superior del hiperboloide H? = {7l = (xg,z1,72) : (7)? =23 —2? —x3 =1, 29 > 0} se
establece de la forma:

_ G

T )

z= C_ = tanh (5) e ¥ €Dy, 1= (coshr,sinhTcosyp,sinhTsingp) .
1

Asi, el disco abierto de radio unidad ID; puede ser considerado como la proyeccion estere-

ografica de la rama superior del hiperboloide X, = H? sobre el plano complejo.

También podemos identificar D; como el conjunto cociente SU(1,1)/U(1), donde U(1) es

el subgrupo de las fases ¢ = %

El grupo SU(1,1) es no-compacto, de manera que a diferencia del caso de SU(2), todas sus
representaciones unitarias irreducibles son de dimensién infinita. Este grupo tiene un ntimero de
series de representaciones irreducibles unitarias: principal, discreta y suplementaria. Aqui sélo
vamos a utilizar la serie discreta.

4.2.2. Representacion de la serie discreta

La representacién de la serie discreta de SU(1,1) es de dimensién infinita, pero en muchos
aspectos es andloga a la representacién de dimension finita de SU(2). Un vector de la base |m)
vendra etiquetado por un entero m, que va desde 0 hasta infinito.

El élgebra de Lie correspondiente al grupo de Lie SU(1, 1), tiene tres generadores infinite-
simales K1, Ky y Ky, que en la representacion fundamental se escriben como

1/1 0 01 0 0
K°_§<O —1)’ K+_<o 0)’ K——<—1 o)’
Las relaciones de conmutacion son
(K1, Ky = —iKy ,  [Ky, Kol =1K, , [Ko, K| =iK;.

Como para SU(2), seria mas apropiado expresarlos como

K:I: = :l:Z(Kl + ’LKQ) y KO 5
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(Ko, Ki] = +K. , [K_,K.]=2K,. (4.1)

El operador cuadratico

. 1
Cy=Ki—Ki—Kj; =K — 5(K+K_ +K_Ky)

es invariante (operador Casimir), es decir, conmuta con cada K; (j = 0,1,2). A partir del

lema de Schur, para cualquier representacién irreducible este operador se puede expresar como

un multiplo de la identidad R )
Co=s(s—1)I.

Asi que una representacion de SU(1, 1) esta determinada con un nimero s que denominaremos
symplin (espin simpléctico). Para las series discretas, el valor de s vale: s = 1,3/2,2,5/2,.. ..

4.2.3. Representaciones irreducibles unitarias: estados coherentes
de SU(1,1)

Buscamos representaciones irreducibles unitarias de SU(1,1). Tomaremos una base de vec-
tores ortonormales del espacio de Hilbert H, que sean autovectores de Kj:

K0|Svn> = (H—FS)‘S,n) :
A partir de las relaciones de conmutaciéon ([d1]), podemos mostrar que
Kils,n) =/ (n+1)(2s +n)|s,n+1), K_|s,n)=+/n(2s+n—1)[s,n—1).

= Cualquier elemento del grupo U(() € SU(1, 1) se puede escribir de forma exponencia]ﬁ

Uz, z,p) = e+ -¢ieko ¢ SU(1,1) .

El subgrupo U(1) € SU(1,1) estd generado por Ky, y acttia de la forma, e**0|s,m) =
elm+9)?|s m). Al igual que se hizo para SU(2), el espacio cociente serd Q = SU(1,1)/U(1) =
D;. Vamos a tomar la seccién de Borel 0 : Q — G con o(z, z) = (z, z,0). Tomaremos elemen-
tos de SU(1,1) médulo fase, es decir, tomaremos ¢ = 0 para los vectores U(z, Z, )]s, m).

Para cualquier vector fiducial |y) = |s,m) el conjunto de estados coherentes |z,m) =
U(z,Z)|y) es sobre-completo (para cualquier m) en Hs. Usaremos |y) = |s,0) como vector
fiducial (es decir, el vector de peso minimo), asi que K_|y) = 0 y los estados coherentes
quedan como

2) = Uz, 2)ly) = K43 |5,0) = N2, 2)eK+ 5,0},

dondd Ni(2,%2) = (1 — |2]?)® es un factor de normalizacién.

Se puede probar que:

3Ver Apéndice A: DS1.
4Ver Apéndice A: DS2.
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» El frame {|z), z € C} es tight en Hy, con resolucion de la identidad [
2s—1 d*z

I - 5 \@Mm-

= La descomposicién de los estados coherentes |z) sobre la base ortonormal {|s,m)} nos
da los coeficientes de la matriz irreducible

US (2) = (2]s,m) — \/<2$ m = 1) (1= 22" (4.2)

m

Demostracion: Se deduce ficilmente a partir de

n

|z) = ZNS(Z,E)Z" (28 tn- 1) |s,n), Ni(z,2) = (1 —22)° .
n=0

Un vector general de symplin s

) =Y s, m)
m=0

escrita entonces en representacion de estados coherentes como

(2[) = amUs,(2),

que es una funcién anti-holomorfa de z. Los coeficientes de Fourier a,, pueden ser calculados a
través de la siguiente férmula integral:

= (snly) = 2 [ BT

Hay que mencionar que el conjunto de estados coherentes {|z)} no es ortogonal. A conti-
nuacién escribimos el solapamiento (overlap E entre los estados coherentes que resulta ser un
nicleo reproductor (reproducing kernel).

d?z
(1—22)2

(4.3)

(1—-22)*(1-=2'7Z)®

C(z, Z/) = <Z|Z/> = (1—2'z)

Esta cantidad sera esencial en nuestro procedimiento de muestreo sobre ;.

Existen otras representaciones de estados coherentes en SU(1, 1), correspondientes a otras
parametrizaciones, pero que no discutiremos en este trabajo.

5Ver Apéndice A: DS3.
6La demostracién es andloga a la que se hizo en D11 para SU(2). También hemos utilizado la expresién:

o0

S o (“Z‘l) (1),

n=0
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4.3. Teorema de muestreo y DFT en D,

Las técnicas de muestreo consisten en la evaluaciéon de una funcién (senal) 1 sobre un con-
junto de puntos discretos, y después reconstruir completamente o parcialmente 1 sin perder
informacion esencial en el proceso.

En nuestro caso, elegimos de una forma conveniente nuestros puntos de muestreo, de tal
forma, que el operador resolucion A y el operador reproducing kernel B sea invertible y po-
damos encontrar una expresion explicita de esa inversa. Escogeremos un conjunto de N puntos
distribuidos uniformemente en una circunferencia de radio r:

Q={g =2 =r"* k=0,1,...,N—1}, r € (0,1); (4.4)

que es un subconjunto discreto del espacio homogéneo @@ = SU(1,1)/U(1) = Dy, formado por
las raiced] N-ésimas de V. con 0 < r < 1. Definimos el conjunto S = {|z), k =0,1,...,N — 1}
como subconjunto de estados coherentes asociados a los puntos de Q. La envoltura lineal

Hf = Lin ({|z0), |21), - - |2n=1)})

es el subespacio de H, generado por S. Para un N finito, tenemos que HS # H,, asi que no
podemos reconstruir exactamente cada funcién ¢» € H, a partir de las N muestras (datos)
Uy = (2x|1)), pero probaremos que para funciones de banda limitada podemos siempre dar una
férmula exacta de reconstruccién.

4.3.1. Funciones de banda limitada

Definicion 4.1.
Definimos el subespacio HM de funciones de banda limitada, con M < oo como:

HM = Lin ({|s,0),]s,1),...,|s, M)}). (4.5)

El subespacio HM es un subespacio vectorial de dimension finita de H,. Aunque no es invariante
bajo la accion de SU(1,1), si que es invariante bajo la accion del subgrupo U(1) C SU(1,1)
generado por K.

Antes de poner el siguiente teorema, vamos a introducir un lema, que nos va a servir para
demostrar dicho teorema.

Lema 4.1.
El operador “frame” T : HM — CN definido por T(¢) = {{zx|v), zx € Q} es tal que el

"En el caso de la esfera, los puntos de muestreo que se utilizan son las raices de la unidad. Estas forman
un subgrupo abeliano Zy de SU(2). La principal ventaja que nos proporcionaba es que B era una matriz
circulante. En ese caso, el muestreo era regular [3I]. Ahora con SU(1,1) el muestreo es irregular. El espacio
Q estd formado por 6rbitas del subgrupo Zy para z = 7, y esto es suficiente para mantener la estructura
circulante de B.



4.3. TEOREMA DE MUESTREO Y DFT EN Dy 53

operador “resolucion” A = T*T es diagonal, A = diag(Xo, ..., \n), en la base (7.5) de HM,
co

A = N(1 — %)% (28+$_1) ™ m=0,..., M. (4.6)
Como A es invertible en HM, denotando |Z,) = A7Y|2), el “frame dual”, la expresion
N-1 N-1
Ly =Y la) (&l =D 13 (il (4.7)
k=0 k=0

nos da una “resolucion de la identidad” en H.

Teorema 4.1. Dadd] una funcién de banda limitada 1 € HM sobre el disco Dy, y siendo el
valor del limite de la banda M, con un desarrollo finito

W]) = ZCLM|Sam>a (48)

existe una formula de reconstruccion (2.8) de v a partir de los datos Vi, = (z|v), dada por

U(z) = Ex(2) Ty, (4.9)

= En efecto, la ecuacién] (4.9) puede ser interpretada como una férmula de reconstruccién
tipo Shannon, donde Z(2) juega el papel de funcién sinc, satisfaciendo las relaciones de
ortogonalidad =, (z;) = Py, donde el operador P = T T, es un proyector ortogonal sobre
el subespacio de dimensién M de CV. En el caso de un muestreo critico, N = M + 1,
tenemos que Zk(2;) = O, que corresponde a una férmula de interpolacién. Para el caso de
un sobre-muestreo, N > M + 1, se obtiene un proyector a partir de un conjunto de datos
sobre-completo Wy, (k=0,1,..., N — 1), que podria ser incompatible con |1)) € HM.

Corolario 4.1 (Transformada de Fourier Discret). Los coeficientes de Fourier a,, del de-
sarrollo 1) = Z%:o am|s,m), para cualquier o € HY, pueden determinarse en términos de
los datos Wy, = (zk|1)) como

=2

-1
(&
0

1
N\,

mikm/Ng,  (m=0,..., M). (4.10)

Ay =

B
Il

8La cantidad )., estd bien definida para m € NN {0} y serd usada para el caso de funciones de banda
limitada. Ver Apéndice A: DS4.

9Ver Apéndice A: DS5.

0Ver Apéndice A: DS6

HVer Apéndice A: DST.
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» Los coeficientes de Fourier a,, se obtienen como una transformada discreta de Fourier
(rectangular) a partir de los datos W(z;), con un factor de escala 1/4/\,,. La expresién
(AI0) nos da una discretizacién de (£3)

4.3.2. Funciones de banda ilimitada y submuestreo

En el apartado anterior hemos visto, que usando N puntos de muestreo, podemos re-
construir completamente funciones de banda limitada 1 € HM, tomando como el limite de
banda M = N — 1. Cuando abordamos la reconstruccién de una funcién de banda ilimitada
[¥) = >°° yanls,n) a partir de un nimero finito N de muestras, no podemos usar los resulta-

dos de la seccion anterior, ya que el operador resolucion A es ahora no invertibld'2.

Para el caso del hiperboloide, a diferencia del caso de la esfera [1], donde el espacio de
Hilbert de funciones de espin s, H, es de dimension finita, aqui H, es de dimensién infinita;
.« ., . . o
y por tanto, para la reconstruccion de una funcién arbitraria [¢)) = > " an|s,n) va a estar
siempre sometida a error. Como |1)) es normalizable, los coeficientes de Fourier decrecen a cero,
asi que si, 1) no es de banda limitada, y a,, decrece a cero lo suficientemente rapido, podremos
o

considerar aproximadamente que es de banda limitada si la norma de [¢3;) = 307 /) ans,n)
es lo suficientemente pequena comparada con la norma de [¢), para un M apropiado.

Definicion 4.2.
Vamos a definir

M
Py =Y |s,m)(s,m|
m=0

como el proyector sobre el subespacio HM de funciones de banda limitada con un limite de banda
M. Denotaremos por €5, la distancia al cuadrado de una funcién de banda no limitada

) = anls,n) € H,
n=0

a su proyeccion ortogonal
M

) = Palt) = 3 auls,m)

n=0
sobre el subespacio HM de funciones de banda limitada con un limite de banda M, es decir:

o0

2 laaP

o 2 W= Puly) S
HETWR &
W) S o
n=0

(4.11)

12Mientras el operador T : H, — C¥ tiene la misma expresién que en la seccién anterior, el operador A
es una matriz de dimensién infinita dada por A, = )\},1/2/\,11/25jj/, conm = jmod N yn=j modN, que es

una matriz diagonal por bloques N x N.
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En otras palabm, epms1 es el seno del dngulo entre ¥ y 1.

Esperamos que el error cometido cuando reconstruyamos ¢ a partir de sus N muestras Uy
sea del orden de ey (1), que serd lo suficientemente pequenio si los coeficientes de Fourier a,
decaen suﬁcientemente rapido. De forma més exacta, si |a,| < n%; para alguna constante C|
con o > 1 5 Y n > N, entonces

o
23 (1) = Z la, |2 < C2 Z / = o (412)

Con lo cual € (¢) = O (7o)

N2a—1

En el siguiente teorema, daremos una férmula de reconstruccion parcial para funciones de
banda ilimitada, y una cota para el error cometido. Pero antes vamos a introducir una serie de
lemas, que utilizaremos para la demostraciéon de dicho teorema.

Lema 4.2.

El operador “pseudo-frame” T : Hy — CV, dado por T (¢) = {{zx|1)), zx € Q} es tal que el
operador “overlapping kernel” B = T T*, es una matriz Hermitica invertible definida positiva,
admitiendo una descomposicion B = FDF*, donde D = diag(j\o, . .,S\N_l) es una matriz
diagonal con

A=) Aan, (4.13)
q=0

y F la matriz de Fourief.
Lema 4.3.
Baj las condiciones del lema[].3, el conjunto {|2k> = figl Bz, k=0,...,N — 1} cons-

tituye un “pseudo-frame” dual para S. El operador Ps = T.7T es un proyector ortogonal sobre
el subespacio HS, donde T,7 = T*B~1 es una pseudoinversa (por la derecha) para T, y

N—

Ps= )Y |5zl = ZW V(%] (4.14)

k=0

—_

da una resolucion del proyector Ps, cuyos elementos de matriz en la base ortonormal {|s,n)}
de H, tienen una estructura diagonal por bloqgues N x N:

P (r, N) = (s,m|Ps|5,1) = \/AmAn AL\ Onem mod N (m,n € N* = NU{0}) , (4.15)

con A, dado en ([13).

13Ver Apéndice A: DSS.
4Ver Apéndice A: DS9.
5Ver Apéndice A: DS10.
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Los coeficientes de matriz (4.15) los utilizaremos para el calculo de la funcién error de
funciones de banda ilimitada que expondremos en el siguiente teorema. En algiin momento
determinado serd interesante estudiar su comportamiento para N grande (un nimero grande
de puntos de muestreo). Para dar una expresién explicita de este comportamiento asintdtico
de P, (r, N), utilizaremos la siguiente funcién

n+uN+2s—1
>\”_>\”_ - n+ulN 2uN

vn(r, N) = X => (n+23—1> PN

u=1
n

Para ello hemos utilizado las expresiones de A, y A, (@8}, E13).

En términos de v, (r, N), los elementos de matriz (£I5) adoptan la siguiente forma:

2s—=1+7+pN 1/2 2s —=1+j+¢gN 1/2r(p+q)N
J+ PN J+aN

(25 _jl ”) (1+v,(r, N))

param=j+pNyn=j+4+¢qN,conj=0,....,N—1yp,qe€ NU{0}. Para los demés casos
el valor de P,,, es cerd. En particular, para n,m < N — 1, el proyector P,,, adopta la forma
diagonal

Pon(r,N) = (

Y

Y 1

Pmn ,N 5mn == —5mn7
(r, N) 1+ vp(r, N)

m,n=0,....,N—1. (4.17)

n

Vamos a probar a continuacién una propiedad de monotonia de las funciones v, (r, N).

Lema 4.4.
Las funcz’one vn(r, N) son estrictamente decrecientes en n parar >0 y s> 1/2, esto es:

Un(r,N) < vp(r,N) < n>m, (n,m=0,...,N—1).

= Para el caso critico de s = 1/2, tenemos que a, = 1 (definido en (A.9)). Es decir,
7.2N

Vn(rvN) = V(’I’, N) = 1—,2N -

= Y para el caso de s < 1/2, tenemos que {a,} — 1, (n — o0). (Estrictamente
creciente). Por lo que, se deduce, que v, (r, N) es estrictamente creciente para s < 1/2.

Ya estamos preparados para introducir el siguiente teorema.

165 = nmod Ny j =m mod N es equivalente an = j +pN y m = j+¢N, donde (j =0,...,N —1).
1"Ver Apéndice A: DS11.
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Teorema 4.2. Dadd¥ una funcion de banda ilimitada ¢ € Hs, existe una reconstruccion
parcial de 1, en términos del alias

() =S Li(2)0y, (4.18)

a partir de N datos Wy, tomando los puntos de muestreo de (4.4), con el errofd

(2 + vy(r,N))
1 + VQ(T, N) ’

con vy(r, N) definido en ({{.16). Las funciones de interpolacion de Lagrange (2.11) adoptan la
siguiente forma:

2(r V) = &) < 0N w1 — @) + & W) (4.19)

1+V0(7’ N)

1 1—zz SNIA_loO —\J+aN
Li(2) = % A Nian (zzk ) (4.20)

donde .
A= Ajgan, (j=0,...,.N—1),

son los autovalores del operador discreto “reproducing kernel” B = TT* (con coeficientes
B = (zk|z1) ) y A\ dado en ({{.6), pero ahora para n € N* = NU{0}.

= Se puede comprobar de forma sencilla?] que A}im vo(r, N) =0, ¥r € (0,1). Esto implica
—00
que el error (4.19) va a cero para N — 00.

Para obtener el orden de magnitud de este error, daremos primero el comportamiento
asintético de vo(r, N) para N grande.

Proposiciéon 4.1.
La cantidad vo(r, N) tiene el siguiente comportamiento asintoticd?] (como una funcion de N ):

vo(r, N) = (28 _]1]+ N) PN 4 O(N*~ 1), (4.21)
para
1
<2s—1+N> 2
N (2s —1)In2
< ro(s. N) = _ 1ML o1/NY) .
renls N =TT oy oA
2N

8Ver Apéndice A: DS12.

le -9l _ [l Pslv)

19 S _

) =T )
20Ver Apéndice A: DS13.
2Ver Apéndice A: DS14.
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= Usando la expresion asintética (A210), el error cuadratico (£I19) tiende a cero cuando
N — 00, con el comportamiento asintético?

ei(r, N) < 2eny/1 — & + 26 + O(N*=1p2Ny

para r < ro. Asi que, la reconstruccion de 1 con 1 es exacta en este limite.

Corolario 4.2 (Transformada Discreta de Fourie). Los coeficientes de Fourier a,, del desar-
rollo (4.8) se pueden obtener de forma aprozimada como una transformada de Fourier sobre
el hiperboloide:

N—-1
oW |
~ 227rnk/N\I]k ) (422)

= La expresion de los coeficientes de Fourier a,, conllevan una especie de periodizacion del

G origina.
[ An
~ +pN A
ApypN = 3 a,, VpeN.
n

Este es el andlogo para el hiperboloide del tipico efecto aliasing para senales de banda
ilimitada sobre la recta real.

Podriamos pensar que, para el caso ey = 0, deberiamos recuperar los resultados de la secciéon
3.7 (funciones de banda limitada). Pero veremos que este no es el caso. Antes, tenemos
que realizar un proceso de truncado y filtrado de |¢) en (5.26) para obtener la férmula de
reconstruccion (.9) para funciones de banda limitada ([48]). Si M = N — 1, la operacién de

truncado seré:
M

|Var) = Pulip) = Z Qn|s,m).

m=0

Si a continuacion reescalamos los coeficientes de Fourie:

NE
|

3
Il
=)

[0y = Rlwr) = s, ) |

podemos encontrar la férmula de reconstruccién para W (z) = (2| RPy|4)) de la expresién
(4.9). Para funciones de banda limitada, encontramos que el error cuadratico se puede acotar
de la siguiente formaPd:

[ = GEI? _ o WhIPsPy R PaPolih)

TR TR <&+ (14w V) (4.23)

22Ver Apéndice A: DS15.
23Ver Apéndice A: DS186.
24Ver Apéndice A: DS17.
25Ver Apéndice A: DS20.
26Ver Apéndice A: DS22.
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De forma distinta a (&I9), la nueva cota en ([£23)) es proporcional a €%,. Si ademds, suponemos
un comportamiento para a, como en (£I2]), entonces tenemos que el error (£.23)) es del orden

O (wir).

Un enfoque alternativo para el muestreo de funciones de banda ilimitada 1 para €y, muy
pequeno, sera mas adecuado en un cierto limite. De hecho, para €3, < 1, tenemos que:

1 = Parl]” = ebpa l0l* < Nl

Por lo tanto, la férmula de reconstruccion (4.9) para vy, = Pyt seria una buena aproximacion
de v, de manera similar a lo realizado en [40], seccién 4. El problema es que, en general, los
datos originales Wy = (zj|¢)) para ¢ y los datos truncados (desconocidos) Wy = zk|PM|ﬁ
para 1), son diferentes, a menos que (zx| Py = (2| (Vk=0,...,N—1), que es equivalente?]

a (zi|Pulzy =1 (Vk=0,...,N —1). La siguiente proposicién estudia las condiciones bajo
las cuales este requerimiento se cumple.

Proposicion 4.2.

Tomamod el “symplin” y el limite de banda M lo mds grande posible, es decir, s —>
00, M — oo. Entonces los elementos de la diagonal de Py en HS presentan el siguiente
comportamiento asintotico:

Pyy(r) = (2l Pulzi) = X0 (r)O(re =) + O (ﬁ)

donde x 4 es la funcion caracteristica en el intervalo A, © es la funcion de Heaviside

0 s2 <0
@(I):{ 1 s2 >0

95 — 1\ 2
— (1
(%)

expresa un “radio critico”. Para M > 2s tenemos que r. < 1.

Si dibujamos Pj,(r) en funcién de r para diferentes valores de s y M tal que r. = %

Podemos observar que Pj;(r) se acerca cada vez mas a una funcién escalén cuando M y s
crecen.

» Los coeficientes de la matriz de Py en H? tienen estructura circulantd?®. Es decir, se
puede ver como una transformada de Fourier de los coeficientes A,,.

1 M
—_ Z Am€—27riml/N )
N m=0

2TVer Apéndice A: DS21.
28Ver Apéndice A: DS18.
29Ver Apéndice A: DS19.
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P (N

Figura 4.1: Representacion de Pj; como una funcion de r para diferentes valores de s y M, tal

_1
que re =3 .



Capitulo 5

Teoremas de muestreo y Transformada
Discreta de Fourier sobre el plano
complejo

5.1. Introduccion

Proporcionaremos férmulas de reconstruccién y transformada de Fourier discreta para fun-
ciones de onda holomorfas en el espacio de Fock-Bargmann en la representacion niimero-fase,
a partir de un nimero finito N de muestras {0, = 2nk/N },JQV:_Ol para un nimero medio dado
p de particulas. El subsistema de estados coherentes (CS) S = {|z, = /pe®)} es completo
(un frame) para espacios de Hilbert truncados (ndimero finito de particulas), y las férmulas
de reconstruccién son exactas. Para un numero ilimitado de particulas, S es casi completo
(un pseudo-frame), y se dard unas férmulas parciales de reconstruccién junto a un estudio de

aproximacién promedio, que tiende exactamente, cuando p < N y/o N — 0.
Los operadores mas simples usados para describir los sistemas mecano-cuanticos con un

grado de libertad son el operador coordenada ¢ y el operador momento p. Actian en un
espacio de Hilbert H satisfaciendo las relaciones de conmutacion de Heisenberg:

g, p] = iR, g, 1] = [p,I] = 0.

Donde I es el operador identidad.

Podemos definir los operadores creacion y destruccién de este grupo de la formall:

_q+ip +q—p
a = a =

V2h V2h

[a,a'] =1, [a,I] = [a!, ] = 0. (5.1)

1t: Conjugacién Hermitica. ~: Conjugacién compleja.

61
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Los operadores {q,p, I} (respectivamente {a,a',I}) son los generadores de un dlgebra de
Lie W, (Algebra de Heisenberg-Weyl).

Definicién 5.1 (Algebra de Heisenberg-Weyl).
El dlgebra de Heisenberg-Weyl W, es un dlgebra de Lie de dimension 3, con las relaciones de
conmutacion

le1, ea] = es, le1, e3] = [e2, €3] =0,

e3 =il.

1
= — s 65—,
N 2=

En general, los elementos del algebra W, se pueden escribir como:

T = (8;21,T2) = T1€1 + Toes + Se3, s,x1,Ts € R,

x=isl + h(Pq— Qp) = isl + (aa' — aa),

=50 m=3n

Q
| |

(Q +iP) = %( Ty + ix),

Qi
Il

1 (Q-iP)
El conmutador de los elementos x = (s;z1,%2) v y = (¢t;y1, y2) estd dado por:
[z,y] :B[x>y]e3a B(:):,y) = T1Y2 — T2Y1 -

B(x,y) es la forma simpléctica standard sobre el plano (x1, z3).

Construimos el correspondiente grupo de Lie mediante la exponenciacion de los elementos
del algebra
T — 6iSID(Oé), D(a) _ e(aaT_da)

Y

€A€B [A B (A-I—B) ) (52)

Esta expresion es valida sfi [A,[A,B]] =0, [B,[A, B]] = 0.

La ley del producto del grupo seria:

D(a)D(B) = exp(iS(aB)D(a + B)),
D(an)D(ay—1) - ... D(aq) = exp(i0) D, + 1 + ... + 1),

donde

2Demostracion: [5], pag 9.



5.2. REPRESENTACIONES DEL GRUPO HEISENBERG-WEYL 63

La fase 3(af3) tiene un significado geométrico simple. (o) = 24(0,3,a + ), donde
A(a, B,7) es el area del tridngulo con vértices en los puntos a, 3,7. Y A es positivo si el ciclo
a — B, — 7,7 — « es contrario a las agujas del reloj y en caso opuesto A < 0.

Los operadores D(«a) son acotados, y su dominio de definicién es denso en H.

Los operadores e D(«) forma una representacién del grupo parametrizado por tres niimeros
reales

g = (t;$17$2)7

o por un numero real ¢ y un ntimero complejo o : g(t; ).

Este grupo se le denomina grupo de Heisenberg-Weyl, denotado por W;. Se puede com-
probar que la ley del producto en W; es:

(8521, 22) (Y1, 92) = (s +t+ B(x,y); 21 + 1, 22 + ¥2),

B(Ia y) = T1Y2 — Y122.

El grupo W; pertenece a la clase de los grupos nilpotentes. Un ejemplo tipico relevante
para esta clase es el grupo de matrices triangulares con 1 en la diagonal principal

g:

OO =
o~ Q
= SO

Estas matrices forman las representaciones méas simples de dimensién finita no unitarias
del grupo W;. Los generadores del algebra de Lie ey, e9, e3 estan representados como:

010 00 0 00 1
ee={000], e=[001], e=[000
00 0 00 0 00 0
5.2. Representaciones del grupo Heisenberg-Weyl

Vamos a describir las representaciones unitarias irreducibles de W;. Todos los elementos de
la forma (s, 0), forman el centrdd de W1. Por lo tanto, para cualquier representacion irreducible
unitaria T'(g) del grupo Wi, los operadores T'((s,0)) forman una representaciéon unitaria del
subgrupo {(s,0)}, que estd determinado por un ntmero real A:

T)‘((S, 0)) — ei)\SI.

Teorema 5.1. Para un valor fijo de A, (A #0), cualesquiera dos representaciones irreducibles
unitarias del grupo Wy _son unitariamente equivalentes. Es decir, para cualquier dos sistemas
de operadores D(«) y D(«a), satisfaciendo el producto del grupo

D(a)D(B) = exp(2i(a3)) D(er) D(B),

3El centro es el conjunto de todos los elementos que conmutan con cada elemento de Wi.
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existe un operador unitario U, tal que
D(a) = U'D(a)U.

Algo parecido ocurre con los operadores a', @, v af, a satisfaciendo las relaciones de con-
mutacién
[a,a'] = I, la,I] = [a', 1] =0,
a' = UTa'U, a=U'al.

Los operadores a,a’ no estan acotados (como no lo estdn p y q).

Asi que una representacion irreducible unitaria de dimension infinita del grupo Wi esta fi-
jada con un ntmero real X # 0 : T(g) = T*(g). Las representaciones con A = 0, son de
dimensién 1, y estan fijadas por un par de nimeros reales: p y v.

T(g) =T"(9) = xw(9I,  Xuw(g) = exp(i(pzs + vry)).

Vamos a describir ahora las representaciones T*(g) explicitamente.

Los operadores ¢,p y a',a actian en el espacio de Hilbert H. Existe en H un vector |0)
denominado vacio cumpliendo
al0)y =0, (0[0) = 1.

La accién del operador creacién a' genera un conjunto de vectores normalizados a partir del

vacio 1
_ t\n _
n) =——=(a")"|0), n=0,1,2,...

Los vectores {|n)} forman una base en H. La accién de los operadores a y a' en esta base
esta dada por

aln) = /nln — 1), a'ln) = vn + 1n + 1), (5.3)

a'aln) = n|n).

La justificacién de lo anterior viene de la verificacion de las relaciones de conmutacion.

En la representacién de coordenadas el vector |¢) estd representada con una funcién coor-
denada (g|v)) = ¥(q), que es de cuadrado integrable

/ (q)Pdg < oo,

La accion del operador de coordenadas ¢ en la representacion de coordenadas es justo la mul-
tiplicacion por ¢, mientras que el operador momento p esta representado con la diferenciacion
con respecto a ¢:
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El vector de la base |n) esta descrito por la funcién:

() = enla) = ()2t 2, (Y e (S5

donde H,(q) es el polinomio de Hermite de grado n.

Los polinomios de Hermite verifican la siguiente relacion de recurrencia:

d

= 2nH,_1(q), <2q — d—q) H,(q) = Huy1(q),

dH,(q)
dgq

Hy(q) = (=) exp(qz)d—qn (exp(—¢?)) -
La ecuacién diferencial para los polinomios de Hermite es :

H) —2qH] + 2nH, = 0.

En la representacién de coordenadas la accién del operador D(«), o = (Q%/%P) esta dado por:
—1PQ iPq
D(a)¢p(q) = exp ( oF ) exp (7) p(g — Q).

5.3. Estados coherentes

5.3.1. Estados coherentes del grupo Heisenberg-Weyl

Sea T'(g) una representacién unitaria irreducible de Wy, y |1)y) un vector fijo en el espacio
de representaciones #H. El estado correspondiente al vector |¢)y) = |0) es estable bajo la accién
de los operadores de la forma T'(s,0) (a|0) = 0 = ¢*%|0) = |0)). El estado est4 representado
por el conjunto de vectores de la forma exp(ip)|y), diferencidndose del vector [¢)) a través
de una fase solamente, |exp(ip)| = 1. En otras palabras, el subgrupo de isotropia H para un
estado arbitrario |1)y) contiene solamente elementos de la forma (s, 0).

Aplicando el operador representacion
T(g) = T((t,a)) = e"D(a).
a |tg). El resultado es un conjunto de estados {|a)}
la) = D(a) o), donde « € C.

Como el subgrupo de isotropia del estado g, es H = {h}, h(t,0), para diferentes a tenemos
diferentes estados. El sistema {|a)} es justo un sistema de estados coherentes generalizados del
tipo {T'(g), |¥0)}. Un caso importante es cuando tomamos como el elemento madre el vacio
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|0) (Jtbo) = ]0)). Este es el caso de los estados coherentes estandar o canénicos.

Como T'(g) es irreducible, entonces el sistema de estados es completo. Estos estados no
tienen porque ser mutuamente ortogonales.

(Bla) = (¢o| D'(B)D(a)ltho) = exp (iS(af)) (¢o| D(ex = B)[tho),
[(Blay|* = (| Dl = B) o) [* = plax = B),

p(a) tiene que ser distinta de cero, y ademds p(a — [3) se trata de un reproducing kernel.

El operador D(«) transforma cualquier estado coherente en otro estado coherente

D()|8) = exp (i3(aB)) | + ). (5.4)

La relacion (5.4]) determina la accién del grupo W sobre el plano a.

(s;B)a=a+p.

H = {(t,0)} acttia como la transformacién identidad en el plano a. El grupo cociente W, /H
es el grupo de traslaciones del plano a.

La medida invariante en el plano « es
dp(a) = Cd*a = Cdoydas, a = a1 + ias.

C' es una constante.

Sea |a){a| el operador proyeccién sobre el estado |«). Consideremos el operador

Aszmww«

Es facil ver que A conmuta con D(a),Va € C. Por lo tanto, por el lema de Schur este operador
es proporcional al operador identidad

A=dl.

Para encontrar la constante d, calculamos el valor medio del operador A sobre el estado cohe-
rente |a).

a7 = (o] Ala) = / (alB)[2 du(B) = / p(B)du(B).

Como A es un operador acotado, la constante d es distinta de cero, asi que el factor C' en la
medida puede ser escogido tal queH d=1.

/ﬁmwmxm:f

4Klauder J.R.: Ann. of Phys. 11,123 (1960).
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La constante C esta determinada por la condicion

[r@aut) =1 [ duta)layials) =19,

Entonces el reproducing kernell K (o, B) = (a|B) cumple la propiedad:

/ K (0, B)K (B, 7)du(B) = K ().

Un estado arbitrario |¢) se puede expandir en términos de estados coherentes

) = [ duta)it@a),
donde los coeficientes funcionales 1(«) estén dados por:

P(a) = {aly).

La funcién ¢(«) determina el estado |¢)) completamente y se le llama el simbolo del estado
|1). Evidentemente

(1o} = [ 10(@)] dua).

Los estados {|a)}, |a) = D(«)|0) forma el sistema de estados coherentes estandar. Es facil ver
que el estado |a) es aniquilado por el operador

D(a) a D' (a).
Tenemos que
ala) = ala).

Esta expresion se puede demostrar escribiendo el estado coherente |a) en la forma de Glauber
como a continuacién se detall

)3 i _exp< la|)z oy

—laf?

n—l

ala) = exp <

El estado coherente estandar es un autoestado del operador de aniquilacién, mientras que
cualquier nimero complejo o podria ser un autovalor. No es dificil mostrar que el operador af
no tiene autovectores en H.

Aronszajn A.: Trans. Amer. Math. Soc. 68,337 (1950).
Bergmann S. The kernel functions and conformal mapping. Math. Surv. No. 5, Amer. Math. Soc No. 4 (1950).

2 0 n
6Forma de Glauber: |a) = ex <ﬂ) 2 in
oy = e (55) 3 oo



68 CAPITULO 5. TEOREMAS DE MUESTREO Y DFT SOBRE C

Usando la expresion (5.2]) podemos expresar D(«a) de diversas formas:

1al2
D(a) = exp < |2a| ) exp(aa’) exp(—aa) (Forma Normal o de Wick).

2
D(«a) = exp (%) exp(—aa) exp(aa’)  (Forma Antinormal o de anti-Wick).

De las formas normales y antinormales tenemos:

a'D(a) = (% + %) D(a), D(a)dl = (% _ %) D(a),
aD(a) = — (% _ %) D(a), D(a)a=— (% 4 %) D(a).

a2
Podemos también escribir |a) como: o) = exp < |2a| ) exp(aa’)|0) que puede ser expresada

como en la forma de Glauber

[e.e]

o) = exp (_W) Z\/—\” (5.5)

A partir de aqui obtenemos:

2
(alB)]P = exp (—|a — B]?).

<a|ﬁ>=exp("§‘ 5%, 5) p(a) = [(@l0)? = exp (~|af?)

5.4. Representacion de Fock-Bargmann

En las representaciones convencionales de momento y coordenadas no se imponen condi-
ciones de analiticidad sobre las funciones ¢(q) y @¢(p) correspondientes a un vector en el espacio
de Hilbert H. Pero existe una representacién donde cualquier estado esta descrito enteramente
por una funcién analitica. Esta representacién se denomina de Fock-Bargmann. En esta
representacion se pueden encontrar soluciones sencillas para un cierto nimero de problemas
recurriendo a la teoria de las funciones analiticas.

Vamos a centrarnos en el caso de los estados coherentes usuales

@) = D(a)[0),

donde |0) es el vector vacio tal que a|0) = 0.

Sea |1) un vector arbitrario normalizado en H. Entonces sabemos que el estado [¢) esta com-
pletamente determinado con su simbolo («/|i)).
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W) =D Culn), (W) =D |Cu* = 1.

De la forma de Glauber (5.5]), tenemos

(alt) = exp (—%) o).

1 n N
T Ca= (ol (5.6)

La serie (5.6]) converge uniformemente en cualquier dominio compacto del plano-a complejo,
gracias a que se verifica

p(a) = Z CoUn(@), Un(2)

[e.e]

Z |C7L|2 = 17

n=0

asi que ¢(a) es una funcién analitica o anti-holomorfa en el plano complejo—oﬁ

16]12 = ($l6) = / dpu(2) exp (—22) |6()* < oo. (5.7)

El producto escalar de dos funciones ¢1(z) y ¢2(z) satisfaciendo la condicién (B.7) definida
com

(01162 = [ exp (~I2P) Gu(2)n(dn(2) 55)
Fock propuso un operador solucion para las relaciones de conmutacion de Heisenberg

[a,a'] =1, [a,I] = [a', 1] = 0.

d T
a— — , a' — 2z,
dz

en analogia a la solucién de Schrodinger

d

S ik ~_
p ¢ _dq’ q=4q
Su justificacion viene dado por:
d(z¢)  do >
Fh— (ot ot _ _ o

"Vamos a etiquetar los o € C como z € C, ya que en este trabajo hemos utilizado mas la tiltima nomen-
clatura. Aunque en otras referencias bibliograficas utilizan mas la primera.
8Esta forma de definir el producto escalar, viene influenciada por la estructura del simbolo («|y) del estado

).
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El espacio de la representacion de Fock-Bargmann sera denotado por F. El producto escalar
en este espacio estd dado por (5.8). Una consecuencia de la desigualdad de Schwart

2
lp(2)| < Cexp <| 2| ) para cualquier ¢(z) € F.

En la representacién de Fock-Bargmann el operador a' es la multiplicacién con z, mientras
que el operador a es la derivada con respecto a z. Se puede comprobar que a' es conjugada de
a para el producto escalar (B.8]).

La forma de este producto escalar puede derivarse del requerimiento de que los operadores
ay a' sean conjugadas.

5.4.1. Propiedades de la representacion de Fock-Bargmann

= La base ortonormal en F tiene una forma mas sencilla que en la representacién de coor-

denadas [, .
In) — (2|n) = e P20, (3) = e P22

Nok

= La correspondiente representacién del estado coherente |a) es

Esta expresion la obtenemos de la forma de Glauber

(z]a) = exp ( ) Z (%O"Q) 2 % — exp (—\2042) exp(aZ).

n=

= El equivalente a la  de Dirac en el espacio F, es decir, el reproducing kernel es:

o0

8(2,2") =Y Un(2)Un(2') = exp(22).

n=0

Es facil ver que para cualquier funcién analitica f(z) en F

f(z) = / 5(z, ') exp (—|22) F()du(2).

Wald)| < ol (Desigualdad de Schwartz), con peso ||a|| = 1:

(alg) < 1= e 2lp(a)] < 1= |g(a)| < elI"/2.

o0

=Y Cula(2) = D _{nlw)(zln), Sy (n] = 1.
n=0 n=0

n=0
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. . . _1~2 . .
Si consideramos el espacio L?(C,e*I"dyu) (el espacio de todas las funciones no necesa-
. sy . _ 1|2 . . s
riamente analiticas con medida e™*I"dpu(2)), satisfaciendo la condicién

112 = (F1f) = / (2 ) exp (= |2P) dia(z) < oo,

se tiene que

f(z) = / exp (7 — |2 ) £, Z)dp(?)

realiza una proyeccién del espacio L2(C, e 1"’ dyu) en F.

= La relaciéon entre la representacion de coordenadas usual y la representacién de Fock-
Bargmann estd dado por el kernel (z|q), satisfaciendo

al{qlz) = z(q|z),

donde a es el operador destruccion actuando en el espacio g. Explicitamente, esta ecuacién

ed:

(hd% +q- \/ﬁz) (ql2) =0,

dand
2 2
_ _ (py-1/4 N R o
K(q,z) = {(q|z) = (7h) exp< 2+\/;zq %).

A continuacién se mostrard la accién de los operadores D(«) en la representacion de
coordenadas

D(a) = exp (%(Pq — Qp)) = exp (—%PQ) exp (?) exp <_i§p) ,

Dlabla) = exp (~55PQ) exp (52 wia - @)

y en la representacion de Fock-Bargmann

Dla)(:) = exp (3ol expla)f(: - o)

1n, — [nd
a=\/54q+ 7o
12Ver [5], pag. 22.
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5.5. Estados coherentes candnicos y su restriccién al circu-
lo

Los quantos de oscilacion de un campo electromagnético monocromatico, fotones, estan
descritos por operadores escalera de creacién y destruccién: a' y a, con relacién de conmutacion:

[a,a'] = 1.

Sea el espacio de Hilbert (espacio de Fock o espacio de nimero de ocupacion) H, y |n) los
auto-estados normalizados del operador hermitico nimero N’ = afa. Tenemos:

N|n> = n|n>> <n|m> = Onm,

> fn)(n| =1.

Estos estados pueden ser generados a partir del vacio de Fock |0), como:

1 n
n) = = (a')"10)

Los estados coherentes |z), z € C, estan definidos como autoestados del operador destru-
ccion a,

alz) = z|z).

Estos estados pueden generarse a partir de la acciéon del operador unitario
_ t_s 2z oz
U(Z, Z) = 0 %0 _ zz/2eza eza’

sobre el vacio |0), es decir:

2) = Uz, 2)|0) = e 2*/2e%|0) = ¢~ *7/2 in 5.9
2) = U(z,2)|0) 10) ;m| ) (5.9)

Todos los resultados anteriores se pueden deducir facilmente de la introduccién de este capitulo.

Como a no es hermitico, no hay ninguna razén (en principio) para que el conjunto {|z), z €
C} sea un conjunto completo de estados ortonormales. Se puede comprobar facilmente que el
Reproducing Kernel o overlapping kernel para estos estados coherentes es:

C(z,2) = (2]2) = e #2777 /265 (5.10)

que no es cero para z # 2'. El conjunto {|z),z € C} es sobre-completo y define un tight frame
en H, con resolucion de la identidad:

I %/{c|z)(z|d2z, (5.11)
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donde d*2 = dRe(z)dIm(z) = rdrdf es la medida de Lebesgue en C en las coordenadas
% Usando la forma de Glauber, tenemos:

polares z = re®.
d2Z — / —zZz
= [ Z —In

et e u i6(n—m)
= — e |In)y{m dfe®\" M =
23 [ o |

an

:22/ e n><n|zzo\n)(n\zl

El nimero promedio de particulas p (bosones) en un estado coherente |z) = E

p=(2IN|z) = |2

y la amplitud de probabilidad de encontrar n particulas en |z) es:
Un(2) = (n]z) = (n|U(z, 2)|0) = e /2 ——2". 5.12
(2) = (nlz) = (n|U(z, 2)|0) N (5.12)

De la misma forma, la amplitud de probabilidad de encontrar cualquier estado
= Z ap|n)y € H
n=0
en el estado coherente |z) estd dado por:
U(z) = (2l0) = ) anla(2)
n=0

Los coeficientes de “Fourier” a,, se pueden calcular por la siguiente féormula integra]..

— (nfe)) = % /C W)U, (2)d2. (5.13)

BVolviendo a utilizar la forma de Glauber, tenemos:

0 M N 0 2n
(z|N]z) = eI S oy a—— [z["n =|z)*.
! n!

m,n=0 m!n! n=0
14Se puede demostrar facilmente a partir de (5.10) y (5.12), y sabiendo que ¥(z) = (z])) = Z<z|n><n|w>,
n=0

yaque  an={njp) = /C ()2 2l =
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Podemos encontrar a,, de los valores ¥(z), tomando z = \/ﬁew para un valor fijo de ntimero
medio de particulas p = |z|* como:

[ nl 1 [ . "
— nd\y i . 14
an, s /_We (v/pe”)db (5.14)

Esto sugiere la posibilidad de reconstruir el estado 1 a partir de un ntimero finito N de fases
{6,372, v un ntimero medio fijo de particulas (pero arbitrario) p. Seguiremos con esta idea en
la siguiente seccion, y estudiaremos las condiciones bajo las cuales se puede dar una reconstru-
ccién parcial o total de ¢ a partir de N muestras {W(z), zx = \/ﬁewk}g:_ol y ver que es posible
que el error de la aproximacién de la reconstruccion parcial, tiende a cero en el limite N — oo.

Aqui no debatiremos el problema de la definicién de los operadores fase, que se puede encon-
trar en las siguientes referencias bibliograficas ([57, 58, (59, 60, 61, [62] 63]) y en el apéndice (D).
Podemos salvar la dificultad de una buena definicion del operador fase restringiendo nuestro
espacio de Hilbert a un subespacio Hj; of H (nimero finito de particulas). O también con-
siderando sistemas cudnticos con un nimero promedio grande de particulas (es decir, estados
semi-cldsicos), en el que la incertidumbre de la fase (y nimero) son despreciables.

5.6. Estados coherentes en el circulo

Vamos a considerar el subconjunto C). de estados coherentes sobre un circulo de radio r, es
decir, C, = {\rew), 6 € |0, 27?)}. En este caso nuestro conjunto @ es C,., y la medida es dq = d#.
Lo primero tendriamos que comprobar la condicién de frame

bol) < / [ (re?)Pdo < B,

con ¥(z) = (z|¢). Expandiendo el estado |¢) en la base de estados ntimeros , [1)) = > a,|n);
la condicién anterior queda

Y lan)* <27 Milan* < B anf? (5.15)
n=0 n=0 n=0

donde )\, = e""2’;2l—7 y 27\, son los autovalores del operador resolucidn A, que es diagonal
en la base de estados ntimero [, La parte derecha de la desigualdad (5.15]) se satisface con
B = 2mmax {Xn}, que significa que A es un operador acotado. Como \,, > 0, la inversa existe,
pero como A\, va a cero cuando n — 0o, A~! es un operador no acotado, y por lo tanto la
desigualdad (5.15]) no se cumple, pero el hecho de que el conjunto de estados coherentes sobre
el circulo no constituya un frame sobre H no invalida la construccion de los siguientes aparta-
dos, pero pueden ocurrir problemas de convergencia y dominio cuando operamos con A~! y

con el frame dual |@>, como por ejemplo con datos duales W(re). En efecto, los estados

5Recordar que A\, = % donde )\, aparece en el caso discreto, en la expresién (G.I8)).
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del frame dual |re?) no son normalizables, ya que sus coeficientes de Fourier (n|re?) — oo
cuando n — co. Sin embargo, utilizarlos en nuestros calculos teniendo un cuidado especial y
analizando la validez de las expresiones finales.

Los coeficientes de Fourier a,, de ¢ se pueden obtener como:

—_—

= (n|y) = /0 ’ U(re®)(n|rei?)dd

utilizando que (n|;;;5> = %5\;1/262'”9. Con esto obtenemos la expresion (5.14)). Los datos duales
puede calcularse usando la base de los estados ntimero:

~ ' o %) r2/2 o0 !
06 = Gl = 3P lol) = 52 S e, = 2SS

donde z = re?. Usando esta expresién llegamos a que los datos duales \I~1(z) estan directamente
relacionados con la representacion del circulo [T1), [72] [73] [74], [75, [69], g(z), como:

r2/2

2

~ €

U(z) =

asi que las condiciones para la existencia de ambas funciones son las mismas.

zg(2)

5.7. Numero Finito de Particulas

Vamos a trabajar con sistemas que tengan un nimero finito de particulas M < oo, asi que
truncaremos nuestro espacio de Hilbert Hjy; C H de M + 1 dimensiones. Siguiendo la termi-
nologfa introducida en [60, [61], denotamos como estados fisicamente accesibles a aquellos que
pueden ser obtenidos del estado vacio que actian durante un tiempo finito con una fuente de
energia finita y con una interaccién finita. Estos estados pertenecen a H,, para algin entero
M. Estos estados, llamados también estados fisicos, estan caracterizados con el hecho de que
(N9) es finito, para un ¢ € N arbitrario y finito. Estos estados incluyen los estados coherentes,
estados squeezed, estados del equilibrio térmico y en general estados Gaussianos [64].

Antes de discutir la reconstruccion de estados ¢ € Hj, de un nimero finito de fases muestra,
recordaremos algunos resultados anélogos a los que se hicieron con SU(1,1). La ventaja de usar
tight frames para espacio de Hilbert de dimensién finita ha sido discutido en [65].

5.7.1. Reconstruccién exacta de estados truncados

En nuestro caso, elegimos de una forma conveniente nuestros puntos de muestreo, de tal
forma, que el operador resolucion A y el operador reproducing kernel B sea invertible y po-
damos encontrar una expresion explicita de esa inversa. Escogeremos un conjunto de N puntos
distribuidos uniformemente en una circunferencia de radio ,/p:

Q= {z = p™*N |=0,1,...,N -1}, (5.16)
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Definimos el conjunto § = {|z), k=0,1,..., N — 1} como el subconjunto de estados
coherentes asociados a los puntos de Q.

Hs =L ({‘Z0>7 |Zl>7 SRR |ZN—1>}> )

es el subespacio de H generado por S. Para un N finito, tenemos que H® # H, asi que no
podemos reconstruir exactamente cada funcién ¢ € H a partir de las N muestras (datos)
Uy = (2x|1)), pero probaremos que para funciones de banda limitada podemos siempre dar una
formula exacta de reconstruccién.

Definicion 5.2.
Definimos el subespacio Hys de funciones de banda limitada, con M < oo como:

Hy = L({[0),[1),....[M)}). (5.17)
El subespacio Hys es un subespacio vectorial de dimension finita M + 1 de H.

Lema 5.1.

Para N > M el operador “frame” T : HM — CV definido por T (v) = {{z|¥), 21 € Q} es
tal que el operador “resolution” A = T*T es diagonal, A = diag(Xo, ..., A\m), en la base (5.17)
de HM , cortd

-p
Aap) = Np™, m=0,..., M. (5.18)
m!
A es invertible en HM | por lo tanto, denotando por |Z,) = A7|z.) el “frame dual”, la expresion
N-1 N-1
Iu = la) (Gl = > 17 (zl (5.19)
k=0 k=0

nos da una “resolucion de la identidad” en HM.

Teorema 5.2. Dadd'l una funcién de banda limitada 1 € H™ sobre el disco C, y siendo el
valor del limite de la banda M,

M
) = am|m), (5.20)
m=0
existe una férmula de reconstruccion (2.8) de v

U(z) = Zk(2)Wy, (5.21)

para N > M partiendo de los datos Wy, = V(zx) = (2|V), y tomando nuestro conjunto anterior
de muestreo (fases) (ver expresion (2.16)), obtenemos

1 L
Ek(z) _ Ne(zkzk—zz)ﬂ Z(zzk_l)m
m=0

16La cantidad M\, estd bien definida para m € NN {0} y serd usada también para el caso de un nimero
infinito de particulas M = co. Notar también que f(n;p) = A\, (p)/N es la funcién densidad de la distribucién
de Poisson. Ver Apéndice A: DHW1.

1"Ver Apéndice A: DHW2.
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Los resultados siguientes son anédlogos a los que se obtuvieran para SU(1,1).

= La ecuacién (521I) puede ser interpretada como una férmula de reconstruccién tipo
sinc, donde las funciones Zi(z) juegan el papel con las funciones sinc, satisfaciendo las
relaciones de ortogonalidad Zx(z;) = Py donde el operador P = T7," es un proyector
ortogonal sobre el subespacio de dimensién M de CV. En el caso de un muestreo critico,
N = M + 1, tenemos que Z(z) = 0, que corresponde a una férmula de interpolacién.
Para el caso de un sobre-muestreo, N > M +1, se obtiene un proyector pues se parte de un
conjunto de datos sobre-completo Wy, (k= 0,1,..., N — 1), que pueden ser incompatible

con |[¢p) € HM.

Corolario 5.1 (Transformada de Fourier Discreta@). Los coeficientes de Fourier a,, del de-
sarrollo |¢) = Z%ZO am|m), para cualquier v € HM, pueden determinarse en términos de los
datos Wy = (zx|v)), como

2T kmINg, o (m=0,...,M). (5.22)
k=0

Ay, =

N,

» Los coeficientes de Fourier a,, se obtienen como una transformada discreta de Fourier
(rectangular) a partir de los datos W(z;), con un factor de escala 1/4/A,,. La expresién

(5:21I) nos da una discretizaciéon de (G5.14).

5.8. Numero infinito de particulas

En esta secciéon estudiaremos el caso més interesante y realista de estados con un ntmero
infinito de particulas. Antes de continuar, ver seccion 2.10.2

5.8.1. Reconstruccion parcial de estados y altasing

En el apartado anterior hemos visto que, usando NN fases de muestreo, podemos recons-
truir completamente funciones de banda limitada v € HM, para un ntmero de particulas
M = N — 1. Cuando se trata de la reconstruccién de una funcién ) = >° a,|n) de banda
ilimitada a partir de un ntimero finito N de muestras, no podemos usar los resultados de la
seccién anterior, ya que el operador resolucion A es no invertibld2d.

El espacio de Hilbert H es de dimension infinita, y por tanto, la reconstruccién de una fun-
cién arbitraria 1)) = Y > a,|n) a partir de un ntimero finito de muestras va a estar siempre
sometida a error. Como |¢) es normalizable, los coeficientes de Fourier decrecen a cero, asi que

18Ver Apéndice A: DS6

19Ge demuestra de forma andloga en el Apéndice A: DS7.

20Mientras el operador T : H, — C¥ tiene la misma expresién que en la seccién anterior, el operador A
es una matriz de dimensién infinita dada por A, = )\},1/2/\,11/25jj/, conm = jmod N yn=j modN, que es
una matriz diagonal por bloques N x N.
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si, |¢) & Har, v a, decrece a cero lo suficientemente rapido; podremos considerar aproximada-
o0

mente que es de banda limitada si la norma de [¢3;) = Y07, an|n) es lo suficientemente
pequena comparada con la norma de [¢)), para un M apropiado.

Definicién 5.3.
Vamos a definir

P =Y Im){m

como el proyector del subespacio truncado HM para algin M < co. Denotaremos con €5, ,
como la normalizacion de la distancia al cuadrado de una funcion

=> anln) e H (5.23)
n=0
con su proyeccion ortogonal
[var) = Puly) = Z an|n)

sobre el subespacio Hyy, es decir:

2 (Y[ = Puly) _ ZZO:M—H |an|2' (5.24)

R (W) S Jan?

En otras palabm, ent1 es el seno del dngulo entre v y ;.

Esperamos que el error cometido cuando reconstruyamos ¢ a partir de sus N muestras Wy
sea del orden de ey (v)), que serd lo suficientemente pequeno si los coeficientes de Fourier a,
decaen lo suficientemente rapido. De forma més exacta, si |a,| < n%; para alguna constante C,
con o > % yn>N.

C? 1
2 2 2
D S e BE = e =

decimos entonces, que €4 (¥) = O (#)

= Para el caso eSpecia]. en el que |1} es un estado fisico, por ejemplo un estado coherente
|¢), es decir, cuando a, = eI /2\5; tenemos que EN(C) =1-T(N,[¢]?)/T(N). Cuando
N es muy grande, podemos obtener la expresiéon aproximada:

0 si [(P<N
2 ~
ex(6) = { 1si [¢P>N
Esto significa que al tomar M = N — 1, y definiendo p = |[¢|?> como el nimero medio de
particulas, N > p, entonces |(y) =~ [(), y si N < p, entonces |(y) ~ 0. Este compor-

tamiento es similar para estados fisicos, y garantiza que la reconstruccién parcial se hace
exacta para N — o0.

21Ver Apéndice A: DSS.
22Ver Apéndice A: DHW3.
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En el siguiente teorema, daremos una férmula de reconstruccién parcial para funciones
1 € H, y daremos una cota del error cometido.

Teorema 5.3. Dadd® una funcion ¢ € H, existe una reconstruccion parcial de 1, en términos
del alias

U(z) = Li(2) Ty, (5.26)

a partir de N datos Wy, tomando los puntos de muestreo de (216), con el erro]

0 N) = ) < B 2 () 1—e?v<w>+e?v<w>%,

T+ vo(p, V) (5.27)

con vy(p, N) = >0, (u}v)!p“N . Las funciones de interpolacion de Lagrange (2Z11) adoptan la

siguiente forma:

(z Zp—2Z) e - jtaN
Li(z) = — el Z PPV <zzk ) (5.28)
7=0 q=0

donde .
N=D Npans (G=0,...,N=1),
=0

son los autovalores del operador discreto “overlapping kernel” B = TT* (con coeficientes
B = (zk|z1) ) y A\ dado en (£18), pero ahora para n € N* =N U {0}.

= Se puede comprobar de forma sencillaPd que A}im vo(p, N) =0, Vp > 0. Esto implica que
—00
el error (5.27) va a cero para N — oc.

Para obtener el orden de magnitud de este error, daremos primero el comportamiento
asintético de vo(p, N) para N grandes.

Proposiciéon 5.1.
La cantidad vo(p, N) tiene el siguiente comportamiento asintoticd (como una funcion de N ):

1
vo(p, N) = ﬁpN + O(N~H-12), (5.29)

pemn= (S0) 2 (1220 (1)),

BVer Apéndice A: DS12. Se demuestra de forma andloga.

N T T
M) =T S\ ww

25Ge comprueba de forma andloga al realizado en el Apéndice A: DS13.
26Ver Apéndice A: DHWS5.

para
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= Usando la expresion asintética (5.29)), el error cuadratico (5.27) tiende a cero cuando
N — 00, con el comportamiento asmtotlccl

512/;(177 N) < QGNM +2¢2 + O(N "2 -1/2)

para p < po(NN). Asi que, la reconstruccién de 1) mediante 1& es exacta en este limite.

Corolario 5.2 (Transformada Discreta de Fourier@). Los coeficientes de Fourier a,, del desar-
rollo (5.23) se puede obtener de forma aproximada con las transformaciones de Fourier sobre
el hiperboloide:

~ Vv >\n 1 — i2mnk/N
Ap = = —F— 62 o \Ifk
nmodN \/_ Z

= La expresion de los coeficientes de Fourier a, heredan una especie de periodizacion del

G origina.
X [AnipN .
An+pN = n)\p Qp Vp eEN.
n

Este es el andlogo para el hiperboloide del tipico efecto aliasing para senales de banda
ilimitada sobre la recta real.

(5.30)

Podriamos pensar que para el caso ex(1)) = 0, podemos reconstruir los resultados de la
seccion 311 (funciones de banda limitada). Pero veremos que este no es el caso. Antes, tenemos
que realizar un proceso de truncacién y filtrado de [¢) en (5.20) para obtener la férmula de
reconstruccién (4.9) para funciones ¢ € Hys (|¢) = Z%:o an|m)). Si M = N —1, la operacién
de truncacién sera:

si a continuacién reescalamos los coeficientes de Fouriex@:

~

M
[037) = Rldar) = Y Tranln) -

Podemos encontrar la férmula de reconstruccién para W& (2) = (2| RPy|v)) de la expresién
(5.21)). Para funciones de banda limitada, encontramos que el error cuadratico se puede acotar
de la siguiente formaPl:

[ = GEI? _ o (WhIPsPy R PaPoli)

oz = TR <&+ (1 +w(r, V) (5.31)

2"Ver Apéndice A: DS15.
28Ver Apéndice A: DS186.
29Ver Apéndice A: DS17.
30Ver Apéndice A: DS20.
31Ver Apéndice A: DS22.
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Un enfoque alternativo para el muestreo de funciones 1 para €)1 muy pequenos (€pr41 <
1), para las que se tiene

1 = Pudpll* = e l01° < [I911°.

Consiste en utilizar la formula de reconstruccién (5.21)) para vy, = Py, por lo que nos daria
una buena aproximacién de v, de manera similar a lo realizado en [40], seccién 4. El problema

es que, en general los datos originales Wy, = (zx|1) para v y los datos truncados (desconocidos)
Uk = (2| Pult) para ¢y, son diferentes, a menos que (zx|Py = (2x| (VE=0,...,N —1),
que es equivalente®d a (2| Py|z) = 1 (‘v’k =0,...,N —1). La siguiente proposicién estudia
las condiciones bajo las cuales este requerimiento se cumple.

Proiosmlon 5.2.

Pard® M grandes, los elementos de la diagonal de Py en H® tienen el siquiente compor-
tamiento:

— L s P <Pc— 0O
Pu) = GalPulay = { g % D SEe

(es decir, una aprorimacion de la funcion escalon de Heaviside), donde

=M+1 0.=vM+1,

que representan el numero promedio de particulas critico y la desviacion standard, respectiva-
mente.

Si dibujamos Py(p) en funcién de p para diferentes valores de M. Podemos observar que
Py (r) se acerca cada vez més a una funcién escalén cuando M crece.

Pu(p) Pm(p) Pm(p)

b

2M

Figura 5.1: Py;(p) como una funcién de p para tres valores distintos de M: 10, 100 y 1000.

» Los coeficientes de la matriz de Py, en H® tienen estructura circulantPd. Es decir, se
pueden ver como una transformada de Fourier de los coeficientes \,,. Tienen la expresién

(zk| Prp|21) = Cri(p), donde

32Ver Apéndice A: DS21.
33Ver Apéndice A: DS18.
34Ver Apéndice A: DS19.
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M
1 —2mim
Cl(p) = N § )\me 2 YN .
m=0

N

Nétese que Cy_; = CF, por lo tanto, C; son elementos independientes para | =0, ..., 5.

5.9. Conclusiones

La restriccién de estados coherentes discretos en el circulo nos da una forma alternativa de
considerar funciones en la representacion de Fock-Bargmann. Para espacios de Hilbert trunca-
dos, este subconjunto de estados coherentes finitos nos da un tight frames finito con propiedades
interesantes. La falta de exactitud en el caso general aiin nos permite una reconstruccién con
un cierto error que tiende a cero para N — o0o. También hemos probado que un tratamiento
casi exacto es posible cuando el nimero de muestras de fase N es mas grande que el nimero
de particulas p para estados fisicos.

La reconstruccién de estados cuanticos es importante en Optica Cudntica, Computacién
cuantica y Teoria de la Informacion. Los estados cuanticos son reconstruidos usando medidas
sobre un conjunto de estados cuanticos idénticos.



Apéndice A

Demostraciones

A.1. Demostraciones de SU(2)

D1: Vamos a justificar que e*/-=2/+)e=%/s ¢ SU(2).

=0 0) =1 o) Gr=w2-o

i 00) wren ()

10 0 0
JiJ_ = (0 0) . JoJy = (0 1) , {Jo,J_} =1 (proyectores).

. >~ 1 > 11 1 0 e /20
_wJS_z:__» n n:§ e — .
zJ_—Zz = 1 > n

e = an(zj_—zJJr) :

(n par) — (zJ_ — 2J.)" = (—22)"/?I.

(n impar) — (2J_ — 2J,)" = (—22)" V2 (2J_ — 2J,).

Por lo que:
[e.e] o0
sz—zJJr Z k(ZJ_ _ ZJ+)
k:O k= 0
cos |z| e Z sin |2

= I cos|z| + ﬁ sin [z|(zJ- —2J4) = |
—sin|z|  cos|z|

2]
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Entonces:
e~%/% cos |7 —ei9”/2|—§| sin |z|

(I —ZJ1) p=ipJs _ 4 e SU(2).
em9/2 % gin |z]  €%/%cos|z|

[E]

Y asociamos:

, e 2.
G =e ¥ ?cos |z, G = —e¥?Zsin|z|.
z
2%[ si n es par.

o L J, sinesimpar

6 . 6/0 —1 cos ¢ —sing
_Icos§+sm§<1 O)_<sin§ cos? |-

Por lo que

—ipJs3 ,—i0J2 ,—ipJ3 __ e 2 COS 3 e 2 sin 5
e (& (& — i(p—¢) 0 i(p+) 0 € SU(?).
2

A/ =\2s __ _ 1 282 2s
= N Ns(1 4+ 22) —1:>N’s—<m> = N*.

D4: Vamos a utilizar la descomposicién del estado coherente (B:12]).

25 +1 / 12) _ 2541 /(C Z 2"zZm (J_)"[s, ) (s, S|(J+)dee(z)aflm(z) _ o

1 + 2Z) 7T (14 zz)2s+2

|z>—(zz+1)8228z Yls.s). <z|=(Zzil)sgz"unws,sy
28—|—1/ Z

S ( ) (ij)|5»5—n>(8,8—m|dﬁef)z‘g;1£§) _




A.1. DEMOSTRACIONES DE SU(2)

2m
< z=re?, dedy = rdrdf, / doe’ =m0 — ong,
0

_ 2541 ntm gi(n—m) 2s\ (2s 1
/ de/ drr Z <n) <m) (1 +T2)2S+2

n,m=0

( Haciendo el cambio de variable z = r?, dz = 2rdr )

=3 (5) [ org i

n=0

La funcién beta la podemos expresar de la formall

m!n! /°° ™ d
(m+n+1!  J, (14 x)mtnt2

Entonces a partir de

/OO z" J 1
2512 4T = J
o (1+7) (25 +1) (2;)

2s s
Z|s,s—n><s,s—n| = Z |s,m)(s,m| = 1.
n=0 m=-—s

Tenemos demostrado lo que queriamos.

U, o) = e~ i3m0

o

. 1 =1 /-
e 2|5, m) = Zﬁ —160)" J}|s,m) = Zﬁ(_) +—J-

Jols,m) = ap(m)|s,m+ 1) —a_(m)|s,m — 1), donde

)

|s, s—n) (s, s—m| =

ni.

)| s, m).

ag(m) = 2%\/(5 Fm)(stm+1) (recordar Jo= L(J. —J_)).

Los coeficientes aey cumplen la propiedad: a_(m) = ay(m — 1).

Con lo que |0, ¢p;m) = Z a;|s, ) (sobrecompleto).

—s<i1<s

D6: Cumple la condicion:

Vi € Hs,
||¢||2

m=-—s

Wer Ecuacién (10.61), p.614; [S]

Z (10, s m) (0, 6;m|v) = constante,  (|[¥||* = (¥|v)).
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Tenemos que comprobar: O = U(¢',¢"\OU*(¢', ¢').

U'OU™ = / U@, &)U, 6)|s,m) (s, m|U*(0, $)U*(0', ¢')d =

— /U(e//’¢//)|S’m><87m|U*(9//’¢//)dQ// :/|0//,¢//><9//,¢//‘d9//:O.

Por ser df) una medida invariante sobre S2.

s

Tr(0)= > (S,m|(9|s,m):/ > (0. 6ls,m)(s,m|0, ¢)dQ =

m=—s m=—s

:/<9,¢\ 3 |s,m)(s,m||9,<b>d§2:/dQ:47r.

m=-—s

C20+1

[ a0y o.6007)0,0) = == [ a0 ml6.0.0)(6.6.01.m') =

= <l, m|l', m'> = 6ll’6mm’-

(0, ¢;0|,m) = (4,0[U*(0, $)|j, m) = (4, 0]’ |j,m) =

(7,012, m)e’™ = ((j, m|e”"”2|4,0)) "™

. , . . . 4
(@))€ = (i (0,6))"¢"" =\ [ 5237 (0,0).

Hemos utilizado las matrices de Wigner, y alguna de sus propiedades:

Dfn,m(a, B,7y) = e‘im/adfn,m(ﬁ)e_im“’ con dfﬂ,m(ﬁ) = (J, m’|e‘iﬁ‘]2|j, m).

Defino D}, (a,8)= D3, (a,B,0) = D! (a,B) = \/ 2l4—47:1 Y;™)" (8, @).

o
ek
o

1 2s S ) 28
. =s+m / .
(z|s,m) = < 1+22) / z <s+m’) (s,m'|s,m) =
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11:

T+ 22)511 ¥ 27 i () (s ism) -

2s

T+ zz)szl + 27 ;(zzl)n <2;>

(1 —|—Z/2)2s
(14 22)5(1 + 2'2')s

D12: A partir de

2
Yim(0, ¢) = Blm/ e (cos f + isinBsin(a + ¢))! do = Byl (6, ¢).
0

1 2+
T gl T

‘ 1 7 . ‘ 2 ] .
=) S (2, )2 B [ e eoss 4 isinpsinga -+ 0)y =
m=—j

2 2
= (1+22)772 j‘ Z / do e (cos O + isin @ sin(a + ¢)).
27!

m=—j

({—=m)(l+m) | K(0,9¢;z2) =

J . 2m
L (0, 0) = <]) (cos §)7"(isin §)" / do e”™ sin™ (o + ).
0 0

n

L ( (a+o)i _ e—(a+¢>)i)" — 1 <n) e(n—p)(a+¢>)i(_1)pe—p(a+¢)i_
2@ ) p

J ] n 2T
Lim(0, ) = 27" (fl) (cos 0) tannez (Z) (_1)pe(n—2p)¢i/ da e(n—2p—m)ia _
0 p=0 0

3
Il
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K(6,¢;2) = “*j%f)_j(zcosey\/@i (J) (w) (1 - e”) _

n=0 " o
/(27! . 1/, @ tan 6 )’
(1+22)77 ( J) (zcos )’ (1 + - (zew tan § — ﬂ)) =
J! 2 z
-/ (29)! . i
=(1+22)"’ Q(j j') (2zcosf + 2% sin fe’® — sin 96_Z¢)] :
J!

D13: A partir de

o = () @ f( 2 S

Obtenemos

’77€nz<zk|s’n—3> :2_56_2m'nk/N (28); (k‘:O,...,N—1),(7120,...,28).

n

El operador resolucién lo obtenemos a partir de 7Ty, y de la relaciéon de ortogonalidad:

N-1
j N si n=mmodN
2mik(n—m)/N _ _
P ‘ { 0 si n#mmodN N 0n,m modn- (A1)
N-1
Como estamos en el caso (Sobre-muestreo) N > 2s+1— Z e2rik(n-m)/N _ nrs
k=0

N-1

A=Y lad . (Au) = (alAlm) = 3 {nlz) (zilm) =

qLEQ k=0
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- 25\ [25) == 2s
— * __ o—2s 2wik(n—m)/N __ —2s
- (2 () R e v ()

Por lo que los coeficientes de A son: | A, = N272 (2718) Onm |

Por lo tanto, A es diagonal con elementos no nulos en la diagonal, asi que es invertible y
podemos construir un dual frame, y una pseudoinversa para 7 :

TH=AT"

Por lo que podemos construir un dual frame |z,) = A7!|z;), donde

=

-1

50 (1] = 3 = 1.

e
Il

0
D14: (a): Sabiendo que Fy es la matriz de Fourier estandar y que ademéds se cumple la siguiente

propiedad:

Fnos+1 = FN IN2s+1-

(b): A partir de Fy yFnu = Iy vy de puniny = I, tenemos que:

A =TT = (D321 prosinFw)(inas1Fa Dy%) = D.

(c): A partir de B" = iny B puny = < g 8 ) , obtenemos:
NXxN

B=TT" = (Fy inzen Dyl)(Dolds preery FR) = (F ivaenr Daser Proa v Fi) = FA'F

P=TT =TA'T" = Fyinas DY* D~ pV/? Dost1 N FN =

. * *
= FNiN2s+1 D2s+1,N Fy = Fn Post1 Fy-

INMP Py = (—’—IM 0 )
NMPMN — LM = )
0 0 NxN

donde Ppsyq = ([2s+1)T = < f251 ] 0

Hemos considerado

. Esta claro que P es un proyector ortogonal.
0 0 NXxXN

A partir de posi1,n in 2541 = L2511,

PT = (Fy inaer1 P2t NFN)(FN in2s1DY?) = Fxinasis prsprn ivaepn DV =T
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16: A partir de la identidad

N-1 N-1
Dotr = > [z (Bl = D 12 (.
k=0 k=0

Cualquier ¢ € H, puede ser escrita como |¢) = Z U (zk)| 2k

P

Entonces ¥(z) = (z|¢)) = WU (2;)(2|Zk), como |Z) = A71|2), tenemos que:
0

B
Il

A partir de

2s
An:NT%( ),\% § A2 s n—s), (k=0,...,N—1).
n 1/

Alsyi=s) = Als,n=sh N* = (14297 {elsin—s) A (),

(217 = (LA ) = TN S G5 =26, (b

n=0

=0,...,N—1).

o
[y
=

s

2s
Z A |s,m) :Zan_s\s,n— (zr|Y) =
n=0

m=—s

|¢> Zan sﬁn — \I](zk)

n=0
Si lo expresamos en forma matricial

(T) € Mpyasi1, (a) € Mogi11, (V) € Mp;.
Ta=V= T Ta=T'V=— a= (T*T)_IT*\II = 7;+\If.

7," (pseudoinversa),

A=TT = a= ATV

2s N-—1
s =D > ATy U(z) =
m=0 k=0
N-1 2s 1/2 s —-1/2 N-1
2s - 2% (2s .
o -1 —5 2rkm/N _ = 2mikn/N
= Z Z Ay Omn2 (m) e U(zg) = N (n) Z U(z)e :
k=0 m=0 k=0
D18
1 —12mkn .
Tien = —\/N\/ Ane PN o T = Fyosn DY? = Fingsy D2
A partir de

" ) ) In 10
FunFnm = I, puning = Iv,  iunpym = Py = a = (Iy)".
0 O M x M
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A=T*T = (D;ﬁl P2st1.N FN)(FN in2st1 D;ﬁJ) =D.

B0
B =iny B pun = <4’*)
O 0 NxN

. . 1/2 1/2 , *
B=TT"=(Fxinzs1 D2£+1)(D2£+1 P2s+1,N Fn) = FN in2s41 Doast1 Dastan Fy

Entonces B=TT* = Fy A" Fi.

A partir de:

O
—
e}

Y) = Z_: |21) (Ze|9) = Z_: |2k

2s

(zlzr) = (ails,n—s)(s,n— s|z) = ZT T =TT =B

n=0

Si proyectamos con (%], tenemos
(m)) = ZF (z1|2) — ¥ = BI.

I'e My, B=TT* tiene estructura de matriz circulante.

91

= Fn D} Fy.

Usando la diagonalizacién de B : B = Fy D' Fj, podemos construir la pseudoinversa

BT = Fn (D_l)T f;{/

=1 “1yt D110 y
NxN
| NoIN-IN-
I=B"0 =Fy(D Y Frl = 5 Z Z Z —z27mm/N )InpeiQqu/Nq/q — &
m=0 p=0 ¢=0

1 —i2mtnm — —
<(~7:N)nm:\/—N€ ? /N7 (D 1)1174:61174)\111 (p7q207'--723))

2s — 1 2s N-1
Z Z p—i2mnm/N i2mpg/N (D™ ) =~ e—i27rp(n—q)/N\I]q)\;l _
pm 0 ¢=0 p=0 ¢q=0

N-1

2s
1 1 § —1_—i27p(n— 1
= —N <—N )\ple 2mp( q)/N) \I/q = —N A(n — Q)\I]q
v v p=0 v

q=0
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D20
N-1 N-1
O) =Y " p(an)|a) = (alY) = Y W(%)(&]%) — T = BY,
k=0 §=0
N-1 N-1
) = ) T(zr)lzr) = (aly) = ) T(z)(alz) — ¥ = BT,
k=0 k=0
— B=B"=A
D21

2s

A(k‘) — 228 Z 2s ! 6—i27rnk/N
N3/2 —~ n :
. . . . . m . m
A partir de las propiedades de los coeficientes binomiales (n)’ es decir: (n) es es-
trictamente creciente en m para n > 1. Y si fijamos m, estos coeficientes crecen con
n=20,1,2,..., Floorm/2]. También sabemos que :ZL = mﬂj n)’ por lo que estos

coeficientes crecen hacia dentro del triangulo de Tartaglia. Por lo que, nos quedamos con
el primer término y el ultimo de la suma.

o
X
X

: Vamos a mostrar que los autovalores A, de B = T7T* son todos estrictamente positivos,
y ademas, que B es invertible. Llamo M = 2s + 1,

D =diag(No, ..., Mas), T = FyuDY? = B=TT* = FnuDFiy.

Que nos dice que B es diagonalizable@.

_ M
M = Min{gN : gN > M} con ¢q= Ceiling (W)

Fnir = (J:N| |]:N)

Haciendo una extensiéon de D a DT € M (K),

_ N

) D0 _ N

B = -FNMD]:NM—<]:N| ‘fN)NxM< 0 O)MxM © § veces
—F

Utilizamos que Fyy = Fywrinin, Fanr = PusiFaip- Y ademds, que DT = iy, Dpyyg-

2Ver Apéndice (Q)
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Ahora defino:

A, = diag(Tpn, .., Tp+1)N—=1), (»=0,...,4—1) donde Tl:{ 0 M<l<iI

N E: ATy
. 0 A, |---] 0 . _A0SN
B=<]:N|"'|]:N) A R R B Lq =<]:N|"'|]:N) L g
0]0].. . [4;: I APy
7-1
~ Fy (Z Al> Fi = FxDF%.
1=0
D es una matriz diagonal, D = diag(j\o, . S\N_l).

5\0 =X+ AN+ Xon + o+ Ag=1)Ns A=A+ )\N+_1 + Xongr F o AGo DN s

qg—1
"'7)\N—1 = )\N—l + )\2]\7—1 + -+ )\QN—l - )\k = Z)\kHN'
=0

Entonces como: ), = N272¢ <2n8) , (n=0,...,25) =

Por lo que todos los autovalores son estrictamente positivos, y por lo tanto, B es invertible.

Como B=TT* = Iy=T(T*BH=TT-", T € Myxy (con M =25+ 1).
Vamos a demostrar de Ps = 7,77 es un proyector :

P = (T TITT) =T,*T = Ps,
P:=(T*B7'T)*=T*B'T = Ps, B es autoadjunto.

D24: Del operador resolucién ([B.I7), cualquier ¢ € H, tiene un dnico alias 1& = P51 que pueda
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escribirse como

. N—-1 N—1 . ) N—1
) =Y (al)E) =D Ula)a) = U(2) = (2d) = > (a) (2|5,
k=0 k=0 k=0

N-1

Usando que |Z;) = g B z).
1=0

Usando la descomposicién del estado coherente en la base ortonormal {|s,n — s)} :
s 2s
1 n | 2s aro—2s [ 28
|Z>_<1+zz) nEZOZ <n>|s,n—s), An = N2 <n)

2s
_ ; 2s 1 n/N
) = 23 o (2 oo = ) = o S A s ) —
n N n=0

n=0
1 N-1 2s
— <Z|2k> _ _N Z Bl—l )\iL/2 2mln/N< |s,n _ S>.
=0 n=0

o 12 I 2
Glovn =) = ()" @y () = o a0m (3).
Como B = fNﬁfJ’Q, con D = diag(j\o, . 5\N_1) :

Fu = \/—%e‘i%klﬂv, (k,1=0,...,N —1), y ademas FFy = Iy = B! = FyD ' Fg,

N-1 N-1 1 N-1
-1 _ AN—1 T« I —171% __ \—1 _i27n(k—1)/N
n,m=0 n=0 n=0

1 N-1 1 N-1 2s 9
5\ \—1_i2wn(k—1)/N 1/2 2milm/N £ 2s(5\m _
(z|Z1) = ——= [ Ate ] Z_O)\m e N=(2) (m)

1 N-1 2s
_ Ly < A o z£<z>m) -

N p=0 m=0
1 N-1 g1
2 {-1 T\p+HIN — 2, —1
= NQS./\/' YA Aprin (22 )PP = E(22, )

D25: La demostracién es similar a la dada en la Proposicién B, salvo que B es ahora no-
singular, y ahora no necesitamos pseudoinversa.
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U = BI', y si usamos la diagonalizacion de B:
B=FnyDFy = Bl = FyD'F} =T = B~'¥ = FyD ' F}¥

A partir de aqui, y haciendo un desarrollo analogo al ya mencionado en la Proposicién
3.1l obtenemos que I' = A % ¥, puede expresarse como un producto de convolucion entre
los datos y el filtro.

D26:
) 2s 2s
() = n—s(zrls,n = s) & U(k) =D Tintin_s.
n=0 n=0
Con Tin = (2z]s,n — 8) =27° (2;) e~2mkn/N. (b =0,1,...,N —=1), (n=0,1,...,2s).
T =T*B"', TT." =1y, (yaque B=TT*), Ps =TT (Proyector).
Tomando la expresion matricial
UV=Ta— TV =T"Ta= Psa=a,
—1N-1
Psa=a=a="T"Ta=T"V=T"B"V Z > T B () = &
k=0 1=0
( Como B~' = FND 1F% ).
[79a\ V-1 N—1
. — 9 (;) ei27rkn/N Z B];ll‘l/(l) _ .
k=0 1=0
N-IN-1 N-1
(Bt =Y Ful 6,7 = Z Fiihi T = % =3 Sttty
r=0 j=0 =0
J’.‘N (J’.‘ ) — ie—i%rnm/N )
nm \/N
9 N—1 N—1 N—1 | Nl
‘ _ ( ) \I/ Z 5\]— i2mjl/N Z 6i27rk(n—j)/N - \If z27rnl/N‘
N 1=0 j= k=0 \/N 1=0
A N-1
27 a) A partir del teorema[3.2] si identificamos los datos ¢, = ®(2;) y =(22;, ') = Bl ®(2).
1=0
A 02 N-1 N-1
P(z) = V(2 = Ck ﬁlqu)l (2)-

k=0 l

Il
=)
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Boo - Bov-1 Boo -+ Bn-10
djunt .
(B) = ; : LN : : YT Posicién (Lk) —
Bn-10 - By-in—1 Bon-1 -+ Bn-in-1
Boo -+ Br-1o Br+10 - Bn-10

Bor—1 - Br—u-1 Br+i—1 - By—u-1
= (—=1) det

Bortr1 - Br—u+ Brti41 -0 Bn—u41

Bon-1 - Br—in-1 | Berin—1 - By-in—1

Que es equivalente a

Boo - Bo-t Bot1 - Bon-1
Br—10 +  Br—1-1 Br—141  Bre—in—1
Posicién (1,k) — (—1)* det
Brt10 - Brtii-1 Br+ii+1 - Brrin—1
Bn-10 - By-u-1 | Byv-us1 - By—in—1
Entonces
Boo -+ Bo-t Bot1 - Bon-1
(—1)kH Br—10 - Br—1u-1 Br—1+1 - Br—in—1
e
Br+10 - Brtiu— Br+u+1 - Brrin—1
Bn-10 - By-u-1 | Byv-us1 - By—in—1

Y por otro lado
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0 @0(2’) (I)N—l(z)
1 Co Boo Bon-1
@ - - p—
() =G| : :
Cn—1 Bn-10 Bn_in-1
Py (z) Py_1(2)
Boo Bon—1
N-1 : :
_ (—1)5+1¢, det Br—10 Br—1n-1 _
k=0
Br+10 BrriN—1
Bn-10 BN-1N-1
Boo Boi—1 Boi+1 Bon-1
N-1 N-1 Br—-10 Br—11-1 Br—11+1 Br—1n-1
= 3 (C1FG 3 (<1) (2) det
k=0 =0 Br+10 Brt11-1 Brt1141 Br+1n-1
Bn-10 Byn-u—1 | By-1+ BN-1N-1
N-1 N-1
=D G By ®u(z)
k=0  1=0
b)
Dy (2) = (2|zr) = Pr(21) = (2l 2k) B
N-1 N-1 N-1 N-1
Como (I)(Z) = Ck 5121(1%(2) — (I)(Zk) = Cp ﬁl;lﬂkl
k=0  1=0 p=0 =0
N—
Z Gy =
D28: Queremos que los |2)7, estén normalizados, es decir, /(z|2)7 = 1.
J J
27 = U9z Dy Ve A)ls8) = <= D)
s=0 s=0
J J J
1 J+1
J J s
= G = J+169 (2l2) @ 1869<Z J+1
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Y ahora vamos a justificar Iy,:

J
7o L |2) Z Z 2|5, m)(s, m|z)" = JlHZ

s=0 m=—s s=0 m

- \/Jl—_HZ Z *(z]s,m)(s,m|2)" = M

s+m
2s 95
— — .2 2\2s _ 2n
n=m+s, zz=71°, (1+71°) Zo(n) )
1 J o 2s " 1
h= (z|ls,m — s)(s,n — s|z)°’ = —— 1=1
TH;;H ) |2) T2

Y por ultimo, demostraremos el kernel para varios spines

Cr(J)(Z7 Z/) = J<Z|Z/>J _ 1 @ SI<Z‘Z/>S _ 1 @S<Z‘Z/>s =

T+1.7, T+1
_ XJ:C(S)(z /) = 1 z‘]: (1+ 2'7)2
- 14~ T (L) (1)
D29
(J) N o_ 1 ¢ N 1 . s __ 1 : T *
Como C (Z’Z)_J—HSZ;CS(Z’Z):J—H;B —FN(J—H;D%H)FN—

= FnD}ynFx.

Donde Dy, es una matriz diagonal con autovalores

s=Cleiling(n/2)

Entonces, det BY) = det (‘FNng-i-l‘F;f) # 0= Elrango B es 2J + 1.
Ya que el rango(D};,,) = 2.J + 1.

D30: A partir de las ecuaciones (3.20),([3.10),(3.11) y de (8:19), tenemos:
ZN z,2)e*) s, 8) =

[2)” =

W

Como hicimos el muestreo
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z,(:/) = 2™/ (=0, ), (k .., 280,
A partir de la expresién y 7; ) = < |s n—s):
J 2s"
n’ 28”
<Z]i ( ) (n,)(s",s"—n'|,
n/=0
,7—(3’ ,8 N —27rikn/(2s’+1) (28)
kn T )
n

2s
7;(5',3) _ 1 1 P e—2mikn/(2s'+1) <25>'
" \/J —+ 1 \/1 + T?/ * n

1
Foy s =
(Foss12e01)m 25 + 1

, 1/2
(s ,s) o —227rkl/ (2s'+1) ( s)

Si comparamos ambas expresiones (-) y (A.3)), tenemos:

Por otro lado

2s
1 1 2s :
D& — 5, 25" + 1)r2" = 5\
ln l J-'-l ( ].‘l"f’?/) ( S + )Ts (n) l n

D31
N—
Como |Z) = Butla), v U= (zmlt),
1=0
N-1
By = (B, Oxlt) = Y (B0, P|Zm) (2m|th) = Z K1 Bt o
m=0 I,m=0
D32:
N-1 j . .
Wy, = (_1 + 62‘47m/N)P <§)) (26i27rn/N cot Qo)ﬂ—p e~ i2mkn/N _
n=0 p=0

e~/ -y =0, 24), (m =0, ...

N-1 j p .
_ (];) (_l)p—r6i47rm“/N (].]j) (2 cot 90)j—p6i27rn(j—p)/N6—i27rkn/N —

99

(A.2)
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Utilizando una demostracién por reduccién al absurdo, vamos a justificar que A = 0, es
decir, como sabemos que j = % yque (p=0,..., %), y ademas, p = %—k—l—Qr—l—)\N.
Si cojo el méximo valor de 2r, tenemos que p = N2_1 —k+2p+ AN — p=Fk— % — AN

81 A >0, tenemos, tomando k=N —1,p= % — AN < 0 !(contradiccion)!

Partimos de la méaxima expresién de p, es decir, p = k — % — AN, ahora si A <

0AN=-N,p=k-"2+MN,si h=0=p=-"2 4 \N = p>21 > N

l(contradiccion)!=—= \ = 0.

D33: Usando la definicién (B.8)), tenemos

47
27 +1

<907¢k‘j7 m> = }/}m(907¢k)7

J J
(I)k = Z a’m<90>¢k|j> m> = Z a’m<90>¢k|ja m/><ja m/|ja m> =

' m=—j mm/=—j
J
47
= A/ Y™ m-
D34: Haciendo el cambio en los indices m =n — j, (n =0,...,2j), tenemos que la expresion

(3:28) queda en forma matricial

® = Y(0y)a = V(0y) D2 Fi®.

D35:
v (Z ¢r) = €M P (0)
i 5 k) = i .

2n=i I'(3(n+1))
NG cos(mr/Q)F —Int 1)

Pr(0) =0 = YV (n/2,¢) = 0.

Pr(0) = = Sin es impar cos (%) =0,
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A.2. Demostraciones de SU(1,1)

DS1:
0 - |z|" T n € par
AEzK+—zK_:<Z O)—)A": ,
|z|"*A  n € impar
=1 > 1 cosh|z| % sinh|z|
zKJr ZK_ N 2k — A |z|
kzo o T Z < 2k + 1)! =74 <— sinh|2|  cosh ||
LT n € par ,
. 2n ; eie/2 0
2,LK0 n € impar
I /2 cosh |z|  Ze ¥/?sinh |z|
2Ky —ZK_ ipKo _ E
¢ c <Z %/2sinh |z|  e7%/2cosh |7| € SU(L,1).
DS2:

o9 o) 1/2
1 _
e*+s,0) Z—' )"|s, 0) Zz" <2S+n 1) |s,n).
n!

Como  N,e*®+|s,0) = |z), entonces

1/2
ZN (23+n 1) s, ),

00 1/2 1/2
_ 2s+n—1 2s+m—1
2-m _n
(z]z) =1 = E Nz z( " ) ( - ) S =

n,m=0
=D N (28 e 1) ~1.
n
n=0
A partir de Z <p T 1) 2" = (1—x)"", tenemos

n
n=0

1=N2(1—|2)) ™ = N = (1—|2])".

DS3: Esta demostracién es andloga a la realizada en la demostraciéon de SU(2) (D4). Hay que recor-
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dar, que para el caso de SU(1,1), tenemos que z = tanh(7/2)e’® € D; = |z| < 1.

2s —1 d?z
|2) (2| —5 =

™ D, (1 - 22)2

2:— 1/@ Z Z o mNz\/<2s+n—1> (23 +7Zz— 1>|5’”><3’m|dR(efzji;T;z(Z) _

1 n,m=0n,m=0

- 2T _ —
28 1/ d@/ drr Z prtmgi(n—m) \/(28 —I—: 1> <28 —I-:ll 1>(1—r2)25_2|s,n>(s,m| _

n,m=0

o0

2(25 — 1 f: (23 tn- 1) /0 dwa™(1 - 2)%2|s,n(s,n] = 3 [s,n)(s,n] = 1.

= n=0

Hemos utilizado
z=re", dedy = rdrdf, x = r?,dx = 2rdr,r € (0,1),
1 In!
min!
"1 —-t)"dt = ———.
/0 ( ) (m+n+1)!

Esta dltima expresién se puede mirar en [8], Ecuacién 10.60a, pagina 614.

DS4: A partir de la ecuacién (£2) y de z, = 7e2™*/N obtenemos:

n

Ton = (2|5, m) = <23 +n— 1) (1 — r2)spne2mikn/N = A Fions (A.4)
donde F expresa la matriz rectangular de Fourier (Ver Apéndice [C.I]):

1 .
Fin = ——=e 2mn/N (. =0,... N—=1), (n=0,...,M).
= ( ), ( )

Entonces, los elementos de matriz del operador resolucion serd

Z kam = n(snm

Hemos usado las relaciones de ortogonalidad de las matrices rectangulares de Fourier
(RFM). Ver apéndice[C ]y la expresion de ortogonalidad ([A.Tl), y el hecho de que N > M.
Como A es diagonal, con elementos en la diagonal A # 0, entonces es invertible, y podemos
construir un frame dual y la pseudoinversa por la izquierda de T, 7,7 = A~'T*, que nos
darfa una resolucion de la identidad como en la ecuacion (2.9]).

I
M1
£

||

k=0

DS5: De la Resolucién de la identidad (5.19), podemos escribir para cualquier ¢ € HM como

N—
= Z U Zk), y por lo tanto, W(z) = (z|¢)) = Z Uy (z|Zk).
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A partir de |Z,) = A7 z), Als,n) = \,|s,n), y de la expresién

|2i) = (1 —71?) SZ (23+n ) zp|s,m) \/—,Z 2™ kn/N| g n), (A.5)

n=

obtenemos que

(2|Z) = (2] A~ l‘zk> \/72)\;1/262Mkn/N<Z|S,n>,
=0

y utilizando la expresion (A.2) y la definicion (6] de \,,, obtenemos

: Para z = z;, y M = N — 1 (caso critico), tenemos:

o)
w2
T

M

= 1 —2mi(l—k)m
:k(zl)zﬁze PRERmIN = Gy

m=0

Ya que la suma de la raices N-ésimas de la unidad es cero.

Se va a demostrar que 77,7 = P, a partir de

1% )
- —27rzlkmN
N

Tomando en cuenta que

1 .
Frep, = —e‘lz’rk”/N, Tin =V MFin, AL =A"16m con (n,m=0,...,M).

M
Pu=TT" = Z T T = D A Finbm A N g, =

n,m=0 n,m=0
M LM
3= g S 2,
n=0 n=0
: Tomando el producto con (z| en la expresién (L.8]) de |¢), y sabiendo que Tx, = (zk|s, n),
tenemos
M
\I]k - <Zk|¢> = Z Zk|8 m Zﬁmam

m=0

De forma andloga a lo realizado en la demostracién D18 (Apéndice A). Definimos V), =
U(z). Sean las matrices
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(T) € Myprg1, (@) € Mara1,  (¥) € My

7,7 (pseudoinversa), A=T'T = a= AT

AT =diagN A A T = VAFin = T = VT

M N-1 N-1 M
A= > AT =" AN, T by =
m=0 k=0 k=0 m=0
N-1 [ Nl
= \VEER U, = o 2N, (n=0,..., M).
k=0 " k=0
DS8: Definamos « como el dngulo que comprende [) v [1y). Ademds, [¢ar) L |[opt).
(VI = Puly) _ (Dly)
- + [ty = Pyl + [h), € = = =
[ _

= 6?\/[+1||w||2 = <¢|¢l> = <¢J—|¢l> — €M+1 = = sino.

1]

O
n
©

: Vamos a ver que B es diagonalizable y a obtener sus autovalores M.

Sabemos que estos autovalores son estrictamente positivos, y B es invertible. Esto nos da
que B tiene estructura circulante (Ver [C.2]).

Si usamos la siguiente expresién para estados coherentes

1— T2 2s
Bkl = <Zk|Zl> = <1 — 7~2e2ﬂi(l—k)/N) = Cl—k7 (A6)

donde se aprecia su estructura circulante. Los autovalores de B se calcula facilmente con

la féormula:
1 N-1
S o W * _ 2: i2rkn/N —i2rmk/N
>\k = Dkk = (./T B.F)kk = N (& C’m_ne . (A?)

n,m=0
Si expandimos el denominador de ([A.G]) en términos de coeficientes binomiales
228\ [+ 25— 1 2¢ 2milq/N
Cr=(1-r) Z r¥e :

q=0 q
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entonces,
1 N-1 00
_ Z ez27rkn/N )28 Z (q +2s — 1) ,,,,2qe2m'(m—n)q/N6—i27rmk/N _
—0 —0 q
n,m—=— q=
N-1 N-1
1 — 7’ Z <q +2s — 1) r2a 6227rn(k q)/ Z 627rim(q—k)/N‘

A partir de las relaciones de ortogonalidad para matrices de Fourier rectangulares (A]),
y de la definicién de (4.6]),

. 1—r)E SN (g+2s—1
Ap = !Z (q q ) 2qN25( k) mod N —
=0

q=

ox— (k+IN+2s—1
— N(l _7,2)2 Z( b+ IN ) 2(k+IN) — Z)\k-HN

=0

Es evidente que A > 0, Vk =0,1,..., N — 1, asi que B es invertible.

DS10: Sidefinimos 7,7 = T*B~!, es ficil comprobar que 77,7 = Iy (identidad en CV). También
es facil comprobar que Ps es un proyector ortogonal:

Ps=THT — P:=T TT T =TT = P,
P; = (T"B™'T)" = T"B™'T = P.

Ya que B es autoadjunto (B = B*). Se puede apreciar facilmente a partir de su descom-
posicién B = FDJF*.

Los coeficientes matriciales del proyector Ps son calculados de la siguiente forma:

N-1
e, 1=0
La inversa de B se puede obtener:
N—
Byl = (FD7'\F*)y = Z teizmilk=1)/ (A8)

7=0

A partir de Tgn, = VAnFkn (Ver (A13))), y usando las relaciones de ortogonalidad (A)
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para RFM (matrices rectangulares de Fourier), obtenemos:

N-1 N-1
Pmn(r, N Z )\1/2‘7;;11]\] Z )\ z27r] (k=1) /N)\l/2f
k,1=0
1 N-1 N-1
= SO A A2 S eini /N gizmmi [N iz /N
2
N Jj=0 k=0
1 Nt N—1
= <5 DA A2 Y RN R gierln )
=0 k=0 1=0
N—1
- )\J_l V )\m)\n(;j:n mod N6j=m mod N -
§=0

Hemos tenido en cuenta que

Sij=nmodN y j=mmodN = n=mmod N, por lo que:
Pmn(rv N) = 5\7_11nodN V >\m>\n 5n:m mod N +

Todos los términos de la suma son cero, salvo el valor j =n mod N < j =n+pN, p € Z.
Como m,n € N* obtenemos que P,,,, es una matriz diagonal por bloques de orden N x N.

DS11: Vamos a demostrar que v,(r, N) es estrictamente decreciente para s > 1/2. Como

vp(r, N) = —" — 1, nos podemos centrar en el estudio de la monotonia, sin perder gene-
ralidad:

23—1+n+uN)
2uN

> B AN Oo( n+ulN
; . “Z —”; (23_1+n)

>/|>
3

n

Nos centraremos en la monotonia de

(25—1+n+uN)

N
a, = ntu (A.9)

2s—1+n ’
n

Qn+41
o }, vamos a suponer que

que traslada la monotonia a v, (r, N).

Por lo que, vamos a estudiar el comportamiento de {
Ant1 > an (Vn € N¥), s >1/2, u e N.

nt1 S le (n+1)(2s +n+uN)
ap (n+14+uN)(2s+n)

>1= s< (Contradiccion).

N —
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Entonces, como hemos demostrado por reduccion al absurdo:

Upy1 < ap, (Yn € N*) = 1,(r, N) es estrictamente decreciente.

DS12: A partir de las expresiones (A.g)) y (2.I0) y viendo que:

[e.e]

(zlz) = Y (2ls,n)(s, nlz)

n=0

y utilizando (2I1]), y la expresion ([£2), y la relacién de ortogonalidad (AJ]), podemos

obtener (£.20):

N-1 1 N—-1N—- 1
Li(2) = (la) = ) By (elar) = APt DIN (2] 2) =
=0 =0 j=0
1 N—-1N-1 )
:N >\]— 2mgkl/NZ |Sp 8p|Zl>

=0 j=0 p=0

11 25— 1+
:N )\]—1 2mij(k— l/NZ( p) (1—22’) (1—le1) (ZZ[)
=0 j5=0 p=0 p

N—-1 oo
1 “ o
= N Z (SpJ' mod N)\j_l’f’p_]Zi)\p(l — zkék)_sr_2p(1 — ZZ)S(Z)p =
7=0 p=0
s N— 1 [e'e) .
1 1—2z2Zz — J+aN
:N(l—zz> Z)\jJqu(Zz’“l) ’
k<k =0 P

Hemos utilizado que
p=j+qN (qeN).

Como (1 —27%)° = (1 —2%)° = (1 —7r%)°, porser z =re?/N Ademis,

627”](k_l)/NZéD — Tp—]e27rzl(p—g)/NZ£’ 2s 1+ p (1 N Zkzk)s _ _>\p(1 . Zkzk)—s,r—2p7
p N
Zk — 7“2]Zk : quiT’ 2(+gN) zj+aN _ (Zk—l)jJqu‘

Ahora vamos a demostrar la expresién de error (£.19).

Descomponemos [¢) en términos de |¢n_1) = Py_1|¥), v [¥xy_1) = (I — Py_1)|Y),
podemos escribir, a partir de la definicién de error (2.12)
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&5, (r, N)[[9]]> = (@|(I — Ps)|) = (¥]¢) — (¥|Ps|e).
) = | _1) + lv-1),

(| Pslv) = (x| Pslon_1) 4+ (Un-1lPs|tn_1) + (x| Psln—1) + (Un_1|Ps|on_,)-
z = (y_1|Ps|lYy_,), P&=Ps (esautoadjunto (Lema (&3))).
2* + 2z = 2Re(z2).

(Y| Pslt) = (n-1|Pslon-1) + 2Re ({n-1|Pslvn_1)) + (n_1 [ Psltn_1).

Vamos acotar los términos.
@ Para la acotacién del primer término utilizamos la expresion (A1) y
[Wn-1) = Y anls,n), (m|Ps[n) = Ppn(r, N).

Y vamos a utilizar el Lema (£4]) y la definicién (ZIT])

N1 N-1
1
LPslon ) = 3 ahan(m|Psln) = 3 Janf———— >
(x| Psltn-1) 2 nt {m|Ps|n) - lan| 1+ v,(r,N) =

N-1 o 2
> 1 Z‘an|2: (1 6N)HwH .
1+ vo(r, N) == 1+ vy(r,N)

2> _ 2onen |l _ o >\ 2
Como €y = ==———— Dpor ser 1/1—2%\3,71) — ||1Y|| :Z\an\ ,
n=0 n=0

192
N-1 N-1

el = 11> =D lanl* = Y lanl® = (1 = )¢
n=0 n=0

& Vamos acotar el segundo término:
—2Re((n-1|Psly_1)) < 2[(¥n-a|Pslvy_) < 2llon-allllPston_ill-

lon—a]|* = Zlanl2 11 = lIglPel = (1 = ex) 11,

o

Qp,
IPstial” = (ol Pl = 3 s e Z|an|2—eN||¢||2.
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Es facil de demostrar que

1
oy —0.... N—1).
Lt v,(rnN) = (¥n=0,..., )

Por lo que

—2Re((¥n-1|Ps|vn_1)) < 2eny/1 — &[0

Hemos utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz: |(z|y)| < ||z||||y]|. Y el hecho de que
Pg es un proyector ortogonal (P% = Pg, P2 = Ps).

& Vamos acotar el tercer término:

—(WnalPsln 1) < Wyl Pslvna) < [onoalll Psvyall.

oo
lon_all® = lanl* = [[4]x,
n=N

[e.e]

2
Qn,
IPstrial? = il Polis) = D0 ponl < 2 e

Por lo que,

_<¢JJ\_7—1‘PSHD]J\_I—1> < E?VHIPHz-

Entonces nos quedaria al final el error acotado de la siguiente forma:

1—€%)
2 N<1—(7N 20 /1 — €2 + €.
Eili(,r’ )— 1+V0(7’,N) + €N+€N

Operando de forma sencilla tenemos lo que queriamos demostrar:

N) (2 + vo(r, N))
2Ny < 0N o e e Binn V)
Eﬂ“)—1+%mNﬁ‘W NN )

DS13: Sabiendo que

v(r,N) = Z (28 _ulj\;L UN) P2, x = uN.
u=1

_ 9w (25— 142\ 5, (25s—1+4z)

(x — 00) : r ( . =r @)

2s—1

_ 2x ~ 2s—1_2x __
—" 25— 1) EUH“") - st

b (c@sneiam(L)) @20 , B
BCTED — 0= lim 1(r, N) = 0.
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Hay que mencionar que este resultado es vélido para cualquier valor de s.
Considerando que el Nlim ey = 0, se comprueba de forma trivial que €,(r, N) — 0
— 00

cuando N — oo.
DS14: Si tomamos

Y=Y (23 _ulzx;L uN) 2N _ (23 —]1]+ N) J2N (23 —21]\? 2N) pAN |
u=1

u=1

Qup1 T2N(2$ —14+uN+ N)- 2571 (uN + N + 1) _

ay (2s =14+ uN)- 2571 (uN + 1)
25— (u+1)N+] 25—1
2N 2N 2N
- h
" 31:[1 (ulN + j) 31_[1 < J —I—uN) ().

h(u) es estrictamente decreciente en u == =, Vu € N (estrictamente decreciente).
Entonces, para u € N genérico, buscamos un ry que cumpla esta condicién

Qy41 a2
— < =<1
Ay a1

Que nos garantiza que todos los sumandos de vy(r, V) va tomando valores méas pequenos.
Vamos a encontrar el valor rg:

o L\ /N
—=r""al)<1= r<<—)) = 70.

ap h(l
25—1 _z
1 2 1
TO:E( 1—|—jx) , con (x:N)

14+ jx

2s—1 25—1
ro H (1 — —ln2+O(SE2)) = (1 - —ln2+0(1’2)> =

j=1

2s—1 2s—1 m

. 25 —1 X " 2s —1 m 1 ~
=3 (%0 1) (gmerow)" =X () o (5m2eom)
1 MBI oy oy B DN o n),
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Y el comportamiento asintético de vy(r, N) serd obtenido a partir de la férmula de Stir-
ling:

0
z! = V2ra® 2 exp < T+ E) , (2>0,0<0<1).

Para N grandes podemos tomar una buena aproximacién con 6 = 0.

B AN
(25 21]\;L 2N) AN (287’_ 1)!6—25+1x—28+1 (14 (25 — 1)z)/o+21/2 (con z = L),

Como (14 (25 — 1)) /#2712 & 2711 4 5(25 — 1)z + O(2?)).

Entonces tenemos

2s — 1 + 2N AN T4N —2s+1 2 _ 2s—1, 4N

DS15: A partir de (£19)), tenemos:
(14 %) + 26% ex — 1
&, < 2eny/1— € + o, ZQEN’/1_€%+1+E?V+1+VO'

~1—1.

+ 1

Ei§2€N\/q+1+€?v+(€?v_l)(l_yo>ZQENH+2E?V+(1—E?V)I/0:>
= Ei < 26N\/q+ 26?\[ +0 (TzNst_l) '

Hemos utilizado vy(r, N) = O(r?N N2571).
DS16: A partir de la definicién

N-1 N-1

in = (s,nl) = (s,n|Ps|v)) = Y (s,n|Z) U = Y (s,n|2)By V.

k=0 1,k=0

Hemos utilizado la expresién ({.14]) del proyector Ps, y ademds

N-1
U= (), |3 =) By'la).
=0

Y utilizando las relaciones de ortogonalidad (A.Il), y las expresiones (A13)) y (A.8), es
decir,

1 .
T = Gsunlz) = VT Fiy= et A= 0 N2, Byl =
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tenemos

N-1

- NVN &

=2

N-1
‘;[]k >\j—lez27rjk/N § 6—227rl(j—n)/N —
=0

J

>

Il
=)

_ 5\ z27r]k/N5]

$

3
?
=

AN = § \If z27rnk/N
=n mo -
)\n mod N V

}

Il
o

0 j

Que se deduce facilmente, sabiendo que j=n+pN (peN*) y (j=0,...,N —1).

DS17
\Ilk = (Zk\@ = Z(zk‘87m><svm‘w> = Z Air{2fkmam-
m=0 m=0

A partir de ([£22) y de las relaciones de ortogonalidad (A.T)).

-1 )
NS S h ot = Y205 S Z Fin =

n o k=0 m=0 ” m=0
o0 o
- qNa'n-‘qu

A partir de ([@22)):

i 2k /N
= e a = e v
n R ) n+pN <
Ay VN P Anipny VN k=0
~ 1/2 3
Qp, o >\n )\n—l-pN >\n+pN ~ - >\n+pN ~
a'n“l‘pN )\n)\n-i-pN n n

Y a partir de (A7), se puede deducir de forma trivial que

A .
~ +pN A
n

DS18: Usando la expresién (A13)), tenemos:

n

Tin = (2k]s,n) = <2S+n_1)(1—r2)57‘”6_2”ik”/N, (k=0,...,N=1;n=0,...

M
s s 2 + _1 m
P5,(r) = (2] Parlzi) = Ejnm (1—r?)? §:< sm ) 2m.
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Tomamos p = r?, entonces,

) 1y [(—zs> > G FERREY mzijl (> mpm—1] =

=0

= (1 - p)28—1A’

M M M
_ 2s+m—1\ ,, 2s+m —1 m-1 2s4+m —1 m
) M1 GRS FEED Ol (i el Ol G BT

M 25 +m — 1 25+ m
= —25 — 5_1(23+m)p ( m + _0<m+1>( +1)p™ =
2s+ M — 1 = 25 +m 2s+m —1
_ M - m _ -
=—(2s+ M)p ( \/ )—l—g P {(m_i_l)(mjtl) (28+m)< m )]:>

Op M
Ya que
2s+m\ _ (2s+m) (2s+m—1
m+1)  m+1 m ’
PS —
0 éé(p) _ (1= p)r (25 4 MM <2S +A]‘44 1) — —(2s4+ M)B(2s + M —1,p),

donde B(2s—1+ M, p) es una distribucién binomial. Por lo que 8%;@) es una distribucion

binomial salvo un factor (2s+M ). Si calculamos un méaximo de B(2s—1+M, p) obtenemos
el punto critico
1
T
Usando el Teorema del Limite Central para 2s — 1+ M — oo, y la distribucién de la
delta de Dirac como limite de una distribucién normal, y sabiendo también que

/_Z f(@)&'(z)dz = /_ : f(2)8(x)da,

f(z) es una funcién cualquiera, ©(x) la funcién de Heaviside, y d(z) la delta de Dirac. Se
puede ver que la derivada de la funcién de Heaviside es la delta de Dirac, desde la visién
de distribuciones. Por lo que concluimos nuestra demostracién.
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DS19
M M
(zk| Par)21) = Z(zk|s m) (s, m|z) = Z
m=0 m=0

M
Z 2}' >\1/2f~lm _ N Z)\ —z27rm(k /N — =C, =0,

m=0 m=0

1 ) _
Fin = —m=e kN A = N(1 —r?)* (28 tm 1) r2m.
VN m

(k=0,...,N—=1;,n,m=0,...,M).

Notar que Cy_; = C}, por tanto, solamente hay estos elementos independientes:
N
C[, (l = O, y ?)

DS20: Utilizamos :\\—” como coeficiente de reescalamiento, ya que como:
T

~

E

An
=14v,(r,N), Puu(r,N)=(s,m|Ps|s,n) = 5\_67””’

n

>
3

con (m,n=0,...,N —1). Ver ecuaciones (£10) y (£I7).

Para poder expresar los coeficientes de Fourier, es necesario hacer ese reescalamiento. Al
ser Pg un proyector (P2 = Ps), entonces tenemos que [1)) = Pg|y)).

@>
3

M/\
m = {5, mll) = (s, mIPsld) = (s, mIPolifl) = 3 Thans 5
n=0

Entonces podemos utilizar la funcién de banda limitada reescalada |2&A’Z>
DS21: Se demuestra facilmente que a partir de

Hemos utilizado la expresién (A.0). Y viceversall,

N-1

Uae = (2l Pultp) = D (al Purlzg) (Zol¥) =

q=0

P

= L(q)(zklzq) = Vs

<
Il
o

3Ver demostracién D21.
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M
Pyls,n) = Z |s,m)(s,m|s,n) =|s,n) (n=0,...,M).
m=0

I — D512 = (wlw) + (BEIE) — 2% (W) . (A.10)
8y = RPy Ps|v) = RPyrPsltar) + RPy Ps|ysy).
Pulbar) = larhs Ps = Panl0s N) = (sl Pels ) = L2225,
(m,n=0,...,M). nmet

En la primera caja de la matriz (Ps) tenemos que m = n, por lo que obtenemos una
matriz diagonal (R;;) definida de la forma :

() ea-(a). - ()

Iyr: Matriz identidad de orden M.

[R,Py] =0,  PyPsRPy = Py. (A.11)

Es facil demostrar las expresiones de ([A.IT)) de la siguiente forma:
Ry |0 Ins 10 Ry |0
e = (Lo ) () = (Fahy ) = i,
( In 0 Ry | Ry |0 Iy |0
(PM)(PS)(R)(PM)—< 0 m)( |+ 0 10 0|0 = Far

a) Utilizando las expresiones (A1) podemos obtener:

WRIRY = (Yar|PsPrR2PasPs|toar) + (37| PsPas R Pay Ps|ibiy) +
+ 2R ((ar| PsPas B2 Par Ps|ii))

x (Yag|PePry R* Py Ps|tns) = (ar| Por PsRPy RPy Ps|tas) = (| RPa Ps|war).
* 2R ((tar| PsPrrR? Pay Ps|yy)) = 2R ((Unr| RPy Ps i)
2R ((BI9F)) = —2R (W RPyPslis)) = —2R (Yur| RPy Psliing)) +

—2R ((¢3;|RPy Ps|vag) + (Wag | RPaPs|n) + (ar| RPa Pslvg)) -
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b) Sumando las expresiones desarrolladas de la ecuacién ([A.1Q) y considerando que
PM|¢JJ\_4> = 0, obtenemos:

I —95ll> = (@l1e) + (nr| RPy Ps|voar) + (37| Ps Par R Pas Ps|ibiy ) —
—2R (| RPy Ps|voar) =
= (YY) = (bm|PsPuRlnr) + (Ua;| PsParR? ParPslibyg) =
= (Y[v) — (urlbar) + (Vs PsPar B2 Py Polthiy) =
= (37lvar) + (| PsParR2Par Pslil).

c) A partir de la definicién de error:

I— P
WIEZ D) _ & — ik = o) = o)
Al final tenemos el resultado que buscabamos
lv — O e (V37| Ps Py R? Py Ps|ibyy)
[4]]? N [¥]? '

Ahora demostraremos la acotacién. Definimos lo primero el operador A = RPy;Ps.

okl =i, a= ().

(arl A" Alar) = Al 1P < AP ITan 1. (A.12)

La norma de un operador lineal acotado se define como:

1A
14I= s, (St

Se puede demostrar facilmentd] que: Al < | RI|| Parl|l| Ps]|-

Definimos una delta de Kronécker especial de la forma:

5 _[1si 0<n<M
0snsM = 0 si n>M

4Sean dos operadores lineales acotados A y B.

(1A LTI
'AB”_w>epH( Tl )S"A”w>&(|||w>||> 1Al

De forma andloga se puede demostrar para el producto de tres operadores acotados lineales.
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R|) = AglY)) = ||R[| = sup(Ar) = 1+ vo(r, N).
An
Ar =43 Oosnzar ¢ = {1+ va(r N) Jocpen -

n

Puy|Y) = Au|v), Avr = docn<ne = || Pull = 1.

A partir de ([A.I5), y si utilizamos la norma infinita, ||Ps|/s = 1, es facil de ver

An 1 00
1+Vn:)\—n:>\_nz)\n+qN7

\/O:‘n+uN>‘n _ \/)\n—i-uN 1 <1
Z )\n-l-qN
q=0

A.3. Demostraciones del grupo de Heisenberg-Weyl

DHW1: Los elementos de matriz de 7 son:

n/2
77“1 _ <Zk|n> — ¢ p/2p —27rzkn/N — \/7~Fkn (A]_?))
Vil

donde F expresa la matriz rectangular de Fourier (Ver Apéndice

1 .
Fin = ——=e 2mn/N (b =0,... N—=1), (n=0,...,M).
= ( ), ( )

Entonces, los elementos de matriz del operador resolucion sera

N-1
A = (0 AJm) =3 T Tim = vV Andm Z e Flm = AnOnm-
k=0

Hemos usado las relaciones de ortogonalidad de las matrices rectangulares de Fourier
(RFM). Ver apéndice[C.I]y la expresion de ortogonalidad (A1), y el hecho de que N > M.
Como A es diagonal, con elementos en la diagonal A\, # 0, entonces es invertible, y
podemos construir un frame dual y la pseudoinversa por la izquierda de 7, 7,7 = A7 T,
que nos daria una resolucion de la identidad como en la ecuacion (2.9)).

DHW2: De la Resolucién de la identidad (5.19), podemos escribir para cualquier 1 € H™ como

N-1

=2

Ukl Zk), y por lo tanto, V(z) = (z|¢)) = U (2| Zk).

k=0 0

e
Il

A partir de |Z) = A7 z), Aln) = \u|n), y de la expresion
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n/2 2mikn/N

M
p 1 2rikn/N
|21,) = e 7P/ g In) = — g vV Ane In), (A.14)
N n=0

obtenemos que

M
(1) = (A7) = 7 30 ),
n=0

y utilizando la expresion (5.12) y la definicién (5.I8) de A,,, obtenemos

DHWS3: A partir de (5.24]), se observa facilmente que
o0 M
Yola=1= &) =1-)la”
n=0 n=0

I(a,z) = /OO et tdt, Tn,o)=m—-1De ™Y = (n=1,2,...), T(N)=(N-1)

I'(n, x): Funciones de Gamma incompletadd.

Cuando N es muy grande, tenemos que a partir de
PP = [ et
I¢[2

se deduce facilmente que

C1* >N — T(N,[C])

07
(P < N — TN, [(]") > 1

1

DHWA4: A partir de las expresiones (A.8) y (Z.I0) y viendo que:

oo

(zlz) = ) _(zln){nlz)

n=0

y utilizando ([ZI1]), y la expresion (B.12)), y la relacién de ortogonalidad (A.I]), podemos

SVer [8], p.602,620.
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obtener (5.28):

N—-1N-1

N-1
~ — 1 T,
Li(2) = (21%) = > Byl (z]z) = ZZ PTIEDIN (2]z) =
=0

1=0 j=0

I
>/>

;1€2m](k l/NZ |m m|zl)
1=0 j=0 m=0

1 N—-1N-1 o0 1
_ 5\_1627”](k 1)/N Z —(2z24212k)/2 zmzlm _
I m!

=0 j=0 m=0
1 y-1 = —(2z24212) /2 1 sm 2mil(m—j)/N i, (m—j)/2 _
= - oy Z e m!z e 2.
—(22+2,Z \— - 1 m m—
— o (37+22k) /2 )‘jlzmz Omi mod NZLp I =

_ e—(zé+zk2k)/2 5\]—1 Z

o0
— o~ (#FHzrZk)/2 AL ZA +aND (j+qN)5j+ququN/2 —

o
_ —(2z42k2k)/2 11 ) —1\j+qgN
=€ Aj Ajvan(22;)

Hemos utilizado que

_ * _ — —z<z|/2i — m
p=j+qN (qgeN"), U,(z)=(nlz)=ce Nk A p".

27rz'j(k—l)/NZlm: 2mil(m— j)/N J oy (m— j)/2

€ Y

Zi — pj(zk)_j’ p‘qN/Q(Zk)‘j — p—j/2e2mjk/Np—qN/2 — (Zk)_(j-i-qN)’

p—(j+qN)(Z)J+qNZJqu/2 p N2 ()N (5)7T = (z)IFN(z,)"0HaN) = (22 )i+l

La demostracién de la parte del error es idéntica a la realizada en la demostracién DS12.
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DHWS5: Esta demostracion es andloga a la de (DS14). Aqui utilizamos

- 1 1
— ulN = (UN)

N
Q41 N 1 N
—_— = pu— h .
Qy P .1:[1j+uN ph(u)
1/N
Py = ((2}1\;73!) ~ N2HU/EN) AN [] 4 2 4 (L]

Y ahora para acotar vy(p, N), tenemos

1 2N L(QN)_(2N+1/2)62Np2N — O(N_2N_1/2).

en’ T Ven

DHWG:
M

1

m=0

dPy(p) oY
22[9 - an T —Qu(p)-

Q1 (p) es una distribucion de Erlang-M +1 (distribucién gamma para un entero M), con
valor promedio p. = [ pQu(p)dp = M + 1 y variancia 02 = [ (p — p.)*Qu(p)dp =
M +1. La distribucién de Erlang-M + 1 converge a la distribucién Normal N (p,, 02) para
valores grandes de M. Ademas, se sabe que la distribucién Delta de Dirac § es el limite
de la gaussiana &(z — p1) = lim, 0 N (11, 0). Esto implica que N (pe,07) =~ -0 (p pc)
para valores grandes de M, que significa que Py;(p) se aproxima a la funcién de Heav151de
para M grandes. A esto se le llama droplet en el estudio del efecto Hall cudntico (ver [66]
para una demostracién alternativa en este contexto).




Apéndice B

Pseudoinversa y minimos cuadrados

B.1. Pseudoinversa Moore-Penrose

La pseudoinversa A* de una matriz A € M,,x,(K) es una generalizacién de la matriz inver-
sa. Se utiliza normalmente en la resoluciéon por minimos cuadrados de sistemas de ecuaciones.

Definicién B.1 (Pseudoinversa).
La pseudoinversa AT de una matriz, A € Mpxn(K), se define como la tinica matriz que
satisface las cuatro condiciones siquientes:

1. AATA=A (AAT no tiene porque ser la matriz identidad).
2. ATAAT = AT,

3. (AAT)* = AAT  (AA™ es hermitica).

4. (ATA)* = ATA (AT A es hermitica).

donde M* es la hermitica y traspuesta (adjunta) de una matriz M. Para matrices cuyos ele-
mentos sean reales tenemos que M* = M*.

Proposiciéon B.1.

» La pseudoinversa existe y es unica para cualquier matriz A, es decir, existe una matriz
AT que satisface las cuatro condiciones de la definicion. Si A tiene coeficientes reales
entonces AT también los tiene.

» Si la matriz A es invertible, la pseudoinversa y la inversa coinciden: AT = A~L.
» La pseudoinversa de la matriz cero es su traspuesta.

» La pseudoinversa de la pseudoinversa es la matriz original: (AT)t = A.
. (AT = (A1)

n AT = AT,

121
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s (AF)F = (A7)
» (@Ad)T =atAT, Va £ 0.
NOTA:

El rango-colummna de una matriz A es el niimero maximo de columnas linealmente indepen-
dientes de A. Y el rango-fila es el nimero maximo de filas linealmente independientes de A.

El rango de una matriz m x n es como mucho el min(m,n). Una matriz que tiene como
rango el méximo posible se dice que tiene rango-completo, en caso contrario es rango-deficiente.

Si A y B son matrices tal que AB esta definido, y A tiene sus columnas ortonormales
(A*A = 1), o B tiene sus filas ortonormales (BB* = I) o A es de rango-columna completo,
y B es de rango-fila completo, entonces

(AB)T = BTA".
AAT es el proyector ortogonal en el rango de A (El espacio expandido con los vectores
columnas de A).
Si la pseudoinversa de A*A se conoce, entonces podemos obtener A1 de la forma:

AT = (A*A)T A", At = AT(AAY)T .

Identidades
At = AT(AT)*A*
At = A*(AT)*AT.

o A= (AT)*A*A.
o A= AA*(AT)*.
o A* = A*AAT.
o A* = ATAA*

Si A tiene columnas ortonormales (A*A = I) o filas ortonormales (AA* = I), entonces
At = A"

Si las columnas de A son linealmente independientes, entonces A* A es invertible. En este

caso, tenemos
At = (A*A) AT

entonces se sigue que AT es la inversa por la izquierda de A: ATA =1.

Si las filas de A son linealmente independientes, entonces AA* es invertible. En este caso,
tenemos

AT = AT(AAY)L.

Se sigue que AT es una inversa por la derecha de A: AAT = 1.
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= Silas columnas y filas son linealmente independientes (eso ocurre en las matrices regulares
cuadradas), la pseudoinversa es justo la inversa

A—l— — A—l
= Es posible definir la pseudoinversa para escalares y vectores. Si x es un escalar

+_J0 si x=0
b s 2 #£0

Si z es un vector

e J0 s a=0
- fx sio x#0

= Matrices circulantes
Si C' es una matriz circulante, y F la matriz Fourier, entonces

C=FXF", Ct=FxtF-.

= La pseudoinversa de una matriz
Vamos a utilizar la inversa de matrices regulares. Sea k el rango de una matriz A €
M 5 (K). Entonces A puede ser descompuesto como A = BC, donde B es una matriz
m X k y C es una matriz k x n. Entonces

At =cCc*(Cco)y"YB*B)'B* .

Si A tiene el maximo rango por filas, asi que kK = m, entonces B puede escogerse como
la matriz identidad, y esta expresién se reduce a

AT = A*(AAN)TL.
Similarmente, si A tiene el maximo rango por columnas (es decir, kK = n), tenemos

AT = (A"A) A"

B.2. Problema de los minimos cuadrados

Consideremos un sistema sobre-determinado
n
S XuBi=vyi.  (i=12....m),
j=1

m ecuaciones lineales, y n coeficientes desconocidos (1, fs, . . ., 5, como m > n, escrito en forma
matricial, tenemos

Xp=y,
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donde

X X2 oo X B hn

Xor X ... Xy B2 Y2

X = : : .. : ’ p= : ’ y= :
Xml Xm2 cee an Bn Ym
Sea el conjunto de puntos (z1,41), (€2,¥2), - - ., (Tm, Ym) tomados de forma experimental, y

una funcién modelo y = f(x, 5), con 5 = (f1, B2, ..., Bn). Debemos encontrar los parametros
B con (7 =1,...,n), tal que la funcién modelo se minimice

r.8) =) Bio;(x)
j=1
donde ¢; puede ser no lineal con respecto a la variable .
Con y; = f(x;, 8), Vi =1,..., m. Existen mas puntos que parametros a determinar. Por lo

cual, como esto no es posible en la practica, escogeremos los valores de los ; tal que hagamos
minimas los valores posibles de la suma de cuadrados de las diferencias

rl(ﬁ):yl—f(xl,ﬁ), (121,2,,77’1)
Hay que minimizar S(3):

0_5 -9 . r.ari
0B; — 0B,

- ZXZj/Bj s xu ZXZQB] s

or;
a;j :_ZXlka/B] :_Zszék]: 2]>

como

3—5 = —22 (yz - ZXik5k> Xi;=0
J = k=1

i=1

i=1 k=1

Zinij = ZZXUXMBR , (j =1,2,.. .,n).
=1

En forma matricial
(X'X)3 = X'y,
La solucion algebraica de esta ecuacion es
B=X'X)"X'y=X"y,

donde X es la pseudoinversa de Moore-Penrose de X.



Apéndice C

Matrices rectangulares de Fourier y
circulantes

C.1. Matrices Rectangulares de Fourier

Sea N,M € N, y sea Fyy € My

1
VN

Estas matrices se denominan Matrices de Fourier Rectdngulares (RFM).

(FNu)nm = e~mmm/N (. =0,1,...,N—1), (m=0,1,...,M —1) .

Para N = M, tenemos las matrices de Fourier standard Fy. Se van a estudiar las propiedades
de estas matrices en los casos: N > M y N < M.

C.1.1. Caso N > M (sobre-muestreo)

Sea iyy : CM — CV (inclusién)

1 0 ... 0
01 0
. S IM) - <$) M
INM = E( , INM T = [ s (VZEGC )
00 ... 1 0 N M 0 Nxl
00 ... 0

Incluye un vector z € CM en las M primeras filas de un vector de CV, el resto son ceros.
Y P

Sea pyy : CV — CM (proyeccién),

1 0 .0 . 0

01 ... 0 ... N
PMN = Doon : : : = (IM ‘ O)J\/[><N7 PMN T = (xM)wal, Ve e CV .

0 0 . 1 0

125
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ay = (21, xar), zeCh, = (21, s, 2N)

Proyecta un vector z € CV, en un vector de CM, que tiene los M primeros componentes de .

T w , , _(In O
pun = (inm)" |, ‘pMNZNM =Im|, |inmvpun =Py = .
0 0 NxN

Dadas las matrices cuadradas A, B actuando sobre CV y CM| respectivamente. Definimos
las matrices cuadradas A% y BT como:

La matriz | AY = pyvAina |, (A e Mnun, BE M)

La matriz At trunca la matriz A € My, y en una matriz M x M

A, .. Ay .. Ay
An Ay : : :
Av = : , A=1Am Ay Apn
A A :
Apn ANm ANN

La matriz

. B0
BT:ZNMBPMNE<T’T) ) PM:(]M)T-
NXN
Proposicién C.1.

Matrices de Fourier rectangulares (RFM).
(a) Fnm = Fninwm, Fanm =pPunFy -

(b) FrxuFnm = Ium, FumFyu = Fn Pu Fy -

C.1.2. Caso N <M (submuestreo)

: In |0
) ZMNPNMZPNE<6V 0) = (Iy)"].
NxN

‘ pNmivN = In

Famw = ((Fu|Fu|oves| Fy| Fup ) (C.1)
Fx
Fi

Fay = : q veces . (C.2)
Fi

_
Fip
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p= M mod N,
p es el resto de M /N,y q es el cociente de M/N. Es decir, p= M — qN (q € N¥).

127

q= M div N,

Sea M el multiplo mas pequeiio de N que es mayor o igual a M.

M = Min{gN : gN > M},

q:

Ceiling(M/N) .

g = Ceiling(M/N) = { 1

qg+1

p=0
p#0

Fair = ((Fn | Fn|Tvees | Fy ).

Proposiciéon C.2.

(a) Fnm = Fnxrturn

(b) FnmuFyy=4qIv+Fn P, Fy,

donde
In

In

f]t/M :pMZ\ZI-F;/M .

FronFwar = (L)t

g times

~

[M7

In

. Iy

In

In

q times

In

C.2. DMatrices circulantes

In

Iy MxM

El operador overlapping kernel B tiene estructura de matriz circulante

By = (zi]21) = 92s
donde C,, = =5 (1 + 62“"/N)28.

922s

Co

CN—l

B= CiI'C(C(), Cl, Ce ,CN_l) =

C1
donde
01 ... 0

S |
1 0 ... 0

Gy
Co

Co

) (HN:IN7

1 (1 + eZWi(l—k)/N)zs = Cl—k?

CN—l

=11 =11 =11V 1).

IT es la matriz generatriz de las matrices circulantes, y P.(t) el polinomio representativo de la

circulante.
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» Cada matriz circulante es diagonalizable, cuyos autovectores son las columnas de la matriz

de Vandermonde
VN = V(Zo, .. .,ZN_l) = \/N.F* y

N-1 N—-1 2s
j\k _ Pc(ik) _ Z Clzk—z _ 2—(23) Z Z (2ns) e2m’ln/Ne—2m‘kl/N _
1=0 =0 n=0
-1
= %) GGy, (k=0,...,N—1).

=

o

Para N < 2s+ 1, aparecen mas términos.

Hemos usado Z, en vez de z, en el polinomio P. para obtener la factorizacion B =
Fn D Fj; en vez de la factorizacion B = Fx D' Fy, donde los autovalores van en orden
inverso con respecto a D.

q es el Ceiling ((2s +1)/N). Es fécil probar que B = Fy D Fi, donde

~

lA) = diag(j\o, ey )\N—l) .

Demostracion: Si utilizamos la relacién de ortogonalidad (AT))

2s N-1 2s q—1
I _ o—2s 2s 2nil(n—k)/N _ o—2s 2s _ —2s 2s _
S =2 Z<n Y — NS (2 sy = N2 Y (2] k=00 N1
n=0 =0 n=0 =0
Esto se puede ver a partir de
_ . 2s+1
q = Cetling , N<2s+1.

n={k,k+N,k+2N,....,(N—=1)+gN}, con k=0,...,N — 1; de tal forma que N — 1+ [N < 2s,




Apéndice D
Operador fase

Una forma de definir el operador de fase © fue dada por Dirac [57] a través de una descom-
posicion del operador destruccionl]

a= eie\/ﬁ, at = VNe .

N|n) = nln), e®ln) = |n — 1), (n|e®|n) = 0. (D.1)

Esta definicién presenta ciertas dificultades como se puede ver en [58] (ver también [59]).
De hecho, uno puedo probar queH:

e’iG)e—i@ — 1’ e—i@eiG -1 |O><0|,

(S}

que significa que €' no es unitario, es decir, © no es hermitico.

La dificultad de definir un operador fase hermitico fue resuelto en [60, [61]. Los estados de
fase se pueden definir ahora de la forma:

M
0) = lim (M +1)712% " e™|n),
n=0

Lat es el operador adjunto del operador destruccion, es decir, el operador creacidn. Ademss, se demuestra
facilmente (D.J]) de la forma: _
e®ln) = aN"V2|n) = |n — 1).

Y también podemos ver o
e 0e®n) = (1~ [0){0])|n) = [n) — |0)d,0-
2A partir de €© = aN 12 y ¢7© = N~1/24T tenemos
e©e®n) = aN tal|n) = Vn+ 1aN Hn 4+ 1) = |n)
para cualquier estado |n). Y por el otro lado, tenemos

o 1
e 70O n) = N7V 20 aN T2 n) = ﬁ/\/—fl/zfllfam) = |n)

para cualquier estado |n) # 0.
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Si trabajamos con un M finito, los estados de fase |6x) con

2k
M+1

O, = 0y +

(para un 6, arbitrario) constituye una base ortonormall de - El operador de fase hermitico

se define simplemente como
M
k=0

Estos estados no son fisicos, en el sentido que en el limite, cuando M — oo, su ntimero de
particulas tiende a infinito [61].

1
n(0i=0k) — |im 2min(l—k)/(M+1) _
M—>oo M+1 Z = Ok
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