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Summary and conclusions

As is well known the maximum principle is a powerful tool in the study of global
properties of Riemannian manifolds, reason by which it is interesting to make a
detailed study of geometric applications of maximum principle in the setting of
hypersurfaces immersed into Riemannian spaces of constant curvature. It is worth
pointing out that we will work only under hypothesis of non-compactness. In fact,
in every compact Riemannian manifold 3 (without boundary), any smooth function
u € C%*(X) attains its maximum, that is, there exists a point zy € ¥ such that

(@) u(xg) =u* = sgp u, (b) |Vu(xg)| =0, and (c) Au(xg) <0

or more generally, (¢)' Hess u(zg) < 0, in sense that
Hess u(zo)(v,v) < 0 for every v € T, X.

Obviously, when X is non-compact it is not always possible to guarantee the existence
of a point of maximum. However, if v : R® — R is a smooth function such that
u* < +o0o then it is not difficult to show that there exists a sequence of points
{Z1} ey € R™ such that

(a) u(:ck)>u*—%, () |Vu(xk)\<%, and (¢) Au(zy) <

| =

or (¢) Hess u(zg) < 1/k(,), in sense that

1
Hessu(zy)(v,v) < Z |v)? for every v € T, X.

To see this, simply set the sequence {ex} — 07 and consider the points x; € R™
where the functions wy(z) = u(z) — e |2|” attain its absolute maximum on R”.

In 1967, Omori [39] observed that this fact cannot be extended in general to
complete Riemannian manifolds, but imposing some geometrical conditions on the
manifold to get their validity. Specifically, Omori proved that if > is a comple-
te Riemannian manifold with sectional curvature bounded from below, then for
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any smooth function u € C%*(X) with u* < +oo there exists a sequence of points
{Zk }en € X such that

1

(i) ulze) >u — . (@) |[Vulze)| < =, and (i) Hess u(ry) < 7 (,).

k’ k’
Later in 1975, Yau |58 extended this result to complete Riemannian manifolds with
Ricci curvature bounded from below and changed the condition (iii)" by Au(zg) <
1/k. This led to the famous Omori- Yau mazimum principle, which following the
terminology introduced by Pigola, Rigoli and Setti [44|, we will say that this principle
holds on X if, for any smooth function v € C*(X) with u* < 400 there exists a
sequence of points {:Ek}keN C X such that

1 1 1

(1) u(xg) >u* — o (17)  |Vu(zg)| < T and  (ii7) Au(zy) < T

Equivalently, for any smooth function v € C?(X) with u, = infyu > —oo there
exists a sequence of points {xy}rey in X with the properties

1 1 1
(1) u(xg) < us + T (17) |Vu(zg)| < o and (7i1) Au(zg) > %
More generally, Pigola, Rigoli and Setti in [44] proved that a sufficiently controlled

decay of the radial Ricci curvature suffices to imply the validity of the Omori-Yau
maximum principle. Indeed, this decay must satisfy the following conditions

Rics(Vo, Vo) > —C*G(o),

where p is the distance function on X to a fixed point, C' is a positive constant and
G : [0+ 00) — R is a smooth function satisfying

(i) G(0) <0, i) G'(t) >0, (m)/0 N 1/4/G(t) = +o0, and
(iv) limsup tG(Vt)/G(t) < +oo0. (1)

t—+o00
In particular, Bessa and Costa [11] stated that the Omori-Yau maximum principle
holds on a complete Riemannian manifold whose Ricci curvature has strong quadra-
tic decay of the following way

Rics > —C*(1 + ¢*log?(0 + 2)).

On the other hand, Pigola, Rigoli and Setti observed that the validity of the Omori-
Yau maximum principle does not depend on curvature bounds as much as one would
expect. Specifically, and as a generalization of the Omori-Yau result, they proved
that the Omori-Yau maximum principle holds on every Riemannian manifold X
admitting a non-negative C? function ~ satisfying the following requirements:

(i) v(z) = +00 as x — o0, (i) A >0:|Vy| < A/y off a compact set, and
(i49) 3B > 0: Ay < By/7vG(y/7) off a compact set.
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Here G is a smooth function that satisfies (1).

It is worth pointing out that in several geometric problems the property (i7)
does not play an essential role. For this reason, Pigola, Rigoli and Setti |44] in 2001,
showed a weaker version of this principle for every Riemannian manifold, where they
stated that the weak Omori- Yau maximum principle holds on ¥ if, for any smooth
function u € C*(X) with u* < 400 there exists a sequence of points {2x},y C X
such that ) ]

(1) wu(xg) >u" — A and (#1) Au(zy) < A
Analogously, for any smooth function v € C*(X) with u, > —oo there exists a
sequence of points {zy }ren in X with the properties

1 1

(1) u(zg) < us + z and (7i1) Au(xyg) > %

The same authors proved the equivalence between the weak Omori-Yau maximum

principle and the stochastic completeness of the manifold. Recall that a Riemannian

manifold is stochastically complete if for some (and therefore, for any) (z,t) € 3 x
(0, +00) we have

/p(x,y,t)dy =1,
)

where p(z,y,t) is the heat-kernel of Laplacian operator.

The goal of this work is to show the evolution of the maximum principle and
several applications of this to geometric problems. In this circle of ideas, we propose
to study the behavior of the scalar curvature of constant mean curvature hypersur-
faces immersed into a Riemannian space of constant curvature. The first results in
this direction were given by Klotz and Osserman [29] in 1967, where they characte-
rized totally umbilical spheres and circular cylinders as the only complete surfaces
immersed into Euclidean 3-space with nonzero constant mean curvature and whose
Gaussian curvature does not change sign. Later on, Hoffman [26] and Tribuzy [52],
independently, gave an extension to the case of surfaces with constant mean curvatu-
re in the Euclidean 3-sphere and in the hyperbolic 3-space, respectively. The proofs
of the last results strongly depend on the conformal structure of the 2-dimensional
surface, so that they cannot be extended to higher dimensions. With an alternati-
ve approach, Alencar and Do Carmo |1] in 1994 were able to generalize this result
to the case of compact hypersurfaces with constant mean curvature immersed into
Euclidean sphere.

We propose as a first specific objective to improve Alencar and Do Carmo’s
result under different assumptions of non-compactness of the manifold as the com-
pleteness and the stochastic completeness, and to extend it to every Riemannian
space form.

Following with the philosophy of looking for more situations where we can apply
the different versions of maximum principle, we found with the work by Otsuki [40],
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which states that if a hypersurface has two principal curvatures both of multiplicity
greater than 1, then the distributions of the space of principal vectors corresponding
to each principal curvature are completely integrable and each principal curvature
is constant on each of the integral leaves of the corresponding distribution. In par-
ticular, if the mean curvature of hypersurface is constant, then the two principal
curvatures are also constant and the hypersurface is an isoparametric hypersurface
with exactly two constant principal curvatures, with multiplicities k and n — k, and
1 < k < n — 1. Then, by the classical results on isoparametric hypersurfaces in
Riemannian space forms (see |32, 47, 15|), this hypersurface must be an open piece
of one of the three following standard product embeddings: R* x S*~*(r) c R"*!
with r > 0, if ¢ = 0; S¥(v/1 —r2) x S *(r) C S"" with 0 <7 < 1, if ¢ = 1; and
HA(—v/1+12) x S *(r) ¢ H**! with r > 0, if ¢ = —1. So that, the interesting
case for studying constant mean curvature hypersurfaces is when one of the princi-
pal curvatures has multiplicity one, in other words, is simple. In this new setting,
Hasanis, Savas-Halilaj and Vlachos [24] in 2004 studied such hypersurfaces in the
Euclidean sphere under the hypotheses of completeness and minimality, obtaining a
characterization of the minimal Clifford tori . Recently, Wei |56] extended this result
to the case of constant mean curvature, whose proof does not use the Omori-Yau
maximum principle but essentially resolve the ordinary differential equation of order
2 originally proposed by Otsuki.

Our second specific objective is to extend Wei’s result to hypersurfaces im-
mersed into a Riemannian space form under the following hypotheses: constant mean
curvature, two distinct principal curvatures, one of them being simple, and verifying
the Omori-Yau maximum principle.

In contrast to what we have studied until now, we will analyze the behavior of the
mean curvature of constant scalar curvature hypersurfaces. The first results known
are due to Cheng and Yau [19], where they introduced an appropriate differential
operator, different to the Laplacian denoted here by L, for studying such hypersur-
faces. More specifically, the authors obtained two classification results: First, the
only compact hypersurfaces in the unit sphere S**! with constant normalized scalar
curvature i > 1 and non-negative sectional curvature are either totally umbilical or
isometric to a Riemannian product S¥(v/1 —r2) x S"*(r) Cc S"" 1 <k <n—1.
Second, the only complete non-compact hypersurfaces in the Euclidean space R*+!
with constant normalized scalar curvature R > 0 and non-negative sectional cur-
vature are generalized cylinders of the form R*™* x S¥(r) Cc R*™, 1 <k <n - 1.
On the other hand, Alencar, Do Carmo and Santos [3| considered closed (compact
without boundary) hypersurfaces of the unit sphere with normalized scalar curva-
ture one R = 1 and proved a gap theorem for a modified second fundamental form
and determined the hypersurfaces that are at the end points of the gap. Since then,
a number of papers appeared on the subject establishing rigidity results for such
hypersurfaces under various assumptions. For instance, [33, 55, 57| and finally we
would like to emphasize in the recent work of Brasil, Colares and Palmas [12] whe-
re they show a gap theorem for complete hypersurfaces with constant normalized
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scalar curvature R > 1 immersed in the Euclidean sphere, using the operator L
(introduced by Cheng and Yau) but they conclude their proof with the Omori-Yau
maximum principle for the Laplacian operator.

Finally, our third specific objective is to give a weak maximum principle for L-
operator and an application of this. In this sense, we are able to show an interesting
application on complete hypersurfaces with constant scalar curvature immersed into
space forms.

This research work is organized in the following way:

The first chapter is a chapter of preliminaries that contains four sections. In
the first section, we introduce some definitions and basic results of Riemannian
geometry in order to fix notation. In the second section, we recall the basic formulae
of hypersurfaces such as Gauss and Weingarten’s formulae. Moreover, we show Gauss
and Codazzi equations that will be use along of this work. In the third section, we
study and classifying the totally umbilical hypersurfaces immersed into Riemannian
spaces form according to the value of constant mean curvature. In the last section, we
make a detailed analysis of isoparametric hypersurfaces with two distinct principal
curvatures, and we estimate the norm of the traceless second fundamental form |P|.

In the second chapter we include the analytic part of our work. In the first
section we introduce the Omori-Yau maximum principle and its variations. In the
second section, we study the concept of parabolicity and give some examples. In
the third section, we study the stochastic completeness and its relation with the
weak Omori-Yau maximum principle. In the fourth section, we show a Simons type
formula for the Laplacian of the norm of the traceless second fundamental form
on submanifolds with parallel mean curvature vector. As an application, we extend
Theorem 1.1 given by Vlachos in [53| to the case of stochatic completeness. The
Vlachos’s result originally stated that a complete submanifold with parallel mean
curvature vector in the Euclidean sphere is either pseudoumbilical or the supremum
of the norm of the traceless second fundamental form is bounded from above by
positive constant that depends on the constant mean curvature function.

The third chapter is about constant mean curvature hypersurfaces immersed into
space forms and the main results are collected in the paper [5|. This chapter has
two sections. In the first section, motivated by the works of Klotz and Osserman,
Hoffman and Tribuzy that last mentioned, we estimate the infimum of the Gaussian
curvature of complete surfaces with constant mean curvature. There, we use complex
variable techniques thanks to conformal structure of 2-dimensional manifold and we
checked that the estimation found is sharp because a family of unduloids immersed
in the Euclidean space satisfies it. In the second section, with a different approach
we may generalize this result to stochastically complete hypersurfaces (which are
not necessarily completes) by the application of the weak Omori-Yau maximum
principle to squared norm of the traceless second fundamental form |®|%,

The fourth chapter of this memory contains three sections. Analogously to the
previous chapter, in the first section we derive an estimate of the supremum of Gauss
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curvature for complete, constant mean curvature surfaces and again, we show that
this estimate found is sharp because a family of unduloids satisfies it. In the second
section, we study this result in the case of hypersurfaces that verify the Omori-Yau
maximum principle and have two distinct principal curvatures, one of them being
simple. Here, we will use the classic Omori-Yau maximum principle on the function
|®|. In the third section, using the Principal Curvature Theorem due to Smyth and
Xavier in [49] we show a different proof of one of the main results of the last section
(see Theorem 4.2.2) which characterizes the complete hypersurfaces in the Euclidean
space with constant mean curvature and two principal curvatures, one of them being
simple. The main results of this chapter are collected in the paper [6].

Finally, in the fifth chapter we present a weak maximum principle for L-operator.
We begin this chapter with some preliminaries that are necessary to define this
operator as the first Newton transformation. In the second section, we apply this
maximum principle to estimate the supremum of the mean curvature of constant
scalar curvature hypersurfaces immersed into a space form. Following with the same
format that we began in the third chapter, we include also the 2-dimensional case
where we use the complex variable theory. In the last section, we introduce the con-
cept of L-parabolicity and we show some criteria that allow us to conclude when a
manifold is L-parabolic. With this concept we are able to improve the characteri-
zation of equality of the main results of the last section. The results of this chapter
are collected in the paper [7].



Introduccion

Como es bien conocido, el principio del maximo es una herramienta fundamental
en el estudio del comportamiento global de las variedades riemannianas, motivo por
el cual es interesante realizar un estudio detallado de las aplicaciones geométricas
del principio del méaximo en el escenario de hipersuperficies inmersas en espacios
riemannianos de curvatura constante. Es importante aclarar, que trabajaremos solo
bajo hipotesis de no-compacidad ya que, en toda variedad riemanniana compacta
¥ (sin frontera), cualquier funcion diferenciable u € C?(X) alcanza su méaximo, esto
es, existe un punto zy € X tal que

(a) u(zg) =u* = sgp u, (b) |Vu(xp)| =0, y (c) Au(xg) <0

o de forma mas general, (¢)’ Hess u(xg) < 0, en el sentido que
Hess u(xo)(v,v) <0 para todo v € T, .

Obviamente, cuando X no es compacta esto no siempre es posible. Sin embargo, si
u : R” — R es una funcion diferenciable con u* < 400 no es dificil ver que existe
una sucesion de puntos {xy},.y C R” tal que

(a) u(xk)>u*—%, () \Vu(xk)\<%, v () Aulzy) <

| =

o (¢)' Hess wu(zg) < 1/k(, ), en el sentido

1
Hessu(zy)(v,v) < z |v)? para todo v € T, X.

Para ver esto, basta considerar una sucesion {5} — 0% y los puntos 2 € R" donde
. 2 L, .
la funciones uy(x) = u(z) — ey |z|” alcanzan su maximo absoluto sobre R™.

En 1967, Omori [39] observo que este hecho no puede ser extendido en general a
variedades riemannianas completas, pero bajo ciertas condiciones geométricas sobre
la variedad es posible obtener su validez. Especificamente, Omori prob6 que si X es
una variedad riemanniana completa con curvatura seccional acotada inferiormente,
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entonces para cualquier funcién diferenciable u € C?*(X) con u* < 400 existe una
sucesion de puntos {z}, .y C X tal que

1

(@) ulwn) > — =, (id) |Vu(xk)|<%, y (i) Hess ua) < 7 ().

E>
Maés tarde en 1975, Yau |58 extendio este resultado a variedades riemannianas
completas con curvatura de Ricci acotada inferiormente cambiando la condicion
(731)" por Au(xy) < 1/k. Esto dio origen al famoso principio del mdzimo de Omori-
Yau, el cual siguiendo la terminologia introducida por Pigola, Rigoli y Setti en [44|
decimos que este principio se verifica sobre X si para cualquier funcion diferenciable
u € C*(X) con u* < +00 existe una sucesion de puntos {z}, .y C T tal que

| =

1 1
(1) w(zg)>u* — o (i1)  |[Vu(zg)| < AR (133)  Au(zy) <
Equivalentemente, para cualquier funcion diferenciable u € C?(X) con u, = infy u >
—o0 existe una sucesion de puntos {xy}ren en 3 con las propiedades

(i) u(xk)<u*+%, (i4) \Vu(xk)|<%, v (iid) Au(xk)>—%.

Mas generalmente, Pigola, Rigoli y Setti en [44] mostraron que un decaimiento con-
trolado de la curvatura de Ricci radial implica la validez del principio del méaximo
de Omori-Yau. Concretamente, dicho decaimiento debe satisfacer las siguientes con-
diciones técnicas:

Rics(Vo, Vo) > —C?G(o),

donde p es la funciéon distancia sobre ¥ a un punto fijo, C' es una constante positiva
y G : [0+ 00) — R es una funcion diferenciable sobre que satisface

(i) G(0) <0, 1) G'(t) >0, (m)/o N 1/v/G(t) = o0, y
(iv) limsup tG(Vt)/G(t) < +o0. (2)

t—+o00

En particular, Bessa y Costa |11] afirmaron que el principio del maximo de Omori-
Yau se verifica sobre una variedad riemanniana completa cuya curvatura de Ricci
tiene un decaimiento cuadratico fuerte de la forma

Rics, > —C?(1 + ¢*log*(0 + 2)).

Por otra parte, Pigola, Rigoli y Setti observaron que la validez del principio del
maximo de Omori-Yau no depende de cotas de la curvatura como se esperaba. Es-
pecificamente, y como una generalizacion del resultado original de Omori-Yau, ellos
prueban que el principio del maximo de Omori-Yau se verifica sobre toda variedad
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riemanniana ¥ que admite una funcién de clase C? no negativa vy que satisface los
siguientes requisitos:

(1) v(x) = +o00 cuando = — o0,
(i1) A > 0: |[Vv| < A/ fuera de un conjunto compacto, y

(i49) 3B > 0: Ay < By/7yG(y/7) fuera de un conjunto compacto.

Aqui G es una funcion diferenciable que satisface (2).

Es importante senalar que en algunos problemas geométricos la propiedad (i7)
no juega un papel esencial. Por esta razon, Pigola, Rigoli y Setti |44| en 2001,
mostraron una version débil de este principio para toda variedad riemanniana, donde
afirman que el principio débil del mdzimo de Omori- Yau se verifica sobre X, si para
cualquier funciéon diferenciable v € C?*(X) con u* < +o0 existe una sucesion de
puntos {xx},.y C X tal que

(i) u(xk)>u*—% v (i) Au(zy) <

| =

Anélogamente, para cualquier funcion diferenciable u € C*(X) con u, > —oo existe
una sucesion de puntos {xy }reny en X con las propiedades

: 1 1

(1) u(xg) < us + R (1ii)  Au(xg) > —
Los mismos autores probaron la equivalencia entre el principio débil del maximo
de Omori-Yau y la completitud estocastica de la variedad. Recordemos que una
variedad es estocdsticamente completa si para algun (y por lo tanto, para cualquier)
(x,t) € ¥ x (0,+00) se tiene que

/p(:v,y,t)dy =1,
)

donde p(z,y,t) es el nucleo de calor del operador laplaciano.

Nuestro objetivo principal es presentar la evolucion del principio del méaximo y
algunas aplicaciones de él a problemas geométricos. En este sentido, nos planteamos
estudiar el comportamiento de la curvatura escalar de hipersuperficies de curvatura
media constante inmersas en espacios forma riemannianos. Los primeros resultados
en esta direccion fueron dados por Klotz y Osserman [29| en 1967, donde caracte-
rizaron las esferas totalmente umbilicales y los cilindros circulares como las tinicas
superficies completas inmersas en el espacio euclideo 3-dimensional con curvatura
media constante diferente de cero y, cuya curvatura de Gauss no cambia de signo.
Tiempo después, Hoffman [26] y Tribuzy [52| de forma independiente extienden este
resultado al caso de superficies con curvatura media constante inmersas en la esfe-
ra euclidea 3-dimensional y el espacio hiperboélico 3-dimensional, respectivamente.
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Las pruebas de los resultados anteriores hacen uso de la estructura conforme de la
superficie 2-dimensional, asi que no se pueden extender autométicamente a dimen-
siones superiores. Con un enfoque completamente diferente, Alencar y Do Carmo
[1| en 1994 consiguen generalizar dicho resultado a hipersuperficies compactas de
curvatura media constante inmersas en la esfera euclidea.

Nosotros proponemos como un primer objetivo especifico mejorar el resultado
de Alencar y Do Carmo bajo hipotesis de no-compacidad de la variedad como lo
son: la completitud y la completitud estocéstica, y extenderlo a todo espacio forma
riemanniano.

Continuando con la filosofia de buscar situaciones donde podamos aplicar las
diferentes versiones del principio del maximo, nos encontramos con el trabajo de
Otsuki [40], el cual establece lo siguiente: si una hipersuperficie tiene dos curvaturas
principales distintas de multiplicidades mayores que 1, entonces las distribuciones
de los subespacios propios correspondientes a cada curvatura principal son comple-
tamente integrables y cada curvatura principal es constante sobre cada hoja inte-
grable de la correspondiente distribucion. En particular, si la curvatura media de
la hipersuperficie es constante, entonces las dos curvaturas principales son también
constantes y por ende, la hipersuperficie es isoparamétrica con exactamente dos cur-
vaturas principales constantes, de multiplicidades k' y n — k, con 1 < k < n — 1.
Entonces, a partir de los resultados clasicos de hipersuperficies isoparamétricas en
espacios forma M"*! (véase |32, 47, 15]), esta hipersuperficie debe ser un abier-
to de uno de los siguientes productos estandar embebidos: R* x S*=*(r) c Rn*!
conr >0,sic=0; SF(VI—-r2) xS"*r)c S con0<r <l sic=1y
HF(—v/1 +72) x S**(r) € H""! con 7 > 0, si ¢ = —1. De manera que, el caso a
analizar es cuando justamente una de las dos curvaturas principales tiene multiplici-
dad uno, en otras palabras, es simple. En este nuevo escenario, Hasanis, Savas-Halila]
y Vlachos [24] en 2004 estudiaron dichas hipersuperficies en la esfera euclidea bajo
las hipotesis de completitud y minimalidad obteniendo una caracterizaciéon del toro
de Clifford minimal. Recientemente, Wei [56] dio una extension de este mismo resul-
tado al caso de curvatura media constante. En su prueba no hace uso del principio
del maximo de Omori-Yau sino que esencialmente resuelve una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden planteada originalmente por Otsuki.

Nuestro segundo objetivo especifico es extender el resultado dado por Wei
a hipersuperficies inmersas en los espacios forma bajo las hipotesis de: curvatura
media constante, dos curvaturas principales, una de ellas simple, y que verifiquen el
principio del maximo de Omori-Yau.

En contraste a lo que hemos venido estudiando, analizaremos ahora el compor-
tamiento de la curvatura media de la hipersuperficie con la hipo6tesis de que su cur-
vatura escalar sea constante. Los primeros resultados conocidos son gracias a Cheng
y Yau [19], donde introducen un operador diferencial auto-adjunto diferente al la-
placiano el cual juega un papel fundamental en el estudio de tales hipersuperficies.
En un futuro este operador lo denotaremos por L. De manera més concreta, los au-
tores obtuvieron dos resultados de clasificacion: primero, las tinicas hipersuperficies
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compactas en la esfera euclidea S*™™! con curvatura escalar constante normalizada
R > 1 y curvatura seccional no negativa son o bien, totalmente umbilicales o bien,
isométricas a un producto riemanniano de la forma S*(v/1 —r2) x S*=*(r) C S*+1.
Segundo, las tinicas hipersuperficies completas no compactas en R con curvatu-
ra escalar constante normalizada R > 0 y curvatura seccional no-negativa son los
cilindros generalizados de la forma R"™* x Sk(r) C R*™! 1 < k < n — 1. Por otra
parte, Alencar, Do Carmo y Santos en |3| consideraron las hipersuperficies cerradas
(es decir, compactas y sin frontera) de la esfera unitaria S con curvatura escalar
normalizada uno R = 1 y presentaron un teorema de tipo gap. Alli, estimaron la
norma de la segunda forma fundamental modificada y determinaron las hipersuper-
ficies que se encuentran en los puntos finales del gap. Desde entonces, un nimero
considerable de articulos han ido apareciendo sobre este tema en particular, en mu-
chos de ellos podemos encontrar resultados de rigidez para tales hipersuperficies,
bajo diversas hipotesis. Por ejemplo, [33, 55, 57| y por tdltimo, queremos hacer un
especial énfasis en el reciente trabajo dado por Brasil, Colares y Palmas [12] donde
presentan un teorema tipo gap para hipersuperficies completas con curvatura escalar
normalizada R > 1 inmersas en la esfera unitaria, donde hacen uso del operador L
pero, concluyen la prueba con el principio del maximo de Omori-Yau para el opeador
laplaciano.

Finalmente, nuestro tercer objetivo especifico es pretender dar un principio
débil del maximo para el operador L, como también una aplicacion. Con respecto a
esta tltima pretension logramos presentar una interesante aplicacion sobre las hiper-
superficies completas de curvatura escalar constante inmersas en cualquier espacio
forma.

La presente memoria esta organizada de la siguiente forma:

El Capitulo 1 es un capitulo de preliminares que consta de cuatro secciones.
En la primera seccion, introducimos algunas definiciones y resultados basicos de
geometria riemanniana con el fin de fijar algunas notaciones. En la segunda seccion,
recordaremos las formulas basicas para hipersuperficies como lo son las formulas
de Gauss y de Weingarten. Ademés, presentamos las ecuaciones fundamentales de
Gauss y de Codazzi, las cuales utilizamos a lo largo de la tesis. En la tercera seccion,
estudiamos y clasificamos las hipersuperficies totalmente umbilicales inmersas en
los espacios forma a partir del valor de su curvatura media constante. En la ultima
seccion, realizamos un estudio detallado de las hipersuperficies isoparamétricas con
dos curvaturas principales y estimamos la norma de la segunda forma fundamental
sin traza |®|.

En el Capitulo 2 condensamos la parte mas analitica de nuestro trabajo. En la
primera seccion, introducimos el principio del maximo de Omori-Yau y algunas de
sus variaciones. En la segunda seccion, estudiamos el concepto de parabolicidad y
damos algunos ejemplos. En la tercera seccion, estudiamos el concepto de comple-
titud estocastica y su relacion con el principio débil del maximo de Omori-Yau. En
la cuarta seccion, incluimos la férmula de tipo Simons para el laplaciano de la se-
gunda forma fundamental sin traza sobre subvariedades con vector curvatura media
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paralelo. Ademés, presentamos una aplicacion de este, que nos permite generalizar
el Teorema 1.1 dado por Vlachos [53|, el cual afirma que una subvariedad com-
pleta con vector curvatura media paralelo no nulo en la esfera euclidea es o bien,
pseudoumbilical o bien, el supremo de la norma de la segunda forma fundamental
estd acotado superiormente por una constante positiva que depende de la funcion
curvatura media constante.

El Capitulo 3 versa sobre hipersuperficies de curvatura media constante inmer-
sas en un espacio forma y cuyos resultados principales se encuentran recogidos en el
articulo [5|. Este capitulo consta de dos secciones. En la primera seccion, motivados
por los trabajos de Klotz y Osserman, Hoffman y Tribuzy mencionados anterior-
mente, realizamos una estimacion del infimo de la curvatura de Gauss de superficies
completas con curvatura media constante. Alli, usamos las técnicas de variable com-
pleja gracias a la estructura conforme de la variedad 2-dimensional, y mostramos
que dicha estimacién es 6ptima, pues comprobamos que se satisface en una fami-
lia de onduloides inmersa en el espacio euclideo. En la segunda seccion, usando un
enfoque distinto al empleado en la primera seccion, logramos extender dicho resul-
tado a hipersuperficies estocasticamente completas (recordemos que éstas no son
necesariamente completas) mediante la aplicacion del principio del méaximo débil de
Omori-Yau a la norma al cuadrado de la segunda forma fundamental sin traza |®|?.

El Capitulo 4 esta distribuido en tres secciones. De forma analoga al capitulo
anterior, en la primera seccion, encontramos una cota para la curvatura de Gauss,
pero en este caso estimamos el supremo de la curvatura de Gauss sobre superficies
completas de curvatura media constante, y de nuevo, logramos mostrar que dicha
estimacion es 6ptima en la familia de onduloides. En la segunda seccion, extendemos
este resultado a hipersuperficies de curvatura media constante que verifican el prin-
cipio del maximo de Omori-Yau y que tienen dos curvaturas principales distintas.
Aqui, usaremos el principio clasico del maximo de Omori-Yau sobre la funcion |®|.
En la tercera seccion, usando el teorema de la curvatura principal dado por Smyth y
Xavier [49] presentamos una prueba alternativa de uno de los teoremas principales
de la segunda seccion (véase Teorema 4.2.2). Los resultados de este capitulo estan
recopilados en el trabajo |6].

Finalmente, en el Capitulo 5 presentamos un principio débil del maximo para el
operador L. Comenzamos este capitulo presentando algunos preliminares necesarios
para definir este operador, como la primera transformacion de Newton. En la segun-
da seccion, aplicamos dicho principio para estimar el supremo de la curvatura media
de hipersuperficies de curvatura escalar constante inmersas en espacios forma. Para
darle continuidad al formato que iniciamos en el Capitulo 3, incluimos una seccion
donde estudiamos el caso 2-dimensional usando la teoria de variable compleja. En
la dltima seccidon, introducimos el concepto de L-parabolicidad y presentamos al-
gunos criterios que nos permiten determinar cuando una variedad es L-parabdlica,
y bajo este concepto logramos mejorar la caracterizacion de la igualdad de los teo-
remas principales de la seccidén anterior. Los resultados este tltimo capitulo estan
contenidos en el articulo |7].



Capitulo 1

Preliminares

Sumario. El objetivo de este capitulo es introducir todos los conceptos bésicos que
apareceran de un modo significativo a lo largo de esta memoria. En concreto, intro-
ducimos los espacios forma riemannianos y las hipersuperficies que se encuentran in-
mersas en dichos espacios, haciendo especial énfasis en las hipersuperficies totalmente
umbilicales y las hipersuperficies isoparamétricas con dos curvaturas principales.

Abstract. The aim of this chapter is to introduce the basic concepts that will ap-
pear lately along this work. In concrete we introduce the concept of Riemannian space
forms and the hypersurfaces immersed in this spaces emphasizing in the totally umbi-

lical hypersurfaces and the isoparametric hypersurfaces with two principal curvatures.

1.1. Notacién y conceptos basicos

El espacio ambiente en el que va a estar enmarcado nuestro trabajo son los espa-
cios forma riemannianos. Para definirlos, primero permitan nos recordarles algunos
conceptos basicos como el de tensor de curvatura de Riemann.

Definicién 1.1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Definimos el tensor cur-
vatura de Riemann de M como el tensor curvatura de su conexiéon de Levi-Civita
V., es decir, el tensor R : X (M) x X(M) x X(M) — X(M) de tipo (1,3) dado por

R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z = Vixy/Z — [VX,VY] Z,

donde X (M) denota el conjunto de los campos tangentes en M y [, | el bracket de
Lie.

En ocasiones el tensor curvatura de Riemann es bastante complicado de manejar,
asi que resulta util introducir una nueva funciéon evaluada en R, mas sencilla de tratar
y que lo determina completamente.

13
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Definicién 1.1.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Dado un punto x € M y
un plano vectorial no degenerado II C T, M, definimos la curvatura seccional de 11
como

g (R (v, w)v,w)

Ksec = K(H> = gm(v7 U)gx(w, U)) - gw(vv U))27

(1.1)

donde {v,w} es una base de II.

No es dificil ver que el valor de K. no depende de la base elegida, de manera que
la curvatura seccional estd bien definida para cada plano no degenerado. Se define
asi la funcion curvatura seccional K,.. de M, cuyo dominio es el conjunto formado
por todos los planos vectoriales no degenerados de M.

Decimos que una variedad riemanniana tiene curvatura constante si su funcién
curvatura seccional es constante, y aquellas variedades cuyo tensor curvatura de
Riemann (o funcion curvatura seccional) es cero en todo punto se dice que es [lana.
En tal caso, el tensor curvatura R de la variedad (M, g) se puede expresar en términos
de la curvatura constante C' como

R(X,Y)Z = C(9(X, 2)Y — g(Y, Z2)X)

donde XY y Z son campos en M.

Ahora, ya estamos listos para presentar la definicion de un espacio forma rie-
manniano.

Definiciéon 1.1.3. Un espacio forma riemanniano es una variedad riemanniana com-
pleta, simplemente conexa y de curvatura constante.

Por un resultado de Cartan, Killing y Hopf, tenemos que un espacio forma m-
dimensional con curvatura constante ¢ (¢ = 0,1, —1), el cual denotamos por M es
isométrico al espacio euclideo R™ cuando ¢ = 0, a la esfera euclidea

S™ = {x e R™ . |z|* = 1} Cc R™,

cuando ¢ = 1, y al espacio hiperbolico H" cuando ¢ = —1. En este tltimo caso, sera
mas apropiado para nosotros usar el modelo minkowskiano del espacio hiperbélico.
Escribimos R’T’H para denotar R™! con las coordenadas canonicas (g, T1, . . . , Tm),
dotadas de la métrica lorentziana

(), = —dag +dai + -+ da?,. (1.2)
El espacio hiperboélico m-dimensional H™ lo podemos visualizar como el hiperboloide
H" = {z e R : (,2), = —1,29 > 0} C RP"™!

dotado con la métrica riemanniana inducida de R}**'. Con el fin de simplificar
nuestra notacion, cuando ¢ = +1 acordamos denotar por (,), sin distincion, am-
bas métricas la euclidiana sobre R™*! y la lorentziana (1.2) sobre R}*"'. También
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acordamos denotar por (,) a la correspondiente métrica riemanniana inducida sobre
m m—+1
M — R™T.

Note que si denotamos por R el tensor curvatura de Riemann del espacio forma
M7 tenemos que

RX,Y)Z=c({X,2)Y — (Y, Z) X) (1.3)
donde X,Y y Z son campos en M.

Decimos que una variedad diferenciable ¥ de dimension n es una subvariedad
inmersa en el espacio forma M" cuando existe una inmersion de la variedad rieman-
niana X en M.

A largo de esta memoria denotaremos por V°,V y V las conexiones de Levi-
Civita sobre R™, M"" y ¥, respectivamente, y por ¢ : X — M la inmersion.

Un hecho basico relativo a la conexion inducida sobre X es que si X, Y son campos
tangentes en X la derivada covariante VxY no es necesariamente tangente a Y. Por
lo tanto, es natural descomponerla en una componente tangente (VxY)" = VyY
y una componente normal que determina una aplicacion C*°(X)-bilineal y simétrica
llamada la sequnda forma fundamental de la inmersion

o:X(2) x X(X) — XH(2),

dada por o(X,Y) = (VxY)?*, donde X(X) denota el conjunto de los campos tan-
gentes en Y y X1(X) denota el conjunto de los campos normales en ¥. Se obtiene
asi la llamada formula de Gauss, que se escribe como

VXY:VXY—FU(X,Y), (1.4)

para campos X,Y € X(X). Por otra parte, si X € X(¥) y £ € X*(X) denotamos
por A¢(X) la componente tangente de la derivada covariante —V x¢&, esto es,

Ae(X) = =(Vx6)".
Entonces para X,Y € X (X) se verifica
(Ae(X),Y) = (0(X,Y),€) .

La aplicacion Ag : X(X) — X(X) recibe el nombre de endomorfismo de Weingarten
asociado a €. En cuanto a la componente normal de V x¢&, la aplicacion V* : X(X) x
X+(X) = X+(¥) dada por

Vxé = (Vx&)*
es conocida como la conexion normal de la inmersion. Asi que obtenemos la llamada
formula de Weingarten que viene dada por

Vxé = —A(X) + VyE
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Un campo normal & es paralelo si V& = 0 para todo X € X(2).

Asociado a la segunda forma fundamental se encuentra el concepto de campo de
vectores curvatura media H de la subvariedad, que estad dado por

n

H= lt:r(a) = %ZU(EhEi)

n -
=1

donde {FE1, ..., E,} es una base local ortonormal sobre ¥. Decimos que una subva-
riedad es minimal si su campo de vectores curvatura media H es nulo en todo punto

de X.

Por otra parte, un punto x de una subvariedad X es umbilico si existe un vector
normal v € (T, %)+ tal que

O-Z/U(y7 Z) = <y7 Z) Ua
para todo y, z € T,X. Esto es equivalente a que para todo w € (T,X)* el endomor-
fismo A,, sea proporcional al operador identidad, A, = A1 con A\, € R. También

diremos que una subvariedad es totalmente umbilical si todos sus puntos son umbi-
licos.

Definimos la aplicacion bilineal ® : X(X) x X(X)—X+(X) dada por

O(X,Y)=0(X,Y)— (X,Y)H.

Si {&1,...,&,} es una base local ortonormal normal a ¥ podemos expresar ® de la
siguiente forma:

p p

BOLY) =D (B Y), ) o= D (0(XY), &) = (X,Y) (H ) &

a=1 a=1

=) ((AX,Y) = (X,Y) (H, &) &a

- Z <(A0l - <H> €a>) X> Y> gon

donde A, = Ag,.

Para cada « existe una aplicacion lineal ¢, : X'(X)—X(X) dada por ¢, = A, —
(H &,) I, donde I denota el operador identidad sobre X'(X). Observe que tr(¢,) =0
Y |¢al? = tr(¢2) = |Aal?* — n (H,&,)? donde |A,| = tr(Ay).

Dado que
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es facil comprobar que tr(®) = 0, y si denotamos |A|? = tr(A?), obtenemos que
B P
B =3 [0l = [AP — n[HP >0 (16)
a=1

con igualdad si y s6lo si X es totalmente umbilical.

Si denotamos el tensor de curvatura de Riemann de ¥ por R, las formulas de
Gauss y de Weingarten implican la siguiente relacion fundamental entre la curvaturas
de la subvariedad X y del espacio ambiente M?*? llamada la ecuacion de Gauss

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z, W)+ (o(X, Z),0(Y,W)) — (o(X, W), 0(Y, Z)).

Por la ecuacion (1.3) tenemos que la ecuacion de Gauss de una subvariedad inmersa
en un espacio forma esta dada por

R(Xa Y)Z = (<Xa Z> Y — <K Z> X) + AJ(X,Z)Y - AJ(Y,Z)X‘ (17)

Por otra parte, de la ecuacion (1.3) sabemos que la componente normal de R(X,Y)Z
es cero asi que la ecuacion de Codazzi para una subvariedad inmersa en un espacio
forma esta dada por

0=Vo(X,2,Y) - Vo, Z X) (1.8)

donde Vo es la derivada covariante normal de o (o, en general, derivada covariante
de van der Waerden-Bortolotti) y viene dada por

Vo(X,Y,Z) = (Vz0)(X,Y) = Vio(X,Y) — 0(VzX,Y) — o(X,VY).

Ahora, definimos el tensor curvatura normal R+ de ¥ como el tensor curvatura
asociado a la conexion normal V1, es decir, la aplicacion C*(X)-multilineal Rt :
X(X) x X(¥) x XH(X) - X+(X) dada por

RY(X,Y)n = Vixyn — [Vx, V¥ n. (1.9)
Entonces, la componente normal de R(X, Y)n se escribe como
(R(X,Y)n)" = R (X,Y)n — 0(A,X,Y) + o(X, A)Y)
y por la ecuaciéon (1.3) tenemos que
RY*(X,Y)n=0(4,X,Y)—0(X,A4,Y). (1.10)

para todo X,Y,Z € X(X) y n € X1(X). Entonces la ecuacién de Ricci de una
subvariedad inmersa en un espacio forma esta dada por

(RH(X,Y)n,€) = ([Ay, A X, Y) (1.11)
donde [A,, Ac] = A, 0 Ac — Ac o A,.
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1.2. Férmulas basicas para hipersuperficies

Un caso muy interesante de subvariedades es el de hipersuperficies, es decir,
subvariedades de codimensiéon uno. En este caso siempre podemos considerar, al
menos localmente, un campo vectorial diferenciable N normal y unitario. A denota
el endomorfismo de Weingarten asociado al normal N (incluso aunque ¥ no admita
un normal unitario global, A esta globalmente definido salvo signo).

Si dicha hipersuperficie esta inmersa en un espacio forma M, observe que cuando
c # 0 dadas las inclusiones S"*!' C R"*2 y H**! C R C R"*? tenemos que 1)
también es normal a ¥ con norma (¢,1) = c. Asi que, la componente normal de
la derivada covariante de los campos X e Y tangentes a X, se puede escribir como
combinacion lineal de dichos normales de la siguiente forma:

(VxY)" = aN + gy.
Dado que N y v son ortogonales entre si, obtenemos
(VxY)" = (0(X,Y), N) N +c(VxY,0) ¢
y como <vXY,1/1> =— <Y, vxw> = — (Y, X)) tenemos que
(VxY)" = (AX,Y) N — ¢(X,Y) 4.

De este modo, la formula de Gauss para hipersuperficies inmersas en un espacio
forma queda de la siguiente forma

VxY =VxY + (AX,Y)N —c(X,Y) o (1.12)
para campos X,Y € X(X).

Por otro lado, dado que N es unitario obtenemos V)L(N = 0 y la formula de
Weingarten para hipersuperficies viene dada por

AX = -VxN = -VxN. (1.13)

En hipersuperficies H= HN donde H es la funcién curvatura media. En este caso,
la funcién curvatura media contiene la misma informacion que el vector curvatura
media con la ventaja de que es més facil de manejar. Asi, una hipersuperficie minimal
es aquella que tiene H = 0 en todo punto.

Ademas, observemos que ¢ = A — HI, el cual en el caso de hipersuperficies
denotaremos por ¢ y que satisface

|®> = |A|* —n (H, N)2: |A|? — nH?. (1.14)
La relacion entre el tensor de curvatura de Riemann R de la hipersuperficie X

la curvatura de M que esta dada por la ecuacion de Gauss, tiene la siguiente
C 3
expresion

R(X.Y)Z = c((X,2)Y — (Y, Z)X) + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX (1.15)
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para todo X, Y, Z € X(X). En particular, la curvatura de Ricci de una hipersuper-
ficie, que es la traza del tensor de curvatura de Riemann viene dada por

Ric(X, X) = (n — 1)e| X+ nH({AX, X) — |AX|? (1.16)

y a su vez, la curvatura escalar de X que es la traza del tensor de Ricci, estd dada
por

S =n(n—1)c+n’H? - |A] (1.17)

Por otra parte, la ecuacion de Codazzi para hipersuperficies inmersas en un espacio
forma viene dada por

VA(X,Y) = VA(Y, X). (1.18)

donde VA : X(X) x X(X) — X(X) denota la diferencial covariante de A que esta
dada por

VAX,Y) = (VyA)X = Vy AX — A(VyX).

También, podemos reescribir el tensor curvatura de Riemann R en términos de
® como sigue

R(X,Y)Z =(c+ H)((X, 2)Y — (Y, Z2)X) + (®X, Z)DY — (DY, Z)DX
+ H{(®X, Z)Y — (Y, 2)0X + (X, 2)®Y — (Y, 2)X)  (1.19)

para XY, Z € X(X). En particular, la curvatura de Ricci esta dada por
Ric(X,Y) = (n— 1D)(c+ H)(X,Y) + (n —2)H{®X,Y) — (X, ®Y),  (1.20)

para X,Y € X (X).

De (1.14) y (1.17) concluimos que la curvatura escalar se puede escribir en tér-
minos de ¢ de la siguiente forma

S =n(n—1)(c+ H?) — | (1.21)

Aqui, con R, indicamos la curvatura escalar normalizada, esto es R = 1/n(n —1)S.
De (1.17) obtenemos las siguientes identidades

nH? — %|A|2 b (n—1)(R-0) (1.22)

B2 = ”T_l\AP (= 1)(R—¢) =n(n— 1) [H — (R—d)]. (1.23)
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1.3. Hipersuperficies totalmente umbilicales

En esta seccion realizamos un estudio detallado de las hipersuperficies totalmente
umbilicales inmersas en los espacios forma. En particular, damos algunos ejemplos y
una clasificacion de estas superficies segin el valor de su curvatura media constante.

Una caracteristica principal de las hipersuperficies totalmente umbilicales es la
que enunciamos a continuacion.

Proposicion 1.3.1. Sea ¢ : S"—=M" una hipersuperficie totalmente umbilical in-
mersa en el espacio forma MY con n > 2. Entonces ¥ tiene curvatura media H
constante.

Demostracion. Si Y es una hipersuperficie totalmente umbilical existe una funcion
diferenciable A : ¥ — R tal que el operador de forma en Y se puede escribir como
A = M. En consecuencia, la traza del operador A es igual a nA. Por otra parte, de la
definicion de curvatura media H, tenemos que la traza de A es nH. Si comparamos
ambos resultados llegamos a la igualdad entre la funcién A y la curvatura media H,
por tanto el operador de forma se puede escribir como A = H1I.

Teniendo en cuenta la conclusion anterior y la ecuacion de Codazzi (1.18), esto
es, (VyA)X = (VxA)Y tenemos que

Vy(AX) — A(VyX) =Vx(AY) — A(VxY)
Vy(HX)—-H(VyX)=Vx(HY)—-H(VxY)
Y(H) X+ H(VyX)—-H(VyX)=X(H)Y + HVxY)—-H(VxY)

Y
(VH,YYX =(VH, X)Y.
Asi pues, en un punto x de X se tiene que
(VH (z),v)w — (VH(z),w)v =0,

para cualquier par de vectores v y w en el espacio tangente T,3. Si estos vectores
son linealmente independientes los coeficientes de la combinacion lineal son cero, es
decir, (VH(x),v) = 0 para un vector cualquiera v € T,,3. Esto implica VH = 0 en
todo punto, y como X es conexa, concluimos que la funcion H es constante. O

A continuacion veremos algunos ejemplos de hipersuperficies totalmente umbi-
licales inmersas en el espacio forma riemanniano M?*!. Mas adelante probaremos
que estos son los tnicos.

Ejemplo 1.3.2. Hipersuperficies totalmente umbilicales en el espacio euclideo.

= Hiperplanos.
Dado un punto zy € R""! y un vector constante a € R"*!, el hiperplano que
pasa por xy y es normal al vector a esta dado por

II={zeR"": (x—zy,a)=0}.
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Consideremos la funcion diferenciable f : R — R dada por

flx)=(r —x0,a).

Note que IT = f71(0) y Vf(z) = a # 0. Por lo tanto, el hiperplano II es una
hipersuperficie de nivel en R"*! con campo normal N = a.

Si queremos conocer la expresion del operador de forma solo tenemos que
derivar el campo normal de la siguiente forma

AX = —va = —an = 0.

Esto implica que los hiperplanos son hipersuperficies totalmente geodésicas y
por ende totalmente umbilicales.

» Fsferas.
Sea zyp € R"™ y r € R\ {0}. La esfera de centro zy y radio r es el conjunto
dado por
S™(wo, ) = {z € R"" : (x — mo, & — o) =17} .

Note que la esfera en R"*! es una hipersuperficie de nivel ya que se puede ver
como S™(zg,7) = f~1(r?) donde f : R™™ — R es una funciéon diferenciable
dada por

f(x) = (r — xo,x — x0)

que satisface
(VI X)=X(f)=X({x —xg,x — m)) =2(Vxz,2 — 20) = (X, 2(x — 20))

para cualquier X € R™"! y por ende Vf = 2(z — x0) y |[Vf|? = 4r # 0.

Asi pues, el normal a esta hipersuperficie de nivel esta dado por

Vo) = I _ 2
IVf ()] r

y su operador de forma es

— 1= 1
AX = —-VxN =—-Vxzr =——X.
r r

Por lo tanto, S"(xo,7) es una hipersuperficie totalmente umbilical.

Ejemplo 1.3.3. Hipersuperficies totalmente umbilicales en los espacios esférico e
hiperboélico.

Para los siguientes ejemplos denotaremos por Rg” el espacio pseudo-euclidiano con
indice ¢ donde vive M"™! cuando ¢ = +1, de tal forma que ¢ =0sic=1y ¢=1si
¢ = —1. Entonces su métrica estd dada por

(,) =cdag +da? + ...+ dx2 .
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Las hipersuperficies totalmente umbilicales tanto en el espacio esférico como en el
espacio hiperbolico se obtienen como la interseccion de M con hiperplanos afines
de ]RZ“. Asi que, para un vector constante no nulo a € ]RZ“ consideremos la funcion
diferenciable fq : M C R?*? — R dada por

falz) = (2, @)

y calculemos su gradiente que nos serd de gran utilidad a la hora de estudiar las hi-
persuperficies totalmente umbilicales en M1, Para ello, sea X un campo arbitrario
de M"*! y veamos que

<vfaaX> = X(fa) = X(<Ia 0’>) = <Vg(1’, a> + <x,V‘)’(a> = <X> a> = <Xa 0’*>>

donde a* denota la componente tangente de a a lo largo de M. Entonces V f, =
a*. Dado que a = a* + cfq(x)x tenemos que el gradiente de f, esta dado por

Via(z) = a— cfq(z). (1.24)

Ahora ya estamos listos para estudiar en cada uno de los casos algunas hipersuper-
ficies totalmente umbilicales.

i) Caso esférico (¢ =1).
Las esferas redondas son hipersuperficies totalmente umbilicales en S**!. Para
visualizar esto, tomamos el vector constante @ € R"*2 unitario. Dado un b € R
fijo, consideramos

S = fo () ={z €S (z,a) =b}.

De (1.24) sabemos que el gradiente (en la esfera S**1) de f, es Vf.(x) =
a — fq(z)z para todo x € S"*1 asi que

(Via(@),Va(2))=1-bV>0&-1<b< 1

para todo & € ¥;. Por lo tanto, ¥, es una hipersuperficie de nivel en S"+!
siempre que b € (—1,1). Por consiguiente, su aplicacion de Gauss esta dada
por

Vialx) 1

N(z) =

y su operador de forma estd dado por

(a— bx)

b
AX = -VoN=——__X.
X N>

Luego, Y, es una hipersuperficie totalmente umbilical de S"*1. Ademas, apli-

cando la ecuacion (1.1) vemos que ¥, tiene curvatura constante positiva dada

por
1 >
1—b?

Ksec = 0.
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i)

Asi pues, Y, es isométrica a un espacio esférico n-dimensional de radio v/1 — b2.
Por ejemplo si tomamos a = (0,1,...,0) € R los puntos de Y, deben
satisfacer el siguiente sistema

s+t a2, =1,
T =b

y obtenemos que
Tyt an,, =1-0">0

que es la ecuacion de S"(y/1 — b%) C R™L.
Caso hipérbolico (¢ = —1).
En este caso hay tres tipos diferentes de hipersuperficies, dependiendo del

caracter causal del hiperplano. Asi que, consideremos a € R} un vector
constante no nulo tal que (a, @) € {1,0, —1}. Para un b € R dado, consideremos

S = fo'(b) = {z e H""" : (2, a) = b}

y determinemos para qué valores de b es ¥ una hipersuperficie de nivel en
H"*!. De (1.24) sabemos que V fo(z) = a+ fq(x)z y por ende

(Vfa(2),Vfa(z)) = (a,a) + 2f3(x) — fi(z) = (a, a) + V*.
Por lo tanto, 3, es una hipersuperficie de nivel en H" ! si (a, a) + b # 0.

Ahora veamos que Y, es totalmente umbilical. La aplicaciéon de Gauss del
embebimiento ¥, — H"*! es

N(z) = LSa®) _ L (a+bo)
|V fa()| | {a, a) +b°
y el operador de forma asociado es
1 b
AX = VN = — Vé(a+br) =—
| (a, a) +0? | (a, a) + 17|

de donde se deduce que ¥ es una hipersuperficie totalmente umbilical de H"*!.
Mas aun, de (1.1) tenemos que

— <a’a a>

Ksec = 7\ 15
(a,a) +b?

Hagamos un pequeno estudio de los rangos de b.

» Si (a,a) =1 entonces b € R, H*> < 1y por la ecuacion (1.1) tenemos que
Y, tiene curvatura constante

-1

Ksoc = T 1
1+0?
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por lo que la hipersuperficie ¥, es isométrica a un espacio hiperbolico
n-dimensional de radio v/1 + b2. Para visualizar esto un poco mejor, to-
memos a = (0,1,...,0) € R de manera que los puntos de ¥, deben
satisfacer el siguiente sistema

i+ a2, =1,
T =b

y obtenemos que
—xg+ay 4. +ai,=—(1+b0)<0 VbeER

y ésta es precisamente la ecuacion de H"(v/1 + b%) C R}

Si (a, a) = 0 entonces b puede tomar cualquier valor real no nulo, H? = 1
) Y

y >, tiene curvatura constante cero, esto es K = 0. Asi que concluimos

que Y, es isométrica al espacio euclideo n-dimensional. Ahora, como en el

caso anterior, tomemos por ejemplo a = (1,1,0,...,0) € ]R?Jr2 de manera
que todo punto x = (g, ..., T,11) € ¥y debe satisfacer
—xi4at+ . +at, =-1,
—To + T =b.

Dado que 0 < a3+ ...+ 22, = —(1+ 27 — 2f) tenemos 1+ 27 — 2§ <0,
esto es, b(xy + o) = (x1 — o) (71 + 29) = 23 — 22 < —1. Entonces

x5+ .. ai = —(1+ bz + 20)) > 0.

Es decir, 23 + ...+ 22, = d* donde d* = —1 — bzy — bxy. Por otro lado,
como b = x; — xy multiplicando por b tenemos b*> = bx; — bxy. De aqui,

que
1+d?—b?
d2—62:—26x1—1:>x1:—+T.

Por tanto,
1+ d?+ b?
2b '

En consecuencia, si definimos la funciéon ¢ : R — 3, dada por

14+d?>+b6 1+d>—-0?
g(x1,...,zn) = | — 5% ,— 5% R P

l’ozl’l—b:—

donde 23 +...+22 = d?, dado que g es una biyeccién podemos identificar
Eb = R".

Si (a,a) = —1 entonces b € (—oo,—1) U (1,00), H*> > 1y %, tiene
curvatura constante

1

Ksec = 15 1
b2 —1
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lo cual nos permite concluir que X, es isométrica a un espacio esfé-
rico n-dimensional de radio v/b*> — 1. En particular, si tomamos a =

(1,0,...,0) € R}*? los puntos de X, verifican el sistema
—x3 i+ .. a2k, =-1,
Zo = —b,

y por tanto a3 + ...+ :c%H =02 —1 >0, que es la ecuacion de la esfera

S*(VBZ—1) € R™L.,

Teorema 1.3.4. Sea ) : X =M™ una hipersuperficie totalmente umbilical inmer-
sa en el espacio forma M2 con n > 2. Entonces:

i) Sic=0y

a) H =0 entonces ¥(X) es un abierto de R".
b) H # 0 entonces ¢Y(X) es un abierto de S*(a/H,1/|H|).

ii) Sic =1 eristen a € R"™2, (a,a) = 1, y b € (=1,1) tales que Y(X) es un

abierto de S"(v/1 — b?).
iii) Sic=—1y

a) H> > 1 ezisten a € R}, (a,a) = 1, y b € R tales que (%) es un

abierto de H"(v/1 + b?).

b) H?> =1 egisten a € R}*?, (a,a) =0, y b € R\ {0} tales que (%) es un
abierto de R™.

c) 0< H? <1 existen a € R}™?, (a,a) = —1, yb € (—oo0, —1)U(1,00) tales
que (X)) es un abierto de S"(v/1 — b?).

Demostracion. Probemos el apartado (7). Dado que 3 es una hipersuperficie total-
mente umbilical, por la Proposicion 1.3.1 sabemos que A = HI con H constante.
Por tanto, si H = 0 entonces A = 0. En ese caso la diferencial de la aplicacion
de Gauss N también es cero y en consecuencia N es constante. Supongamos que
dicho vector constante es a € R"™! es decir, N(z) = a para todo punto z de X. A
continuacion consideramos la funcion f: X C R™™ — R dada por f(z) = (¢(x), a)
y observemos que para todo X € X (%)

(VF.X)=X(f) = X((¢,a) = (Vxt,a) + (¢, Vxa) = (X,a) = (X, a').

De aqui obtenemos que Vf = a', donde a es la componente tangente sobre X, pero
como a es el campo normal a X tenemos que Vf = 0, y por la conexion de X conclui-
mos que f = constante = b, asi que, para todo punto de ¥ se cumple que (¢(z), a) =
b. Esto es, (X)) estd contenida en el conjunto IT, = {x € R"™ : (z,a) = b} que es
precisamente un hiperplano en R"*! con normal a.
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Por otro lado, si H #£ 0 de la formula de Weingarten obtenemos que —VxN =
HX y como X = Vx1 tenemos que

Vx (N + Hy) = 0. (1.25)

Llamemos g : ¥ — R*™! a la funcion dada por g(z) = N(z)+ H1 (). De la ecuacion
(1.25) sabemos que la diferencial de g sobre ¥ es cero; por tanto existe un vector
a € R" tal que N(z) + Hiy(z) = a. Dado que H # 0 tenemos ¢(r) — a/H =
—(1/H)N(z). Luego,

(v(@) = o) =7 ) = % (N(z), N(z)) = %

Asi pues, ¥(X) esta contenida en {x € R"" : (r — a/H,z — a/H) = 1/H?*} que es
precisamente S"*(a/H, 1/|H|), la esfera en R"*! de centro a/H y radio 1/|H]|.

Ahora probemos los apartados (i7) y (ii7). Dado que X es totalmente umbilical
sabemos que A = HI con H constante. Entonces para todo campo diferenciable X
sobre X tenemos que

VON = —AX = —HX = —HV%) = =V (H).

Esto implica que V& (N+H) = 0 para todo campo X € X (X) y de aqui concluimos
que N + Hv) es constante e igual a un cierto vector @ € RI*? con (@, a) = 1+ cH>.
Notese que si ¢ = 1 entonces (a, a) = 1+ H? y si ¢ = —1 se tiene que (a,a) = 1— H?
y el vector a serd espacial ((a@,a) > 0) si 0 < H? < 1, serd luminoso (esto es,
(a,a) = 0) si H?> =1y por tltimo serd temporal (es decir, (a,a) < 0) si H* > 1.

Consideremos la funcion diferenciable f(z) = (¢(z), a) para todo = de ¥ donde
a=asi(a,a) =0y a=a/|alsi(a,a) #0,de modo que el cardcter causal de a es
el mismo de @ y esta normalizado siempre que no sea luminoso. Entonces para todo
campo X sobre X se tiene que

X(f) = X({¢, a)) = (Vx¥, @) + (¢, Via) = (X, a) = 0

de donde se deduce Vf =0y por tanto la funcion f = constante = b. Luego, (%)
esta contenida en el conjunto {:1: € RZ*Q (x,a) = b}. Por ende,

= Si (a,a) =1, es decir, 0 < H? < 1. Entonces

1

de manera que
—-H
e

En consecuencia, y puesto que H € (—1, 1), se sigue que el rango de b es R.

b= (¢, a) =
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» Si (@, a) =0, es decir H? = 1. Entonces
b= <¢>a> = <¢,N+H¢> :_Ha

de modo que b = —1 0 b = 1. A diferencia de lo que ocurria en el caso anterior
y debido a la imposibilidad de normalizar el vector a, para cualquier vector
a colineal con a tenemos que (1, @’) es constante y distinto de cero. Por esta
razon podemos decir que b puede ser cualquier niimero real no cero.

» Si {(a,a) = —1, es decir, H*> > 1. En este caso
a= #(N—FHi/}),
H?2 -1
' 1 —H
b={¢,a) = ﬁ(@b,]\ﬂ'ff@ =TT

Como H € (—o0,—1) U (1,00) obtenemos que * = H?/(H>—1) > 1y en
consecuencia el rango de b es (—oo, —1) U (1, 00).

1.4. Hipersuperficies isoparamétricas con dos cur-
vaturas principales

Se dice que una hipersuperficie es isoparamétrica si sus curvaturas principales
son constantes, es decir, no dependen del punto en la hipersuperficie donde se de-
terminan.

Ahora, veamos algunos ejemplos estandar de hipersuperficies isoparamétricas
inmersas en los espacios forma M”™! con dos curvaturas principales distintas.

En el espacio euclideo (¢ = 0), consideremos el producto estandar embebido
Y = R"*xSk(r) — R*"!, para un radio dado r > 0 y un entero k € {1,...,n—1}.
Notese que este producto se puede ver como una hipersuperficie de nivel ¥ = f~1(r?),
donde f:R"™! — R es la funcion dada por

n+1

flay=">_ ai

i=n—k+1

No es dificil ver que el campo normal N dado por

Viz 1
f( ) ——(O’,,.,O,xn_k+1,...,l’n+1),

T Ni@) v
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define la aplicacion de Gauss de X y que el operador A (con respecto a V) esta dado

por
A= [8 —(IST)I;J '

Esto es, 3 tiene dos curvaturas principales constantes k1 = 0y ko = —1/r con
multiplicidades n — k y k respectivamente. Por tanto su curvatura media constante
H esta dada por nH = —k/r. Para estos ejemplos |A|*> = k/r?. De manera que

k(n — k)

O = AP —ni? = 2
nr

y dado que H y |®| son funciones de 7, podemos expresar |®|? en términos de H,
como sigue

(n — k)

2 == —H. (1.26)

Por otra parte, de (1.17) sabemos que n(n — 1)R = n*H?* — | AJ?, por ende

Si R >0 (o lo que es lo mismo k # 1) podemos encontrar una expresion de |®|? en

términos de R

(n—k)(n—1)R
k—1 '

|®* = (1.27)

En el caso esférico (¢ = 1) consideramos las inmersiones estandar S*~*(y/1 — r2) —
R —F+1 y Sk(r) < R**! para un radio dado 0 < r < 1, tomamos la inmersién
producto S"*(v/1 — r2) x Sk(r) < S"*1 C R"*? y la visualizamos como la hipersu-
perficie de nivel ¥ = f~1(r?), donde f : S"™ — R es la funciéon dada por

n+2

flwy=">_ al

i=n—k+1

De la formula de Gauss sabemos que
Vof(z) =V f(z)+(Vf(z),z) .

Note que [Vf(z)]? = |[VOf(x)|? — (V°f(z),z)* = 472(1 — r2). Por ende, el normal
asociado a este producto riemanniano esta dado por

1
N=———1[1=7)0,...,0,Tntr1s s Tny2) —2(T1, ..., Tpp,0,...,0)],
T [( )( k+1 +2) (21 k )]
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de manera que el operador de forma A esta dado por

L [T 0
0 —(I= )L

Por lo tanto, ¥ tiene dos curvaturas principales constantes Ky = r/v/1 — 12y Ky =
—+v/1 —7r2/r con multiplicidades n — k y k respectivamente. Por consiguiente, su
curvatura media constante estd dada por

nr? —k

Para despejar r en términos de H debemos resolver el siguiente polinomio
n*r*(1+ H?) — nr?(2k + nH?*) + k* =0

cuyo discriminante esta dado por H*(n?H? + 4k(n — k)) > 0. Asf que

2 2k +nH? + |H|\/n2H? + 4k(n — k;)
2n(1+ H?)

Por otra parte, la traza de A? viene dada por

r? 1—172
k
1—r2+ r2

A" = (n— k)

y al utilizar la ecuacion anterior junto con (1.28), obtenemos

k(n —k)

PP = ———~.
] nr2(1 —r?)

Dado que n(n — 1)(R — 1) = n?H? — | A|? tenemos que

(n — 1)r?(nr® — 2k) + k(k — 1)'

b= r2(1 —1r2)

(1.29)

Finalmente, en el espacio hiperbolico (¢ = —1) consideramos las inmersiones
estandar H"#(—y/1 4 72) < R y S¥(r) < R¥*!, para un radio dado r > 0 y
un entero k € {1,...,n — 1}, tomamos la inmersién producto H"*(—+/1 + r2) x
Sk(r) — H"+ C ]R?Jr2 y la visualizamos como una hipersuperficie de nivel dada por
¥ = f71(r?), donde

n+2

flay= >

i=n—k+1
De la formula de Gauss tenemos que

Vof(z) = Vf(z) = (V°f(x),7) 2.
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Note que [Vf(z)[?> = |[VOf(x)* + (Vf(x),z)* = 4r2(14r2). Por lo tanto, el normal
esta dado por

V1472 r

N = (0, .. .,O,ZL'n_k+2, cee ,ZL’n+2) + ﬁ(l’l, c. ,ZL'n_k+1,0, .. ,0)

r

De modo que el operador A con respecto al normal N esta dado por

(r/vV1+r2)1,_y 0
0 (VI+72/r)I;] "

Asi, ¥ posee dos curvaturas principales constantes k1 = /v 1+ 12y ke = V1 4+ 1r2/r
con multiplicidades n — k y k respectivamente. Luego, su curvatura media constante
H esta dada por

A:

nr? +k
H= —n——. 1.30
nry/1 -+ r? ( )

Despejando 7% en términos de H se tiene el siguiente polinomio de 72
n?(H? — 1)r* + n(nH? — 2k)r* — k? =0,
cuyo discriminante esta dado por
n*H?*(n*H? — 4k(n — k)).

De manera que

o —(nH? —2k) £ |H|\/n*H? — 4k(n — k)
r? = (= 1) . (1.31)

La traza de A? viene dada por

1+ r? r?
Pk —k)—.
4] r2 +(n >1 +1r?
Luego,
nr2(1+r?)

Dado que n(n — 1)(R+ 1) = n>H? — | A]? tenemos que

(n —1)r*(2k —n) + k(k — 1)‘

k= n(n — 1)r2(1+ r2)

(1.32)

En particular, un caso muy interesante para estudiar es cuando una de las curvaturas
principales de los anteriores productos es simple, esto es, cuando £k = 1 o k =
n — 1. En el caso euclideo (¢ = 0) con k = 1 el producto es de la forma R"! x
S'(r) — R™*! y su curvatura media constante H esta dada por nH = —1/r y tiene
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curvatura escalar (normalizada) cero. Ademas la norma al cuadrado de la segunda
forma fundamental sin traza viene dada por

(n—1)

nr?

|®* = =n(n—1)H> (1.33)

Si consideramos k = n — 1 tenemos que el producto es de la forma R x S"7!(r) —
R™"! y su curvatura media constante H estd dada por nH = —(n — 1)/r y tiene
curvatura escalar (normalizada) R = (n — 2)/(nr?). M4s atin, la norma al cuadrado
de la segunda forma fundamental sin traza esta dada por

n—1
|<I>|2 _ ( 5 )
nr
Esta la podemos reescribir en términos de H de la siguiente forma

n

P* = H? 1.34
o = 1, (134)
pero también podemos re-escribirla en términos de R asi
- DR
B2 = % (1.35)

En el caso esférico (¢ = 1) solo consideraremos k = n — 1 pues cuando k£ =1 el
producto que se obtiene es simétrico al del caso k = n — 1. Asi que el producto a
analizar es S'(v/1 —r2) x S"7!(r) — S"* C R"*2| el cual tiene curvatura media H

constante igual
nr? —(n—1)
H(r) = ———. 1.36
Ademaés,
n—1

P = — -
] nr2(1 —r?)

2 2(n — 1) + nH? & |H|\/n2H? + 4(n — 1)
2n(1+ H?)

donde escogemos el signo — o + de acuerdo a r? < (n—1)/n o r* > (n—1)/n. Por
lo tanto,

n 2
T <\/n2H2+4(n—1):F(n—2)|H|> (1.37)
n —
donde usamos el mismo criterio para el signo.
Por otra parte, su curvatura escalar (normalizada) esta dada por
(n—2)

nr?

R=
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Escribiendo la norma de ® en términos de R se tiene

n(n —1)R?

B gy o

(1.38)

Finalmente, en el espacio hiperbolico (¢ = —1) con k = 1 tenemos el producto
estandar embebido H" ' (—+/1 +r2) x S'(r) — H"*' C R}*2 La curvatura media
de este producto esta dada por

nr? +1
H= —n— . 1.39
nry/ 1+ r? ( )

Podemos ver a H? = (nr? +1)2/[n*r?(1 + r?)] = f(r?) donde

(nx 4+ 1)

Jx) = n’x(l + x)

y encontrar su minimo. Observemos que

(nx + 1)[z(n —2) — 1]

f'w) = n2x?(1 + x)?

de modo que un punto critico de f es x = 1/(n—2). Calculando la segunda derivada
de f obtenemos que
2[—n(n — 2)2® + 32% + 32 + 1]

n?x3(1+ z)3 ’

f'(zx) =

Luego, f"(1/(n —2)) = 2(n — 2)*/n*(n — 1) > 0 pues n > 3. Aplicando el criterio
de la segunda derivada tenemos que en z = 1/(n — 2) se alcanza un minimo y este
es f(1/(n—2)) = 4(n —1)/n% Es decir,

4(n—1)

2
H* > = (1.40)
Notemos que H? > 1 siy solo si 7 < 1/4/n(n — 2). En ese caso
=" 1.41
] nr2(1+r?)’ ( )
y por (1.31),
2 —nH?+|H 2H?2 —4(n—1
2 _ 2= nH*+|H[\/n (n=1). (1.42)
2n(H? — 1)
Luego,
n 2
of =" ((n-2)H HT—A(n—1)) . 1.43
B = g (0= 21+ PP = (= 1) (1.43)
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Por otra parte, H* < 1 si y solo si 7 > 1/y/n(n —2). Dado que H? = 4(n — 1)/n?
cuando r = 1/y/n — 2, por (1.40) tenemos que 4(n — 1)/n* < H? < 1. Més atn,
para cada valor de H? € (4(n — 1)/n? 1) existen dos valores de r > 1/y/n(n — 2)
los cuales estan dados por

2 _9_ 22 _ —
n(nl— 2) <rt= — ‘25(|1\/—n[§[2) s < i 2’ (1.44)
y
2 nH? — 2+ |H|\/n?H? —4(n — 1) 1 (1.45)
2n(1 — H?) n—2
Cuando r? es de la forma de (1.44) tenemos que
B2 = ﬁ (tn —21H| + V/r2H? — 4 1))2 (1.46)

si por el contrario r? es de la forma (1.45) obtenemos

@2 = %_1) (tn || /uPH? 200 - 1))2. (1.47)

(n
De la ecuacion (1.32) concluimos que en este caso la curvatura escalar esta dada por

(n —2)

B=—asm®

<0, (1.48)

lo cual junto con (1.41) nos permite escribir |®|? en términos de R de la siguiente
forma

n(n —1)R?

21" = (n—2)(—nR+ (n—2))

(1.49)

Por otra parte, cuando k¥ = n — 1 tenemos el producto estandar H'(—+/1 + r2) x
S (r) — H™ C R7 que satisface

o nrP4(n—1)
nrv/1+1r2

para todo 7 > 0 y |®|? estd también dado por (1.41), donde ahora, por (1.31)

H >1

o 2(n—1)—nH?+ |H|\/n?H? —4(n — 1)
r? = (1) . (1.50)

Por lo tanto, en este caso tenemos para todo r > 0

n
P =
21" =7

=D ((n —9)|H| — /n?H? — 4(n — 1))2 . (1.51)
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Ademas, de la ecuacion (1.32) tenemos que

n—2
R=—— 1.52
— (1.52)
asi que podemos escribir |®|? en términos de R de la siguiente forma:
n(n —1)R?
(n—=2)(nR+ (n—2))

|®|* = (1.53)



Capitulo 2

Principio del maximo generalizado
de Omori-Yau

Sumario. El objetivo de este capitulo es presentar el principio del maximo de Omori-
Yau y algunas de sus variaciones. En particular, estudiamos los conceptos de parabo-
licidad, completitud estocastica y su respectiva relacion con el principio del maximo
de Omori-Yau. Desarrollamos ademas la formula de tipo Simons para el Laplaciano
de la norma al cuadrado de la segunda forma sin traza sobre subvariedades con vector
curvatura media paralelo y por iltimo presentamos una aplicacién de esta férmula.

Abstract. The aim of this chapter is to present the Omori- Yau mazimum principle
and some generalizations. In particular, we study concepts as the parabolicity, the
stochastic completeness and its respective relation with the weak Omori-Yau mazi-
mum principle. Moreover, we develop a Simon type formula for Laplacian of squared
norm of the traceless second fundamental form on submanifolds with parallel mean
curvature vector and finally, we show an application of this formula.

2.1. Principio del maximo generalizado de Omori-
Yau

Sea u : [a,b] — R una funcién continua. Entonces v alcanza su maximo u* en
algin punto zg € [a,b]. Si z € (a,b) y u tiene la segunda derivada continua en un
entorno de xy, entonces

(i) u'(xo) =0 y (i) u"(xo) <O. (2.1)
Se sigue facilmente de aqui que, si u satisface una desigualdad diferencial del tipo
u'(z) + g(x)u'(z) > 0 (2.2)

35
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sobre el intervalo abierto (a,b), donde g es cualquier funcion acotada, entonces o
bien zy = a o bien xq = b. De otra forma obtendriamos la contradiccion

0 < u’ (o) + g(xo)u' () <0

Notemos, sin embargo, que si cambiamos (2.2) por la desigualdad no estricta
u’(z) + g(x)u'(z) > 0 (2.3)

sobre (a,b), entonces se admiten las soluciones constantes u = ¢, y para tales solu-
ciones el maximo se alcanza en cualquier punto de [a, b]. El contenido del principio
usual del maximo es, de hecho, que esta excepcion es la tnica posible, y se enuncia
de la siguiente forma.

Teorema 2.1.1. Sea u : [a,b] — R una funcion de clase C* que satisface
u'(z) + g(x)u'(z) > 0 (2.4)

sobre (a,b), donde g es cualquier funcion acotada. Entonces, u no puede tener un
mdzximo interior en (a,b), a menos que u sea constante.

El argumento para probar el Teorema 2.1.1 consiste en un pequeno truco para
pasar de la desigualdad no estricta (2.4) a la desigualdad estricta (2.2) con una
nueva funcion v muy relacionada con u. En definitiva, la esencia del principio del
maximo radica en u(xy) = u* y las condiciones (i) y (i) en (2.1).

Al sustituir [a,b] C R por una variedad riemanniana compacta 3 sin frontera,
tenemos que, dada cualquier funcién diferenciable u € C*(X), existe un punto zg € X
tal que

(1) u(zo) =u*, (i) |Vu(xg)| =0, y (4i1) Au(xy) <0, (2.5)
donde u* = supy, u < 4-o00.

Siguiendo la terminologia introducida por Yau, la validez de (2.5) sobre X lo
llamamos el principio usual del mdzimo (o equivalentemente, el principio del mdzimo
finito). Veamos aqui un ejemplo tipico de su aplicacion.

Proposicién 2.1.2. Sea ¥ : ¥ — R una hipersuperficie inmersa, orientable y
minimal. St W = R"“\ Uges T2 es un abierto no vacio entonces ¢ es totalmente
geodésica, esto es, (X)) es parte de un hiperplano de R™ L.

Demostracion. Fijemos un punto 0 € W como el origen de R""!. Para cada x € X,
sea v(z) el normal unitario a ¢(X) en ¥(z), de tal forma que (¢ (z),v(x)) > 0. Esto
da una orientacion a X; ciertamente, la componente del vector posicién 1 que es
perpendicular a X y define un campo vectorial normal no nulo sobre X, tal que la
funcion u = (¥, v) es positiva sobre 3. Calculemos Au. Para este fin, escojamos un
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referencial de Darboux orientado a lo largo de ¢, {ey, ..., e,, v} tal que los e;’s sean
tangentes a X para todo ¢ = 1,...,n dada su orientacion. Notemos que

(Vu, X) = X(u) = X((¢,v)) = (Vxtb,v) + (¢, Vxv) = (X, v) + (¢, —AX)
= (U7, ~AX) = (~AUT, X).

donde 9" denota la componente tangente de 1; es decir, ¥ =" 4+ uv.

Luego, Vu = —Aw". Ahora, calculemos el hessiano de u
VAu(X,Y) = (VxVu,Y) = = (Vx(Ap"),Y) = = (VAW X) + A(Vxv"),Y).
Como X = Vx¢ y 1 =T + uv tenemos que
X=Vx@'+w)=Vxy" +o(X,¢") —uAX + X (u)v,

donde en la ultima igualdad hemos usado la formula de Gauss (1.12) parac =0y
la formula de Weingarten (1.13).

Se sigue que Vx9" = X+uAX. Retomando el calculo del hessiano de u, tenemos
que
Vu(X,Y) = — ((VymAX,Y) + (AX)Y) + u (A*X,Y)) .

Por lo tanto, el laplaciano de u esta dado por

Au — Z V2u(es, e;) = — Z ((VyrAes, e;) + (Aes, €5) +u (A%, e;))
= — (tr(Vyr A) + tr(A) + utr(4?))
= — (Vyrtr(A) + nH + ulAP) = —u| AP (2.6)

donde la ultima linea se sigue del hecho de que tr(A) = 0 pues ¥ es minimal.
Esto implica que u es una funciéon positiva y superarmoénica (Au < 0) sobre . Sea
uy, = infy, u. Si u, se alcanza en algtin punto o € X entonces por el principio usual del
maximo concluimos que u es constante, u = u, = u(zg) > 0. De (2.6) tenemos A =0
y 1 es totalmente geodésica. Por lo tanto, la prueba estaria completa si logramos
probar la existencia de xy tal que u, = u(x). Para este proposito, consideremos una
sucesion {z} C ¥ tal que u(xy) — u, cuando k — oo. A cada zj, le asociamos y
dado por la interseccion de T3, > con la linea perpendicular a tal espacio que pasa
a través de 0. Como ||y — O||gns1 = u(xx) es acotado, existe una subsucesion que
denotaremos de nuevo por {yx},cy tal que y, — yo para algin yo € R™*'. Por otra
parte, sabemos que el conjunto J, .y, ToX es cerrado y {yx} C U,cx 722 asi que
deducimos yy € T,,,2 para algin xy € Y. Luego,

. = Jim () = 1 Jlgg — Oy = llgo = Ollgos = (o).
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Observacion 2.1.3. En dimension 2, la proposicion anterior solo necesita de las hi-
potesis de completitud y W # ), para ser valido. Esto se debe a que |[A|*> = —2K
por la minimalidad de . Por lo tanto, v es una solucién positiva de

Au—2Ku =0 en X,

y usando un resultado mas fuerte y no trivial de Fisher-Colbrie y Schoen en [22,
Corolario 4] se puede concluir que A = 0.

Obviamente, cuando Y no es compacta, para una funciéon continua u : > — R
dada con u* = supy, u < 400, no siempre es posible encontrar un punto zy € X tal
que u(xg) = u*. Sin embargo, si u : R — R es una funcion de clase C? con u* < +o0,
entonces no es dificil garantizar la existencia de una sucesion {xy}reny C R con las
siguientes propiedades:

(1) u(xy) >u* — (11) |u'(zp)] < %, y (131) u”(xy) <

| =

1
E>
para cada k € N. Mas generalmente, dada una funcién u : R® — R de clase C? con
u* < 400, existe una sucesion {xy}reny C R” tal que

(i) u(we) > u* — % (i) [Vau(ze)| < % v (itd) Au(zy) < % (2.7)

para cada k € N. La idea principal de la prueba es la misma de Ahlfors [8] que
consiste en considerar una familia de funciones, donde cada una alcanza un méximo
en algin punto de R" y luego aplicar el principio del maximo usual. Por ejemplo,
para probar (2.7) fijamos una sucesion {g;} \, 0" y definimos

ui(x) = u(x) — gl
Claramente, u; toma su maximo absoluto en algin punto x; € R", donde
Vui(z;)) =0y Aui(x;) <0.
Dado que en R", V|z|? = 2z y A|z|*> = 2n, obtenemos

Vu(x;) = 2e;x; (2.8)

Au(z;) < 2ne;. (2.9)

Por otra parte,
u(x;) — 5i|x,~|2 = wu;(z;) > u;(0) = u(0),

y por lo tanto
il zi* < ulzy) —u(0) <u* —u(0) <C
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para alguna constante positiva C'. Entonces se sigue que
C
|xz| S >
&€

Para concluir, fijamos k& € N. Entonces, existe un punto y, € R" tal que
1

u(yp) > u* — TR

lo cual, junto con (2.8), implica

Tenemos para todo i € N
1
wi(w;) = u(z;) — ailw® > wily) = ulyr) — eilysl® > u* — o5 eilyel®.
Esto es,

1
% - €i|yk|2 + 5i‘xi|2 Z u — ﬁ — 5i‘yk‘2 (211)

para todo 7 € N. Ahora escojamos i = i, suficientemente grande tal que

u(z;) > u* —

1 1 1
6ik‘yk‘2 < %7 2 Céik < E7 y Qné?ik < E

Se sigue de (2.9), (2.10) y (2.11), respectivamente, que

1 1

Por lo tanto, denotando z;, = x;, finaliza la prueba.

| =

u($lk) >ut — Y Au(xlk) <

En la prueba anterior hay dos hechos importantes que necesitamos resaltar. El

primero es la igualdad
Alz|* = 2n,

la cual estd rigurosamente relacionada con la geometria de R™. La segunda es la
linealidad del operador laplaciano, por la que se tiene

Auy, = Au — g, Alz)?.

Por supuesto, es posible reformular (2.7) sobre una variedad riemanniana n-dimensional
Y. En este contexto general, no es dificil ver que si la variedad es, por ejemplo, com-
pleta entonces para cualquier funcion diferenciable u € C?(X) con u* < +o0o podemos
siempre encontrar una sucesién de puntos {xy}reny C X que satisfagan (i) y (i¢) en
(2.7). Lo que no se puede asegurar siempre es que ademés se cumpla también la
condicion (i) de (2.7).

Para la prueba de nuestros resultados en dimension superior, haremos uso de una
version generalizada del principio del maximo de Omori-Yau. Siguiendo la termino-
logia introducida por Pigola, Rigoli y Setti en [44], tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 2.1.4. Sea ¥ una variedad riemanniana (no necesariamente completa).
Se dice que el principio del mdzrimo de Omori-Yau se verifica sobre Y si, para
cualquier funcién diferenciable u € C*(X) con u* = supy, u < +00 existe una sucesion
de puntos {x}ren en X con las siguientes propiedades

(2.12)

| =

u)u@g>uﬂ-% @@|VM%N<%,y (i) Aulzy) <

Equivalentemente, para cualquier funcion diferenciable u € C*(X) con u, = infgu >
—o0 existe una sucesion de puntos {zy}reny en X que satisface

u)u@g<Uy+% @ﬂ|VMmﬂ<%,y (i) Amnj>—% (2.13)

En este sentido, el resultado clasico dado por Omori y Yau en [39, 58] afirma lo
siguiente.

Teorema 2.1.5. El principio del mdzimo de Omori-Yau se verifica sobre toda va-
riedad riemanniana completa con curvatura de Ricci acotada inferiormente.

Por otra parte, como observaron Pigola, Rigoli y Setti en [44], la validez del
principio del méximo de Omori-Yau sobre ¥ no depende de cotas de la curvatura
tanto como esperabamos. En verdad, una condicién para garantizar la validez de
(2.12) o de (2.13) puede expresarse en términos de la existencia de una funcion que
cumple una serie de propiedades técnicas y viene dada por la siguiente generalizacion
dada por Pigola, Rigoli y Setti [44, Teorema 1.9].

Teorema 2.1.6. El principio del mdzimo de Omori-Yau se verifica sobre toda va-
riedad riemanniana ¥ que admite una funcion v € C3(X) no negativa que satisface
los siquientes requisitos:

(a.1) y(z) = +00 cuando x — oo;

(a.2) existe una constante positiva A > 0 tal que V| < A/ fuera de un subcon-
Junto compacto de X;

(a.3) existe una constante positiva B > 0 tal que Ay < By/~vG (ﬁ) fuera de un
subconjunto compacto de X2,

donde G : [0, +00) — [0,400) es una funcidn diferenciable tal que G(0) > 0, G'(t) >
0 para todo t > 0,

/+°° dt tG(V/t)

=+o0 y limsup < 400

G(t) t——+00 G(t)
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Observacion 2.1.7. Algunos ejemplos significativos de funciones G que satisfacen las
condiciones del teorema anterior estan dadas por

N

a) =T (le®) 15 1,

j=1
donde log(j) denota el j-ésimo logaritmo iterado.

En relacion al Teorema 2.1.5, mas generalmente, como mostraron Pigola, Rigoli y
Setti [44, Ejemplo 1.13|, un decaimiento suficientemente controlado de la curvatura
radial de Ricci de la forma

Rics(Vo, Vo) > —C?G(o) (2.14)

donde p es la funcion distancia sobre ¥ a un punto fijo, C' es una constante posi-
tiva, y G : [0,+00) — R es una funcion diferenciable que satisface las condiciones
del Teorema 2.1.6, es suficiente para implicar la validez del principio del maximo
de Omori-Yau. En particular, y siguiendo la terminologia introducida por Bessa y
Costa en [11], el principio del maximo de Omori-Yau se verifica sobre una varie-
dad riemanniana completa cuya curvatura de Ricci tiene un decaimiento cuadrdtico
fuerte |17], esto es, con

Ricy > —C?(1 + ¢®log?(0 + 2)).

Ahora, veamos que el principio del maximo de Omori-Yau se verifica sobre toda
subvariedad riemanniana propiamente inmersa en un espacio forma riemanniano
con curvatura media acotada. Pero antes, observemos que en el caso de la esfera
esto se tiene facilmente, pues toda subvariedad propiamente inmersa en la esfera es
compacta, y ya habiamos probado anteriormente que para este tipo de variedades
se verifica el principio del méximo de Omori-Yau, asi que s6lo nos resta probar que
este principio del méaximo se verifica sobre toda subvariedad propiamente ' inmersa
en los espacios euclideo e hiperbolico.

Teorema 2.1.8. Sea ¢ : X" — M7 una subvariedad n-dimensional propiamente
inmersa en un espacio forma m-dimensional M' con ¢ = —1,0. Supongamos que
existe una constante positiva C' tal que

|H| < C\/G (¢c0 1), (2.15)

en el complemento de un subconjunto compacto en Y, donde H denota el vector
curvatura media de la inmersion, o. denota la funcion distancia riemanniana sobre
M™ desde el punto a, y G es una funcion diferenciable sobre [0, 400) que satisface las
condiciones enunciadas anteriormente. Entonces el principio del mdzimo de Omori-
Yau se verifica sobre X.

!'Recordemos que una funcién ¢ : B — D es propia si la preimagen de todo subconjunto
compacto de D es compacto en B.
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Demostracion. Sea a € M* un punto fijo, consideremos g, la funciéon dada por

oc :M" = R
|x — al sic=0y aeR™,

T = 0o(w) = distup (7, 6) = { arccosh(— (z,a)) sic=—-1y a€ H™,

y denotemos por g = g?. Sea 7 = g 09 la restriccion de la funcion extrinseca g a la
subvariedad ¥. Entonces v es una funciéon C? no negativa y, dado que la inmersion
es propia, y(z) — 400 cuando x — oo sobre ¥. En cada z € X, tenemos que

= = T = I
Vg ((x)) = (Vg (d(2) + (Vg (¥ (x)))

donde T y L denotan respectivamente la componente tangencial y normal a lo largo

de la inmersion . Esto es,

2 2

Vg ) =|(To )] +|(To )| = 192 + |(To ()"

Entonces
2 - 2 = 12 — 2 —
Vo = [Vo @) = | (o @)'| < [Va) =49)|¥
pues Vg = 20,V ..
Afirmamos que }V@C(w)} = 1 para ¢ = 0, —1. En efecto, para el caso ¢ = 0 esto
es cierto, pues para todo X € R™
(Vg,X)=X(9)=X({(z —a,x— a)) =2(Vxz,z — a) =2(X,z — a).
Asi que, Vg = 2(z —a) y como Vg, = 1/(20.)Vg se tiene que Vo, = (x—a)/|z — al
y claramente |Vo.(¢)| = 1.

Para el caso ¢ = —1, denotamos por f = cosh g.(¢)) = — (¢, a) asi que Vf = —a*
donde * denota la componente tangencial a lo largo de H™. Dado que a € H™ C
R tenemos que a = a* + a* = a* — (¥, a)1). De este modo,

Vf=—a—(,a)u. (2.16)
Por otra parte, sabemos que V f = senh o.(1) Vo.(1), por lo que
— 1

Voc(y) = m(—a — (¥, a) V).

Por lo tanto,

\Y o' +2(,a)" + (. 0)" [¥[° _ —14 (@) _ —1+cosh®o(y) _

senh? g, (1)) ~ senh®p.(¢)  senh®o.(v) b

Qc(d}) ‘2 =
(2.17)
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En conclusion
IVyl <27

Hasta el momento hemos probado que se satisfacen las condiciones (a.1) y (a.2) del
Teorema 2.1.6 . Resta comprobar la condicion (a.3). Observemos que para X,Y €

X(%)
T V) = (VaValw). V) = (x99, = (A(g, X )
= V2V(Xa Y) - <U(X> Y)>vg (¢)>

=2 . : : .
donde V' denota el operador hessiano sobre la variedad ambiente M". Un célculo
directo produce

V(X,Y) =V g(¥)(X,Y) + (0(X,Y), Vg (1))
=2 [0.(4) Vo) (X.Y) + (X, Veo(¥)) (Y. Veu(¥)
+0e() (0(X,Y), Ve (¢))]
9 MVQQC(WX, Y) + (X, Vo)) (Y, V(1))
7 ((X,Y), Ve (1))] -

Tomando trazas obtenemos
1 " _ _
§A7 = ﬁzv 0 (V) (B, Ei) + [Voo(¥) T|? + nyA (H, Voe(¥))
i=1

donde {E4, ..., E,} es una base ortonormal de 7Y y nH = tr(o).
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y (2.15) tenemos que

(H,Vo.(v)) < |H||Vo.(v)| = [H < C\/G(/7).

Por consiguiente
1 ~— =
321 VALV e)(B B) + Vo) P+ m 1 G, (2.18)

Calculemos el término Y | V2gc(1p)(Ei, E;). Para ¢ = 0, recordemos que Vo, (1) =
(v — a)/| — a|. Asi pues, para todo X,Y € R™

VDX Y)= (TxTa). V) =X (o ) (6= a¥) 4 o (Txlv - a)Y)
1 1

= Y = ),
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Esto nos permite concluir

(2.19)

En el caso ¢ = —1, de (2.16) sabemos que a = —Vf + fi. Derivando esta
ecuacion obtenemos

0=-VxVf—a(X,Vf)+ X+ fX =0.

Asi que tanto la componente tangencial y normal de esta expresion son cero. La
parte tangencial nos permite concluir que VxV f = fX.

Por otro lado, como V f = senh o.(1)) Vo.(1), calculamos su derivada covariante

VxVf =X (senh g.(¢)) V(1) + senh g (1) Vx Voo (1)
= cosh 0c(¥) (Voe(¥), X) Vo (1) + senh 0.(¢))Vx Vo ().

Luego,
senh QC(w)vaQC(@Z)) = vaf — cosh g.(1) <vQc(¢), X> VQCW)

Por lo tanto,

A Tou() — cosh g ()X — cosiii(zc)(iTQcW),)Q VQC(IP).

Esto implica que el hessiano de g.(1) esta dado por

2

V' 0.(¥)(X,Y) = coth oo (¥) ((X,Y) = (Vo (), X) (Voe(¥),Y)) (2.20)

y como coth(xz) <1 para x >> 1 tenemos que

=2
> Vo) (Ei, Ei) < 20/ G(\7) (2.21)
fuera de un conjunto compacto, para alguna constante apropiada co > 0.

Finalmente, reemplazando (2.19) y (2.21) en (2.18) obtenemos

Ay < e3y/YG (V7).

para alguna constante apropiada cg > 0. O

En particular, el principio del maximo de Omori-Yau se verifica sobre toda hiper-
superficie de curvatura media constante propiamente inmersa en un espacio forma
riemanniano.
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2.2. Parabolicidad

Definicién 2.2.1. Se dice que una variedad riemanniana X es parabolica si las inicas
funciones subarmoénicas sobre X, acotadas superiormente son constantes; esto es,
para una funciéon u € 02(2)

Au>0 y supu < +oo implican u = constante.
by

Anélogamente, una variedad riemanniana ¥ es parabdlica si las tinicas funciones
superarmonicas sobre Y, acotadas inferiormente son constantes; esto es,

Au<0 y irzlfu > —oo implican wu = constante.

Un primer ejemplo de variedades parabolicas son las variedades compactas. En
efecto, sea u una funciéon subarmonica sobre una variedad compacta ¥ con supy u <
+00. Entonces por la compacidad de X obtenemos

/Au:().
>

De aqui que Au = 0 sobre X. Por otro lado, dado que Au? = 2(ulAu + [Vul?)
tenemos Au? = 2|Vu|? > 0. De nuevo, utilizando la compacidad de la variedad se

sigue que
/ Au? = 0.
by

Luego, Au? = 0 esto implica que Vu = 0. Por consiguiente, u es constante y esto
prueba que Y es parabolica.

Otro ejemplo de variedad parabolica es R?. Para probar esto seguiremos la idea
dada por Kazdan en |28, pagina 155|. Consideremos u una funcién no negativa sobre
R? tal que Au < 0y denotemos por u(r) el promedio de u sobre la circunferencia
con centro en el origen y radio r. Esto es,

1
u(r) = — y)ds.
u(r) 2rr /x2+y2:r2 U(I y) s

Dado que el laplaciano en coordenadas polares estd dado por
Au = ;(Tu,«)r + T—2U99

vemos que (@) < 0y u > 0. Analizando esta ecuacion diferencial ordinaria con-
cluimos que % es constante. Entonces Au = AT = 0. Como Au < 0 esto implica
Au = 0. Para mostrar que u es a su vez una constante, sea v = 1 — e~ "*. Entonces
v>0y

Av = (Au — |Vul?)e™ <0. (2.22)
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Aplicando el razonamiento anterior a la funciéon v encontramos que Av = 0. Pero
de (2.22) vemos que Vu = 0 y entonces u es constante.

A continuacién, enunciamos un criterio clasico dado por Ahlfors [8] y Blanc-
Fiala-Huber [27| que nos permite determinar si una superficie es parabolica.

Teorema 2.2.2. 57X es una superficie completa con curvatura de Gauss no negativa
K >0 entonces ¥ es parabolica.

Evidentemente, el teorema anterior nos permite argumentar de una forma dife-
rente que R? es parabolica.

Por otra parte, R” con n > 3 no es una variedad parabodlica. Para ver esto es
suficiente con dar un ejemplo explicito de una funciéon superarmonica positiva que
no sea constante. Por ejemplo, es facil ver que la funcion

u(x) = (1 +Jaf?) "2,

cumple los requisitos. Nos falta mencionar que R! es parabolico, y para argumentar
esta afirmacion podemos utilizar la parabolicidad de R2. En efecto, sea u : R! — R!
una funcién que satisface u” < 0y u > 0. Ahora, consideremos la funcion v : R? —
R! dada por
v(z,y) = u(),
para todo (z,y) € R% Observe que v es una funcion no negativa pues u también es
no negativa. Ademas
v 0%

==+ =u"(z) <0.

ox oy
Asf que, v es una funcién superarmonica no negativa, pero como R? es paraboélico
tenemos que v es constante. Luego u también es constante.

Av

En la siguiente proposiciéon probaremos que la parabolicidad es un invariante
conforme en dimension n = 2.

Proposicion 2.2.3. Sea (X, g) una superficie riemanniana y g = e*g una métrica
conforme a g, donde u € C*(X). Entonces (3, g) es parabdlica si y solo si (X,9) es
parabdlica.

Demostracion. Si g es una métrica conforme a g, es claro que g es una métrica
conforme a g (pues g = e~2%g). Por lo tanto, para demostrar esta proposicion sélo
es necesario probar una implicacion.
Veamos entonces que la condicion es suficiente. Consideremos una funcion f sobre
> tal que ~

f<0 y Af>0,

donde A es el laplaciano con respecto a la métrica g. Como § = e?“g tenemos
A =e Ay porlo tanto f <0y Af > 0. Sabemos que (3, g) es parabolica, luego
f es constante, y en consecuencia (X, g) es parabolica.

[
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Del hecho que R! es parabolico y H' isométrico a R! tenemos que otro ejemplo
de variedad parabolica es H!. Pero a diferencia del plano euclideo R?, el plano
hiperbolico H? con su métrica estandar no es parabolico. En efecto, consideremos el
plano hiperboélico en el modelo del disco unidad con su métrica estandar

~ 4

9= m(dl’z +dy?),
donde 7% = 22 4 y%. Este es conforme a la métrica llana g = dz? + dy? sobre el disco
unidad, asi que sus laplacianos son proporcionales. Entonces las dos métricas tienen
las mismas funciones subarmonicas (o superarmonicas). Concluimos que hay mu-
chas funciones subarmonicas acotadas sobre el plano hiperboélico dado que cualquier
funcién subarmoénica respecto a la métrica g en el disco de radio 2 es ciertamente aco-

tada en el disco unitario y por lo tanto en el plano hiperbolico. Consecuentemente,
H? no puede ser parabélico.

Al ver algunos de los ejemplos estamos tentados a pensar que la parabolicidad
depende de la dimension de la variedad. Esto es enganoso, pues en la siguiente
proposicion podemos ver cuando un producto es paraboélico sin preocuparnos que
tan grande sea su dimension.

Proposicion 2.2.4. Si (X, g1) es una variedad compacta y (N, g2) es una variedad
parabolica, entonces X X N con la métrica producto es también parabilica.

Demostracion. Sea u : > X N — R una funcién superarmoénica no negativa, esto es,
Au<0 y u>0.

Consideremos la funcion v : N — R dada por

v(y) = /EU(% y)dz,

para todo x € X. Note que v > 0 (pues u > 0) y dado que ¥ es compacta por el
teorema de la divergencia tenemos que

/AUI/AEU—F/ANUI/ANU.
b b Y >

Anv = / Ayu(z,y)dr = / Au(z,y)dz < 0. (2.23)
> >

Luego,

Entonces v es una funcién no negativa y superarmonica, y como N es parabolica
entonces v debe ser constante. Por lo tanto, Ayv = 0. Luego, por (2.23) y el hecho
que Au < 0 tenemos que

Au(z,y) =0 VY(z,y) € ¥ x N = Ayu=0.
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Consideremos

w=1—e"

y observemos que w es una funcién no negativa pues u > 0. Como w es una funcion
de u, esto es, w = f(u) donde f(t) =1 — e~*. Entonces

Ayw = f'(u)Anu+ f"(u)|Vul?,
notemos que f'(t) =ety f’(t) = —e'. Luego,
Ayw = e “(Ayu — |Vul?) = —e | Vu|* < 0.

De manera que w es una funciéon superarmonica y no negativa. Dado que N es para-
bélica, entonces w es constante, esto implica que Ayw = 0, es decir, —e *|Vu|?> = 0

) ) ) ) )
pero como e~ * > 0 tenemos que Vu = 0, por lo tanto u es constante. O

En particular, ¥ x R? con ¥ compacta es parabdlica.

2.3. Completitud estocastica y el principio débil del
maximo de Omori-Yau

Recordemos que la completitud estocastica es la propiedad de que un proceso
estocastico tenga tiempo de vida (intrinseco) infinito. Una condicion analitica clasica
para expresar la completitud estocastica es la siguiente.

Definicién 2.3.1. Una variedad riemanniana X se dice que es estocdsticamente
completa si para algtin (y por lo tanto, cualquier) (z,t) € X x (0, +00)

/Zp(x,y,t)dy =1, (2.24)

donde p(z,y,t) es el nucleo de calor (minimal) del operador laplaciano A.

Notemos que en la definiciéon anterior la variedad riemanniana X no se supone
que sea geodésicamente completa. En verdad, siguiendo a Dodziuk [21], podemos
construir un niicleo de calor minimal sobre una variedad riemanniana arbitraria co-
mo el supremo de los nicleos de calor de Dirichlet sobre una sucesion exhaustiva de
dominios relativamente compactos con frontera diferenciable. La condicién analitica
expresada en (2.24) es equivalente a otro nimero de propiedades. Por ejemplo, tene-
mos que las siguientes caracterizaciones son equivalentes a la completitud estocastica
(para una prueba, véase |23, Teorema 6.2]).

Teorema 2.3.2. Sea X una variedad riemanniana. Fntonces las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:



2.3. COMPLETITUD ESTOCASTICA Y PRINCIPIO DEBIL DEL MAXIMO 49

(i) ¥ es estocdsticamente completa.

(1i) Para todo A > 0, la unica solucion diferenciable acotada no negativa de Au >
Au sobre X es u = 0.

(111) Para todo X\ > 0, la dnica solucion diferenciable acotada no negativa de Au =
Au sobre Y es u = 0.

(iv) Para todo T > 0, la unica solucion acotada sobre ¥ x (0,4+T1") del problema de

Cauchy

ou 1

A

ot 27"

uli—o+ =0  en el sentido L}, (3)
esu = 0.

Observemos que toda variedad riemanniana parabolica claramente satisface la
condicion (i7) en el Teorema 2.3.2 y por lo tanto es estocasticamente completa. En
|43|, Pigola, Rigoli y Setti encontraron la siguiente caracterizacion de la completitud
estocastica.

Teorema 2.3.3. Sea X una variedad riemanniana. Entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes:

(a) X es estocasticamente completa.

(b) Para toda funcion diferenciable u € C*(X) con u* = supy u < +00, y para todo
e >0,
I;Illf Au <0

donde Q. = {x € ¥ :u(x) > u* —e}.
(¢) Para toda funcion diferenciable u € C*(X) con u* = supy,u < 400 existe una
sucesion de puntos {Tytreny C X que satisface, para cada k € N,

(i) ulze) > u* — >,y (i) Au(zy) < %

1

k’

(d) Para toda funcion diferenciable u € C*(X) con u* = supsu < +oo y toda
f€C'R), si Au > f(u) sobre el subconjunto Q. = {x € ¥ : u(x) > u* — &},
para algin € > 0, entonces f(u*) < 0.

Definicién 2.3.4. Sea ¥ una variedad riemanniana (no necesariamente completa).
Se dice que el principio débil del maximo de Omori-Yau se verifica sobre X si, para
cualquier funcion diferenciable u € C%(X) con u* = supy, u < +00 existe una sucesion
de puntos {xy}ren en X que satisface
1

(1) w(xg)>u"——, vy (i) Au(zg) <

- (2.25)

| =
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Similarmente, para cualquier funcion diferenciable v € C*(X) con u, = infgu > —oo
existe una sucesion de puntos {xy }ren en X con las propiedades

1 1
(1) u(zg) < us + T y  (#i1)  Au(xy) > 7 (2.26)
En particular, el principio débil del maximo de Omori-Yau se verifica sobre toda
variedad riemanniana parabdlica.

Proposicion 2.3.5. No existen subvariedades minimales y acotadas en R™ que sean
estocasticamente completas.

Demostracion. Por contradiccion supongamos que ¢ : %™ — R™ es una subvariedad
estocasticamente completa, minimal y acotada, esto es, existe r > 0 tal que ¢(X) C
B(0,r). Consideremos la funcion u : ¥ — R dada por

Lo
U—§|¢|

2 < +oo entonces u* < +oo. Ademés, para todo

y observemos que u < (1/2)r
X € X(X) tenemos que

X(u) = 5 X((4 ) = (Vv 9) = (X,97)

Luego, Vu = ¢ '. B B B
Por otra parte, X = Vx9 = Vxu' + Vx¢t. Aplicando las formulas de Gauss
y Weingarten obtenemos X = Vx| +o(X,¢") — Ay X + Vyyt. De aqui que
VxVu=X+ A, Xy Vit = —0(X,¢"). Por tanto el laplaciano de u esta dado
por

Au=> (Ve Vu,E)=n+Y (ApE E) =n+tr(Ay) =n+n(H1).

i=1 i=1

Por otro lado, como X verifica el principio débil del maximo de Omori-Yau entonces
existe {z} C X tal que

1
u(zy) < u* — Y Au(zy) <

| =

De manera que

% > Au(zy) = n(1l + (H(xy), ¥(a)))

y dado que para cualquier x se tiene
(H(z), () = —| (H(2), ¥(2)) | 2 —[H[[¢¥(2)] = —sup |H]|r

concluimos que 1/k > n(1 — supy, |H|r). Tomando el limite cuando k — oo obtene-
mos
0>1—sup|H|r
s

o lo que es lo mismo supy, |H| > 1/r, pero esto es una contradiccion pues 3 es
minimal. U
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2.4. Foérmula tipo Simons y aplicacién a subvarie-
dades

En esta seccion presentamos una féormula de tipo Simons para el laplaciano de
las funciones |®|? y |¢1|? sobre subvariedades con vector curvatura media paralelo,
la cual ha sido utilizada por muchos autores. Pero antes de presentarla analicemos
la siguiente observacion.

Observacion 2.4.1. Si H # 0 podemos escoger {&, . .., ,} una base local ortonormal
y normal a X tal que

H= H¢.
Obviamente, ¢, = Ay — HI y ¢, = A, para todo a > 2. En consecuencia, |¢1\2 =
|A1|2 —nH?y |gz50l|2 = |Aa|2 para todo a > 2. Diremos que X" es pseudoumbilical si

y solo si |¢1| = 0.

Ademas, si el vector curvatura media es paralelo, es decir, V§<H: 0 para todo
X € X(X), entonces se tiene

X(H*) = X((H,H)) =2(VyH, H) = 0.

Esto implica que H es constante. Més atin, afirmamos que si H es un vector paralelo
no nulo entonces

100 = Papr Va > 1. (2.27)

En efecto, de (1.9) sabemos que R (X, Y )H = —V)l(V}L/HjLV)L/V)L(H—l—V[lXﬂH: 0
para todo XY € X(X). Dado que X estd inmersa en un espacio con curvatura
seccional constante, de la ecuacion de Ricei (1.11) y el hecho que H es constante,
tenemos que

(RY(X,Y)H, () = ([Aa, Au)X,Y) = H ([¢a, 01] X, V) .

Por lo tanto, 0 = <RL(X, Y)H, §a> = H ([¢a, 91] X,Y) y de aqui deducimos que
(6o &1] = 0 pues H 4 0.

Ya estamos listos para probar la féormula tipo Simons para subvariedades inmer-
sas en espacios forma riemannianos.

Lema 2.4.2. Sea X" una subvariedad inmersa en un espacio forma riemanniano
(n+ p)-dimensional M con vector curvatura media paralelo H no nulo. Entonces

SAIEP = 3 {00, 65%) — [1r(6ud)]} — D lir(0atn)l* +nH Y tr(he)

a,Bf=2 a=1

+n(c+ H?)|®]? + |V (2.28)
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Demostracion. Un calculo tensorial estandar implica que
§A|(I>| = §A((I>,(I>) = |VO|* 4 (P, AD). (2.29)

Aqui VO : X(X) x X(2) x X(2)—=X-(X) denota la derivada covariante de @, la
cual estd dada por

VO(X,Y,Z) = (VzB)(X,Y) = VEB(X,Y) — D(VX,Y) — B(X,V,Y),

para cualesquiera X,Y, Z € X(X) y el laplaciano A® : X (2) x X(X)— XL(2) esta
dado por

A(/I;(X7 Y) = tr(vza)(Xu }/7 ) )) = Z szf)(X7 }/7 Ey, Ek)v
k=1

donde {E}, ..., E,} es una base local ortonormal sobre . Observemos que, en nues-
tra notacion,

V2O(X,Y, Z,V) = (Vi V®)(X,Y, Z).

Dado que H es un vector paralelo tenemos que V® = Vo, el cual es simétrico por
la ecuacion de Codazzi (1.8) y la simetria de 0. Entonces V2® es también simétrico
en sus tres primeras variables.

Con respecto a las simetrias de V2® en las otras variables, no es dificil ver que

V2O(X,Y, Z,V) = V2B(X,Y,V, Z) — R-(V, 2)®(X,Y) + B(R(V, Z)X,Y)
+O(X, R(V, 2)Y). (2.30)

Por las simetrias tenemos que
V20(X,Y, Ey, Ey) = V2O(Ey, X, Y, E}).
De (2.30) se sigue
V20(Ey, X, Y, Ey) = V2 (Ey, X, Ey, Y) — RE(Ey, Y)®(Ey, X) + ®(R(Ey, Y) Ep, X)
+&(Ey, R(E, Y)X)
y usando las ecuaciones de Gauss (1.7) y Ricci (1.10) obtenemos

AD(X,Y) :Z {V2<T>(Ek> B, X,)Y)—o (A«i(Ek,X)Ek’ Y) +o <E’f’ AEIS(EIWX)Y)

k=1
— B (Avir Br X) + & (Ao m Y, Br) = ® (Ao B By) |
+en®(X,Y) + B(AuenY, X) — ¢ (X, V) tr(D).
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Como tr(®) =0y Sy V2O(Ey, By, X,Y) = tr <VYVX€>> =0, tenemos que

AB(X, V)= | = 0 (Aggu, 0B Y ) + 0 (B g, )Y ) = D(Aorg B, X)

+8 (Ao s Br) = @ (Ao Br Bx) | +n®(X,Y)+nHE(4,Y, X).
Por lo tanto,
(8,88) =3 (B(B. E), AN(E E)) = Y { = (8(B: By, o(Ag s, 1) B Ey))
ij=1 i.5,k=1
(BB, B7), 0 (B, A, ) B) ) = (@ (B, By) , 8( Ao, ) B, Br))

¢
+ <Zf) (B Ej) P (AO'(EZ' B Ej, Ek)> - <(AI; (&, Ej) P (AU(EmEj)Ek’ Ek)> }

—1—an|<1> B, E \2+nHZ< (E,, E;) @(AlEj,Ei)>.
i,j=1 i,j=1
Sabemos que <a>(Ei,Ej),a(A5(Ek’Ei)Ek,Ej)> - <A5(Ei’Ej)oAE)(Ek7Ei)Ek,Ej> y
(B(Ei, By), (B Ag, 5 E3) ) = (A, ) © Ay B Er ) - Entonces

(3.88)= 3 {([Aacm o sy Boo ) — (85 5,) 8, B B

+ <<T> (Ei, Ej), d (Ag(Ei,Ek)Ej, Ek)> — <(AI; (Ei, ), @ (AU(Eiij)Ek’ E’f)> }

+on|B? +nH S <€1’>(Ei,Ej),&S(A1Ej,Ei)>. (2.31)

i,j=1

Sea {&,}”_, una base ortonormal y normal a ¥ entonces podemos escribir a ® en

términos de la base de la siguiente forma: d = Y b (paFi, E;) €. Reemplazando
esto en (2.31), obtenemos

(8.88) =37 {13 (0,50 B (05 5) (14, A B B

i,5,k=1  a,y=1

=3 [(6aB B (0a s B (A, B
a,B=1

+ (Pa L, E;
<¢aEz> E;

> <¢aABEj> Ek> <A6Eia Ek>
i) (PaApEy, Ey) (AgE;, Ej) } }

n p
+nH > Y (¢uEi, Ej) (¢a Ej, Er) + cn| @,

i,j=1 a=1
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Luego, sumando en ¢ se tiene que

(3,08) =cn o +Z{Z (BaEj, 6yEr) ([Ay, Aol Er, Ej)

7,k=1 a,y=1

p

- Z [<¢o¢Ej> ¢ocAﬁEk> <ABE > <¢a ABEk> <¢aA5Ej> Ek>

a,B=1
nop
+ {9a ks, AgEy) (6aAsBi Bi) |} +0H 30" (6aBy, daAiEy)
j=1 a=1
y ahora sumando sobre j resulta
~ o~ n p P
(8,80) =3 { " (6atBr (A, AJE) = Y [(62A5Es, AsEr)

k=1 an=1 o,f=1

~ (BaAsBi, AsdaBr) + (0aAsBi, Bi) tr(0ads)| |

p
+nH Y tr(¢Ar) + cn|®|*.

a=1

De (2.27) y la ecuacion anterior tenemos

<€1'>,A€f>> :aéz{tr([%,%] ) — [tr(facds)] } ;tr ) +nH;tr(¢iqb1)
+ n(c+ H?)|®|? (2.32)

donde hemos usado los hechos A; = ¢1 + HI y tr(¢;) = 0. Como tltimo paso para
concluir esta prueba, reemplazamos (2.32) en (2.29). O

Lema 2.4.3. Sea X" una subvariedad inmersa en un espacio forma riemanniano
(n+ p)-dimensional M?*P con vector curvatura media paralelo H no nulo. Entonces

%Alcbll2 == [tr($19a)]” +nlc+ H) 01" +nHir (¢7) + Vo[, (2.33)
a=1

Demostracion. Dado que H es una constante no cero, V¢; = VA;. De la ecuacion
de Codazzi (1.18) concluimos que V¢; es simétrico porque & es un vector paralelo.
Por lo tanto, V2¢; es también simétrico en sus dos primeras variables,

V2 (X,Y,2) =V’ (Y, X, 2), X,Y,Z € X(%).
Con respecto a las simetrias de V2¢; en las otras variables, no es dificil de ver que

V26, (X, Y, Z) = V26, (X, Z,Y) = R(Z,Y)$: X + 62(R(Z,Y)X).  (2.34)
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Como Ay (X) =30 V(X E, E) =Y 0 V2 (E;, X, E;). De (2.34) tenemos
v2¢l(Eia X> EZ) = V2¢1(Ei7 Ei7 X) - R(Eza X)¢1E7, + ¢1(R(E27 X)EZ)

Luego, usando la ecuacion de Gauss (1.7) tenemos que

n

Apy(X)=>" {vx(wl)(Ei, E;) — (1B, By) X + c{$1 X, Ey) i + Ag(x,p, 1) Ei

i=1
— As )X T cn X — (X, E;) 01 B — 01 Apix g i + Cble(Ei,Ei)X}

ZZ {AJ(X7¢1EZ-)EZ' — Ag(B; 01 E)X — gble'(X,Ei)E’i} +eng X+nHp A X
i=1

donde hemos usado los hechos de que la traza conmuta con Vx y que tr(Ve,) = 0.
En consecuencia,

(61, A¢1) =Y ($1Ej, Aji(Ey)) =) {<¢1A0(Ej,¢1Ei>Eu Ej) — (&1 Ao, 5 B, Ej) }
j=1 ij=1
_Z tr (¢1AJ(E1.7¢1E2.)) +cn |¢1|2 + nHtr(ngfAl)
i=1

Si {&,}2_, es una base ortonormal de (7,X)*, tenemos

p p

U(Eja¢1Ei):Z<Aa¢1Ei>Ej>€a y o(b;, E;) = Z<AaEian>€a-

a=1 a=1
Usando esto y (2.27) obtenemos

p p

(61, 801) =3~ {tr ((6140)°) = tr (Aad}Aa) | = [tr (0141)]* = D [tr (626

a=1 a=2

+ cn |¢y > + nHtr[p (¢ + HI)]

== [tr(610a))” + en|dn]” + n|H|tx(¢}) + nH? |on]*.

a=1

Finalmente, reemplazamos esto en (1/2)A|¢1 > = |Voi|? + (¢1, Ady). O

En particular, para hipersuperficies tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.4. Sea X" una hipersuperficie inmersa en un espacio forma rieman-
niano M2 con curvatura media constante H, y denotemos por ® su tensor de
umbilicidad total. Entonces

%A|<I>|2 = |V®|? + nHtr(®*) — |®*(|®|* — n(c+ H?)). (2.35)
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A continuacion presentamos una aplicaciéon para subvariedades inmersas en espa-
cios forma con vector curvatura media paralelo. Para ello, consideraremos el siguiente
resultado auxiliar dado por Okumura en |38|.

Lema 2.4.5. Sean ay,...,a, nimeros reales tales que Z?Zl a; = 0. Entonces

Za 3/2<Za < —— Za 3/2

Ademds, la igualdad se tiene en el lado de la derecha (respectivamente, en el lado
de la izquierda) si y sdlo si (n—1) de los a;’s son no positivos (respectivamente, no
negativos) e iguales.

En [53, Teorema 1.1] Vlachos utilizando la formula de Simons y el principio del
maximo de Omori-Yau consiguié estimar el supremo de |£Iv>| para subvariedades com-
pletas con vector curvatura media paralelo inmersas en la esfera euclidea. Nosotros
hemos podido mejorar y extender dicho teorema a subvariedades estocésticamen-
te completas con vector curvatura media paralelo inmersas en los espacios forma
riemannianos como se puede apreciar en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.6. Sea X" una subvariedad estocdsticamente completa inmersa en un
espacio forma (n+ p)-dimensional MI*P (¢ =0,1,—1 yn > 3) con vector curvatura
media paralelo H no nulo y H? + ¢ > 0. Entonces

(i) o bien ¥ es una subvariedad pseudoumbilical,

(ii) o bien supy, |B| > ay (mzH? T d(n—De— (n— 2)|H|) >0

__n
T oyn— 1

Demostracion. Podemos usar el Lema 2.4.5 para estimar tr(¢?) como sigue

—2
[tr(3)] < ﬁw%
y entonces
—2
nHt(6}) > —n|H|tx(69)] > —%mum (2.30)

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que [tr (¢p10a)] < |¢1] |¢a| para
todo a > 1. Luego,

p

D [t (@160)) < 161D [al® =[] D]
a=1

a=1
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Esto es,

p

= " [tr(dr16a)* = — [ 2] (2.37)

a=1
Usando (2.36), (2.37) y el hecho que |¢1] < || en (2.33), encontramos
n(n — 2)
n(n —1)
> —|¢1[* P e(|9)),

1 -
FABIT = [Vl - [Hl|61* = |éu[*(|9* — n(c + H?)) (2.38)

donde Py () = 2*+n(n —2)/\/n(n — 1)|H|z—n(c+ H?) es un polinomio cuadra-
tico creciente si x > 0 (de hecho, si ¢ > —n(n — 2)/(24/n(n — 1))|H| véase Figura
2.1) que satisface Py .(0) = —n(c+ H?) < 0y cuyo discriminante esta dado por
n/(n—1) (n*H?*+4(n—1)c). Ademas, como H? + ¢ > 0 el polinomio Py .(z) tiene
una tnica raiz positiva dada por

o= 5 (VPR A= e - (- D) H]).

pues

Vn2H? 4+ 4(n — 1)c — (n—2)|H| > 0 < 4(n — 1)(c + H?) > 0.

Py ()

Q|H|c

—n(d+ H?)

Figura 2.1. El polinomio Py .(z) cuando H? 4 ¢ > 0.

Si supy, |®| = 400, entonces se tiene trivialmente (i) y no hay nada que probar.
Si supy, |®| < 400, como |¢1| < |P| entonces supsy; [¢1| < +00 y podemos aplicar
(2.25) a la funcion |¢;]?, asf que, existe {x;}rey en X tal que

i [6l(@) = sup .y Aloaf*m) < 1/k,
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lo cual junto con (2.38) implica
1/k > Al () > =2[¢n[* (@) P | D] ().

Dado que {|(I)|(:L'k)} es una sucesion acotada, tomando el limite superior cuando

k — oo, obtenemos

2
(sup |¢1\) P (h’m sup \q)\(xk)) > 0. (2.39)
% k—o0

Se sigue de aqui o bien supy, |¢1| = 0, lo cual significa que |¢;| = constante = 0 y la
subvariedad es pseudoumbilical, o bien supy, |¢1] > 0 y entonces

e (tmsup Bl(a1)) 2 0
k—o0

lo que implica supy, |®| > lim sup,_,_ |®|(zx) > Q|H| e O



Capitulo 3

Una estimacién 6ptima para el
infimo de la curvatura escalar

Sumario. En este capitulo estudiamos el comportamiento de la curvatura escalar S
de una hipersuperficie completa inmersa con curvatura media constante en un espacio
forma riemanniano de curvatura constante, derivando una estimaciéon 6ptima para
el infimo de S. Nuestros resultados serdn una aplicacién de un principio débil del
méximo de Omori Yau. Los resultados de este capitulo se encuentran recogidos en el
trabajo [5].

Abstract. In this chapter we study the behavior of the scalar curvature S of a com-
plete hypersurface immersed with constant mean curvature into a Riemannian space
form of constant curvature, deriving a sharp estimate for the infimum of S. Our
results will be an application of a weak Omori-Yau maximum principle. The results
of this chapter are collected in the paper [5].

3.1. Superficies con curvatura media constante

En un articulo clasico, Klotz y Osserman [29| caracterizaron las esferas total-
mente umbilicales y los cilindros circulares como las tinicas superficies completas
inmersas en el espacio euclideo 3-dimensional R? con curvatura media constante no
cero y cuya curvatura de Gauss no cambia de signo. Mas tarde, Hoffman |26] y
Tribuzy |52| dieron una extension de este resultado al caso de superficies con curva-
tura media constante en la esfera euclidea 3-dimensional S? y el espacio hiperbolico
H3, respectivamente. Especificamente, si colocamos juntos los resultados de estos
autores en una sola afirmacion, se obtiene el siguiente teorema (véase también [16,
Proposicion 3.3|).

Teorema 3.1.1. Sea X una superficie completa tnmersa en un espacio forma 3-
dimensional M2 (¢ = 0,1,—1) con curvatura media constante H. Si su curvatura

59
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de Gauss K no cambia de signo, entonces o bien ¥ es una superficie totalmente
umbilical o bien K =0 y

(a) c=0yX es un cilindro circular R x S'(r) C R3, con r > 0,
(b) c=1yX esun toro llano S'(v/1 —r2) x S}(r) C S3, con 0 <r < 1,

c) c=—1 9y es un cilindro hiperbélico H' (—v/1 + r2) x S'(r) C H3, con r > 0.
(c) y P vV ,

Como una bonita aplicacion del Teorema 3.1.1, obtenemos la siguiente conse-
cuencia para el infimo de la curvatura de Gauss de .

Teorema 3.1.2 (|5|, Theorem 2). Sea ¥ una superficie completa inmersa en un

espacio forma 3-dimensional M2 (c = 0,1, —1) con curvatura media constante H tal
C ) Y

que H?> + ¢ > 0, y denotemos por K su curvatura de Gauss. Entonces

(i) o bien infs K = H?> + ¢, y ¥ es una superficie totalmente umbilical,
(i1) o bien infy, K <0, con igualdad si y sdlo si

(a) c=0y X es un cilindro circular R x S'(r) C R3, con r >0,
(b) c=1yX esun toro llano S'(v/1 —r?) x SY(r) CS3, con 0 < r < 1,

(c) c =—1y X es un cilindro hiperbolico H'(—v/1 +r2) x St(r) C H3, con
r> 0.

Demostracion. De (1.23) sabemos que en la superficie se tiene 0 < |®|? = 2[H? —
(K — ¢)]. Entonces
K<H?’+¢

sobre X, con igualdad en los puntos umbilicales de X. Por lo tanto,
inf K < H? +c

con igualdad si y solo si X es totalmente umbilical. Esto prueba la parte (i).

Mas afin, si se tiene la desigualdad estricta, es decir, infs; K < H? + ¢ entonces
necesariamente

inf K <0,
b

pues de otra forma, tendriamos que K > infy K > 0 lo cual no es posible por el
Teorema 3.1.1, ya que la superficie no es totalmente umbilical ni llana como (a), (b)
y (¢). Esto muestra que infy, K < 0.

Finalmente, si se tiene la igualdad infy K' = 0 entonces K > 0 y por el Teore-
ma 3.1.1 concluimos que ¥ debe ser una de las superficies de los items (a), (b) o (¢)
del Teorema 3.1.1. O
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Ahora, observemos que las superficies de revoluciéon muestran que la estimacion
del Teorema 3.1.2 es 6ptima. Por ejemplo, si consideramos las superficies de revolu-
cion de Delaunay en el espacio euclideo. Para una constante dada H # 0, podemos
considerar la familia de onduloides en R? (véase Figura 3.1) con curvatura media
constante H, la cual estd dada por la siguiente parametrizacion

(s,0) BN (xp(s),yp(s)cosb,yp(s)send) (3.1)

donde 0 < B< 1y

s 1+ Bsen (2Ht)
rp(s) = - ,
o v/1+ B2+ 2Bsen (2Ht)

V/1+ B%+2Bsen (2Hs)

yp(s) = 20| > 0.

Figura 3.1. Onduloides.

Obsérvese que las derivadas parciales de X estan dadas por
X, = (:Ejg(s),y%(s) cos 8,y (s) sen@) vy Xo= <0, —yg(s)send, yp(s) cos@).

Luego,
B = (X, X,) = 25(5)* + y(s)? = 1.
En efecto, por el teorema fundamental del calculo sabemos que
B 1+ Bsen (2Hs)
\/1+ B2 +2Bsen (2Hs)

rp(s)

y realizando un calculo directo tenemos

_H Bcos (2H s)
|H | \/1+B2+QBsen(2Hs)’

Y5(s)




62 CAPITULO 3. INFIMO DE LA CURVATURA ESCALAR

de donde se sigue que x'5(s)? + yz(s)? = 1.

Por otra parte,
Fi= (X, Xg) =0, G:=(Xg,Xp) =yp(s)>0, y VEG=uygz(s).
Asi que la primera forma fundamental de estas superficies esta dada por
ds® + yp(s)*d6?, (3.2)

y como F' = 0 podemos calcular la curvatura de Gauss de la siguiente forma

1 E G
i) ().
_ U (2ys(s)yp(s)) _ yp(s)
2yp(s) ( y5(s) )s y5(s)
4H?B(B + sen (2Hs))(1 + Bsen (2Hs))
- (1+ B2+ 2Bsen(2Hs))? '

De manera que para estos ejemplos la funcion Kg(s, ) = Kg(s) depende solo de la
variable s, asi que si calculamos su primera derivada obtenemos

8H3B(1 — B?*)?cos(2H3s)

(1+ B%2+2Bsen(2Hs))?’

Kip(s) =

Entonces K;(s) = 0 si y solo si cos(2Hs) = 0; por consiguiente los puntos criticos
de Kp(s) son

T 3T

T Ty — h dond h,k €Z,

i oE” Y o TEh o
pues Kp(s) es una funcion periodica de periodo m/H. Por otra parte, la segunda
derivada de la funcion Kg(s) viene dada por

—16H*B(1 — B*)?[6B +sen(2Hs) (1 + B> — 2B sen(2Hs))]
(14 B2+ 2Bsen(2Hs))?

Kp(s) =

Evaluando los puntos criticos en esta segunda derivada se tiene que

_16H*B(1 — B2)?
K (I
<4H * Hk> axpz
3 16HB(1 — B?)2
K h .
B(4H H) a-pp

Aplicando el criterio de la segunda derivada concluimos que en 7w/4H + (7/H)k se
alcanza un maximo y en 37/4H + (w/H)h se alcanza un minimo. Por esta razon,
podemos afirmar que el

—4H?B

ianB = m

< 0,
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y para un € > 0 dado, existe 0 < B < 1 tal que

inf Kp =—¢ <0.

A continuaciéon presentamos otra prueba del Teorema 3.1.2 aplicando técnicas
del analisis complejo y del principio del maximo de Omori-Yau.

Enfoque alternativo del Teorema 3.1.2

Dado que X es orientable, la métrica riemanniana inducida en Y determina una
estructura conforme sobre Y. En lo que sigue, sera ttil tratar a ¥ como una superficie
de Riemann con respecto a esta estructura conforme y a la inmersion isométrica
como una inmersion conforme. Si z = u + v es una coordenada compleja sobre X,
entonces la métrica inducida sobre X puede ser expresada de la siguiente forma

ds? = e? |dz|? (3.3)

para una funcion diferenciable o = o(z). Si realizamos las siguientes identificaciones,
las cuales son licitas,

wu = d¢(au) = auv y 1/}1) = dw(&;) = ava

se pueden definir campos locales de la forma

1/},2 = %(% - 7:1/}1))7 y wE = %(d}u + 721/%)7 (34)
que satisfacen
(erthe) = (s ) =0, (i) = 5 (35

donde los subindices denotan las derivadas parciales. En efecto,

<wza'¢)z> = i (<wu>wu> -2 <wua¢v> - <wvawv>) = 0,
<¢z,¢z> = i(<wu>wu> + <wv>wv>) = %97

(s, 02) = (2, .) = (s, ¥.) = 0.

Por otro lado, {t¢,,%,} es una base ortogonal local de campos tangentes sobre
() = X con Y] = ¥, = €22, por lo tanto {e™%%),, e %), } es una base
ortonormal. Si denotamos por A al endomorfismo de Weingarten, tenemos que
2H = tr(A) = (Ale™? ), e Pu) + (A(e™Py), e,
= e 2 [(A(u), Yu) + (AW0), )],



64 CAPITULO 3. INFIMO DE LA CURVATURA ESCALAR

y despejando se sigue

2He? = (A(Yu), Yu) + (A(Yn), ¥0) - (3.6)
Definiendo v, y 15 como en (3.4) y utilizando la C—linealidad de A, tenemos
(AG), ) = 3 (Al — i00), o + )
1 1
=7 (AW ) + (A(n), )] =5 He. (3.7)

De manera anéloga,

1

A partir de esta expresion podemos definir una funcion diferenciable ¢ de la siguiente
forma:

¢(Z) =2 <A(wz>7¢z> =—2 <Nzﬂ/}z> = _2(82(<7vb27 N)) - <1/}zz7 N)) =2 <7vbzzaN(>39)

Definicion 3.1.3. A la forma diferencial cuadréitica Q(p) = ¢(z(p))dz*(p) la lla-
maremos diferencial de Hopf de la superficie 3, y diremos que es holomorfa si lo es

0.

Por otra parte, observemos que

oie =3 (0e(0)i0x(0)) = (3 00w -

Entonces

l

. 1
9 (Qvu+Zvi)) - _(Quu+vi)'

4

AOQ = Ouu T Ovw = 4QzEa (310)

donde A, denota el laplaciano respecto a la métrica llana g, =|dz|* = du® + dv?.
La expresion (3.3) indica precisamente que la métrica g = ds? es localmente conforme
a go, pues g = e2g,. Por tanto, teniendo en cuenta la relacion entre las curvaturas
de Gauss de dos métricas conformes, se tiene que

K = K, — (1/2)A.0.

En nuestro caso, como K, = 0 se tiene que la curvatura de Gauss de ¥ esta dada
eg
por K = —EAOQ, de manera que

K = —2e"%p.z. (3.11)
Los campos vectoriales tangentes 1), ¥z, asi como también el normal N (y el vec-

tor posicion 1, cuando ¢ = £1) definen un sistema de referencia sobre la superficie,
el cual satisface las siguientes ecuaciones estructurales para la inmersion.



3.1. SUPERFICIES CON CURVATURA MEDIA CONSTANTE 65

Proposicion 3.1.4. Sea ¢ : X — M2 una superficie orientable con aplicacion de

Gauss N y sea z una coordenada compleja local sobre ¥ tal que ds® = 69|dz|2.
Entonces
1
w—:—HN—c 1/1, (3.13)
N, = —sz - (;56_91/13, (3.14)

donde H = (1/2)tr(A) = 2e72 (1.5, N) es la funcion curvatura media de la superficie
y¢:2<d}zz7N>-

Demostracion. Nuestro objetivo es escribir la formula de Gauss dada en (1.12) y la
formula de Weingarten (1.13) para la inmersion ¢ en términos de z. Entonces

ot = Vithe - (AWS), 0) N — 0t 62) § = Viths - {A(2), 42) N
5t = Vit + (AQ), 1) N — (e ) © = Viths + (A(W2), ) N — e,
o s = V0
Dado que {,, 45} forman una base de TS tenemos
Vb = ants + Bube y Vitbs = oot + ot

donde aq, 51, ag, By son funciones con valores en C. Calculemos los valores de «;, 3;
para i =1,2.

a1 = 2e7¢ <v’¢)z/l/}z7 w5> = 2e7? [wz (<7vb27 w5>> - <7vbzv v¢zw5>]
= 26_9 |jvbz (629) (wz,waﬁ} = 26_9 |:Qz_ - wz (<1/}zu7vbz>) = 0Oz
B = 2678 (Vo) = 2672 | Ju ()] =0
Analogamente, para as, f2 tenemos

g = 2e 2 (Vy, 1z, 1bz) = 2e7° Fw ((¢=, ¢z>)] 0,

(0] =1

l\Dli—‘

By = 2670 (Vg the, ) = 26 (Vytbs ) = [

De modo que, Vy 1, = 0.1, y Vy_ 1z = 0.
Por otra parte, A(1,) también se escribe en términos de la base de TY, asi,

A(wZ) = M. + Aoz,
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donde A1, Ay son funciones con valores en C. Por lo tanto,

e

0

%)\1 = (A(¢,), V=) = %H entonces \y = H, y
e 1

%)\2 = (A(¢,),v,) = §gz5 entonces Ay = e %¢.

Luego, A(v,) = Hy, + %qﬁ/}z y por ende, la formula de Gauss esta dada por

bW = 0+ 5 ¢N o Vy wz— HN—C w,
y la formula de Weingarten esta dada por
N. = V9N = —A(.) = —Hib. — e?6uj=.
O

Observacion 3.1.5. Existe otra forma de calcular las ecuaciones estructurales de la
inmersion ¢ utilizando el hecho de que los campos vectoriales {t,, 15, N, 1} generan
a M2 y por tanto

Vo, = 0, + f1vz + N + My con ay, B1, 71, M € C,
Yoz = o), + Bathz + 72N + Aatp con ag, B2, 72, A2 € C,
N, = a3, + Bz + 13N + A31p  con ag, 3,73, A3 € C.

Hallemos los respectivos valores de «;, 53;,7i, Ai € C, para ¢ = 1,--- ,4. Para ello,
observemos que

51 = 26_9 <7vbzzaq/}z> = 26_9 |:%8Z (<7vb271/}2>):| = 6_982(O> = O’

o) = 26_9 <"7Z)zz> wz> - 26_9 [82 (<wz> ¢z>) <¢z, ¢zz>] - 26 [

o (5)-

v = (Y.., N} (pues (N,N)=1),
M = (e, ¥0) = c(0:((V2,¥) — (Y2, 42)) =0 (pues (¢, ¢) = ¢).

Anéalogamente, para as, 32,72, Ay se tiene

52 = 2e? <sza ¢Z> = Oa
Qg = 2e7° <¢zz, ¢E> = 2e? <wzza ¢E> = a

V2 = <Nzﬂ/}2> = <A(wz> 1/},2) = —Heg

Yo = e {ghee, ) = c:((n, ) — (1, ) = —5-

(5) - )
FQQZ} = 0.,

l\DI»—t

0,
<<wz,¢z>>} P {6% Lo }

o~
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Finalmente, encontramos que as, B3, v3, A3 estan dados por

az=2e’? <Nz>w3> = _26_Q< (%) ¢E> =—H,
/83 =2e? <Nzﬂ/}z> = —2¢"° <N djzz) = _¢€_Qv
73=<NZ,N>:1 << >> <>—o,

En consecuencia tenemos

1

A continuacion estudiaremos las condiciones de integrabilidad del sistema.

Proposicion 3.1.6. Sea ¢ : ¥ — M? una superficie orientable con aplicacién de

: 2
Gauss N y sea z una coordenada compleja local sobre Y. tal que ds* = e?|dz|".
Entonces la ecuacion de Gauss viene dada por

—2p 2 _ H2 -0 _ H2 K

el =H"+2¢ % +c=H —K+c (3.15)

y la ecuacion de Codazzi viene dada por
¢§ = QQHZ. (316)

Demostracion. Por (3.14) tenemos que A(y,) = =N, = Hip, + e bz y A(Yz) =
e 2oy, + Hi. Es decir, la matriz A esta dada por

B H e
a1, o

A? —2HA+det(A) =0 y K =c+det(A)

Dado que

tenemos
|A]? = 4H? 4+ 2¢ — 2K, 0 lo que es lo mismo, e 2 |¢|* = H> — K +c.
De aqui, utilizando (3.11) se concluye (3.15). Por otra parte,
VA(:, ¥z) = (Vi A) (1) = Vi (A (1)) = A(Vith:)
= Vi (H. + e %0¢z) — A(0)
2. + HV y 1), — 0ze” 29z + € 29zt + e 2poztz
- ZQ/JZ + e_ggbzq/}?:u (3'18)
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VAWz,1.) = (V. A) (¥z) = Vi, (A (1) = A(Vy,2)
= V. (€79, + Hyz) — A(0)
= —0.¢ 2P, + €201, + € 2OV . + Hotps + HV y 1)z
= —0.670P. + €79, + € P01, + Hotps
= 6_9@% + H 1=

Igualando estas dos expresiones se obtiene la ecuacion de Codazzi (véase (1.18)), la

cual estd dada por _
HZ = €_g¢g (6} HE = €_Q¢Z.

O

Observacion 3.1.7. Otra forma de probar las ecuaciones de Gauss y Codazzi del
sistema, es utilizando el hecho de que ¥,z = ...

1 1 1
(¢zz)z = (szz + §¢N) - szwz + szzz + §¢3N + §¢NE>

z

e? e’ e? e? e? e? e?
=), = | =—=HN — c— = —0,HN+ —H,N+ —HN, — co,—1 — c—1,.
(Vez), (2 c2¢)z 59 +3 + 3 o5 —egy

Ahora, como N5 = N,, por (3.14) tenemos
N, =—-H¢, —e 9t y Nz= —6_951/1;: — Hy
va que H y e¢ son reales. Por tanto, realizando los respectivos reemplazos
(12s)z = 02t + 0uths + 50N + 56 (~e G — Hs)

1 _ 1 1
= <sz — §|¢|26 9) Y, + 0.0z + §¢2N - §H¢¢z>

e? e’

e? e? _ e?
(¢zf)z - 92 QZHN + EHzN + EH (_Hd}z —€ g¢1/}7> - CQZEw - C?djz
e? e? e?
=5 (@H + H) N = - (H + )b = Hovz — co. 50

Al igualar (¢,.z,1¥5) = (¥.,z.,15) nos lleva a que

el L oo, e
N 2z T 5 :__H )
3 (o gloPee) == 4o

es decir,
—2e %0, + e 2|¢|* = H* +c,
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y por (3.11) tenemos
e 2p> = H? — K +c.

Por otro lado, igualando (1., N) = (¢,z,, N) encontramos que

e

1 e

Dado que (N, ¢.z) = (—Nz,¢,) = (A(¢2),¢,) = %Heg (véase (3.7)), concluimos
¢E = €QHZ.

Como una aplicacion, presentamos una de las propiedades mas importantes que
satisface la diferencial de Hopf sobre una superficie de curvatura media constante,
esta propiedad nos permitira aplicar métodos del analisis complejo al estudio de este
tipo de superficies.

Teorema 3.1.8. Si X tiene curvatura media constante H, entonces la diferencial
de Hopf Q) es holomorfa.

Demostracion. Para demostrar que @) es holomorfa, veremos que ¢|y es holomorfa,
donde ¢(z) = 2(A(¢,),1,). Recuérdese que ¢ es holomorfa si y solo si ¢z = 0.
Usando lo demostrado en (3.16) se tiene que ¢ = e2H,. Como H es constante
entonces ¢z = 0. Por tanto la diferencial de Hopf @) es holomorfa.

U

Ahora ya estamos en condiciones de probar el siguiente resultado auxiliar, que
serd fundamental para la demostracion de los resultados principales.

Lema 3.1.9. Sea ¥ una superficie con curvatura media constante en M2. Entonces,
el laplaciano de su curvatura de Gauss estd dado por

AK = —AK(H? — K +¢) —4e7% 20,0 — ¢.|° < —4K(H?> — K +¢).  (3.19)

Demostracion. De (3.3) se tiene que

’K
AK =e °AK =4 °—— = 4e °K 5.
020%

Como H es constante sabemos que ¢z = (¢), = 0. Ademas, de (3.15) obtenemos

K. =—(e722|¢[*). = 20.¢722|¢|> — 7229, 9, (3.20)

K. =20 e 2|¢]> — 40.0: e 2 |¢]° — e 2200, + 2722 (0:0(02) + 0:09.)
=20 ¢ [¢]" — e (200 — 6"
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Luego,

AK = 4(2¢7%0.,)e 2 |¢|* — 4¢3 (20,6 — 6.|°
= —AK(H? — K +¢) — 47 20,0 — ¢.|”.

O

Ya estamos preparados para presentar una demostracion del Teorema 3.1.2 sin
necesidad de utilizar el Teorema 3.1.1.

Prueba alternativa del Teorema 3.1.2. Si infy K = —oco0 < 0 no hay nada que
probar porque se cumple trivialmente la desigualdad (i7). Entonces nos permitimos
suponer infy K > —o0. En este caso, el principio débil del maximo de Omori-Yau se
verifica sobre X, y aplicando (2.26) a la funcion K, sabemos que existe una sucesion
{Zk ey en X tal que

1
lim K (zx) = i%fK y AK(xy) > %

k—o0
Esto junto con (3.19), implica que

_% < AK(zp) < _4K(xk)(H2 — K (x) +c).

Tomando limite cuando k — oo en esta desigualdad, obtenemos que
0< —4ian<H2 . ian+c>,
b b
esto es,

fnf K <H2 —ff K + c) <0. (3.21)
Y Y

Recordemos que H? — K 4+ ¢ > 0 y se anula precisamente en los puntos umbilicos.
En particular,
inf K < K<H?*+c

Asi,
Hz—fIzlfK—FCZO

y se anula si y s6lo si X es totalmente umbilical. Entonces existen dos posibilidades:

i) o bien H? — infy K + ¢ = 0.
Entonces H? + ¢ = infy K < K < H? 4 ¢, por ende, K = H? + ¢, es decir, 2
es totalmente umbilical. Esto prueba el item (7).
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it) o bien H? — infy K + ¢ > 0.

Por (3.21) tenemos que infy K < 0y esta es la desigualdad en (¢7). Més atin,
si se tiene la igualdad infy, K = 0, entonces X es una variedad riemanniana
completa con curvatura de Gauss no negativa (K > 0), y por el Teorema 2.2.2,
Y es parabolica. Siendo K > 0, por (3.19) tenemos que K es una funcion
superarmonica y ademés sabemos que K estid acotada inferiormente, por lo
tanto K debe ser constante. Luego, H y K son ambas constantes, lo que
significa que Y es una superficie isoparamétrica completa del espacio forma 3-
dimensional M2 con dos curvaturas principales constantes distintas. Entonces
por un resultado clasico de rigidez de Levi-Civita [32], ¥ debe ser uno de los
tres productos estandar (a), (b) o (¢).

O

Es importante senalar que la prueba del Teorema 3.1.2 depende fuertemente de
la estructura conforme de la superficie 2-dimensional ¥, y no puede extenderse a
dimensiones superiores. Por esta razon, en la siguiente seccion siguiendo un enfoque
alternativo realizamos una extension al caso n-dimensional de hipersuperficies.

3.2. Hipersuperficies con curvatura media constan-
te

Nuestro objetivo en esta seccion, como ya lo mencionamos, es extender el Teo-
rema 3.1.2 al caso n-dimensional de hipersuperficies, con n > 3.

Teorema 3.2.1 ([5], Theorem 3). Sea X" una hipersuperficie estocdsticamente com-
pleta inmersa en un espacio forma (n+ 1)-dimensional M?™! (¢ =0,1,-1 yn > 3)
con curvatura media constante H tal que H?+c > 0, y denotemos por S su curvatura
escalar. Entonces

(i) o bieninfy S =n(n—1)(c+H?) y ¥ es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien

1’121fS < §|H‘,C = n(n—23 (2(n— e+ nH? 4+ |H|\/n2H? + 4(n — 1)c> :

2(n—1

Ademds, se tiene la igualdad infy S = B\H|,c y se alcanza este infimo en algun
punto de X si y solo si

(a) c =0y esun abierto de un cilindro circular R x S*71(r) C R" con
r=(n-—1)/n|/H| >0,
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(b) c =1y esun abierto de o bien un toro de Clifford minimal S¥(\/k/n) x
S k(\/(n—k)/n) C S*Y conk =1,...,n— 1, 0 bien un toro de cur-
vatura media constante S'(v/1 —r?) x S*71(r) C S", con

0<T:\/2(n—1)+nH2—|H|\/n2H2—|—4(n—1)< e

2n(1+ H?)

(¢c) c = =1 y ¥ es un abierto de un cilindro hiperbolico H'(—+/1 + r2) x
S"(r) Cc H** |, con

0 2 —nH?+|H|\/n2H? —4(n — 1)
"= on(H? — 1) ‘

En el caso particular en que X" es completa (por ejemplo, cuando X" es propia-
mente inmersa), obtenemos la siguiente consecuencia.

Corolario 3.2.2 (|5], Corollary 4). Sea X" una hipersuperficie completa inmersa en
un espacio forma (n + 1)-dimensional M (c = 0,1,—1 y n > 3) con curvatura
media constante H tal que H? + ¢ > 0. Entonces

(i) o bieninfy S = n(n—1)(c+H?) y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien

, ~ n(n —2
1%f5 < By = ﬁ (2(n— e+ nH? 4 |[H|\/n2H? + 4(n — 1)c> :

Ademds, se tiene la iqualdad infy S = B se alcanza este infimo en algin
’ b)) |H],c
punto de X si y solo si

(a) c =0y X es un cilindro circular R x S '(r) C R"™, con r = (n —

1)/n|H| >0,
(b) c =1y esobien un toro de Clifford minimal S¥(\/k/n)xS"*(\/(n — k)/n) C
St conk=1,...,n—1, o bien un toro de curvatura media constante

SY(V1 —72) x S*=(r) C S**L, con

o \/2(n— )+l = [HRIE A=) e

2n(1+ H?)

(c) c = =1y X es un cilindro hiperbélico H'(—v/1 + r2) x S*~1(r) C H" !,
con r > 0.
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El corolario anterior extiende al caso de hipersuperficies completas en los espacios
forma un resultado previo dado por Li para el caso de hipersuperficies compactas
en |33, Corolario 2.1| (véase también Observacion 2.4 y Proposicion 2.1 en |33] para
una extension al caso de hipersuperficies completas en el espacio euclideo).

Por otra parte, sabemos que S = n(n—1)(c+ H?) —|®|* (véase (1.21)), entonces
ing =n(n—1)(c+ H?) — sup|®|*.
b
Por lo tanto, el Teorema 3.2.1 (asi como el Corolario 3.2.2) pueden ser re-escritos
equivalentemente en términos del tensor de umbilicidad total como sigue.

Teorema 3.2.3 (|5, Theorem 5). Sea X" una hipersuperficie estocdsticamente com-
pleta inmersa en un espacio forma (n+ 1)-dimensional M*™ (¢ =0,1,-1yn > 3)
con curvatura media constante H tal que H? + ¢ > 0, y denotemos por ® su tensor
de umbilicidad total. Entonces

(i) o bien supy, |P| =0 y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien

\/ﬁ < 3
L (/w2 A = 1)e - (n—2)|H]) > 0.
s (VP A= T)e — (n - 2]
Ademds, se tiene la igualdad supy |®| = ap|c y se alcanza este supremo en

algin punto de 3 si y sdlo si ¥ es una de las hipersuperficies de los items (a),
(b) o (¢) del Teorema 3.2.1.

sup |®| > oype =
5

Antes de realizar la prueba del teorema anterior, presentamos un resultado clasico
local de rigidez dado por Lawson en |30, Proposicion 1] que nos permitira caracterizar
la igualdad del Teorema 3.2.3 en el caso ¢ = 1.

Teorema 3.2.4. Sea X" una hipersuperficie minimal inmersa isométricamente en
Sttt Sila sequnda forma fundamental A es paralela sobre ¥, entonces Y es un abier-

to de un producto minimal de esferas de la forma SF(\/k/n) x S*=*(\/(n — k) /n);

k=1,...n—1.

Prueba del Teorema 3.2.3

Usando la férmula de tipo Simons para el laplaciano de la funcion |®|? (véase
Corolario 2.4.4) tenemos que

%A|<I>|2 — VO + () — [BP(|B — n(c + H?)). (3.22)
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Dado que tr(®) = 0, podemos usar el Lema 2.4.5 para estimar tr(®?®) como sigue

[tr(®7)] <

-2
- o]
—1

vn(n—1)
y entonces

-2
nHt(0%) > —n|H|[tx(@)] > -2 7|0

Vvn(n—1)

Usando esto en (3.22), encontramos

1 n(n —2)
—A|ID]? > VD)2 — ——— L |H||D|? — |D|*(|®|* — n(c + H?
2||_||\/m|l||||(|| ( )

> — O[> Py o(|®]), (3.23)

donde Py .(z) = 2* +n(n —2)/y/n(n — 1)|H|z — n(c+ H?) es el mismo polinomio
de la Seccion 2.4. Recordemos que este polinomio tiene una tinica raiz positiva

Q|H|,c = 2\/% <\/n2H2_|_4(’n,— 1)0— (n—2)\H|) ,

siempre que H? + ¢ > 0.

Si supy, || = 400, entonces se tiene (i7) trivialmente y no hay nada que probar.
Si supy; |®| < 400 podemos aplicar el principio débil del maximo de Omori-Yau
(2.25) a la funcion |®|? | asi que existe una sucesion {z; }ren en X tal que

Y

lim |®|(z4) =sup|®], y AR (z) <
k—o00 )

| =

lo cual junto con (3.23) implican

% > AP (k) > =2\ (2k) Py o(| 2] (1)-

Tomando limite aqui, obtenemos 0 > —2(supy, |®|)2 Py .(supy, |®|), esto es

(Sgp Iq)l)zﬂH\,c(Sgp |®]) > 0.

Se sigue de aqui que o bien supy, |®| = 0, lo cual significa que |®| = constante =
0 y la hipersuperficie es totalmente umbilical, o bien supy, |®| > 0 y entonces
P c(supy |®]) > 0. En conclusion, el supremo de |®| debe satisfacer supy, |®| >
g, lo cual da la desigualdad en (ii).

Mas atn, supongamos que se tiene la igualdad supy |®| = aju).. Dado que
P o(|®]) es creciente tenemos que Py o(|P|) < Py c(supy |®|) = 0 sobre ¥. Esto
junto con (3.23) implica que |®|? es una funcion subarmoénica sobre X. Por lo tanto,
si existe un punto py € ¥ en el cual se alcanza este supremo, entonces |®|? es una
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funcién subarmonica sobre X la cual alcanza su supremo en algtin punto de X y, por
el principio clasico del méaximo, debe ser constante, |®| = constante = o .. Luego,

1
SAIBE = 0= —|B Py ()

Es decir, se tiene la igualdad en (3.23). Por lo tanto todas las desigualdades de (3.23)
deben ser igualdades y, en particular, obtenemos que

Vo =VA=0.

Esto es, la segunda forma fundamental de la hipersuperficie es paralela. Si H = 0 (lo
cual ocurre solo si ¢ = 1) entonces por el Teorema 3.2.4 sabemos que X es un abierto
de un toro de Clifford minimal de la forma S¥(\/k/n) x S"7*(\/(n — k)/n) C S"*1,
con k=1,...,n—1, el cual trivialmente satisface

sup |®| = constante = |®| = ap1 = V/n.
b
Si H # 0 obtenemos la igualdad en el Lema 2.4.5, lo cual implica que la hipersuper-
ficie tiene exactamente dos curvaturas principales constantes, con multiplicidades
(n — 1) y 1. Entonces, por los resultados clasicos sobre hipersuperficies isoparamé-

tricas de espacios forma riemannianos |32, 47, 15| concluimos que ¥ debe ser un
abierto de uno de los siguientes tres productos estandar embebidos:

msic=0, R xS'(r) cR"™ o R x S"7!(r) C R"*! con r > 0;
msic=1,S'(V1I—r2) xS (r)CS"™ con0<r<1;y

wsic= -1, H ' (—/1+7r%) x S(r) € H*™, con 0 < r < 1//n(n—2)
(recordemos que H? > —c = 1), 0o H'(—/1 + 72) x S"7!(r) € H"™!, con r > 0.

Obviamente, en todos los ejemplos anteriores |®| = constante = supy, |®|. Si obser-
vamos la Seccion 1.4 y realizamos un andlisis detallado de |®| y a|g|. para estos
ejemplos tenemos que, cuando ¢ = 0, para el producto estandar R"~! x S!(r) se

tiene que
sgp\q)\ =[®| = v/n(n—1)|H| > auo

(véase la ecuacion (1.33)), mientras que para el producto estandar R! x S"~1(r), con
r > 0 se tiene que
N

sup |®| = |P| = H =«
1p | = [2| m| | = o
(véase la ecuacion (1.34)).
Por otra parte, cuando ¢ = 1 podemos ver que para el producto estandar

SY(V1 —12) x S*71(r) se tiene

Vo
<1>=<1>zi< 2H? + d(n — 1 _9 H)>
sup || = |®) SN Vi2H? +4(n 1) + (n = 2)[H| ) > aua
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sir > 4/(n —1)/n, mientras que

sup ] = ] = 5 X (T = 1) - (1.~ 2|H]) = s

si0<r < y/(n—1)/n (véase la ecuacion (1.37) y tenga en cuenta el criterio del
signo).

Finalmente, si ¢ = —1 observemos que en H" " '(—v/1 +72) x S'(r), H*> > 1siy
solo si r < 1/4/n(n —2) (véase la ecuacion (1.43)). En ese caso

Sup |D| = |®| = _vn <\/n2H2 —4n—1)+(n— 2)|H|> > ypg),-1-

2v/n —1

En el producto H'(—+/1 +r2) x S*7(r) tenemos que H? > 1 para todo r > 0 y de
la ecuacion (1.51) tenemos que

sup |2] = [@] = _vn <\/n2H2 “An—1)— (n— 2)\H|) = a1

2vn—1

Esto finaliza la prueba del Teorema 3.2.3 y, equivalentemente, del Teorema 3.2.1.

Como en el caso del Teorema 3.2.1, en vez de probar el Corolario 3.2.2 probaremos
su afirmacion equivalente en términos del tensor de umbilicidad total.

Corolario 3.2.5 ([5], Corollary 6). Sea X" una hipersuperficie completa inmersa en
un espacio forma (n + 1)-dimensional M (c = 0,1,—1 y n > 3) con curvatura
media constante H tal que H? + ¢ > 0. Entonces

(i) o bien supy, |P| =0 y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien

Vi ( 2
VP (/n2H? + 4(n— De— (n—2 H)>o,
s (VP (= Tje — (n - 2]
y se tiene la igualdad y se alcanza este supremo en algin punto de X si y solo si
Y es una de las hipersuperficies de los items (a), (b) o (¢) del Corolario 3.2.2.

sup 1P| > ayp. =

Demostracion. Si supy, |®| = 400, entonces se tiene (i7) trivialmente y no hay nada
que probar. Si supy, |®| < +o00, podemos estimar

H(®X, X) > —[H|[(®X, X)| > —|H||®]|X|* > —|H|sup |®]|X]*,
%

(DX, X) < |0 X]* < (sup [®])*| X7,
Py
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para X € X(X). Entonces, por la ecuacion dada para el tensor de Ricci en (1.20)
obtenemos que para todo X € X (%),

Ric(X,X) = (n—1(c+ H»)|X]*+ (n—2)H(®X, X) — (dX, PX)
> (0= D+ 12~ (n = 2] sup o]~ (sup fol)* ) X

Por lo tanto, si supy, |®| < 400 entonces la curvatura de Ricci de 3 esta acotada
inferiormente por la constante

C'=(n—1)(c+H*)— (n—2)|H| Sup @] — (Sgp |2])%.

Dado que X es completa, el principio del maximo clasico de Omori-Yau se verifica
sobre X y el resultado se sigue directamente del Teorema 3.2.3 (o, equivalentemente,
del Teorema 3.2.1). O

También obtenemos la siguiente consecuencia, que es una generalizacion del Teo-
rema 1.5 en |1] a hipersuperficies completas y parabolicas en espacios formas (para
el concepto de parabolicidad véase Definicion 2.2.1).

Corolario 3.2.6. Sea X" una hipersuperficie completa y parabdlica inmersa en un
espacio forma (n+ 1)-dimensional M (c = 0,1, =1 yn > 3) con curvatura media
constante H tal que H> 4+ ¢ > 0, y sea ® su tensor de umbilicidad total. Entonces

(i) o bien supy, |®| =0 y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien

2\/% <\/n2H2 Y 4(n—De—(n— 2)\H|) >0
con igualdad si y sélo si ¥ es una de las hipersuperficies de los items (a), (b)
0 (c) del Teorema 3.2.1.

sup |®| > oype =
5

Demostracion. En primer lugar, recordemos que el principio débil del maximo de
Omori-Yau se verifica sobre toda variedad riemanniana parabolica. Entonces, por
la primera parte del Teorema 3.2.3 obtenemos que o bien supy, || = 0 y ¥ es una
hipersuperficie totalmente umbilical, o bien supy; |®| > apj.-

Ademas, si se tiene la igualdad supy, |®| = g, entonces como Py (x) es una
funcion creciente si > 0 tenemos que Py o(|®]) < Py o(supy |®]) = 0y |P[* es
una funciéon subarmonica sobre X la cual estd acotada superiormente. Dado que X
es parabolica, |®| debe ser constante e igual a a|g).. La prueba entonces finaliza
como en el Teorema 3.2.3, observando que los productos riemannianos estandar R x
S*=L(r), SF(\/k/n) x S*E(\/(n — k)/n), SH (V1 — r2) x S*71(r) y H' (=1 +r2) x
S"=1(r) son todos parabdlicos. Para S*(\/k/n) x S"7*(y/(n — k)/n) y St (v/1 — r2) x
S"=1(r) esto es claro, porque son compactos. Para los otros casos, recordemos que
R! y H' son parabolicos, asi que por la Proposicion 2.2.4, tenemos que los productos
riemannianos estandar R' x M y H! x M con M compacta son parabolicos. O
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Capitulo 4

Una estimacién 6ptima para el
supremo de la curvatura escalar

Sumario. En este capitulo derivamos una estimaciéon éptima para el supremo de la
curvatura escalar de una hipersuperficie con curvatura media constante con dos cur-
vaturas principales inmersa en un espacio forma riemanniano de curvatura constante.
Nuestros resultados serdn una aplicacién del principio del maximo generalizado de
Omori-Yau. Los resultados de este capitulo se encuentran recogidos en el trabajo [6].

Abstract. In this chapter we derive a sharp estimate for the supremum of the scalar
curvature of a constant mean curvature hypersurface with two principal curvatures
immersed into a Riemannian space form of constant curvature. Our results will be
an application of the generalized Omori- Yau maximum principle. The results of this
chapter are collected in the paper [6].

4.1. Superficies con curvatura media constante

En el Capitulo 3 dimos una estimacion para el infimo de la curvatura de Gauss
(véase Teorema 3.1.2), que fue una facil y bonita consecuencia de un resultado clésico
dado por Klotz y Osserman, Hoffman y Tribuzy y enunciado en el Teorema 3.1.1;
como otra aplicacion de dicho teorema, obtenemos el siguiente resultado para el
supremo de la curvatura de Gauss de .

Teorema 4.1.1 ([6], Theorem 3). Sea ¥ una superficie completa inmersa en un
espacio forma 3-dimensional M2 (c = 0,1, —1) con curvatura media constante H, y
denotemos por K su curvatura de Gauss. Entonces

(i) o bien supy K = H? + c,
(ii) o bien 0 < supy, K < H? + ¢, con igualdad supy, K = 0 si y sdlo si

79
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(a) c=0yX esun cilindro circular R x S'(r) C R3, con r > 0,
(b)) c=1yX esun toro llano S'(v/1 —r2) x SY(r) C S3, con 0 <r < 1,

(¢c) c = =1y ¥ es un cilindro hiperbélico H'(—v/1 +r2) x St(r) C H3, con
r > 0.

Demostracion. Al igual que en la prueba del Teorema 3.1.2, se tiene que K < H?+c
sobre X, con igualdad en los puntos umbilicales. Por lo tanto,

sup K < H? + ¢.
b

Ademés, si supy K < H? + ¢ entonces el supremo de K debe ser necesariamente

sup K > 0.
s

En efecto, supongamos por contradiccion que supy, K < 0 entonces K < supy, K < 0
lo cual implica por el Teorema 3.1.1 que X es totalmente umbilical y esto claramente
no es cierto pues supy, K < H? + c. Esto muestra que o bien supy, K = 0 o bien
0 <supy K < H? +c.

Finalmente, si se tiene la igualdad supy, K’ = 0, entonces K < 0 y por tanto X
es una de las superficies de los items (a), (b) o (¢) del Teorema 3.1.1. O

De manera andaloga al Capitulo 3, las superficies de revolucion muestran también
que la estimacion para el supremo de K en el Teorema 4.1.1 es 6ptima. Por ejemplo
para una constante H dada, consideremos nuevamente la familia de onduloides en
R? (véase Figura 3.1) parametrizada por (3.1) y cuya primera forma fundamental
(3.2) es ds® +yp(s)df*. Sabemos entonces que la funcién curvatura de Gauss Kp en
7/(4H) + (n/H)k, k € Z, alcanza un méaximo, luego podemos afirmar que el

4H’B
Kp=—"—— )
sup Kpg 1+ B) >0

Por lo tanto, para un € > 0 dado podemos encontrar By, By € (0, 1) tales que

sup Kp, = ¢

sup Kp, = H* — ¢,

respectivamente.
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Enfoque alternativo del Teorema 4.1.1

Al igual que en el Capitulo 3 presentaremos una demostracion alternativa del
Teorema 4.1.1, utilizando la estructura conforme de la superficie. Para esto, primero
realizamos la siguiente observacion acerca del Lema 3.1.9 que fue una herramienta
fundamental en la prueba del Teorema 3.1.2.

Observacion 4.1.2. Del hecho que |VK|* = 4e=2|K,|* y la ecuacion (3.20) se sigue
que
VKT = 4e7 " [20:6 = 6.,

lo cual junto con (3.15) y (3.19) implican
(H* = K +¢) AK = —4K (H*> = K 4 ¢)* — |[VK]*. (4.1)

Prueba alternativa del Teorema 4.1.1. Dado que K < H?+c tenemos supy, K <
H? + ¢ y podemos aplicar el principio del maximo de Omori-Yau (2.12) a la funcion
K. Entonces existe una sucesion {z;},.y en X tal que

1
lim K (zp) = supK, |VK(zg)| < Y AK(zp) < —. (4.2)
s

k—o0

| =

Aplicando esto a la expresion (4.1) nos lleva a

AR () (B? — K(my) + ) = (H? — K(m) +¢) AK (2) +VK ()
S

Tomando el limite cuando k£ — oo en esta desigualdad, obtenemos que

S(H2 —K(:Ek)+c>

2
—4511pK<H2 — supK+c> <0.
b by
Esto es,
2
supK(H2 —supK—l—c) > 0.
by by

Por lo tanto, existen dos posibilidades, o bien supy, K = H?+c, o bien supy, K < H?+c
y supy, £ > 0.

En el caso supy K < H? +¢, se tiene H> — K +c¢ > H? —supy, K + ¢ > 0, de manera
que podemos considerar sobre X la métrica conforme

g=VvVH?—-K+cy,

donde g = (,) es la métrica riemanniana original inducida sobre X via la inmersion.
Dado que

7> \/H2—supK+cg,
b
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se tiene L > eL,donde € = (H? — supy, K + 0)1/4 >0y L y L denotan las longitudes
de una curva sobre X con respecto a las métricas riemannianas g y g, respectiva-
mente. Ahora, dado que ¥ es una superficie propiamente inmersa en M? tenemos
que la métrica inducida g es completa sobre 3, y por ende g es también completa.
Ademas, la curvatura de Gauss K de (3, g) esta dada por

VH> - K +¢K = K — iAlog(Hz — K +e¢). (4.3)
Observemos que log(H? — K + ¢) lo podemos ver de la siguiente forma
log(H? — K +¢) = ¢(H* — K +¢), donde ¢(t) = log(t),
de manera que
Ap(H* — K +c) = ¢"(H* — K +0)|V(H* ~ K +¢)|* +¢'(H* -~ K +c¢)A(H* — K +¢),

donde ¢'(t) = 1/t y ¢"(t) = —1/t%. Usando el hecho de que H es constante y la
ecuacion (4.1) podemos calcular

VK| AK

Alog(H? — K _ - =4K. 4.4
o8 TS TSRt -k e (4.4)
Por tanto, a partir de (4.3) tenemos K = 0.

Resumiendo (¥2,3) es una superficie riemanniana completa y llana, y por el
Teorema 2.2.2 concluimos que (X2, g) es parabolica. De la Proposicion 2.2.3 sabemos
que la propiedad de ser parabdlica se preserva bajo el cambio conforme de la métrica.
Entonces, (X2, ¢g) es también parabolica. Asi pues, si supy K < H2 + ¢ y se da la
igualdad supy, K = 0, (4.4) implica que log(H*— K +c) es una funcién superarmonica
sobre (X2, g) la cual esta acotada inferiormente. Entonces debe ser constante. Por
lo tanto, H y K son ambas constantes y la prueba finaliza como en el Teorema
3.1.2. O

4.2. Hipersuperficies con curvatura media constan-
te

Siguiendo el enfoque introducido en el Capitulo 3 para el caso n-dimensional, de-
rivamos una extension del Teorema 4.1.1 al caso de hipersuperficies n-dimensionales
con curvatura media constante y dos curvaturas principales distintas, con n > 3.
Especificamente, probaremos el siguiente resultado, el cual complementa nuestros
resultados en la Seccion 3.2.
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Teorema 4.2.1 (|6], Theorem 4). Sea 3" una hipersuperficie propiamente inmersa
en un espacio forma (n+ 1)-dimensional M (¢ = 0,1, -1 yn > 3) con curvatura
media constante H y con dos curvaturas principales distintas, siendo una de ellas
simple.

(i) Si H* +¢ >0 (con c=0,1,—1) entonces
Bipe < sgpS <n(n—1)(c+ H?),

~ n(n—2)
2(n—1)

(ii) Si H*+c < 0 (con ¢ = —1) entonces o bien supy, S = n(n—1)(c+ H?), o bien
4n—1)/n*<H*<1y

(Q(n —1)e+nH? — |H|\/n?H? + 4(n — 1)0) .

Big-1 <sup S < §|H‘,_1 <n(n—1)(c+ H?),
2

~ n(n — 2)

Bine =50, —1) (z(n —1)e+nH? + |H|\/n2H? + 4(n — 1)c) .

Ademds, se tiene la igualdad supy S = Bjg|. y se alcanza este supremo en algin
punto de X sty solo si

(a) c=0y X es un cilindro circular R"™! x S'(r) C R"™', con r =1/n|H| > 0,

(b) c =11y ¥ es un toro de curvatura media constante S*(v/1 —1r2) x S*71(r) C
St con

2(n—1)+nH2+|H\\/n2H2+4(n—1)> n—1
r =
2n(1+ H?) - n

(c) c=—1y X esun cilindro hiperbélico H" "1 (—+/1 + r2) x St(r) C H"™, con o

bien r =1/y/n(n —2) si H> =1, o bien

2 —nH?+|H|\/n2H%? —4(n — 1) _ 1
r =
2n(H2 — 1) n(n — 2)

en el caso en que H?> > 1, o bien

1 _ nH2—2—|H|\/n2H2—4(n—1)< 1
—_— T =
n(n —2) 2n(1 — H?) ~ Jn—2

en el caso en que H* < 1.
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En relacion a la condicion de tener dos curvaturas principales distintas de nuestro
Teorema 4.2.1, es bien conocida, desde el trabajo pionero de Otsuki [40|, que si ambas
curvaturas principales tienen multiplicidad mayor que 1, entonces las distribuciones
de los espacios de vectores principales correspondientes a cada curvatura principal
son completamente integrables y cada curvatura principal es constante sobre cada
hoja integral de la distribucién correspondiente. En particular, si la curvatura me-
dia es constante, entonces las dos curvaturas principales son también constantes y la
hipersuperficie es isoparamétrica con exactamente dos curvaturas principales cons-
tantes, de multiplicidades k y n—k, y 1 < k < n—1. Luego, por los resultados clasicos
sobre hipersuperficies isoparamétricas en espacios forma riemannianos [32, 47, 15] la
hipersuperficie debe ser un abierto de uno de los tres siguientes productos estandar
embebidos:

= sic=0, R"* x S*¥(r) c R*™! con r > 0;
msic=1,S" V1 —-r2)xSFr)c S con0<r<1;y
w sic=—1, H" *(—/1+72) x S¥(r) c H*"! con r > 0

(véase, por ejemplo, Lema 6 en [4] para una prueba detallada en el caso de hipersu-
perficies de la esfera euclidea). Por lo tanto, bajo la condicion de tener dos curvaturas
principales distintas, el caso interesante para estudiar es el de hipersuperficies con
curvatura media constante donde una de las curvaturas principales es simple, esto
es, de multiplicidad 1.

Ahora, de (1.21) sabemos que S = n(n — 1)(c + H?) — |®|% esto junto con el
hecho de que H es constante implican

sup S =n(n —1)(c+ H?) — i%f |®|%,
b
por lo tanto al igual que en el Capitulo 3, re-escribiremos el Teorema 4.2.1 en tér-
minos del tensor de umbilicidad total como sigue.

Teorema 4.2.2 (|6], Theorem 6). Sea X" una hipersuperficie propiamente inmersa
en un espacio forma (n+ 1)-dimensional M (¢ = 0,1, -1 yn > 3) con curvatura
media constante H y dos curvaturas principales distintas, siendo una de ellas simple.

(i) Si H*+¢ >0 (con c=0,1,—1) entonces

0 < inf |@] < B = ((n — )| H| + /n2H? + 4(n — 1)0) .

vn
2v/n —1
(ii) Si H*4+c <0 (con ¢ = —1) entonces o bien infs |®| =0 o bien 4(n —1)/n? <
H?><1y

0<BH|,-1 < f%f @] < Bia,-1,
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donde

By <(n—2 \H| — /n2H? — 4(n — 1)).

\/_
2\/
Ademds, se tiene la igualdad infy, |®| = Biu. y se alcanza este infimo en algin

punto de X2 si y solo si ¥ es una de las hipersuperficies de los items (a), (b) o (c)
del Teorema 4.2.1.

Este enfoque nos permite establecer una version més general de nuestro Teore-
ma 4.2.2 (o, equivalentemente, de nuestro Teorema 4.2.1) en los siguientes términos.

Teorema 4.2.3 (|6], Theorem 7). Sea X" una hipersuperficie inmersa en un espacio
forma (n+1)-dimensional M7 (¢ = 0,1,—1 yn > 3) con curvatura media constan-
te H y dos curvaturas principales distintas, siendo una de ellas simple. Supongamos
que el principio del mdximo de Omori-Yau se verifica sobre X.

(i) Si H*+¢ >0 (con c=0,1,—1) entonces

0 < ff [B] < fla.

(ii) Si H*+ ¢ <0 (con ¢ = —1) entonces o bien infs |®| =0 o bien 4(n —1)/n* <
H*<1y

0 < Bm—1 < fuf || < Bzt

Ademds, se tiene la igualdad infy, |®| = By . y este infimo se alcanza en algin punto
de X si y solo si 2 es un abierto de una de las hipersuperficies de los items (a), (b)
o (c) del Teorema 4.2.2.

El siguiente resultado auxiliar sera fundamental para la demostracion del teorema
anterior.

Lema 4.2.4 (|6], Lemma 10). Sea X" una variedad riemanniana n-dimensional y
considere T X(X)—=X(X) un tensor simétrico sobre ¥ con dos valores propios
distintos, siendo uno de ellos simple, tal que tr(T) = 0 y su diferencial covariante
VT es simétrica. Entonces

n—+2

VTP = ——=|VIT|]” (4.5)

Demostracion. Denotemos por A y p los dos valores propios distintos de T, con
multiplicidades (n — 1) y 1, respectivamente. Como 0 = tr(T) = pu+ (n — 1)\

entonces

w=—(n—1)\ (4.6)
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y por ende A # 0, y
IT)? = (n— )N+ p® =n(n — 1)A\* > 0. (4.7)

Denotemos por Dy y D, las distribuciones de los espacios propios correspondientes
a cada valor propio, respectivamente. Esto es,

Dy=Ker(T—\)={XeX(X): TX =)\X}
y analogamente
D,=Ker(T —pl)={Y e X(X): TY = uY}.

Del hecho de ser T' simétrico, se sigue que D), = Dt. En efecto, para X € D, y
Z € D, arbitrarios se tiene que

MNX,Z) =(TX,Z) =(X,TZ) = n(X,2),

como A # p entonces (X, Z) =0, es decir, X € Dj.

Afirmamos que D) es una distribucion involutiva, esto es, [X, Y] € D, para todo
X,Y € D,. Para probar esto, primero observemos que si descomponemos a Y de la
siguiente forma Y = Y* + aX donde (Y*, X) = 0 tenemos que

X,Y] = [X,Y"] + X ()X

donde claramente X ()X € D,. Por tanto, concluimos que para probar que D) es
involutiva basta demostrar que lo es, para campos ortogonales, es decir, [X, Y] € D,
para todo X,Y € D, tales que (X,Y) = 0. Esto se debe a que para cualesquier

XY € D, ortogonales entre si, VxY € D,. En efecto, dado Z € D, = (D,)*
encontramos que

0=Y((X,2)) = (VyX,Z) + (X,VyZ). (4.8)
Por otra parte,

VT(Y,Z) = Z(\Y + AVY = T(V5Y)

VT(Z,Y)=Y(WZ+uVyZ —T(VyZ).

De la simetria de VT obtenemos (VI'(Y, Z), X) = (VT(Z,Y), X) lo que es equiva-
lente a

MV2Y, X) = (V2Y, TX) = n(VyZ,X) = (Vv Z,TX).

Pero TX = AX lo que implica 0 = (u — A) (Vy Z, X)) . Por hipotesis p # A entonces
(VyZ,X)=0. De (4.8) se sigue que (Vy X, Z) =0, esto es, Vy X € D,.
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Ahora veamos que X (\) = 0 para todo X € D,. En efecto, si X, Y € D, entonces
VT(X,Y)=VT(Y, X). Es decir

Vy(TX) =T(VyX) = Vx(TY) = T(VxY),
pero esto a su vez, es

Vy(AX) =T (VyX)=Vx(\Y)-T(VxY),
asi que

YMNX +AVy X —T(VyX) = XN)Y + A\VxY —T(VxY),
equivalentemente
YOX - XAN)Y =ANVxY - VyX)-T(VxY — VyX),
y dado que D, es involutiva, [X,Y] € D, asi que T([X,Y]) = A\[X,Y]. Por lo tanto,
YMNX - XAN)Y =0.

Fijando X, podemos elegir Y tal que (X,Y) = 0 de manera que X(\) = 0.

Dado que dim(D,) = n — 1 > 2, esto produce X (\) = 0 para todo X € D,, y
por lo tanto X (u) = 0 para todo X € D,.

Sea {F1, ..., E,} una base local ortonormal sobre ¥ que diagonaliza el tensor T,
de manera que T( ;) = AE; para todo 1 <i <n—1y T(E,) = uE,. Por lo que
probamos anteriormente se sigue que

VA=E,\NEn, v VAP = En(V), (4.9)
pues E;(A) = 0. Entonces, denotando por Ty, 5, = (VT (E,, E3), E,) obtenemos

n

IVT|?=> " |VT(Ea, Ep)|? Z 2 o
aBl a,B,y=1
n—1
Z wZ (T2, + T2+ T2 )+ (T2 AT+ T2, )+ T2
1,7,k=1 1,5=1 1=1

De las simetrias de T'y VT sabemos que T, 34 = Ty 80 Y Tu sy = 13,0, respecti-
vamente, para todo 1 < «, 8,7 < n, y aplicando estas simetrias sucesivamente de la
siguiente forma, obtenemos

TC‘UB’PY = Tﬁﬂﬁ = ’\/,CM,B = TQ,PY’B'

Usando esto, podemos escribir

|VT|2 Z ]k+3z 2]n+32 znn+T3nn

i,5,k=1 i,j=1
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Analicemos cada uno de los sumandos anteriores. Para facilitar los célculos que
realizaremos a continuacion, usaremos la siguiente notacion

W/(Ey) = (Vg Ei, E;), paratodoi,jk=1,...,n.

Notemos que Wj*(E;) = W}'(E;), para todo i,j = 1,...,n — 1. En efecto, dado que
D, es involutiva si E;, E; € D) tenemos que [E;, E;] € Dy, asi que ([E;, Ej], E,) = 0.
Por esto y el hecho de que [E;, Ej] = Vg, E;—V g, E; se tiene que W' (E;) =W (E;) =
0, para todoz,7=1,...,n— 1.

Observemos que

(i) T; k=0 para todo 1 <i,5.k <n—1
Como T;;, = (VT (E;, E;), Ex) y VT(E;, Ej) = Vg, T(E;) — T(Vg, E;) tene-
mos que

Tisi = (E{(NEi + AV, E; = T(Vi, Ey). Ey) -
Ademas, E;(A\) =0 (pues E; € D)) y por ser T simétrico tenemos
Tigw = AWHE) = (Vi B, T(Ey))
y dado que T'(Ey) = AEj, se deduce facilmente el item (7).

(13) Tijn =0y Ti;n=E,(\) paratodo 1 <i,j <n—1,i%#j
De la definicion de T; j , y del hecho que T' es simétrico tenemos

Tijn = E;(N) (Ei, En) + N(Vg,E;, Ey,) — (Vg E, T(E,)) .
Recordemos que T'(E,) = pE, entonces
Tijn = (A = Wi (Ej) = nAW] (E;).
Por otro lado, como T;,, ; = T; ; ,. Notese que
Ting = En(N) (B, Ej) + AW/ (E,) — AW/ (E,) = E,(\) (B;, E) . (4.10)

Si i = j entonces E,(\) = T;,,; = T;,;,. Pero si por el contrario ¢ # j tenemos
que 0 = ﬂ7n7j = CZ_YZ’ML”'

(143) T;pn =0 para todo 1 <i<n-—1.
Por las simetrias que mencionamos anteriormente

pues por (4.6) tenemos que E;(u) = —(n — 1)E;(A) = 0.

(1) T = Bulpt) = —(n — 1)E,(A).
De la definicion de T}, ,,, v la ecuacion (4.6)

Tonn = En (1) + bW (En) — pWi (En) = En (1) -
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Por lo tanto, de (4.7), (4.9) y los items (i) — (iv) concluimos que

\VT|* = 3ni E,(A\)?+ (n—1)2E,(\)? =3(n - 1)E,(\)?+ (n — 1)*E,(\)?
() + 2)VAP. (411)

Para finalizar, de (4.7) concluimos que

V|®
va-a
n(n—1)
Luego,
V|®|?
n(n —1)
reemplazando esto en la ecuacion (4.11) finalizamos la prueba del teorema. O

Ya estamos listos para demostrar el Teorema 4.2.3. Para facilidad del lector
realizaremos la prueba en dos partes, en la primera probaremos las desigualdades
(1) y (i7), y en la segunda demostraremos la caracterizacion de la igualdad infy, || =

ﬁ|H\,c-

Prueba del Teorema 4.2.3. Primera parte

Dado que X tiene dos curvaturas principales \ y p distintas con multiplicidades
n — 1 y 1, respectivamente, tenemos que los valores propios de ® = A — HI estan
dados por N

donde obviamente g es el valor propio simple.

Por hip6tesis tr(®) = 0, asi que i = —(n— 1), y |®| es una funcion diferenciable
y positiva sobre 3. |®| > 0, pues nA = X\ — u # 0. Luego,

D = (n — DA2 + [ = n(n — DA%
De aqui deducimos que

|©]

Vnn —1)

Por lo tanto, si calculamos la traza de ®3 tenemos que

e (4.12)

tr(®%) = (n — DA +1° = —n(n — 2)(n — 1)A°
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y usando (4.12) nos lleva a

n— 2

tr(P?)| = —|P|>.
(@) = Lo
Esto es,
-2
tr(@%) =+ 2 |oP.
n(n —1)

Ademas, como H es constante V® = VA es necesariamente simétrico, asi que por
el Lema 4.2.4 tenemos
n+ 2

Vo =
n

V||| (4.13)

Usando la formula de tipo Simons para la funcion |®[* (véase (2.35) en el Corola-
rio 2.4.4) y la ecuacion anterior obtenemos

1
9lae] = SAlef -~ |vje?

2

= 2900 + nmtr(@?) [0 (0 (e + 1)
2 n(n — 2

= Z|V|®|2P+ —— L HI®IP — |®2(|P|? — n(c + H?
IV R ol (@0 e+ )
2 nin — 2

< 2o+ =2 e - [0 - n(e + B?)
n n(n—1)

2
= —|VI2I]* = [P Qu (| 2]),

donde Qp(x) = 2* —n(n —2)/\/n(n — 1)|H|z — n(c+ H?). Esto es,
2
[2[A[R] < ~|VIP|]* = |2 Qu o(|P]). (4.14)

Observe que Qg es un polinomio cuadratico muy similar al polinomio P . que
encontramos al realizar la estimacion del infimo de |®| (véase Seccion 3.2). La tnica
diferencia entre estos polinomios es el signo del término lineal; por lo tanto poseen
el mismo discriminante n/(n — 1)(n?H? + 4(n — 1)c).

Ahora, aplicando el principio del maximo de Omori-Yau (2.13) a la funcion |P|
sabemos entonces que existe {xy}reny en X tal que

. , 1 1
lim |@f(zy) = b @], [VI|(zi)] <+ v AlR(xe) > —1,
lo cual junto con (4.14) implica
1 2
—1®l(@) < || AR (zh) < ~IV[R|()[* = 1@ (@) Qo] ()

2 P () Quue (1B ().

< -
nk?
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Haciendo k — oo, obtenemos

(1nf | B])2Qym o 1nf | B]) < 0. (4.15)

De aqui se sigue que o bien infy, [®| = 0, o bien infy, [®| > 0y entonces Qx| .(Infx; |®]) <
0. Observemos que

» Si H? + ¢ > 0 el polinomio Qx| () tiene una tnica raiz positiva dada por

B = 5 (0 = ||+ T 10— 1))

(véase Figura 4.1). Por lo tanto en este caso Qg .(infy; |®[) < 0 significa que
infy, |®| < Bia|e

Q‘HLc(x) 2 +c>0
\ /

NE

Figura 4.1. Polinomio Qp,.(z) cuando H? + ¢ > 0.

» SiH*+c=0yc=0, entonces H =0y Qoo(z) = 2* (véase Figura 4.2),
asi que Qg o(infy |®|) > 0 para todo infy; |®] > 0. Por lo tanto en este caso
Qoo(Infx, [®|) < 0 significa que infy |®| = 0 = So.

QO,O(K / H=

B0

Figura 4.2. Polinomio Q|| .(x) cuando H =0 = c.

» Si H>+¢c =0y c= —1, entonces |[H| = 1y Q1 _1(z) tiene una tnica raiz

positiva dada por 8y _; = n(n —2)/y/n(n — 1) (véase Figura 4.3). Por tanto
en este caso () _1(Infy |®|) < 0 significa que infy, |®| < 51 5.
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Q1,-1(z) |H| =1

f1,-1

Figura 4.3. Polinomio Qg (z) cuando H? +1 = 0.

» Si H* + ¢ < 0 (con ¢ = —1 necesariamente) el polinomio Qg —1(z) > 0
para todo x € R si H? < 4(n — 1)/n?. Por lo tanto, si infy |®| > 0 debe ser
necesariamente 4(n — 1)/n* < H? < 1. En este caso, el polinomio Qx|,—1()
tiene dos raices positivas (las cuales de hecho llegan a ser una raiz doble cuando
H? = 4(n — 1)/n?) dadas por

By 2\/\F—(( 2)|H| —\/n?H? —4(n — 1)) y
B = 5o (0 = 21|+ = 10— T)

(véase Figura 4.4). Por consiguiente en este caso Q-1 (infy, |®[) < 0 significa

que B\Hl,—l < infy, |®| < Bm),—1. Esto finaliza la prueba de la primera parte del
Teorema 4.2.3.

Q|H‘,_1(I) H2 <1
Ne J
B r|,—1 PIHI-

Figura 4.4. Polinomio Qp,(x) cuando H? + ¢ < 0.

Prueba del Teorema 4.2.3. Segunda parte

Ahora veamos lo que sucede cuando se tiene la igualdad infy, |®| = B y se
alcanza este infimo en algin punto py € . En este caso, |®| > g y, por lo tanto,
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Q)),c(|®|) > 0 sobre . Observemos que

1 1

V|®||?. (4.16)
Por otra parte, de (4.14) sabemos que |®|A|®| < 2/n|V|®|]> — [D*Q)u|(|P]), asi
que

1 2 1
A< 2
B < TP

Esto junto con (4.16) nos lleva a

VI = Quae(|2]).

n—2 1 n—2
—|V|®||* - P|) = —
gl VIEIP - Qune1®) = ——

Alog|®| < — |V 1og | @[] — Qjae(| P

Esto es,
n—2
Alog |®] + T|V10g|<1>l|2 < —Qme(|P).

Luego, dado que Q|g|,c(|®]) > Q)u,c(infy; |®]) = 0 sobre 3, obtenemos
Alog|®| < Alog |®| + ——|V1og |®||* <0 sobre X.
n

Es decir, log |®| es una funcion superarmonica. Dado que existe un punto py € ¥ en
el que se alcanza el minimo de la funcion log |®|, por el principio fuerte del minimo
para funciones superarmoénicas concluimos que log |®| es constante sobre 3, y por
ende |®| es también constante, es decir |®| = fy) .. Dado que la curvatura media
H es constante y X tiene dos curvaturas principales distintas, entonces ellas son ne-
cesariamente constantes y X es una hipersuperficie isoparamétrica con exactamente
dos curvaturas principales constantes, de multiplicidades (n — 1) y 1. Luego, por los
resultados clasicos sobre hipersuperficies isoparamétricas de espacios forma rieman-
nianos [32, 47, 15| concluimos que X debe ser un abierto de uno de los siguientes
productos estandar embebidos:

w sic=0, R xS(r) c R*™ o Rt x S (r) € R*™ con r > 0;
msic=1,S'(V1I-r) xS (r)Cc S con0<r<1;y
w sic=—1, H" (=1 +7r2)xS!(r) c H"" o H'(—v/1 + r2) xS""!(r) C H"*,

con r > 0.

Por lo expuesto en la Seccion 1.4 y realizando un analisis detallado de las constantes
|®| v Bju| en estos ejemplos, de (1.33) sabemos que cuando ¢ = 0, el producto
R ! x S*(r) satisface

fuf |8 = @] = V/n(n — D|H| = Hujo
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mientras que el producto R! x S"7!(r), con r > 0 (véase (1.34)) satisface

, n
tuf 9] = 0] = L[] < Buno.
by n—1

Por otra parte, cuando ¢ = 1 de la ecuacion (1.37) concluimos que el producto

SY(v/1 —12) x S"~1(r) satisface

fnf [0] = 0] = % (VAZHZ =400 = 1) + (n = 2| H]) < B

sir > 4/(n —1)/n, mientras que

ir21f|®| =|?| = 2\/% (\/n2H2 +4(n—1)—(n— 2)|H|> = O
si0<r<4/(n—1)/n.

En el caso hiperbolico (¢ = —1) y para un radio dado r > 0 tenemos que el
producto estandar embebido H" ' (—v/1 + r2) x S!(r) < H"™! satisface

il @) = Jn—1
T e r/n(l+72)

Ademéas H? > 1siy solosir < 1/4/n(n —2) y se tiene la igualdad r* = 1/n(n — 2)
siysolosi H2 =1,y

2 2—nH?+ |H|\/n?H? —4(n — 1)
2n(H? — 1)

cuando H? > 1. Luego, por (1.43) obtenemos que cuando H? > 1

i 0] = 4] = L (0~ DIH|+ VPR = 10— 1) = B

Por otra parte, si 4(n — 1)/n?> < H? < 1 recordemos que existen dos valores de
r > 1/y/n(n —2) con la misma curvatura media constante H?, los cuales estdn
dados por

L2 nH?* -2 — |H|\/n2H2 — 4(n — 1) _ 1
_— T =
n(n — 2) 2n(1 — H?) n—2

2_nH2—2+|H|\/n2H2—4(n—1)> 1
" on(l — H?) n—2
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De (1.46) vemos que en el primer caso

i [0] = 0] = 5 (0= 21+ VPET = 0= 1)) = Fn

mientras en el segundo caso (véase (1.47)) obtenemos

i 0] =1l =5 ((n-2) ] - VP T0-1)) = Bis < B

Por lo tanto, cuando H? < 1 se tiene la igualdad infy |®| = fjy)—1 para todo
1/y/nn—2)<r<1/y/n-—2.

Finalmente, el producto estdndar embebido H'(—+/1 + r2) x S"7!(r) — H"*!
tiene curvatura media constante
I nr?4+n—1 | vn—1
nry/1+r? ry/n(l+r2)

En este caso H? > 1 para todo r > 0y 72 esta dado por

2 2(n —1) —nH?*+ |H|\/n2H? — 4(n — 1)‘
2n(H? — 1)

Por lo tanto, en este caso tenemos que para todo r > 0

i 0] = 8] = X (~(n 2| + P D)) < G

Esto finaliza la prueba del Teorema 4.2.3.

Observacion 4.2.5. Véase |24] para un resultado previo correspondiente al caso de
hipersuperficies minimales en S"*! dado por Hasanis, Savas-Halilaj y Vlachos. Tam-
bién remitimos al lector a [18], [25], [41] o [54] para otros resultados previos sobre
hipersuperficies compactas con dos curvaturas principales distintas en la esfera eu-
clidea S"*1.

Presentamos un teorema dado por Shu y Han en [48], el cual estd muy relacionado
con nuestros resultados, aunque es completamente independiente y diferente a los
nuestros.

Teorema 4.2.6. Sea ¥ una hipersuperficie n-dimensional inmersa en un espacio
forma real M completa y orientada, con curvatura media constante y dos cur-
vaturas principales distintas A\ y p de multiplicidades n — 1 y 1. St la curvatura de
Ricci de X es no negativa, entonces

1. Sidx<pconc>0yc<0, H*+c> 0 tenemos que

n

1
fnf |2 < 5 : [(n —9)H + \/n2H? + 4(n — 1)e| <sup|®|,  (4.17)
by

y se tienen las igualdades en (4.17) si y sdlo si para
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(i) ¢ =0, X es isométrico a R"! x SY(n2H?);
(it) c=1, ¥ es isométrico a S'(r) x S*71(V/1 —1r2), donde
2 1

- - 2 _ 27174 _ 2] .
P = T I [2+nH VP HY + A(n 1)H},

(iii) ¢ = —1, ¥ es isométrico a H" (A2 — 1) x SY(1/7\? — 1), donde

A= ﬁ [nH—\/n2H4+4(n—1)} :

2. 8iA>pu, conc>0yc<0, H>+c¢ >0 tenemos que

1
] < — =, [(n —9)H — \/n2H? + 4(n — 1)0] <sup|®|, (4.18)
by 2y n—1 b
y se tienen las igualdades en (4.18) si y sdlo si para
(i) ¢c=0, ¥ es isométrico a R* x S""Y(n?H?/(n — 1));
(it) ¢c=1, X es isométrico a S'(r) x S*71(V/1 —r2), donde

1
N S WY 6 & HT+ A(n— D ;
r 2n(1+H2)[+n +V/n2H4 + 4(n — 1)H?| ;

(ii1) ¢ = —1, X es isométrico a H" (A2 — 1) x SY(1/A\* — 1), donde

A= ﬁ [nH+\/n2H4—|—4(n—1)] .

A continuacion nos gustaria hacer algunas observaciones acerca de este resultado.
En primer lugar, Shu y Han sélamente consideran el caso en que H? 4 ¢ > 0, y sus
resultados no dicen nada acerca del caso H? + ¢ < 0 (cuando ¢ = —1). En segundo
lugar, en la caracterizacion de las igualdades, su resultado es més débil que el nues-
tro, dado que ellos necesitan suponer que se satisfacen ambas igualdades, una para
el infimo de |®| y otra para el supremo de |®|. En particular, para la caracterizacion
de las igualdades ellos suponen que infy, |®| = supy, |®|, lo cual significa que |P|,
es constante. Sin embargo, en nuestra caracterizacion de las igualdades, nosotros
s6lamente suponemos que se tiene la igualdad para el infimo de |®|, y la conclu-
sion de que la funcion |®| debe ser constante es una consecuencia de un principio
fuerte del minimo. Finalmente, nosotros no suponemos que X es una hipersuperficie
completa con curvatura de Ricci no negativa; sblamente necesitamos suponer que el
principio del maximo de Omori-Yau se verifica sobre ¥ como se puede apreciar en
el Teorema 4.2.3 (o que la hipersuperficie es propiamente inmersa como en el Teore-
ma 4.2.1 y, equivalentemente, en el Teorema 4.2.2). Esto, no es sélo una diferencia
técnica. Por el contrario, es una diferencia importante porque, cuando ¢ = —1, las
hipersuperficies que ellos caracterizan con la igualdad, no tienen curvatura de Ricci
no negativa.
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4.3. Un enfoque alternativo para el caso euclideo

En esta seccion introducimos un enfoque alternativo del Teorema 4.2.2 para el
caso mas general de hipersuperficies completas en el espacio euclideo. Observe que
nuestra version mas general de este teorema se tiene para las hipersuperficies que
verifican el principio del maximo de Omori-Yau, no necesariamente completas.

Para el caso de hipersuperficies en el espacio euclideo (¢ = 0), el Teorema 4.2.2
afirma que si X" es una hipersuperficie propiamente inmersa en R*+! (n > 3) con
curvatura media constante H y con dos curvaturas principales distintas, siendo una
de ellas simple, entonces

sup S > 0.
!

Ademas, se tiene la igualdad supy, S = 0 y se alcanza este supremo en algin pun-
to de X si y solo si ¥ es un cilindro circular R" ™! xSt (r) € R™ conr = 1/n|H| > 0.

A continuacion presentamos dos lemas dados por Do Carmo y Dajczer en |20,
Corolario 4.4] y Spivak en [50, pagina 330| respectivamente, que nos seran de gran
utilidad a la hora de probar nuestros resultados bajo este enfoque.

Lema 4.3.1. Sea ¢ : X" — M"' n > 3, una hipersuperficie minimal con dos
curvaturas principales X y p, donde una de ellas, digamos \ tiene multiplicidad al
menos n — 1. Entonces X esta contenida en un catenoide.

Lema 4.3.2. Sean M y N wvariedades riemannianas conexas con M completa, y sea
VM — N, n >3, una isometria local. Entonces N es completa y ¢ una funcion
recubridora sobre N.

Otra herramienta que sera fundamental en la prueba de nuestros resultados prin-
cipales, es el siguiente teorema dado por Smyth y Xavier en [49].

Teorema 4.3.3 (El Teorema de la Curvatura Principal). Sea X" una hipersuperficie
inmersa en R"! orientable y completa, la cual no es un hiperplano, y A denota su
sequnda forma fundamental con respecto a un campo normal global y unitario. Sea
A C R el conjunto de valores no nulos que asumen los valores propios de A y sea

AT = ANR*E.

(i) Si AT y A~ son ambos no vacios, inf AT =sup A~ = 0.

(ii) Si AT o A~ es vacio entonces la clausura A de A es conezxa.

Un ejemplo donde se puede aplicar el teorema anterior, es el cilindro circular
R! x St C R3, el cual posee dos curvaturas principales A = 1y u = 0, asi que
A = {1} y por ende A~ = (), por el teorema de curvatura principal tenemos que A es
conexa. Ahora, de Gauss Bonnet es facil ver que para una pequena perturbacion de
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este cilindro con soporte compacto, la clausura de dicha superficie perturbada llega a
ser disconexa (véase Figura 4.5). Notemos que sus curvaturas principales satisfacen
A>py ATy A” son no vacios.

A=1
A=1 A=1 1> 0 A=1 A=1
=70 w <0 4 <0 u=70

Figura 4.5. Cilindro circular R! x S con una pequefia perturbacién.

Usando un argumento basado en este teorema, podemos probar el siguiente re-
sultado, bajo la nociéon mas general de completitud.

Teorema 4.3.4 ([6], Theorem 11). Sea X" una hipersuperficie completa en R
(n > 3) con curvatura media constante H y dos curvaturas principales distintas,
una de ellas simple. Entonces

sup S > 0.
by
Ademds, se tiene la igualdad supy, S = 0 st y sélo si ¥ es o bien un cilindro circular

R™ x S'(r) C R™™, conr =1/n|H| > 0, siempre que H # 0, o bien un catenoide
de dimension superior, siempre que H = 0.

Demostracion. Sean Ay p las dos curvaturas principales distintas de X con multi-
plicidades (n — 1) y 1, respectivamente. Luego,

nH=Mn-DA+p y |AP=n—1)\+ 2 (4.19)

De aqui deducimos facilmente que |[A]*> = n(n—1)A\2+n*H? —2n(n—1)H, lo cual,
junto con la ecuacion de Gauss (1.17) (para ¢ = 0), nos lleva a

S=n*H>—|AP” = —n(n — D)X + 2n(n — DAH = n(n — DA(H — ).

Consideremos A C R el conjunto de valores no nulos que toman Ay i, y AT = ANR*E.
Si supy, S = —72 < 0, entonces S < —72 < 0 y luego, de (4.20),

nin—DARH —\) =S <supS = —7%
s
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Esto es,

7_2

N —2H\N— ——— > 0.
nn—1) —
Observemos que, independiente del valor de H, el polinomio 22 —2Hz —72/n(n — 1)
tiene una raiz positiva y una raiz negativa dadas por

72

-
H H? 4+ — H—|H*+ —— <0.
—l—\/ +n(n—1)>0 y \/ +n(n—1)<0

Por lo tanto, o bien

'7-2
o bien

Una consecuencia inmediata de (4.20) es que

72 T2
=nH-n—-1)AN<H-Mn-1)/H*+ ——~< H—|H>+ —
p=n (n—1A < (n )\/ +n(n—1)< \/ +n(n—1)<0

mientras que de (4.21) obtenemos lo contrario, esto es,

T2 72
=nH—-(n—1)A\>H —1)WH?*+———>H H?>4+ —— > 0.
w=n (n—1)A>H+(n )\/ +n(n—1)> —l—\/ +n(n—1)>

Por consiguiente, en cualquier caso, AT y A~ son ambos no vacios, con

2
mfAY > H+ [H2+ ——— >0
n(n —1)
y
2
supA” < H — H2+——— <o
n(n —1)

lo cual contradice el Teorema 4.3.3, implicando necesariamente que

sup S > 0.
)

Para finalizar, caracterizamos la igualdad supy, S = 0 considerando los siguientes
Casos:
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s Si H =0, dado que X tiene dos curvaturas principales distintas, una de ellas

simple, del Lema 4.3.1 concluimos que X es parte de un catenoide de dimen-
sion superior. Ahora, basandonos en una idea presentada en la parte final de
la prueba del Teorema 3.1 dada por Tam y Zhou en [51], podemos afirmar
que Y estd contenida en un catenoide. Esto se debe a que ¥ es completa y
una isometria local en el catenoide. Por el Lema 4.3.2, ¢ es una funcion recu-
bridora y como el catenoide es simplemente conexo por ser n > 3, no admite
aplicaciones recubridoras de mas de una hoja, en otras palabras, sus tnicos
recubridores son los homeomorfismos; por ende ¥ debe ser un embebimiento.
Observemos que la curvatura escalar de un catenoide de dimension superior
en R"! esta dada por
S=-nn-1I<0

el cual satisface supy, S = 0 pues supy;, S no puede ser negativo.

Si H # 0 (digamos H > 0) observemos que S < supy, S = 0y lo cual, junto
con (4.20) obtenemos

A2H — \) < 0.

Esto implica que o bien A < 0, o bien A > 2H > 0. Claramente este tltimo no
puede suceder. En efecto, si se tiene A > 2H > 0 entonces

p=nH—(n—1DA<—-(n—2)H <0.

Luego, inf AT > 2H > 0y supA~ < —(n — 2)H < 0 lo cual no es posible por
el Teorema 4.3.3. Por lo tanto, necesariamente A < 0 y por ende

w=nH—(n—1)A>nH > 0.

Esto implica que inf At > nH > 0 y por el Teorema 4.3.3, A~ debe ser vacio,
lo cual significa que A = constante = 0. Por consiguiente, ; = constante =
nH > 0y, de los resultados clésicos sobre hipersuperficies isoparamétricas en
el espacio euclideo 32, 47|, concluimos que ¥ es un cilindro circular R"~! x
St(r) c R* con r=1/nH > 0.



Capitulo 5

Un principio del maximo para
hipersuperficies con curvatura
escalar constante

Sumario. En este capitulo establecemos un principio débil del méximo para hipersu-
perficies completas con curvatura escalar constante en espacios forma riemannianos,
y damos algunas aplicaciones para estimar la norma de la parte sin traza de su se-
gunda forma fundamental. Los resultados de este capitulo se encuentran recogidos
en [7].

Abstract. In this chapter we establish a weak mazimum principle for complete hy-
persurfaces with constant scalar curvature into Riemannian space forms, and give
some applications to estimate the norm of the traceless part of its second fundamen-
tal form. The results of this chapter are collected in the paper [7].

5.1. Motivacién y preliminares

En este capitulo consideraremos la geometria de hipersuperficies completas con
curvatura escalar constante en los espacios forma. Los primeros resultados en esta di-
reccion fueron obtenidos en el articulo [19] por Cheng y Yau, donde ellos introducen
un operador diferencial apropiado, denotado aqui por L, para estudiar tales hiper-
superficies. Cuando el espacio ambiente es la esfera euclidea S**!, ellos mostraron
que las finicas hipersuperficies compactas en S**! con curvatura escalar normalizada
constante R > 1 y curvatura seccional no-negativa son o bien totalmente umbili-
cales 0 bien isométricas a un producto riemanniano S¥(y/1 — r2) x S*%(r) c S**1,
1 <k <n—1. Por otra parte, para el espacio euclideo ellos también probaron que
las tnicas hipersuperficies completas no compactas en R"*! con curvatura escalar
normalizada constante R > 0 y curvatura seccional no negativa son los cilindros
generalizados de la forma R" % x §¥(r) ¢ R"*!, 1 < k < n— 1. Desde entonces, han

101
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aparecido un gran niimero de trabajos sobre el tema estableciendo resultados de ri-
gidez para tales hipersuperficies bajo varias hipotesis (por ejemplo véase [33, 55, 57|
y sus referencias respectivas).

Nuestro principal objetivo en este capitulo es estudiar el andlogo de los Ca-
pitulos 3 y 4, que seria el estudio del comportamiento de la curvatura media de
hipersuperficies de curvatura escalar constante inmersas en espacios forma. Para
ello, presentamos a continuacion algunos preliminares que se utilizaran solo en este
capitulo.

Definicién 5.1.1 (Primera transformacion de Newton). Sean v : ¥"—M""! una
hipersuperficie en el espacio forma (n + 1)-dimensional y A su operador de forma.
Se define la primera transformacion de Newton de A, como el endomorfismo P :
X (X)—X (%) dado por

P=nHI—-A,

donde I denota la identidad en X'(3) y H la funciéon curvatura media.

En la siguiente proposicion podemos apreciar algunas propiedades que satisface
el operador P.

Proposicion 5.1.2. Sea ) : X"—M" una hipersuperficie en el espacio forma (n+
1)-dimensional. La primera transformacion de Newton P verifica que

(1) P es un operador lineal autoadjunto el cual conmuta con A.
(i) tr(P)=n(n—1)H,
(7i7) div(P) = 0.
(iv) Para cualquier u € C*(X) se tiene que
div(P(Vu)) = tr(P o hess u), (5.1)

donde hess u : X(X) — X(X) denota el operador autoadjunto métricamente
equivalente al hessiano de u, es decir, V2u(X,Y) = (hessu(X),Y) para todo
XY € X(%).

Demostracion. Para mostrar el item (¢) consideremos X,Y dos campos arbitrarios
en X y veamos que

(PX,Y) = (nHX — AX,Y) = nH (X,Y) — (AX,Y)
=nH (X,Y) — (X, AY) = (X, (nHI — A)Y) = (X, PY).

Por tanto, P es un operador autoadjunto. Ademas, como A es C'°(X)-lineal, obte-
nemos que

(PoA)(X)=nHAX — A’X = AnHX — AX) = (Ao P)(X).
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La propiedad (77) se sigue directamente del hecho que tr(A) = nH. Para verificar
la propiedad (7i7), observemos que
(VxP) (V) = (Vx(nHI = A)) (Y) = nX(H)Y + nH(VxI)(Y) = (VxA) (V)
=nX(H)Y — (VxA)(Y).

Si {Fi,..., E,} es una base local ortonormal sobre T3

n

div(P) =Y (Vp,P)(E;) = nz E,(H)E; — Z(VEI.A)(EZ-).

i=1
Entonces para cualquier X € X(X) se tiene que

n

(div(P), X) = n(VH X) = > (Ve A)(E), X) =nX(H) =Y (B, (V5A) (X))

i=1 =1

3

n

=nX(H) = > (E;, (VxA)(B:)) =nX(H) = tr(VxA)

=nX(H)—Vx(tr(4)) =n(VH, X) — X(tr(4)) = 0.
Ahora resta probar el item (iv), el cual es una consecuencia directa de la propiedad
(7ii) como se puede ver a continuacion

n n

div (P (Vu)) = (V5 P(Va), E) = 3 (Ve P)(Vu), E) + (P(V5,Vu), E)

_ Z (Vu, (Vi P)(E;)) + Z (Vi Vu, P(E;))

= (Vu,div(P)) 4 tr(P o hessu) = tr(P o hessu).

O

Asociado a la transformacion de Newton podemos definir el siguiente operador
diferencial de segundo orden.

Definicion 5.1.3. Sea 1) : X"—M""! una hipersuperficie en el espacio forma (n+1)-
dimensional. Para todo u € C*(X) se define el operador L dado por

L(u) = div(P(Vu)), (5.2)
donde div denota la divergencia de un campo vectorial sobre X.

En general, L no es eliptico. Es claro por su definicion que L es eliptico si y s6lo
si P es definido positivo.
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El operador L aparece naturalmente como el operador linealizado de la curvatura
escalar por variaciones normales de la hipersuperficie (véase por ejemplo [46]).

Una propiedad interesante de este operador L es la siguiente. Para toda pareja
de funciones diferenciables u,v € C?*(X) se tiene

L(uv) = uLv 4+ vLu + 2(P(Vu), Vv). (5.3)

En efecto, dado que V(uv) = uVv+ovVu tenemos P (V(uv)) = uP (Vv)+vP (Vu).
Luego,

L(uv) = div (uP (Vv)) + div (vP (Vu))
= (Vu, P(Vv)) + uLv + (Vv, P(Vu)) + vLu.

Finalmente, como P es autoadjunto obtenemos (5.3).

El siguiente lema sera esencial para nuestros calculos, realizamos su demostracion
siguiendo la idea dada por Qing-Ming Cheng en [18].

Lema 5.1.4 (|7], Lemma 4). Sea ¢ : S"—=M""! una hipersuperficie isométricamen-
te inmersa y orientada. Supongamos que ¥ tiene curvatura escalar (normalizada)
constante R. Entonces

L(nH) = |VA]* = n*|VH|? + nHtr(A?) — |A]* + nc(|A]* — nH?). (5.4)

Demostracion. De (5.1), L(nH) = tr(Pohess(nH)) =Y ", (P(E;), Vg V(nH)). Si

{E4, ..., E,} es una base local ortonormal de T’ que diagonaliza a A entonces

n

L(nH) =Y ((nH — \;)E;, V5,V (nH))

i=1

—nH f: V2 (nH)(E;, E;) — Xn: NV (nH)(E;, E;)

i=1 =1

= nHA(nH) — Z ANV2(nH)(E;, E;). (5.5)

i=1
De la ecuacion de Gauss (1.15) es bien conocido que
nin — 1) (R —c) =n*H? — |A]%.
Como R es constante, podemos afirmar que
0=A(n*H?) — A|AP.
Dado que A(n?H?) =2 (nHA(nH) + n*|VH|?) tenemos

1
§A|A|2 =nHA(nH) +n*|VH?
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esto es,
nHA(nH) = %A|A|2 —n?|VH|. (5.6)
Un célculo tensorial implica
—A\A|2 A(A A) = (AA A) + |VA]? (5.7)

donde el laplaciano de A esta dado por

AA(X) = tr(V2A(X, -, ")) = i V2A(X, E;, E).

i=1
De la ecuacion de Codazzi y las simetrias de V2A concluimos
V2A(X, E;, E)= V?A(E;, X, E;)) =V?A(E;, E;, X)— R(E;, X)AE;+ A(R(E;, X)) E;)

y usando la ecuacion de Gauss (1.15) se sigue que

(AA, A) = zn: (AA(E)), AE;)

i=1

=> (V?A(E;,E;, E)) - R(E;, E;)AE; + A(R(E;, E;)E;), AE; )

— Z Ai (Vg tr(VA) — ctr(A)E; + (nc — |A|*)AE; + nH A’E;, E;)

=1

— i Ai [(VEV(tr(A))E;, Ei) — enH + (nc — |A]P)\ + nHA]

= N (Ve V(nH)E, E) —enHY> N+ (nc—|A»)Y N +nHY> N
> Z Z Z

=1

= ANVA(nH)(E;, E;) — ecn®H? + (nc — |AP?) |A]* + nHtr(A%).

i=1
Luego, de (5.6), (5.7) y la ecuacion anterior se tiene
nHA(nH) Z A\V3(nH)(E;, E) — |A* 4 ne(|A)? — nH?) + nHtr(A%)

=1

+ |VAP? — n?|VH|.

Finalmente, la igualdad anterior y la ecuacion (5.5) implican (5.4). O
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Para otra prueba del corolario anterior, véase Corolario 3.3 de [13| (con r = 1)
el cual establece que

1
L(nH) = §AS + |VA? = n?|VH]? + nHtr(A*) — |Al* + ne(|A]? — nH?),

y se sigue de una vez (5.4) dado que S es constante.

La prueba del siguiente lema se basa en la idea dada por Alencar, do Carmo y
Colares en la prueba del Lema 2.5 en [2].

Lema 5.1.5. Sea ¢ : X"—=M"t! una inmersidon isométrica. Si R es constante sobre
C
>, entonces

n2H2(|[VA]? — n?|VH[?) > n(n — 1)(R — ¢)|VA]*

En particular, st R > ¢ entonces
|IVAI? = n?|VH|? > 0.
Demostracion. Como n?H? —|A]? = n(n—1)(R—c) (véase (1.22)) y R es constante

tenemos que 2n? HVH — V|A[|*> = 0. Si denotamos los valores propios de A por Ay
con k=1,...,n, la ecuacion anterior queda de la siguiente forma

n2HVH — Z AkVAk] = 0.

k=1

Si {Fi,...,E,} es una base ortonormal sobre T3 tenemos que
n*H (VH, E;) Z M (VA B

Elevando al cuadrado

n 2
n*H?(VH, E;)* = (Z Ak <V)\k,Ei>) .
k=1

Sumando en 7, se tiene que

n H?|VH|* = Z(Zxk Vi B ) <y (ZA2> < n VAk,EZ->2)

i=1 = i=1 =

n

= AP Y (VA E)? = [APIVAP.

ik=1
Como |A]? =n?*H? — n(n — 1)(R — ¢) se sigue que
n?*H*(|[VA]? —n?|VH|?) > n(n —1)(R — ¢)|VAJ]?
y en el caso en que R > c tenemos que

VA = n?|VH|? > 0.
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A continuacién establecemos un lema que nos permitira determinar cuando P es
semidefinido positivo.

Lema 5.1.6 (|7], Lemma 5). Sea 1 : X"—=M" una hipersuperficie orientada e
isométricamente inmersa. Supongamos que la funcion curvatura media H no cambia
de signo, asi que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer H > 0 sobre 3. Sean
— Y Wy, respectivamente, el minimo y el mdrimo de los valores propios de P en
todo punto p € 2. Si R > ¢ sobre X (respectivamente, R > ¢ sobre ¥.), entonces

pi— >0 (resp., p— >0)

pr < 2nH (resp., uy < 2nH).

Demostracion. Seguimos el mismo argumento utilizado en la prueba del Lema 4.2
en [13]. De (1.22), n?H? = |A]* + n(n — 1)(R — ¢), por lo que si R > ¢ tenemos

n*H? > |A]%

Luego, denotando con Aq,...,\, las curvaturas principales en la hipersuperficie,
obtenemos que para j arbitrario

2 __ 2 2
AP =) A7 >\
=1

Por consiguiente, para cualquier j
nH > |\N| & —nH <X\ <nH, j=1,...,n
De manera que, para todo j

0 <nH —\; <2nH.

Pero pu; = nH—\; con j = 1,...,n son precisamente los valores propios del operador
P =nHI — A. En particular, p_ >0y p, < 2nH. Similarmente si R > c. O

Observacion 5.1.7. Notese que si R > ¢ sobre X, se sigue de (1.22)

1
nH? = —|A*+ (n—1)(R—c¢) > 0.
n
Es decir, H no es cero. Entonces, la conexiéon de X implica que H no cambia de
signo. Ademas, el Lema 5.1.6 implica que cuando R > c el operador L es eliptico,
pues P es definido positivo ya que sus valores propios son positivos.

Para la prueba del siguiente resultado necesitaremos del lema de Okumura (Le-
ma 2.4.5), el cual estudiamos en la Seccion 2.4.
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Lema 5.1.8 (|7], Lemma 7). Sea v : X"—M""! una hipersuperficie orientada e
isométricamente inmersa con curvatura escalar (normalizada) constante R > c. En
el caso en que R > c, escogemos la orientacion tal que H > 0 sobre 2. En el caso
en que R = ¢, supongamos ademds que la funcion curvatura media H no cambia de
signo, y escogemos la orientacion tal que H > 0 sobre 2. Entonces

1

Vvn(n—1)

%L(ICPIQ) > 21 Qr(12) V[P +n(n — 1)(R —¢) (5.8)

donde

Qr(z) = —(n —2)2% — (n — 2)z\/22 + n(n — 1)(R — ¢) + n(n — 1)R. (5.9)

Demostracion. De (1.23) sabemos que (n/(n — 1))|®*> = n?H?* — n*(R — ¢). Como
R es constante, obtenemos

n

1
2y _ Lo 2gr2
= 1>L(\<I>\ ) 2L(n H?).
Por (5.3), L(u?) = 2uL(u) + 2({P(Vu), Vu) para todo u € C*(X). Entonces

n

mm@\?) =nHL(nH)+n*(P(VH), VH).

Por el Lema 5.1.6 sabemos que P es semidefinido positivo; usando esto y el
Lema 5.1.4 obtenemos

n

72(n_1)L(I<I>I2) > nHL(nH) = nH(|VA]? — n?|VH|?) + n>H?tr(A?)

—nH|A|* + n’cH(|A]? — nH?). (5.10)
Por hipdtesis R > ¢ luego del Lema 5.1.5 se tiene
VA2 —n?|VH|* >0,
y como H > 0 se sigue de (5.10) que

ﬁm@ﬁ) > nH2tr(A%) — H|A|' 4 ncH(JAP —nH?).  (5.11)
n—

Recordemos que |®|? = |A|*> — nH?, asf que la desigualdad (5.11) es equivalente a

1

ﬁL(|c1>|2) > nH?tr(A%) — H(|®]> + nH?)? + ncH|®|%. (5.12)
n_

Por otra parte, dado que A = ® + HI tenemos A% = ® 4+ 3H®? + 3H?® + H3].
Esto junto con el hecho de que tr(®) = 0 implica

tr(A%) = tr(®%) + 3H|®|* + nH?,
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y sustituyendo esto en (5.12) da

1
ﬁL(|c1>|2) > nH*tr(®%) — H|®|* + nH(H? + ¢)|®]*. (5.13)
n_

Dado que tr(®) = 0, cuando n = 2 se tiene ®* = (1/2)|®|?[. Luego, ®* =
(1/2)|®)?® y tr(®3) = 0 también. Cuando n > 3, podemos usar el Lema 2.4.5 para
estimar tr(®3) como sigue

n— 2

(P < —— =
(@) < —A—

@, (5.14)

y entonces
n(n — 2)

vn(n—1)

nH*tr(®%) > —nH?|tr(®?)] > — H?| D>

Insertando esto en (5.13) da

1 n(n —2)
——L(|®*) > —————=H?®] — H|®|" + nH(H*+ c)|®|
o) = el Ha (ol
2 2, n(n—2) 2
= —H|D|" | |P|"+ ——=H|P| —n(H*+c¢) |. (5.15)
n(n —1)
Ademas, de (1.23) obtenemos
-1 jopy (R0
n(n —1) ’

y teniendo en cuenta que H > 0, podemos escribir

1

H=—u-—\/|®2+n(n—1)(R—c).
vn(n—1)
Finalmente, reemplazando H por esta expresion en (5.15), obtenemos (5.8). O

5.2. Un principio débil del maximo para el operador
L

En esta seccion queremos presentar una version de un principio débil del maximo
para el operador L que afirmamos puede ser una herramienta muy tutil para el estudio
de hipersuperficies con curvatura escalar constante, como se puede apreciar en la
siguiente secciéon donde presentamos una aplicacion de dicho principio del maximo.
Especificamente, el principio débil del maximo que usaremos se deriva del Teorema
2.1 dado por Pigola, Rigoli y Setti en [42], que enunciamos a continuacion.
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Teorema 5.2.1 (|7|, Theorem 9). Sean (3, (,)) una variedad riemanniana completa,
o un punto de referencia en X, y r(x) la funcion distancia desde o. Sea h un tensor
simétrico de tipo (0,2) sobre ¥ y ¥ : (TX)*—=TY denote el isomorfismo musical, de
manera que h(X, -)ﬁ es el campo vectorial sobre ¥ definido por

<h'(X7 ')ﬁv Y> = h’(X7 Y)

para todo Y € T, y x € X. Supongamos que, para alguna funcion continua y
positiva hy definida sobre [0, +00), el tensor h satisface

0< h(X,X) < hy(r) (5.16)

para todo X € T,%, | X| =1, y todo x € 0B,., donde B, denota la bola geodésica de
radio v centrada en o. Sea

Wi (r) = sup o (s).
Dada f € C°(R), supongamos que u € C2(M) satisface u* < +oo y
L(u) = div(h(Vu,)*) > f(u) (5.17)

sobre el conjunto (), = {x € M :u(x) > v} para algin v < u*. Si

o hi(r)
TBI—POO = 0 (5.18)
! R (r)1 1B
lim inf +(r) ozgvo L < +oo, (5.19)
r—+00 r

entonces f(u*) <O0.

Diferentes elecciones de h en el Teorema 5.2.1 nos muestran que £ puede ser un
operador bien conocido. Por ejemplo:

= Eloperador de Laplace-Beltrami, si h es la métrica de . En ese caso h(Vu, -)ti =
Vuy
L(u) = div(Vu) = Au.

= El operador L, si consideremos el operador h como sigue h(X,Y) = (PX,Y)
o equivalentemente, h(Vu, -)* = P(Vu). En ese caso,

L(u) =div(P(Vu)) = L(u).

La idea de esta seccion es dar un principio débil del maximo para el operador L
sobre hipersuperficies X" completas isométricamente inmersas en espacios forma
riemannianos M. Por el Lema 5.1.6 y bajo las hipotesis sobre la curvatura escalar
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(normalizada) de R > ¢ 6 bien R = ¢ y H con signo constante, se satisface la
condicion (5.16) sobre 3 con

hy(r)=2nsup H,
0B,
asi que
h% (r) =2nsup H.
By
Por otra parte, también se satisfacen las condiciones (5.18) y (5.19) si supy |®|? <
+00. En efecto, como |®|? = n(n—1)(H? — (R—c)) (véase (1.23)) y R es constante
se sigue que si supy, |®|* < 400 entonces supy, H < +o0o. Asi

h:(r) =2n sng < 272,81;13 H, (5.20)

y por lo tanto se satisface automaticamente (5.18). En cuanto a (5.19), por (5.20)

basta con tener
log vol B, -

lim inf 5

r—+00 r
Sin embargo, dado que |®> = (n — 1)/n|A]*> — (n — 1)(R — ¢) (véase (1.23)) y
supy, |®|? < 400 también tenemos que supsy, |A|? < +o0. Luego, podemos estimar

+00. (5.21)

H(AX,X) > —sup H|{AX, X)| > —sup H sup |A|| X|?
s D s

|AX|? < sgplAIQIXI2

para X € X(X). Entonces, por la expresion para el tensor de Ricci dado en (1.16)
obtenemos que para todo X € X (%)

Ric(X,X) = (n—1)c| X +nH(AX, X) — |AX?

> ((n — 1)c — nsup H sup |A| — sup |A|2) | X2
s s s

Por lo tanto obtenemos que la curvatura de Ricci de ¥ esta acotada inferiormente.
Dado que X es completa, por el teorema de comparacion del volumen de Bishop
se satisface (5.21). Como consecuencia, obtenemos el siguiente principio débil del
maximo para L.

Corolario 5.2.2 ([7], Corollary 10). Sea v : S"—M""! una hipersuperficie orienta-
da, completa e isométricamente inmersa con curvatura escalar (normalizada) cons-
tante R > c. En el caso en que R = ¢, supongamos ademds que la funcion curvatura
media H no cambia de signo. Supongamos que sups, |®]*> < +oo. Si u € C*(X)
satisface u* < 400 y, para una funcién dada f € CO(R),

L(u) = f(u)

sobre el conjunto 0, = {x € ¥ : u(z) > v} para algin v < u*, entonces f(u*) <O0.
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5.3. Una aplicacion a hipersuperficies con curvatura
escalar constante

El objetivo de esta seccion es presentar una aplicacion del principio débil del
maximo para el operador L que deducimos en la secciéon anterior. Dicha aplica-
cion consiste en estimar el supremo de la curvatura media para hipersuperficies con
curvatura escalar constante en los espacios forma.

5.3.1. Superficies con curvatura de Gauss constante

En esta seccion usaremos la estructura conforme de la superficie como lo hicimos
en las Secciones 3.1 y 4.1.

Lema 5.3.1. Sea ¥ una superficie inmersa en el espacio forma M2 y sea z una

coordenada compleja local tal que ds* = e|dz|?. Para todo campo Xsobre %, la
divergencia de X estd dada por
div(X) = 4e °Re((X., ¥5)). (5.22)

Demostracion. Sea {E; = e~ %), By = e %), } una base ortonormal tangente a 3.
Entonces

le(X) = <VE1X, E1> + <VE2X, E2> =e ¢ [(Vd,uX, 1/Ju> + <V¢UX, %)] .
Dado que ¢, = ¥, + 5 y ¥, = i(¢, — ¢5) tenemos
(Vg X ) = (Vy, X, 02) + (Ve X, ¥2) + (V. X 902) + (Vi X, 3)

(Vip, X, 1h) = = (Vi X, 0h2) + (Vi X, b)) + (Vi 102) — (Vi X, 902)
Luego,

le(X) =2e7? [<V¢ZX> ¢z> + <v¢zXa ¢z>] .
Por tltimo, como (Vy, X, 1bs) = (V9 X, 0bs) = (X, 0b2) y (Vi X, 00.) = (VO_X, 00.) =

(Xz,1,) = (X, 1s) obtenemos (5.22). O

Observacion 5.3.2. Dado que X € X (X) se puede expresar como X = ap, + @,
derivando respecto a z y usando las formulas de Gauss (3.12) y (3.13) obtenemos

1
Xz = O‘z'lvbz + O‘wzz + az'lvb? + a"vbéz - O‘z'lvz)z + « (Qz’lvz)z + §¢N) + az'lvb? + a’@bzé
« _ _e?
= (@ + @) e + SON + @z + O (HN — )

e

= (az + a@z) ,lvbz + az'lvb? + (%¢ + %691{) N — Ca%,lvb
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Luego, (X.,¥z) = e?/2 (o, + ap,) = (ae?/2).. Por ende, la divergencia de X puede
ser calculada de la siguiente forma

div(X) = de~“Re Ka%g) } | (5.23)

Ejemplo 5.3.3. Sea f una funciéon sobre la superficie ¥ y dado que su gradiente
se puede expresar de la siguiente forma Vf = a1, + a5 tenemos que ae?/2 =
(Vf,1,) = fz. Por (5.23) tenemos que Af = div(Vf) = 4e %Re(fs.) = 4e 2f 5.

Dado que VH = 2e ¢(Hz, + H,15) tenemos que
P(VH) =2e"°(HzP(1,) + H,P(¢5)).
De (3.17) sabemos que

P(¢z) = QHQ/}Z - A(wz> = 2H1/}Z - sz - ¢€_Q¢z = sz - ¢6_Qd}27
P(yz) = 2Hyz — A(yz) = 2Hpz — Hipz — pe™ %, = Hipz — e %
Por lo tanto
P(VH)=2e"°([HH; — H.¢e | ¢, + [HH, — H:¢e | ). (5.24)

Proposicion 5.3.4. Sea X una superficie inmersa en el espacio forma M con
curvatura de Gauss K constante. Entonces

1
L(H) :2K(H2—K+c)+§\VA\2—2\VH\2, (5.25)
donde H es la curvatura media de X2.

Demostracion. De (5.24) y del hecho que P(VH) = a1}, + @)= se deduce
a=2e (HH; — H,pe ?);
esto es,

e _
a% = HH. — H.ge . (5.26)

Por la ecuacion de Gauss (3.15), e2¢|¢|? = H? — K + c. Derivando ésta respecto a
Z y sabiendo que K es constante obtenemos

(e7*¢[*)z = 2H H.
Esto implica

1 — 1 —
HH = —0: 101" + 5e7*H.0 + 5¢700:. (5.27)
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Por (5.26) y (5.27) concluimos que

eg —2p 2 1 —o0 7 1 —20 11
T 9] ~ 3¢ Hz¢+§6 D=

Derivando ahora respecto a z y usando la ecuacion de Gauss (3.15) y la ecuacion
(3.11), que establece K = —2e™%p,5, se tiene que

e? _ _ -~ — — 1 —
(O‘?) = —0=:¢ |0 + 20:0.¢7 0" — 0ze (06 + 6:0) + 5 0.0
1 —0 Py 1 —0 P —20 L 1 —20 1 1 —20 41
- 56 H..¢ - 56 H.¢, — e 0.00z + 56 b0z + 56 Pz,

= LR — K 40) + €2 (dpup. 0] — 20103 — 20,65 + [o.])

_2QE€_2Q¢52 + €_QQsz5 - 6_9sz5 - 6_9Hz$z + 6_2Q¢$z2] .

Por otra parte, de la ecuacion de Codazzi (3.16) sabemos que ¢, = e?H;. Si re-
. . . 2
emplazamos esto en la ecuacion anterior, teniendo en mente que |H,|” = H, H> y

1
(a—) =3 [e?K(H? — K +¢) + e *°20.¢ — ¢.|* + 2 °Im(¢pH=)i

+2e°Im(0. H.¢)i — |H.|*] .

De esta manera, la parte real del término anterior es igual a

fre KO‘%Q) } - % [e?K(H?* — K +¢) + €200 — ¢.|* — [H.|*] .

Como L(H) =div(P(VH)), por (5.23) y por la ecuacién anterior obtenemos:
L(H) =2K(H? = K + ¢) + 2¢72|20.¢ — ¢.|> — 29| H.|?. (5.28)

Si consideramos la base ortonormal {Ey = e, Ey = e~ %), } tenemos que [VA|? =

S (VA VA) (B, Ej) y

1,j=1

V14(EI1> El) =e? [VA(wza wz) + QVA(%, ¢E) + VAWE, ¢E)] 5
VA(Eb EQ) = 'ée_g [VA(%, ¢Z) - VAWE, ¢E)] y
VA(E;y, Ey) = =€ ? [VA(:, ¥.) = 2V A(¢z, ¥z) + VA(Yz, ¥7)].

En consecuencia

|VA|2 = 86_29 [<VA(7vb27 1/12)7 VA(%, 1/12)) + <VA(1/}Z7 1/},2)7 VA(%, 1/}E>>] .



5.3. ESTIMACION DE CURVATURA MEDIA DE HIPERSUPERFICIES 115

De (3.18) sabemos que VA(¢,,¥s) = Hz, + e 2pz1)s. Ademas,

VAW 9:) = (V. A) (V) = Vi, (A1) = A (V.2
= Vy. (Ho. + e 0yz) — 0. A(,)
= H.tp, + HVy Y. — 06700z + €700z — 0.6 Py
= H.. + ¢ (02 — 20.0)¢=.

De manera aniloga obtenemos que VA(vz, 15) = Hzbz+ e (¢, — 2020)1),. Asi que,
[VA]® = 12| H.|"e™® + 4e7*|20:¢ — ¢.[".

Finalmente, sustituimos la ecuacion anterior y |VH|? = 4e7¢|H,|? en la ecuacion
(5.28). O

Estamos ya en condiciones de establecer los siguientes resultados.

Teorema 5.3.5. Sea X una superficie isométricamente inmersa en la esfera euclidea
S? orientada y completa con curvatura de Gauss constante K que satisface K > 1.
Si supy, H < 400 entonces supy, H = VK —1 y X es una superficie totalmente
umbilical.

Teorema 5.3.6. Sea X una superficie isométricamente inmersa en un espacio forma
riemanniano M2 (c = 0, —1), orientada y completa con curvatura de Gauss constante
K que satisface K > 0. Si supy, H < +00 entonces supy, H = VK —c y X es una
superficie totalmente umbilical.

Prueba del Teorema 5.3.5 y del Teorema 5.3.6

Dado que supy, H < +o00, consideremos u = H. Por la Proposiciéon 5.3.4 y el
Lema 5.1.5 sabemos que L(u) > f(u) donde f(x) = 2K (2?> — K + ¢). Aplicando el
principio débil del operador L (véase Corolario 5.2.2) tenemos que f(u*) < 0 esto
es, 2K[(u*)? — K + ¢] < 0. Como K > 0, se sigue de aqui que u* < /K — c. Por
otra parte, como H? — K + ¢ > 0 se tiene también que u* > /K — c. Por lo tanto
supy, H = u* = v/K — c. Teniendo en cuenta que supy, |®|?> = 2 (supy H> — K +¢) =
2 ((u*)? — K + ¢), concluimos entonces que |®| = 0y X es totalmente umbilical.

5.3.2. Hipersuperficies con curvatura escalar constante

En esta seccion extendemos los resultados anteriores al caso n-dimensional.

Teorema 5.3.7. Sea X" una hipersuperficie orientada, completa e isométricamente
inmersa en la esfera euclidea S™, n > 3, con curvatura escalar (normalizada)
constante R que satisface R > 1. En el caso en que R = 1, supongamos ademds que
la funcion curvatura media H no cambia de signo. Entonces
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(i) o bien supy, H> = R — 1 y ¥ es una hipersuperficie totalmente umbilical,
(ii) o bien

a2 = (=P s ),

Ademds, si R > 1 se tiene la igualdad supy, H?> = ~,1(R) y se alcanza este
supremo en algin punto de 3 si y solo si ¥ es un toro S'(v/1 — r2) x S"1(r) C S*H,

con 0 <r=+/(n—2)/nR<+/(n—2)/n.

Para los casos euclideo e hiperbdlico tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.3.8. Sea X" una hipersuperficie inmersa isométricamente en un espacio
forma riemanniano M (c=0,—1, y n > 3), orientada y completa con curvatura
escalar (normalizada) constante R que satisface R > 0. Entonces

(i) o bien supy H?> = R — c y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien

SlZl]pH2 > ’}/n,c(R) = % ((TL— 1)2nR_n(112_ 2>C — 2(71— 1)C—|— %) .

Ademds, se tiene la igualdad supy, H* = 7, .(R) y se alcanza este supremo en
algiin punto de > si y solo si

(a) c=0yX es un cilindro circular R x S*1(r) c R*!,

(b) c=—1y X es un cilindro hiperbolico H'(—v/1 + r2) x S*7L(r) C H""!,

donde r = \/(n—2)/nR > 0.

De manera analoga a los Capitulos 3 y 4, para una mayor comodidad a la hora
de realizar los calculos trabajaremos con el operador sin traza ®. Usando la ecuacion
supy, H? = 1/n(n — 1) supy, |®|> + (R — ¢) tenemos que los Teoremas 5.3.7 y 5.3.8
quedan de la siguiente forma:

Teorema 5.3.9 (|7|, Theorem 1). Sea X" una hipersuperficie orientada, completa
e isométricamente inmersa en la esfera euclidea S*™, n > 3, con curvatura escalar
(normalizada) constante R que satisface R > 1. En el caso en que R =1, suponga-
mos ademds que la funcion curvatura media H no cambia de signo. Entonces

(i) o bien supy, |®|*> =0 y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,
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(ii) o bien
n(n —1)R?
(n—=2)(nR—(n—2))

sup |®* > a1 (R) = > 0.
s

Ademds, si R > 1 se tiene la igualdad supy, |®|> = a,,1(R) y se alcanza este supremo
en algin punto de X si y sdlo si ¥ es un toro S'(v/1 —12) x S"7(r) C S™™, con

0<r=+/(n—2)/nR <+/(n—2)/n.
Teorema 5.3.10 ([7], Theorem 2). Sea X" una hipersuperficie inmersa isométri-
camente en un espacio forma riemanniano M (c = 0,—1, y n > 3), orientada

y completa con curvatura escalar (normalizada) constante R que satisface R > 0.
Entonces

(i) o bien sups, |®|*> =0 y X es una hipersuperficie totalmente umbilical,

(ii) o bien o )R
swll 2 anelR) = T = g
)

Ademds, se tiene la igualdad supy, |®|* = a,, (R) y se alcanza este supremo en algin
punto de X si y solo si

(a) c=0y X es un cilindro circular R x S*~(r) C R*,

(b) c=—1y X es un cilindro hiperbolico H'(—v/1 + r2) x S"~1(r) Cc H'!,

donde r = \/(n —2)/nR > 0.

Dado que los argumentos de la prueba son comunes para ambos teoremas, los
probaremos conjuntamente.

Prueba del Teorema 5.3.9 y del Teorema 5.3.10

Si supy, |®|* = +00, entonces se satisface trivialmente (ii) del Teorema 5.3.9 y del
Teorema 5.3.10 y no hay nada que probar. Si supy, |®|?> = 0 (esto es, ¥ es totalmente
umbilical) entonces se tiene (i) y no hay nada que probar. Entonces, supongamos
que 0 < supy, |®* < +00.

Sea u = |®|%. Por el Lema 5.1.8 tenemos

L(u) > %Wu Taln - DR—9Qa(Va) = f(u)  (5.29)

n(n—1

donde Qg(z) esta dado por (5.9). Por lo tanto, aplicando el Corolario 5.2.2 a la
desigualdad (5.29) tenemos

f(u) =~ o T n(n — (R — OQr(va) < 0,

n(n —1)
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y teniendo en cuenta que u* > 0y R > ¢, obtenemos que

Qr(Vu*) <0. (5.30)

Dado que R > 0, se tiene Qg(0) = n(n—1)R > 0y la funcion Qg(x) es estrictamente
decreciente para todo x > 0, con Qr(xg) =0 en

B n(n —1)
o= R\/(n— DnR—(n—2)c)

(véase Figura 5.1).

QR(:U/F \

Figura 5.1. Polinomio Qg(z) con R > 0.

Por lo tanto (5.30) implica que

n(n —1)R?
(n—2)(nR — (n —2)c)

* 2
uw > xy =

En otras palabras,

n(n —1)R?
(n—2)(nR— (n—2)c)

sup |®[* > ane(R) =
5

Esto prueba la desigualdad (ii) en ambos teoremas.

Ademas, se tiene la igualdad supy, |®|? = o, .(R) si y solo si v/u* = g, y entonces
Qr(v/u) > Qr(v/u*) = 0 sobre 3, lo cual junto con (5.29) implica

L(u) > 0 sobre X.

Por la Observacion 5.1.7, cuando R > c el operador L es eliptico. Por lo tanto, si
existe un punto pg € X en el cual se alcanza este supremo, entonces por el principio
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del méximo, la funcion u = |®|* debe ser constante, por ende |®| = x. Entonces,
(5.8) llega a ser trivialmente la siguiente igualdad

1
Vn(n—1)

Por lo tanto, todas las desigualdades en la prueba del Lema 5.1.8 deben ser igualda-
des. En particular, (5.10) debe ser una igualdad, lo cual significa que H es constante.
Ademas, (5.11) debe ser también una igualdad o, equivalentemente,

%L(W) =0= @2Qr(1B]) /PP + n(n — 1)(R - ).

VA —n?|VH|* = 0.

Dado que ya conocemos que H es constante, esto significa que VA = 0. Esto es,
la segunda forma fundamental es paralela. Finalmente, (5.14) debe ser también una
igualdad, asi que obtenemos la igualdad en el Lema 2.4.5. Esto implica que la hiper-
superficie tiene exactamente dos curvaturas principales constantes de multiplicidades
(n — 1) y 1. Entonces, por los resultados clasicos sobre hipersuperficies isoparamé-
tricas de espacios forma riemannianos [32, 47, 15| sabemos que ¥ debe ser uno de
los siguientes productos estandar embebidos:

wsic=0, R xS(r) c R o R x S"(r) Cc R**! con r > 0;
msic=1,S'(V1I—r2) xS (r)Cc S con0<r<1;y
w sic=—1, H" (=1 +7r2)xS!(r) c H"" o H' (=1 + r2) xS""!(r) C H"*,

con r > 0.

En el caso esférico (¢ = 1) y para un radio dado 0 < r < 1 sabemos de la
Secciéon 1.4 que el producto estandar embebido

SHV1 —r2) x S"71(r) — S" C R? x R" = R"*?
tiene curvatura escalar y tensor de umbilicidad total dados por

(n —2)

nr?

n—1
nr2(1 —r?)’

R= >0 y |®?=

En particular, R > 1 si y solo si r < y/(n —2)/n. Luego, de la ecuacion (1.38) se
tiene

n(n —1)R?
(n—2)(nR — (n—2))

Esto finaliza la prueba del Teorema 5.3.9.

sup |®|? = constante = |®|? = = a,1(R).
s

Por otra parte, en el caso euclideo (¢ = 0) y para un radio dado r > 0, el producto
R ! x SY(r) = R™! tiene

1
R=0 y |of="

nr?
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Por lo tanto este ejemplo no satisface la hipotesis de nuestro teorema (R > 0). Por
otra parte, para un radio dado r > 0, el producto R! x S*71(r) < R"*! tiene

—2 -1
R 2)>0 D[ ep—
nr nr
Luego, de la ecuacion (1.35) se tiene que
- 1R
sup |®|*> = constante = |®|* = % = ano(R),
- _

dando la caracterizacion de la igualdad supy, |®|* = a,(R) en el Teorema 5.3.10
cuando ¢ = 0.

En el caso hiperbolico (¢ = —1) y para un r > 0 dado tenemos que el producto
estandar embebido
H" (=1 +72) x S(r) — H*""! Cc R} x R? = R}*?
tiene
n—1
nr2(1+r2)

. (n=2)

 n(1412)
Por lo tanto este ejemplo no satisface la hipotesis de nuestro teorema (R > 0). Por
otra parte, el producto estandar embebido

H' (—V1 +72) x " !(r) — H*""! Cc R} x R? = R}*?

<0 y 0=

tiene ( 2) )
n— n—
R = >0 PP = — .
nr? v o1 nr2(1+r2)
Luego, de la ecuacion (1.53) se tiene
n(n —1)R?

sup |®|* = constante = |®|* = = an-1(R),
>

(n—=2)(nR+ (n—2))

dando la caracterizacion de la igualdad supy, |®|* = ay,.(R) en el Teorema 5.3.10
cuando ¢ = —1. Esto finaliza la prueba del Teorema 5.3.10.

A continuacion presentamos un resultado reciente dado por Liu y Li en [35] que
estd muy relacionado con nuestro trabajo.

Teorema 5.3.11. Sea X una hipersuperficie n-dimensional (n > 3) completa con
curvatura escalar (normalizada) constante R en S**1. Si

(i) R—1>0,
(1) la curvatura media H de 3 satisface

R—1<sup HQS%J(R),
5
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entonces o bien supy, H> = R — 1 y X es una hipersuperficie totalmente umbilical; o

bien supy, H* = v,1(R) y ¥ = S* (V1 —12) x S""!(r), r = \/n — 2/nR.

Presentamos asi mismo un resultado dado recientemente por Brasil, Colares y
Palmas en [12].

Teorema 5.3.12. Sea X" una hipersuperficie completa de S*™' con curvatura escalar
(normalizada) constante R > 1. Si

nR— (n—2) n—2

AP < CulR) = (0= )"

entonces o bien

(i) |A]? =n(R—1) y X es totalmente umbilical, o bien

(i) supy, |A|*> = C,(R). Si se alcanza sups, |A|]? en algiin punto de ¥, entonces ¥

es el H(r)-toro S'(v/1 —12) x S*~1(r).

Cuando escribimos nuestro Teorema 5.3.9 en términos de | A|?, nuestro resultado
resulta ser equivalente al teorema anterior, después de observar que en dicho teore-
ma faltan dos hipotesis para que la prueba funcione. La primera es que es necesario
suponer que cuando R = 1 la funcién curvatura media H no cambia de signo, como
hicimos en nuestro resultado (véase el inicio de la prueba del Teorema 1 en [12]).
Esto es siempre cierto si R > 1, por la ecuacion de Gauss (1.17) (véase también la
Observacion 5.1.7), pero no en el caso R = 1. La segunda es que, para poder caracte-
rizar la igualdad supy, |A|> = C,,(R), es necesario suponer que R > 1, como nosotros
hicimos. En nuestra prueba, es necesario tener la elipticidad de nuestro operador L.
En su prueba es también necesaria para tener la elipticidad de su operador L, el
cual es diferente del nuestro, pero tienen la misma componente de segundo orden.

Los resultados en [12] se obtuvieron como una aplicacion del principio del méaximo
clasico de Omori-Yau para el operador laplaciano [39, 58|. En contraste a esto,
nuestro enfoque se basa en el principio débil del méaximo para el operador L.

Notemos también que cuando escribimos nuestro Teorema 5.3.9 en términos
de H? (véase Teorema 5.3.7), nuestro resultado resulta ser equivalente al Teore-
ma 5.3.11, después de observar que en el Teorema 5.3.11 faltan también dos hipdtesis
para que la prueba funcione, la cual, como en [12], esta basada también en el uso del
principio del méximo clasico de Omori-Yau para el laplaciano. Ademas, la prueba
de la caracterizacion de la igualdad dada en el Teorema 5.3.11 no es correcta. En
primer lugar, como en [12], se necesita suponer que la funcion curvatura media H no
cambia de signo. Los autores en la prueba del Teorema 5.3.11 no prestan atenciéon a
este punto, pero ellos lo necesitan para ir de su igualdad (29) a su desigualdad (31)
en su prueba. La segunda hipotesis que les falta es en la caracterizacion de la igual-
dad supy, H? = 7, 1(R), donde es necesario suponer no sélamente que R > 1 sino
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también que este supremo se alcanza en algiin punto. Aparte de eso, y a diferencia
de los argumentos de los autores, uno no puede deducir que las igualdades se tienen
en su ecuacion (30) y en su Lema 3.1 sin probar que H es constante, y el camino
natural para argumentar esto es via el argumento de un principio del maximo. Por
estas razones, la prueba de la caracterizacion de la ignaldad supy, H? = 7, 1(R) dada
por Liu y Li en [35] no es correcta.

Por otra parte, Liu y Su en [36] intentaron dar un resultado para hipersuperficies
en el espacio hiperboélico, el cual enunciamos a continuacion:

Teorema 5.3.13. Sea ¥ una hipersuperficie n-dimensional (n > 3) completa con
curvatura escalar (normalizada) constante R en H' ™. Sj

(i) R+1>0,
(1) la norma al cuadrado de la sequnda forma fundamental |A|* satisface

n(n—1)(R+1)>—4(n—1)(R+1)+n]
(n—2)(nR+ (n—2)) = Cna(R)

n(R+1) < sup A2 < 2
S

entonces o bien supy, |A|> = n(R+1) y X es una hipersuperficie totalmente umbilical;
0 bien supy, |A|? = C,,_1(R) y ¥ es isométrico a S"T x H (—=1/(1+1?)), para algin
r > 0.

Si el teorema anterior fuese correcto, seria equivalente a nuestro Teorema 5.3.10
en el caso ¢ = —1, escrito en términos de |A[%. Sin embargo, el Teorema 5.3.13
no es correcto, no solo porque los autores repiten los mismos errores respecto a la
caracterizacion de la igualdad que en el Teorema 5.3.11, sino también porque la
hipotesis R > 0 no aparece. Sin la hipotesis de R > 0, el Teorema 5.3.13 es falso
por la existencia del producto estandar embebido H" ™' (—+v/1 + r2) x S*(r) — H" L.
Tales productos embebidos son ejemplos de hipersuperficies en el espacio hiperbolico
con curvatura escalar constante —1 < R < 0 y que satisfacen supy, |®|*> = o, _1(R)
o, equivalentemente, supy, |A|? = C,, _1(R).

5.4. L-parabolicidad

En la Seccion 2.2 estudiamos la parabolicidad clasica que esta relacionada con el
operador laplaciano. En esta seccién queremos mostrar que se puede extender dicho
concepto a otros operadores como L. Como en el Teorema 5.2.1, consideremos > una
variedad riemanniana, h un campo tensorial (0,2) simétrico sobre ¥ y el operador
diferencial £(u) = div(h(Vu,-)?). Siguiendo la misma terminologia utilizada en la
Seccion 2.2, diremos que X es L-parabolica si las unicas soluciones de la desigualdad
L(u) > 0 que estan acotadas superiormente son constantes.
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Este enfoque nos permite también establecer el siguiente resultado en el cual, bajo
la hipotesis de L-parabolicidad, podemos mejorar la caracterizacion de la igualdad
supy, |®* = a (R), dado que no necesitamos suponer que se alcanza el supremo en
algin punto.

Teorema 5.4.1 ([7], Theorem 3). Sea X" una hipersuperficie isométricamente in-
mersa en un espacio forma riemanniano M (c = 0,1,—1, y n > 3), orientada
y completa con curvatura escalar (normalizada) constante R que satisface R > ¢
y R > 0. En el caso en que ¢ = 1 y R = 1, supongamos ademdas que la funcion
curvatura media H no cambia de signo. Denotemos por ® el tensor de umbilicidad
total de la inmersion y supongamos que la hipersuperficie no es totalmente umbilical.
Si ¥ es L-parabolica, entonces

sup [D* > apo(R) = = 27;((2};_1)(12 230~ 0,

con iqualdad si y solo st

(a) c=0y X es un cilindro circular R x S*~(r) C R,
(b)) c=1yX esun toro S'(v/1 —r?) x S*"1(r) C S,

(¢c) c=—1y X esun cilindro hiperbolico H'(—v/1 + r2) x S*~1(r) C H*',

donde r = \/(n —2)/nR > 0.

Demostracidn. Primero observemos que si supy, |®|? = 400 entonces trivialmente se
satisface la desigualdad y no hay nada que probar. Por otra parte, si supy, |®|? < +o0
entonces podemos aplicar el Lema 5.1.8 y el Corolario 5.2.2 como en la primera parte
de la prueba de los Teoremas 5.3.9 y 5.3.10 para concluir que

sup [®* > ay o(R).
b

Ademas, si se tiene la igualdad supy, |®|? = , .(R), entonces tenemos que L(|®|*) >
0 sobre . Por lo tanto, por la L-parabolicidad de ¥ concluimos que la funcion
u = |®|* debe ser constante e igual a a;, .(R). El resto de la prueba se sigue como
en la demostracion de los Teoremas 5.3.9 y 5.3.10. U

A la luz del Teorema 5.4.1, seria interesante encontrar algin criterio de L-
parabolicidad. En este sentido y como una aplicacion de |42, Teorema 2.6| podemos
establecer el siguiente resultado.

Lema 5.4.2 (|[7|, Lemma 11). Sea ¥ una variedad riemanniana completa, sea o
un punto de referencia en X, y r(x) la funcion distancia desde o. Sea h un campo
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tensorial simétrico (0,2) sobre 3. Bajo las mismas hipdtesis del Teorema 5.2.1, si
para algun punto o € X

/+°° dr = +00
o hy(r)vol(0B,)

entonces Y es L-parabdlica.

En particular, para el caso del operador L podemos dar el siguiente criterio de
parabolicidad.

Corolario 5.4.3 ([7], Corollary 12). Sea ¢ : S"—M""! una hipersuperficie orienta-
da, completa e isométricamente inmersa con curvatura escalar (normalizada) cons-
tante R > c. En el caso en que R = ¢, supongamos ademds que la funcion curvatura
media H no cambia de signo. Supongamos que supsy, |®|? < +o00. Si para algin punto

0EX .
e dr
_— = 5.31
/0 wl(@B,) (5:31)

entonces X es L-parabdlica.

Demostracion. Como ya mencionamos anteriormente, si supy, |®|> < +oo entonces
por la ecuacion (5.20) obtenemos

hy(r) <2nsup H < 400,
D

y aplicando el Lema 5.4.2 se sigue (5.31). O

Es importante senalar que la condicion (5.31) es una condicion suficiente para
la parabolicidad clasica (es decir, para el operador laplaciano) de una variedad rie-
manniana completa; véase por ejemplo el siguiente teorema dado por Grigor'yan en
[23].

Teorema 5.4.4. Sea ¥ una variedad geodésicamente completa. Si ¥ satisface (5.31)
entonces Y es parabolica.

Véase también [44, Capitulo 5| para condiciones suficientes mas generales para la
parabolicidad de una variedad riemanniana completa cuando se trata con el llamado
p-laplaciano.
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