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Summary and 
on
lusionsAs is well known the maximum prin
iple is a powerful tool in the study of globalproperties of Riemannian manifolds, reason by whi
h it is interesting to make adetailed study of geometri
 appli
ations of maximum prin
iple in the setting ofhypersurfa
es immersed into Riemannian spa
es of 
onstant 
urvature. It is worthpointing out that we will work only under hypothesis of non-
ompa
tness. In fa
t,in every 
ompa
t Riemannian manifold Σ (without boundary), any smooth fun
tion
u ∈ C2(Σ) attains its maximum, that is, there exists a point x0 ∈ Σ su
h that

(a) u(x0) = u∗ = sup
Σ
u, (b) |∇u(x0)| = 0, and (c) ∆u(x0) ≤ 0or more generally, (c)′ Hess u(x0) ≤ 0, in sense thatHess u(x0)(v, v) ≤ 0 for every v ∈ Tx0Σ.Obviously, when Σ is non-
ompa
t it is not always possible to guarantee the existen
eof a point of maximum. However, if u : Rn → R is a smooth fun
tion su
h that

u∗ < +∞ then it is not di�
ult to show that there exists a sequen
e of points
{xk}k∈N ⊂ Rn su
h that

(a) u(xk) > u∗ − 1

k
, (b) |∇u(xk)| <

1

k
, and (c) ∆u(xk) <

1

kor (c)′ Hess u(xk) < 1/k 〈, 〉, in sense thatHessu(xk)(v, v) < 1

k
|v|2 for every v ∈ Tx0Σ.To see this, simply set the sequen
e {εk} → 0+ and 
onsider the points xk ∈ Rnwhere the fun
tions uk(x) = u(x)− εk |x|2 attain its absolute maximum on R

n.In 1967, Omori [39℄ observed that this fa
t 
annot be extended in general to
omplete Riemannian manifolds, but imposing some geometri
al 
onditions on themanifold to get their validity. Spe
i�
ally, Omori proved that if Σ is a 
omple-te Riemannian manifold with se
tional 
urvature bounded from below, then for1



2 SUMMARY AND CONCLUSIONSany smooth fun
tion u ∈ C2(Σ) with u∗ < +∞ there exists a sequen
e of points
{xk}k∈N ⊂ Σ su
h that

(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, and (iii)′ Hess u(xk) < 1

k
〈, 〉 .Later in 1975, Yau [58℄ extended this result to 
omplete Riemannian manifolds withRi

i 
urvature bounded from below and 
hanged the 
ondition (iii)′ by ∆u(xk) <

1/k. This led to the famous Omori-Yau maximum prin
iple, whi
h following theterminology introdu
ed by Pigola, Rigoli and Setti [44℄, we will say that this prin
ipleholds on Σ if, for any smooth fun
tion u ∈ C2(Σ) with u∗ < +∞ there exists asequen
e of points {xk}k∈N ⊂ Σ su
h that
(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, and (iii) ∆u(xk) <

1

k
.Equivalently, for any smooth fun
tion u ∈ C2(Σ) with u∗ = ı́nfΣ u > −∞ thereexists a sequen
e of points {xk}k∈N in Σ with the properties

(i) u(xk) < u∗ +
1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, and (iii) ∆u(xk) > −1

k
.More generally, Pigola, Rigoli and Setti in [44℄ proved that a su�
iently 
ontrolledde
ay of the radial Ri

i 
urvature su�
es to imply the validity of the Omori-Yaumaximum prin
iple. Indeed, this de
ay must satisfy the following 
onditions

RicΣ(∇̺,∇̺) ≥ −C2G(̺),where ̺ is the distan
e fun
tion on Σ to a �xed point, C is a positive 
onstant and
G : [0 +∞) → R is a smooth fun
tion satisfying

(i) G(0) < 0, ii) G′(t) ≥ 0, (iii)

∫ +∞

0

1/
√
G(t) = +∞, and

(iv) ĺım sup
t→+∞

tG(
√
t)/G(t) < +∞. (1)In parti
ular, Bessa and Costa [11℄ stated that the Omori-Yau maximum prin
ipleholds on a 
omplete Riemannian manifold whose Ri

i 
urvature has strong quadra-ti
 de
ay of the following way
RicΣ ≥ −C2(1 + ̺2 log2(̺+ 2)).On the other hand, Pigola, Rigoli and Setti observed that the validity of the Omori-Yau maximum prin
iple does not depend on 
urvature bounds as mu
h as one wouldexpe
t. Spe
i�
ally, and as a generalization of the Omori-Yau result, they provedthat the Omori-Yau maximum prin
iple holds on every Riemannian manifold Σadmitting a non-negative C2 fun
tion γ satisfying the following requirements:

(i) γ(x) → +∞ as x→ ∞, (ii) ∃A > 0 : |∇γ| ≤ A
√
γ o� a 
ompa
t set, and

(iii) ∃B > 0 : ∆γ ≤ B
√
γG(

√
γ) o� a 
ompa
t set.



SUMMARY 3Here G is a smooth fun
tion that satis�es (1).It is worth pointing out that in several geometri
 problems the property (ii)does not play an essential role. For this reason, Pigola, Rigoli and Setti [44℄ in 2001,showed a weaker version of this prin
iple for every Riemannian manifold, where theystated that the weak Omori-Yau maximum prin
iple holds on Σ if, for any smoothfun
tion u ∈ C2(Σ) with u∗ < +∞ there exists a sequen
e of points {xk}k∈N ⊂ Σsu
h that
(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, and (iii) ∆u(xk) <

1

k
.Analogously, for any smooth fun
tion u ∈ C2(Σ) with u∗ > −∞ there exists asequen
e of points {xk}k∈N in Σ with the properties

(i) u(xk) < u∗ +
1

k
and (iii) ∆u(xk) > −1

k
.The same authors proved the equivalen
e between the weak Omori-Yau maximumprin
iple and the sto
hasti
 
ompleteness of the manifold. Re
all that a Riemannianmanifold is sto
hasti
ally 
omplete if for some (and therefore, for any) (x, t) ∈ Σ ×

(0,+∞) we have ∫

Σ

p(x, y, t)dy = 1,where p(x, y, t) is the heat-kernel of Lapla
ian operator.The goal of this work is to show the evolution of the maximum prin
iple andseveral appli
ations of this to geometri
 problems. In this 
ir
le of ideas, we proposeto study the behavior of the s
alar 
urvature of 
onstant mean 
urvature hypersur-fa
es immersed into a Riemannian spa
e of 
onstant 
urvature. The �rst results inthis dire
tion were given by Klotz and Osserman [29℄ in 1967, where they 
hara
te-rized totally umbili
al spheres and 
ir
ular 
ylinders as the only 
omplete surfa
esimmersed into Eu
lidean 3-spa
e with nonzero 
onstant mean 
urvature and whoseGaussian 
urvature does not 
hange sign. Later on, Ho�man [26℄ and Tribuzy [52℄,independently, gave an extension to the 
ase of surfa
es with 
onstant mean 
urvatu-re in the Eu
lidean 3-sphere and in the hyperboli
 3-spa
e, respe
tively. The proofsof the last results strongly depend on the 
onformal stru
ture of the 2-dimensionalsurfa
e, so that they 
annot be extended to higher dimensions. With an alternati-ve approa
h, Alen
ar and Do Carmo [1℄ in 1994 were able to generalize this resultto the 
ase of 
ompa
t hypersurfa
es with 
onstant mean 
urvature immersed intoEu
lidean sphere.We propose as a �rst spe
i�
 obje
tive to improve Alen
ar and Do Carmo'sresult under di�erent assumptions of non-
ompa
tness of the manifold as the 
om-pleteness and the sto
hasti
 
ompleteness, and to extend it to every Riemannianspa
e form.Following with the philosophy of looking for more situations where we 
an applythe di�erent versions of maximum prin
iple, we found with the work by Otsuki [40℄,



4 SUMMARY AND CONCLUSIONSwhi
h states that if a hypersurfa
e has two prin
ipal 
urvatures both of multipli
itygreater than 1, then the distributions of the spa
e of prin
ipal ve
tors 
orrespondingto ea
h prin
ipal 
urvature are 
ompletely integrable and ea
h prin
ipal 
urvatureis 
onstant on ea
h of the integral leaves of the 
orresponding distribution. In par-ti
ular, if the mean 
urvature of hypersurfa
e is 
onstant, then the two prin
ipal
urvatures are also 
onstant and the hypersurfa
e is an isoparametri
 hypersurfa
ewith exa
tly two 
onstant prin
ipal 
urvatures, with multipli
ities k and n− k, and
1 < k < n − 1. Then, by the 
lassi
al results on isoparametri
 hypersurfa
es inRiemannian spa
e forms (see [32, 47, 15℄), this hypersurfa
e must be an open pie
eof one of the three following standard produ
t embeddings: Rk × Sn−k(r) ⊂ Rn+1with r > 0, if c = 0; Sk(√1− r2) × Sn−k(r) ⊂ Sn+1 with 0 < r < 1, if c = 1; and
Hk(−

√
1 + r2) × Sn−k(r) ⊂ Hn+1 with r > 0, if c = −1. So that, the interesting
ase for studying 
onstant mean 
urvature hypersurfa
es is when one of the prin
i-pal 
urvatures has multipli
ity one, in other words, is simple. In this new setting,Hasanis, Savas-Halilaj and Vla
hos [24℄ in 2004 studied su
h hypersurfa
es in theEu
lidean sphere under the hypotheses of 
ompleteness and minimality, obtaining a
hara
terization of the minimal Cli�ord tori . Re
ently, Wei [56℄ extended this resultto the 
ase of 
onstant mean 
urvature, whose proof does not use the Omori-Yaumaximum prin
iple but essentially resolve the ordinary di�erential equation of order2 originally proposed by Otsuki.Our se
ond spe
i�
 obje
tive is to extend Wei's result to hypersurfa
es im-mersed into a Riemannian spa
e form under the following hypotheses: 
onstant mean
urvature, two distin
t prin
ipal 
urvatures, one of them being simple, and verifyingthe Omori-Yau maximum prin
iple.In 
ontrast to what we have studied until now, we will analyze the behavior of themean 
urvature of 
onstant s
alar 
urvature hypersurfa
es. The �rst results knownare due to Cheng and Yau [19℄, where they introdu
ed an appropriate di�erentialoperator, di�erent to the Lapla
ian denoted here by L, for studying su
h hypersur-fa
es. More spe
i�
ally, the authors obtained two 
lassi�
ation results: First, theonly 
ompa
t hypersurfa
es in the unit sphere Sn+1 with 
onstant normalized s
alar
urvature R ≥ 1 and non-negative se
tional 
urvature are either totally umbili
al orisometri
 to a Riemannian produ
t Sk(√1− r2) × Sn−k(r) ⊂ Sn+1, 1 ≤ k ≤ n − 1.Se
ond, the only 
omplete non-
ompa
t hypersurfa
es in the Eu
lidean spa
e Rn+1with 
onstant normalized s
alar 
urvature R ≥ 0 and non-negative se
tional 
ur-vature are generalized 
ylinders of the form Rn−k × Sk(r) ⊂ Rn+1, 1 ≤ k ≤ n − 1.On the other hand, Alen
ar, Do Carmo and Santos [3℄ 
onsidered 
losed (
ompa
twithout boundary) hypersurfa
es of the unit sphere with normalized s
alar 
urva-ture one R = 1 and proved a gap theorem for a modi�ed se
ond fundamental formand determined the hypersurfa
es that are at the end points of the gap. Sin
e then,a number of papers appeared on the subje
t establishing rigidity results for su
hhypersurfa
es under various assumptions. For instan
e, [33, 55, 57℄ and �nally wewould like to emphasize in the re
ent work of Brasil, Colares and Palmas [12℄ whe-re they show a gap theorem for 
omplete hypersurfa
es with 
onstant normalized



SUMMARY 5s
alar 
urvature R ≥ 1 immersed in the Eu
lidean sphere, using the operator L(introdu
ed by Cheng and Yau) but they 
on
lude their proof with the Omori-Yaumaximum prin
iple for the Lapla
ian operator.Finally, our third spe
i�
 obje
tive is to give a weak maximum prin
iple for L-operator and an appli
ation of this. In this sense, we are able to show an interestingappli
ation on 
omplete hypersurfa
es with 
onstant s
alar 
urvature immersed intospa
e forms.This resear
h work is organized in the following way:The �rst 
hapter is a 
hapter of preliminaries that 
ontains four se
tions. Inthe �rst se
tion, we introdu
e some de�nitions and basi
 results of Riemanniangeometry in order to �x notation. In the se
ond se
tion, we re
all the basi
 formulaeof hypersurfa
es su
h as Gauss and Weingarten's formulae. Moreover, we show Gaussand Codazzi equations that will be use along of this work. In the third se
tion, westudy and 
lassifying the totally umbili
al hypersurfa
es immersed into Riemannianspa
es form a

ording to the value of 
onstant mean 
urvature. In the last se
tion, wemake a detailed analysis of isoparametri
 hypersurfa
es with two distin
t prin
ipal
urvatures, and we estimate the norm of the tra
eless se
ond fundamental form |Φ|.In the se
ond 
hapter we in
lude the analyti
 part of our work. In the �rstse
tion we introdu
e the Omori-Yau maximum prin
iple and its variations. In these
ond se
tion, we study the 
on
ept of paraboli
ity and give some examples. Inthe third se
tion, we study the sto
hasti
 
ompleteness and its relation with theweak Omori-Yau maximum prin
iple. In the fourth se
tion, we show a Simons typeformula for the Lapla
ian of the norm of the tra
eless se
ond fundamental formon submanifolds with parallel mean 
urvature ve
tor. As an appli
ation, we extendTheorem 1.1 given by Vla
hos in [53℄ to the 
ase of sto
hati
 
ompleteness. TheVla
hos's result originally stated that a 
omplete submanifold with parallel mean
urvature ve
tor in the Eu
lidean sphere is either pseudoumbili
al or the supremumof the norm of the tra
eless se
ond fundamental form is bounded from above bypositive 
onstant that depends on the 
onstant mean 
urvature fun
tion.The third 
hapter is about 
onstant mean 
urvature hypersurfa
es immersed intospa
e forms and the main results are 
olle
ted in the paper [5℄. This 
hapter hastwo se
tions. In the �rst se
tion, motivated by the works of Klotz and Osserman,Ho�man and Tribuzy that last mentioned, we estimate the in�mum of the Gaussian
urvature of 
omplete surfa
es with 
onstant mean 
urvature. There, we use 
omplexvariable te
hniques thanks to 
onformal stru
ture of 2-dimensional manifold and we
he
ked that the estimation found is sharp be
ause a family of unduloids immersedin the Eu
lidean spa
e satis�es it. In the se
ond se
tion, with a di�erent approa
hwe may generalize this result to sto
hasti
ally 
omplete hypersurfa
es (whi
h arenot ne
essarily 
ompletes) by the appli
ation of the weak Omori-Yau maximumprin
iple to squared norm of the tra
eless se
ond fundamental form |Φ|2.The fourth 
hapter of this memory 
ontains three se
tions. Analogously to theprevious 
hapter, in the �rst se
tion we derive an estimate of the supremum of Gauss
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urvature for 
omplete, 
onstant mean 
urvature surfa
es and again, we show thatthis estimate found is sharp be
ause a family of unduloids satis�es it. In the se
ondse
tion, we study this result in the 
ase of hypersurfa
es that verify the Omori-Yaumaximum prin
iple and have two distin
t prin
ipal 
urvatures, one of them beingsimple. Here, we will use the 
lassi
 Omori-Yau maximum prin
iple on the fun
tion
|Φ|. In the third se
tion, using the Prin
ipal Curvature Theorem due to Smyth andXavier in [49℄ we show a di�erent proof of one of the main results of the last se
tion(see Theorem 4.2.2) whi
h 
hara
terizes the 
omplete hypersurfa
es in the Eu
lideanspa
e with 
onstant mean 
urvature and two prin
ipal 
urvatures, one of them beingsimple. The main results of this 
hapter are 
olle
ted in the paper [6℄.Finally, in the �fth 
hapter we present a weak maximum prin
iple for L-operator.We begin this 
hapter with some preliminaries that are ne
essary to de�ne thisoperator as the �rst Newton transformation. In the se
ond se
tion, we apply thismaximum prin
iple to estimate the supremum of the mean 
urvature of 
onstants
alar 
urvature hypersurfa
es immersed into a spa
e form. Following with the sameformat that we began in the third 
hapter, we in
lude also the 2-dimensional 
asewhere we use the 
omplex variable theory. In the last se
tion, we introdu
e the 
on-
ept of L-paraboli
ity and we show some 
riteria that allow us to 
on
lude when amanifold is L-paraboli
. With this 
on
ept we are able to improve the 
hara
teri-zation of equality of the main results of the last se
tion. The results of this 
hapterare 
olle
ted in the paper [7℄.



Introdu

iónComo es bien 
ono
ido, el prin
ipio del máximo es una herramienta fundamentalen el estudio del 
omportamiento global de las variedades riemannianas, motivo porel 
ual es interesante realizar un estudio detallado de las apli
a
iones geométri
asdel prin
ipio del máximo en el es
enario de hipersuper�
ies inmersas en espa
iosriemannianos de 
urvatura 
onstante. Es importante a
larar, que trabajaremos solobajo hipótesis de no-
ompa
idad ya que, en toda variedad riemanniana 
ompa
ta
Σ (sin frontera), 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) al
anza su máximo, estoes, existe un punto x0 ∈ Σ tal que

(a) u(x0) = u∗ = sup
Σ
u, (b) |∇u(x0)| = 0, y (c) ∆u(x0) ≤ 0o de forma más general, (c)′ Hess u(x0) ≤ 0, en el sentido queHess u(x0)(v, v) ≤ 0 para todo v ∈ Tx0Σ.Obviamente, 
uando Σ no es 
ompa
ta esto no siempre es posible. Sin embargo, si

u : Rn → R es una fun
ión diferen
iable 
on u∗ < +∞ no es difí
il ver que existeuna su
esión de puntos {xk}k∈N ⊂ Rn tal que
(a) u(xk) > u∗ − 1

k
, (b) |∇u(xk)| <

1

k
, y (c) ∆u(xk) <

1

ko (c)′ Hess u(xk) < 1/k 〈 , 〉, en el sentidoHessu(xk)(v, v) < 1

k
|v|2 para todo v ∈ Tx0Σ.Para ver esto, basta 
onsiderar una su
esión {εk} → 0+ y los puntos xk ∈ Rn dondela fun
iones uk(x) = u(x)− εk |x|2 al
anzan su máximo absoluto sobre R

n.En 1967, Omori [39℄ observó que este he
ho no puede ser extendido en general avariedades riemannianas 
ompletas, pero bajo 
iertas 
ondi
iones geométri
as sobrela variedad es posible obtener su validez. Espe
í�
amente, Omori probó que si Σ esuna variedad riemanniana 
ompleta 
on 
urvatura se

ional a
otada inferiormente,7



8 INTRODUCCIÓNenton
es para 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ < +∞ existe unasu
esión de puntos {xk}k∈N ⊂ Σ tal que
(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, y (iii)′ Hess u(xk) < 1

k
〈 , 〉 .Más tarde en 1975, Yau [58℄ extendió este resultado a variedades riemannianas
ompletas 
on 
urvatura de Ri

i a
otada inferiormente 
ambiando la 
ondi
ión

(iii)′ por ∆u(xk) < 1/k. Esto dio origen al famoso prin
ipio del máximo de Omori-Yau, el 
ual siguiendo la terminología introdu
ida por Pigola, Rigoli y Setti en [44℄de
imos que este prin
ipio se veri�
a sobre Σ si para 
ualquier fun
ión diferen
iable
u ∈ C2(Σ) 
on u∗ < +∞ existe una su
esión de puntos {xk}k∈N ⊂ Σ tal que

(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, y (iii) ∆u(xk) <

1

k
.Equivalentemente, para 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = ı́nfΣ u >

−∞ existe una su
esión de puntos {xk}k∈N en Σ 
on las propiedades
(i) u(xk) < u∗ +

1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, y (iii) ∆u(xk) > −1

k
.Más generalmente, Pigola, Rigoli y Setti en [44℄ mostraron que un de
aimiento 
on-trolado de la 
urvatura de Ri

i radial impli
a la validez del prin
ipio del máximode Omori-Yau. Con
retamente, di
ho de
aimiento debe satisfa
er las siguientes 
on-di
iones té
ni
as:

RicΣ(∇̺,∇̺) ≥ −C2G(̺),donde ̺ es la fun
ión distan
ia sobre Σ a un punto �jo, C es una 
onstante positivay G : [0 +∞) → R es una fun
ión diferen
iable sobre que satisfa
e
(i) G(0) < 0, ii) G′(t) ≥ 0, (iii)

∫ +∞

0

1/
√
G(t) = +∞, y

(iv) ĺım sup
t→+∞

tG(
√
t)/G(t) < +∞. (2)En parti
ular, Bessa y Costa [11℄ a�rmaron que el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre una variedad riemanniana 
ompleta 
uya 
urvatura de Ri

itiene un de
aimiento 
uadráti
o fuerte de la forma

RicΣ ≥ −C2(1 + ̺2 log2(̺+ 2)).Por otra parte, Pigola, Rigoli y Setti observaron que la validez del prin
ipio delmáximo de Omori-Yau no depende de 
otas de la 
urvatura 
omo se esperaba. Es-pe
í�
amente, y 
omo una generaliza
ión del resultado original de Omori-Yau, ellosprueban que el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre toda variedad



INTRODUCCIÓN 9riemanniana Σ que admite una fun
ión de 
lase C2 no negativa γ que satisfa
e lossiguientes requisitos:
(i) γ(x) → +∞ 
uando x→ ∞,

(ii) ∃A > 0 : |∇γ| ≤ A
√
γ fuera de un 
onjunto 
ompa
to, y

(iii) ∃B > 0 : ∆γ ≤ B
√
γG(

√
γ) fuera de un 
onjunto 
ompa
to.Aquí G es una fun
ión diferen
iable que satisfa
e (2).Es importante señalar que en algunos problemas geométri
os la propiedad (ii)no juega un papel esen
ial. Por esta razón, Pigola, Rigoli y Setti [44℄ en 2001,mostraron una versión débil de este prin
ipio para toda variedad riemanniana, dondea�rman que el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre Σ, si para
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ < +∞ existe una su
esión depuntos {xk}k∈N ⊂ Σ tal que

(i) u(xk) > u∗ − 1

k
y (iii)′ ∆u(xk) <

1

k
.Análogamente, para 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ > −∞ existeuna su
esión de puntos {xk}k∈N en Σ 
on las propiedades

(i) u(xk) < u∗ +
1

k
, y (iii) ∆u(xk) > −1

k
.Los mismos autores probaron la equivalen
ia entre el prin
ipio débil del máximode Omori-Yau y la 
ompletitud esto
ásti
a de la variedad. Re
ordemos que unavariedad es esto
ásti
amente 
ompleta si para algún (y por lo tanto, para 
ualquier)

(x, t) ∈ Σ× (0,+∞) se tiene que
∫

Σ

p(x, y, t)dy = 1,donde p(x, y, t) es el nú
leo de 
alor del operador lapla
iano.Nuestro objetivo prin
ipal es presentar la evolu
ión del prin
ipio del máximo yalgunas apli
a
iones de él a problemas geométri
os. En este sentido, nos planteamosestudiar el 
omportamiento de la 
urvatura es
alar de hipersuper�
ies de 
urvaturamedia 
onstante inmersas en espa
ios forma riemannianos. Los primeros resultadosen esta dire

ión fueron dados por Klotz y Osserman [29℄ en 1967, donde 
ara
te-rizaron las esferas totalmente umbili
ales y los 
ilindros 
ir
ulares 
omo las úni
assuper�
ies 
ompletas inmersas en el espa
io eu
lídeo 3-dimensional 
on 
urvaturamedia 
onstante diferente de 
ero y, 
uya 
urvatura de Gauss no 
ambia de signo.Tiempo después, Ho�man [26℄ y Tribuzy [52℄ de forma independiente extienden esteresultado al 
aso de super�
ies 
on 
urvatura media 
onstante inmersas en la esfe-ra eu
lídea 3-dimensional y el espa
io hiperbóli
o 3-dimensional, respe
tivamente.



10 INTRODUCCIÓNLas pruebas de los resultados anteriores ha
en uso de la estru
tura 
onforme de lasuper�
ie 2-dimensional, así que no se pueden extender automáti
amente a dimen-siones superiores. Con un enfoque 
ompletamente diferente, Alen
ar y Do Carmo[1℄ en 1994 
onsiguen generalizar di
ho resultado a hipersuper�
ies 
ompa
tas de
urvatura media 
onstante inmersas en la esfera eu
lídea.Nosotros proponemos 
omo un primer objetivo espe
í�
omejorar el resultadode Alen
ar y Do Carmo bajo hipótesis de no-
ompa
idad de la variedad 
omo loson: la 
ompletitud y la 
ompletitud esto
ásti
a, y extenderlo a todo espa
io formariemanniano.Continuando 
on la �losofía de bus
ar situa
iones donde podamos apli
ar lasdiferentes versiones del prin
ipio del máximo, nos en
ontramos 
on el trabajo deOtsuki [40℄, el 
ual estable
e lo siguiente: si una hipersuper�
ie tiene dos 
urvaturasprin
ipales distintas de multipli
idades mayores que 1, enton
es las distribu
ionesde los subespa
ios propios 
orrespondientes a 
ada 
urvatura prin
ipal son 
omple-tamente integrables y 
ada 
urvatura prin
ipal es 
onstante sobre 
ada hoja inte-grable de la 
orrespondiente distribu
ión. En parti
ular, si la 
urvatura media dela hipersuper�
ie es 
onstante, enton
es las dos 
urvaturas prin
ipales son también
onstantes y por ende, la hipersuper�
ie es isoparamétri
a 
on exa
tamente dos 
ur-vaturas prin
ipales 
onstantes, de multipli
idades k y n − k, 
on 1 < k < n − 1.Enton
es, a partir de los resultados 
lási
os de hipersuper�
ies isoparamétri
as enespa
ios forma Mn+1
c (véase [32, 47, 15℄), esta hipersuper�
ie debe ser un abier-to de uno de los siguientes produ
tos estándar embebidos: Rk × Sn−k(r) ⊂ Rn+1
on r > 0, si c = 0; Sk(√1− r2) × Sn−k(r) ⊂ Sn+1 
on 0 < r < 1, si c = 1; y

H
k(−

√
1 + r2) × S

n−k(r) ⊂ H
n+1 
on r > 0, si c = −1. De manera que, el 
aso aanalizar es 
uando justamente una de las dos 
urvaturas prin
ipales tiene multipli
i-dad uno, en otras palabras, es simple. En este nuevo es
enario, Hasanis, Savas-Halilajy Vla
hos [24℄ en 2004 estudiaron di
has hipersuper�
ies en la esfera eu
lídea bajolas hipótesis de 
ompletitud y minimalidad obteniendo una 
ara
teriza
ión del torode Cli�ord minimal. Re
ientemente, Wei [56℄ dio una extensión de este mismo resul-tado al 
aso de 
urvatura media 
onstante. En su prueba no ha
e uso del prin
ipiodel máximo de Omori-Yau sino que esen
ialmente resuelve una e
ua
ión diferen
ialordinaria de segundo orden planteada originalmente por Otsuki.Nuestro segundo objetivo espe
í�
o es extender el resultado dado por Weia hipersuper�
ies inmersas en los espa
ios forma bajo las hipótesis de: 
urvaturamedia 
onstante, dos 
urvaturas prin
ipales, una de ellas simple, y que veri�quen elprin
ipio del máximo de Omori-Yau.En 
ontraste a lo que hemos venido estudiando, analizaremos ahora el 
ompor-tamiento de la 
urvatura media de la hipersuper�
ie 
on la hipótesis de que su 
ur-vatura es
alar sea 
onstante. Los primeros resultados 
ono
idos son gra
ias a Chengy Yau [19℄, donde introdu
en un operador diferen
ial auto-adjunto diferente al la-pla
iano el 
ual juega un papel fundamental en el estudio de tales hipersuper�
ies.En un futuro este operador lo denotaremos por L. De manera más 
on
reta, los au-tores obtuvieron dos resultados de 
lasi�
a
ión: primero, las úni
as hipersuper�
ies
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ompa
tas en la esfera eu
lídea Sn+1 
on 
urvatura es
alar 
onstante normalizada
R ≥ 1 y 
urvatura se

ional no negativa son o bien, totalmente umbili
ales o bien,isométri
as a un produ
to riemanniano de la forma Sk(

√
1− r2)× Sn−k(r) ⊂ Sn+1.Segundo, las úni
as hipersuper�
ies 
ompletas no 
ompa
tas en Rn+1 
on 
urvatu-ra es
alar 
onstante normalizada R ≥ 0 y 
urvatura se

ional no-negativa son los
ilindros generalizados de la forma Rn−k × Sk(r) ⊂ Rn+1, 1 ≤ k ≤ n − 1. Por otraparte, Alen
ar, Do Carmo y Santos en [3℄ 
onsideraron las hipersuper�
ies 
erradas(es de
ir, 
ompa
tas y sin frontera) de la esfera unitaria S
n+1 
on 
urvatura es
alarnormalizada uno R = 1 y presentaron un teorema de tipo gap. Allí, estimaron lanorma de la segunda forma fundamental modi�
ada y determinaron las hipersuper-�
ies que se en
uentran en los puntos �nales del gap. Desde enton
es, un número
onsiderable de artí
ulos han ido apare
iendo sobre este tema en parti
ular, en mu-
hos de ellos podemos en
ontrar resultados de rigidez para tales hipersuper�
ies,bajo diversas hipótesis. Por ejemplo, [33, 55, 57℄ y por último, queremos ha
er unespe
ial énfasis en el re
iente trabajo dado por Brasil, Colares y Palmas [12℄ dondepresentan un teorema tipo gap para hipersuper�
ies 
ompletas 
on 
urvatura es
alarnormalizada R ≥ 1 inmersas en la esfera unitaria, donde ha
en uso del operador Lpero, 
on
luyen la prueba 
on el prin
ipio del máximo de Omori-Yau para el opeadorlapla
iano.Finalmente, nuestro ter
er objetivo espe
í�
o es pretender dar un prin
ipiodébil del máximo para el operador L, 
omo también una apli
a
ión. Con respe
to aesta última pretensión logramos presentar una interesante apli
a
ión sobre las hiper-super�
ies 
ompletas de 
urvatura es
alar 
onstante inmersas en 
ualquier espa
ioforma.La presente memoria está organizada de la siguiente forma:El Capítulo 1 es un 
apítulo de preliminares que 
onsta de 
uatro se

iones.En la primera se

ión, introdu
imos algunas de�ni
iones y resultados bási
os degeometría riemanniana 
on el �n de �jar algunas nota
iones. En la segunda se

ión,re
ordaremos las fórmulas bási
as para hipersuper�
ies 
omo lo son las fórmulasde Gauss y de Weingarten. Además, presentamos las e
ua
iones fundamentales deGauss y de Codazzi, las 
uales utilizamos a lo largo de la tesis. En la ter
era se

ión,estudiamos y 
lasi�
amos las hipersuper�
ies totalmente umbili
ales inmersas enlos espa
ios forma a partir del valor de su 
urvatura media 
onstante. En la últimase

ión, realizamos un estudio detallado de las hipersuper�
ies isoparamétri
as 
ondos 
urvaturas prin
ipales y estimamos la norma de la segunda forma fundamentalsin traza |Φ|.En el Capítulo 2 
ondensamos la parte más analíti
a de nuestro trabajo. En laprimera se

ión, introdu
imos el prin
ipio del máximo de Omori-Yau y algunas desus varia
iones. En la segunda se

ión, estudiamos el 
on
epto de paraboli
idad ydamos algunos ejemplos. En la ter
era se

ión, estudiamos el 
on
epto de 
omple-titud esto
ásti
a y su rela
ión 
on el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau. Enla 
uarta se

ión, in
luimos la fórmula de tipo Simons para el lapla
iano de la se-gunda forma fundamental sin traza sobre subvariedades 
on ve
tor 
urvatura media



12 INTRODUCCIÓNparalelo. Además, presentamos una apli
a
ión de este, que nos permite generalizarel Teorema 1.1 dado por Vla
hos [53℄, el 
ual a�rma que una subvariedad 
om-pleta 
on ve
tor 
urvatura media paralelo no nulo en la esfera eu
lídea es o bien,pseudoumbili
al o bien, el supremo de la norma de la segunda forma fundamentalestá a
otado superiormente por una 
onstante positiva que depende de la fun
ión
urvatura media 
onstante.El Capítulo 3 versa sobre hipersuper�
ies de 
urvatura media 
onstante inmer-sas en un espa
io forma y 
uyos resultados prin
ipales se en
uentran re
ogidos en elartí
ulo [5℄. Este 
apítulo 
onsta de dos se

iones. En la primera se

ión, motivadospor los trabajos de Klotz y Osserman, Ho�man y Tribuzy men
ionados anterior-mente, realizamos una estima
ión del ín�mo de la 
urvatura de Gauss de super�
ies
ompletas 
on 
urvatura media 
onstante. Allí, usamos las té
ni
as de variable 
om-pleja gra
ias a la estru
tura 
onforme de la variedad 2-dimensional, y mostramosque di
ha estima
ión es óptima, pues 
omprobamos que se satisfa
e en una fami-lia de onduloides inmersa en el espa
io eu
lídeo. En la segunda se

ión, usando unenfoque distinto al empleado en la primera se

ión, logramos extender di
ho resul-tado a hipersuper�
ies esto
ásti
amente 
ompletas (re
ordemos que éstas no sonne
esariamente 
ompletas) mediante la apli
a
ión del prin
ipio del máximo débil deOmori-Yau a la norma al 
uadrado de la segunda forma fundamental sin traza |Φ|2.El Capítulo 4 está distribuido en tres se

iones. De forma análoga al 
apítuloanterior, en la primera se

ión, en
ontramos una 
ota para la 
urvatura de Gauss,pero en este 
aso estimamos el supremo de la 
urvatura de Gauss sobre super�
ies
ompletas de 
urvatura media 
onstante, y de nuevo, logramos mostrar que di
haestima
ión es óptima en la familia de onduloides. En la segunda se

ión, extendemoseste resultado a hipersuper�
ies de 
urvatura media 
onstante que veri�
an el prin-
ipio del máximo de Omori-Yau y que tienen dos 
urvaturas prin
ipales distintas.Aquí, usaremos el prin
ipio 
lási
o del máximo de Omori-Yau sobre la fun
ión |Φ|.En la ter
era se

ión, usando el teorema de la 
urvatura prin
ipal dado por Smyth yXavier [49℄ presentamos una prueba alternativa de uno de los teoremas prin
ipalesde la segunda se

ión (véase Teorema 4.2.2). Los resultados de este 
apítulo estánre
opilados en el trabajo [6℄.Finalmente, en el Capítulo 5 presentamos un prin
ipio débil del máximo para eloperador L. Comenzamos este 
apítulo presentando algunos preliminares ne
esariospara de�nir este operador, 
omo la primera transforma
ión de Newton. En la segun-da se

ión, apli
amos di
ho prin
ipio para estimar el supremo de la 
urvatura mediade hipersuper�
ies de 
urvatura es
alar 
onstante inmersas en espa
ios forma. Paradarle 
ontinuidad al formato que ini
iamos en el Capítulo 3, in
luimos una se

ióndonde estudiamos el 
aso 2-dimensional usando la teoría de variable 
ompleja. Enla última se

ión, introdu
imos el 
on
epto de L-paraboli
idad y presentamos al-gunos 
riterios que nos permiten determinar 
uando una variedad es L-parabóli
a,y bajo este 
on
epto logramos mejorar la 
ara
teriza
ión de la igualdad de los teo-remas prin
ipales de la se

ión anterior. Los resultados este último 
apítulo están
ontenidos en el artí
ulo [7℄.



Capítulo 1PreliminaresSumario. El objetivo de este 
apítulo es introdu
ir todos los 
on
eptos bási
os queapare
erán de un modo signi�
ativo a lo largo de esta memoria. En 
on
reto, intro-du
imos los espa
ios forma riemannianos y las hipersuper�
ies que se en
uentran in-mersas en di
hos espa
ios, ha
iendo espe
ial énfasis en las hipersuper�
ies totalmenteumbili
ales y las hipersuper�
ies isoparamétri
as 
on dos 
urvaturas prin
ipales.Abstra
t. The aim of this 
hapter is to introdu
e the basi
 
on
epts that will ap-pear lately along this work. In 
on
rete we introdu
e the 
on
ept of Riemannian spa
eforms and the hypersurfa
es immersed in this spa
es emphasizing in the totally umbi-li
al hypersurfa
es and the isoparametri
 hypersurfa
es with two prin
ipal 
urvatures.1.1. Nota
ión y 
on
eptos bási
osEl espa
io ambiente en el que va a estar enmar
ado nuestro trabajo son los espa-
ios forma riemannianos. Para de�nirlos, primero permitan nos re
ordarles algunos
on
eptos bási
os 
omo el de tensor de 
urvatura de Riemann.De�ni
ión 1.1.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana. De�nimos el tensor 
ur-vatura de Riemann de M 
omo el tensor 
urvatura de su 
onexión de Levi-Civita
∇, es de
ir, el tensor R : X (M)× X (M)× X (M) → X (M) de tipo (1, 3) dado por

R(X, Y, Z) = R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X,∇Y ]Z,donde X (M) denota el 
onjunto de los 
ampos tangentes en M y [ , ] el bra
ket deLie.En o
asiones el tensor 
urvatura de Riemann es bastante 
ompli
ado de manejar,así que resulta útil introdu
ir una nueva fun
ión evaluada en R, más sen
illa de tratary que lo determina 
ompletamente. 13



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESDe�ni
ión 1.1.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Dado un punto x ∈ M yun plano ve
torial no degenerado Π ⊆ TxM , de�nimos la 
urvatura se

ional de Π
omo
Ksec = K(Π) =

g (Rx(v, w)v, w)

gx(v, v)gx(w,w)− gx(v, w)2
, (1.1)donde {v, w} es una base de Π.No es difí
il ver que el valor de Ksec no depende de la base elegida, de manera quela 
urvatura se

ional está bien de�nida para 
ada plano no degenerado. Se de�neasí la fun
ión 
urvatura se

ional Ksec de M, 
uyo dominio es el 
onjunto formadopor todos los planos ve
toriales no degenerados de M .De
imos que una variedad riemanniana tiene 
urvatura 
onstante si su fun
ión
urvatura se

ional es 
onstante, y aquellas variedades 
uyo tensor 
urvatura deRiemann (o fun
ión 
urvatura se

ional) es 
ero en todo punto se di
e que es llana.En tal 
aso, el tensor 
urvaturaR de la variedad (M, g) se puede expresar en términosde la 
urvatura 
onstante C 
omo

R(X, Y )Z = C (g(X,Z)Y − g(Y, Z)X)donde X, Y y Z son 
ampos en M .Ahora, ya estamos listos para presentar la de�ni
ión de un espa
io forma rie-manniano.De�ni
ión 1.1.3. Un espa
io forma riemanniano es una variedad riemanniana 
om-pleta, simplemente 
onexa y de 
urvatura 
onstante.Por un resultado de Cartan, Killing y Hopf, tenemos que un espa
io forma m-dimensional 
on 
urvatura 
onstante c (c = 0, 1,−1), el 
ual denotamos por Mm
c esisométri
o al espa
io eu
lídeo Rm 
uando c = 0, a la esfera eu
lídea

S
m = {x ∈ R

m+1 : |x|2 = 1} ⊂ R
m+1,
uando c = 1, y al espa
io hiperbóli
o Hm 
uando c = −1. En este último 
aso, serámás apropiado para nosotros usar el modelo minkowskiano del espa
io hiperbóli
o.Es
ribimos Rm+1

1 para denotar Rm+1, 
on las 
oordenadas 
anóni
as (x0, x1, . . . , xm),dotadas de la métri
a lorentziana
〈, 〉1 = −dx20 + dx21 + · · ·+ dx2m. (1.2)El espa
io hiperbóli
om-dimensionalHm lo podemos visualizar 
omo el hiperboloide

H
m = {x ∈ R

m+1
1 : 〈x, x〉1 = −1, x0 > 0} ⊂ R

m+1
1dotado 
on la métri
a riemanniana indu
ida de R

m+1
1 . Con el �n de simpli�
arnuestra nota
ión, 
uando c = ±1 a
ordamos denotar por 〈, 〉, sin distin
ión, am-bas métri
as la eu
lidiana sobre Rm+1 y la lorentziana (1.2) sobre R

m+1
1 . También
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ordamos denotar por 〈, 〉 a la 
orrespondiente métri
a riemanniana indu
ida sobre
Mm

c →֒ Rm+1.Note que si denotamos por R el tensor 
urvatura de Riemann del espa
io forma
M

m
c tenemos que

R(X, Y )Z = c (〈X,Z〉 Y − 〈Y, Z〉X) (1.3)donde X, Y y Z son 
ampos en Mm
c .De
imos que una variedad diferen
iable Σ de dimensión n es una subvariedadinmersa en el espa
io forma Mm

c 
uando existe una inmersión de la variedad rieman-niana Σ en M
m
c .A largo de esta memoria denotaremos por ∇o,∇ y ∇ las 
onexiones de Levi-Civita sobre Rm, Mm

c y Σ, respe
tivamente, y por ψ : Σn → Mm
c la inmersión.Un he
ho bási
o relativo a la 
onexión indu
ida sobre Σ es que siX, Y son 
ampostangentes en Σ la derivada 
ovariante ∇XY no es ne
esariamente tangente a Σ. Porlo tanto, es natural des
omponerla en una 
omponente tangente (∇XY )

⊤ = ∇XYy una 
omponente normal que determina una apli
a
ión C∞(Σ)-bilineal y simétri
allamada la segunda forma fundamental de la inmersión
σ : X (Σ)×X (Σ) −→ X⊥(Σ),dada por σ(X, Y ) = (∇XY )

⊥, donde X (Σ) denota el 
onjunto de los 
ampos tan-gentes en Σ y X⊥(Σ) denota el 
onjunto de los 
ampos normales en Σ. Se obtieneasí la llamada fórmula de Gauss, que se es
ribe 
omo
∇XY = ∇XY + σ(X, Y ), (1.4)para 
ampos X, Y ∈ X (Σ). Por otra parte, si X ∈ X (Σ) y ξ ∈ X⊥(Σ) denotamospor Aξ(X) la 
omponente tangente de la derivada 
ovariante −∇Xξ, esto es,
Aξ(X) = −(∇Xξ)

⊤.Enton
es para X, Y ∈ X (Σ) se veri�
a
〈Aξ(X), Y 〉 = 〈σ(X, Y ), ξ〉 .La apli
a
ión Aξ : X (Σ) → X (Σ) re
ibe el nombre de endomor�smo de Weingartenaso
iado a ξ. En 
uanto a la 
omponente normal de ∇Xξ, la apli
a
ión ∇⊥ : X (Σ)×

X⊥(Σ) → X⊥(Σ) dada por
∇⊥
Xξ = (∇Xξ)

⊥es 
ono
ida 
omo la 
onexión normal de la inmersión. Así que obtenemos la llamadafórmula de Weingarten que viene dada por
∇Xξ = −Aξ(X) +∇⊥

Xξ.
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ampo normal ξ es paralelo si ∇⊥
Xξ = 0 para todo X ∈ X (Σ).Aso
iado a la segunda forma fundamental se en
uentra el 
on
epto de 
ampo deve
tores 
urvatura media H de la subvariedad, que está dado porH =

1

n
tr(σ) =

1

n

n∑

i=1

σ(Ei, Ei)donde {E1, . . . , En} es una base lo
al ortonormal sobre Σ. De
imos que una subva-riedad es minimal si su 
ampo de ve
tores 
urvatura mediaH es nulo en todo puntode Σ.Por otra parte, un punto x de una subvariedad Σ es umbíli
o si existe un ve
tornormal v ∈ (TxΣ)
⊥ tal que

σx(y, z) = 〈y, z〉 v,para todo y, z ∈ TxΣ. Esto es equivalente a que para todo w ∈ (TxΣ)
⊥ el endomor-�smo Aw sea propor
ional al operador identidad, Aw = λwI 
on λw ∈ R. Tambiéndiremos que una subvariedad es totalmente umbili
al si todos sus puntos son umbí-li
os.De�nimos la apli
a
ión bilineal Φ̃ : X (Σ)×X (Σ)→X⊥(Σ) dada por

Φ̃(X, Y ) = σ(X, Y )− 〈X, Y 〉H.Si {ξ1, . . . , ξp} es una base lo
al ortonormal normal a Σ podemos expresar Φ̃ de lasiguiente forma:
Φ̃(X, Y ) =

p∑

α=1

〈
Φ̃(X, Y ), ξα

〉
ξα =

p∑

α=1

(〈σ(X, Y ), ξα〉 − 〈X, Y 〉 〈H, ξα〉) ξα
=

p∑

α=1

(〈AαX, Y 〉 − 〈X, Y 〉 〈H, ξα〉) ξα
=

p∑

α=1

〈(Aα − 〈H, ξα〉)X, Y 〉 ξα,donde Aα = Aξα .Para 
ada α existe una apli
a
ión lineal φα : X (Σ)→X (Σ) dada por φα = Aα −
〈H, ξα〉 I, donde I denota el operador identidad sobre X (Σ). Observe que tr(φα) = 0y |φα|2 = tr(φ2

α) = |Aα|2 − n 〈H, ξα〉2 donde |Aα| = tr(Aα).Dado que
Φ̃(X, Y ) =

p∑

α=1

〈φαX, Y 〉 ξα (1.5)
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il 
omprobar que tr(Φ̃) = 0, y si denotamos |A|2 = tr(A2), obtenemos que
|Φ̃|2 =

p∑

α=1

|φα|2 = |A|2 − n|H|2 ≥ 0 (1.6)
on igualdad si y sólo si Σ es totalmente umbili
al.Si denotamos el tensor de 
urvatura de Riemann de Σ por R, las fórmulas deGauss y de Weingarten impli
an la siguiente rela
ión fundamental entre la 
urvaturasde la subvariedad Σ y del espa
io ambiente Mn+p
c , llamada la e
ua
ión de Gauss

〈R(X, Y )Z,W 〉 =
〈
R(X, Y )Z,W

〉
+ 〈σ(X,Z), σ(Y,W )〉 − 〈σ(X,W ), σ(Y, Z)〉 .Por la e
ua
ión (1.3) tenemos que la e
ua
ión de Gauss de una subvariedad inmersaen un espa
io forma está dada por

R(X, Y )Z = c (〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X) + Aσ(X,Z)Y −Aσ(Y,Z)X. (1.7)Por otra parte, de la e
ua
ión (1.3) sabemos que la 
omponente normal de R(X, Y )Zes 
ero así que la e
ua
ión de Codazzi para una subvariedad inmersa en un espa
ioforma está dada por
0 = ∇σ(X,Z, Y )−∇σ(Y, Z,X) (1.8)donde ∇σ es la derivada 
ovariante normal de σ (o, en general, derivada 
ovariantede van der Waerden-Bortolotti) y viene dada por

∇σ(X, Y, Z) = (∇Zσ)(X, Y ) = ∇⊥
Zσ(X, Y )− σ(∇ZX, Y )− σ(X,∇ZY ).Ahora, de�nimos el tensor 
urvatura normal R⊥ de Σ 
omo el tensor 
urvaturaaso
iado a la 
onexión normal ∇⊥, es de
ir, la apli
a
ión C1(Σ)-multilineal R⊥ :

X (Σ)× X (Σ)×X⊥(Σ) → X⊥(Σ) dada por
R⊥(X, Y )η = ∇⊥

[X,Y ]η −
[
∇⊥
X ,∇⊥

Y

]
η. (1.9)Enton
es, la 
omponente normal de R(X, Y )η se es
ribe 
omo

(
R(X, Y )η

)⊥
= R⊥(X, Y )η − σ(AηX, Y ) + σ(X,AηY )y por la e
ua
ión (1.3) tenemos que

R⊥(X, Y )η = σ(AηX, Y )− σ(X,AηY ). (1.10)para todo X, Y, Z ∈ X (Σ) y η ∈ X⊥(Σ). Enton
es la e
ua
ión de Ri

i de unasubvariedad inmersa en un espa
io forma está dada por
〈
R⊥(X, Y )η, ξ

〉
= 〈[Aη, Aξ]X, Y 〉 (1.11)donde [Aη, Aξ] = Aη ◦ Aξ − Aξ ◦ Aη.



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.2. Fórmulas bási
as para hipersuper�
iesUn 
aso muy interesante de subvariedades es el de hipersuper�
ies, es de
ir,subvariedades de 
odimensión uno. En este 
aso siempre podemos 
onsiderar, almenos lo
almente, un 
ampo ve
torial diferen
iable N normal y unitario. A denotael endomor�smo de Weingarten aso
iado al normal N (in
luso aunque Σ no admitaun normal unitario global, A está globalmente de�nido salvo signo).Si di
ha hipersuper�
ie está inmersa en un espa
io formaMm
c , observe que 
uando

c 6= 0 dadas las in
lusiones Sn+1 ⊆ Rn+2 y Hn+1 ⊆ R
n+1
1 ⊆ Rn+2 tenemos que ψtambién es normal a Σ 
on norma 〈ψ, ψ〉 = c. Así que, la 
omponente normal dela derivada 
ovariante de los 
ampos X e Y tangentes a Σ, se puede es
ribir 
omo
ombina
ión lineal de di
hos normales de la siguiente forma:

(
∇XY

)⊥
= αN + βψ.Dado que N y ψ son ortogonales entre sí, obtenemos

(
∇XY

)⊥
= 〈σ(X, Y ), N〉N + c

〈
∇XY, ψ

〉
ψy 
omo 〈∇XY, ψ

〉
= −

〈
Y,∇Xψ

〉
= −〈Y,X〉 tenemos que

(
∇XY

)⊥
= 〈AX, Y 〉N − c 〈X, Y 〉ψ.De este modo, la fórmula de Gauss para hipersuper�
ies inmersas en un espa
ioforma queda de la siguiente forma

∇XY = ∇XY + 〈AX, Y 〉N − c 〈X, Y 〉ψ (1.12)para 
ampos X, Y ∈ X (Σ).Por otro lado, dado que N es unitario obtenemos ∇⊥
XN = 0 y la fórmula deWeingarten para hipersuper�
ies viene dada por

AX = −∇XN = −∇XN. (1.13)En hipersuper�
ies H = HN donde H es la fun
ión 
urvatura media. En este 
aso,la fun
ión 
urvatura media 
ontiene la misma informa
ión que el ve
tor 
urvaturamedia 
on la ventaja de que es más fá
il de manejar. Así, una hipersuper�
ie minimales aquella que tiene H = 0 en todo punto.Además, observemos que φ1 = A − HI, el 
ual en el 
aso de hipersuper�
iesdenotaremos por Φ y que satisfa
e
|Φ|2 = |A|2 − n 〈H, N〉2 = |A|2 − nH2. (1.14)La rela
ión entre el tensor de 
urvatura de Riemann R de la hipersuper�
ie Σy la 
urvatura de Mn+1

c que está dada por la e
ua
ión de Gauss, tiene la siguienteexpresión
R(X, Y )Z = c(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X) + 〈AX,Z〉AY − 〈AY, Z〉AX (1.15)
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ular, la 
urvatura de Ri

i de una hipersuper-�
ie, que es la traza del tensor de 
urvatura de Riemann viene dada por
Ric(X,X) = (n− 1)c|X|2 + nH〈AX,X〉 − |AX|2 (1.16)y a su vez, la 
urvatura es
alar de Σ que es la traza del tensor de Ri

i, está dadapor

S = n(n− 1)c+ n2H2 − |A|2. (1.17)Por otra parte, la e
ua
ión de Codazzi para hipersuper�
ies inmersas en un espa
ioforma viene dada por
∇A(X, Y ) = ∇A(Y,X). (1.18)donde ∇A : X (Σ) × X (Σ) → X (Σ) denota la diferen
ial 
ovariante de A que estádada por

∇A(X, Y ) = (∇YA)X = ∇YAX − A(∇YX).También, podemos rees
ribir el tensor 
urvatura de Riemann R en términos de
Φ 
omo sigue

R(X, Y )Z =(c+H2)(〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X) + 〈ΦX,Z〉ΦY − 〈ΦY, Z〉ΦX
+H(〈ΦX,Z〉Y − 〈Y, Z〉ΦX + 〈X,Z〉ΦY − 〈ΦY, Z〉X) (1.19)para X, Y, Z ∈ X (Σ). En parti
ular, la 
urvatura de Ri

i está dada por

Ric(X, Y ) = (n− 1)(c+H2)〈X, Y 〉+ (n− 2)H〈ΦX, Y 〉 − 〈ΦX,ΦY 〉, (1.20)para X, Y ∈ X (Σ).De (1.14) y (1.17) 
on
luimos que la 
urvatura es
alar se puede es
ribir en tér-minos de Φ de la siguiente forma
S = n(n− 1)(c+H2)− |Φ|2. (1.21)Aquí, 
on R, indi
amos la 
urvatura es
alar normalizada, esto es R = 1/n(n− 1)S.De (1.17) obtenemos las siguientes identidades
nH2 =

1

n
|A|2 + (n− 1)(R− c) (1.22)y

|Φ|2 = n− 1

n
|A|2 − (n− 1)(R− c) = n(n− 1)

[
H2 − (R− c)

]
. (1.23)



20 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES1.3. Hipersuper�
ies totalmente umbili
alesEn esta se

ión realizamos un estudio detallado de las hipersuper�
ies totalmenteumbili
ales inmersas en los espa
ios forma. En parti
ular, damos algunos ejemplos yuna 
lasi�
a
ión de estas super�
ies según el valor de su 
urvatura media 
onstante.Una 
ara
terísti
a prin
ipal de las hipersuper�
ies totalmente umbili
ales es laque enun
iamos a 
ontinua
ión.Proposi
ión 1.3.1. Sea ψ : Σn→Mn+1
c una hipersuper�
ie totalmente umbili
al in-mersa en el espa
io forma Mn+1

c 
on n ≥ 2. Enton
es Σ tiene 
urvatura media H
onstante.Demostra
ión. Si Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al existe una fun
ióndiferen
iable λ : Σ → R tal que el operador de forma en Σ se puede es
ribir 
omo
A = λI. En 
onse
uen
ia, la traza del operador A es igual a nλ. Por otra parte, de lade�ni
ión de 
urvatura media H , tenemos que la traza de A es nH . Si 
omparamosambos resultados llegamos a la igualdad entre la fun
ión λ y la 
urvatura media H ,por tanto el operador de forma se puede es
ribir 
omo A = HI.Teniendo en 
uenta la 
on
lusión anterior y la e
ua
ión de Codazzi (1.18), estoes, (∇YA)X = (∇XA)Y tenemos que

∇Y (AX)− A(∇YX) = ∇X(AY )− A(∇XY )

∇Y (HX)−H(∇YX) = ∇X(HY )−H(∇XY )

Y (H)X +H(∇YX)−H(∇YX) = X(H)Y +H(∇XY )−H(∇XY )

〈∇H, Y 〉X = 〈∇H,X〉Y.Así pues, en un punto x de Σ se tiene que
〈∇H(x), v〉w − 〈∇H(x), w〉 v = 0,para 
ualquier par de ve
tores v y w en el espa
io tangente TxΣ. Si estos ve
toresson linealmente independientes los 
oe�
ientes de la 
ombina
ión lineal son 
ero, esde
ir, 〈∇H(x), v〉 = 0 para un ve
tor 
ualquiera v ∈ TxΣ. Esto impli
a ∇H = 0 entodo punto, y 
omo Σ es 
onexa, 
on
luimos que la fun
ión H es 
onstante.A 
ontinua
ión veremos algunos ejemplos de hipersuper�
ies totalmente umbi-li
ales inmersas en el espa
io forma riemanniano M

n+1
c . Más adelante probaremosque estos son los úni
os.Ejemplo 1.3.2. Hipersuper�
ies totalmente umbili
ales en el espa
io eu
lídeo.Hiperplanos.Dado un punto x0 ∈ Rn+1 y un ve
tor 
onstante a ∈ Rn+1, el hiperplano quepasa por x0 y es normal al ve
tor a está dado por

Π =
{
x ∈ R

n+1 : 〈x− x0,a〉 = 0
}
.
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ión diferen
iable f : Rn+1 → R dada por
f(x) = 〈x− x0,a〉 .Note que Π = f−1(0) y ∇f(x) = a 6= 0. Por lo tanto, el hiperplano Π es unahipersuper�
ie de nivel en R
n+1 
on 
ampo normal N = a.Si queremos 
ono
er la expresión del operador de forma sólo tenemos quederivar el 
ampo normal de la siguiente forma

AX = −∇XN = −∇Xa = 0.Esto impli
a que los hiperplanos son hipersuper�
ies totalmente geodési
as ypor ende totalmente umbili
ales.Esferas.Sea x0 ∈ Rn+1 y r ∈ R\ {0}. La esfera de 
entro x0 y radio r es el 
onjuntodado por
S
n(x0, r) =

{
x ∈ R

n+1 : 〈x− x0, x− x0〉 = r2
}
.Note que la esfera en Rn+1 es una hipersuper�
ie de nivel ya que se puede ver
omo Sn(x0, r) = f−1(r2) donde f : Rn+1 → R es una fun
ión diferen
iabledada por

f(x) = 〈x− x0, x− x0〉que satisfa
e
〈
∇f,X

〉
= X(f) = X(〈x− x0, x− x0〉) = 2

〈
∇Xx, x− x0

〉
= 〈X, 2(x− x0)〉para 
ualquier X ∈ Rn+1 y por ende ∇f = 2(x− x0) y |∇f |2 = 4r2 6= 0.Así pues, el normal a esta hipersuper�
ie de nivel está dado por

N(x) =
∇f(x)
|∇f(x)|

=
x− x0
ry su operador de forma es

AX = −∇XN = −1

r
∇Xx = −1

r
X.Por lo tanto, Sn(x0, r) es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al.Ejemplo 1.3.3. Hipersuper�
ies totalmente umbili
ales en los espa
ios esféri
o ehiperbóli
o.Para los siguientes ejemplos denotaremos por Rn+2

q el espa
io pseudo-eu
lidiano 
oníndi
e q donde vive Mn+1
c 
uando c = ±1, de tal forma que q = 0 si c = 1 y q = 1 si

c = −1. Enton
es su métri
a está dada por
〈, 〉 = cdx20 + dx21 + . . .+ dx2n+1.



22 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESLas hipersuper�
ies totalmente umbili
ales tanto en el espa
io esféri
o 
omo en elespa
io hiperbóli
o se obtienen 
omo la interse

ión de Mn+1
c 
on hiperplanos a�nesde Rn+2

q . Así que, para un ve
tor 
onstante no nulo a ∈ Rn+2
q 
onsideremos la fun
ióndiferen
iable fa : Mn+1

c ⊂ Rn+2
q → R dada por

fa(x) = 〈x,a〉y 
al
ulemos su gradiente que nos será de gran utilidad a la hora de estudiar las hi-persuper�
ies totalmente umbili
ales en Mn+1
c . Para ello, sea X un 
ampo arbitrariode Mn+1

c y veamos que
〈
∇fa, X〉 = X(fa) = X (〈x,a〉) = 〈∇o

Xx,a〉+ 〈x,∇o
Xa〉 = 〈X,a〉 = 〈X,a∗〉 ,donde a∗ denota la 
omponente tangente de a a lo largo de Mn+1

c . Enton
es ∇fa =a∗. Dado que a = a∗ + cfa(x)x tenemos que el gradiente de fa está dado por
∇fa(x) = a− cfa(x)x. (1.24)Ahora ya estamos listos para estudiar en 
ada uno de los 
asos algunas hipersuper-�
ies totalmente umbili
ales.

i) Caso esféri
o (c = 1).Las esferas redondas son hipersuper�
ies totalmente umbili
ales en Sn+1. Paravisualizar esto, tomamos el ve
tor 
onstante a ∈ Rn+2 unitario. Dado un b ∈ R�jo, 
onsideramos
Σb = f−1a (b) =

{
x ∈ S

n+1 : 〈x,a〉 = b
}
.De (1.24) sabemos que el gradiente (en la esfera Sn+1) de fa es ∇fa(x) =a− fa(x)x para todo x ∈ Sn+1, así que

〈
∇fa(x),∇fa(x)〉 = 1− b2 > 0 ⇔ −1 < b < 1para todo x ∈ Σb. Por lo tanto, Σb es una hipersuper�
ie de nivel en Sn+1siempre que b ∈ (−1, 1). Por 
onsiguiente, su apli
a
ión de Gauss está dadapor

N(x) =
∇fa(x)
|∇fa(x)| = 1√

1− b2
(a− bx)y su operador de forma está dado por

AX = −∇o
XN =

b√
1− b2

X.Luego, Σb es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al de S
n+1. Además, apli-
ando la e
ua
ión (1.1) vemos que Σb tiene 
urvatura 
onstante positiva dadapor

Ksec =
1

1− b2
> 0.
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a a un espa
io esféri
o n-dimensional de radio√1− b2.Por ejemplo si tomamos a = (0, 1, . . . , 0) ∈ Rn+2 los puntos de Σb debensatisfa
er el siguiente sistema
{
x20 + x21 + . . .+ x2n+1 = 1,

x1 = by obtenemos que
x20 + x22 + . . .+ x2n+1 = 1− b2 > 0que es la e
ua
ión de Sn(

√
1− b2) ⊂ Rn+1.

ii) Caso hipérboli
o (c = −1).En este 
aso hay tres tipos diferentes de hipersuper�
ies, dependiendo del
ará
ter 
ausal del hiperplano. Así que, 
onsideremos a ∈ R
n+2
1 un ve
tor
onstante no nulo tal que 〈a,a〉 ∈ {1, 0,−1}. Para un b ∈ R dado, 
onsideremos

Σb = f−1a (b) =
{
x ∈ H

n+1 : 〈x,a〉 = b
}y determinemos para qué valores de b es Σb una hipersuper�
ie de nivel en

Hn+1. De (1.24) sabemos que ∇fa(x) = a+ fa(x)x y por ende
〈
∇fa(x),∇fa(x)〉 = 〈a,a〉+ 2f 2a(x)− f 2a(x) = 〈a,a〉+ b2.Por lo tanto, Σb es una hipersuper�
ie de nivel en Hn+1 si 〈a,a〉+ b2 6= 0.Ahora veamos que Σb es totalmente umbili
al. La apli
a
ión de Gauss delembebimiento Σb →֒ Hn+1 es

N(x) =
∇fa(x)
|∇fa(x)| = 1√

| 〈a,a〉+ b2|
(a + bx)y el operador de forma aso
iado es

AX = −∇o
XN = − 1√

| 〈a,a〉+ b2|
∇o
X(a+ bx) = − b√

| 〈a,a〉+ b2|
Xde donde se dedu
e que Σb es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al deHn+1.Más aún, de (1.1) tenemos que

Ksec =
−〈a,a〉

〈a,a〉+ b2
.Hagamos un pequeño estudio de los rangos de b.Si 〈a,a〉 = 1 enton
es b ∈ R, H2 < 1 y por la e
ua
ión (1.1) tenemos que

Σb tiene 
urvatura 
onstante
Ksec =

−1

1 + b2
,



24 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESpor lo que la hipersuper�
ie Σb es isométri
a a un espa
io hiperbóli
o
n-dimensional de radio √

1 + b2. Para visualizar esto un po
o mejor, to-memos a = (0, 1, . . . , 0) ∈ R
n+2
1 de manera que los puntos de Σb debensatisfa
er el siguiente sistema

{
x20 + x21 + . . .+ x2n+1 = −1,

x1 = by obtenemos que
−x20 + x22 + . . .+ x2n+1 = −(1 + b2) < 0 ∀ b ∈ Ry ésta es pre
isamente la e
ua
ión de H

n(
√
1 + b2) ⊂ R

n+1
1 .Si 〈a,a〉 = 0 enton
es b puede tomar 
ualquier valor real no nulo, H2 = 1y Σb tiene 
urvatura 
onstante 
ero, esto es K = 0. Así que 
on
luimosque Σb es isométri
a al espa
io eu
lídeo n-dimensional. Ahora, 
omo en el
aso anterior, tomemos por ejemplo a = (1, 1, 0, . . . , 0) ∈ R

n+2
1 de maneraque todo punto x = (x0, . . . , xn+1) ∈ Σb debe satisfa
er

{
−x20 + x21 + . . .+ x2n+1 = −1,

−x0 + x1 = b.Dado que 0 ≤ x22 + . . .+ x2n+1 = −(1 + x21 − x20) tenemos 1 + x21 − x20 ≤ 0,esto es, b(x1 + x0) = (x1 − x0)(x1 + x0) = x21 − x20 ≤ −1. Enton
es
x22 + . . .+ x2n+1 = −(1 + b(x1 + x0)) ≥ 0.Es de
ir, x22 + . . .+ x2n+1 = d2 donde d2 = −1− bx1 − bx0. Por otro lado,
omo b = x1 − x0 multipli
ando por b tenemos b2 = bx1 − bx0. De aquí,que
d2 − b2 = −2bx1 − 1 ⇒ x1 = −1 + d2 − b2

2b
.Por tanto,

x0 = x1 − b = −1 + d2 + b2

2b
.En 
onse
uen
ia, si de�nimos la fun
ión g : Rn → Σb dada por

g(x1, . . . , xn) =

(
−1 + d2 + b2

2b
,−1 + d2 − b2

2b
, x1, . . . , xn

)donde x21+ . . .+x2n = d2, dado que g es una biye

ión podemos identi�
ar
Σb ≡ Rn.Si 〈a,a〉 = −1 enton
es b ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞), H2 > 1 y Σb tiene
urvatura 
onstante

Ksec =
1

b2 − 1
,
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ual nos permite 
on
luir que Σb es isométri
a a un espa
io esfé-ri
o n-dimensional de radio √
b2 − 1. En parti
ular, si tomamos a =

(1, 0, . . . , 0) ∈ R
n+2
1 los puntos de Σb veri�
an el sistema
{

−x20 + x21 + . . .+ x2n+1 = −1,
x0 = −b,y por tanto x21 + . . .+ x2n+1 = b2 − 1 > 0, que es la e
ua
ión de la esfera

Sn(
√
b2 − 1) ⊂ Rn+1.Teorema 1.3.4. Sea ψ : Σn→Mn+1

c una hipersuper�
ie totalmente umbili
al inmer-sa en el espa
io forma Mn+1
c 
on n ≥ 2. Enton
es:

i) Si c = 0 ya) H = 0 enton
es ψ(Σ) es un abierto de Rn.b) H 6= 0 enton
es ψ(Σ) es un abierto de Sn(a/H, 1/|H|).
ii) Si c = 1 existen a ∈ Rn+2, 〈a,a〉 = 1, y b ∈ (−1, 1) tales que ψ(Σ) es unabierto de Sn(

√
1− b2).

iii) Si c = −1 ya) H2 > 1 existen a ∈ R
n+2
1 , 〈a,a〉 = 1, y b ∈ R tales que ψ(Σ) es unabierto de Hn(

√
1 + b2).b) H2 = 1 existen a ∈ R

n+2
1 , 〈a,a〉 = 0, y b ∈ R\ {0} tales que ψ(Σ) es unabierto de Rn.
) 0 < H2 < 1 existen a ∈ R

n+2
1 , 〈a,a〉 = −1, y b ∈ (−∞,−1)∪ (1,∞) talesque ψ(Σ) es un abierto de Sn(

√
1− b2).Demostra
ión. Probemos el apartado (i). Dado que Σ es una hipersuper�
ie total-mente umbili
al, por la Proposi
ión 1.3.1 sabemos que A = HI 
on H 
onstante.Por tanto, si H = 0 enton
es A = 0. En ese 
aso la diferen
ial de la apli
a
iónde Gauss N también es 
ero y en 
onse
uen
ia N es 
onstante. Supongamos quedi
ho ve
tor 
onstante es a ∈ R

n+1, es de
ir, N(x) = a para todo punto x de Σ. A
ontinua
ión 
onsideramos la fun
ión f : Σ ⊂ Rn+1 → R dada por f(x) = 〈ψ(x),a〉y observemos que para todo X ∈ X (Σ)

〈∇f,X〉 = X(f) = X(〈ψ,a〉) = 〈∇Xψ,a〉+ 〈ψ,∇Xa〉 = 〈X,a〉 = 〈X,a⊤〉 .De aquí obtenemos que ∇f = a⊤, donde a⊤ es la 
omponente tangente sobre Σ, pero
omo a es el 
ampo normal a Σ tenemos que ∇f = 0, y por la 
onexión de Σ 
on
lui-mos que f = constante = b, así que, para todo punto de Σ se 
umple que 〈ψ(x),a〉 =
b. Esto es, ψ(Σ) está 
ontenida en el 
onjunto Πb = {x ∈ Rn+1 : 〈x,a〉 = b} que espre
isamente un hiperplano en Rn+1 
on normal a.



26 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESPor otro lado, si H 6= 0 de la fórmula de Weingarten obtenemos que −∇XN =
HX y 
omo X = ∇Xψ tenemos que

∇X(N +Hψ) = 0. (1.25)Llamemos g : Σ → Rn+1 a la fun
ión dada por g(x) = N(x)+Hψ(x). De la e
ua
ión(1.25) sabemos que la diferen
ial de g sobre Σ es 
ero; por tanto existe un ve
tora ∈ Rn+1 tal que N(x) + Hψ(x) = a. Dado que H 6= 0 tenemos ψ(x) − a/H =
−(1/H)N(x). Luego,

〈
ψ(x)− a

H
,ψ(x)− a

H

〉
=

1

H2
〈N(x), N(x)〉 = 1

H2
.Así pues, ψ(Σ) está 
ontenida en {x ∈ Rn+1 : 〈x− a/H, x− a/H〉 = 1/H2} que espre
isamente S

n+1(a/H, 1/|H|), la esfera en R
n+1 de 
entro a/H y radio 1/|H|.Ahora probemos los apartados (ii) y (iii). Dado que Σ es totalmente umbili
alsabemos que A = HI 
on H 
onstante. Enton
es para todo 
ampo diferen
iable Xsobre Σ tenemos que

∇o
XN = −AX = −HX = −H∇o

Xψ = −∇o
X(Hψ).Esto impli
a que∇o

X(N+Hψ) = 0 para todo 
ampoX ∈ X (Σ) y de aquí 
on
luimosque N +Hψ es 
onstante e igual a un 
ierto ve
tor ã ∈ Rn+2
q 
on 〈ã, ã〉 = 1+ cH2.Nótese que si c = 1 enton
es 〈a,a〉 = 1+H2 y si c = −1 se tiene que 〈ã, ã〉 = 1−H2y el ve
tor a será espa
ial (〈ã, ã〉 > 0) si 0 ≤ H2 < 1, será luminoso (esto es,

〈ã, ã〉 = 0) si H2 = 1 y por último será temporal (es de
ir, 〈ã, ã〉 < 0) si H2 > 1.Consideremos la fun
ión diferen
iable f(x) = 〈ψ(x),a〉 para todo x de Σ dondea = ã si 〈ã, ã〉 = 0 y a = ã/|ã| si 〈ã, ã〉 6= 0, de modo que el 
ará
ter 
ausal de a esel mismo de ã y está normalizado siempre que no sea luminoso. Enton
es para todo
ampo X sobre Σ se tiene que
X(f) = X(〈ψ,a〉) = 〈∇o

Xψ,a〉+ 〈ψ,∇o
Xa〉 = 〈X,a〉 = 0de donde se dedu
e ∇f = 0 y por tanto la fun
ión f = 
onstante = b. Luego, ψ(Σ)está 
ontenida en el 
onjunto {x ∈ Rn+2

q : 〈x,a〉 = b
}. Por ende,Si 〈a,a〉 = 1, es de
ir, 0 ≤ H2 < 1. Enton
esa =

1√
1−H2

(N +Hψ)de manera que
b = 〈ψ,a〉 = −H√

1−H2
.En 
onse
uen
ia, y puesto que H ∈ (−1, 1), se sigue que el rango de b es R.



1.4. HIPERSUPERFICIES ISOPARAMÉTRICAS CON DOS CURVATURAS PRINCIPALES27Si 〈a,a〉 = 0, es de
ir H2 = 1. Enton
es
b = 〈ψ,a〉 = 〈ψ,N +Hψ〉 = −H,de modo que b = −1 o b = 1. A diferen
ia de lo que o
urría en el 
aso anteriory debido a la imposibilidad de normalizar el ve
tor a, para 
ualquier ve
tora′ 
olineal 
on a tenemos que 〈ψ,a′〉 es 
onstante y distinto de 
ero. Por estarazón podemos de
ir que b puede ser 
ualquier número real no 
ero.Si 〈a,a〉 = −1, es de
ir, H2 > 1. En este 
asoa =

1√
H2 − 1

(N +Hψ),y
b = 〈ψ,a〉 = 1√

H2 − 1
〈ψ,N +Hψ〉 = −H√

H2 − 1
.Como H ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞) obtenemos que b2 = H2/(H2 − 1) > 1 y en
onse
uen
ia el rango de b es (−∞,−1) ∪ (1,∞).

1.4. Hipersuper�
ies isoparamétri
as 
on dos 
ur-vaturas prin
ipalesSe di
e que una hipersuper�
ie es isoparamétri
a si sus 
urvaturas prin
ipalesson 
onstantes, es de
ir, no dependen del punto en la hipersuper�
ie donde se de-terminan.Ahora, veamos algunos ejemplos estándar de hipersuper�
ies isoparamétri
asinmersas en los espa
ios forma Mn+1
c 
on dos 
urvaturas prin
ipales distintas.En el espa
io eu
lídeo (c = 0), 
onsideremos el produ
to estándar embebido

Σ = Rn−k×Sk(r) →֒ Rn+1, para un radio dado r > 0 y un entero k ∈ {1, . . . , n−1}.Nótese que este produ
to se puede ver 
omo una hipersuper�
ie de nivelΣ = f−1(r2),donde f : Rn+1 → R es la fun
ión dada por
f(x) =

n+1∑

i=n−k+1

x2i .No es difí
il ver que el 
ampo normal N dado por
N =

∇f(x)
|∇f(x)|

=
1

r
(0, . . . , 0, xn−k+1, . . . , xn+1),



28 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESde�ne la apli
a
ión de Gauss de Σ y que el operador A (
on respe
to a N) está dadopor
A =

[
0 0
0 −(1/r)Ik

]
.Esto es, Σ tiene dos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes κ1 = 0 y κ2 = −1/r 
onmultipli
idades n− k y k respe
tivamente. Por tanto su 
urvatura media 
onstante

H está dada por nH = −k/r. Para estos ejemplos |A|2 = k/r2. De manera que
|Φ|2 = |A|2 − nH2 =

k(n− k)

nr2y dado que H y |Φ| son fun
iones de r, podemos expresar |Φ|2 en términos de H ,
omo sigue
|Φ|2 = n(n− k)

k
H2. (1.26)Por otra parte, de (1.17) sabemos que n(n− 1)R = n2H2 − |A|2, por ende

R =
k(k − 1)

n(n− 1)r2
≥ 0.Si R > 0 (o lo que es lo mismo k 6= 1) podemos en
ontrar una expresión de |Φ|2 entérminos de R

|Φ|2 = (n− k)(n− 1)R

k − 1
. (1.27)En el 
aso esféri
o (c = 1) 
onsideramos las inmersiones estándar Sn−k(√1− r2) →֒

R
n−k+1 y S

k(r) →֒ R
k+1, para un radio dado 0 < r < 1, tomamos la inmersiónprodu
to Sn−k(

√
1− r2)× Sk(r) →֒ Sn+1 ⊂ Rn+2 y la visualizamos 
omo la hipersu-per�
ie de nivel Σ = f−1(r2), donde f : Sn+1 → R es la fun
ión dada por

f(x) =
n+2∑

i=n−k+1

x2i .De la fórmula de Gauss sabemos que
∇of(x) = ∇f(x) + 〈∇of(x), x〉 x.Note que |∇f(x)|2 = |∇of(x)|2 − 〈∇of(x), x〉2 = 4r2(1 − r2). Por ende, el normalaso
iado a este produ
to riemanniano está dado por

N =
1

r
√
1− r2

[
(1− r2)(0, . . . , 0, xn−k+1, . . . , xn+2)− r2(x1, . . . , xn−k, 0, . . . , 0)

]
,



1.4. HIPERSUPERFICIES ISOPARAMÉTRICAS 29de manera que el operador de forma A está dado por
A =

[
(r/

√
1− r2)In−k 0

0 −(
√
1− r2/r)Ik

]
.Por lo tanto, Σ tiene dos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes κ1 = r/

√
1− r2 y κ2 =

−
√
1− r2/r 
on multipli
idades n − k y k respe
tivamente. Por 
onsiguiente, su
urvatura media 
onstante está dada por

H = H(r) =
nr2 − k

nr
√
1− r2

. (1.28)Para despejar r en términos de H debemos resolver el siguiente polinomio
n2r4(1 +H2)− nr2(2k + nH2) + k2 = 0
uyo dis
riminante está dado por H2(n2H2 + 4k(n− k)) > 0. Así que
r2 =

2k + nH2 ± |H|
√
n2H2 + 4k(n− k)

2n(1 +H2)
.Por otra parte, la traza de A2 viene dada por

|A|2 = (n− k)
r2

1− r2
+ k

1− r2

r2y al utilizar la e
ua
ión anterior junto 
on (1.28), obtenemos
|Φ|2 = k(n− k)

nr2(1− r2)
.Dado que n(n− 1)(R− 1) = n2H2 − |A|2 tenemos que

R =
(n− 1)r2(nr2 − 2k) + k(k − 1)

r2(1− r2)
. (1.29)Finalmente, en el espa
io hiperbóli
o (c = −1) 
onsideramos las inmersionesestándar Hn−k(−

√
1 + r2) →֒ R

n−k+1
1 y Sk(r) →֒ Rk+1, para un radio dado r > 0 yun entero k ∈ {1, . . . , n − 1}, tomamos la inmersión produ
to Hn−k(−

√
1 + r2) ×

Sk(r) →֒ Hn+1 ⊂ R
n+2
1 y la visualizamos 
omo una hipersuper�
ie de nivel dada por

Σ = f−1(r2), donde
f(x) =

n+2∑

i=n−k+1

x2i .De la fórmula de Gauss tenemos que
∇of(x) = ∇f(x)− 〈∇of(x), x〉x.



30 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESNote que |∇f(x)|2 = |∇of(x)|2+ 〈∇of(x), x〉2 = 4r2(1+ r2). Por lo tanto, el normalestá dado por
N =

√
1 + r2

r
(0, . . . , 0, xn−k+2, . . . , xn+2) +

r√
1 + r2

(x1, . . . , xn−k+1, 0, . . . , 0).De modo que el operador A 
on respe
to al normal N está dado por
A =

[
(r/

√
1 + r2)In−k 0

0 (
√
1 + r2/r)Ik

]
.Así, Σ posee dos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes κ1 = r/

√
1 + r2 y κ2 = √

1 + r2/r
on multipli
idades n−k y k respe
tivamente. Luego, su 
urvatura media 
onstante
H está dada por

H =
nr2 + k

nr
√
1 + r2

. (1.30)Despejando r2 en términos de H se tiene el siguiente polinomio de r2
n2(H2 − 1)r4 + n(nH2 − 2k)r2 − k2 = 0,
uyo dis
riminante está dado por

n2H2(n2H2 − 4k(n− k)).De manera que
r2 =

−(nH2 − 2k)± |H|
√
n2H2 − 4k(n− k)

2n(H2 − 1)
. (1.31)La traza de A2 viene dada por

|A|2 = k
1 + r2

r2
+ (n− k)

r2

1 + r2
.Luego,

|Φ|2 = k(n− k)

nr2(1 + r2)
.Dado que n(n− 1)(R+ 1) = n2H2 − |A|2 tenemos que

R =
(n− 1)r2(2k − n) + k(k − 1)

n(n− 1)r2(1 + r2)
. (1.32)En parti
ular, un 
aso muy interesante para estudiar es 
uando una de las 
urvaturasprin
ipales de los anteriores produ
tos es simple, esto es, 
uando k = 1 o k =

n − 1. En el 
aso eu
lídeo (c = 0) 
on k = 1 el produ
to es de la forma Rn−1 ×
S1(r) →֒ Rn+1 y su 
urvatura media 
onstante H está dada por nH = −1/r y tiene
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urvatura es
alar (normalizada) 
ero. Además la norma al 
uadrado de la segundaforma fundamental sin traza viene dada por
|Φ|2 = (n− 1)

nr2
= n(n− 1)H2. (1.33)Si 
onsideramos k = n− 1 tenemos que el produ
to es de la forma R1 × Sn−1(r) →֒

Rn+1 y su 
urvatura media 
onstante H está dada por nH = −(n − 1)/r y tiene
urvatura es
alar (normalizada) R = (n− 2)/(nr2). Más aún, la norma al 
uadradode la segunda forma fundamental sin traza está dada por
|Φ|2 = (n− 1)

nr2
.Ésta la podemos rees
ribir en términos de H de la siguiente forma

|Φ|2 = n

n− 1
H2, (1.34)pero también podemos re-es
ribirla en términos de R así

|Φ|2 = (n− 1)R

n− 2
. (1.35)En el 
aso esféri
o (c = 1) sólo 
onsideraremos k = n − 1 pues 
uando k = 1 elprodu
to que se obtiene es simétri
o al del 
aso k = n − 1. Así que el produ
to aanalizar es S1(

√
1− r2)× Sn−1(r) →֒ Sn+1 ⊂ Rn+2, el 
ual tiene 
urvatura media H
onstante igual

H(r) =
nr2 − (n− 1)

nr
√
1− r2

. (1.36)Además,
|Φ|2 = n− 1

nr2(1− r2)y
r2 =

2(n− 1) + nH2 ± |H|
√
n2H2 + 4(n− 1)

2n(1 +H2)donde es
ogemos el signo − o + de a
uerdo a r2 ≤ (n− 1)/n o r2 ≥ (n− 1)/n. Porlo tanto,
|Φ|2 = n

4n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)∓ (n− 2)|H|

)2 (1.37)donde usamos el mismo 
riterio para el signo.Por otra parte, su 
urvatura es
alar (normalizada) está dada por
R =

(n− 2)

nr2
.



32 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESEs
ribiendo la norma de Φ en términos de R se tiene
|Φ|2 = n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2))
. (1.38)Finalmente, en el espa
io hiperbóli
o (c = −1) 
on k = 1 tenemos el produ
toestándar embebido Hn−1(−

√
1 + r2) × S1(r) →֒ Hn+1 ⊂ R

n+2
1 . La 
urvatura mediade este produ
to está dada por

H =
nr2 + 1

nr
√
1 + r2

. (1.39)Podemos ver a H2 = (nr2 + 1)2/[n2r2(1 + r2)] = f(r2) donde
f(x) =

(nx+ 1)2

n2x(1 + x)y en
ontrar su mínimo. Observemos que
f ′(x) =

(nx+ 1)[x(n− 2)− 1]

n2x2(1 + x)2de modo que un punto 
ríti
o de f es x = 1/(n−2). Cal
ulando la segunda derivadade f obtenemos que
f ′′(x) =

2[−n(n− 2)x3 + 3x2 + 3x+ 1]

n2x3(1 + x)3
.Luego, f ′′(1/(n − 2)) = 2(n − 2)4/n2(n − 1) > 0 pues n ≥ 3. Apli
ando el 
riteriode la segunda derivada tenemos que en x = 1/(n− 2) se al
anza un mínimo y estees f(1/(n− 2)) = 4(n− 1)/n2. Es de
ir,

H2 ≥ 4(n− 1)

n2
. (1.40)Notemos que H2 > 1 si y sólo si r < 1/

√
n(n− 2). En ese 
aso

|Φ|2 = n− 1

nr2(1 + r2)
, (1.41)y por (1.31),

r2 =
2− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(H2 − 1)
. (1.42)Luego,

|Φ|2 = n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 − 4(n− 1)

)2
. (1.43)



1.4. HIPERSUPERFICIES ISOPARAMÉTRICAS 33Por otra parte, H2 < 1 si y sólo si r > 1/
√
n(n− 2). Dado que H2 = 4(n − 1)/n2
uando r = 1/

√
n− 2, por (1.40) tenemos que 4(n − 1)/n2 < H2 < 1. Más aún,para 
ada valor de H2 ∈ (4(n − 1)/n2, 1) existen dos valores de r > 1/

√
n(n− 2)los 
uales están dados por

1

n(n− 2)
< r2 =

nH2 − 2− |H|
√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(1−H2)
<

1

n− 2
, (1.44)y

r2 =
nH2 − 2 + |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(1−H2)
>

1

n− 2
. (1.45)Cuando r2 es de la forma de (1.44) tenemos que

|Φ|2 = n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 − 4(n− 1)

)2 (1.46)si por el 
ontrario r2 es de la forma (1.45) obtenemos
|Φ|2 = n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H| −

√
n2H2 − 4(n− 1)

)2
. (1.47)De la e
ua
ión (1.32) 
on
luimos que en este 
aso la 
urvatura es
alar está dada por

R = − (n− 2)

n(1 + r2)
< 0, (1.48)lo 
ual junto 
on (1.41) nos permite es
ribir |Φ|2 en términos de R de la siguienteforma

|Φ|2 = n(n− 1)R2

(n− 2)(−nR + (n− 2))
. (1.49)Por otra parte, 
uando k = n − 1 tenemos el produ
to estándar H1(−

√
1 + r2) ×

Sn−1(r) →֒ Hn+1 ⊂ R
n+2
1 que satisfa
e

H2 =
nr2 + (n− 1)

nr
√
1 + r2

> 1para todo r > 0 y |Φ|2 está también dado por (1.41), donde ahora, por (1.31)
r2 =

2(n− 1)− nH2 + |H|
√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(H2 − 1)
. (1.50)Por lo tanto, en este 
aso tenemos para todo r > 0

|Φ|2 = n

4(n− 1)

(
(n− 2)|H| −

√
n2H2 − 4(n− 1)

)2
. (1.51)



34 CAPÍTULO 1. PRELIMINARESAdemás, de la e
ua
ión (1.32) tenemos que
R =

n− 2

nr2
, (1.52)así que podemos es
ribir |Φ|2 en términos de R de la siguiente forma:

|Φ|2 = n(n− 1)R2

(n− 2)(nR + (n− 2))
. (1.53)



Capítulo 2Prin
ipio del máximo generalizadode Omori-YauSumario. El objetivo de este 
apítulo es presentar el prin
ipio del máximo de Omori-Yau y algunas de sus varia
iones. En parti
ular, estudiamos los 
on
eptos de parabo-li
idad, 
ompletitud esto
ásti
a y su respe
tiva rela
ión 
on el prin
ipio del máximode Omori-Yau. Desarrollamos además la fórmula de tipo Simons para el Lapla
ianode la norma al 
uadrado de la segunda forma sin traza sobre subvariedades 
on ve
tor
urvatura media paralelo y por último presentamos una apli
a
ión de esta fórmula.Abstra
t. The aim of this 
hapter is to present the Omori-Yau maximum prin
ipleand some generalizations. In parti
ular, we study 
on
epts as the paraboli
ity, thesto
hasti
 
ompleteness and its respe
tive relation with the weak Omori-Yau maxi-mum prin
iple. Moreover, we develop a Simon type formula for Lapla
ian of squarednorm of the tra
eless se
ond fundamental form on submanifolds with parallel mean
urvature ve
tor and �nally, we show an appli
ation of this formula.2.1. Prin
ipio del máximo generalizado de Omori-YauSea u : [a, b] → R una fun
ión 
ontinua. Enton
es u al
anza su máximo u∗ enalgún punto x0 ∈ [a, b]. Si x0 ∈ (a, b) y u tiene la segunda derivada 
ontinua en unentorno de x0, enton
es
(i) u′(x0) = 0 y (ii) u′′(x0) ≤ 0. (2.1)Se sigue fá
ilmente de aquí que, si u satisfa
e una desigualdad diferen
ial del tipo

u′′(x) + g(x)u′(x) > 0 (2.2)35



36 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAUsobre el intervalo abierto (a, b), donde g es 
ualquier fun
ión a
otada, enton
es obien x0 = a o bien x0 = b. De otra forma obtendríamos la 
ontradi

ión
0 < u′′(x0) + g(x0)u

′(x0) ≤ 0.Notemos, sin embargo, que si 
ambiamos (2.2) por la desigualdad no estri
ta
u′′(x) + g(x)u′(x) ≥ 0 (2.3)sobre (a, b), enton
es se admiten las solu
iones 
onstantes u ≡ c, y para tales solu-
iones el máximo se al
anza en 
ualquier punto de [a, b]. El 
ontenido del prin
ipiousual del máximo es, de he
ho, que esta ex
ep
ión es la úni
a posible, y se enun
iade la siguiente forma.Teorema 2.1.1. Sea u : [a, b] → R una fun
ión de 
lase C2 que satisfa
e
u′′(x) + g(x)u′(x) ≥ 0 (2.4)sobre (a, b), donde g es 
ualquier fun
ión a
otada. Enton
es, u no puede tener unmáximo interior en (a, b), a menos que u sea 
onstante.El argumento para probar el Teorema 2.1.1 
onsiste en un pequeño tru
o parapasar de la desigualdad no estri
ta (2.4) a la desigualdad estri
ta (2.2) 
on unanueva fun
ión v muy rela
ionada 
on u. En de�nitiva, la esen
ia del prin
ipio delmáximo radi
a en u(x0) = u∗ y las 
ondi
iones (i) y (ii) en (2.1).Al sustituir [a, b] ⊂ R por una variedad riemanniana 
ompa
ta Σ sin frontera,tenemos que, dada 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ), existe un punto x0 ∈ Σtal que

(i) u(x0) = u∗, (ii) |∇u(x0)| = 0, y (iii) ∆u(x0) ≤ 0, (2.5)donde u∗ = supΣ u < +∞.Siguiendo la terminología introdu
ida por Yau, la validez de (2.5) sobre Σ lollamamos el prin
ipio usual del máximo (o equivalentemente, el prin
ipio del máximo�nito). Veamos aquí un ejemplo típi
o de su apli
a
ión.Proposi
ión 2.1.2. Sea ψ : Σ → Rn+1 una hipersuper�
ie inmersa, orientable yminimal. Si W = Rn+1\ ∪x∈Σ TxΣ es un abierto no va
ío enton
es ψ es totalmentegeodési
a, esto es, ψ(Σ) es parte de un hiperplano de Rn+1.Demostra
ión. Fijemos un punto 0 ∈ W 
omo el origen de R
n+1. Para 
ada x ∈ Σ,sea ν(x) el normal unitario a ψ(Σ) en ψ(x), de tal forma que 〈ψ(x), ν(x)〉 > 0. Estoda una orienta
ión a Σ; 
iertamente, la 
omponente del ve
tor posi
ión ψ que esperpendi
ular a Σ y de�ne un 
ampo ve
torial normal no nulo sobre Σ, tal que lafun
ión u = 〈ψ, ν〉 es positiva sobre Σ. Cal
ulemos ∆u. Para este �n, es
ojamos un
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ial de Darboux orientado a lo largo de ψ, {e1, . . . , en, ν} tal que los ei's seantangentes a Σ para todo i = 1, . . . , n dada su orienta
ión. Notemos que
〈∇u,X〉 = X(u) = X(〈ψ, ν〉) =

〈
∇Xψ, ν

〉
+
〈
ψ,∇Xν

〉
= 〈X, ν〉+ 〈ψ,−AX〉

=
〈
ψ⊤,−AX

〉
=
〈
−Aψ⊤, X

〉
,donde ψ⊤ denota la 
omponente tangente de ψ; es de
ir, ψ = ψ⊤ + uν.Luego, ∇u = −Aψ⊤. Ahora, 
al
ulemos el hessiano de u

∇2u(X, Y ) = 〈∇X∇u, Y 〉 = −
〈
∇X(Aψ

⊤), Y
〉
= −

〈
∇A(ψ⊤, X) + A(∇Xψ

⊤), Y
〉
.Como X = ∇Xψ y ψ = ψ⊤ + uν tenemos que

X = ∇X(ψ
⊤ + uν) = ∇Xψ

⊤ + σ(X,ψ⊤)− uAX +X(u)ν,donde en la última igualdad hemos usado la fórmula de Gauss (1.12) para c = 0 yla fórmula de Weingarten (1.13).Se sigue que ∇Xψ
⊤ = X+uAX. Retomando el 
ál
ulo del hessiano de u, tenemosque

∇2u(X, Y ) = −
(〈
∇ψ⊤AX, Y

〉
+ 〈AX, Y 〉+ u

〈
A2X, Y

〉)
.Por lo tanto, el lapla
iano de u está dado por

∆u =

n∑

i=1

∇2u(ei, ei) = −
n∑

i=1

(〈
∇ψ⊤Aei, ei

〉
+ 〈Aei, ei〉+ u

〈
A2ei, ei

〉)

= −
(
tr(∇ψ⊤A) + tr(A) + u tr(A2)

)

= −
(
∇ψ⊤tr(A) + nH + u|A|2

)
= −u|A|2 (2.6)donde la última línea se sigue del he
ho de que tr(A) = 0 pues Σ es minimal.Esto impli
a que u es una fun
ión positiva y superarmóni
a (∆u ≤ 0) sobre Σ. Sea

u∗ = ı́nfΣ u. Si u∗ se al
anza en algún punto x0 ∈ Σ enton
es por el prin
ipio usual delmáximo 
on
luimos que u es 
onstante, u = u∗ = u(x0) > 0. De (2.6) tenemos A ≡ 0y ψ es totalmente geodési
a. Por lo tanto, la prueba estaría 
ompleta si logramosprobar la existen
ia de x0 tal que u∗ = u(x0). Para este propósito, 
onsideremos unasu
esión {xk} ⊂ Σ tal que u(xk) → u∗ 
uando k → ∞. A 
ada xk le aso
iamos ykdado por la interse

ión de TxkΣ 
on la línea perpendi
ular a tal espa
io que pasaa través de 0. Como ‖yk − 0‖
Rn+1 = u(xk) es a
otado, existe una subsu
esión quedenotaremos de nuevo por {yk}k∈N tal que yk → y0 para algún y0 ∈ R

n+1. Por otraparte, sabemos que el 
onjunto ⋃x∈Σ TxΣ es 
errado y {yk} ⊂ ⋃
x∈Σ TxΣ así quededu
imos y0 ∈ Tx0Σ para algún x0 ∈ Σ. Luego,

u∗ = ĺım
k→∞

u(xk) = ĺım
k→∞

‖yk − 0‖
Rn+1 = ‖y0 − 0‖

Rn+1 = u(x0).
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ión 2.1.3. En dimensión 2, la proposi
ión anterior sólo ne
esita de las hi-pótesis de 
ompletitud y W 6= ∅, para ser válido. Esto se debe a que |A|2 = −2Kpor la minimalidad de ψ. Por lo tanto, u es una solu
ión positiva de
∆u− 2Ku = 0 en Σ,y usando un resultado más fuerte y no trivial de Fisher-Colbrie y S
hoen en [22,Corolario 4℄ se puede 
on
luir que A = 0.Obviamente, 
uando Σ no es 
ompa
ta, para una fun
ión 
ontinua u : Σ → Rdada 
on u∗ = supΣ u < +∞, no siempre es posible en
ontrar un punto x0 ∈ Σ talque u(x0) = u∗. Sin embargo, si u : R → R es una fun
ión de 
lase C2 
on u∗ < +∞,enton
es no es difí
il garantizar la existen
ia de una su
esión {xk}k∈N ⊂ R 
on lassiguientes propiedades:

(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |u′(xk)| <

1

k
, y (iii) u′′(xk) <

1

kpara 
ada k ∈ N. Más generalmente, dada una fun
ión u : Rn → R de 
lase C2 
on
u∗ < +∞, existe una su
esión {xk}k∈N ⊂ Rn tal que

(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, y (iii) ∆u(xk) <

1

k
(2.7)para 
ada k ∈ N. La idea prin
ipal de la prueba es la misma de Ahlfors [8℄ que
onsiste en 
onsiderar una familia de fun
iones, donde 
ada una al
anza un máximoen algún punto de Rn y luego apli
ar el prin
ipio del máximo usual. Por ejemplo,para probar (2.7) �jamos una su
esión {εi} ց 0+ y de�nimos

ui(x) = u(x)− εi|x|2.Claramente, ui toma su máximo absoluto en algún punto xi ∈ Rn, donde
∇ui(xi) = 0 y ∆ui(xi) ≤ 0.Dado que en Rn, ∇|x|2 = 2x y ∆|x|2 = 2n, obtenemos

∇u(xi) = 2εixi (2.8)y
∆u(xi) ≤ 2nεi. (2.9)Por otra parte,

u(xi)− εi|xi|2 = ui(xi) ≥ ui(0) = u(0),y por lo tanto
εi|xi|2 ≤ u(xi)− u(0) ≤ u∗ − u(0) ≤ C



2.1. PRINCIPIO DEL MÁXIMO 39para alguna 
onstante positiva C. Enton
es se sigue que
|xi| ≤

√
C

εi
,lo 
ual, junto 
on (2.8), impli
a

|∇u(xi)| ≤ 2
√
Cεi. (2.10)Para 
on
luir, �jamos k ∈ N. Enton
es, existe un punto yk ∈ R

n tal que
u(yk) > u∗ − 1

2k
.Tenemos para todo i ∈ N

ui(xi) = u(xi)− εi|xi|2 ≥ ui(yk) = u(yk)− εi|yk|2 > u∗ − 1

2k
− εi|yk|2.Esto es,

u(xi) > u∗ − 1

2k
− εi|yk|2 + εi|xi|2 ≥ u∗ − 1

2k
− εi|yk|2 (2.11)para todo i ∈ N. Ahora es
ojamos i = ik su�
ientemente grande tal que

εik |yk|2 <
1

2k
, 2
√
Cεik <

1

k
, y 2nεik <

1

k
.Se sigue de (2.9), (2.10) y (2.11), respe
tivamente, que

u(xik) > u∗ − 1

k
, |∇u(xik)| <

1

k
, y ∆u(xik) <

1

k
.Por lo tanto, denotando xk = xik �naliza la prueba.En la prueba anterior hay dos he
hos importantes que ne
esitamos resaltar. Elprimero es la igualdad

∆|x|2 = 2n,la 
ual está rigurosamente rela
ionada 
on la geometría de Rn. La segunda es lalinealidad del operador lapla
iano, por la que se tiene
∆uk = ∆u− εk∆|x|2.Por supuesto, es posible reformular (2.7) sobre una variedad riemanniana n-dimensional

Σ. En este 
ontexto general, no es difí
il ver que si la variedad es, por ejemplo, 
om-pleta enton
es para 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ < +∞ podemossiempre en
ontrar una su
esión de puntos {xk}k∈N ⊂ Σ que satisfagan (i) y (ii) en(2.7). Lo que no se puede asegurar siempre es que además se 
umpla también la
ondi
ión (iii) de (2.7).Para la prueba de nuestros resultados en dimensión superior, haremos uso de unaversión generalizada del prin
ipio del máximo de Omori-Yau. Siguiendo la termino-logía introdu
ida por Pigola, Rigoli y Setti en [44℄, tenemos la siguiente de�ni
ión.
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ión 2.1.4. Sea Σ una variedad riemanniana (no ne
esariamente 
ompleta).Se di
e que el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre Σ si, para
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = supΣ u < +∞ existe una su
esiónde puntos {xk}k∈N en Σ 
on las siguientes propiedades
(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, y (iii) ∆u(xk) <

1

k
. (2.12)Equivalentemente, para 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = ı́nfΣ u >

−∞ existe una su
esión de puntos {xk}k∈N en Σ que satisfa
e
(i) u(xk) < u∗ +

1

k
, (ii) |∇u(xk)| <

1

k
, y (iii) ∆u(xk) > −1

k
. (2.13)En este sentido, el resultado 
lási
o dado por Omori y Yau en [39, 58℄ a�rma losiguiente.Teorema 2.1.5. El prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre toda va-riedad riemanniana 
ompleta 
on 
urvatura de Ri

i a
otada inferiormente.Por otra parte, 
omo observaron Pigola, Rigoli y Setti en [44℄, la validez delprin
ipio del máximo de Omori-Yau sobre Σ no depende de 
otas de la 
urvaturatanto 
omo esperabamos. En verdad, una 
ondi
ión para garantizar la validez de(2.12) o de (2.13) puede expresarse en términos de la existen
ia de una fun
ión que
umple una serie de propiedades té
ni
as y viene dada por la siguiente generaliza
ióndada por Pigola, Rigoli y Setti [44, Teorema 1.9℄.Teorema 2.1.6. El prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre toda va-riedad riemanniana Σ que admite una fun
ión γ ∈ C2(Σ) no negativa que satisfa
elos siguientes requisitos:(a.1) γ(x) → +∞ 
uando x→ ∞;(a.2) existe una 
onstante positiva A > 0 tal que |∇γ| ≤ A

√
γ fuera de un sub
on-junto 
ompa
to de Σ;(a.3) existe una 
onstante positiva B > 0 tal que ∆γ ≤ B

√
γG
(√

γ
) fuera de unsub
onjunto 
ompa
to de Σ,donde G : [0,+∞) → [0,+∞) es una fun
ión diferen
iable tal que G(0) > 0, G′(t) ≥

0 para todo t ≥ 0,
∫ +∞

0

dt√
G(t)

= +∞ y ĺım sup
t→+∞

tG(
√
t)

G(t)
< +∞.
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ión 2.1.7. Algunos ejemplos signi�
ativos de fun
iones G que satisfa
en las
ondi
iones del teorema anterior están dadas por
G(t) = t2

N∏

j=1

(
log(j)(t)

)2
, t≫ 1,donde log(j) denota el j-ésimo logaritmo iterado.En rela
ión al Teorema 2.1.5, más generalmente, 
omo mostraron Pigola, Rigoli ySetti [44, Ejemplo 1.13℄, un de
aimiento su�
ientemente 
ontrolado de la 
urvaturaradial de Ri

i de la forma

RicΣ(∇̺,∇̺) ≥ −C2G(̺) (2.14)donde ̺ es la fun
ión distan
ia sobre Σ a un punto �jo, C es una 
onstante posi-tiva, y G : [0,+∞) → R es una fun
ión diferen
iable que satisfa
e las 
ondi
ionesdel Teorema 2.1.6, es su�
iente para impli
ar la validez del prin
ipio del máximode Omori-Yau. En parti
ular, y siguiendo la terminología introdu
ida por Bessa yCosta en [11℄, el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre una varie-dad riemanniana 
ompleta 
uya 
urvatura de Ri

i tiene un de
aimiento 
uadráti
ofuerte [17℄, esto es, 
on
RicΣ ≥ −C2(1 + ̺2 log2(̺+ 2)).Ahora, veamos que el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre todasubvariedad riemanniana propiamente inmersa en un espa
io forma riemanniano
on 
urvatura media a
otada. Pero antes, observemos que en el 
aso de la esferaesto se tiene fá
ilmente, pues toda subvariedad propiamente inmersa en la esfera es
ompa
ta, y ya habíamos probado anteriormente que para este tipo de variedadesse veri�
a el prin
ipio del máximo de Omori-Yau, así que sólo nos resta probar queeste prin
ipio del máximo se veri�
a sobre toda subvariedad propiamente 1 inmersaen los espa
ios eu
lídeo e hiperbóli
o.Teorema 2.1.8. Sea ψ : Σn →֒ Mm

c una subvariedad n-dimensional propiamenteinmersa en un espa
io forma m-dimensional Mm
c 
on c = −1, 0. Supongamos queexiste una 
onstante positiva C tal que

|H| ≤ C
√
G (̺c ◦ ψ), (2.15)en el 
omplemento de un sub
onjunto 
ompa
to en Σ, donde H denota el ve
tor
urvatura media de la inmersión, ̺c denota la fun
ión distan
ia riemanniana sobre

Mm
c desde el punto a, y G es una fun
ión diferen
iable sobre [0,+∞) que satisfa
e las
ondi
iones enun
iadas anteriormente. Enton
es el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre Σ.1Re
ordemos que una fun
ión ψ : B → D es propia si la preimagen de todo sub
onjunto
ompa
to de D es 
ompa
to en B.



42 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAUDemostra
ión. Sea a ∈ Mm
c un punto �jo, 
onsideremos ̺c la fun
ión dada por

̺c :M
m
c → R

x→ ̺c(x) = distMm
c
(x,a) = { |x− a| si c = 0 y a ∈ Rm,

arccosh(−〈x,a〉) si c = −1 y a ∈ Hm,y denotemos por g = ̺2c . Sea γ = g ◦ ψ la restri

ión de la fun
ión extrínse
a g a lasubvariedad Σ. Enton
es γ es una fun
ión C2 no negativa y, dado que la inmersiónes propia, γ(x) −→ +∞ 
uando x −→ ∞ sobre Σ. En 
ada x ∈ Σ, tenemos que
∇g (ψ(x)) =

(
∇g (ψ(x))

)⊤
+
(
∇g (ψ(x))

)⊥donde ⊤ y ⊥ denotan respe
tivamente la 
omponente tangen
ial y normal a lo largode la inmersión ψ. Esto es,
∣∣∇g (ψ)

∣∣2 =
∣∣∣
(
∇g (ψ)

)⊤∣∣∣
2

+
∣∣∣
(
∇g (ψ)

)⊥∣∣∣
2

= |∇γ|2 +
∣∣∣
(
∇g (ψ)

)⊥∣∣∣
2

.Enton
es
|∇γ|2 =

∣∣∇g (ψ)
∣∣2 −

∣∣∣
(
∇g (ψ)

)⊥∣∣∣
2

≤
∣∣∇g (ψ)

∣∣2 = 4g (ψ)
∣∣∇̺c(ψ)

∣∣2 ,pues ∇g = 2̺c∇̺c.A�rmamos que ∣∣∇̺c(ψ)∣∣ = 1 para c = 0,−1. En efe
to, para el 
aso c = 0 estoes 
ierto, pues para todo X ∈ Rm

〈
∇g,X

〉
= X(g) = X(〈x− a, x− a〉) = 2

〈
∇Xx, x− a〉 = 2 〈X, x− a〉 .Así que, ∇g = 2(x−a) y 
omo ∇̺c = 1/(2̺c)∇g se tiene que ∇̺c = (x−a)/|x−a|y 
laramente |∇̺c(ψ)| = 1.Para el 
aso c = −1, denotamos por f = cosh ̺c(ψ) = −〈ψ,a〉 así que ∇f = −a∗donde ∗ denota la 
omponente tangen
ial a lo largo de H

m. Dado que a ∈ H
m ⊂

R
m+1
1 tenemos que a = a∗ + a⊥ = a∗ − 〈ψ,a〉ψ. De este modo,

∇f = −a− 〈ψ,a〉ψ. (2.16)Por otra parte, sabemos que ∇f = senh ̺c(ψ) ∇̺c(ψ), por lo que
∇̺c(ψ) =

1

senh ̺c(ψ)
(−a− 〈ψ,a〉 ψ).Por lo tanto,

∣∣∇̺c(ψ)
∣∣2 = |a|2 + 2 〈ψ,a〉2 + 〈ψ,a〉2 |ψ|2

senh2 ̺c(ψ)
=

−1 + 〈ψ,a〉2
senh2 ̺c(ψ)

=
−1 + cosh2 ̺c(ψ)

senh2 ̺c(ψ)
= 1.(2.17)
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on
lusión
|∇γ| ≤ 2

√
γ.Hasta el momento hemos probado que se satisfa
en las 
ondi
iones (a.1) y (a.2) delTeorema 2.1.6 . Resta 
omprobar la 
ondi
ión (a.3). Observemos que para X, Y ∈

X (Σ)

∇2
g(ψ)(X, Y ) =

〈
∇X∇g(ψ), Y

〉
= 〈∇X∇γ, Y 〉 −

〈
A
(∇g(ψ))

⊥X, Y

〉

= ∇2γ(X, Y )−
〈
σ(X, Y ),∇g (ψ)

〉donde ∇2 denota el operador hessiano sobre la variedad ambiente M
m
c . Un 
ál
ulodire
to produ
e

∇2γ(X, Y )= ∇2
g(ψ)(X, Y ) +

〈
σ(X, Y ),∇g (ψ)

〉

=2
[
̺c(ψ)∇2

̺c(ψ)(X, Y ) +
〈
X,∇̺c(ψ)

〉 〈
Y,∇̺c(ψ)

〉

+̺c(ψ)
〈
σ(X, Y ),∇̺c (ψ)

〉]

=2
[√

γ∇2
̺c(ψ)(X, Y ) +

〈
X,∇̺c(ψ)

〉 〈
Y,∇̺c(ψ)

〉

+
√
γ
〈
σ(X, Y ),∇̺c (ψ)

〉]
.Tomando trazas obtenemos

1

2
∆γ =

√
γ

n∑

i=1

∇2
̺c(ψ)(Ei, Ei) + |∇̺c(ψ)⊤|2 + n

√
γ
〈H,∇̺c(ψ)〉 ,donde {E1, . . . , En} es una base ortonormal de TΣ y nH = tr(σ).Por la desigualdad de Cau
hy-S
hwarz y (2.15) tenemos que

〈H,∇̺c(ψ)〉 ≤ |H|
∣∣∇̺c(ψ)

∣∣ = |H| ≤ C
√
G(

√
γ).Por 
onsiguiente

1

2
∆γ ≤ √

γ

n∑

i=1

∇2
̺c(ψ)(Ei, Ei) + |∇̺c(ψ)⊤|2 + n

√
γG(

√
γ). (2.18)Cal
ulemos el término∑n

i=1∇
2
̺c(ψ)(Ei, Ei). Para c = 0, re
ordemos que ∇̺c (ψ) =

(ψ − a)/|ψ − a|. Así pues, para todo X, Y ∈ Rm

∇2
̺c(ψ)(X, Y )=

〈
∇X∇̺c(ψ), Y

〉
=X

(
1

|ψ − a|) 〈ψ − a, Y 〉+ 1

|ψ − a| 〈∇X(ψ − a), Y 〉
=

1

|ψ − a| 〈X, Y 〉 = 1√
γ
〈X, Y 〉 .
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on
luir
n∑

i=1

∇2
̺c(ψ)(Ei, Ei) =

n√
γ

(2.19)En el 
aso c = −1, de (2.16) sabemos que a = −∇f + fψ. Derivando estae
ua
ión obtenemos
0 = −∇X∇f − σ(X,∇f) +X(f)ψ + fX = 0.Así que tanto la 
omponente tangen
ial y normal de esta expresión son 
ero. Laparte tangen
ial nos permite 
on
luir que ∇X∇f = fX.Por otro lado, 
omo ∇f = senh ̺c(ψ)∇̺c(ψ), 
al
ulamos su derivada 
ovariante

∇X∇f = X (senh ̺c(ψ))∇̺c(ψ) + senh ̺c(ψ)∇X∇̺c(ψ)
= cosh ̺c(ψ)

〈
∇̺c(ψ), X

〉
∇̺c(ψ) + senh ̺c(ψ)∇X∇̺c(ψ).Luego,

senh ̺c(ψ)∇X∇̺c(ψ) = ∇X∇f − cosh ̺c(ψ)
〈
∇̺c(ψ), X

〉
∇̺c(ψ).Por lo tanto,

∇X∇̺c(ψ) =
cosh ̺c(ψ)X − cosh ̺c(ψ)

〈
∇̺c(ψ), X

〉
∇̺c(ψ)

senh ̺c(ψ)
.Esto impli
a que el hessiano de ̺c(ψ) está dado por

∇2
̺c(ψ)(X, Y ) = coth ̺c(ψ)

(
〈X, Y 〉 −

〈
∇̺c(ψ), X

〉 〈
∇̺c(ψ), Y

〉) (2.20)y 
omo coth(x) ≤ 1 para x >> 1 tenemos que
n∑

i=1

∇2
̺c(ψ)(Ei, Ei) ≤ c2

√
G(

√
γ) (2.21)fuera de un 
onjunto 
ompa
to, para alguna 
onstante apropiada c2 > 0.Finalmente, reemplazando (2.19) y (2.21) en (2.18) obtenemos

∆γ ≤ c3

√
γG(

√
γ),para alguna 
onstante apropiada c3 > 0.En parti
ular, el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre toda hiper-super�
ie de 
urvatura media 
onstante propiamente inmersa en un espa
io formariemanniano.



2.2. PARABOLICIDAD 452.2. Paraboli
idadDe�ni
ión 2.2.1. Se di
e que una variedad riemannianaΣ es parabóli
a si las úni
asfun
iones subarmóni
as sobre Σ, a
otadas superiormente son 
onstantes; esto es,para una fun
ión u ∈ C2(Σ)

∆u ≥ 0 y sup
Σ
u < +∞ implican u = constante.Análogamente, una variedad riemanniana Σ es parabóli
a si las úni
as fun
ionessuperarmóni
as sobre Σ, a
otadas inferiormente son 
onstantes; esto es,

∆u ≤ 0 y ı́nf
Σ
u > −∞ implican u = constante.Un primer ejemplo de variedades parabóli
as son las variedades 
ompa
tas. Enefe
to, sea u una fun
ión subarmóni
a sobre una variedad 
ompa
ta Σ 
on supΣ u <

+∞. Enton
es por la 
ompa
idad de Σ obtenemos
∫

Σ

∆u = 0.De aquí que ∆u = 0 sobre Σ. Por otro lado, dado que ∆u2 = 2(u∆u + |∇u|2)tenemos ∆u2 = 2|∇u|2 ≥ 0. De nuevo, utilizando la 
ompa
idad de la variedad sesigue que ∫

Σ

∆u2 = 0.Luego, ∆u2 = 0 esto impli
a que ∇u = 0. Por 
onsiguiente, u es 
onstante y estoprueba que Σ es parabóli
a.Otro ejemplo de variedad parabóli
a es R2. Para probar esto seguiremos la ideadada por Kazdan en [28, página 155℄. Consideremos u una fun
ión no negativa sobre
R2 tal que ∆u ≤ 0 y denotemos por u(r) el promedio de u sobre la 
ir
unferen
ia
on 
entro en el origen y radio r. Esto es,

u(r) =
1

2πr

∫

x2+y2=r2
u(x, y)ds.Dado que el lapla
iano en 
oordenadas polares está dado por

∆u =
1

r
(rur)r +

1

r2
uθθvemos que (ru′)′ ≤ 0 y u ≥ 0. Analizando esta e
ua
ión diferen
ial ordinaria 
on-
luimos que u es 
onstante. Enton
es ∆u = ∆u = 0. Como ∆u ≤ 0 esto impli
a

∆u = 0. Para mostrar que u es a su vez una 
onstante, sea v = 1 − e−u. Enton
es
v ≥ 0 y

∆v = (∆u− |∇u|2)e−u ≤ 0. (2.22)



46 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAUApli
ando el razonamiento anterior a la fun
ión v en
ontramos que ∆v = 0. Perode (2.22) vemos que ∇u = 0 y enton
es u es 
onstante.A 
ontinua
ión, enun
iamos un 
riterio 
lási
o dado por Ahlfors [8℄ y Blan
-Fiala-Huber [27℄ que nos permite determinar si una super�
ie es parabóli
a.Teorema 2.2.2. Si Σ es una super�
ie 
ompleta 
on 
urvatura de Gauss no negativa
K ≥ 0 enton
es Σ es parabóli
a.Evidentemente, el teorema anterior nos permite argumentar de una forma dife-rente que R2 es parabóli
a.Por otra parte, Rn 
on n ≥ 3 no es una variedad parabóli
a. Para ver esto essu�
iente 
on dar un ejemplo explí
ito de una fun
ión superarmóni
a positiva queno sea 
onstante. Por ejemplo, es fá
il ver que la fun
ión

u(x) = (1 + |x|2)−(n−2)/2,
umple los requisitos. Nos falta men
ionar que R1 es parabóli
o, y para argumentaresta a�rma
ión podemos utilizar la paraboli
idad de R2. En efe
to, sea u : R1 → R1una fun
ión que satisfa
e u′′ ≤ 0 y u ≥ 0. Ahora, 
onsideremos la fun
ión v : R2 →
R

1 dada por
v(x, y) = u(x),para todo (x, y) ∈ R2. Observe que v es una fun
ión no negativa pues u también esno negativa. Además

∆v =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= u′′(x) ≤ 0.Así que, v es una fun
ión superarmóni
a no negativa, pero 
omo R2 es parabóli
otenemos que v es 
onstante. Luego u también es 
onstante.En la siguiente proposi
ión probaremos que la paraboli
idad es un invariante
onforme en dimensión n = 2.Proposi
ión 2.2.3. Sea (Σ, g) una super�
ie riemanniana y g̃ = e2ug una métri
a
onforme a g, donde u ∈ C∞(Σ). Enton
es (Σ, g) es parabóli
a si y sólo si (Σ, g̃) esparabóli
a.Demostra
ión. Si g̃ es una métri
a 
onforme a g, es 
laro que g es una métri
a
onforme a g̃ (pues g = e−2ug̃). Por lo tanto, para demostrar esta proposi
ión sóloes ne
esario probar una impli
a
ión.Veamos enton
es que la 
ondi
ión es su�
iente. Consideremos una fun
ión f sobre

Σ tal que
f ≤ 0 y ∆̃f ≥ 0,donde ∆̃ es el lapla
iano 
on respe
to a la métri
a g̃. Como g̃ = e2ug tenemos

∆̃ = e−2u∆ y por lo tanto f ≤ 0 y ∆f ≥ 0. Sabemos que (Σ, g) es parabóli
a, luego
f es 
onstante, y en 
onse
uen
ia (Σ, g̃) es parabóli
a.
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ho que R1 es parabóli
o y H1 isométri
o a R1 tenemos que otro ejemplode variedad parabóli
a es H1. Pero a diferen
ia del plano eu
lídeo R2, el planohiperbóli
o H2 
on su métri
a estándar no es parabóli
o. En efe
to, 
onsideremos elplano hiperbóli
o en el modelo del dis
o unidad 
on su métri
a estándar
g̃ =

4

(1− r2)2
(dx2 + dy2),donde r2 = x2 + y2. Este es 
onforme a la métri
a llana g = dx2 + dy2 sobre el dis
ounidad, así que sus lapla
ianos son propor
ionales. Enton
es las dos métri
as tienenlas mismas fun
iones subarmóni
as (o superarmóni
as). Con
luimos que hay mu-
has fun
iones subarmóni
as a
otadas sobre el plano hiperbóli
o dado que 
ualquierfun
ión subarmóni
a respe
to a la métri
a g en el dis
o de radio 2 es 
iertamente a
o-tada en el dis
o unitario y por lo tanto en el plano hiperbóli
o. Conse
uentemente,

H2 no puede ser parabóli
o.Al ver algunos de los ejemplos estamos tentados a pensar que la paraboli
idaddepende de la dimensión de la variedad. Esto es engañoso, pues en la siguienteproposi
ión podemos ver 
uando un produ
to es parabóli
o sin preo
uparnos quetan grande sea su dimensión.Proposi
ión 2.2.4. Si (Σ, g1) es una variedad 
ompa
ta y (N, g2) es una variedadparabóli
a, enton
es Σ×N 
on la métri
a produ
to es también parabóli
a.Demostra
ión. Sea u : Σ×N → R una fun
ión superarmóni
a no negativa, esto es,
∆u ≤ 0 y u ≥ 0.Consideremos la fun
ión v : N → R dada por
v(y) =

∫

Σ

u(x, y)dx,para todo x ∈ Σ. Note que v ≥ 0 (pues u ≥ 0) y dado que Σ es 
ompa
ta por elteorema de la divergen
ia tenemos que
∫

Σ

∆u =

∫

Σ

∆Σu+

∫

Σ

∆Nu =

∫

Σ

∆Nu.Luego,
∆Nv =

∫

Σ

∆Nu(x, y)dx =

∫

Σ

∆u(x, y)dx ≤ 0. (2.23)Enton
es v es una fun
ión no negativa y superarmóni
a, y 
omo N es parabóli
aenton
es v debe ser 
onstante. Por lo tanto, ∆Nv = 0. Luego, por (2.23) y el he
hoque ∆u ≤ 0 tenemos que
∆u(x, y) = 0 ∀(x, y) ∈ Σ×N ⇒ ∆Nu = 0.



48 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAUConsideremos
w = 1− e−uy observemos que w es una fun
ión no negativa pues u ≥ 0. Como w es una fun
iónde u, esto es, w = f(u) donde f(t) = 1− e−t. Enton
es

∆Nw = f ′(u)∆Nu+ f ′′(u)|∇u|2,notemos que f ′(t) = e−t y f ′′(t) = −e−t. Luego,
∆Nw = e−u(∆Nu− |∇u|2) = −e−u|∇u|2 ≤ 0.De manera que w es una fun
ión superarmóni
a y no negativa. Dado que N es para-bóli
a, enton
es w es 
onstante, esto impli
a que ∆Nw = 0, es de
ir, −e−u|∇u|2 = 0,pero 
omo e−u > 0 tenemos que ∇u = 0, por lo tanto u es 
onstante.En parti
ular, Σ× R2 
on Σ 
ompa
ta es parabóli
a.2.3. Completitud esto
ásti
a y el prin
ipio débil delmáximo de Omori-YauRe
ordemos que la 
ompletitud esto
ásti
a es la propiedad de que un pro
esoesto
ásti
o tenga tiempo de vida (intrínse
o) in�nito. Una 
ondi
ión analíti
a 
lási
apara expresar la 
ompletitud esto
ásti
a es la siguiente.De�ni
ión 2.3.1. Una variedad riemanniana Σ se di
e que es esto
ásti
amente
ompleta si para algún (y por lo tanto, 
ualquier) (x, t) ∈ Σ× (0,+∞)

∫

Σ

p(x, y, t)dy = 1, (2.24)donde p(x, y, t) es el nú
leo de 
alor (minimal) del operador lapla
iano ∆.Notemos que en la de�ni
ión anterior la variedad riemanniana Σ no se suponeque sea geodési
amente 
ompleta. En verdad, siguiendo a Dodziuk [21℄, podemos
onstruir un nú
leo de 
alor minimal sobre una variedad riemanniana arbitraria 
o-mo el supremo de los nú
leos de 
alor de Diri
hlet sobre una su
esión exhaustiva dedominios relativamente 
ompa
tos 
on frontera diferen
iable. La 
ondi
ión analíti
aexpresada en (2.24) es equivalente a otro número de propiedades. Por ejemplo, tene-mos que las siguientes 
ara
teriza
iones son equivalentes a la 
ompletitud esto
ásti
a(para una prueba, véase [23, Teorema 6.2℄).Teorema 2.3.2. Sea Σ una variedad riemanniana. Enton
es las siguientes a�rma-
iones son equivalentes:
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ásti
amente 
ompleta.(ii) Para todo λ > 0, la úni
a solu
ión diferen
iable a
otada no negativa de ∆u ≥
λu sobre Σ es u ≡ 0.(iii) Para todo λ > 0, la úni
a solu
ión diferen
iable a
otada no negativa de ∆u =
λu sobre Σ es u ≡ 0.(iv) Para todo T > 0, la úni
a solu
ión a
otada sobre Σ× (0,+T ) del problema deCau
hy 




∂u

∂t
=

1

2
∆u

u|t=0+ = 0 en el sentido L1lo
(Σ)es u ≡ 0.Observemos que toda variedad riemanniana parabóli
a 
laramente satisfa
e la
ondi
ión (ii) en el Teorema 2.3.2 y por lo tanto es esto
ásti
amente 
ompleta. En[43℄, Pigola, Rigoli y Setti en
ontraron la siguiente 
ara
teriza
ión de la 
ompletitudesto
ásti
a.Teorema 2.3.3. Sea Σ una variedad riemanniana. Enton
es las siguientes a�rma-
iones son equivalentes:(a) Σ es esto
ásti
amente 
ompleta.(b) Para toda fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = supΣ u < +∞, y para todo
ε > 0,

ı́nf
Ωε

∆u ≤ 0donde Ωε = {x ∈ Σ : u(x) > u∗ − ε}.(
) Para toda fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = supΣ u < +∞ existe unasu
esión de puntos {xk}k∈N ⊂ Σ que satisfa
e, para 
ada k ∈ N,(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, y (ii) ∆u(xk) <

1

k
.(d) Para toda fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = supΣ u < +∞ y toda

f ∈ C0(R), si ∆u ≥ f(u) sobre el sub
onjunto Ωε = {x ∈ Σ : u(x) > u∗ − ε},para algún ε > 0, enton
es f(u∗) ≤ 0.De�ni
ión 2.3.4. Sea Σ una variedad riemanniana (no ne
esariamente 
ompleta).Se di
e que el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre Σ si, para
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = supΣ u < +∞ existe una su
esiónde puntos {xk}k∈N en Σ que satisfa
e
(i) u(xk) > u∗ − 1

k
, y (iii) ∆u(xk) <

1

k
. (2.25)



50 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAUSimilarmente, para 
ualquier fun
ión diferen
iable u ∈ C2(Σ) 
on u∗ = ı́nfΣ u > −∞existe una su
esión de puntos {xk}k∈N en Σ 
on las propiedades
(i) u(xk) < u∗ +

1

k
, y (iii) ∆u(xk) > −1

k
. (2.26)En parti
ular, el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre todavariedad riemanniana parabóli
a.Proposi
ión 2.3.5. No existen subvariedades minimales y a
otadas en Rm que seanesto
ásti
amente 
ompletas.Demostra
ión. Por 
ontradi

ión supongamos que ψ : Σn → Rm es una subvariedadesto
ásti
amente 
ompleta, minimal y a
otada, esto es, existe r > 0 tal que ψ(Σ) ⊂

B(0, r). Consideremos la fun
ión u : Σ → R dada por
u =

1

2
|ψ|2y observemos que u ≤ (1/2)r2 < +∞ enton
es u∗ < +∞. Además, para todo

X ∈ X (Σ) tenemos que
X(u) =

1

2
X(〈ψ, ψ〉) = 〈∇Xψ, ψ〉 =

〈
X,ψ⊤

〉Luego, ∇u = ψ⊤.Por otra parte, X = ∇Xψ = ∇Xψ
⊤ + ∇Xψ

⊥. Apli
ando las fórmulas de Gaussy Weingarten obtenemos X = ∇Xψ
⊤ + σ(X,ψ⊤) − Aψ⊤X + ∇⊥

Xψ
⊥. De aquí que

∇X∇u = X +Aψ⊥X y ∇⊥ψ⊥ = −σ(X,ψ⊤). Por tanto el lapla
iano de u está dadopor
∆u =

n∑

i=1

〈∇Ei
∇u,Ei〉 = n +

n∑

i=1

〈
Aψ⊥Ei, Ei

〉
= n+ tr(Aψ⊥) = n + n 〈H, ψ〉 .Por otro lado, 
omo Σ veri�
a el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau enton
esexiste {xk} ⊂ Σ tal que

u(xk) < u∗ − 1

k
y ∆u(xk) <

1

k
.De manera que

1

k
> ∆u(xk) = n(1 + 〈H(xk), ψ(xk)〉)y dado que para 
ualquier x se tiene

〈H(x), ψ(x)〉 ≥ −| 〈H(x), ψ(x)〉 | ≥ −|H||ψ(x)| ≥ − sup
Σ

|H| r
on
luimos que 1/k > n(1− supΣ |H| r). Tomando el límite 
uando k → ∞ obtene-mos
0 ≥ 1− sup

Σ
|H|ro lo que es lo mismo supΣ |H| ≥ 1/r, pero esto es una 
ontradi

ión pues Σ esminimal.



2.4. FÓRMULA TIPO SIMONS Y APLICACIÓN A SUBVARIEDADES 512.4. Fórmula tipo Simons y apli
a
ión a subvarie-dadesEn esta se

ión presentamos una fórmula de tipo Simons para el lapla
iano delas fun
iones |Φ̃|2 y |φ1|2 sobre subvariedades 
on ve
tor 
urvatura media paralelo,la 
ual ha sido utilizada por mu
hos autores. Pero antes de presentarla anali
emosla siguiente observa
ión.Observa
ión 2.4.1. SiH 6= 0 podemos es
oger {ξ1, . . . , ξp} una base lo
al ortonormaly normal a Σ tal que H = Hξ1.Obviamente, φ1 = A1 −HI y φα = Aα para todo α ≥ 2. En 
onse
uen
ia, |φ1|2 =
|A1|2 − nH2 y |φα|2 = |Aα|2 para todo α ≥ 2. Diremos que Σn es pseudoumbili
al siy solo si |φ1| = 0.Además, si el ve
tor 
urvatura media es paralelo, es de
ir, ∇⊥

XH = 0 para todo
X ∈ X (Σ), enton
es se tiene

X(H2) = X(〈H,H〉) = 2
〈
∇⊥
XH,H〉 = 0.Esto impli
a que H es 
onstante. Más aún, a�rmamos que siH es un ve
tor paralelono nulo enton
es

φ1φα = φαφ1 ∀α ≥ 1. (2.27)En efe
to, de (1.9) sabemos que R⊥(X, Y )H = −∇⊥
X∇⊥

YH+∇⊥
Y∇⊥

XH+∇⊥
[X,Y ]H = 0para todo X, Y ∈ X (Σ). Dado que Σ está inmersa en un espa
io 
on 
urvaturase

ional 
onstante, de la e
ua
ión de Ri

i (1.11) y el he
ho que H es 
onstante,tenemos que

〈
R⊥(X, Y )H, ξα〉 = 〈[Aα, AH]X, Y 〉 = H 〈[φα, φ1]X, Y 〉 .Por lo tanto, 0 =

〈
R⊥(X, Y )H, ξα〉 = H 〈[φα, φ1]X, Y 〉 y de aquí dedu
imos que

[φα, φ1] = 0 pues H 6= 0.Ya estamos listos para probar la fórmula tipo Simons para subvariedades inmer-sas en espa
ios forma riemannianos.Lema 2.4.2. Sea Σn una subvariedad inmersa en un espa
io forma riemanniano
(n+ p)-dimensional Mn+p

c 
on ve
tor 
urvatura media paralelo H no nulo. Enton
es
1

2
∆|Φ̃|2 =

p∑

α,β=2

{
tr([φα, φβ]

2)− [tr(φαφβ)]
2
}
−

p∑

α=1

[tr(φαφ1)]
2 + nH

p∑

α=1

tr(φ2
αφ1)

+ n(c+H2)|Φ̃|2 + |∇Φ̃|2. (2.28)



52 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAUDemostra
ión. Un 
ál
ulo tensorial estándar impli
a que
1

2
∆|Φ̃|2 = 1

2
∆〈Φ̃, Φ̃〉 = |∇Φ̃|2 + 〈Φ̃,∆Φ̃〉. (2.29)Aquí ∇Φ̃ : X (Σ) × X (Σ) × X (Σ)→X⊥(Σ) denota la derivada 
ovariante de Φ̃, la
ual está dada por

∇Φ̃(X, Y, Z) = (∇ZΦ̃)(X, Y ) = ∇⊥
Z Φ̃(X, Y )− Φ̃(∇ZX, Y )− Φ̃(X,∇ZY ),para 
ualesquiera X, Y, Z ∈ X (Σ) y el lapla
iano ∆Φ̃ : X (Σ)×X (Σ)→ X⊥(Σ) estádado por

∆Φ̃(X, Y ) = tr(∇2Φ̃(X, Y, ·, ·)) =
n∑

k=1

∇2Φ̃(X, Y, Ek, Ek),donde {E1, . . . , En} es una base lo
al ortonormal sobre Σ. Observemos que, en nues-tra nota
ión,
∇2Φ̃(X, Y, Z, V ) = (∇V∇Φ̃)(X, Y, Z).Dado queH es un ve
tor paralelo tenemos que ∇Φ̃ = ∇σ, el 
ual es simétri
o porla e
ua
ión de Codazzi (1.8) y la simetría de σ. Enton
es ∇2Φ̃ es también simétri
oen sus tres primeras variables.Con respe
to a las simetrías de ∇2Φ̃ en las otras variables, no es difí
il ver que

∇2Φ̃(X, Y, Z, V ) = ∇2Φ̃(X, Y, V, Z)−R⊥(V, Z)Φ̃(X, Y ) + Φ̃(R(V, Z)X, Y )

+Φ̃(X,R(V, Z)Y ). (2.30)Por las simetrías tenemos que
∇2Φ̃(X, Y, Ek, Ek) = ∇2Φ̃(Ek, X, Y, Ek).De (2.30) se sigue

∇2Φ̃(Ek, X, Y, Ek) = ∇2Φ̃(Ek, X, Ek, Y )− R⊥(Ek, Y )Φ̃(Ek, X) + Φ̃(R(Ek, Y )Ek, X)

+Φ̃(Ek, R(Ek, Y )X)y usando las e
ua
iones de Gauss (1.7) y Ri

i (1.10) obtenemos
∆Φ̃(X, Y ) =

n∑

k=1

{
∇2Φ̃(Ek, Ek, X, Y )− σ

(
AΦ̃(Ek ,X)Ek, Y

)
+ σ

(
Ek, AΦ̃(Ek ,X)Y

)

− Φ̃(Aσ(Y,Ek)Ek, X) + Φ̃
(
Aσ(X,Ek)Y,Ek

)
− Φ̃

(
Aσ(X,Y )Ek, Ek

)}

+ cnΦ̃(X, Y ) + Φ̃(Atr(σ)Y,X)− c 〈X, Y 〉 tr(Φ̃).
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k=1∇2Φ̃(Ek, Ek, X, Y ) = tr

(
∇Y∇XΦ̃

)
=0, tenemos que

∆Φ̃(X, Y )=
n∑

k=1

[
− σ

(
AΦ̃(Ek,X)Ek, Y

)
+ σ

(
Ek, AΦ̃(Ek,X)Y

)
− Φ̃(Aσ(Y,Ek)Ek, X)

+Φ̃
(
Aσ(X,Ek)Y,Ek

)
− Φ̃

(
Aσ(X,Y )Ek, Ek

) ]
+cnΦ̃(X, Y )+nHΦ̃(A1Y,X).Por lo tanto,

〈
Φ̃,∆Φ̃

〉
=

n∑

i,j=1

〈
Φ̃ (Ei, Ej) ,∆Φ̃(Ei, Ej)

〉
=

n∑

i,j,k=1

{
−
〈
Φ̃(Ei, Ej), σ(AΦ̃(Ek,Ei)

Ek, Ej)
〉

+
〈
Φ̃(Ei, Ej), σ(Ek, AΦ̃(Ek,Ei)

Ej)
〉
−
〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃(Aσ(Ej ,Ek)Ek, Ei)

〉

+
〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃

(
Aσ(Ei,Ek)Ej , Ek

)〉
−
〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃

(
Aσ(Ei,Ej)Ek, Ek

)〉}

+ cn

n∑

i,j=1

|Φ̃(Ei, Ej)|2 + nH

n∑

i,j=1

〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃(A1Ej , Ei)

〉
.Sabemos que 〈Φ̃(Ei, Ej), σ(AΦ̃(Ek ,Ei)

Ek, Ej)
〉

=
〈
AΦ̃(Ei,Ej)

◦ AΦ̃(Ek ,Ei)
Ek, Ej

〉 y
〈
Φ̃(Ei, Ej), σ(Ek, AΦ̃(Ek,Ei)

Ej)
〉
=
〈
AΦ̃(Ek ,Ei)

◦ AΦ̃(Ei,Ej)
Ek, Ej

〉
. Enton
es

〈
Φ̃,∆Φ̃

〉
=

n∑

i,j,k=1

{〈[
AΦ̃(Ek ,Ei)

, AΦ̃(Ei,Ej)

]
Ek, Ej

〉
−
〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃(Aσ(Ej ,Ek)Ek, Ei)

〉

+
〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃

(
Aσ(Ei,Ek)Ej , Ek

)〉
−
〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃

(
Aσ(Ei,Ej)Ek, Ek

)〉}

+ cn|Φ̃|2 + nH

n∑

i,j=1

〈
Φ̃ (Ei, Ej) , Φ̃(A1Ej, Ei)

〉
. (2.31)Sea {ξα}pα=1 una base ortonormal y normal a Σ enton
es podemos es
ribir a Φ̃ entérminos de la base de la siguiente forma: Φ̃ =

∑p
α=1 〈φαEi, Ei〉 ξα. Reemplazandoesto en (2.31), obtenemos

〈
Φ̃,∆Φ̃

〉
=

n∑

i,j,k=1

{ p∑

α,γ=1

〈φγEk, Ei〉 〈φαEi, Ej〉 〈[Aγ, Aα]Ek, Ej〉

−
p∑

α,β=1

[
〈φαEi, Ej〉 〈φαAβEk, Ei〉 〈AβEj , Ek〉

+ 〈φαEi, Ej〉 〈φαAβEj , Ek〉 〈AβEi, Ek〉
− 〈φαEi, Ej〉 〈φαAβEk, Ek〉 〈AβEi, Ej〉

]}

+ nH

n∑

i,j=1

p∑

α=1

〈φαEi, Ej〉 〈φαA1Ej, Ei〉+ cn|Φ̃|2.



54 CAPÍTULO 2. PRINCIPIO DEL MÁXIMO DE OMORI-YAULuego, sumando en i se tiene que
〈
Φ̃,∆Φ̃

〉
= cn |Φ|2 +

n∑

j,k=1

{ p∑

α,γ=1

〈φαEj , φγEk〉 〈[Aγ , Aα]Ek, Ej〉

−
p∑

α,β=1

[
〈φαEj , φαAβEk〉 〈AβEj , Ek〉 − 〈φαEj , AβEk〉 〈φαAβEj , Ek〉

+ 〈φαEj , AβEj〉 〈φαAβEk, Ek〉
]}

+ nH
n∑

j=1

p∑

α=1

〈φαEj , φαA1Ej〉y ahora sumando sobre j resulta
〈
Φ̃,∆Φ̃

〉
=

n∑

k=1

{ p∑

α,γ=1

〈φαφγEk, [Aγ, Aα]Ek〉 −
p∑

α,β=1

[ 〈
φ2
αAβEk, AβEk

〉

− 〈φαAβEk, AβφαEk〉+ 〈φαAβEk, Ek〉 tr(φαAβ)
]}

+ nH

p∑

α=1

tr(φ2
αA1) + cn|Φ̃|2.De (2.27) y la e
ua
ión anterior tenemos

〈
Φ̃,∆Φ̃

〉
=

p∑

α,β=2

{
tr([φα, φβ]

2)− [tr(φαφβ)]
2
}
−

p∑

α=1

[tr(φαφ1)]
2 + nH

p∑

α=1

tr(φ2
αφ1)

+ n(c+H2)|Φ̃|2 (2.32)donde hemos usado los he
hos A1 = φ1 +HI y tr(φ1) = 0. Como último paso para
on
luir esta prueba, reemplazamos (2.32) en (2.29).Lema 2.4.3. Sea Σn una subvariedad inmersa en un espa
io forma riemanniano
(n+ p)-dimensional Mn+p

c 
on ve
tor 
urvatura media paralelo H no nulo. Enton
es
1

2
∆|φ1|2 = −

p∑

α=1

[tr (φ1φα)]
2 + n(c+H2) |φ1|2 + nHtr

(
φ3
1

)
+ |∇φ1|2. (2.33)Demostra
ión. Dado que H es una 
onstante no 
ero, ∇φ1 = ∇A1. De la e
ua
iónde Codazzi (1.18) 
on
luimos que ∇φ1 es simétri
o porque ξ1 es un ve
tor paralelo.Por lo tanto, ∇2φ1 es también simétri
o en sus dos primeras variables,

∇2φ1(X, Y, Z) = ∇2φ1(Y,X, Z), X, Y, Z ∈ X (Σ).Con respe
to a las simetrías de ∇2φ1 en las otras variables, no es difí
il de ver que
∇2φ1(X, Y, Z) = ∇2φ1(X,Z, Y )− R(Z, Y )φ1X + φ1(R(Z, Y )X). (2.34)
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∑n

i=1∇2φ1(X,Ei, Ei) =
∑n

i=1∇2φ1(Ei, X, Ei). De (2.34) tenemos
∇2φ1(Ei, X, Ei) = ∇2φ1(Ei, Ei, X)− R(Ei, X)φ1Ei + φ1(R(Ei, X)Ei).Luego, usando la e
ua
ión de Gauss (1.7) tenemos que

∆φ1(X) =
n∑

i=1

{
∇X(∇φ1)(Ei, Ei)− c 〈φ1Ei, Ei〉X + c 〈φ1X,Ei〉Ei + Aσ(X,φ1Ei)Ei

− Aσ(Ei,φ1Ei)X + cφ1X − c 〈X,Ei〉 φ1Ei − φ1Aσ(X,Ei)Ei + φ1Aσ(Ei,Ei)X
}

=

n∑

i=1

{
Aσ(X,φ1Ei)Ei − Aσ(Ei,φ1Ei)X − φ1Aσ(X,Ei)Ei

}
+ cnφ1X+nHφ1A1Xdonde hemos usado los he
hos de que la traza 
onmuta 
on ∇X y que tr(∇φ1) = 0.En 
onse
uen
ia,

〈φ1,∆φ1〉=
n∑

j=1

〈φ1Ej ,∆φ1(Ej)〉 =
n∑

i,j=1

{〈
φ1Aσ(Ej ,φ1Ei)Ei, Ej

〉
−
〈
φ2
1Aσ(Ej ,Ei)Ei, Ej

〉}

−
n∑

i=1

tr
(
φ1Aσ(Ei,φ1Ei)

)
+ cn |φ1|2 + nHtr(φ2

1A1).Si {ξα}pα=1 es una base ortonormal de (TxΣ)
⊥, tenemos

σ(Ej , φ1Ei)=

p∑

α=1

〈Aαφ1Ei, Ej〉 ξα y σ(Ei, Ej) =

p∑

α=1

〈AαEi, Ej〉 ξα.Usando esto y (2.27) obtenemos
〈φ1,∆φ1〉 =

p∑

α=1

{
tr
(
(φ1Aα)

2
)
− tr

(
Aαφ

2
1Aα

)}
− [tr (φ1A1)]

2 −
p∑

α=2

[tr (φ1φα)]
2

+ cn |φ1|2 + nHtr[φ2
1(φ1 +HI)]

=−
p∑

α=1

[tr (φ1φα)]
2 + cn |φ1|2 + n |H| tr(φ3

1) + nH2 |φ1|2 .Finalmente, reemplazamos esto en (1/2)∆|φ1|2 = |∇φ1|2 + 〈φ1,∆φ1〉.En parti
ular, para hipersuper�
ies tenemos el siguiente resultado.Corolario 2.4.4. Sea Σn una hipersuper�
ie inmersa en un espa
io forma rieman-niano Mn+1
c 
on 
urvatura media 
onstante H, y denotemos por Φ su tensor deumbili
idad total. Enton
es

1

2
∆|Φ|2 = |∇Φ|2 + nHtr(Φ3)− |Φ|2(|Φ|2 − n(c +H2)). (2.35)
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ontinua
ión presentamos una apli
a
ión para subvariedades inmersas en espa-
ios forma 
on ve
tor 
urvatura media paralelo. Para ello, 
onsideraremos el siguienteresultado auxiliar dado por Okumura en [38℄.Lema 2.4.5. Sean a1, . . . , an números reales tales que ∑n
i=1 ai = 0. Enton
es

− n− 2√
n(n− 1)

(

n∑

i=1

a2i )
3/2 ≤

n∑

i=1

a3i ≤
n− 2√
n(n− 1)

(

n∑

i=1

a2i )
3/2.Además, la igualdad se tiene en el lado de la dere
ha (respe
tivamente, en el ladode la izquierda) si y sólo si (n− 1) de los ai's son no positivos (respe
tivamente, nonegativos) e iguales.En [53, Teorema 1.1℄ Vla
hos utilizando la fórmula de Simons y el prin
ipio delmáximo de Omori-Yau 
onsiguió estimar el supremo de |Φ̃| para subvariedades 
om-pletas 
on ve
tor 
urvatura media paralelo inmersas en la esfera eu
lídea. Nosotroshemos podido mejorar y extender di
ho teorema a subvariedades esto
ásti
amen-te 
ompletas 
on ve
tor 
urvatura media paralelo inmersas en los espa
ios formariemannianos 
omo se puede apre
iar en el siguiente teorema.Teorema 2.4.6. Sea Σn una subvariedad esto
ásti
amente 
ompleta inmersa en unespa
io forma (n+p)-dimensional Mn+p

c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on ve
tor 
urvaturamedia paralelo H no nulo y H2 + c > 0. Enton
es(i) o bien Σ es una subvariedad pseudoumbili
al,(ii) o bien supΣ |Φ̃| ≥ α|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H|

)
> 0.Demostra
ión. Podemos usar el Lema 2.4.5 para estimar tr(φ3

1) 
omo sigue
|tr(φ3

1)| ≤
n− 2√
n(n− 1)

|φ1|3,y enton
es
nHtr(φ3

1) ≥ −n|H||tr(φ3
1)| ≥ − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||φ1|3. (2.36)De la desigualdad de Cau
hy-S
hwarz se tiene que |tr (φ1φα)| ≤ |φ1| |φα| paratodo α ≥ 1. Luego,

p∑

α=1

[tr(φ1φα)]
2 ≤ |φ1|2

p∑

α=1

|φα|2 = |φ1|2 |Φ̃|2.
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−

p∑

α=1

[tr(φ1φα)]
2 ≥ − |φ1|2 |Φ̃|2. (2.37)Usando (2.36), (2.37) y el he
ho que |φ1| ≤ |Φ̃| en (2.33), en
ontramos

1

2
∆|φ1|2 ≥ |∇φ1|2 −

n(n− 2)√
n(n− 1)

|H||φ1|3 − |φ1|2(|Φ̃|2 − n(c+H2)) (2.38)
≥ −|φ1|2P|H|,c(|Φ̃|),donde P|H|,c(x) = x2+n(n− 2)/

√
n(n− 1)|H|x−n(c+H2) es un polinomio 
uadrá-ti
o 
re
iente si x ≥ 0 (de he
ho, si x ≥ −n(n − 2)/(2

√
n(n− 1))|H| véase Figura2.1) que satisfa
e P|H|,c(0) = −n(c + H2) < 0 y 
uyo dis
riminante está dado por

n/(n−1) (n2H2+4(n−1)c) . Además, 
omo H2 + c > 0 el polinomio P|H|,c(x) tieneuna úni
a raíz positiva dada por
α|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H|

)
,pues

√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H| > 0 ⇔ 4(n− 1)(c+H2) > 0.

P|H|,c(x)

b

−n(c+H2)

b

α|H|,c

Figura 2.1. El polinomio P|H|,c(x) 
uando H2 + c > 0.Si supΣ |Φ̃| = +∞, enton
es se tiene trivialmente (ii) y no hay nada que probar.Si supΣ |Φ̃| < +∞, 
omo |φ1| ≤ |Φ̃| enton
es supΣ |φ1| < +∞ y podemos apli
ar(2.25) a la fun
ión |φ1|2, así que, existe {xk}k∈N en Σ tal que
ĺım
k→∞

|φ1|(xk) = sup
Σ

|φ1|, y ∆|φ1|2(xk) < 1/k,
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ual junto 
on (2.38) impli
a
1/k > ∆|φ1|2(xk) ≥ −2|φ1|2(xk)P|H|,c(|Φ̃|(xk)).Dado que {|Φ̃|(xk)} es una su
esión a
otada, tomando el límite superior 
uando

k → ∞, obtenemos
(
sup
Σ

|φ1|
)2

P|H|,c

(
ĺım sup
k→∞

|Φ̃|(xk)
)

≥ 0. (2.39)Se sigue de aquí o bien supΣ |φ1| = 0, lo 
ual signi�
a que |φ1| = constante = 0 y lasubvariedad es pseudoumbili
al, o bien supΣ |φ1| > 0 y enton
es
P|H|,c

(
ĺım sup
k→∞

|Φ̃|(xk)
)

≥ 0lo que impli
a supΣ |Φ̃| ≥ ĺım supk→∞ |Φ̃|(xk) ≥ α|H|,c.



Capítulo 3Una estima
ión óptima para elín�mo de la 
urvatura es
alarSumario. En este 
apítulo estudiamos el 
omportamiento de la 
urvatura es
alar Sde una hipersuper�
ie 
ompleta inmersa 
on 
urvatura media 
onstante en un espa
ioforma riemanniano de 
urvatura 
onstante, derivando una estima
ión óptima parael ín�mo de S. Nuestros resultados serán una apli
a
ión de un prin
ipio débil delmáximo de Omori Yau. Los resultados de este 
apítulo se en
uentran re
ogidos en eltrabajo [5℄.Abstra
t. In this 
hapter we study the behavior of the s
alar 
urvature S of a 
om-plete hypersurfa
e immersed with 
onstant mean 
urvature into a Riemannian spa
eform of 
onstant 
urvature, deriving a sharp estimate for the in�mum of S. Ourresults will be an appli
ation of a weak Omori-Yau maximum prin
iple. The resultsof this 
hapter are 
olle
ted in the paper [5℄.3.1. Super�
ies 
on 
urvatura media 
onstanteEn un artí
ulo 
lási
o, Klotz y Osserman [29℄ 
ara
terizaron las esferas total-mente umbili
ales y los 
ilindros 
ir
ulares 
omo las úni
as super�
ies 
ompletasinmersas en el espa
io eu
lídeo 3-dimensional R3 
on 
urvatura media 
onstante no
ero y 
uya 
urvatura de Gauss no 
ambia de signo. Más tarde, Ho�man [26℄ yTribuzy [52℄ dieron una extensión de este resultado al 
aso de super�
ies 
on 
urva-tura media 
onstante en la esfera eu
lídea 3-dimensional S3 y el espa
io hiperbóli
o
H

3, respe
tivamente. Espe
í�
amente, si 
olo
amos juntos los resultados de estosautores en una sola a�rma
ión, se obtiene el siguiente teorema (véase también [16,Proposi
ión 3.3℄).Teorema 3.1.1. Sea Σ una super�
ie 
ompleta inmersa en un espa
io forma 3-dimensional M3
c (c = 0, 1,−1) 
on 
urvatura media 
onstante H. Si su 
urvatura59
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ambia de signo, enton
es o bien Σ es una super�
ie totalmenteumbili
al o bien K = 0 y(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular R× S1(r) ⊂ R3, 
on r > 0,(b) c = 1 y Σ es un toro llano S1(
√
1− r2)× S1(r) ⊂ S3, 
on 0 < r < 1,(
) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H1(−

√
1 + r2)× S1(r) ⊂ H3, 
on r > 0.Como una bonita apli
a
ión del Teorema 3.1.1, obtenemos la siguiente 
onse-
uen
ia para el ín�mo de la 
urvatura de Gauss de Σ.Teorema 3.1.2 ([5℄, Theorem 2). Sea Σ una super�
ie 
ompleta inmersa en unespa
io forma 3-dimensional M3

c (c = 0, 1,−1) 
on 
urvatura media 
onstante H talque H2 + c > 0, y denotemos por K su 
urvatura de Gauss. Enton
es(i) o bien ı́nfΣK = H2 + c, y Σ es una super�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien ı́nfΣK ≤ 0, 
on igualdad si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular R× S1(r) ⊂ R3, 
on r > 0,(b) c = 1 y Σ es un toro llano S1(
√
1− r2)× S1(r) ⊂ S3, 
on 0 < r < 1,(
) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H1(−

√
1 + r2) × S1(r) ⊂ H3, 
on

r > 0.Demostra
ión. De (1.23) sabemos que en la super�
ie se tiene 0 ≤ |Φ|2 = 2[H2 −
(K − c)]. Enton
es

K ≤ H2 + csobre Σ, 
on igualdad en los puntos umbili
ales de Σ. Por lo tanto,
ı́nf
Σ
K ≤ H2 + c
on igualdad si y sólo si Σ es totalmente umbili
al. Esto prueba la parte (i).Más aún, si se tiene la desigualdad estri
ta, es de
ir, ı́nfΣK < H2 + c enton
esne
esariamente
ı́nf
Σ
K ≤ 0,pues de otra forma, tendríamos que K ≥ ı́nfΣK > 0 lo 
ual no es posible por elTeorema 3.1.1, ya que la super�
ie no es totalmente umbili
al ni llana 
omo (a), (b)y (
). Esto muestra que ı́nfΣK ≤ 0.Finalmente, si se tiene la igualdad ı́nfΣK = 0 enton
es K ≥ 0 y por el Teore-ma 3.1.1 
on
luimos que Σ debe ser una de las super�
ies de los items (a), (b) o (c)del Teorema 3.1.1.



3.1. SUPERFICIES CON CURVATURA MEDIA CONSTANTE 61Ahora, observemos que las super�
ies de revolu
ión muestran que la estima
ióndel Teorema 3.1.2 es óptima. Por ejemplo, si 
onsideramos las super�
ies de revolu-
ión de Delaunay en el espa
io eu
lídeo. Para una 
onstante dada H 6= 0, podemos
onsiderar la familia de onduloides en R3 (véase Figura 3.1) 
on 
urvatura media
onstante H , la 
ual está dada por la siguiente parametriza
ión
(s, θ)

X→ (xB(s), yB(s) cos θ, yB(s) sen θ) (3.1)donde 0 < B < 1 y
xB(s) =

∫ s

0

1 +B sen (2Ht)√
1 +B2 + 2B sen (2Ht)

dt,

yB(s) =

√
1 +B2 + 2B sen (2Hs)

2|H| > 0.

Figura 3.1. Onduloides.Obsérvese que las derivadas par
iales de X están dadas por
Xs =

(
x′B(s), y

′
B(s) cos θ, y

′
B(s) sen θ

) y Xθ =
(
0,−yB(s) sen θ, yB(s) cos θ

)
.Luego,

E := 〈Xs, Xs〉 = x′B(s)
2 + y′B(s)

2 = 1.En efe
to, por el teorema fundamental del 
ál
ulo sabemos que
x′B(s) =

1 +B sen (2Hs)√
1 +B2 + 2B sen (2Hs)y realizando un 
ál
ulo dire
to tenemos

y′B(s) =
H

|H|
B cos (2Hs)√

1 +B2 + 2B sen (2Hs)
,



62 CAPÍTULO 3. ÍNFIMO DE LA CURVATURA ESCALARde donde se sigue que x′B(s)2 + y′B(s)
2 = 1.Por otra parte,

F := 〈Xs, Xθ〉 = 0, G := 〈Xθ, Xθ〉 = y2B(s) > 0, y √
EG = yB(s).Así que la primera forma fundamental de estas super�
ies está dada por

ds2 + yB(s)
2dθ2, (3.2)y 
omo F = 0 podemos 
al
ular la 
urvatura de Gauss de la siguiente forma

KB(s, θ) =
−1

2
√
EG

[(
Eθ√
EG

)

θ

+

(
Gs√
EG

)

s

]

=
−1

2yB(s)

(
2yB(s)y

′
B(s)

yB(s)

)

s

= −y
′′
B(s)

yB(s)

=
4H2B(B + sen (2Hs))(1 +B sen (2Hs))

(1 +B2 + 2B sen(2Hs))2
.De manera que para estos ejemplos la fun
ión KB(s, θ) = KB(s) depende sólo de lavariable s, así que si 
al
ulamos su primera derivada obtenemos

K ′
B(s) =

8H3B(1− B2)2 cos(2Hs)

(1 +B2 + 2B sen(2Hs))3
.Enton
es K ′

B(s) = 0 si y sólo si cos(2Hs) = 0; por 
onsiguiente los puntos 
ríti
osde KB(s) son
π

4H
+
π

H
k y 3π

4H
+
π

H
h, donde h, k ∈ Z,pues KB(s) es una fun
ión periódi
a de periodo π/H . Por otra parte, la segundaderivada de la fun
ión KB(s) viene dada por

K ′′
B(s) =

−16H4B(1−B2)2 [6B + sen(2Hs) (1 +B2 − 2B sen(2Hs))]

(1 +B2 + 2B sen(2Hs))2
.Evaluando los puntos 
ríti
os en esta segunda derivada se tiene que

K ′′
B

( π

4H
+
π

H
k
)
=

−16H4B(1−B2)2

(1 +B)2
< 0y

K ′′
B

(
3π

4H
+
π

H
h

)
=

16H4B(1− B2)2

(1−B)2
> 0.Apli
ando el 
riterio de la segunda derivada 
on
luimos que en π/4H + (π/H)k seal
anza un máximo y en 3π/4H + (π/H)h se al
anza un mínimo. Por esta razón,podemos a�rmar que el

ı́nfKB =
−4H2B

(1− B)2
< 0,
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ı́nfKB = −ε < 0.A 
ontinua
ión presentamos otra prueba del Teorema 3.1.2 apli
ando té
ni
asdel análisis 
omplejo y del prin
ipio del máximo de Omori-Yau.Enfoque alternativo del Teorema 3.1.2Dado que Σ es orientable, la métri
a riemanniana indu
ida en Σ determina unaestru
tura 
onforme sobre Σ. En lo que sigue, será útil tratar a Σ 
omo una super�
iede Riemann 
on respe
to a esta estru
tura 
onforme y a la inmersión isométri
a ψ
omo una inmersión 
onforme. Si z = u + iv es una 
oordenada 
ompleja sobre Σ,enton
es la métri
a indu
ida sobre Σ puede ser expresada de la siguiente forma
ds2 = e̺ |dz|2 (3.3)para una fun
ión diferen
iable ̺ = ̺(z). Si realizamos las siguientes identi�
a
iones,las 
uales son lí
itas,

ψu = dψ(∂u) ≡ ∂u, y ψv = dψ(∂v) ≡ ∂v,se pueden de�nir 
ampos lo
ales de la forma
ψz =

1

2
(ψu − iψv), y ψz =

1

2
(ψu + iψv), (3.4)que satisfa
en

〈ψz, ψz〉 = 〈ψz , ψz〉 = 0, 〈ψz, ψz〉 =
e̺

2
(3.5)donde los subíndi
es denotan las derivadas par
iales. En efe
to,

〈ψz, ψz〉 =
1

4
(〈ψu, ψu〉 − 2i 〈ψu, ψv〉 − 〈ψv, ψv〉) = 0,

〈ψz, ψz〉 =
1

4
(〈ψu, ψu〉+ 〈ψv, ψv〉) =

e̺

2
,

〈ψz, ψz〉 =
〈
ψz, ψz

〉
= 〈ψz, ψz〉 = 0.Por otro lado, {ψu, ψv} es una base ortogonal lo
al de 
ampos tangentes sobre

ψ(Σ) ≡ Σ 
on |ψu| = |ψv| = e̺/2, por lo tanto {e−̺/2ψu, e−̺/2ψv} es una baseortonormal. Si denotamos por A al endomor�smo de Weingarten, tenemos que
2H = tr(A) =

〈
A(e−̺/2ψu), e

−̺/2ψu
〉
+
〈
A(e−̺/2ψv), e

−̺/2ψv
〉

= e−̺ [〈A(ψu), ψu〉+ 〈A(ψv), ψv〉] ,
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2He̺ = 〈A(ψu), ψu〉+ 〈A(ψv), ψv〉 . (3.6)De�niendo ψz y ψz 
omo en (3.4) y utilizando la C−linealidad de A, tenemos

〈A(ψz), ψz〉 =
1

4
〈A(ψu − iψv), ψu + iψv〉

=
1

4
[〈A(ψu), ψu〉+ 〈A(ψv), ψv〉] =

1

2
He̺. (3.7)De manera análoga,

〈A(ψz), ψz〉 =
1

4
〈A(ψu − iψv), ψu − iψv〉

=
1

4
[〈A(ψu), ψu〉 − 〈A(ψv), ψv〉]−

1

2
i 〈A(ψu), ψv〉 . (3.8)A partir de esta expresión podemos de�nir una fun
ión diferen
iable φ de la siguienteforma:

φ(z) = 2 〈A(ψz), ψz〉 = −2 〈Nz, ψz〉 = −2(∂z(〈ψz , N〉)− 〈ψzz, N〉) = 2 〈ψzz, N〉 .(3.9)De�ni
ión 3.1.3. A la forma diferen
ial 
uadráti
a Q(p) = φ(z(p))dz2(p) la lla-maremos diferen
ial de Hopf de la super�
ie Σ, y diremos que es holomorfa si lo es
φ. Por otra parte, observemos que

̺zz =
1

2

(
∂z(̺u)−i∂z(̺v)

)
=
1

2

(
1

2
(̺uu+i̺uv)−

i

2
(̺vu+i̺vv)

)
=
1

4
(̺uu+̺vv).Enton
es

∆o̺ = ̺uu + ̺vv = 4̺zz, (3.10)donde ∆o denota el lapla
iano respe
to a la métri
a llana go = |dz|2=du2 + dv2.La expresión (3.3) indi
a pre
isamente que la métri
a g = ds2 es lo
almente 
onformea go, pues g = e̺go. Por tanto, teniendo en 
uenta la rela
ión entre las 
urvaturasde Gauss de dos métri
as 
onformes, se tiene que
e̺K = Ko − (1/2)∆o̺.En nuestro 
aso, 
omo Ko = 0 se tiene que la 
urvatura de Gauss de Σ está dadapor K = −e

̺

2
∆o̺, de manera que

K = −2e−̺̺zz. (3.11)Los 
ampos ve
toriales tangentes ψz, ψz, así 
omo también el normal N (y el ve
-tor posi
ión ψ, 
uando c = ±1) de�nen un sistema de referen
ia sobre la super�
ie,el 
ual satisfa
e las siguientes e
ua
iones estru
turales para la inmersión.
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ión 3.1.4. Sea ψ : Σ → M3
c una super�
ie orientable 
on apli
a
ión deGauss N y sea z una 
oordenada 
ompleja lo
al sobre Σ tal que ds2 = e̺ |dz|2.Enton
es

ψzz = ̺zψz +
1

2
φN, (3.12)

ψzz =
e̺

2
HN − c

e̺

2
ψ, (3.13)

Nz = −Hψz − φe−̺ψz , (3.14)donde H = (1/2)tr(A) = 2e−̺ 〈ψzz, N〉 es la fun
ión 
urvatura media de la super�
iey φ = 2 〈ψzz, N〉.Demostra
ión. Nuestro objetivo es es
ribir la fórmula de Gauss dada en (1.12) y lafórmula de Weingarten (1.13) para la inmersión ψ en términos de z. Enton
es
∇o
ψz
ψz = ∇ψz

ψz + 〈A(ψz), ψz〉N − c 〈ψz , ψz〉ψ = ∇ψz
ψz + 〈A(ψz), ψz〉N,

∇o
ψz
ψz = ∇ψz

ψz + 〈A(ψz), ψz〉N − c 〈ψz , ψz〉ψ = ∇ψz
ψz + 〈A(ψz), ψz〉N − c

e̺

2
ψ,

∇o
ψz
ψz = ∇o

ψz
ψz.Dado que {ψz, ψz} forman una base de TΣ tenemos

∇ψz
ψz = α1ψz + β1ψz y ∇ψz

ψz = α2ψz + β2ψz,donde α1, β1, α2, β2 son fun
iones 
on valores en C. Cal
ulemos los valores de αi, βipara i = 1, 2.
α1 = 2e−̺ 〈∇ψz

ψz, ψz〉 = 2e−̺ [ψz (〈ψz , ψz〉)− 〈ψz,∇ψz
ψz〉]

= 2e−̺
[
ψz

(
e̺

2

)
− 〈ψz,∇ψz

ψz〉
]
= 2e−̺

[
̺z
e̺

2
− 1

2
ψz (〈ψz, ψz〉)

]
= ̺z,

β1 = 2e−̺ 〈∇ψz
ψz, ψz〉 = 2e−̺

[
1

2
ψz (〈ψz, ψz〉)

]
= 0.Análogamente, para α2, β2 tenemos

α2 = 2e−̺ 〈∇ψz
ψz, ψz〉 = 2e−̺

[
1

2
ψz (〈ψz , ψz〉)

]
= 0,

β2 = 2e−̺ 〈∇ψz
ψz, ψz〉 = 2e−̺ 〈∇ψz

ψz , ψz〉 = 2e−̺
[
1

2
ψz (〈ψz, ψz〉)

]
= 0.De modo que, ∇ψz

ψz = ̺zψz y ∇ψz
ψz = 0.Por otra parte, A(ψz) también se es
ribe en términos de la base de TΣ, así,

A(ψz) = λ1ψz + λ2ψz,
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iones 
on valores en C. Por lo tanto,
e̺

2
λ1 = 〈A(ψz), ψz〉 =

e̺

2
H enton
es λ1 = H, y

e̺

2
λ2 = 〈A(ψz), ψz〉 =

1

2
φ enton
es λ2 = e−̺φ.Luego, A(ψz) = Hψz +

1
2
φψz y por ende, la fórmula de Gauss está dada por

∇o
ψz
ψz = ̺zψz +

1

2
φN o ∇o

ψz
ψz =

e̺

2
HN − c

e̺

2
ψ,y la fórmula de Weingarten está dada por

Nz = ∇o
ψz
N = −A(ψz) = −Hψz − e̺φψz.Observa
ión 3.1.5. Existe otra forma de 
al
ular las e
ua
iones estru
turales de lainmersión ψ utilizando el he
ho de que los 
ampos ve
toriales {ψz , ψz, N, ψ} generana M3

c , y por tanto
ψzz = α1ψz + β1ψz + γ1N + λ1ψ 
on α1, β1, γ1, λ1 ∈ C,

ψzz = α2ψz + β2ψz + γ2N + λ2ψ 
on α2, β2, γ2, λ2 ∈ C,

Nz = α3ψz + β3ψz + γ3N + λ3ψ 
on α3, β3, γ3, λ3 ∈ C.Hallemos los respe
tivos valores de αi, βi, γi, λi ∈ C, para i = 1, · · · , 4. Para ello,observemos que
β1 = 2e−̺ 〈ψzz, ψz〉 = 2e−̺

[
1

2
∂z (〈ψz, ψz〉)

]
= e−̺∂z(0) = 0,

α1 = 2e−̺ 〈ψzz, ψz〉 = 2e−̺ [∂z (〈ψz , ψz〉)− 〈ψz, ψzz〉] = 2e−̺
[
∂z

(
e̺

2

)
− 〈ψz , ψzz〉

]

= 2e−̺
[
∂z

(
e̺

2

)
− 1

2
∂z (〈ψz, ψz〉)

]
= 2e−̺

[
e̺̺z
2

− 1

2
∂z(0)

]
= 2e−̺

[
e̺̺z
2

]
= ̺z ,

γ1 = 〈ψzz, N〉 (pues 〈N,N〉 = 1),

λ1 = c 〈ψzz, ψ〉 = c(∂z(〈ψz , ψ〉)− 〈ψz, ψz〉) = 0 (pues 〈ψ, ψ〉 = c).Análogamente, para α2, β2, γ2, λ2 se tiene
β2 = 2e−̺ 〈ψzz, ψz〉 = 0,

α2 = 2e−̺ 〈ψzz, ψz〉 = 2e−̺ 〈ψzz, ψz〉 = 0,

γ2 = 〈Nz, ψz〉 = 〈A(ψz), ψz〉 =
1

2
He̺,

λ2 = c 〈ψzz, ψ〉 = c(∂z(〈ψz, ψ〉)− 〈ψz, ψz〉) = −ce
̺

2
.
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ontramos que α3, β3, γ3, λ3 están dados por
α3 = 2e−̺ 〈Nz, ψz〉 = −2e−̺ 〈A(ψz), ψz〉 = −H,
β3 = 2e−̺ 〈Nz, ψz〉 = −2e−̺ 〈N,ψzz〉 = −φe−̺,

γ3 = 〈Nz, N〉 = 1

2
∂z (〈N,N〉) = 1

2
∂z(1) = 0,

λ3 = c 〈Nz, ψ〉 = c(∂z(〈N,ψ〉)− 〈N,ψz〉) = 0.En 
onse
uen
ia tenemos
ψzz = ̺zψz + 〈ψzz, N〉N = ̺zψz +

1

2
φN,

ψzz =
e̺

2
HN − c

e̺

2
ψ,

Nz = −Hψz − φe−̺ψz .A 
ontinua
ión estudiaremos las 
ondi
iones de integrabilidad del sistema.Proposi
ión 3.1.6. Sea ψ : Σ → M3
c una super�
ie orientable 
on apli
a
ión deGauss N y sea z una 
oordenada 
ompleja lo
al sobre Σ tal que ds2 = e̺ |dz|2.Enton
es la e
ua
ión de Gauss viene dada por

e−2̺ |φ|2 = H2 + 2e−̺̺zz + c = H2 −K + c (3.15)y la e
ua
ión de Codazzi viene dada por
φz = e̺Hz. (3.16)Demostra
ión. Por (3.14) tenemos que A(ψz) = −Nz = Hψz + e−̺φψz y A(ψz) =

e−̺φψz +Hψz. Es de
ir, la matriz A está dada por
A =

(
H e−̺φ
e−̺φ H

)
. (3.17)Dado que

A2 − 2HA+ det(A)I = 0 y K = c+ det(A)tenemos
|A|2 = 4H2 + 2c− 2K, o lo que es lo mismo, e−2̺ |φ|2 = H2 −K + c.De aquí, utilizando (3.11) se 
on
luye (3.15). Por otra parte,

∇A(ψz , ψz) = (∇ψz
A) (ψz) = ∇ψz

(A (ψz))− A (∇ψz
ψz)

= ∇ψz

(
Hψz + e−̺φψz

)
− A(0)

= Hzψz +H∇ψz
ψz − ̺ze

−̺φψz + e−̺φzψz + e−̺φ̺zψz

= Hzψz + e−̺φzψz, (3.18)
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∇A(ψz , ψz) = (∇ψz

A) (ψz) = ∇ψz
(A (ψz))− A (∇ψz

ψz)

= ∇ψz

(
e−̺φψz +Hψz

)
− A(0)

= −̺ze−̺φψz + e−̺φzψz + e−̺φ∇ψz
ψz +Hzψz +H∇ψz

ψz

= −̺ze−̺φψz + e−̺φzψz + e−̺φ̺zψz +Hzψz

= e−̺φzψz +Hzψz.Igualando estas dos expresiones se obtiene la e
ua
ión de Codazzi (véase (1.18)), la
ual está dada por
Hz = e−̺φz o Hz = e−̺φz.Observa
ión 3.1.7. Otra forma de probar las e
ua
iones de Gauss y Codazzi delsistema, es utilizando el he
ho de que ψzzz = ψzzz.

(ψzz)z =

(
̺zψz +

1

2
φN

)

z

= ̺zzψz + ̺zψzz +
1

2
φzN +

1

2
φNz,

(ψzz)z =

(
e̺

2
HN − c

e̺

2
ψ

)

z

=
e̺

2
̺zHN +

e̺

2
HzN +

e̺

2
HNz − c̺z

e̺

2
ψ − c

e̺

2
ψz .Ahora, 
omo Nz = Nz, por (3.14) tenemos

Nz = −Hψz − e−̺φψz y Nz = −e−̺φψz −Hψzya que H y e−̺ son reales. Por tanto, realizando los respe
tivos reemplazos
(ψzz)z = ̺zzψz + ̺zψzz +

1

2
φzN +

1

2
φ
(
−e−̺φψz −Hψz

)

=

(
̺zz −

1

2
|φ|2e−̺

)
ψz + ̺zψzz +

1

2
φzN − 1

2
Hφψz,

(ψzz)z =
e̺

2
̺zHN +

e̺

2
HzN +

e̺

2
H
(
−Hψz − e−̺φψz

)
− c̺z

e̺

2
ψ − c

e̺

2
ψz

=
e̺

2
(̺zH +Hz)N − e̺

2
(H2 + c)ψz −Hφψz − c̺z

e̺

2
ψ.Al igualar 〈ψzzz, ψz〉 = 〈ψzzz, ψz〉 nos lleva a que

e̺

2

(
̺zz −

1

2
|φ|2e−̺

)
= −e

2̺

4
(H2 + c),es de
ir,

−2e−̺̺zz + e−2̺|φ|2 = H2 + c,
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e−2̺ |φ|2 = H2 −K + c.Por otro lado, igualando 〈ψzzz, N〉 = 〈ψzzz, N〉 en
ontramos que

̺z 〈ψzz, N〉+ 1

2
φz =

e̺

2
(̺zH +Hz) .Dado que 〈N,ψzz〉 = 〈−Nz , ψz〉 = 〈A(ψz), ψz〉 =
1

2
He̺ (véase (3.7)), 
on
luimos

φz = e̺Hz.Como una apli
a
ión, presentamos una de las propiedades más importantes quesatisfa
e la diferen
ial de Hopf sobre una super�
ie de 
urvatura media 
onstante,esta propiedad nos permitirá apli
ar métodos del análisis 
omplejo al estudio de estetipo de super�
ies.Teorema 3.1.8. Si Σ tiene 
urvatura media 
onstante H, enton
es la diferen
ialde Hopf Q es holomorfa.Demostra
ión. Para demostrar que Q es holomorfa, veremos que φ|U es holomorfa,donde φ(z) = 2 〈A(ψz), ψz〉. Re
uérdese que φ es holomorfa si y sólo si φz = 0.Usando lo demostrado en (3.16) se tiene que φz = e̺Hz. Como H es 
onstanteenton
es φz = 0. Por tanto la diferen
ial de Hopf Q es holomorfa.Ahora ya estamos en 
ondi
iones de probar el siguiente resultado auxiliar, queserá fundamental para la demostra
ión de los resultados prin
ipales.Lema 3.1.9. Sea Σ una super�
ie 
on 
urvatura media 
onstante en M3
c. Enton
es,el lapla
iano de su 
urvatura de Gauss está dado por

∆K = −4K(H2 −K + c)− 4e−3̺ |2̺zφ− φz|2 ≤ −4K(H2 −K + c). (3.19)Demostra
ión. De (3.3) se tiene que
∆K = e−̺∆oK = 4e−̺

∂2K

∂z∂z
= 4e−̺Kzz.Como H es 
onstante sabemos que φz = (φ)z = 0. Además, de (3.15) obtenemos

Kz = −(e−2̺ |φ|2)z = 2̺ze
−2̺ |φ|2 − e−2̺φzφ, (3.20)y

Kzz = 2̺zz e
−2̺ |φ|2 − 4̺z̺z e

−2̺ |φ|2 − e−2̺φzφz + 2e−2̺
(
̺zφ(φz) + ̺zφφz

)

= 2̺zz e
−2̺ |φ|2 − e−2̺ |2̺zφ− φz|2 .
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∆K = 4(2e−̺̺zz)e

−2̺ |φ|2 − 4e−3̺ |2̺zφ− φz|2

= −4K(H2 −K + c)− 4e−3̺ |2̺zφ− φz|2 .Ya estamos preparados para presentar una demostra
ión del Teorema 3.1.2 sinne
esidad de utilizar el Teorema 3.1.1.Prueba alternativa del Teorema 3.1.2. Si ı́nfΣK = −∞ < 0 no hay nada queprobar porque se 
umple trivialmente la desigualdad (ii). Enton
es nos permitimossuponer ı́nfΣK > −∞. En este 
aso, el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau severi�
a sobre Σ, y apli
ando (2.26) a la fun
ión K, sabemos que existe una su
esión
{xk}k∈N en Σ tal que

ĺım
k→∞

K(xk) = ı́nf
Σ
K y ∆K(xk) > −1

k
.Esto junto 
on (3.19), impli
a que

−1

k
< ∆K(xk) ≤ −4K(xk)

(
H2 −K(xk) + c

)
.Tomando límite 
uando k → ∞ en esta desigualdad, obtenemos que

0 ≤ −4 ı́nf
Σ
K
(
H2 − ı́nf

Σ
K + c

)
,esto es,

ı́nf
Σ
K
(
H2 − ı́nf

Σ
K + c

)
≤ 0. (3.21)Re
ordemos que H2 −K + c ≥ 0 y se anula pre
isamente en los puntos umbíli
os.En parti
ular,

ı́nf
Σ
K ≤ K ≤ H2 + c.Así,

H2 − ı́nf
Σ
K + c ≥ 0y se anula si y sólo si Σ es totalmente umbili
al. Enton
es existen dos posibilidades:

i) o bien H2 − ı́nfΣK + c = 0.Enton
es H2 + c = ı́nfΣK ≤ K ≤ H2 + c, por ende, K = H2 + c, es de
ir, Σes totalmente umbili
al. Esto prueba el item (i).
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ii) o bien H2 − ı́nfΣK + c > 0.Por (3.21) tenemos que ı́nfΣK ≤ 0 y esta es la desigualdad en (ii). Más aún,si se tiene la igualdad ı́nfΣK = 0, enton
es Σ es una variedad riemanniana
ompleta 
on 
urvatura de Gauss no negativa (K ≥ 0), y por el Teorema 2.2.2,

Σ es parabóli
a. Siendo K ≥ 0, por (3.19) tenemos que K es una fun
iónsuperarmóni
a y además sabemos que K está a
otada inferiormente, por lotanto K debe ser 
onstante. Luego, H y K son ambas 
onstantes, lo quesigni�
a que Σ es una super�
ie isoparamétri
a 
ompleta del espa
io forma 3-dimensional M3
c 
on dos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes distintas. Enton
espor un resultado 
lási
o de rigidez de Levi-Civita [32℄, Σ debe ser uno de lostres produ
tos estándar (a), (b) o (c).

Es importante señalar que la prueba del Teorema 3.1.2 depende fuertemente dela estru
tura 
onforme de la super�
ie 2-dimensional Σ, y no puede extenderse adimensiones superiores. Por está razón, en la siguiente se

ión siguiendo un enfoquealternativo realizamos una extensión al 
aso n-dimensional de hipersuper�
ies.3.2. Hipersuper�
ies 
on 
urvatura media 
onstan-teNuestro objetivo en esta se

ión, 
omo ya lo men
ionamos, es extender el Teo-rema 3.1.2 al 
aso n-dimensional de hipersuper�
ies, 
on n ≥ 3.Teorema 3.2.1 ([5℄, Theorem 3). Sea Σn una hipersuper�
ie esto
ásti
amente 
om-pleta inmersa en un espa
io forma (n+1)-dimensional Mn+1
c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3)
on 
urvatura media 
onstante H tal que H2+c > 0, y denotemos por S su 
urvaturaes
alar. Enton
es(i) o bien ı́nfΣ S = n(n−1)(c+H2) y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien

ı́nf
Σ
S ≤ B̂|H|,c =

n(n− 2)

2(n− 1)

(
2(n− 1)c+ nH2 + |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)c

)
.Además, se tiene la igualdad ı́nfΣ S = B̂|H|,c y se al
anza este ín�mo en algúnpunto de Σ si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un abierto de un 
ilindro 
ir
ular R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1, 
on

r = (n− 1)/n|H| > 0,



72 CAPÍTULO 3. ÍNFIMO DE LA CURVATURA ESCALAR(b) c = 1 y Σ es un abierto de o bien un toro de Cli�ord minimal Sk(√k/n)×
S
n−k(

√
(n− k)/n) ⊂ S

n+1, 
on k = 1, . . . , n − 1, o bien un toro de 
ur-vatura media 
onstante S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1, 
on

0 < r =

√
2(n− 1) + nH2 − |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)

2n(1 +H2)
<
√

(n− 1)/n,(
) c = −1 y Σ es un abierto de un 
ilindro hiperbóli
o H1(−
√
1 + r2) ×

Sn−1(r) ⊂ Hn+1 , 
on
0 < r =

√
2− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(H2 − 1)
.En el 
aso parti
ular en que Σn es 
ompleta (por ejemplo, 
uando Σn es propia-mente inmersa), obtenemos la siguiente 
onse
uen
ia.Corolario 3.2.2 ([5℄, Corollary 4). Sea Σn una hipersuper�
ie 
ompleta inmersa enun espa
io forma (n + 1)-dimensional Mn+1

c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on 
urvaturamedia 
onstante H tal que H2 + c > 0. Enton
es(i) o bien ı́nfΣ S = n(n−1)(c+H2) y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien
ı́nf
Σ
S ≤ B̂|H|,c =

n(n− 2)

2(n− 1)

(
2(n− 1)c+ nH2 + |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)c

)
.Además, se tiene la igualdad ı́nfΣ S = B̂|H|,c y se al
anza este ín�mo en algúnpunto de Σ si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular R × S

n−1(r) ⊂ R
n+1, 
on r = (n −

1)/n|H| > 0,(b) c = 1 y Σ es o bien un toro de Cli�ord minimal Sk(√k/n)×Sn−k(
√

(n− k)/n) ⊂
Sn+1, 
on k = 1, . . . , n− 1, o bien un toro de 
urvatura media 
onstante
S1(

√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1, 
on

0 < r =

√
2(n− 1) + nH2 − |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)

2n(1 +H2)
<
√

(n− 1)/n,(
) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H1(−
√
1 + r2) × Sn−1(r) ⊂ Hn+1,
on r > 0.
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orolario anterior extiende al 
aso de hipersuper�
ies 
ompletas en los espa
iosforma un resultado previo dado por Li para el 
aso de hipersuper�
ies 
ompa
tasen [33, Corolario 2.1℄ (véase también Observa
ión 2.4 y Proposi
ión 2.1 en [33℄ parauna extensión al 
aso de hipersuper�
ies 
ompletas en el espa
io eu
lídeo).Por otra parte, sabemos que S = n(n−1)(c+H2)−|Φ|2 (véase (1.21)), enton
es
ı́nf
Σ
S = n(n− 1)(c+H2)− sup

Σ
|Φ|2.Por lo tanto, el Teorema 3.2.1 (así 
omo el Corolario 3.2.2) pueden ser re-es
ritosequivalentemente en términos del tensor de umbili
idad total 
omo sigue.Teorema 3.2.3 ([5℄, Theorem 5). Sea Σn una hipersuper�
ie esto
ásti
amente 
om-pleta inmersa en un espa
io forma (n+1)-dimensional Mn+1

c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3)
on 
urvatura media 
onstante H tal que H2 + c > 0, y denotemos por Φ su tensorde umbili
idad total. Enton
es(i) o bien supΣ |Φ| = 0 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien
sup
Σ

|Φ| ≥ α|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H|

)
> 0.Además, se tiene la igualdad supΣ |Φ| = α|H|,c y se al
anza este supremo enalgún punto de Σ si y sólo si Σ es una de las hipersuper�
ies de los items (a),

(b) o (c) del Teorema 3.2.1.Antes de realizar la prueba del teorema anterior, presentamos un resultado 
lási
olo
al de rigidez dado por Lawson en [30, Proposi
ión 1℄ que nos permitirá 
ara
terizarla igualdad del Teorema 3.2.3 en el 
aso c = 1.Teorema 3.2.4. Sea Σn una hipersuper�
ie minimal inmersa isométri
amente en
Sn+1. Si la segunda forma fundamental A es paralela sobre Σ, enton
es Σ es un abier-to de un produ
to minimal de esferas de la forma Sk(

√
k/n) × Sn−k(

√
(n− k)/n);

k = 1, . . . n− 1.Prueba del Teorema 3.2.3Usando la fórmula de tipo Simons para el lapla
iano de la fun
ión |Φ|2 (véaseCorolario 2.4.4) tenemos que
1

2
∆|Φ|2 = |∇Φ|2 + nHtr(Φ3)− |Φ|2(|Φ|2 − n(c +H2)). (3.22)



74 CAPÍTULO 3. ÍNFIMO DE LA CURVATURA ESCALARDado que tr(Φ) = 0, podemos usar el Lema 2.4.5 para estimar tr(Φ3) 
omo sigue
|tr(Φ3)| ≤ n− 2√

n(n− 1)
|Φ|3y enton
es

nHtr(Φ3) ≥ −n|H||tr(Φ3)| ≥ − n(n− 2)√
n(n− 1)

|H||Φ|3.Usando esto en (3.22), en
ontramos
1

2
∆|Φ|2 ≥ |∇Φ|2 − n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||Φ|3 − |Φ|2(|Φ|2 − n(c+H2))

≥ −|Φ|2P|H|,c(|Φ|), (3.23)donde P|H|,c(x) = x2 + n(n− 2)/
√
n(n− 1)|H|x− n(c+H2) es el mismo polinomiode la Se

ión 2.4. Re
ordemos que este polinomio tiene una úni
a raíz positiva

α|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H|

)
,siempre que H2 + c > 0.Si supΣ |Φ| = +∞, enton
es se tiene (ii) trivialmente y no hay nada que probar.Si supΣ |Φ| < +∞ podemos apli
ar el prin
ipio débil del máximo de Omori-Yau(2.25) a la fun
ión |Φ|2 , así que existe una su
esión {xk}k∈N en Σ tal que

ĺım
k→∞

|Φ|(xk) = sup
Σ

|Φ|, y ∆|Φ|2(xk) <
1

k
,lo 
ual junto 
on (3.23) impli
an

1

k
> ∆|Φ|2(xk) ≥ −2|Φ|2(xk)P|H|,c(|Φ|(xk)).Tomando límite aquí, obtenemos 0 ≥ −2(supΣ |Φ|)2P|H|,c(supΣ |Φ|), esto es

(sup
Σ

|Φ|)2P|H|,c(sup
Σ

|Φ|) ≥ 0.Se sigue de aquí que o bien supΣ |Φ| = 0, lo 
ual signi�
a que |Φ| = constante =
0 y la hipersuper�
ie es totalmente umbili
al, o bien supΣ |Φ| > 0 y enton
es
P|H|,c(supΣ |Φ|) ≥ 0. En 
on
lusión, el supremo de |Φ| debe satisfa
er supΣ |Φ| ≥
α|H|,c, lo 
ual da la desigualdad en (ii).Más aún, supongamos que se tiene la igualdad supΣ |Φ| = α|H|,c. Dado que
P|H|,c(|Φ|) es 
re
iente tenemos que P|H|,c(|Φ|) ≤ P|H|,c(supΣ |Φ|) = 0 sobre Σ. Estojunto 
on (3.23) impli
a que |Φ|2 es una fun
ión subarmóni
a sobre Σ. Por lo tanto,si existe un punto p0 ∈ Σ en el 
ual se al
anza este supremo, enton
es |Φ|2 es una
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ión subarmóni
a sobre Σ la 
ual al
anza su supremo en algún punto de Σ y, porel prin
ipio 
lási
o del máximo, debe ser 
onstante, |Φ| = constante = α|H|,c. Luego,
1

2
∆|Φ|2 = 0 = −|Φ|2P|H|,c(|Φ|).Es de
ir, se tiene la igualdad en (3.23). Por lo tanto todas las desigualdades de (3.23)deben ser igualdades y, en parti
ular, obtenemos que

∇Φ = ∇A = 0.Esto es, la segunda forma fundamental de la hipersuper�
ie es paralela. Si H = 0 (lo
ual o
urre sólo si c = 1) enton
es por el Teorema 3.2.4 sabemos que Σ es un abiertode un toro de Cli�ord minimal de la forma Sk(
√
k/n)× Sn−k(

√
(n− k)/n) ⊂ Sn+1,
on k = 1, . . . , n− 1, el 
ual trivialmente satisfa
e

sup
Σ

|Φ| = constante = |Φ| = α0,1 =
√
n.Si H 6= 0 obtenemos la igualdad en el Lema 2.4.5, lo 
ual impli
a que la hipersuper-�
ie tiene exa
tamente dos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes, 
on multipli
idades

(n − 1) y 1. Enton
es, por los resultados 
lási
os sobre hipersuper�
ies isoparamé-tri
as de espa
ios forma riemannianos [32, 47, 15℄ 
on
luimos que Σ debe ser unabierto de uno de los siguientes tres produ
tos estándar embebidos:si c = 0, Rn−1 × S1(r) ⊂ Rn+1 o R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1 
on r > 0;si c = 1, S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1, 
on 0 < r < 1; ysi c = −1, Hn−1(−

√
1 + r2) × S1(r) ⊂ Hn+1, 
on 0 < r < 1/

√
n(n− 2)(re
ordemos que H2 > −c = 1), o H1(−

√
1 + r2)×Sn−1(r) ⊂ Hn+1, 
on r > 0.Obviamente, en todos los ejemplos anteriores |Φ| = constante = supΣ |Φ|. Si obser-vamos la Se

ión 1.4 y realizamos un análisis detallado de |Φ| y α|H|,c para estosejemplos tenemos que, 
uando c = 0, para el produ
to estándar Rn−1 × S1(r) setiene que

sup
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n(n− 1)|H| > α|H|,0(véase la e
ua
ión (1.33)), mientras que para el produ
to estándar R1×Sn−1(r), 
on

r > 0 se tiene que
sup
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n√

n− 1
|H| = α|H|,0(véase la e
ua
ión (1.34)).Por otra parte, 
uando c = 1 podemos ver que para el produ
to estándar

S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) se tiene
sup
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1) + (n− 2)|H|

)
> α|H|,1
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sup
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)− (n− 2)|H|

)
= α|H|,1si 0 < r <

√
(n− 1)/n (véase la e
ua
ión (1.37) y tenga en 
uenta el 
riterio delsigno).Finalmente, si c = −1 observemos que en Hn−1(−

√
1 + r2)× S1(r), H2 > 1 si ysólo si r < 1/

√
n(n− 2) (véase la e
ua
ión (1.43)). En ese 
aso

sup
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 − 4(n− 1) + (n− 2)|H|

)
> α|H|,−1.En el produ
to H1(−

√
1 + r2)× Sn−1(r) tenemos que H2 > 1 para todo r > 0 y dela e
ua
ión (1.51) tenemos que

sup
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 − 4(n− 1)− (n− 2)|H|

)
= α|H|,−1.Esto �naliza la prueba del Teorema 3.2.3 y, equivalentemente, del Teorema 3.2.1.Como en el 
aso del Teorema 3.2.1, en vez de probar el Corolario 3.2.2 probaremossu a�rma
ión equivalente en términos del tensor de umbili
idad total.Corolario 3.2.5 ([5℄, Corollary 6). Sea Σn una hipersuper�
ie 
ompleta inmersa enun espa
io forma (n + 1)-dimensional Mn+1

c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on 
urvaturamedia 
onstante H tal que H2 + c > 0. Enton
es(i) o bien supΣ |Φ| = 0 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien
sup
Σ

|Φ| ≥ α|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H|

)
> 0,y se tiene la igualdad y se al
anza este supremo en algún punto de Σ si y sólo si

Σ es una de las hipersuper�
ies de los items (a), (b) o (c) del Corolario 3.2.2.Demostra
ión. Si supΣ |Φ| = +∞, enton
es se tiene (ii) trivialmente y no hay nadaque probar. Si supΣ |Φ| < +∞, podemos estimar
H〈ΦX,X〉 ≥ −|H||〈ΦX,X〉| ≥ −|H||Φ||X|2 ≥ −|H| sup

Σ
|Φ||X|2,y

〈ΦX,ΦX〉 ≤ |Φ|2|X|2 ≤ (sup
Σ

|Φ|)2|X|2,
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es, por la e
ua
ión dada para el tensor de Ri

i en (1.20)obtenemos que para todo X ∈ X (Σ),
Ric(X,X) = (n− 1)(c+H2)|X|2 + (n− 2)H〈ΦX,X〉 − 〈ΦX,ΦX〉

≥
(
(n− 1)(c+H2)− (n− 2)|H| sup

Σ
|Φ| − (sup

Σ
|Φ|)2

)
|X|2.Por lo tanto, si supΣ |Φ| < +∞ enton
es la 
urvatura de Ri

i de Σ está a
otadainferiormente por la 
onstante

C = (n− 1)(c+H2)− (n− 2)|H| sup
Σ

|Φ| − (sup
Σ

|Φ|)2.Dado que Σ es 
ompleta, el prin
ipio del máximo 
lási
o de Omori-Yau se veri�
asobre Σ y el resultado se sigue dire
tamente del Teorema 3.2.3 (o, equivalentemente,del Teorema 3.2.1).También obtenemos la siguiente 
onse
uen
ia, que es una generaliza
ión del Teo-rema 1.5 en [1℄ a hipersuper�
ies 
ompletas y parabóli
as en espa
ios formas (parael 
on
epto de paraboli
idad véase De�ni
ión 2.2.1).Corolario 3.2.6. Sea Σn una hipersuper�
ie 
ompleta y parabóli
a inmersa en unespa
io forma (n+1)-dimensional Mn+1
c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on 
urvatura media
onstante H tal que H2 + c > 0, y sea Φ su tensor de umbili
idad total. Enton
es(i) o bien supΣ |Φ| = 0 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien

sup
Σ

|Φ| ≥ α|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)c− (n− 2)|H|

)
> 0
on igualdad si y sólo si Σ es una de las hipersuper�
ies de los items (a), (b)o (c) del Teorema 3.2.1.Demostra
ión. En primer lugar, re
ordemos que el prin
ipio débil del máximo deOmori-Yau se veri�
a sobre toda variedad riemanniana parabóli
a. Enton
es, porla primera parte del Teorema 3.2.3 obtenemos que o bien supΣ |Φ| = 0 y Σ es unahipersuper�
ie totalmente umbili
al, o bien supΣ |Φ| ≥ α|H|,c.Además, si se tiene la igualdad supΣ |Φ| = α|H|,c, enton
es 
omo P|H|,c(x) es unafun
ión 
re
iente si x ≥ 0 tenemos que P|H|,c(|Φ|) ≤ P|H|,c(supΣ |Φ|) = 0 y |Φ|2 esuna fun
ión subarmóni
a sobre Σ la 
ual está a
otada superiormente. Dado que Σes parabóli
a, |Φ| debe ser 
onstante e igual a α|H|,c. La prueba enton
es �naliza
omo en el Teorema 3.2.3, observando que los produ
tos riemannianos estándar R×

Sn−1(r), Sk(√k/n)× Sn−k(
√

(n− k)/n), S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) y H1(−

√
1 + r2)×

Sn−1(r) son todos parabóli
os. Para Sk(√k/n)×Sn−k(
√

(n− k)/n) y S1(
√
1− r2)×

Sn−1(r) esto es 
laro, porque son 
ompa
tos. Para los otros 
asos, re
ordemos que
R1 y H1 son parabóli
os, así que por la Proposi
ión 2.2.4, tenemos que los produ
tosriemannianos estándar R1 ×M y H1 ×M 
on M 
ompa
ta son parabóli
os.
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Capítulo 4Una estima
ión óptima para elsupremo de la 
urvatura es
alar
Sumario. En este 
apítulo derivamos una estima
ión óptima para el supremo de la
urvatura es
alar de una hipersuper�
ie 
on 
urvatura media 
onstante 
on dos 
ur-vaturas prin
ipales inmersa en un espa
io forma riemanniano de 
urvatura 
onstante.Nuestros resultados serán una apli
a
ión del prin
ipio del máximo generalizado deOmori-Yau. Los resultados de este 
apítulo se en
uentran re
ogidos en el trabajo [6℄.Abstra
t. In this 
hapter we derive a sharp estimate for the supremum of the s
alar
urvature of a 
onstant mean 
urvature hypersurfa
e with two prin
ipal 
urvaturesimmersed into a Riemannian spa
e form of 
onstant 
urvature. Our results will bean appli
ation of the generalized Omori-Yau maximum prin
iple. The results of this
hapter are 
olle
ted in the paper [6℄.4.1. Super�
ies 
on 
urvatura media 
onstanteEn el Capítulo 3 dimos una estima
ión para el ín�mo de la 
urvatura de Gauss(véase Teorema 3.1.2), que fue una fá
il y bonita 
onse
uen
ia de un resultado 
lási
odado por Klotz y Osserman, Ho�man y Tribuzy y enun
iado en el Teorema 3.1.1;
omo otra apli
a
ión de di
ho teorema, obtenemos el siguiente resultado para elsupremo de la 
urvatura de Gauss de Σ.Teorema 4.1.1 ([6℄, Theorem 3). Sea Σ una super�
ie 
ompleta inmersa en unespa
io forma 3-dimensional M3

c (c = 0, 1,−1) 
on 
urvatura media 
onstante H, ydenotemos por K su 
urvatura de Gauss. Enton
es(i) o bien supΣK = H2 + c,(ii) o bien 0 ≤ supΣK < H2 + c, 
on igualdad supΣK = 0 si y sólo si79
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ilindro 
ir
ular R× S1(r) ⊂ R3, 
on r > 0,(b) c = 1 y Σ es un toro llano S1(
√
1− r2)× S1(r) ⊂ S3, 
on 0 < r < 1,(
) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H1(−

√
1 + r2) × S1(r) ⊂ H3, 
on

r > 0.Demostra
ión. Al igual que en la prueba del Teorema 3.1.2, se tiene que K ≤ H2+csobre Σ, 
on igualdad en los puntos umbili
ales. Por lo tanto,
sup
Σ
K ≤ H2 + c.Además, si supΣK < H2 + c enton
es el supremo de K debe ser ne
esariamente
sup
Σ
K ≥ 0.En efe
to, supongamos por 
ontradi

ión que supΣK < 0 enton
es K ≤ supΣK < 0lo 
ual impli
a por el Teorema 3.1.1 que Σ es totalmente umbili
al y esto 
laramenteno es 
ierto pues supΣK < H2 + c. Esto muestra que o bien supΣK = 0 o bien

0 ≤ supΣK < H2 + c.Finalmente, si se tiene la igualdad supΣK = 0, enton
es K ≤ 0 y por tanto Σes una de las super�
ies de los items (a), (b) o (c) del Teorema 3.1.1.De manera análoga al Capítulo 3, las super�
ies de revolu
ión muestran tambiénque la estima
ión para el supremo de K en el Teorema 4.1.1 es óptima. Por ejemplopara una 
onstante H dada, 
onsideremos nuevamente la familia de onduloides en
R

3 (véase Figura 3.1) parametrizada por (3.1) y 
uya primera forma fundamental(3.2) es ds2+ yB(s)dθ2. Sabemos enton
es que la fun
ión 
urvatura de Gauss KB en
π/(4H) + (π/H)k, k ∈ Z, al
anza un máximo, luego podemos a�rmar que el

supKB =
4H2B

(1 +B)2
> 0.Por lo tanto, para un ε > 0 dado podemos en
ontrar B1, B2 ∈ (0, 1) tales que

supKB1
= εy

supKB2
= H2 − ε,respe
tivamente.



4.1. SUPERFICIES CON CURVATURA MEDIA CONSTANTE 81Enfoque alternativo del Teorema 4.1.1Al igual que en el Capítulo 3 presentaremos una demostra
ión alternativa delTeorema 4.1.1, utilizando la estru
tura 
onforme de la super�
ie. Para esto, primerorealizamos la siguiente observa
ión a
er
a del Lema 3.1.9 que fue una herramientafundamental en la prueba del Teorema 3.1.2.Observa
ión 4.1.2. Del he
ho que |∇K|2 = 4e−̺ |Kz|2 y la e
ua
ión (3.20) se sigueque
|∇K|2 = 4e−5̺ |φ|2 |2̺zφ− φz|2 ,lo 
ual junto 
on (3.15) y (3.19) impli
an

(
H2 −K + c

)
∆K = −4K

(
H2 −K + c

)2 − |∇K|2 . (4.1)Prueba alternativa del Teorema 4.1.1. Dado queK ≤ H2+c tenemos supΣK ≤
H2+ c y podemos apli
ar el prin
ipio del máximo de Omori-Yau (2.12) a la fun
ión
K. Enton
es existe una su
esión {xk}k∈N en Σ tal que

ĺım
k→∞

K(xk) = sup
Σ
K, |∇K(xk)| <

1

k
y ∆K(xk) <

1

k
. (4.2)Apli
ando esto a la expresión (4.1) nos lleva a

−4K(xk)
(
H2 −K(xk) + c

)2
=
(
H2 −K(xk) + c

)
∆K(xk)+|∇K(xk)|2

≤
(
H2 −K(xk) + c

)1
k
+

1

k2
.Tomando el límite 
uando k → ∞ en esta desigualdad, obtenemos que

−4 sup
Σ
K
(
H2 − sup

Σ
K + c

)2
≤ 0.Esto es,

sup
Σ
K
(
H2 − sup

Σ
K + c

)2
≥ 0.Por lo tanto, existen dos posibilidades, o bien supΣK=H2+c, o bien supΣK<H2+cy supΣK ≥ 0.En el 
aso supΣK < H2+ c, se tiene H2−K+ c ≥ H2− supΣK+ c > 0, de maneraque podemos 
onsiderar sobre Σ la métri
a 
onforme

g̃ =
√
H2 −K + c g,donde g = 〈, 〉 es la métri
a riemanniana original indu
ida sobre Σ vía la inmersión.Dado que

g̃ ≥
√
H2 − sup

Σ
K + c g,



82 CAPÍTULO 4. SUPREMO DE LA CURVATURA ESCALARse tiene L̃ ≥ εL, donde ε = (H2 − supΣK + c)
1/4

> 0 y L̃ y L denotan las longitudesde una 
urva sobre Σ 
on respe
to a las métri
as riemannianas g̃ y g, respe
tiva-mente. Ahora, dado que Σ es una super�
ie propiamente inmersa en M3
c tenemosque la métri
a indu
ida g es 
ompleta sobre Σ, y por ende g̃ es también 
ompleta.Además, la 
urvatura de Gauss K̃ de (Σ, g̃) está dada por

√
H2 −K + c K̃ = K − 1

4
∆ log(H2 −K + c). (4.3)Observemos que log(H2 −K + c) lo podemos ver de la siguiente forma

log(H2 −K + c) = φ(H2 −K + c), donde φ(t) = log(t),de manera que
∆φ(H2−K+ c) = φ′′(H2−K+ c)|∇(H2−K+ c)|2+φ′(H2−K+ c)∆(H2−K+ c),donde φ′(t) = 1/t y φ′′(t) = −1/t2. Usando el he
ho de que H es 
onstante y lae
ua
ión (4.1) podemos 
al
ular

∆ log(H2 −K + c) = − |∇K|2
(H2 −K + c)2

− ∆K

H2 −K + c
= 4K. (4.4)Por tanto, a partir de (4.3) tenemos K̃ = 0.Resumiendo (Σ2, g̃) es una super�
ie riemanniana 
ompleta y llana, y por elTeorema 2.2.2 
on
luimos que (Σ2, g̃) es parabóli
a. De la Proposi
ión 2.2.3 sabemosque la propiedad de ser parabóli
a se preserva bajo el 
ambio 
onforme de la métri
a.Enton
es, (Σ2, g) es también parabóli
a. Así pues, si supΣK < H2 + c y se da laigualdad supΣK = 0, (4.4) impli
a que log(H2−K+c) es una fun
ión superarmóni
asobre (Σ2, g) la 
ual está a
otada inferiormente. Enton
es debe ser 
onstante. Porlo tanto, H y K son ambas 
onstantes y la prueba �naliza 
omo en el Teorema

3.1.2.4.2. Hipersuper�
ies 
on 
urvatura media 
onstan-teSiguiendo el enfoque introdu
ido en el Capítulo 3 para el 
aso n-dimensional, de-rivamos una extensión del Teorema 4.1.1 al 
aso de hipersuper�
ies n-dimensionales
on 
urvatura media 
onstante y dos 
urvaturas prin
ipales distintas, 
on n ≥ 3.Espe
í�
amente, probaremos el siguiente resultado, el 
ual 
omplementa nuestrosresultados en la Se

ión 3.2.



4.2. HIPERSUPERFICIES CON CURVATURA MEDIA CONSTANTE 83Teorema 4.2.1 ([6℄, Theorem 4). Sea Σn una hipersuper�
ie propiamente inmersaen un espa
io forma (n+1)-dimensional Mn+1
c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on 
urvaturamedia 
onstante H y 
on dos 
urvaturas prin
ipales distintas, siendo una de ellassimple.(i) Si H2 + c ≥ 0 (
on c = 0, 1,−1) enton
es

B|H|,c ≤ sup
Σ
S ≤ n(n− 1)(c+H2),donde

B|H|,c =
n(n− 2)

2(n− 1)

(
2(n− 1)c+ nH2 − |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)c

)
.(ii) Si H2+ c < 0 (
on c = −1) enton
es o bien supΣ S = n(n−1)(c+H2), o bien

4(n− 1)/n2 ≤ H2 < 1 y
B|H|,−1 ≤ sup

Σ
S ≤ B̂|H|,−1 < n(n− 1)(c+H2),donde

B̂|H|,c =
n(n− 2)

2(n− 1)

(
2(n− 1)c+ nH2 + |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)c

)
.Además, se tiene la igualdad supΣ S = B|H|,c y se al
anza este supremo en algúnpunto de Σ si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular Rn−1 × S1(r) ⊂ Rn+1, 
on r = 1/n|H| > 0,(b) c = 1 y Σ es un toro de 
urvatura media 
onstante S1(

√
1− r2) × Sn−1(r) ⊂

Sn+1, 
on
r =

√
2(n− 1) + nH2 + |H|

√
n2H2 + 4(n− 1)

2n(1 +H2)
≥
√
n− 1

n
,(
) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o Hn−1(−

√
1 + r2)× S1(r) ⊂ Hn+1, 
on obien r = 1/

√
n(n− 2) si H2 = 1, o bien

r =

√
2− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(H2 − 1)
<

1√
n(n− 2)en el 
aso en que H2 > 1, o bien

1√
n(n− 2)

< r =

√
nH2 − 2− |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(1−H2)
≤ 1√

n− 2en el 
aso en que H2 < 1.



84 CAPÍTULO 4. SUPREMO DE LA CURVATURA ESCALAREn rela
ión a la 
ondi
ión de tener dos 
urvaturas prin
ipales distintas de nuestroTeorema 4.2.1, es bien 
ono
ida, desde el trabajo pionero de Otsuki [40℄, que si ambas
urvaturas prin
ipales tienen multipli
idad mayor que 1, enton
es las distribu
ionesde los espa
ios de ve
tores prin
ipales 
orrespondientes a 
ada 
urvatura prin
ipalson 
ompletamente integrables y 
ada 
urvatura prin
ipal es 
onstante sobre 
adahoja integral de la distribu
ión 
orrespondiente. En parti
ular, si la 
urvatura me-dia es 
onstante, enton
es las dos 
urvaturas prin
ipales son también 
onstantes y lahipersuper�
ie es isoparamétri
a 
on exa
tamente dos 
urvaturas prin
ipales 
ons-tantes, de multipli
idades k y n−k, y 1 < k < n−1. Luego, por los resultados 
lási
ossobre hipersuper�
ies isoparamétri
as en espa
ios forma riemannianos [32, 47, 15℄ lahipersuper�
ie debe ser un abierto de uno de los tres siguientes produ
tos estándarembebidos:si c = 0, Rn−k × Sk(r) ⊂ Rn+1 
on r > 0;si c = 1, Sn−k(√1− r2)× Sk(r) ⊂ Sn+1 
on 0 < r < 1; ysi c = −1, Hn−k(−
√
1 + r2)× S

k(r) ⊂ H
n+1 
on r > 0(véase, por ejemplo, Lema 6 en [4℄ para una prueba detallada en el 
aso de hipersu-per�
ies de la esfera eu
lídea). Por lo tanto, bajo la 
ondi
ión de tener dos 
urvaturasprin
ipales distintas, el 
aso interesante para estudiar es el de hipersuper�
ies 
on
urvatura media 
onstante donde una de las 
urvaturas prin
ipales es simple, estoes, de multipli
idad 1.Ahora, de (1.21) sabemos que S = n(n − 1)(c + H2) − |Φ|2; esto junto 
on elhe
ho de que H es 
onstante impli
an

sup
Σ
S = n(n− 1)(c+H2)− ı́nf

Σ
|Φ|2,por lo tanto al igual que en el Capítulo 3, re-es
ribiremos el Teorema 4.2.1 en tér-minos del tensor de umbili
idad total 
omo sigue.Teorema 4.2.2 ([6℄, Theorem 6). Sea Σn una hipersuper�
ie propiamente inmersaen un espa
io forma (n+1)-dimensional Mn+1

c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on 
urvaturamedia 
onstante H y dos 
urvaturas prin
ipales distintas, siendo una de ellas simple.(i) Si H2 + c ≥ 0 (
on c = 0, 1,−1) enton
es
0 ≤ ı́nf

Σ
|Φ| ≤ β|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 + 4(n− 1)c

)
.(ii) Si H2+ c < 0 (
on c = −1) enton
es o bien ı́nfΣ |Φ| = 0 o bien 4(n− 1)/n2 ≤

H2 < 1 y
0 < β̂|H|,−1 ≤ ı́nf

Σ
|Φ| ≤ β|H|,−1,
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β̂|H|,−1 =

√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H| −

√
n2H2 − 4(n− 1)

)
.Además, se tiene la igualdad ı́nfΣ |Φ| = β|H|,c y se al
anza este ín�mo en algúnpunto de Σ si y sólo si Σ es una de las hipersuper�
ies de los items (a), (b) o (
)del Teorema 4.2.1.Este enfoque nos permite estable
er una versión más general de nuestro Teore-ma 4.2.2 (o, equivalentemente, de nuestro Teorema 4.2.1) en los siguientes términos.Teorema 4.2.3 ([6℄, Theorem 7). Sea Σn una hipersuper�
ie inmersa en un espa
ioforma (n+1)-dimensional Mn+1

c (c = 0, 1,−1 y n ≥ 3) 
on 
urvatura media 
onstan-te H y dos 
urvaturas prin
ipales distintas, siendo una de ellas simple. Supongamosque el prin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre Σ.(i) Si H2 + c ≥ 0 (
on c = 0, 1,−1) enton
es
0 ≤ ı́nf

Σ
|Φ| ≤ β|H|,c.(ii) Si H2 + c < 0 (
on c = −1) enton
es o bien ı́nfΣ |Φ| = 0 o bien 4(n− 1)/n2 ≤

H2 < 1 y
0 < β̂|H|,−1 ≤ ı́nf

Σ
|Φ| ≤ β|H|,−1.Además, se tiene la igualdad ı́nfΣ |Φ| = β|H|,c y este ín�mo se al
anza en algún puntode Σ si y sólo si Σ es un abierto de una de las hipersuper�
ies de los items (a), (b)o (
) del Teorema 4.2.2.El siguiente resultado auxiliar será fundamental para la demostra
ión del teoremaanterior.Lema 4.2.4 ([6℄, Lemma 10). Sea Σn una variedad riemanniana n-dimensional y
onsidere T : X (Σ)→X (Σ) un tensor simétri
o sobre Σ 
on dos valores propiosdistintos, siendo uno de ellos simple, tal que tr(T ) = 0 y su diferen
ial 
ovariante

∇T es simétri
a. Enton
es
|∇T |2 = n + 2

n
|∇|T ||2. (4.5)Demostra
ión. Denotemos por λ y µ los dos valores propios distintos de T , 
onmultipli
idades (n − 1) y 1, respe
tivamente. Como 0 = tr(T ) = µ + (n − 1)λenton
es

µ = −(n− 1)λ, (4.6)
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|T |2 = (n− 1)λ2 + µ2 = n(n− 1)λ2 > 0. (4.7)Denotemos por Dλ y Dµ las distribu
iones de los espa
ios propios 
orrespondientesa 
ada valor propio, respe
tivamente. Esto es,

Dλ = Ker(T − λI) = {X ∈ X (Σ) : TX = λX}y análogamente
Dµ = Ker(T − µI) = {Y ∈ X (Σ) : TY = µY } .Del he
ho de ser T simétri
o, se sigue que Dλ = D⊥

µ . En efe
to, para X ∈ Dλ y
Z ∈ Dµ arbitrarios se tiene que

λ 〈X,Z〉 = 〈TX,Z〉 = 〈X, TZ〉 = µ 〈X,Z〉 ,
omo λ 6= µ enton
es 〈X,Z〉 = 0, es de
ir, X ∈ D⊥
µ .A�rmamos que Dλ es una distribu
ión involutiva, esto es, [X, Y ] ∈ Dλ para todo

X, Y ∈ Dλ. Para probar esto, primero observemos que si des
omponemos a Y de lasiguiente forma Y = Y ∗ + αX donde 〈Y ∗, X〉 = 0 tenemos que
[X, Y ] = [X, Y ∗] +X(α)Xdonde 
laramente X(α)X ∈ Dλ. Por tanto, 
on
luimos que para probar que Dλ esinvolutiva basta demostrar que lo es, para 
ampos ortogonales, es de
ir, [X, Y ] ∈ Dλpara todo X, Y ∈ Dλ tales que 〈X, Y 〉 = 0. Esto se debe a que para 
ualesquier

X, Y ∈ Dλ ortogonales entre sí, ∇XY ∈ Dλ. En efe
to, dado Z ∈ Dµ = (Dλ)
⊥en
ontramos que

0 = Y (〈X,Z〉) = 〈∇YX,Z〉+ 〈X,∇Y Z〉 . (4.8)Por otra parte,
∇T (Y, Z) = Z(λ)Y + λ∇ZY − T (∇ZY )y
∇T (Z, Y ) = Y (µ)Z + µ∇Y Z − T (∇Y Z).De la simetría de ∇T obtenemos 〈∇T (Y, Z), X〉 = 〈∇T (Z, Y ), X〉 lo que es equiva-lente a

λ 〈∇ZY,X〉 − 〈∇ZY, TX〉 = µ 〈∇Y Z,X〉 − 〈∇Y Z, TX〉 .Pero TX = λX lo que impli
a 0 = (µ− λ) 〈∇Y Z,X〉 . Por hipótesis µ 6= λ enton
es
〈∇Y Z,X〉 = 0. De (4.8) se sigue que 〈∇YX,Z〉 = 0, esto es, ∇YX ∈ Dλ.
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to, siX, Y ∈ Dλ enton
es
∇T (X, Y ) = ∇T (Y,X). Es de
ir

∇Y (TX)− T (∇YX) = ∇X(TY )− T (∇XY ),pero esto a su vez, es
∇Y (λX)− T (∇YX) = ∇X(λY )− T (∇XY ),así que

Y (λ)X + λ∇YX − T (∇YX) = X(λ)Y + λ∇XY − T (∇XY ),equivalentemente
Y (λ)X −X(λ)Y = λ(∇XY −∇YX)− T (∇XY −∇YX),y dado que Dλ es involutiva, [X, Y ] ∈ Dλ así que T ([X, Y ]) = λ[X, Y ]. Por lo tanto,

Y (λ)X −X(λ)Y = 0.Fijando X , podemos elegir Y tal que 〈X, Y 〉 = 0 de manera que X(λ) = 0.Dado que dim(Dλ) = n − 1 ≥ 2, esto produ
e X(λ) = 0 para todo X ∈ Dλ, ypor lo tanto X(µ) = 0 para todo X ∈ Dλ.Sea {E1, . . . , En} una base lo
al ortonormal sobre Σ que diagonaliza el tensor T ,de manera que T (Ei) = λEi para todo 1 ≤ i ≤ n − 1 y T (En) = µEn. Por lo queprobamos anteriormente se sigue que
∇λ = En(λ)En, y |∇λ|2 = En(λ)

2, (4.9)pues Ei(λ) = 0. Enton
es, denotando por Tα,β,γ = 〈∇T (Eα, Eβ), Eγ〉 obtenemos
|∇T |2=

n∑

α,β=1

|∇T (Eα, Eβ)|2 =
n∑

α,β,γ=1

T 2
α,β,γ

=

n−1∑

i,j,k=1

T 2
i,j,k+

n−1∑

i,j=1

(
T 2
i,j,n+T

2
i,n,j+T

2
n,i,j

)
+

n−1∑

i=1

(
T 2
i,n,n+T

2
n,i,n+T

2
n,n,i

)
+T 2

n,n,n.De las simetrías de T y ∇T sabemos que Tα,β,γ = Tγ,β,α y Tα,β,γ = Tβ,α,γ, respe
ti-vamente, para todo 1 ≤ α, β, γ ≤ n, y apli
ando estas simetrías su
esivamente de lasiguiente forma, obtenemos
Tα,β,γ = Tβ,α,γ = Tγ,α,β = Tα,γ,β.Usando esto, podemos es
ribir

|∇T |2 =
n−1∑

i,j,k=1

T 2
i,j,k + 3

n−1∑

i,j=1

T 2
i,j,n + 3

n−1∑

i=1

T 2
i,n,n + T 2

n,n,n.
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emos 
ada uno de los sumandos anteriores. Para fa
ilitar los 
ál
ulos querealizaremos a 
ontinua
ión, usaremos la siguiente nota
ión
W j
i (Ek) = 〈∇Ek

Ei, Ej〉 , para todo i, j, k = 1, . . . , n.Notemos que W n
i (Ej) = W n

j (Ei), para todo i, j = 1, . . . , n− 1. En efe
to, dado que
Dλ es involutiva si Ei, Ej ∈ Dλ tenemos que [Ei, Ej ] ∈ Dλ, así que 〈[Ei, Ej ], En〉 = 0.Por esto y el he
ho de que [Ei, Ej ] = ∇Ei

Ej−∇Ej
Ei se tiene queW n

i (Ej)−W n
j (Ei) =

0, para todo i, j = 1, . . . , n− 1.Observemos que
(i) Ti,j,k = 0 para todo 1 ≤ i, j, k ≤ n− 1.Como Ti,j,k = 〈∇T (Ei, Ej), Ek〉 y ∇T (Ei, Ej) = ∇Ej

T (Ei) − T (∇Ej
Ei) tene-mos que

Ti,j,k =
〈
Ej(λ)Ei + λ∇Ej

Ei − T (∇Ej
Ei), Ek

〉
.Además, Ej(λ) = 0 (pues Ej ∈ Dλ) y por ser T simétri
o tenemos

Ti,j,k = λW k
i (Ej)−

〈
∇Ej

Ei, T (Ek)
〉y dado que T (Ek) = λEk se dedu
e fá
ilmente el item (i).

(ii) Ti,j,n = 0 y Ti,i,n = En(λ) para todo 1 ≤ i, j ≤ n− 1, i 6= jDe la de�ni
ión de Ti,j,n y del he
ho que T es simétri
o tenemos
Ti,j,n = Ej(λ) 〈Ei, En〉+ λ

〈
∇Ej

Ei, En
〉
−
〈
∇Ej

Ei, T (En)
〉
.Re
ordemos que T (En) = µEn enton
es

Ti,j,n = (λ− µ)W n
i (Ej) = nλW n

i (Ej).Por otro lado, 
omo Ti,n,j = Ti,j,n. Nótese que
Ti,n,j = En(λ) 〈Ei, Ej〉+ λW j

i (En)− λW j
i (En) = En(λ) 〈Ei, Ej〉 . (4.10)Si i = j enton
es En(λ) = Ti,n,i = Ti,i,n. Pero si por el 
ontrario i 6= j tenemosque 0 = Ti,n,j = Ti,j,n.

(iii) Ti,n,n = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n− 1.Por las simetrías que men
ionamos anteriormente
Ti,n,n = Tn,i,n = Ei(µ) + µW n

i (En)− µW n
i (En) = 0,pues por (4.6) tenemos que Ei(µ) = −(n− 1)Ei(λ) = 0.

(iv) Tn,n,n = En(µ) = −(n− 1)En(λ).De la de�ni
ión de Tn,n,n y la e
ua
ión (4.6)
Tn,n,n = En (µ) + µW n

n (En)− µW n
n (En) = En (µ) .
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on
luimos que
|∇T |2 = 3

n−1∑

i=1

En(λ)
2 + (n− 1)2En(λ)

2 = 3(n− 1)En(λ)
2 + (n− 1)2En(λ)

2

= (n− 1)(n+ 2)|∇λ|2. (4.11)Para �nalizar, de (4.7) 
on
luimos que
∇λ = ± ∇|Φ|√

n(n− 1)
.Luego,

|∇λ|2 = |∇|Φ||2
n(n− 1)reemplazando esto en la e
ua
ión (4.11) �nalizamos la prueba del teorema.Ya estamos listos para demostrar el Teorema 4.2.3. Para fa
ilidad del le
torrealizaremos la prueba en dos partes, en la primera probaremos las desigualdades

(i) y (ii), y en la segunda demostraremos la 
ara
teriza
ión de la igualdad ı́nfΣ |Φ| =
β|H|,c.Prueba del Teorema 4.2.3. Primera parteDado que Σ tiene dos 
urvaturas prin
ipales λ y µ distintas 
on multipli
idades
n − 1 y 1, respe
tivamente, tenemos que los valores propios de Φ = A −HI estándados por

λ̃ = λ−H y µ̃ = µ−H,donde obviamente µ̃ es el valor propio simple.Por hipótesis tr(Φ) = 0, así que µ̃ = −(n−1)λ̃, y |Φ| es una fun
ión diferen
iabley positiva sobre Σ, |Φ| > 0, pues nλ̃ = λ− µ 6= 0. Luego,
|Φ|2 = (n− 1)λ̃2 + µ̃2 = n(n− 1)λ̃2.De aquí dedu
imos que

|λ̃| = |Φ|√
n(n− 1)

. (4.12)Por lo tanto, si 
al
ulamos la traza de Φ3 tenemos que
tr(Φ3) = (n− 1)λ̃3 + µ̃3 = −n(n − 2)(n− 1)λ̃3
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|tr(Φ3)| = n− 2√

n(n− 1)
|Φ|3.Esto es,

tr(Φ3) = ± n− 2√
n(n− 1)

|Φ|3.Además, 
omo H es 
onstante ∇Φ = ∇A es ne
esariamente simétri
o, así que porel Lema 4.2.4 tenemos
|∇Φ|2 = n+ 2

n
|∇|Φ||2. (4.13)Usando la fórmula de tipo Simons para la fun
ión |Φ|2 (véase (2.35) en el Corola-rio 2.4.4) y la e
ua
ión anterior obtenemos

|Φ|∆|Φ| =
1

2
∆|Φ|2 − |∇|Φ||2

=
2

n
|∇|Φ||2 + nHtr(Φ3)− |Φ|2(|Φ|2 − n(c+H2))

=
2

n
|∇|Φ||2 ± n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ|3 − |Φ|2(|Φ|2 − n(c+H2))

≤ 2

n
|∇|Φ||2 + n(n− 2)√

n(n− 1)
|H||Φ|3 − |Φ|2(|Φ|2 − n(c+H2))

=
2

n
|∇|Φ||2 − |Φ|2Q|H|,c(|Φ|),donde Q|H|,c(x) = x2 − n(n− 2)/

√
n(n− 1)|H|x− n(c+H2). Esto es,

|Φ|∆|Φ| ≤ 2

n
|∇|Φ||2 − |Φ|2Q|H|,c(|Φ|). (4.14)Observe que Q|H|,c es un polinomio 
uadráti
o muy similar al polinomio P|H|,c queen
ontramos al realizar la estima
ión del ín�mo de |Φ| (véase Se

ión 3.2). La úni
adiferen
ia entre estos polinomios es el signo del término lineal; por lo tanto poseenel mismo dis
riminante n/(n− 1)(n2H2 + 4(n− 1)c).Ahora, apli
ando el prin
ipio del máximo de Omori-Yau (2.13) a la fun
ión |Φ|sabemos enton
es que existe {xk}k∈N en Σ tal que

ĺım
k→∞

|Φ|(xk) = ı́nf
Σ

|Φ|, |∇|Φ|(xk)| <
1

k
y ∆|Φ|(xk) > −1

k
,lo 
ual junto 
on (4.14) impli
a

−1

k
|Φ|(xk) < |Φ|(xk)∆|Φ|(xk) ≤

2

n
|∇|Φ|(xk)|2 − |Φ|2(xk)Q|H|,c(|Φ|(xk))

<
2

nk2
− |Φ|2(xk)Q|H|,c(|Φ|(xk)).
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iendo k → ∞, obtenemos
(́ınf

Σ
|Φ|)2Q|H|,c(́ınf

Σ
|Φ|) ≤ 0. (4.15)De aquí se sigue que o bien ı́nfΣ |Φ| = 0, o bien ı́nfΣ |Φ| > 0 y enton
esQ|H|,c(́ınfΣ |Φ|) ≤

0. Observemos queSi H2 + c > 0 el polinomio Q|H|,c(x) tiene una úni
a raíz positiva dada por
β|H|,c =

√
n

2
√
n− 1

((n− 2)|H|+
√
n2H2 + 4(n− 1)c)(véase Figura 4.1). Por lo tanto en este 
aso Q|H|,c(́ınfΣ |Φ|) ≤ 0 signi�
a que

ı́nfΣ |Φ| ≤ β|H|,c.
Q|H|,c(x) H2 + c > 0

b

β|H|,c

Figura 4.1. Polinomio Q|H|,c(x) 
uando H2 + c > 0.Si H2 + c = 0 y c = 0, enton
es H = 0 y Q0,0(x) = x2 (véase Figura 4.2),así que Q0,0(́ınfΣ |Φ|) > 0 para todo ı́nfΣ |Φ| > 0. Por lo tanto en este 
aso
Q0,0(́ınfΣ |Φ|) ≤ 0 signi�
a que ı́nfΣ |Φ| = 0 = β0,0.

Q0,0(x) H = 0

b

β0,0

Figura 4.2. Polinomio Q|H|,c(x) 
uando H = 0 = c.Si H2 + c = 0 y c = −1, enton
es |H| = 1 y Q1,−1(x) tiene una úni
a raízpositiva dada por β1,−1 = n(n − 2)/
√
n(n− 1) (véase Figura 4.3). Por tantoen este 
aso Q1,−1(́ınfΣ |Φ|) ≤ 0 signi�
a que ı́nfΣ |Φ| ≤ β1,−1.
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Q1,−1(x)

b

|H| = 1

β1,−1

Figura 4.3. Polinomio Q|H|,c(x) 
uando H2 + 1 = 0.Si H2 + c < 0 (
on c = −1 ne
esariamente) el polinomio Q|H|,−1(x) > 0para todo x ∈ R si H2 < 4(n − 1)/n2. Por lo tanto, si ı́nfΣ |Φ| > 0 debe serne
esariamente 4(n − 1)/n2 ≤ H2 < 1. En este 
aso, el polinomio Q|H|,−1(x)tiene dos raí
es positivas (las 
uales de he
ho llegan a ser una raíz doble 
uando
H2 = 4(n− 1)/n2) dadas por

β̂|H|,−1 =

√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H| −

√
n2H2 − 4(n− 1)

) y
β|H|,−1 =

√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 − 4(n− 1)

)(véase Figura 4.4). Por 
onsiguiente en este 
aso Q|H|,−1(́ınfΣ |Φ|) ≤ 0 signi�
aque β̂|H|,−1 ≤ ı́nfΣ |Φ| ≤ β|H|,−1. Esto �naliza la prueba de la primera parte delTeorema 4.2.3.
Q|H|,−1(x) H2 < 1

b

β|H|,−

b

β̂|H|,−1

Figura 4.4. Polinomio Q|H|,c(x) 
uando H2 + c < 0.
Prueba del Teorema 4.2.3. Segunda parteAhora veamos lo que su
ede 
uando se tiene la igualdad ı́nfΣ |Φ| = β|H|,c y seal
anza este ín�mo en algún punto p0 ∈ Σ. En este 
aso, |Φ| ≥ β|H|,c y, por lo tanto,
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Q|H|,c(|Φ|) ≥ 0 sobre Σ. Observemos que

∆ log |Φ| = 1

|Φ|∆|Φ| − 1

|Φ|2 |∇|Φ||2. (4.16)Por otra parte, de (4.14) sabemos que |Φ|∆|Φ| ≤ 2/n|∇|Φ||2 − |Φ|2Q|H|,c(|Φ|), asíque
1

|Φ|∆|Φ| ≤ 2

n

1

|Φ|2 |∇|Φ||2 −Q|H|,c(|Φ|).Esto junto 
on (4.16) nos lleva a
∆ log |Φ| ≤ −n− 2

n

1

|Φ|2 |∇|Φ||2 −Q|H|,c(|Φ|) = −n− 2

n
|∇ log |Φ||2 −Q|H|,c(|Φ|).Esto es,

∆ log |Φ|+ n− 2

n
|∇ log |Φ||2 ≤ −Q|H|,c(|Φ|).Luego, dado que Q|H|,c(|Φ|) ≥ Q|H|,c(́ınfΣ |Φ|) = 0 sobre Σ, obtenemos

∆ log |Φ| ≤ ∆ log |Φ|+ n− 2

n
|∇ log |Φ||2 ≤ 0 sobre Σ.Es de
ir, log |Φ| es una fun
ión superarmóni
a. Dado que existe un punto p0 ∈ Σ enel que se al
anza el mínimo de la fun
ión log |Φ|, por el prin
ipio fuerte del mínimopara fun
iones superarmóni
as 
on
luimos que log |Φ| es 
onstante sobre Σ, y porende |Φ| es también 
onstante, es de
ir |Φ| = β|H|,c. Dado que la 
urvatura media

H es 
onstante y Σ tiene dos 
urvaturas prin
ipales distintas, enton
es ellas son ne-
esariamente 
onstantes y Σ es una hipersuper�
ie isoparamétri
a 
on exa
tamentedos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes, de multipli
idades (n− 1) y 1. Luego, por losresultados 
lási
os sobre hipersuper�
ies isoparamétri
as de espa
ios forma rieman-nianos [32, 47, 15℄ 
on
luimos que Σ debe ser un abierto de uno de los siguientesprodu
tos estándar embebidos:si c = 0, Rn−1 × S1(r) ⊂ Rn+1 o R1 × Sn−1(r) ⊂ Rn+1 
on r > 0;si c = 1, S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1, 
on 0 < r < 1; ysi c = −1, Hn−1(−

√
1 + r2)×S1(r) ⊂ Hn+1 o H1(−

√
1 + r2)×Sn−1(r) ⊂ Hn+1,
on r > 0.Por lo expuesto en la Se

ión 1.4 y realizando un análisis detallado de las 
onstantes

|Φ| y β|H|,c en estos ejemplos, de (1.33) sabemos que 
uando c = 0, el produ
to
Rn−1 × S1(r) satisfa
e

ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n(n− 1)|H| = β|H|,0
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to R1 × Sn−1(r), 
on r > 0 (véase (1.34)) satisfa
e
ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n√

n− 1
|H| < β|H|,0.Por otra parte, 
uando c = 1 de la e
ua
ión (1.37) 
on
luimos que el produ
to

S1(
√
1− r2)× Sn−1(r) satisfa
e

ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1) + (n− 2)|H|

)
< β|H|,1si r >√(n− 1)/n, mientras que

ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(√
n2H2 + 4(n− 1)− (n− 2)|H|

)
= β|H|,1si 0 < r <

√
(n− 1)/n.En el 
aso hiperbóli
o (c = −1) y para un radio dado r > 0 tenemos que elprodu
to estándar embebido Hn−1(−

√
1 + r2)× S1(r) →֒ Hn+1 satisfa
e

H =
nr2 + 1

nr
√
1 + r2

y |Φ| =
√
n− 1

r
√
n(1 + r2)

.Además H2 ≥ 1 si y sólo si r ≤ 1/
√
n(n− 2) y se tiene la igualdad r2 = 1/n(n− 2)si y sólo si H2 = 1, y

r2 =
2− nH2 + |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(H2 − 1)
uando H2 > 1. Luego, por (1.43) obtenemos que 
uando H2 ≥ 1

ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 − 4(n− 1)

)
= β|H|,−1.Por otra parte, si 4(n − 1)/n2 < H2 < 1 re
ordemos que existen dos valores de

r > 1/
√
n(n− 2) 
on la misma 
urvatura media 
onstante H2, los 
uales estándados por

1

n(n− 2)
< r2 =

nH2 − 2− |H|
√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(1−H2)
<

1

n− 2
,y

r2 =
nH2 − 2 + |H|

√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(1−H2)
>

1

n− 2
.
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aso
ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(
(n− 2)|H|+

√
n2H2 − 4(n− 1)

)
= β|H|,−1,mientras en el segundo 
aso (véase (1.47)) obtenemos

ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ|=
√
n

2
√
n− 1

(
(n−2)|H| −

√
n2H2 − 4(n−1)

)
= β̂|H|,−1 < β|H|,−1.Por lo tanto, 
uando H2 < 1 se tiene la igualdad ı́nfΣ |Φ| = β|H|,−1 para todo

1/
√
n(n− 2) < r ≤ 1/

√
n− 2.Finalmente, el produ
to estándar embebido H1(−

√
1 + r2) × Sn−1(r) →֒ Hn+1tiene 
urvatura media 
onstante

H =
nr2 + n− 1

nr
√
1 + r2

y |Φ| =
√
n− 1

r
√
n(1 + r2)

.En este 
aso H2 > 1 para todo r > 0 y r2 está dado por
r2 =

2(n− 1)− nH2 + |H|
√
n2H2 − 4(n− 1)

2n(H2 − 1)
.Por lo tanto, en este 
aso tenemos que para todo r > 0

ı́nf
Σ

|Φ| = |Φ| =
√
n

2
√
n− 1

(
−(n−2)|H|+

√
n2H2 − 4(n−1)

)
< β|H|,−1.Esto �naliza la prueba del Teorema 4.2.3.Observa
ión 4.2.5. Véase [24℄ para un resultado previo 
orrespondiente al 
aso dehipersuper�
ies minimales en Sn+1 dado por Hasanis, Savas-Halilaj y Vla
hos. Tam-bién remitimos al le
tor a [18℄, [25℄, [41℄ o [54℄ para otros resultados previos sobrehipersuper�
ies 
ompa
tas 
on dos 
urvaturas prin
ipales distintas en la esfera eu-
lídea Sn+1.Presentamos un teorema dado por Shu y Han en [48℄, el 
ual está muy rela
ionado
on nuestros resultados, aunque es 
ompletamente independiente y diferente a losnuestros.Teorema 4.2.6. Sea Σ una hipersuper�
ie n-dimensional inmersa en un espa
ioforma real Mn+1

c 
ompleta y orientada, 
on 
urvatura media 
onstante y dos 
ur-vaturas prin
ipales distintas λ y µ de multipli
idades n − 1 y 1. Si la 
urvatura deRi

i de Σ es no negativa, enton
es1. Si λ < µ 
on c ≥ 0 y c < 0, H2 + c ≥ 0 tenemos que
ı́nf
Σ

|Φ| ≤ 1

2

√
n

n− 1

[
(n− 2)H +

√
n2H2 + 4(n− 1)c

]
≤ sup

Σ
|Φ|, (4.17)y se tienen las igualdades en (4.17) si y sólo si para
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(i) c = 0, Σ es isométri
o a Rn−1 × S1(n2H2);
(ii) c = 1, Σ es isométri
o a S1(r)× Sn−1(

√
1− r2), donde

r2 =
1

2n(1 +H2)

[
2 + nH2 −

√
n2H4 + 4(n− 1)H2

]
;

(iii) c = −1, Σ es isométri
o a Hn−1(λ2 − 1)× S1(1/λ2 − 1), donde
λ =

1

2(n− 1)

[
nH −

√
n2H4 + 4(n− 1)

]
;2. Si λ > µ, 
on c ≥ 0 y c < 0, H2 + c ≥ 0 tenemos que

ı́nf
Σ

|Φ| ≤ −1

2

√
n

n− 1

[
(n− 2)H −

√
n2H2 + 4(n− 1)c

]
≤ sup

Σ
|Φ|, (4.18)y se tienen las igualdades en (4.18) si y sólo si para

(i) c = 0, Σ es isométri
o a R1 × Sn−1(n2H2/(n− 1));
(ii) c = 1, Σ es isométri
o a S1(r)× Sn−1(

√
1− r2), donde

r2 =
1

2n(1 +H2)

[
2 + nH2 +

√
n2H4 + 4(n− 1)H2

]
;

(iii) c = −1, Σ es isométri
o a Hn−1(λ2 − 1)× S1(1/λ2 − 1), donde
λ =

1

2(n− 1)

[
nH +

√
n2H4 + 4(n− 1)

]
.A 
ontinua
ión nos gustaría ha
er algunas observa
iones a
er
a de este resultado.En primer lugar, Shu y Han sólamente 
onsideran el 
aso en que H2 + c ≥ 0, y susresultados no di
en nada a
er
a del 
aso H2 + c < 0 (
uando c = −1). En segundolugar, en la 
ara
teriza
ión de las igualdades, su resultado es más débil que el nues-tro, dado que ellos ne
esitan suponer que se satisfa
en ambas igualdades, una parael ín�mo de |Φ| y otra para el supremo de |Φ|. En parti
ular, para la 
ara
teriza
iónde las igualdades ellos suponen que ı́nfΣ |Φ| = supΣ |Φ|, lo 
ual signi�
a que |Φ|,es 
onstante. Sin embargo, en nuestra 
ara
teriza
ión de las igualdades, nosotrossólamente suponemos que se tiene la igualdad para el ín�mo de |Φ|, y la 
on
lu-sión de que la fun
ión |Φ| debe ser 
onstante es una 
onse
uen
ia de un prin
ipiofuerte del mínimo. Finalmente, nosotros no suponemos que Σ es una hipersuper�
ie
ompleta 
on 
urvatura de Ri

i no negativa; sólamente ne
esitamos suponer que elprin
ipio del máximo de Omori-Yau se veri�
a sobre Σ 
omo se puede apre
iar enel Teorema 4.2.3 (o que la hipersuper�
ie es propiamente inmersa 
omo en el Teore-ma 4.2.1 y, equivalentemente, en el Teorema 4.2.2). Esto, no es sólo una diferen
iaté
ni
a. Por el 
ontrario, es una diferen
ia importante porque, 
uando c = −1, lashipersuper�
ies que ellos 
ara
terizan 
on la igualdad, no tienen 
urvatura de Ri

ino negativa.
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aso eu
lídeoEn esta se

ión introdu
imos un enfoque alternativo del Teorema 4.2.2 para el
aso más general de hipersuper�
ies 
ompletas en el espa
io eu
lídeo. Observe quenuestra versión más general de este teorema se tiene para las hipersuper�
ies queveri�
an el prin
ipio del máximo de Omori-Yau, no ne
esariamente 
ompletas.Para el 
aso de hipersuper�
ies en el espa
io eu
lídeo (c = 0), el Teorema 4.2.2a�rma que si Σn es una hipersuper�
ie propiamente inmersa en R
n+1 (n ≥ 3) 
on
urvatura media 
onstante H y 
on dos 
urvaturas prin
ipales distintas, siendo unade ellas simple, enton
es

sup
Σ
S ≥ 0.Además, se tiene la igualdad supΣ S = 0 y se al
anza este supremo en algún pun-to de Σ si y sólo si Σ es un 
ilindro 
ir
ular Rn−1×S

1(r) ⊂ R
n+1, 
on r = 1/n|H| > 0.A 
ontinua
ión presentamos dos lemas dados por Do Carmo y Daj
zer en [20,Corolario 4.4℄ y Spivak en [50, página 330℄ respe
tivamente, que nos serán de granutilidad a la hora de probar nuestros resultados bajo este enfoque.Lema 4.3.1. Sea ψ : Σn →֒ Mn+1

c , n ≥ 3, una hipersuper�
ie minimal 
on dos
urvaturas prin
ipales λ y µ, donde una de ellas, digamos λ tiene multipli
idad almenos n− 1. Enton
es Σ está 
ontenida en un 
atenoide.Lema 4.3.2. Sean M y N variedades riemannianas 
onexas 
on M 
ompleta, y sea
ψ : M →֒ N , n ≥ 3, una isometría lo
al. Enton
es N es 
ompleta y ψ una fun
iónre
ubridora sobre N .Otra herramienta que será fundamental en la prueba de nuestros resultados prin-
ipales, es el siguiente teorema dado por Smyth y Xavier en [49℄.Teorema 4.3.3 (El Teorema de la Curvatura Prin
ipal). Sea Σn una hipersuper�
ieinmersa en Rn+1 orientable y 
ompleta, la 
ual no es un hiperplano, y A denota susegunda forma fundamental 
on respe
to a un 
ampo normal global y unitario. Sea
Λ ⊂ R el 
onjunto de valores no nulos que asumen los valores propios de A y sea
Λ± = Λ ∩ R±.(i) Si Λ+ y Λ− son ambos no va
íos, ı́nf Λ+ = supΛ− = 0.(ii) Si Λ+ o Λ− es va
ío enton
es la 
lausura Λ de Λ es 
onexa.Un ejemplo donde se puede apli
ar el teorema anterior, es el 
ilindro 
ir
ular
R1 × S1 ⊂ R3, el 
ual posee dos 
urvaturas prin
ipales λ = 1 y µ = 0, así que
Λ = {1} y por ende λ− = ∅, por el teorema de 
urvatura prin
ipal tenemos que Λ es
onexa. Ahora, de Gauss Bonnet es fá
il ver que para una pequeña perturba
ión de
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ilindro 
on soporte 
ompa
to, la 
lausura de di
ha super�
ie perturbada llega aser dis
onexa (véase Figura 4.5). Notemos que sus 
urvaturas prin
ipales satisfa
en
λ ≥ µ y Λ+ y Λ− son no va
íos.

λ = 1
µ = 0

λ = 1
µ = 0

λ = 1
µ < 0

λ = 1
µ < 0

λ = 1
µ > 0

Figura 4.5. Cilindro 
ir
ular R1 × S1 
on una pequeña perturba
ión.Usando un argumento basado en este teorema, podemos probar el siguiente re-sultado, bajo la no
ión más general de 
ompletitud.Teorema 4.3.4 ([6℄, Theorem 11). Sea Σn una hipersuper�
ie 
ompleta en Rn+1(n ≥ 3) 
on 
urvatura media 
onstante H y dos 
urvaturas prin
ipales distintas,una de ellas simple. Enton
es
sup
Σ
S ≥ 0.Además, se tiene la igualdad supΣ S = 0 si y sólo si Σ es o bien un 
ilindro 
ir
ular

Rn−1 × S1(r) ⊂ Rn+1, 
on r = 1/n|H| > 0, siempre que H 6= 0, o bien un 
atenoidede dimensión superior, siempre que H = 0.Demostra
ión. Sean λ y µ las dos 
urvaturas prin
ipales distintas de Σ 
on multi-pli
idades (n− 1) y 1, respe
tivamente. Luego,
nH = (n− 1)λ+ µ y |A|2 = (n− 1)λ2 + µ2. (4.19)De aquí dedu
imos fá
ilmente que |A|2 = n(n−1)λ2+n2H2−2n(n−1)Hλ, lo 
ual,junto 
on la e
ua
ión de Gauss (1.17) (para c = 0), nos lleva a

S = n2H2 − |A|2 = −n(n− 1)λ2 + 2n(n− 1)λH = n(n− 1)λ(2H − λ).Consideremos Λ ⊂ R el 
onjunto de valores no nulos que toman λ y µ, y Λ± = Λ∩R±.Si supΣ S = −τ 2 < 0, enton
es S ≤ −τ 2 < 0 y luego, de (4.20),
n(n− 1)λ(2H − λ) = S ≤ sup

Σ
S = −τ 2.
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λ2 − 2Hλ− τ 2

n(n− 1)
≥ 0.Observemos que, independiente del valor de H , el polinomio x2−2Hx−τ 2/n(n− 1)tiene una raíz positiva y una raíz negativa dadas por

H +

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
> 0 y H −

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
< 0.Por lo tanto, o bien

λ ≥ H +

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
> 0, (4.20)o bien

λ ≤ H −
√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
< 0. (4.21)Una 
onse
uen
ia inmediata de (4.20) es que

µ = nH − (n− 1)λ ≤ H − (n− 1)

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
< H −

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
< 0mientras que de (4.21) obtenemos lo 
ontrario, esto es,

µ = nH − (n− 1)λ ≥ H + (n− 1)

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
> H +

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
> 0.Por 
onsiguiente, en 
ualquier 
aso, Λ+ y Λ− son ambos no va
íos, 
on

ı́nf Λ+ ≥ H +

√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
> 0y

supΛ− ≤ H −
√
H2 +

τ 2

n(n− 1)
< 0.lo 
ual 
ontradi
e el Teorema 4.3.3, impli
ando ne
esariamente que

sup
Σ
S ≥ 0.Para �nalizar, 
ara
terizamos la igualdad supΣ S = 0 
onsiderando los siguientes
asos:



100 CAPÍTULO 4. SUPREMO DE LA CURVATURA ESCALARSi H = 0, dado que Σ tiene dos 
urvaturas prin
ipales distintas, una de ellassimple, del Lema 4.3.1 
on
luimos que Σ es parte de un 
atenoide de dimen-sión superior. Ahora, basándonos en una idea presentada en la parte �nal dela prueba del Teorema 3.1 dada por Tam y Zhou en [51℄, podemos a�rmarque Σ está 
ontenida en un 
atenoide. Esto se debe a que Σ es 
ompleta y ψuna isometría lo
al en el 
atenoide. Por el Lema 4.3.2, ψ es una fun
ión re
u-bridora y 
omo el 
atenoide es simplemente 
onexo por ser n ≥ 3, no admiteapli
a
iones re
ubridoras de más de una hoja, en otras palabras, sus úni
osre
ubridores son los homeomor�smos; por ende ψ debe ser un embebimiento.Observemos que la 
urvatura es
alar de un 
atenoide de dimensión superioren Rn+1 está dada por
S = −n(n− 1)λ2 < 0el 
ual satisfa
e supΣ S = 0 pues supΣ S no puede ser negativo.Si H 6= 0 (digamos H > 0) observemos que S ≤ supΣ S = 0 y lo 
ual, junto
on (4.20) obtenemos

λ(2H − λ) ≤ 0.Esto impli
a que o bien λ ≤ 0, o bien λ ≥ 2H > 0. Claramente este último nopuede su
eder. En efe
to, si se tiene λ ≥ 2H > 0 enton
es
µ = nH − (n− 1)λ ≤ −(n− 2)H < 0.Luego, ı́nf Λ+ ≥ 2H > 0 y sup Λ− ≤ −(n− 2)H < 0 lo 
ual no es posible porel Teorema 4.3.3. Por lo tanto, ne
esariamente λ ≤ 0 y por ende

µ = nH − (n− 1)λ ≥ nH > 0.Esto impli
a que ı́nf Λ+ ≥ nH > 0 y por el Teorema 4.3.3, Λ− debe ser va
ío,lo 
ual signi�
a que λ = 
onstante = 0. Por 
onsiguiente, µ = 
onstante =
nH > 0 y, de los resultados 
lási
os sobre hipersuper�
ies isoparamétri
as enel espa
io eu
lídeo [32, 47℄, 
on
luimos que Σ es un 
ilindro 
ir
ular Rn−1 ×
S1(r) ⊂ Rn+1, 
on r = 1/nH > 0.



Capítulo 5Un prin
ipio del máximo parahipersuper�
ies 
on 
urvaturaes
alar 
onstanteSumario. En este 
apítulo estable
emos un prin
ipio débil del máximo para hipersu-per�
ies 
ompletas 
on 
urvatura es
alar 
onstante en espa
ios forma riemannianos,y damos algunas apli
a
iones para estimar la norma de la parte sin traza de su se-gunda forma fundamental. Los resultados de este 
apítulo se en
uentran re
ogidosen [7℄.Abstra
t. In this 
hapter we establish a weak maximum prin
iple for 
omplete hy-persurfa
es with 
onstant s
alar 
urvature into Riemannian spa
e forms, and givesome appli
ations to estimate the norm of the tra
eless part of its se
ond fundamen-tal form. The results of this 
hapter are 
olle
ted in the paper [7℄.5.1. Motiva
ión y preliminaresEn este 
apítulo 
onsideraremos la geometría de hipersuper�
ies 
ompletas 
on
urvatura es
alar 
onstante en los espa
ios forma. Los primeros resultados en esta di-re

ión fueron obtenidos en el artí
ulo [19℄ por Cheng y Yau, donde ellos introdu
enun operador diferen
ial apropiado, denotado aquí por L, para estudiar tales hiper-super�
ies. Cuando el espa
io ambiente es la esfera eu
lídea Sn+1, ellos mostraronque las úni
as hipersuper�
ies 
ompa
tas en Sn+1 
on 
urvatura es
alar normalizada
onstante R ≥ 1 y 
urvatura se

ional no-negativa son o bien totalmente umbili-
ales o bien isométri
as a un produ
to riemanniano S
k(
√
1− r2)× S

n−k(r) ⊂ S
n+1,

1 ≤ k ≤ n− 1. Por otra parte, para el espa
io eu
lídeo ellos también probaron quelas úni
as hipersuper�
ies 
ompletas no 
ompa
tas en Rn+1 
on 
urvatura es
alarnormalizada 
onstante R ≥ 0 y 
urvatura se

ional no negativa son los 
ilindrosgeneralizados de la forma Rn−k×Sk(r) ⊂ Rn+1, 1 ≤ k ≤ n− 1. Desde enton
es, han101



102 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIESapare
ido un gran número de trabajos sobre el tema estable
iendo resultados de ri-gidez para tales hipersuper�
ies bajo varias hipótesis (por ejemplo véase [33, 55, 57℄y sus referen
ias respe
tivas).Nuestro prin
ipal objetivo en este 
apítulo es estudiar el análogo de los Ca-pítulos 3 y 4, que sería el estudio del 
omportamiento de la 
urvatura media dehipersuper�
ies de 
urvatura es
alar 
onstante inmersas en espa
ios forma. Paraello, presentamos a 
ontinua
ión algunos preliminares que se utilizarán solo en este
apítulo.De�ni
ión 5.1.1 (Primera transforma
ión de Newton). Sean ψ : Σn→Mn+1
c unahipersuper�
ie en el espa
io forma (n + 1)-dimensional y A su operador de forma.Se de�ne la primera transforma
ión de Newton de A, 
omo el endomor�smo P :

X (Σ)→X (Σ) dado por
P = nHI −A,donde I denota la identidad en X (Σ) y H la fun
ión 
urvatura media.En la siguiente proposi
ión podemos apre
iar algunas propiedades que satisfa
eel operador P .Proposi
ión 5.1.2. Sea ψ : Σn→Mn+1
c una hipersuper�
ie en el espa
io forma (n+

1)-dimensional. La primera transforma
ión de Newton P veri�
a que
(i) P es un operador lineal autoadjunto el 
ual 
onmuta 
on A.
(ii) tr(P ) = n(n− 1)H,
(iii) div(P ) = 0.
(iv) Para 
ualquier u ∈ C2(Σ) se tiene que

div(P (∇u)) = tr(P ◦ hess u), (5.1)donde hess u : X (Σ) → X (Σ) denota el operador autoadjunto métri
amenteequivalente al hessiano de u, es de
ir, ∇2u(X, Y ) = 〈hess u(X), Y 〉 para todo
X, Y ∈ X (Σ).Demostra
ión. Para mostrar el item (i) 
onsideremos X, Y dos 
ampos arbitrariosen Σ y veamos que

〈PX, Y 〉 = 〈nHX − AX, Y 〉 = nH 〈X, Y 〉 − 〈AX, Y 〉
= nH 〈X, Y 〉 − 〈X,AY 〉 = 〈X, (nHI − A)Y 〉 = 〈X,PY 〉 .Por tanto, P es un operador autoadjunto. Además, 
omo A es C∞(Σ)-lineal, obte-nemos que

(P ◦ A)(X) = nHAX −A2X = A(nHX − AX) = (A ◦ P )(X).



5.1. MOTIVACIÓN 103La propiedad (ii) se sigue dire
tamente del he
ho que tr(A) = nH . Para veri�
arla propiedad (iii), observemos que
(∇XP ) (Y ) = (∇X(nHI −A)) (Y ) = nX(H)Y + nH(∇XI)(Y )− (∇XA) (Y )

= nX(H)Y − (∇XA) (Y ).Si {E1, . . . , En} es una base lo
al ortonormal sobre TΣ
div(P ) =

n∑

i=1

(∇Ei
P )(Ei) = n

n∑

i=1

Ei(H)Ei −
n∑

i=1

(∇Ei
A)(Ei).Enton
es para 
ualquier X ∈ X (Σ) se tiene que

〈div(P ), X〉 = n 〈∇H,X〉 −
n∑

i=1

〈(∇Ei
A)(Ei), X〉 = nX(H)−

n∑

i=1

〈Ei, (∇Ei
A)(X)〉

= nX(H)−
n∑

i=1

〈Ei, (∇XA)(Ei)〉 = nX(H)− tr(∇XA)

= nX(H)−∇X(tr(A)) = n 〈∇H,X〉 −X(tr(A)) = 0.Ahora resta probar el item (iv), el 
ual es una 
onse
uen
ia dire
ta de la propiedad
(iii) 
omo se puede ver a 
ontinua
ión
div (P (∇u)) =

n∑

i=1

〈∇Ei
P (∇u), Ei〉 =

n∑

i=1

〈(∇Ei
P )(∇u), Ei〉+ 〈P (∇Ei

∇u), Ei〉

=

n∑

i=1

〈∇u, (∇Ei
P )(Ei)〉+

n∑

i=1

〈∇Ei
∇u, P (Ei)〉

= 〈∇u, div(P )〉+ tr(P ◦ hess u) = tr(P ◦ hess u).Aso
iado a la transforma
ión de Newton podemos de�nir el siguiente operadordiferen
ial de segundo orden.De�ni
ión 5.1.3. Sea ψ : Σn→Mn+1
c una hipersuper�
ie en el espa
io forma (n+1)-dimensional. Para todo u ∈ C2(Σ) se de�ne el operador L dado por

L(u) = div(P (∇u)), (5.2)donde div denota la divergen
ia de un 
ampo ve
torial sobre Σ.En general, L no es elípti
o. Es 
laro por su de�ni
ión que L es elípti
o si y sólosi P es de�nido positivo.



104 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIESEl operador L apare
e naturalmente 
omo el operador linealizado de la 
urvaturaes
alar por varia
iones normales de la hipersuper�
ie (véase por ejemplo [46℄).Una propiedad interesante de este operador L es la siguiente. Para toda parejade fun
iones diferen
iables u, v ∈ C2(Σ) se tiene
L(uv) = uLv + vLu+ 2〈P (∇u),∇v〉. (5.3)En efe
to, dado que ∇(uv) = u∇v+v∇u tenemos P (∇(uv)) = uP (∇v)+vP (∇u).Luego,

L(uv) = div (uP (∇v)) + div (vP (∇u))
= 〈∇u, P (∇v)〉+ uLv + 〈∇v, P (∇u)〉+ vLu.Finalmente, 
omo P es autoadjunto obtenemos (5.3).El siguiente lema será esen
ial para nuestros 
ál
ulos, realizamos su demostra
iónsiguiendo la idea dada por Qing-Ming Cheng en [18℄.Lema 5.1.4 ([7℄, Lemma 4). Sea ψ : Σn→Mn+1

c una hipersuper�
ie isométri
amen-te inmersa y orientada. Supongamos que Σ tiene 
urvatura es
alar (normalizada)
onstante R. Enton
es
L(nH) = |∇A|2 − n2|∇H|2 + nHtr(A3)− |A|4 + nc(|A|2 − nH2). (5.4)Demostra
ión. De (5.1), L(nH) = tr(P ◦hess(nH)) =

∑n
i=1 〈P (Ei),∇Ei

∇(nH)〉. Si
{E1, . . . , En} es una base lo
al ortonormal de TΣ que diagonaliza a A enton
es

L(nH) =
n∑

i=1

〈(nH − λi)Ei,∇Ei
∇(nH)〉

= nH

n∑

i=1

∇2(nH)(Ei, Ei)−
n∑

i=1

λi∇2(nH)(Ei, Ei)

= nH∆(nH)−
n∑

i=1

λi∇2(nH)(Ei, Ei). (5.5)De la e
ua
ión de Gauss (1.15) es bien 
ono
ido que
n(n− 1)(R− c) = n2H2 − |A|2.Como R es 
onstante, podemos a�rmar que

0 = ∆(n2H2)−∆|A|2.Dado que ∆(n2H2) = 2 (nH∆(nH) + n2|∇H|2) tenemos
1

2
∆|A|2 = nH∆(nH) + n2|∇H|2,
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nH∆(nH) =

1

2
∆|A|2 − n2|∇H|2. (5.6)Un 
ál
ulo tensorial impli
a

1

2
∆|A|2 = 1

2
∆〈A,A〉 = 〈∆A,A〉+ |∇A|2 (5.7)donde el lapla
iano de A está dado por

∆A(X) = tr(∇2A(X, ·, ·)) =
n∑

i=1

∇2A(X,Ei, Ei).De la e
ua
ión de Codazzi y las simetrías de ∇2A 
on
luimos
∇2A(X,Ei, Ei)= ∇2A(Ei, X, Ei) =∇2A(Ei, Ei, X)−R(Ei, X)AEi+A(R(Ei, X)Ei)y usando la e
ua
ión de Gauss (1.15) se sigue que
〈∆A,A〉 =

n∑

i=1

〈∆A(Ei), AEi〉

=
n∑

i=1

〈
∇2A(Ei, Ei, Ei)− R(Ei, Ei)AEi + A(R(Ei, Ei)Ei), AEi

〉

=
n∑

i=1

λi
〈
∇Ei

tr(∇A)− ctr(A)Ei + (nc− |A|2)AEi + nHA2Ei, Ei
〉

=

n∑

i=1

λi
[
〈∇Ei

∇(tr(A))Ei, Ei〉 − cnH + (nc− |A|2)λi + nHλ2i
]

=
n∑

i=1

λi 〈∇Ei
∇(nH)Ei, Ei〉 − cnH

n∑

i=1

λi + (nc− |A|2)
n∑

i=1

λ2i + nH
n∑

i=1

λ3i

=

n∑

i=1

λi∇2(nH)(Ei, Ei)− cn2H2 + (nc− |A|2) |A|2 + nHtr(A3).Luego, de (5.6), (5.7) y la e
ua
ión anterior se tiene
nH∆(nH) =

n∑

i=1

λi∇2(nH)(Ei, Ei)− |A|4 + nc(|A|2 − nH2) + nHtr(A3)

+ |∇A|2 − n2|∇H|2.Finalmente, la igualdad anterior y la e
ua
ión (5.5) impli
an (5.4).



106 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIESPara otra prueba del 
orolario anterior, véase Corolario 3.3 de [13℄ (
on r = 1)el 
ual estable
e que
L(nH) =

1

2
∆S + |∇A|2 − n2|∇H|2 + nHtr(A3)− |A|4 + nc(|A|2 − nH2),y se sigue de una vez (5.4) dado que S es 
onstante.La prueba del siguiente lema se basa en la idea dada por Alen
ar, do Carmo yColares en la prueba del Lema 2.5 en [2℄.Lema 5.1.5. Sea ψ : Σn→Mn+1

c una inmersión isométri
a. Si R es 
onstante sobre
Σ, enton
es

n2H2(|∇A|2 − n2|∇H|2) ≥ n(n− 1)(R− c)|∇A|2.En parti
ular, si R ≥ c enton
es
|∇A|2 − n2|∇H|2 ≥ 0.Demostra
ión. Como n2H2−|A|2 = n(n−1)(R− c) (véase (1.22)) y R es 
onstantetenemos que 2n2H∇H −∇|A|2 = 0. Si denotamos los valores propios de A por λk
on k = 1, . . . , n, la e
ua
ión anterior queda de la siguiente forma

2

[
n2H∇H −

n∑

k=1

λk∇λk
]
= 0.Si {E1, . . . , En} es una base ortonormal sobre TΣ tenemos que

n2H 〈∇H,Ei〉 =
n∑

k=1

λk 〈∇λk, Ei〉 .Elevando al 
uadrado
n4H2 〈∇H,Ei〉2 =

(
n∑

k=1

λk 〈∇λk, Ei〉
)2

.Sumando en i, se tiene que
n4H2|∇H|2 =

n∑

i=1

(
n∑

k=1

λk 〈∇λk, Ei〉
)2

≤
n∑

i=1

(
n∑

k=1

λ2k

)(
n∑

k=1

〈∇λk, Ei〉2
)

= |A|2
n∑

i,k=1

〈∇λk, Ei〉2 = |A|2|∇A|2.Como |A|2 = n2H2 − n(n− 1)(R− c) se sigue que
n2H2(|∇A|2 − n2|∇H|2) ≥ n(n− 1)(R− c)|∇A|2y en el 
aso en que R ≥ c tenemos que

|∇A|2 − n2|∇H|2 ≥ 0.
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ontinua
ión estable
emos un lema que nos permitirá determinar 
uándo P essemide�nido positivo.Lema 5.1.6 ([7℄, Lemma 5). Sea ψ : Σn→Mn+1
c una hipersuper�
ie orientada eisométri
amente inmersa. Supongamos que la fun
ión 
urvatura media H no 
ambiade signo, así que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer H ≥ 0 sobre Σ. Sean

µ− y µ+, respe
tivamente, el mínimo y el máximo de los valores propios de P entodo punto p ∈ Σ. Si R > c sobre Σ (respe
tivamente, R ≥ c sobre Σ), enton
es
µ− > 0 (resp., µ− ≥ 0)y

µ+ < 2nH (resp., µ+ ≤ 2nH).Demostra
ión. Seguimos el mismo argumento utilizado en la prueba del Lema 4.2en [13℄. De (1.22), n2H2 = |A|2 + n(n− 1)(R− c), por lo que si R > c tenemos
n2H2 > |A|2.Luego, denotando 
on λ1, . . . , λn las 
urvaturas prin
ipales en la hipersuper�
ie,obtenemos que para j arbitrario

|A|2 =
n∑

i=1

λ2i > λ2j .Por 
onsiguiente, para 
ualquier j
nH > |λj| ⇔ −nH < λj < nH, j = 1, . . . , n.De manera que, para todo j

0 < nH − λj < 2nH.Pero µj = nH−λj 
on j = 1, . . . , n son pre
isamente los valores propios del operador
P = nHI − A. En parti
ular, µ− > 0 y µ+ < 2nH . Similarmente si R ≥ c.Observa
ión 5.1.7. Nótese que si R > c sobre Σ, se sigue de (1.22)

nH2 =
1

n
|A|2 + (n− 1)(R− c) > 0.Es de
ir, H no es 
ero. Enton
es, la 
onexión de Σ impli
a que H no 
ambia designo. Además, el Lema 5.1.6 impli
a que 
uando R > c el operador L es elípti
o,pues P es de�nido positivo ya que sus valores propios son positivos.Para la prueba del siguiente resultado ne
esitaremos del lema de Okumura (Le-ma 2.4.5), el 
ual estudiamos en la Se

ión 2.4.



108 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIESLema 5.1.8 ([7℄, Lemma 7). Sea ψ : Σn→Mn+1
c una hipersuper�
ie orientada eisométri
amente inmersa 
on 
urvatura es
alar (normalizada) 
onstante R ≥ c. Enel 
aso en que R > c, es
ogemos la orienta
ión tal que H > 0 sobre Σ. En el 
asoen que R = c, supongamos además que la fun
ión 
urvatura media H no 
ambia designo, y es
ogemos la orienta
ión tal que H ≥ 0 sobre Σ. Enton
es

1

2
L(|Φ|2) ≥ 1√

n(n− 1)
|Φ|2QR(|Φ|)

√
|Φ|2 + n(n− 1)(R− c) (5.8)donde

QR(x) = −(n− 2)x2 − (n− 2)x
√
x2 + n(n− 1)(R− c) + n(n− 1)R. (5.9)Demostra
ión. De (1.23) sabemos que (n/(n − 1))|Φ|2 = n2H2 − n2(R − c). Como

R es 
onstante, obtenemos
n

2(n− 1)
L(|Φ|2) = 1

2
L(n2H2).Por (5.3), L(u2) = 2uL(u) + 2〈P (∇u),∇u〉 para todo u ∈ C2(Σ). Enton
es

n

2(n− 1)
L(|Φ|2) = nHL(nH) + n2〈P (∇H),∇H〉.Por el Lema 5.1.6 sabemos que P es semide�nido positivo; usando esto y elLema 5.1.4 obtenemos

n

2(n− 1)
L(|Φ|2) ≥ nHL(nH) = nH(|∇A|2 − n2|∇H|2) + n2H2tr(A3)

−nH|A|4 + n2cH(|A|2 − nH2). (5.10)Por hipótesis R ≥ c luego del Lema 5.1.5 se tiene
|∇A|2 − n2|∇H|2 ≥ 0,y 
omo H ≥ 0 se sigue de (5.10) que

1

2(n− 1)
L(|Φ|2) ≥ nH2tr(A3)−H|A|4 + ncH(|A|2 − nH2). (5.11)Re
ordemos que |Φ|2 = |A|2 − nH2, así que la desigualdad (5.11) es equivalente a

1

2(n− 1)
L(|Φ|2) ≥ nH2tr(A3)−H(|Φ|2 + nH2)2 + ncH|Φ|2. (5.12)Por otra parte, dado que A = Φ + HI tenemos A3 = Φ3 + 3HΦ2 + 3H2Φ + H3I.Esto junto 
on el he
ho de que tr(Φ) = 0 impli
a

tr(A3) = tr(Φ3) + 3H|Φ|2 + nH3,
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1

2(n− 1)
L(|Φ|2) ≥ nH2tr(Φ3)−H|Φ|4 + nH(H2 + c)|Φ|2. (5.13)Dado que tr(Φ) = 0, 
uando n = 2 se tiene Φ2 = (1/2)|Φ|2I. Luego, Φ3 =

(1/2)|Φ|2Φ y tr(Φ3) = 0 también. Cuando n ≥ 3, podemos usar el Lema 2.4.5 paraestimar tr(Φ3) 
omo sigue
|tr(Φ3)| ≤ n− 2√

n(n− 1)
|Φ|3, (5.14)y enton
es

nH2tr(Φ3) ≥ −nH2|tr(Φ3)| ≥ − n(n− 2)√
n(n− 1)

H2|Φ|3.Insertando esto en (5.13) da
1

2(n− 1)
L(|Φ|2) ≥ − n(n− 2)√

n(n− 1)
H2|Φ|3 −H|Φ|4 + nH(H2 + c)|Φ|2

= −H|Φ|2
(
|Φ|2 + n(n− 2)√

n(n− 1)
H|Φ| − n(H2 + c)

)
. (5.15)Además, de (1.23) obtenemos

H2 =
1

n(n− 1)
|Φ|2 + (R− c),y teniendo en 
uenta que H ≥ 0, podemos es
ribir

H =
1√

n(n− 1)

√
|Φ|2 + n(n− 1)(R− c).Finalmente, reemplazando H por esta expresión en (5.15), obtenemos (5.8).5.2. Un prin
ipio débil del máximo para el operador

LEn esta se

ión queremos presentar una versión de un prin
ipio débil del máximopara el operador L que a�rmamos puede ser una herramienta muy útil para el estudiode hipersuper�
ies 
on 
urvatura es
alar 
onstante, 
omo se puede apre
iar en lasiguiente se

ión donde presentamos una apli
a
ión de di
ho prin
ipio del máximo.Espe
í�
amente, el prin
ipio débil del máximo que usaremos se deriva del Teorema2.1 dado por Pigola, Rigoli y Setti en [42℄, que enun
iamos a 
ontinua
ión.



110 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIESTeorema 5.2.1 ([7℄, Theorem 9). Sean (Σ, 〈, 〉) una variedad riemanniana 
ompleta,
o un punto de referen
ia en Σ, y r(x) la fun
ión distan
ia desde o. Sea h un tensorsimétri
o de tipo (0, 2) sobre Σ y ♯ : (TΣ)∗→TΣ denote el isomor�smo musi
al, demanera que h(X, ·)♯ es el 
ampo ve
torial sobre Σ de�nido por

〈h(X, ·)♯, Y 〉 = h(X, Y )para todo Y ∈ TxΣ y x ∈ Σ. Supongamos que, para alguna fun
ión 
ontinua ypositiva h+ de�nida sobre [0,+∞), el tensor h satisfa
e
0 ≤ h(X,X) ≤ h+(r) (5.16)para todo X ∈ TxΣ, |X| = 1, y todo x ∈ ∂Br, donde Br denota la bola geodési
a deradio r 
entrada en o. Sea
h∗+(r) = sup

s≤r
h+(s).Dada f ∈ C0(R), supongamos que u ∈ C2(M) satisfa
e u∗ < +∞ y

L(u) = div(h(∇u, ·)♯) ≥ f(u) (5.17)sobre el 
onjunto Ωγ = {x ∈ M : u(x) > γ} para algún γ < u∗. Si
ĺım

r→+∞

h∗+(r)

r2
= 0 (5.18)y

ĺım inf
r→+∞

h∗+(r) log volBr

r2
< +∞, (5.19)enton
es f(u∗) ≤ 0.Diferentes ele

iones de h en el Teorema 5.2.1 nos muestran que L puede ser unoperador bien 
ono
ido. Por ejemplo:El operador de Lapla
e-Beltrami, si h es la métri
a de Σ. En ese 
aso h(∇u, ·)♯ =

∇u y
L(u) = div(∇u) = ∆u.El operador L, si 
onsideremos el operador h 
omo sigue h(X, Y ) = 〈PX, Y 〉o equivalentemente, h(∇u, ·)♯ = P (∇u). En ese 
aso,

L(u) = div(P (∇u)) = L(u).La idea de esta se

ión es dar un prin
ipio débil del máximo para el operador Lsobre hipersuper�
ies Σn 
ompletas isométri
amente inmersas en espa
ios formariemannianosMn+1
c . Por el Lema 5.1.6 y bajo las hipótesis sobre la 
urvatura es
alar
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on signo 
onstante, se satisfa
e la
ondi
ión (5.16) sobre Σ 
on
h+(r) = 2n sup

∂Br

H,así que
h∗+(r) = 2n sup

Br

H.Por otra parte, también se satisfa
en las 
ondi
iones (5.18) y (5.19) si supΣ |Φ|2 <
+∞. En efe
to, 
omo |Φ|2 = n(n− 1)(H2− (R− c)) (véase (1.23)) y R es 
onstantese sigue que si supΣ |Φ|2 < +∞ enton
es supΣH < +∞. Así

h∗+(r) = 2n sup
Br

H ≤ 2n sup
Σ
H, (5.20)y por lo tanto se satisfa
e automáti
amente (5.18). En 
uanto a (5.19), por (5.20)basta 
on tener

ĺım inf
r→+∞

log volBr

r2
< +∞. (5.21)Sin embargo, dado que |Φ|2 = (n − 1)/n|A|2 − (n − 1)(R − c) (véase (1.23)) y

supΣ |Φ|2 < +∞ también tenemos que supΣ |A|2 < +∞. Luego, podemos estimar
H〈AX,X〉 ≥ − sup

Σ
H|〈AX,X〉| ≥ − sup

Σ
H sup

Σ
|A||X|2y

|AX|2 ≤ sup
Σ

|A|2|X|2para X ∈ X (Σ). Enton
es, por la expresión para el tensor de Ri

i dado en (1.16)obtenemos que para todo X ∈ X (Σ)

Ric(X,X) = (n− 1)c|X|2 + nH〈AX,X〉 − |AX|2

≥
(
(n− 1)c− n sup

Σ
H sup

Σ
|A| − sup

Σ
|A|2

)
|X|2.Por lo tanto obtenemos que la 
urvatura de Ri

i de Σ está a
otada inferiormente.Dado que Σ es 
ompleta, por el teorema de 
ompara
ión del volumen de Bishopse satisfa
e (5.21). Como 
onse
uen
ia, obtenemos el siguiente prin
ipio débil delmáximo para L.Corolario 5.2.2 ([7℄, Corollary 10). Sea ψ : Σn→Mn+1

c una hipersuper�
ie orienta-da, 
ompleta e isométri
amente inmersa 
on 
urvatura es
alar (normalizada) 
ons-tante R ≥ c. En el 
aso en que R = c, supongamos además que la fun
ión 
urvaturamedia H no 
ambia de signo. Supongamos que supΣ |Φ|2 < +∞. Si u ∈ C2(Σ)satisfa
e u∗ < +∞ y, para una fun
ión dada f ∈ C0(R),
L(u) ≥ f(u)sobre el 
onjunto Ωγ = {x ∈ Σ : u(x) > γ} para algún γ < u∗, enton
es f(u∗) ≤ 0.



112 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIES5.3. Una apli
a
ión a hipersuper�
ies 
on 
urvaturaes
alar 
onstanteEl objetivo de esta se

ión es presentar una apli
a
ión del prin
ipio débil delmáximo para el operador L que dedu
imos en la se

ión anterior. Di
ha apli
a-
ión 
onsiste en estimar el supremo de la 
urvatura media para hipersuper�
ies 
on
urvatura es
alar 
onstante en los espa
ios forma.5.3.1. Super�
ies 
on 
urvatura de Gauss 
onstanteEn esta se

ión usaremos la estru
tura 
onforme de la super�
ie 
omo lo hi
imosen las Se

iones 3.1 y 4.1.Lema 5.3.1. Sea Σ una super�
ie inmersa en el espa
io forma M
3
c y sea z una
oordenada 
ompleja lo
al tal que ds2 = e̺|dz|2. Para todo 
ampo Xsobre Σ, ladivergen
ia de X está dada por

div(X) = 4e−̺Re(〈Xz, ψz〉). (5.22)Demostra
ión. Sea {E1 = e−̺ψu, E2 = e−̺ψv} una base ortonormal tangente a Σ.Enton
es
div(X) = 〈∇E1

X,E1〉+ 〈∇E2
X,E2〉 = e−̺ [〈∇ψu

X,ψu〉+ 〈∇ψv
X,ψv〉] .Dado que ψu = ψz + ψz y ψv = i(ψz − ψz) tenemos

〈∇ψu
X,ψu〉 = 〈∇ψz

X,ψz〉+ 〈∇ψz
X,ψz〉+ 〈∇ψz

X,ψz〉+ 〈∇ψz
X,ψz〉y

〈∇ψv
X,ψv〉 = −〈∇ψz

X,ψz〉+ 〈∇ψz
X,ψz〉+ 〈∇ψz

, ψz〉 − 〈∇ψz
X,ψz〉 .Luego,

div(X) = 2e−̺ [〈∇ψz
X,ψz〉+ 〈∇ψz

X,ψz〉] .Por último, 
omo 〈∇ψz
X,ψz〉 =

〈
∇o
ψz
X,ψz

〉
= 〈Xz, ψz〉 y 〈∇ψz

X,ψz〉 =
〈
∇o
ψz
X,ψz

〉
=

〈Xz, ψz〉 = 〈Xz, ψz〉 obtenemos (5.22).Observa
ión 5.3.2. Dado que X ∈ X (Σ) se puede expresar 
omo X = αψz + αψz,derivando respe
to a z y usando las fórmulas de Gauss (3.12) y (3.13) obtenemos
Xz = αzψz + αψzz + αzψz + αψzz = αzψz + α

(
̺zψz +

1

2
φN

)
+ αzψz + αψzz

= (αz + α̺z)ψz +
α

2
φN + αzψz + α

e̺

2
(HN − cψ)

= (αz + α̺z)ψz + αzψz +

(
α

2
φ+

α

2
e̺H

)
N − cα

e̺

2
ψ.



5.3. ESTIMACIÓN DE CURVATURA MEDIA DE HIPERSUPERFICIES 113Luego, 〈Xz, ψz〉 = e̺/2 (αz + α̺z) = (αe̺/2)z. Por ende, la divergen
ia de X puedeser 
al
ulada de la siguiente forma
div(X) = 4e−̺Re

[(
α
e̺

2

)

z

]
. (5.23)Ejemplo 5.3.3. Sea f una fun
ión sobre la super�
ie Σ y dado que su gradientese puede expresar de la siguiente forma ∇f = αψz + αψz tenemos que αe̺/2 =

〈∇f, ψz〉 = fz. Por (5.23) tenemos que ∆f = div(∇f) = 4e−̺Re(fzz) = 4e−̺fzz.Dado que ∇H = 2e−̺(Hzψz +Hzψz) tenemos que
P (∇H) = 2e−̺(HzP (ψz) +HzP (ψz)).De (3.17) sabemos que

P (ψz) = 2Hψz −A(ψz) = 2Hψz −Hψz − φe−̺ψz = Hψz − φe−̺ψz,

P (ψz) = 2Hψz −A(ψz) = 2Hψz −Hψz − φe−̺ψz = Hψz − φe−̺ψz.Por lo tanto
P (∇H) = 2e−̺

([
HHz −Hzφe

−̺
]
ψz +

[
HHz −Hzφe

−̺
]
ψz
)
. (5.24)Proposi
ión 5.3.4. Sea Σ una super�
ie inmersa en el espa
io forma M3

c 
on
urvatura de Gauss K 
onstante. Enton
es
L(H) = 2K(H2 −K + c) +

1

2
|∇A|2 − 2|∇H|2, (5.25)donde H es la 
urvatura media de Σ.Demostra
ión. De (5.24) y del he
ho que P (∇H) = αψz + αψz se dedu
e

α = 2e−̺(HHz −Hzφe
−̺);esto es,

α
e̺

2
= HHz −Hzφe

−̺. (5.26)Por la e
ua
ión de Gauss (3.15), e−2̺|φ|2 = H2 −K + c. Derivando ésta respe
to a
z y sabiendo que K es 
onstante obtenemos

(e−2̺|φ|2)z = 2HHz.Esto impli
a
HHz = −̺ze−2̺|φ|2 + 1

2
e−̺Hzφ+

1

2
e−2̺φφz. (5.27)
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on
luimos que
α
e̺

2
= −̺ze−2̺|φ|2 − 1

2
e−̺Hzφ+

1

2
e−2̺φφz.Derivando ahora respe
to a z y usando la e
ua
ión de Gauss (3.15) y la e
ua
ión(3.11), que estable
e K = −2e−̺̺zz, se tiene que

(
α
e̺

2

)

z

= −̺zze−2̺|φ|2 + 2̺z̺ze
−2̺|φ|2 − ̺ze

−2̺(φφz + φzφ) +
1

2
e−̺̺zHzφ

− 1

2
e−̺Hzzφ− 1

2
e−̺Hzφz − e−2̺̺zφφz +

1

2
e−2̺φzφz +

1

2
e−2̺φφzz

=
1

2

[
e̺K(H2 −K + c) + e−2̺(4̺z̺z|φ|2 − 2̺zφzφ− 2̺zφφz + |φz|2)

−2̺ze
−2̺φφz + e−̺̺zHzφ− e−̺Hzzφ− e−̺Hzφz + e−2̺φφzz

]
.Por otra parte, de la e
ua
ión de Codazzi (3.16) sabemos que φz = e̺Hz. Si re-emplazamos esto en la e
ua
ión anterior, teniendo en mente que |Hz|2 = HzHz y

|2̺zφ− φz|2 = 4̺z̺z|φ|2 − 2(̺zφφz + ̺zφφz) + |φz|2, 
on
luimos
(
α
e̺

2

)

z

=
1

2

[
e̺K(H2 −K + c) + e−2̺|2̺zφ− φz|2 + 2e−̺Im(φHzz)i

+2e−̺Im(̺zHzφ)i− |Hz|2
]
.De esta manera, la parte real del término anterior es igual a

Re

[(
α
e̺

2

)

z

]
=

1

2

[
e̺K(H2 −K + c) + e−2̺|2̺zφ− φz|2 − |Hz|2

]
.Como L(H) = div(P (∇H)), por (5.23) y por la e
ua
ión anterior obtenemos:

L(H) = 2K(H2 −K + c) + 2e−3̺|2̺zφ− φz|2 − 2e−̺|Hz|2. (5.28)Si 
onsideramos la base ortonormal {E1 = e−̺ψu, E2 = e−̺ψv} tenemos que |∇A|2 =∑2
i,j=1 〈∇A,∇A〉 (Ei, Ej) y

∇A(E1, E1) = e−̺ [∇A(ψz , ψz) + 2∇A(ψz, ψz) +∇A(ψz, ψz)] ,
∇A(E1, E2) = ie−̺ [∇A(ψz, ψz)−∇A(ψz, ψz)] y
∇A(E2, E2) = −e−̺ [∇A(ψz, ψz)− 2∇A(ψz, ψz) +∇A(ψz, ψz)] .En 
onse
uen
ia

|∇A|2 = 8e−2̺ [〈∇A(ψz, ψz),∇A(ψz, ψz)〉+ 〈∇A(ψz , ψz),∇A(ψz, ψz)〉] .



5.3. ESTIMACIÓN DE CURVATURA MEDIA DE HIPERSUPERFICIES 115De (3.18) sabemos que ∇A(ψz, ψz) = Hzψz + e−̺φzψz. Además,
∇A(ψz, ψz) = (∇ψz

A) (ψz) = ∇ψz
(A (ψz))− A (∇ψz

ψz)

= ∇ψz

(
Hψz + e−̺φψz

)
− ̺zA(ψz)

= Hzψz +H∇ψz
ψz − ̺ze

−̺φψz + e−̺φzψz − ̺ze
−̺φψz

= Hzψz + e−̺(φz − 2̺zφ)ψz.De manera análoga obtenemos que ∇A(ψz, ψz) = Hzψz+e
−̺(φz−2̺zφ)ψz. Así que,

|∇A|2 = 12|Hz|2e−̺ + 4e−3̺|2̺zφ− φz|2.Finalmente, sustituimos la e
ua
ión anterior y |∇H|2 = 4e−̺|Hz|2 en la e
ua
ión(5.28).Estamos ya en 
ondi
iones de estable
er los siguientes resultados.Teorema 5.3.5. Sea Σ una super�
ie isométri
amente inmersa en la esfera eu
lídea
S3 orientada y 
ompleta 
on 
urvatura de Gauss 
onstante K que satisfa
e K ≥ 1.Si supΣH < +∞ enton
es supΣH =

√
K − 1 y Σ es una super�
ie totalmenteumbili
al.Teorema 5.3.6. Sea Σ una super�
ie isométri
amente inmersa en un espa
io formariemannianoM3

c (c = 0,−1), orientada y 
ompleta 
on 
urvatura de Gauss 
onstante
K que satisfa
e K > 0. Si supΣH < +∞ enton
es supΣH =

√
K − c y Σ es unasuper�
ie totalmente umbili
al.Prueba del Teorema 5.3.5 y del Teorema 5.3.6Dado que supΣH < +∞, 
onsideremos u = H . Por la Proposi
ión 5.3.4 y elLema 5.1.5 sabemos que L(u) ≥ f(u) donde f(x) = 2K(x2 −K + c). Apli
ando elprin
ipio débil del operador L (véase Corolario 5.2.2) tenemos que f(u∗) ≤ 0 estoes, 2K[(u∗)2 − K + c] ≤ 0. Como K > 0, se sigue de aquí que u∗ ≤

√
K − c. Porotra parte, 
omo H2 −K + c ≥ 0 se tiene también que u∗ ≥ √

K − c. Por lo tanto
supΣH = u∗ =

√
K − c. Teniendo en 
uenta que supΣ |Φ|2 = 2 (supΣH

2 −K + c) =
2 ((u∗)2 −K + c), 
on
luimos enton
es que |Φ| ≡ 0 y Σ es totalmente umbili
al.5.3.2. Hipersuper�
ies 
on 
urvatura es
alar 
onstanteEn esta se

ión extendemos los resultados anteriores al 
aso n-dimensional.Teorema 5.3.7. Sea Σn una hipersuper�
ie orientada, 
ompleta e isométri
amenteinmersa en la esfera eu
lídea Sn+1, n ≥ 3, 
on 
urvatura es
alar (normalizada)
onstante R que satisfa
e R ≥ 1. En el 
aso en que R = 1, supongamos además quela fun
ión 
urvatura media H no 
ambia de signo. Enton
es
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2 = R− 1 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien

sup
Σ
H2 ≥ γn,1(R) =

1

n2

(
(n− 1)2

nR − (n− 2)

n− 2
− 2(n− 1) +

n− 2

nR − (n− 2)

)
.Además, si R > 1 se tiene la igualdad supΣH

2 = γn,1(R) y se al
anza estesupremo en algún punto de Σ si y sólo si Σ es un toro S1(
√
1− r2)×Sn−1(r) ⊂ Sn+1,
on 0 < r =

√
(n− 2)/nR <

√
(n− 2)/n.Para los 
asos eu
lídeo e hiperbóli
o tenemos el siguiente resultado.Teorema 5.3.8. Sea Σn una hipersuper�
ie inmersa isométri
amente en un espa
ioforma riemanniano Mn+1

c (c = 0,−1, y n ≥ 3), orientada y 
ompleta 
on 
urvaturaes
alar (normalizada) 
onstante R que satisfa
e R > 0. Enton
es(i) o bien supΣH
2 = R− c y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien

sup
Σ
H2 ≥ γn,c(R) =

1

n2

(
(n− 1)2

nR− (n− 2)c

n− 2
− 2(n− 1)c+

(n− 2)c2

nR− (n− 2)

)
.Además, se tiene la igualdad supΣH

2 = γn,c(R) y se al
anza este supremo enalgún punto de Σ si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1,(b) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H1(−
√
1 + r2)× Sn−1(r) ⊂ Hn+1,donde r =√(n− 2)/nR > 0.De manera análoga a los Capítulos 3 y 4, para una mayor 
omodidad a la horade realizar los 
ál
ulos trabajaremos 
on el operador sin traza Φ. Usando la e
ua
ión

supΣH
2 = 1/n(n − 1) supΣ |Φ|2 + (R − c) tenemos que los Teoremas 5.3.7 y 5.3.8quedan de la siguiente forma:Teorema 5.3.9 ([7℄, Theorem 1). Sea Σn una hipersuper�
ie orientada, 
ompletae isométri
amente inmersa en la esfera eu
lídea S

n+1, n ≥ 3, 
on 
urvatura es
alar(normalizada) 
onstante R que satisfa
e R ≥ 1. En el 
aso en que R = 1, suponga-mos además que la fun
ión 
urvatura media H no 
ambia de signo. Enton
es(i) o bien supΣ |Φ|2 = 0 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,



5.3. ESTIMACIÓN DE CURVATURA MEDIA DE HIPERSUPERFICIES 117(ii) o bien
sup
Σ

|Φ|2 ≥ αn,1(R) =
n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2))
> 0.Además, si R > 1 se tiene la igualdad supΣ |Φ|2 = αn,1(R) y se al
anza este supremoen algún punto de Σ si y sólo si Σ es un toro S1(

√
1− r2) × Sn−1(r) ⊂ Sn+1, 
on

0 < r =
√
(n− 2)/nR <

√
(n− 2)/n.Teorema 5.3.10 ([7℄, Theorem 2). Sea Σn una hipersuper�
ie inmersa isométri-
amente en un espa
io forma riemanniano Mn+1

c (c = 0,−1, y n ≥ 3), orientaday 
ompleta 
on 
urvatura es
alar (normalizada) 
onstante R que satisfa
e R > 0.Enton
es(i) o bien supΣ |Φ|2 = 0 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al,(ii) o bien
sup
Σ

|Φ|2 ≥ αn,c(R) =
n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
> 0.Además, se tiene la igualdad supΣ |Φ|2 = αn,c(R) y se al
anza este supremo en algúnpunto de Σ si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1,(b) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H

1(−
√
1 + r2)× S

n−1(r) ⊂ H
n+1,donde r =√(n− 2)/nR > 0.Dado que los argumentos de la prueba son 
omunes para ambos teoremas, losprobaremos 
onjuntamente.Prueba del Teorema 5.3.9 y del Teorema 5.3.10Si supΣ |Φ|2 = +∞, enton
es se satisfa
e trivialmente (ii) del Teorema 5.3.9 y delTeorema 5.3.10 y no hay nada que probar. Si supΣ |Φ|2 = 0 (esto es, Σ es totalmenteumbili
al) enton
es se tiene (i) y no hay nada que probar. Enton
es, supongamosque 0 < supΣ |Φ|2 < +∞.Sea u = |Φ|2. Por el Lema 5.1.8 tenemos

L(u) ≥ 2√
n(n− 1)

u
√
u+ n(n− 1)(R− c)QR(

√
u) = f(u) (5.29)donde QR(x) está dado por (5.9). Por lo tanto, apli
ando el Corolario 5.2.2 a ladesigualdad (5.29) tenemos

f(u∗) =
2√

n(n− 1)
u∗
√
u∗ + n(n− 1)(R− c)QR(

√
u∗) ≤ 0,
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uenta que u∗ > 0 y R ≥ c, obtenemos que
QR(

√
u∗) ≤ 0. (5.30)Dado que R > 0, se tiene QR(0) = n(n−1)R > 0 y la fun
iónQR(x) es estri
tamentede
re
iente para todo x ≥ 0, 
on QR(x0) = 0 en

x0 = R

√
n(n− 1)

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
> 0(véase Figura 5.1).

QR(x)

b

x0

Figura 5.1. Polinomio QR(x) 
on R > 0.Por lo tanto (5.30) impli
a que
u∗ ≥ x20 =

n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
.En otras palabras,

sup
Σ

|Φ|2 ≥ αn,c(R) =
n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
.Esto prueba la desigualdad (ii) en ambos teoremas.Además, se tiene la igualdad supΣ |Φ|2 = αn,c(R) si y sólo si√u∗ = x0, y enton
es

QR(
√
u) ≥ QR(

√
u∗) = 0 sobre Σ, lo 
ual junto 
on (5.29) impli
a

L(u) ≥ 0 sobre Σ.Por la Observa
ión 5.1.7, 
uando R > c el operador L es elípti
o. Por lo tanto, siexiste un punto p0 ∈ Σ en el 
ual se al
anza este supremo, enton
es por el prin
ipio



5.3. ESTIMACIÓN DE CURVATURA MEDIA DE HIPERSUPERFICIES 119del máximo, la fun
ión u = |Φ|2 debe ser 
onstante, por ende |Φ| ≡ x0. Enton
es,(5.8) llega a ser trivialmente la siguiente igualdad
1

2
L(|Φ|2) = 0 =

1√
n(n− 1)

|Φ|2QR(|Φ|)
√
|Φ|2 + n(n− 1)(R− c).Por lo tanto, todas las desigualdades en la prueba del Lema 5.1.8 deben ser igualda-des. En parti
ular, (5.10) debe ser una igualdad, lo 
ual signi�
a que H es 
onstante.Además, (5.11) debe ser también una igualdad o, equivalentemente,

|∇A|2 − n2|∇H|2 = 0.Dado que ya 
ono
emos que H es 
onstante, esto signi�
a que ∇A = 0. Esto es,la segunda forma fundamental es paralela. Finalmente, (5.14) debe ser también unaigualdad, así que obtenemos la igualdad en el Lema 2.4.5. Esto impli
a que la hiper-super�
ie tiene exa
tamente dos 
urvaturas prin
ipales 
onstantes de multipli
idades
(n − 1) y 1. Enton
es, por los resultados 
lási
os sobre hipersuper�
ies isoparamé-tri
as de espa
ios forma riemannianos [32, 47, 15℄ sabemos que Σ debe ser uno delos siguientes produ
tos estándar embebidos:si c = 0, Rn−1 × S1(r) ⊂ Rn+1 o R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1 
on r > 0;si c = 1, S1(

√
1− r2)× S

n−1(r) ⊂ S
n+1, 
on 0 < r < 1; ysi c = −1, Hn−1(−

√
1 + r2)×S

1(r) ⊂ H
n+1 o H1(−

√
1 + r2)×S

n−1(r) ⊂ H
n+1,
on r > 0.En el 
aso esféri
o (c = 1) y para un radio dado 0 < r < 1 sabemos de laSe

ión 1.4 que el produ
to estándar embebido

S
1(
√
1− r2)× S

n−1(r) →֒ S
n+1 ⊂ R

2 × R
n = R

n+2tiene 
urvatura es
alar y tensor de umbili
idad total dados por
R =

(n− 2)

nr2
> 0 y |Φ|2 = n− 1

nr2(1− r2)
.En parti
ular, R > 1 si y sólo si r < √(n− 2)/n. Luego, de la e
ua
ión (1.38) setiene

sup
Σ

|Φ|2 = constante = |Φ|2 = n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2))
= αn,1(R).Esto �naliza la prueba del Teorema 5.3.9.Por otra parte, en el 
aso eu
lídeo (c = 0) y para un radio dado r > 0, el produ
to

Rn−1 × S1(r) →֒ Rn+1 tiene
R = 0 y |Φ|2 = n− 1

nr2
.
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e la hipótesis de nuestro teorema (R > 0). Porotra parte, para un radio dado r > 0, el produ
to R1 × Sn−1(r) →֒ Rn+1 tiene
R =

(n− 2)

nr2
> 0 y |Φ|2 = n− 1

nr2
.Luego, de la e
ua
ión (1.35) se tiene que

sup
Σ

|Φ|2 = constante = |Φ|2 = (n− 1)R

n− 2
= αn,0(R),dando la 
ara
teriza
ión de la igualdad supΣ |Φ|2 = αn,c(R) en el Teorema 5.3.10
uando c = 0.En el 
aso hiperbóli
o (c = −1) y para un r > 0 dado tenemos que el produ
toestándar embebido

H
n−1(−

√
1 + r2)× S

1(r) →֒ H
n+1 ⊂ R

n
1 × R

2 = R
n+2
1tiene

R = − (n− 2)

n(1 + r2)
< 0 y |Φ|2 = n− 1

nr2(1 + r2)
.Por lo tanto este ejemplo no satisfa
e la hipótesis de nuestro teorema (R > 0). Porotra parte, el produ
to estándar embebido

H
1(−

√
1 + r2)× S

n−1(r) →֒ H
n+1 ⊂ R

n
1 × R

2 = R
n+2
1tiene

R =
(n− 2)

nr2
> 0 y |Φ|2 = n− 1

nr2(1 + r2)
.Luego, de la e
ua
ión (1.53) se tiene

sup
Σ

|Φ|2 = constante = |Φ|2 = n(n− 1)R2

(n− 2)(nR + (n− 2))
= αn,−1(R),dando la 
ara
teriza
ión de la igualdad supΣ |Φ|2 = αn,c(R) en el Teorema 5.3.10
uando c = −1. Esto �naliza la prueba del Teorema 5.3.10.A 
ontinua
ión presentamos un resultado re
iente dado por Liu y Li en [35℄ queestá muy rela
ionado 
on nuestro trabajo.Teorema 5.3.11. Sea Σ una hipersuper�
ie n-dimensional (n ≥ 3) 
ompleta 
on
urvatura es
alar (normalizada) 
onstante R en Sn+1. Si

(i) R− 1 ≥ 0,

(ii) la 
urvatura media H de Σ satisfa
e
R− 1≤ sup

Σ
H2≤γn,1(R),
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es o bien supΣH
2 = R− 1 y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al; obien supΣH

2 = γn,1(R) y Σ = S1(
√
1− r2)× Sn−1(r), r =√n− 2/nR.Presentamos así mismo un resultado dado re
ientemente por Brasil, Colares yPalmas en [12℄.Teorema 5.3.12. Sea Σn una hipersuper�
ie 
ompleta de Sn+1 
on 
urvatura es
alar(normalizada) 
onstante R ≥ 1. Si

|A|2 ≤ Cn(R) = (n− 1)
nR− (n− 2)

n− 2
+

n− 2

nR − (n− 2)
,enton
es o bien

(i) |A|2 ≡ n(R − 1) y Σ es totalmente umbili
al, o bien
(ii) supΣ |A|2 = Cn(R). Si se al
anza supΣ |A|2 en algún punto de Σ, enton
es Σes el H(r)-toro S

1(
√
1− r2)× S

n−1(r).Cuando es
ribimos nuestro Teorema 5.3.9 en términos de |A|2, nuestro resultadoresulta ser equivalente al teorema anterior, después de observar que en di
ho teore-ma faltan dos hipótesis para que la prueba fun
ione. La primera es que es ne
esariosuponer que 
uando R = 1 la fun
ión 
urvatura media H no 
ambia de signo, 
omohi
imos en nuestro resultado (véase el ini
io de la prueba del Teorema 1 en [12℄).Esto es siempre 
ierto si R > 1, por la e
ua
ión de Gauss (1.17) (véase también laObserva
ión 5.1.7), pero no en el 
aso R = 1. La segunda es que, para poder 
ara
te-rizar la igualdad supΣ |A|2 = Cn(R), es ne
esario suponer que R > 1, 
omo nosotroshi
imos. En nuestra prueba, es ne
esario tener la elipti
idad de nuestro operador L.En su prueba es también ne
esaria para tener la elipti
idad de su operador L, el
ual es diferente del nuestro, pero tienen la misma 
omponente de segundo orden.Los resultados en [12℄ se obtuvieron 
omo una apli
a
ión del prin
ipio del máximo
lási
o de Omori-Yau para el operador lapla
iano [39, 58℄. En 
ontraste a esto,nuestro enfoque se basa en el prin
ipio débil del máximo para el operador L.Notemos también que 
uando es
ribimos nuestro Teorema 5.3.9 en términosde H2 (véase Teorema 5.3.7), nuestro resultado resulta ser equivalente al Teore-ma 5.3.11, después de observar que en el Teorema 5.3.11 faltan también dos hipótesispara que la prueba fun
ione, la 
ual, 
omo en [12℄, está basada también en el uso delprin
ipio del máximo 
lási
o de Omori-Yau para el lapla
iano. Además, la pruebade la 
ara
teriza
ión de la igualdad dada en el Teorema 5.3.11 no es 
orre
ta. Enprimer lugar, 
omo en [12℄, se ne
esita suponer que la fun
ión 
urvatura media H no
ambia de signo. Los autores en la prueba del Teorema 5.3.11 no prestan aten
ión aeste punto, pero ellos lo ne
esitan para ir de su igualdad (29) a su desigualdad (31)en su prueba. La segunda hipótesis que les falta es en la 
ara
teriza
ión de la igual-dad supΣH
2 = γn,1(R), donde es ne
esario suponer no sólamente que R > 1 sino



122 CAPÍTULO 5. PRINCIPIO DEL MÁXIMO PARA HIPERSUPERFICIEStambién que este supremo se al
anza en algún punto. Aparte de eso, y a diferen
iade los argumentos de los autores, uno no puede dedu
ir que las igualdades se tienenen su e
ua
ión (30) y en su Lema 3.1 sin probar que H es 
onstante, y el 
aminonatural para argumentar esto es vía el argumento de un prin
ipio del máximo. Porestas razones, la prueba de la 
ara
teriza
ión de la igualdad supΣH
2 = γn,1(R) dadapor Liu y Li en [35℄ no es 
orre
ta.Por otra parte, Liu y Su en [36℄ intentaron dar un resultado para hipersuper�
iesen el espa
io hiperbóli
o, el 
ual enun
iamos a 
ontinua
ión:Teorema 5.3.13. Sea Σ una hipersuper�
ie n-dimensional (n ≥ 3) 
ompleta 
on
urvatura es
alar (normalizada) 
onstante R en Hn+1. Si

(i) R + 1 ≥ 0,

(ii) la norma al 
uadrado de la segunda forma fundamental |A|2 satisfa
e
n(R+1) ≤ sup

Σ
|A|2 ≤ n [n(n− 1)(R + 1)2 − 4(n− 1)(R + 1) + n]

(n− 2)(nR + (n− 2))
= Cn,−1(R)enton
es o bien supΣ |A|2 = n(R+1) y Σ es una hipersuper�
ie totalmente umbili
al;o bien supΣ |A|2 = Cn,−1(R) y Σ es isométri
o a Sn+1×H1(−1/(1+ r2)), para algún

r > 0.Si el teorema anterior fuese 
orre
to, sería equivalente a nuestro Teorema 5.3.10en el 
aso c = −1, es
rito en términos de |A|2. Sin embargo, el Teorema 5.3.13no es 
orre
to, no solo porque los autores repiten los mismos errores respe
to a la
ara
teriza
ión de la igualdad que en el Teorema 5.3.11, sino también porque lahipótesis R > 0 no apare
e. Sin la hipótesis de R > 0, el Teorema 5.3.13 es falsopor la existen
ia del produ
to estándar embebido Hn−1(−
√
1 + r2)×S1(r) →֒ Hn+1.Tales produ
tos embebidos son ejemplos de hipersuper�
ies en el espa
io hiperbóli
o
on 
urvatura es
alar 
onstante −1 < R < 0 y que satisfa
en supΣ |Φ|2 = αn,−1(R)o, equivalentemente, supΣ |A|2 = Cn,−1(R).5.4. L-paraboli
idadEn la Se

ión 2.2 estudiamos la paraboli
idad 
lási
a que está rela
ionada 
on eloperador lapla
iano. En esta se

ión queremos mostrar que se puede extender di
ho
on
epto a otros operadores 
omo L. Como en el Teorema 5.2.1, 
onsideremos Σ unavariedad riemanniana, h un 
ampo tensorial (0, 2) simétri
o sobre Σ y el operadordiferen
ial L(u) = div(h(∇u, ·)♯). Siguiendo la misma terminología utilizada en laSe

ión 2.2, diremos que Σ es L-parabóli
a si las úni
as solu
iones de la desigualdad

L(u) ≥ 0 que están a
otadas superiormente son 
onstantes.



5.4. L-PARABOLICIDAD 123Este enfoque nos permite también estable
er el siguiente resultado en el 
ual, bajola hipótesis de L-paraboli
idad, podemos mejorar la 
ara
teriza
ión de la igualdad
supΣ |Φ|2 = αn,c(R), dado que no ne
esitamos suponer que se al
anza el supremo enalgún punto.Teorema 5.4.1 ([7℄, Theorem 3). Sea Σn una hipersuper�
ie isométri
amente in-mersa en un espa
io forma riemanniano Mn+1

c (c = 0, 1,−1, y n ≥ 3), orientaday 
ompleta 
on 
urvatura es
alar (normalizada) 
onstante R que satisfa
e R ≥ cy R > 0. En el 
aso en que c = 1 y R = 1, supongamos además que la fun
ión
urvatura media H no 
ambia de signo. Denotemos por Φ el tensor de umbili
idadtotal de la inmersión y supongamos que la hipersuper�
ie no es totalmente umbili
al.Si Σ es L-parabóli
a, enton
es
sup
Σ

|Φ|2 ≥ αn,c(R) =
n(n− 1)R2

(n− 2)(nR− (n− 2)c)
> 0,
on igualdad si y sólo si(a) c = 0 y Σ es un 
ilindro 
ir
ular R× Sn−1(r) ⊂ Rn+1,(b) c = 1 y Σ es un toro S1(

√
1− r2)× Sn−1(r) ⊂ Sn+1,(
) c = −1 y Σ es un 
ilindro hiperbóli
o H1(−

√
1 + r2)× Sn−1(r) ⊂ Hn+1,donde r =√(n− 2)/nR > 0.Demostra
ión. Primero observemos que si supΣ |Φ|2 = +∞ enton
es trivialmente sesatisfa
e la desigualdad y no hay nada que probar. Por otra parte, si supΣ |Φ|2 < +∞enton
es podemos apli
ar el Lema 5.1.8 y el Corolario 5.2.2 
omo en la primera partede la prueba de los Teoremas 5.3.9 y 5.3.10 para 
on
luir que

sup
Σ

|Φ|2 ≥ αn,c(R).Además, si se tiene la igualdad supΣ |Φ|2 = αn,c(R), enton
es tenemos que L(|Φ|2) ≥
0 sobre Σ. Por lo tanto, por la L-paraboli
idad de Σ 
on
luimos que la fun
ión
u = |Φ|2 debe ser 
onstante e igual a αn,c(R). El resto de la prueba se sigue 
omoen la demostra
ión de los Teoremas 5.3.9 y 5.3.10.A la luz del Teorema 5.4.1, sería interesante en
ontrar algún 
riterio de L-paraboli
idad. En este sentido y 
omo una apli
a
ión de [42, Teorema 2.6℄ podemosestable
er el siguiente resultado.Lema 5.4.2 ([7℄, Lemma 11). Sea Σ una variedad riemanniana 
ompleta, sea oun punto de referen
ia en Σ, y r(x) la fun
ión distan
ia desde o. Sea h un 
ampo
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o (0, 2) sobre Σ. Bajo las mismas hipótesis del Teorema 5.2.1, sipara algún punto o ∈ Σ

∫ +∞

0

dr

h+(r)vol(∂Br)
= +∞enton
es Σ es L-parabóli
a.En parti
ular, para el 
aso del operador L podemos dar el siguiente 
riterio deparaboli
idad.Corolario 5.4.3 ([7℄, Corollary 12). Sea ψ : Σn→Mn+1

c una hipersuper�
ie orienta-da, 
ompleta e isométri
amente inmersa 
on 
urvatura es
alar (normalizada) 
ons-tante R ≥ c. En el 
aso en que R = c, supongamos además que la fun
ión 
urvaturamedia H no 
ambia de signo. Supongamos que supΣ |Φ|2 < +∞. Si para algún punto
o ∈ Σ ∫ +∞

0

dr

vol(∂Br)
= +∞ (5.31)enton
es Σ es L-parabóli
a.Demostra
ión. Como ya men
ionamos anteriormente, si supΣ |Φ|2 < +∞ enton
espor la e
ua
ión (5.20) obtenemos

h+(r) ≤ 2n sup
Σ
H < +∞,y apli
ando el Lema 5.4.2 se sigue (5.31).Es importante señalar que la 
ondi
ión (5.31) es una 
ondi
ión su�
iente parala paraboli
idad 
lási
a (es de
ir, para el operador lapla
iano) de una variedad rie-manniana 
ompleta; véase por ejemplo el siguiente teorema dado por Grigor'yan en[23℄.Teorema 5.4.4. Sea Σ una variedad geodési
amente 
ompleta. Si Σ satisfa
e (5.31)enton
es Σ es parabóli
a.Véase también [44, Capítulo 5℄ para 
ondi
iones su�
ientes más generales para laparaboli
idad de una variedad riemanniana 
ompleta 
uando se trata 
on el llamado

ϕ-lapla
iano.
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