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Resumen

Esta memoria aborda el problema de clasificar las inmersiones isométricas del plano de
Lorentz-Minkowski L2 en ciertas variedades lorentzianas tridimensionales que admiten una
estructura de sumersién de Killing, tales como el espacio anti de-Sitter tridimensional H}. En
particular, estaremos especialmente interesados en la clasificacién de los toros llanos lorent-

zianos inmersos en dichos espacios.

Entre los resultados que incluimos en esta memoria sobre el problema anterior, podemos
destacar tres teoremas de clasificacién.

El primero de ellos es la clasificacién de las inmersiones isométricas de L? en H3. Mds
concretamente, desarrollaremos un método que permite construir tales inmersiones isométri-
cas a partir de un par de curvas en el plano hiperbélico H?, posiblemente con singularidades
de tipo wawve front, y que cumplen ciertas condiciones de compatibilidad. Y reciprocamente,
veremos que toda inmersién isométrica de L? en Hi” puede ser recuperada de acuerdo con
el proceso anterior. Esta descripcién del espacio de inmersiones isométricas de L? en H:{’ nos
permite dar diversas aplicaciones de interés, siendo la més notable de ellas la respuesta a va-
rios problemas abiertos de este contexto propuestos por los influyentes mateméticos Marcos
Dajczer y Katsumi Nomizu en 1981. Otra aplicacién destacada es la demostracién de que
toda inmersién isométrica de L2 en HS es orientable.

El segundo de nuestros resultados principales es la clasificacién de los toros llanos lorent-
zianos en H3. En este sentido, probaremos que el espacio de dicho toros estd en correspon-
dencia con los pares de curvas cerradas en H?, posiblemente con singularidades de tipo wave
front, cuyas funciones curvatura geodésica tienen rangos disjuntos. En particular, nuestro re-
sultado muestra que existe una gran cantidad de toros llanos lorentzianos en Hf, de los cuales
s6lo una pequena parte son los bien conocidos toros de Hopf obtenidos al levantar una curva
regular en H? a H3 via la fibracién de Hopf lorentziana h : H3 — H?. Es interesante observar
que nuestro método nos permite expresar a estos toros llanos lorentzianos en coordenadas

explicitas con respecto al par de curvas de H? que lo generan.
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Finalmente, el tercero de nuestros resultado principales expone la clasificacion de los toros
llanos lorentzianos en ciertas variedades tridimensionales lorentzianas M- para las cuales
existe una sumersién h : M° — M? sobre una superficie riemanniana (M?, g), cuyas fibras
son oOrbitas cerradas de un campo de Killing unitario y temporal en M°. Llamamos a estos
espacios sumersiones de Killing lorentzianas; entre ellos estan el espacio H:f, junto con ciertos
cocientes de L? y algunas variedades homogéneas lorentzianas de curvatura no constante.
En estos espacios, el levantamiento A~!() de una curva cerrada en M? es un toro llano
lorentziano, aunque el reciproco no siempre es cierto, como muestran los ejemplos de H3
estudiado anteriormente, asi como los cocientes de L3. Nuestro resultado principal en esta
linea es que si M1 tiene curvatura del fibrado T constante y coeficiente de anisotropia r + 472
distinto de cero en todo p € m (aquif k(p) es la curvatura de M? en el punto h(p)), entonces
todo toro llano lorentziano en M~ es un toro de Hopf h=1(7y).

La mayorfa de los resultados de esta memoria estan contenidos en los siguientes articulos
cientificos:

« [LMP] M.A. Leén-Guzmaéan, P. Mira, J.A. Pastor, The space of Lorentzian flat tori in
anti-de Sitter 3-space, Trans. Amer. Math. Soc. 363 (2011), 6549-6573.

» [Leo] M.A. Leén-Guzman, Uniqueness of Lorentzian Hopf tori, Diff. Geom. Appl. 30
(2012), 42-48.



Introduccion

Un problema fundamental en la geometria de subvariedades es la clasificacién de las
inmersiones isométricas entre espacios de curvatura constante. El caso més estudiado dentro
de este problema general es el de superficies inmersas en los espacios modelo riemannianos
tridimensionales R3,S3 y H?, donde la situacién es la siguiente (véase [Spi]):

1. Toda inmersién isométrica de R? en R? es un cilindro generalizado v x R C R? sobre
una curva plana completa v (Teorema de Hartman-Nirenberg).

2. No existen inmersiones isométricas de H?(c) en R? y S3. Tampoco existen inmersiones
isométricas de H?(c) en H3 con ¢ < —1 (Teorema de Hilbert).

3. Toda inmersién isométrica de S?(c) en R, S? o H? es una esfera totalmente umbilical
(Teorema de Liebmann). En S? dichas esferas no existen si 0 < ¢ < 1.

4. Toda inmersién isométrica de R? en H? es una horosfera o un cilindro hiperbélico
(Teorema de Volkov-Vladimirova-Sasaki). Por otra parte, existe una enorme familia de
inmersiones isométricas de Hz(c) en H? con —1 < ¢ < 0; no se conoce una clasificacion
explicita para ellas.

5. Existe una enorme familia de inmersiones isométricas de R? en S?. Mds atn, cualquie-
ra de dichas inmersiones isométricas se puede expresar como el producto (viendo S3
como grupo de Lie) de dos curvas regulares de S* que cumplen ciertas condiciones de
compatibilidad. Ademas, el reciproco de esta construcciéon también se cumple, dando
lugar a una descripcién satisfactoria del espacio de inmersiones isométricas de R? en
S3. (Teorema de Bianchi-Spivak).

Este tultimo resultado es uno de nuestros puntos principales de partida, por lo que vamos
a explicarlo con mas detalle.
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En el siglo XIX L. Bianchi ([Bia]) describié un proceso local para construir superficies
llanas, esto es, de curvatura de Gauss K = 0, dentro de S3. Para ello consideré a S? dotada de
su estructura usual como grupo de Lie, la cual puede ser vista, por ejemplo, como la inducida
en S® C R* al identificar R* con los cuaterniones H = span{1,1i, j, k}. Bianchi probé que,
salvo traslaciones, toda superficie llana en S® puede ser vista localmente como el producto en
S? de dos curvas regulares parametrizadas por el arco a,b: I C R — S3, esto es, como

F(,v) = a(w)b(v).

Aqui, las curvas a, b pasan por el polo norte de S? y han de tener torsién 7=1y 7= —1 en
sus punto regulares, respectivamente. La superficie f(u,v) asi construida contiene a dichas
curvas como curvas asintéticas. Mds atn, el reciproco de este resultado también se cumple,
en el sentido de que el producto en S? de dos curvas con torsiones 1 y —1 que cumplan ciertas
condiciones de compatibilidad adicionales siempre da lugar a una superficie llana en S3.

Por otra parte, si ambas curvas son cerradas, la superficie resultante es compacta, con la
topologia de un toro.

El proceso anterior fue extendido por Spivak para el caso de superficies llanas completas
en S%. En su libro [Spi], Spivak planteé diversos problemas tales como la clasificacién de los
toros llanos de S?, o la no existencia de embebimientos isométricos de R? en S3; este tiltimo

problema sigue abierto a fecha de hoy.

En 1988 Y. Kitagawa dio respuesta al problema de clasificar los toros llanos de S?. Para
ello, Kitagawa proporcioné una caracterizacién de la propiedad de que una curva en S? tenga
torsién 1 en sus puntos regulares: la de que sea un levantamiento asintdtico via la fibracién
de Hopf h : S*> — S? de una curva regular de S?. Usando esa caracterizacién, Kitagawa
demostré que cualquier curva asintética de un toro llano en S? es periédica, lo cual en dltima
instancia proporciona una descripcion del espacio de toros llanos en S? en términos de un par
de curvas regulares cerradas en S? que satisfacen ciertas condiciones de compatibilidad. La
representacién de Kitagawa también describe con més generalidad el espacio de superficies
llanas completas con curvatura media acotada en S3.

Por otra parte, y ya en el contexto lorentziano, el problema de clasificar las inmersiones
isométricas de una superficie lorentziana de curvatura constante dentro de un espacio modelo
tridimensional lorentziano también ha recibido contribuciones destacadas. Si nos restringimos
al caso de inmersiones isométricas del plano de Lorentz-Minkowski L2 dentro de los espacios
modelo lorentzianos, esto es, los espacios de Lorentz-Minkowski L3, de Sitter S} y anti de

Sitter H3, la situacion es la siguiente.

1. Las inmersiones isométricas de L? en L3 fueron clasificadas por L.K Graves en 1979
[Gra]. El teorema de Graves establece que dichas inmersiones son cilindros generalizados
sobre curvas planas espaciales o temporales, o bien un tipo especial de inmersiones
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llamadas B-scrolls, las cuales tienen diversas propiedades interesantes, entre ellas que
su operador forma es no diagonalizable.

2. Las inmersiones isométricas de L? en S} fueron clasificadas por Dajczer y Nomizu
[DaNo]: las tnicas son los cilindros hiperbélicos (véase también Aledo, Galvez y Mira
[AGM1]).

3. Las inmersiones isométricas de L2 en H fueron estudiadas por Dajczer y Nomizu en
[DaNo| en 1981. Dichos autores establecieron la validez de la aproximacién de Bianchi-
Spivak en S? para el caso de las superficies llanas temporales en H} que cumplan la
condicion de tener una familia de curvas asintéticas espacial, y la otra temporal. Para
ello, utilizaron la expresién de H$ como el grupo de Lie SL(2,R) dotado de una métrica

lorentziana bi-invariante.

Es importante observar que los resultados de Dajczer y Nomizu no resuelven el problema
de clasificar las inmersiones isométricas de L? en H‘?, como los propios autores observan.
Una primera dificultad es que no queda claro si las curvas asintéticas de una superficie llana
temporal en Hi” tienen cardcter causal constante, lo cual es una hipdtesis esencial en los
argumentos en [DaNo]. Una segunda dificultad es establecer la regularidad de las superficies
construidas y, mas fundamentalmente, la completitud de la superficie resultante una vez
supuesto que las curvas que la generan son completas. De hecho, los autores afirman en
[DaNo| que este problema parece mucho maés dificil que su contrapartida euclidea, esto es, el
problema de la completitud de las superficie llanas de S3. Otra dificultad en el planteamiento
de Dajczer y Nomizu es el poco control sobre como clasificar las curvas espaciales o temporales

de torsién 1 o —1 en H3.

A la vista de esta situacién, nuestro primer objetivo dentro de esta memoria es el de
clasificar las inmersiones isométricas de L? en H‘z’, cerrando por tanto el problema de clasificar
las inmersiones isométricas de LL? en cualquier espacio modelo lorentziano tridimensional y
generalizando sustancialmente los resultados de Dajczer y Nomizu. Para ello, nuestro punto
de partida es el de extender la teorfa de Kitagawa en S? al caso lorentziano. Es importante
observar que esta extensién no es trivial, pues en el contexto lorentziano existen dificultades
adicionales de las que hay que hacerse cargo. Una de ellas es que las curvas asintéticas de
una superficie llana lorentziana en H3 no tienen un cardcter causal constante. Esto impide,
por ejemplo, definir una red de Tschebyshev global sobre la superficie pues dichas curvas no
pueden ser parametrizadas por el arco. Notemos que la existencia de esta red de T'schebyshev
es uno de los ingredientes principales en el resultado riemanniano. Otra dificultad adicional es
que, en el contexto lorentziano, las proyecciones mediante la fibracion de Hopf de las curvas
asintoticas de una superficie llana lorentziana pueden presentar singularidades.

Para presentar en esta introduccién nuestra clasificacién de las inmersiones isométricas

de IL? en H3, necesitamos introducir algunos conceptos.
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Un wave front (o simplemente front) en H? es una aplicacién v : I C R — H? para la
cual existe un normal unitario v : I C R — S? tal que o := (v,v) : [ — TU(H?) es una
inmersién legendriana en el fibrado tangente unitario de H2. De este modo, un front es una
curva en H? que puede presentar un cierto tipo de singularidades admisibles. Para fronts en
H? se puede definir de modo natural una nocién de funcién curvatura geodésica, la cual toma

valor infinito en los puntos singulares.

Ademdés, definiremos la parametrizacion natural de un front y(u) en H? como aquella tal

que u/2 es el pardmetro arco de «(u) con respecto a la métrica (o, o')s := (v/,+) + (V/,V/').

Es bien conocido que existe un recubridor de dos hojas 7 : H? — TU(H?), de modo que la
composicién de 7 con la proyecciéon canénica de TU (H?) sobre H? es justamente la fibracién
de Hopf h : H} — H? de H3. Si v es un front en H? procedente de una curva legendriana o
en TU(H?), llamamos a cada una de las curvas en 7~ !(a) un levantamiento asintdtico de 7.

Con esto, la clasificacién de las inmersiones isométricas de L2 en H puede ser enunciada
como sigue. En los Teoremas 2.6, 2.6 y 3.12 veremos una formulaciéon alternativa de este

resultado, donde precisaremos las condiciones de compatibilidad exactas que se indican aqui.

Sea f : L% — H‘;’ una nmersion isométrica que pasa por 1 € ]HI:{’. Entonces
existen dos fronts vy1(u),y2(v) : R — H2, parametrizados mediante su pardmetro
natural definido previamente, cuyos rangos de sus funciones curvatura geodésica
son distintos (es decir k1(R) Nko(R) = 0), tales que:

1. Si a1(u),az(v) son los levantamientos asintdticos de vi(u),v2(v) que pasan
por 1 € ]HI‘;’, entonces a1 y az son las curvas asintdticas de f que pasan por
dicho punto.

2. La superficie puede recuperarse como el producto en H3 de dichas curvas,
esto es,

f(u,v) = ay(u) - ag(v) : R* — H3. (0.1)

Y reciprocamente, dados dos fronts v1(u),y2(v) : R — H? parametrizados natural-
mente, con rangos de sus curvaturas geodésicas disjuntos, y que cumplen ciertas
condiciones técnicas de compatibilidad (véase el Teorema 8.12), la funcion dada
por (0.1) en términos de los levantamientos asintdticos ai,as de 1,72 €s una
superficie llana lorentziana completa en H3 (y por tanto, tras reparametrizacion,

una inmersion isométrica de L? en H3 ).

Vemos asf que el espacio de las inmersiones isométricas de L2 en H$ se puede parametrizar
en términos de los pares de curvas en H?, posiblemente con singularidades, que cumplen unas
ciertas condiciones técnicas de compatibilidad que detallaremos llegado el momento.

Como comentamos anteriormente, en su trabajo [DaNo], Dajczer y Nomizu plantearon
diversos problemas abiertos sobre la estructura y forma de las inmersiones isométricas de L2
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en H‘;’ Nuestro resultado de clasificacién nos permite dar respuesta a todas las cuestiones de
Dajczer y Nomizu, estableciendo lo siguiente:

» Toda inmersién isométrica de L2 en H$ se puede recuperar como producto de las dos
curvas asintéticas que pasan por un punto de la superficie. No obstante, dichas curvas
asintéticas no tienen caracter causal constante, con lo que la construcciéon de Dajczer-

Nomizu no produce todas las inmersiones isométricas de L2 en H.

» Las superficies construidas por Dajczer-Nomizu son siempre regulares, esto es, son en

efecto inmersiones.

= No obstante, dichas superficies no siempre son completas, como mostramos con ejemplos
explicitos.

Del mismo modo, nuestro teorema de clasificacién de las inmersiones isométricas de L2

en H3 nos permite deducir una caracteristica topolégica de dichas inmersiones isométricas.
Toda inmersion isométrica de L? en H3 es orientable.

La versién de este resultado en el caso de superficies llanas de S? fue demostrada por
Kitagawa [Kit1]. Nuestra prueba es una adaptacién de una demostracién alternativa de este
hecho en S? por Dadok y Sha [DaSh]. Conviene observar que la hipétesis de completitud es
esencial en el resultado anterior. En efecto, es posible crear superficies llanas lorentzianas en
H3 con la topologfa de una banda de Mobius.

Un hecho importante en el contexto en que estamos trabajando es que, de entre todas las
inmersiones isométricas de L2 en H3, hay algunas que son recubridores universales de toros
llanos lorentzianos en H}. Esto es, hay algunas con imagen compacta. Los ejemplos bésicos
en este sentido son los toros de Hopf lorentzianos, dados por h=1(y) C H3 donde h : H — H?
es la fibracion de Hopf de H3 y v C H? es una curva regular; véase [BFLM1, BFLM2] por
ejemplo.

La existencia de toros llanos lorentzianos en H3 es un fenémeno muy destacable, pues en el
contexto lorentziano hay restricciones muy severas para la existencia de superficies compactas

lorentzianas inmersas en una 3-variedad ambiente lorentziana. En efecto, se tiene:

1. Cualquier superficie compacta orientable que admita una métrica lorentziana ha de ser
homeomorfa a un toro (por el teorema de Poincaré-Hopf, véase por ejemplo [ONe2]).
Este es un resultado intrinseco, esto es, no hay ninguna referencia a una variedad
ambiente donde la superficie estd contenida.

2. Si en una 3-variedad lorentziana existe una superficie lorentziana compacta inmersa,
entonces dicha 3-variedad no puede ser cronoldgica, esto es, debe admitir curvas tem-
porales cerradas. Este hecho se debe a que cualquier superficie compacta lorentziana
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debe tener curvas temporales cerradas, véase [MiSa, Theorem 3.6]. En particular, no
existen superficies compactas lorentzianas en el recubridor universal de H3, el cual es el
unico espacio tridimensional lorentziano completo y simplemente conexo de curvatura

constante —1.

Estas restricciones muestran que, de hecho, el estudio de los toros llanos lorentzianos
de H puede ser visto como una de las situaciones més sencillas desde un punto de vis-
ta geométrico donde existen superficies compactas lorentzianas inmersas en una 3-variedad
ambiente lorentziana.

Nuestro segundo objetivo en esta memoria es clasificar los toros llanos lorentzianos de
H3. La descripcién del espacio de dichos toros se obtendrd como consecuencia de nuestra
clasificacién previa de todas las inmersiones isométricas de L2 en H$, y establece lo siguiente:

Sean 1,72 : S' — H? dos fronts cerrados en H? tales que los rangos de sus
funciones curvatura geodésica son disjuntos, esto es, k1(S') Nka(St) = 0.

Sea X la superficie llana lorentziana en H3 generada a partir de 1 y 2 mediante
nuestro teorema de clasificacion previo de las inmersiones isométricas de L% en
Hi” Entonces 3 tiene imagen compacta, y es por tanto un toro llano lorentziano
en H?l’

Reciprocamente, todo toro llano lorentziano en H3 puede construirse por medio

del proceso anterior.

En particular, el resultado muestra que el espacio de toros llanos lorentzianos en Hi’ puede
ponerse en correspondencia con los pares de fronts cerrados en H? con rangos de curvatura
disjuntos; ademas, esta ultima condicion establece que al menos uno de los fronts ha de estar
libre de singularidades, es decir, ha de ser una curva regular cerrada en H?Z.

La clasificacién anterior constituye una extensién al contexto lorentziano del teorema de
Kitagawa [Kit1] sobre la clasificacién de los toros llanos riemannianos en S?. No obstante, hay

diversas diferencias técnicas tanto en la demostracién como en el teorema final de clasificacion.
Es interesante resaltar dos hechos significativos sobre el teorema anterior.

Uno de ellos es que podemos determinar con exactitud cudndo uno de los toros llanos
lorentzianos dados por el teorema de clasificacién es de hecho un toro de Hopf. Esto ocurre
cuando una de las dos curvas que lo generan tiene curvatura constante. En particular, vemos
que la familia de toros de Hopf lorentzianos no es mas que una pequena subfamilia dentro

del espacio de todos los toros llanos lorentzianos de HS.

Otro hecho destacable es que podemos establecer un proceso explicito para construir el
levantamiento asintético en H$ de una curva dada en H?. En particular, esto proporciona
una descripcién en coordenadas explicitas de cualquier toro llano lorentziano de H, una vez
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dadas las coordenadas de las curvas de H? que lo generan de acuerdo con el teorema de

clasificacion expuesto anteriormente.

En este sentido, a lo largo de esta memoria presentaremos diversos dibujos de superficies
llanas lorentzianas en HS. Para ello, expondremos un modelo de H} como un toro sélido de
revolucién tridimensional, cuyo borde es el borde ideal de H3, y de modo que las rotaciones
en el modelo corresponden a traslaciones en H$ a lo largo de las fibras de la fibracién de Hopf
sobre H?2.

Anteriormente hemos explicado céomo la existencia de toros llanos lorentzianos en una
3-variedad lorentziana M° impone restricciones sobre la geometria de dicha variedad. No
obstante, existen ejemplos muy naturales de esta situacion, mas alla de los toros llanos lo-
rentzianos de H3. Los ejemplos méas sencillos de este tipo de toros son los toros producto
v x S! en un espacio producto lorentziano M? x S', donde M? es una superficie riemanniana,
v C M? es una curva regular cerrada y el factor S' es temporal.

Esta construccion se puede extender al caso en que el espacio ambiente M es una su-
mersion de Killing lorentziana. Este tipo de variedades tridimensionales lorentzianas estan
definidas por la existencia de una sumersién 7 : M® — M? sobre una superficie riemanniana
(M?, g) de modo que se cumplen las siguientes dos propiedades:

1. El campo vertical unitario ¢ asociado a w es un campo de Killing temporal unitario en
=3
M.

2. Las fibras de 7 son geodésicas temporales cerradas.

Casos particulares de sumersiones de Killing lorentzianas son los espacios producto lo-
rentzianos M? x S! comentados anteriormente, los espacios anti de Sitter H3(r), y mas gene-

ralmente una amplia familia de espacios homogéneos lorentzianos tridimensionales.

Nuestro interés en este tipo de espacios proviene del siguiente hecho bésico: si v C M? es
una curva regular, entonces T 1(7) es un toro llano lorentziano en la sumersion de Killing
. =3 . .
lorentziana M~ . Llamaremos a estas superficies toros de Hopf lorentzianos.

Surge por tanto la pregunta de si todo toro llano lorentziano en una sumersién de Killing
es de hecho un toro de Hopf. Nuestros resultados en H} nos muestran que la respuesta a esta
pregunta es negativa en el espacio anti de Sitter; ademds puede verse facilmente que también

. -3
es negativa en el caso M~ = L3.

El tercer objetivo de esta memoria es probar la unicidad de los toros de Hopf dentro
de una amplia familia de sumersiones de Killing lorentzianas. Para ello definimos, dada una
sumersién de Killing lorentziana M con sumersién asociada 7 : M- — M 2 dos importantes
funciones geométricas K, 7 € C'*° (Hg) La curvatura de la base k en p € M se define como la
curvatura de M? en el punto 7(p). La curvatura del fibrado T esté definida por la identidad

Vxé=1(X x¢), VX € x(31),
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siendo £ el campo de Killing temporal vertical de M°. Cuando 7 = 0, la sumersién de Killing
es de hecho un espacio producto M? x S!, mientras que cuando k + 472 es idénticamente cero
y K, T son constantes, M?’ es isométrica a un espacio anti de Sitter (si k # 0) 0 a un cociente
de L3 (si k = 0).

En estas condiciones, nuestro resultado principal establece lo siguiente:

-3 . - .
Sea M~ una sumersion de Killing lorentziana con curvatura de la base k y curva-
tura del fibrado 7. Supongamos que T es constante y que Kk + 472 nunca se anula

en M. Entonces todo toro llano lorentziano en M- es un toro de Hopf.

Este teorema es una adaptacion al caso lorentziano de un resultado de F. Torralbo y F.
Urbano [ToUr] en el contexto de superficies en espacios riemannianos homogéneos tridimen-
sionales. Més concretamente, Torralbo y Urbano probaron que cualquier toro llano en una
esfera de Berger tridimensional, o bien en el grupo de Lie SL(2,R) dotado de una métrica
riemanniana invariante izquierda con grupo de isometrias de dimensién 4 es de hecho un toro
de Hopf. Para ello, obtuvieron previamente una féormula integral para superficies compactas
en estos espacios por medio de la identidad de Bochner. Nuestro resultado es una adaptacién
de estos resultados al contexto de sumersiones de Killing lorentzianas, no necesariamente

homogéneas.

Observemos finalmente que, en el teorema anterior, es necesario imponer alguna condicién
sobre el signo de la funcién x+472 para obtener la unicidad de los toros de Hopf. Recordemos
en este sentido que si k + 472 es idénticamente cero, M es isométrica a un espacio anti de
Sitter o a un cociente R? x S! de I3, y en ninguno de estos espacios se verifica la unicidad de
los toros de Hopf. Por otro lado, la hipétesis de que 7 sea constante es una hipotesis técnica
requerida en la prueba, pero que no elimina ninguno de los ejemplos mds interesantes de
sumersiones de Killing lorentzianas (espacios producto M? x S! y sumersiones lorentzianas

homogéneas).



CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Nociones basicas en geometria lorentziana

En esta primera seccién introduciremos brevemente algunos de los conceptos basicos y

notaciones que iremos usando a lo largo de la memoria.

1.1.1. Espacios modelo lorentzianos

Denotaremos por R} al espacio pseudo-euclideo de dimensién n e indice s, obtenido al

considerar en R" la métrica semi-riemanniana

< ) >:_zs:dx12+ Zn:dx?v
=1

i=s+1

donde (z1,...,2y) denotardan coordenadas canénicas en R™. Un vector v € R? se diré:
» espacial si (v,v) > 00 v =0,
» temporal si (v,v) <0,

» [uminoso o nulo si (v,v) =0 con v # 0.

Del mismo modo, un subespacio vectorial S C RY? se dird espacial (resp. temporal) si ( , )|g

es definida positiva (resp. no degenerada y de indice uno).

Los espacios modelo lorentzianos de curvatura constante se pueden ver como hipercuadri-

cas de R7. Asi, tenemos:
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1. El espacio de Lorentz-Minkowski, de curvatura cero,

L™ = {(mla o 7l‘n+1) € R?+1 41 = 0} = qu

2. El espacio de de Sitter ST (r), de curvatura constante 1/r2,
St(r) = {z = (z1,...,2p11) € RIT: (2, 2) = r?}.
Dicho espacio es difeomorfo a R x S*~1. Denotaremos S} = S7(1).

3. El espacio anti-de Sitter, H}(r), de curvatura constante —1/r?,
H?(T) = {JT = (‘Tla . 'al‘n-i-l) € Rngl : <CC,SU> = —T2}.

El espacio anti de-Sitter es difeomorfo a S' x R*"~!, y admite geodésicas temporales
cerradas. Usaremos la notacién H} = HY(1).

Otras dos hipercuadricas de ]quﬂ que apareceran a lo largo de la memoria son el espacio
hiperbalico
Hn = {ﬂj‘ = (LBl, e ,ﬂfn+1) € R?+1 : <I,IL'> = —1,551 > 0},

y el cono de luz positivo
A" ={x = (z1,...,2p31) € RV (z,2) = 0,21 > 0}.

El espacio hiperbdlico es el espacio modelo riemanniano de curvatura constante —1, mientras
que el cono de luz tiene una métrica degenerada en todos sus puntos; en particular, no contiene
vectores temporales.

1.1.2. Superficies temporales en 3-variedades lorentzianas

Sea M° una 3-variedad dotada de una métrica lorentziana (,), ysea f:M?— M’ una
inmersién. Entonces el pullback f*(( , )) determina en cada plano tangente 7, M una forma
bilineal simétrica. Diremos que f es una inmersién espacial (resp. temporal o lorentziana) si
f*({ ,)) es definida positiva (resp. no degenerada y de fndice uno) en todo p € M?2. Si este
es el caso, M? junto con el tensor pullback f*({ , )), al cual seguiremos denotando por ( , ),
constituye una superficie riemanniana (resp. lorentziana), y f es una inmersién isométrica

con respecto a dicha métrica.

Existen diferencias muy significativas entre el comportamiento de una superficie espacial
y una superficie temporal dentro de una variedad lorentziana tridimensional. El ejemplo mas
claro de estas diferencias se da en el caso compacto, como pone de manifiesto la siguiente
consecuencia clasica del teorema de Poincaré-Hopf:

Teorema 1.1. Toda superficie compacta lorentziana orientable es homeomorfa a un toro.
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Por contra, no existen restricciones en el tipo topoldgico de una superficie espacial compac-
-3 . . . . . .
ta en M"; por ejemplo, cualquier superficie riemanniana compacta (M?, g) es una superficie
espacial en el espacio producto lorentziano M? x L.

El teorema anterior es un teorema intrinseco, donde la superficie lorentziana no estd a
priori inmersa en una 3-variedad lorentziana ambiente M ™. Si este fuese el caso, existen a su

vez fuertes restricciones sobre la variedad ambiente (véase por ejemplo [MiSa]):

Teorema 1.2. Sea M? una superficie compacta lorentziana inmersa en una 3-variedad lo-
. -3 =3 . , .
rentziana M~ . Entonces M~ admite geodésicas temporales cerradas.

En particular, no existen superficies lorentzianas compactas en los espacios modelo L3 y
S% (aunque sf en H$, como veremos més adelante).

Otra diferencia destacable entre las superficies espaciales y temporales es la orientabilidad.
Supongamos que la variedad ambiente M es temporalmente orientable, esto es, existe un
campo temporal globalmente definido sobre ella. Entonces toda superficie espacial en M ad-
mite un campo normal unitario global. Asi, si ademas M es orientable, la superficie también
lo sera. Por contra, m’ puede perfectamente admitir superficies temporales no orientables.
Por ejemplo, més adelante veremos que existen bandas de Mobius temporales en H.

Finalmente, una tercera diferencia que podemos destacar entre las clases de superficies
espaciales y temporales se refiere al operador forma de la inmersién. En el caso espacial el
operador forma es, sobre cada plano tangente, un endomorfismo autoadjunto sobre un espacio
euclideo; por tanto es diagonalizable. Por contra, muchas superficies temporales inmersas en
una 3-variedad lorentziana poseen operador forma no diagonalizable.

En esta memoria centraremos nuestra atencién principalmente en el estudio de las super-

. . . -3
ficies temporales de una variedad lorentziana M .

Sea pues f : M? — M’ una superficie lorentziana en M. Entonces podemos elegir
localmente alrededor de cualquier p € M? un campo normal diferenciable 7 tal que (n,n) = 1,
y definir asociado a él la sequnda forma fundamental 11, dada por

II(X,Y) = (A,X,Y) para X,Y € X(M?),
donde A, es el operador forma asociado a 7, dado por
Ap(X) = ~Vxn

. S ., C e s =73 .. .,
siendo V la conexion de Levi-Civita de M. En estas condiciones, la ecuacion de Gauss
asociada a f establece que

— det(II)

K=K+ ——
* det(I)

para todo punto p € M?. Aqui, K denota la curvatura de Gauss de la superficie lorentziana
M? en p, I la primera forma fundamental de M? en p, vy K es la curvatura seccional de i’
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en f(p) restringida al plano temporal df,(7,M). De aqui podemos ver, por ejemplo, que toda
superficie lorentziana en H3$ con curvatura de Gauss K > —1 tiene det(II) < 0, y por tanto

IT determina una nueva métrica lorentziana sobre M?2.

=3 : . .
En el caso en que M es uno de los espacios modelo lorentzianos L3, S3 o H3, la ecuacién
de Gauss es una de las dos ecuaciones de integrabilidad basicas de una superficie temporal
=3 . . . . =3
en M. La otra condicién de integrabilidad para una superficie temporal f : M? — M" con

operador forma A, = A, donde M tiene curvatura constante, es la ecuacion de Codazzi
(VxA)Y = (VyA)X,

donde X,Y € X(M?).

1.1.3. Superficies llanas lorentzianas

Sea (M?,( ,)) una superficie lorentziana llana, esto es, de curvatura cero. En ese caso
M? es localmente isométrica al plano de Lorentz-Minkowski L2, y por tanto alrededor de
cada p € M? existen pardmetros locales (,y) tales que

() =—da® +dy*. (1.1)

De manera més general, si M? es simplemente conexa, es posible encontrar una inmersién
isométrica ® : M? — L2, de modo que si (z,y) son pardmetros canénicos en IL2, la expresién
(1.1) anterior sigue siendo cierta para todo punto de M? (véase [AGMI]).

Podemos observar del mismo modo que la métrica llana lorentziana ( , ) puede ser ex-
presada a su vez localmente como ( , ) = 2dudv para pardametros locales (u,v) adecuados.
En este caso 0, y 0, apuntan en las dos direcciones nulas independientes de la superficie en

cada punto.

Una superficie lorentziana es completa si es geodésicamente completa, es decir, si toda
geodésica maximal suya estd definida sobre todo R. En el caso lorentziano, la nocién de
completitud se comporta en muchos aspectos de un modo radicalmente distinto al concepto
riemanniano analogo. No obstante, en el caso de una superficie llana, esta situacién queda

totalmente controlada por el siguiente resultado clésico:

Teorema 1.3. Una superficie llana lorentziana es completa si y sélo st su recubridor universal

es globalmente isométrico a 2.

En particular, sobre cualquier superficie llana lorentziana completa simplemente conexa
existen pardmetros (z,y) globales, esto es, definidos en todo R?, tales que su métrica se
escribe como (1.1). Ademds, cualquier superficie llana lorentziana completa es homeomorfa
a un plano, un cilindro, un toro, una banda de Mobius o una botella de Klein.

Observemos finalmente que, por Gauss-Bonnet y el Teorema 1.1, las tinicas superficies

lorentzianas compactas y orientables de curvatura constante son los toros llanos lorentzianos.
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1.2. El espacio anti-de Sitter H3

Siguiendo la notacién introducida en la seccién anterior, llamaremos R‘Ql al espacio vectorial

R* dotado de la métrica semi-riemanniana
(,)=—dz} — da? + da3 + da?.

La hipersuperficie dada por H‘;’ ={x € R% : (z,z) = —1} constituye un modelo del espacio
anti-de Sitter de dimensién 3 y, de este modo, la métrica inducida en H‘z’ es una métrica
lorentziana de curvatura constante —1. Desde un punto de vista topoldgico, el espacio H“z’ es
un cilindro R? x S!; su recubridor universal, al que denotaremos por H:{‘, es el tinico espacio
forma lorentziano (simplemente conexo) de curvatura constante —1. Otro hecho destacable
de H‘f es que las curvas de la forma (acost,asent,b,c), t € R, con —a? 4+ v+ = —1,
son geodésicas temporales cerradas de HS. El recubridor universal H$ no admite este tipo de

curvas.

1.2.1. El espacio H? como grupo de Lie

Una propiedad importante de H‘;’ es que admite una estructura de grupo de Lie para la
cual su métrica lorentziana es invariante con respecto a las traslaciones tanto a derecha como

a izquierda. A continuacién explicaremos varios modos de hacer explicita esta propiedad.

Una estructura pseudo-cuaterniénica

Veamos ahora que es posible identificar R} con cierto espacio de pseudo-cuaterniones.
De este modo, podremos inducir sobre ]HI:I’ una estructura de grupo de Lie que hard que su
métrica sea bi-invariante, esto es, invariante mediante multiplicaciones tanto por la derecha
como por la izquierda por elementos de H‘;’ Para ello utilizamos la construcciéon dada en
[BFLM2] aunque con algunos cambios de notacidn.

Empecemos considerando las aplicaciones Rg — Rg dadas por:

i(xo,x1,22,23) = (21,0, %3, —T2),
Jj(xo,x1,22,23) = (22, —23,%0,—21),
k‘(:l?o,l'l,ﬂfg,ﬂfg) = (273,.1'2,1'1,170),

junto con la aplicacion 1 = Ing' Es facil comprobar que,

i? = doi = —1, ji = ioj = —k, ki = iok = j
ij = joi Jjeoj = 1, kj = jok
ik = koi = —j, jk = koj = —i, k2 = kok = 1.

(1.2)

I
>
<

I

I
\'N.
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Asi, sobre el espacio vectorial
F =span{l,i,j,k} ={a+bi+cj+dk:a,bc,decR}

podemos definir una estructura de producto simplemente extendiendo por linealidad (1.2) y
teniendo en cuenta que la aplicacién 1 actia como elemento neutro. Consideramos ahora el
isomorfismo ¢ : F — R} dado por

90(1) = (1707070)7 90(1) = (07 1’070)7 (10(]) = (0707 170) y @(k) = (070707 1)'

Si dotamos a F de la métrica ¢*({ , )), ¢ serd de hecho una isometria. De este modo,
identificaremos de ahora en adelante R} con el grupo de Lie F. Por comodidad utilizaremos
simplemente ( , ) para referirnos a la métrica ¢*({ , )).

Es importante senalar que, aunque estamos utilizando las letras ¢, j, k, como suele hacerse
al hablar de cuaterniones, nuestra estructura de producto (dada por (1.2)) es diferente; por
este motivo hablamos de una estructura pseudo-cuaterniénica. Asociados a ella, tenemos los
siguientes conceptos:

Definicién 1.4. Dado z = a+bi+cj+dk, un elemento de RS, definimos su parte real como
Re(z) = a. Diremos que z es real si Re(z) = z (es decir, sib=c=d = 0). Diremos que z
es imaginario puro si Re(z) = 0.

Definicién 1.5. Dado z = a+bi+cj+dk, un elemento de RS, definimos su conjugado como
Z=a—bi—cj—dk.

Se puede comprobar facilmente que dados z1, 20 € Rg, Z123 = Z9z1. Ademds, podemos
establecer las siguientes propiedades:

Proposicién 1.6. Para z,z1,29,1 € R% se cumplen:
i) (z,2) = —2Z2 = —Zz = (Z,Z).

ll) <21,22> = —Re(zﬁg) = —R€(§122> (asz’, <21,ZQ> = <§1,§2>}.

1

iii) z € H3 si, y si sélo si, 271 =Z.

w) (nz1,mze) = (211, 22m) = —(n,m)(21, 22).

v) En particular, ( , ) es bi-invariante por multiplicaciones por elementos de H?, es decir,

sin € H3, entonces (nz1,n29) = (211, 2am) = (21, 22).

Demostracion: Para comprobar i) y ii) simplemente tenemos que aplicar nuestra definicién
de producto dada por (1.2) para calcular el valor de z1Z2 para elementos arbitrarios de R%,
21 = a1 + bii + c1j + dik, zo = ag + bei + coj + dok. Una vez que i) estd establecida, iii) es
simplemente la definicién de H3.
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Para demostrar ), debido a la identidad de polarizacién, sélo tenemos que considerar
productos de la forma (nz,nz) y (zn, zn). En este caso, aplicando i) y el hecho de que al ser
2Z y Zz reales conmutan con cualquier elemento de R%, obtenemos:

(nz,mz) = —nNzNz = —N2ZN = —N2Z

= —(nn)(z, 2).
(zn, 2n) = —Z7jzn = —MZzn = —Mzz
==,z z2).
Finalmente, v) se obtiene aplicando i) en el caso particular n € Hj. O

La propiedad i) nos permite escribir las identidades:
H} ={z€R3: (2,2) =1} ={2€Ry:2z2=1} = {2z € R} : 27! =7},

mostrando ademds que H3 es un subgrupo de Lie de R} con su estructura pseudo-cuaterniéni-
ca. Por otro lado, v) nos dice que la estructura de grupo de Lie inducida en H3 a través de
este producto pseudo-cuaterniénico de R} es precisamente su estructura “candnica”, es decir,

aquella que hace que las traslaciones a derecha e izquierda sean isometrias.

Podemos observar que 1 € H:f y que los vectores {i, j, k} forman una base ortonormal de
TlH:{’, es decir,
(i,i) = =1, (j,j) = (k. k) =1,
(i,5) = (i, k) = (5,k) = 0.
Definicion 1.7. Sea X un campo de vectores sobre H?, diremos que X es invariante por la
izquierda (resp. por la derecha) si, para cualquier z € H3, se tiene

X(z)=2X(1) (resp. X(z) = X(1)2).

Asi, es obvio que la base {i,j, k} de T1H3 se puede extender a un referencial ortonormal

global de campos invariantes por la izquierda en H3 tomando

Er(z) = zi, Ey(z) = zj, Es(z) = zk.

En T;H3 podemos definir el corchete de Lie de dos vectores como [u,v] = uv — vu. Esta
operacion también se puede aplicar a campos de vectores invariantes por la izquierda sobre
H3 considerando [U, V](z) = z[z71U(z), 271V (2)]. Asi, obtenemos

(B, Eo] = 23, [Eo, E3] = —2E], [E3, E1] = 2E».

Ahora, el hecho de que la métrica ( , ) sea bi-invariante nos dice (véase [Spi] Theorem
7.43) que, para su conexion de Levi-Civita asociada V,

1
Vi Bm = 3B, Bn] - nom=1,23 (1.3)
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Dado que estamos viendo H:l)’ como una hipersuperficie de R%, hay una forma natural
de definir un producto vectorial en cada espacio tangente T,H3. Para cada par de vectores
u,v € T,H3, u x v es el tinico vector de T,H3 que cumple

(u x v,w) = det(z,u,v,w) para todo w € T,H.

En particular, tenemos también

1

Eanm:2

[En,En]  nom=1,2,3. (1.4)

Los espacios de matrices SL(2,R) y SU(1,1)

Otra manera de dotar a H3 de una estructura de grupo de Lie es identificar esta variedad
con los espacios de matrices SL(2,R) o SU(1,1). Este es, de hecho, el enfoque més usual en
la literatura (lo podemos encontrar por ejemplo en [DaNo]). Vamos a ver a continuacién que
ambas construcciones dan lugar a la misma estructura de grupo de Lie.

Empezamos considerando el espacio vectorial gl(2,R) de las matrices reales 2 x 2 con su
estructura producto usual. En este espacio podemos definir un producto escalar dado por

(A, B) = %(Traza(AB) ~ Traza(A)Traza(B)).
Asi, en particular se tiene que
(A, A) = —Det(A). (1.5)

El espacio gl(2,R) se identifica con el conjunto de pseudo-cuaterniones F = {a+ bi+cj +
dk : a,b,c,d € R}, y por lo tanto con R3, a través de los isomorfismos

é: F — gl(2,R)
~ (1.6)
atbitojtdk — [ OTC TbHd)
b+d a—c

o1t gl2,R) — F
(1.7)

a b
(0h) — et

Es facil comprobar que estos dos isomorfismos conservan tanto la estructura de grupo como
el producto escalar.

Si ahora consideramos el subgrupo SL(2,R) = {A € gl(2,R) : Det(A) = 1}, (1.5) nos dice
que este subgrupo se identifica con el conjunto de pseudocuaterniones de norma uno y, en
consecuencia, con el espacio anti-de Sitter H.



1.2 El espacio anti-de Sitter H3 9

Considerando un isomorfismo muy parecido al dado por (1.6) podemos ver que R% se

puede identificar también con el grupo de matrices 2 x 2 complejas de la forma

{(w j);z,wec},

dotadas de su producto matricial usual. Para ello, basta con tomar

@ R; — {(Z I:):ZJ,ME(C}
(1.8)

a+bi+cj+dk — atby—1 ctdy-1 .
c—dyv—1 a—by-1

En particular, ¢ pone en correspondencia el subgrupo H‘? con

SU(Ll)—{(Z w>rz,w€C con 2\2—\?0!2—1}.
w z

Otro modelo: el toro solido de revolucién

Finalmente, también podremos pensar en el espacio H3 como un toro sélido de revolucién
dentro del espacio usual R3. Este modelo nos serd especialmente titil a la hora de representar

graficamente ejemplos de superficies llanas lorentzianas inmersas en HS.

Consideramos la variedad tridimensional dada por
2
T = {(x,y,z) e R3: (4— \ a2 +y2) + 22 < 1} .

Los espacios H3 = {a +bi +cj +dk € RY: a® + > — ¢* —d? = 1} y T3 se identifican a través

del difeomorfismo:
(U H — T3
a+bi+cj+dk — (z(a,b,c,d),y(a,b,cd),z(a,b,cd))

dados por
(595
e = <4 i ZZ —|_— ll));i) a22jlrbb2,
2(a,b,¢,d) = M'

Asi, dotamos a T de la métrica que hace que 1 sea una isometria. Ademsés, en este modelo

las rotaciones alrededor del eje z corresponden a traslaciones por la derecha en H; mediante
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elementos de la forma cosf1 + senfi € Hi’ En particular, dichas rotaciones corresponden a
isometrias de H3 y sus 6rbitas son geodésicas temporales cerradas.

La superficie del toro de revolucién, esto es, el borde OT2, se interpreta como el borde
ideal de H3.

Figura 1.1: El espacio H$ como toro sélido de revolucién.

1.2.2. Campos invariantes a lo largo de curvas

Definicion 1.8. Sea a: 1 — ]HI:{’ una curva reqular con a(0) =1 y X un campo de vectores
a lo largo de a. Diremos que X es invariante por la izquierda (resp. por la derecha) a lo largo
de a si, para todo t € I, X(t) = a(t)X(0) (resp. X(t) = X(0)a(t)).

Evidentemente, dada una curva a : I — H3, los campos {E(a(t)), E2(a(t)), Es(a(t))}

constituyen un referencial ortonormal de campos invariantes por la izquierda a lo largo de a.

Vamos a obtener a continuacién una caracterizacién de los campos invariantes a lo largo
de una curva en H3. Este resultado es andlogo al que se puede dar para curvas en S? (véase
[Kitl, Lemma 2.1] y [Spi]).

Lema 1.9. Sea a: I — H3 una curva reqular con a(0) =1 y X un campo de vectores a lo

largo de a. Entonces:

i) X es invariante por la izquierda a lo largo de a si, y sdlo si, Vy X =a' x X.

ii) X es invariante por la derecha a lo largo de a si, y sdlo si, Vg X = X x d'.

Demostracion: Podemos escribir

3 3
d(t) =) an()En(a(t)), X&) =) Xm()En(a(t).
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De este modo, X serd invariante por la izquierda a lo largo de a si y sélo si las funciones
X (t) son constantes. Pero, usando (1.3) y (1.4) obtenemos:

3
VaX(t) =Y Xp()En(a(t) + Y Xon(t)Va En(a(t))
m=1

M- 10

an (1) Xm () Ve, Em(a(t))
1

3
= X),(t)Em(a(t) +
m=1

n,

w 3
I

3
= X7, (t)Em(a(t)) + an () X (1) En(a(t)) x Ep(a(t))

3
[

: ,
=Y X},()Em(a(t) + a/(t) x X(t).
m=1

y, por tanto, se tiene 7).

Ahora, para probar 4i) consideramos la curva @ : I — H3 y el campo de vectores X definidos
como a(t) = a(t) y X(t) = X(t). Se puede comprobar ficilmente que

VX =VaX, dxX=Xxd.
Asi, aplicando i) deducimos que X es invariante por la izquierda a lo largo de @ si y s6lo si
Va/X =X X a’.

Pero X es invariante por la izquierda a lo largo de @ si y sélo si X es invariante por la derecha

a lo largo de a y, en consecuencia, tenemos ii). O

Ahora vamos a centrar nuestra atencién en curvas regulares a : I — H3 que sean en
todo punto temporales o en todo punto espaciales. Podremos suponer entonces que estan
parametrizadas por la longitud de arco, es decir, que se tiene (a/,a’) = —1 o (d/,d’) = 1.

Definicion 1.10. Diremos que a : I —> H‘Z’ es una curva de Frenet temporal si admite un
referencial {t_: 7, 5} a lo largo de ella, cont=a' vy b=1x i, de forma que

<t_;£>:_17 (i, =1, (b,b) =1,

y ademdas se cumplen las ecuaciones diferenciales:

Vot = kit
Vit = ki+tb para ciertas k,t € C>(I).
Vab = —ti

Definicién 1.11. Diremos que a : I — H3 es una curva de Frenet espacial si admite un
referencial {t_; 7, 5} a lo largo de ella, cont=d vy b=1x 1, de forma que

- =

<E:£>:17 <ﬁ7ﬁ>:_17 <ab>:17
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y ademds se cumplen las ecuaciones diferenciales:

Vot = kii
Vit = ki—tb  para ciertas k,t € C°°(I).
Vab = —tit

Aligual que en la teoria cldsica de curvas en el espacio, a las funciones k y t las llamaremos,

respectivamente, la curvatura y la torsién de a con respecto al referencial {¢,7,b}.

Tanto en los resultados sobre construccién de superficies llanas en S* [Bia, Spi] como en
el trabajo de Dajczer-Nomizu [DaNo] sobre superficies llanas en HS, tienen gran importancia
las curvas con torsién t = 1. Siguiendo una de las ideas que introdujo Kitagawa para el caso
de superficies llanas en la esfera [Kit1], vamos a ver que para curvas de Frenet temporales o

espaciales en H es posible dar una formulacién alternativa de la condicién t = +1.

Proposicién 1.12. Sea a: I — H‘rf una curva de Frenet temporal o espacial con a(0) =1
y k # 0 en todo punto. Entonces, son equivalentes:

i) a tiene torsion 1 (resp. —1).
ii) Existe & € H3 imaginario puro y unitario tal que (a’,a&y) = 0 (resp. (a’,&a) =0).
Demostracion: Veamos la prueba correspondiente a la condicién de torsién 1, la otra se puede

hacer razonando de modo analogo.

i)= ii) El hecho de que sea t = 1 significa que Va/l; = a’ x b. En esta situacién, el Lema 1.9
nos dice que el campo b es invariante por la izquierda a lo largo de a, es decir, que para
todo ¢ € I, b(t) = a(t)b(0). Entonces, teniendo en cuenta que por definicién (a'(t), b(t)) = 0,
tomando & = b(0), concluimos que (a'(t), a(t)&) = 0.

it)= i) La condicién (da’,a&y) = 0 significa que el campo a&y es ortogonal a a’. Por otro
lado, si derivamos dicha expresion deducimos que

<a”7 G§0> = —<CL/, a/§0>'

Teniendo ahora en cuenta que &) es imaginario puro y unitario, y usando los apartados iv) y
v) de la Proposicién 1.6, obtenemos

<a,a£0> = <17€0> =0,
(", a&o) = —(d',d'&) = (d',d')(1,&) =0,
(a&o, a&o) = (&0, &0) = 1.

En definitiva, a&y es un campo unitario y ortogonal a {a,da’,a”}, por lo tanto
b(t) = +a(t)&o.

En particular, sabemos que b(0) = £& y que b(t) es invariante por la izquierda a lo largo de
a. Asi, el Lema 1.9 nos dice que Va/l_; =a x (_)" lo que por definicién significa que t =1. [
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La principal ventaja de esta nueva condicién es que tiene sentido para una curva cualquiera
a : I — H3, con independencia de su cardcter causal y de la posibilidad de encontrar un
referencial de Frenet asociado a ella.

Veamos ademés que es posible simplificar un poco esta condicién, de modo que sélo sea
necesario considerar una de las dos posibilidades:

Proposicién 1.13. Sea a : I — H3 una curva con a(0) = 1, y & € R} imaginario puro y
unitario. Entonces, (d',a&y) =0 si, y sdlo si (@, &a) = 0.

Demostracion: Por ser & imaginario puro, sabemos que &, = —&y. Si utilizamos i) de la
Proposicién 1.6, obtenemos

(d',a&) =0 < Re(@a&) =0 < Re(@aéy) =0 < Re(@épa) =0 & (@,&a)=0.

Miés adelante veremos que las curvas que cumplen (a’;a&y) = 0 para cierto & serdn las
piezas clave para construir superficies llanas lorentzianas en el espacio anti-de Sitter.

1.2.3. Fibraciones de Hopf

Una herramienta muy utilizada en el estudio de las superficies llanas en S? es la cldsica
fibracién de Hopf h : S3 — S?. Vamos a introducir ahora una serie de aplicaciones que
jugaran para nosotros un papel similar a ésta. La idea de extender la fibracién de Hopf a H
ya se planteé en [BFLM2]; nosotros consideraremos unas aplicaciones ligeramente diferentes
a las que alli se definen, pero que cumplirdn las mismas propiedades fundamentales.

Para cada p € R} distinto de cero e imaginario puro definimos la aplicacién h, H? — R}
dada por:
hp(z) = 2pz Yz € H;.

Proposicién 1.14. Sean p,n € R3 distintos de cero e imaginarios puros. Entonces, para

cualquier z € H3 se cumplen:

i) (hy(2),1) = 0.
i) (hp(2),hy(2)) = (p,n) y, en particular, (h,(2),hy(2)) = {(p,p).

iii) Si (p,p) <0, entonces (p,i) y (hp(2),%) tienen el mismo signo.

Demostracion: i)y ii) son consecuencia inmediata de la bi-invariancia de ( , ) por multipli-
caciones por elementos de H3. Para probar iii) definimos ¢(z) = (h,(z),i). Claramente ¢ es
una funcién continua sobre H3 con ¢(1) = (p,i). Si ¢ cambiara de signo, podriamos encontrar
un 29 € H$ con ¢(zp) = 0. La condicién ¢(zp) = 0 significa que h,(zp) no tiene componente
en 4, pero esto es imposible ya que, por 4) y ii), sabemos que h,(zp) es imaginario puro y que
(ho(20), hp(20)) = (p; p) < 0. O
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Una vez establecida la Proposicion 1.14, podemos distinguir tres tipos de aplicaciones h,,

atendiendo a sus imégenes:

hy s H3 — S3(r) si (p, p) =12,
he H} — (H2(r)® sip.p) = —12 y (p,i) SO,
ho - HB —» (A2)* si (p,p) =0y (p,i) S0,

donde
SHr) ={z € Ry : (2,1) =0, (2, 2) = r’},

(IHIQ(T))jE ={zeRi:(2,1)=0,(z,2) = =12 (2,i) S 0},
(A)F = {z€RE: (2,1) =0,(z,2) =0, (2,i) < 0}.

Las aplicaciones h, son todas sumersiones sobre su correspondiente imagen y, dado que
su definicion es similar a la de la fibracién de Hopf clasica, utilizaremos también el término
fibraciones de Hopf para referirnos a ellas.

Prestaremos especial atencién a las fibraciones h, con (p, p) =1, (p,p) = —1 0 (p,p) = 0.

. + + . .
En estos casos denotaremos simplemente como S?, (HQ) o (AQ) a sus imagenes. Ademads,
cuando no dé lugar a confusién, omitiremos también la referencia a la componente conexa,

utilizando solamente H? o AZ2.

Proposicién 1.15. Sea p € R} imaginario puro con {p,p) = 1, (p,p) = —1 o {(p,p) = 0.
FEntonces, para z1, 29 € H?, tenemos:

hp(21) = hy(22) == 29 =+z1€"
para algun t € R, donde

e’ :=cosh(t)1 +senh(t)p  si {p,p) =1,
e'? := cos(t)1 + sen(t)p si {p,py = —1, (1.9)
elP:=1+tp si {p,p) = 0.

Demostracién: En primer lugar, si 21, 29 € H} cumplen h,(21) = h,(22) podemos comprobar
que h,(Z122) = p. En otras palabras, zo se podrd escribir como

zo = 212 para cierto z € Hj con h,(z) = p.

Asi, todo se reduce a encontrar los elementos z € Hj que cumplen h,(z) = p. Para empezar,
tenemos

ho(z) =p & zpZ2=p & zp=pz.

Ahora bien, si analizamos la estructura de producto dada por (1.2), observamos que los inicos
elementos de R} que conmutan con p (imaginario puro) son los de la forma z = a + bp con
a,b € R. Por otro lado, el hecho de que z € Hi’ nos dice que debe ser

—a® +b*(p,p) = —1

y, por tanto, concluimos que z = 4e'” para e'” dado segtin (1.9). [l
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Notemos que en la proposicién anterior, si (p,p) = —1, las fibras h/jl(q), g € H? son curvas
temporales periédicas y, por tanto homeomorfas a S!. Ademds son geodésicas de H. Si
{p,p) =1 (resp. (p, p) = 0) las fibras son geodésicas espaciales (resp. nulas) de H.

1.3. Cilindros y toros de Hopf

Las fibraciones de Hopf que acabamos de definir nos permiten, tal y como se muestra en
[BFLM2], construir los ejemplos més bésicos de superficies llanas en el espacio anti-de Sitter.

Proposicién 1.16. Seac: I CR — S% (resp. H2, A?) una curva reqular, espacial o temporal,
y sea p € Ry imaginario puro no nulo con {p,p) =1 (resp. {p, p) = —1, {p, p) = 0). Entonces
M,(0) = h;l(a) es una superficie llana que recibe el nombre de cilindro de Hopf.

Demostracién: Este es un resultado conocido en los casos (p,p) = 1y (p,p) = —1 (véase
[BFLMZ2]). Vamos a ver, pues, la prueba para el caso (p, p) = 0.

Sea o : I C R — A% una curva regular espacial (en A? no existen curvas temporales) y
sea a : I C R — H una curva regular tal que h,(a(s)) = o(s) para todo s € I. Entonces,
por la Proposicién 1.15, podemos parametrizar M,(c) como

f(s,t) =a(s)(1+tp).

Asi, teniendo en cuenta que (p,p) = 0 y usando iv) y v) de la Proposicién 1.6, podemos

escribir su primera forma fundamental como
I ={d,ad)ds*+2(ad, p)dsdt. (1.10)
Por otro lado, el hecho de que h,(a) = o, nos dice que

(o' 0") = (alpa + apd, d'pa + apa’) (111)
= (d)pa, a'pa) + 2(dpa, apa’) + (apa’, apa’). '

Aplicando de nuevo ) y v) de la Proposicién 1.6, deducimos que se anulan los términos

primero y tercero de (1.11) y podemos escribir

(0',0") = 2((@d)p, p(ad’)).
Consideramos ahora una base de TiH3 de la forma {p, p*,n} donde
(p:0) =(p"p") =0, (p.p") =1, (nm)=1, (n,p)=n,p") =0. (1.12)

Entonces,
aa’ = Aip+ dep* + A3n, para ciertas A\, Ao, A3 € C*°(I). (1.13)
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Con esta notacion, es ficil ver que

(0',0") = 2(A1pp + Xap’p + Asnp, —Aipp — Xapp™ — Azpn)

g ’ ' (1.14)
= —2(X3(p"p, pP") + X2 A3 (o', pm) + Ao s (np, pp™) + A3(np, pm)).

Nos planteamos ahora averiguar cuales son las expresiones de los productos pp*, p*o, pn
y np en términos de la base de Rj {1, p,p*,n}. Las condiciones (p,p) = (p*,p*) = 0 nos
aseguran que pp* y p*p no tienen parte en p ni en p* mientras que de (p,1) = (n,1) =0y
{p, p) = 0 deducimos que pn y np sélo tienen parte en p. Con esto, la expresién (1.14) queda
reducida a

(0',0") = =2X3(p"p, pp*). (1.15)

Como por hipdtesis o es una curva espacial regular, (1.15) nos dice que A2(s) es distinta de
cero para todo s € I. Pero, a partir de (1.12) y (1.13) obtenemos que

(ad’, p) = Xo.

El hecho de que esta funcién nunca se anule nos permite reparametrizar la curva a de forma

que sea (aa’, p) = 1. De este modo, (1.10) se puede escribir como
P

I = ¢(s)ds® 4 2dsdt, con ¢(s) = (d'(s),d'(s)).

Finalmente, si hacemos el cambio de variable

U = s,

1
v=t+ 5@(5), donde ®(s) es una primitiva de ¢(s),

la expresién de la primera forma fundamental de M,(o) sera

I = 2dudv,
lo que nos permite concluir que es una superficie llana (lorentziana). O
Los cilindros de Hopf M,(c) con (p,p) = —1 o (p,p) = 0 son siempre lorentzianos,

mientras que aquellos con (p, p) = 1 pueden ser lorentzianos o riemannianos dependiendo del

caracter causal de la curva o.

Por otro lado, como ya hemos visto, si (p, p) = —1, las fibras de h, son curvas temporales
periédicas homeomorfas a S!. En este caso, si partimos de una curva o cerrada en H?, el
cilindro de Hopf M,(o) sera compacto con la topologia de un toro. Diremos entonces que
M,(c) es un toro de Hopf lorentziano.



1.3 Cilindros y toros de Hopf 17

Ejemplos:

Utilizando el modelo de H3 como toro de revolucién podemos representar graficamente
algunos ejemplos de toros y cilindros de Hopf como muestran las Figuras 1.2, 1.3, 1.4 y 1.5.
En los dos 1ltimos casos, se ha sefialado en rojo el borde asintético de dichas superficies.

Figura 1.2: Toro de Hopf obtenido como levantamiento de una circunferencia en H? mediante la
fibracién h;.

Figura 1.3: Toro de Hopf obtenido como levantamiento de una elipse en H? mediante la fibracién h;.
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Figura 1.4: Cilindro de Hopf obtenido como levantamiento de una circunferencia en S? mediante la
fibracién h;. Su borde asintético estd compuesto por dos curvas de Jordan disjuntas en el borde ideal
de H3.

Figura 1.5: Cilindro de Hopf obtenido como levantamiento de una circunferencia en A? mediante la
fibracién h;y;. Su borde asintético es una curva de Jordan en el borde ideal de Hj.



CAPITULO 2

Representacion de superficies llanas
lorentzianas en H?

2.1. Inmersiones isométricas de L2 en H?. Parametros carac-

teristicos

Vamos a abordar ahora el estudio de las inmersiones isométricas del plano lorentziano
L2 al espacio anti-de Sitter H$. Aqui L? representa el espacio vectorial R? dotado de la
métrica lorentziana ds? cuya expresién en coordenadas canénicas (z,y) es ds?> = —dx? + dy?.
Es importante senalar que la mayoria de los resultados que se exponen a continuacién son
véalidos también para superficies llanas lorentzianas en H3 que sean simplemente conexas,

aunque no necesariamente completas (véase la Observacién 2.4).

Empezamos considerando una inmersién isométrica de L2 en Hi”, escrita como f : R? —
H3 con respecto a coordenadas (z,y) canénicas como antes. Llamamos N(z,y) : R? —
S3:= {2 € R} : (z,2) = 1} al campo normal unitario de la inmersién f, elegido de modo que
{f, fo: fy, N} formen una base ortonormal positivamente orientada de R3. En esta situacion,

la primera y segunda forma fundamental de la inmersién vienen dadas por

I = (df df) = —dax® + dy?, 2.1)
II = —(df,dN) = adz® + 2bdzdy + cdy?, '
donde a = —(fy, Nz),b := —(fz,Ny) y ¢ := —(fy, Ny) cumplen las ecuaciones de Gauss-

Codazzi

ay = by, ¢z = by, ac—b* = —1.
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Entonces, existird cierta ¢(x,y) € C*°(R?), que sea solucién de la ecuacién de Monge-Ampere
hiperbdlica

¢x:c¢yy - Qbiy = _17

CON @ = Pgz, b= Py ¥ ¢ = @yy. Es decir, tendremos

II = ¢opda® + 2¢zydady + dyydy®,  Gaatyy — b2y = —1. (2.2)

Esto nos dice que, asociada a f, podemos encontrar una inmersién isométrica f(z,y) :
R? — S? del plano Euclideo en la esfera tridimensional S?, cuyas primera y segunda forma
fundamental vienen dadas por

T = da?+dy?,

(2.3)
II = qude + 2¢5ydxdy + qbyydyQ.
Este hecho es simplemente consecuencia de que dos formas cuadraticas (.7, IT) como las de
(2.3) cumplen las ecuaciones de Gauss-Codazzi para superficies en S®. Esta correspondencia
ya fue observada, aunque con una formulacién diferente, por Dajczer y Nomizu en [DaNo].

Es importante senalar que la correspondencia que acabamos de describir no es geométrica,
en el sentido de que depende de la eleccién de las coordenadas (x,%) en L2. En otras pala-
bras, si partimos de coordenadas lorentzianas globales diferentes, (z,y) y (2/,vy), que difieren
tnicamente en una isometria de L2, las superficies llanas en S? asociadas a ellas seran, en

general, no congruentes.

Ahora, como fes una superficie llana completa en S3, sabemos (véase por ejemplo [Spi])
que podemos encontrar coordenadas de Tchebysheff (u,v) globalmente definidas sobre ella.

Es decir, podemos parametrizar la superficie como f(u,v) : R? — S? de forma que

I = du®+ 2coswdudv + dv?,
(2.4)

Il = 2senwdudv,

donde w(u,v) € C®(R?) verifica 0 < w(u,v) < Ty wyy = 0. De la expresién de IT en (2.4)
se desprende que las curvas coordenadas de esta parametrizacién son curvas asintéticas de la
inmersiéon f
Veamos ahora cudl es la féormula explicita del difeomorfismo global de R? dado por el
cambio de coordenadas (u,v) — (2(u,v), y(u,v)). Comparando las expresiones de I en (2.3)
y (2.4) deducimos que
voty, = 1,
TyZy + YuYp = cosw(u,v), (2.5)
z2 + y? = 1L
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Cualquier solucién de (2.5) serd de la forma

Ty = COSW1, Yy = s€nwy, (2.6)

Ty = COSW2, Yy = —SENwWo,

donde las w; € C®(R?) verifican w; + wy = w (estas funciones estdn univocamente determi-
nadas salvo cambios del tipo wy — wy + 2k7, wo — wo — 2k, con k € 7). Teniendo en cuenta
que (zy)y = (Tv)u ¥ (Yu)v = (Yv)u obtenemos

—(w1)psenw; = —(wa)ysenws,

—(w1)ycoswy = (w2)y COS W3

Es decir, bien (w1)y = (w2), = 0 o bien sen(w; + w2) = 0, pero esto ultimo no es posible
puesto que tenfamos que w(u,v) € (0,7). Asi, la funcién w(u,v) que aparecia en (2.4) se
puede escribir como

w(u,v) = wi(u) +wa(v), con w; € C*(R). (2.7)

De este modo, llegamos a la expresién de las coordenadas (x,y) en términos de (u,v)

z(u,v) = [ coswidu + [ coswadv + c1, 2.8)
y(u,v) = [senwidu — [ senwadv + 3, .

con c1 y co constantes de integracién que podemos suponer nulas salvo una traslacién en el
plano (z,y). En particular, la aplicacién dada por (2.8) sera un difeomorfismo global siempre
que partamos de una superficie llana completa en S2.

Observacion 2.1. Es importante senalar que la aplicacion (x(u,v),y(u,v)) dada por (2.8)

serd un difeomorfismo global de R? exactamente cuando la métrica riemanniana

I = du? + 2 cos(wi (u) + wa(v)) dudv + dv? (2.9)
sea completa.

Una vez que hemos obtenido (2.8), podemos usarla para expresar la métrica lorentziana
I = —dz? + dy? en términos de las coordenadas globales (u,v). Para empezar, tenemos que
dz? = 22du® + 2z,z,dudv + x2dv?

= cos?widu® + 2 cos wi cos wadudv + cosZwadv?.

Y, por tanto, I se puede escribir como
—da? + dy? = —2dz® + dz® + dy?
= —2dz? + du® + 2 cos wdudv + dv?

= —cos(2w1 )du? — 2 cos(wy — wo)dudv — cos(2ws)dv?.

Tras esta discusién, podemos dar el siguiente resultado:
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Proposicién 2.2. Sean w;(u),wz(v) € C®(R) tales que wi(u) + we(v) € (0,7) para todo
(u,v) € R2. Entonces, eriste una inmersion f(u,v) : R? — Hi’ cuyas primera, seqgunda Y

tercera forma fundamental vienen dadas por

I = —cos(2wy)du?® —2cos(w; — w)dudv — cos(2ws)dv?,
I = 2sen(wy + ws)dudv, (2.10)
IIT = cos(2wy)du? —2cos(wi — wo)dudv + cos(2ws)dv?.

De esta manera, f describe una superficie llana lorentziana en H3 cuyas curvas asintéticas
son las imdgenes de las curvas coordenadas del plano (u,v). A estos pardmetros (u,v) los

llamaremos entonces parametros caracteristicos de la inmersion f.

Ademds, f representard una inmersion isométrica de L? en H3 evactamente cuando el
difeomorfismo local (x(u,v),y(u,v)) de R? dado por (2.8) sea, de hecho, un difeomorfismo

global. Una condicion suficiente para que (2.8) sea un difeomorfismo global es que

0<c <wi(u)+wr(v)<co<m Y(u,v) € R2 (2.11)

Reciprocamente, toda inmersion isométrica f(z,y) : L? — H3 admite una parametrizacion
flu,v) : R2 — H3 de modo que se tiene (2.10) para ciertas wi(u),wa(v) € C®(R) con
wi(u) + wa(v) € (0,7) para todo (u,v) € R2. En esta situacion, el cambio de coordenadas
(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) viene dado por (2.8).

Demostracion: Después de la discusion anterior queda probado todo lo que establece la parte
reciproca a excepcion de la expresion de la tercera forma fundamental 171 = (dN,dN). Ahora
bien, a partir de las expresiones de I y II podemos obtener facilmente las férmulas de Gauss

y Weingarten para la inmersién f(u,v) : R? — H3,

/ /
wj cos(wy + wa) w
- _ ~ cos(2
Fu sen(wy +ws) 7 sen(wy + wo) Jo = cos(2wn)
fuw = sen(wy + we)N — cos(wy — we)f, (2.12)
/ /
wh wh cos(wy + wa)
= - — cos(2
Foo sen(wy + wa) Fut sen(wi + wa) fo = cos(2wa)f,
cos(wp — w2) cos(2wr)
Ny = u v
sen(w;y + ws) sen(w; + wy) (2.13)
cos(2ws) cos(wp — wo9)
N, = i

Csen(wy +wo)” " sen(wy +wa)””

Usando ahora (2.13) y la expresién de I dada por (2.10) deducimos finalmente que

IIT = (dN,dN) = cos(2w; )du? — 2 cos(wy — wa)dudv + cos(2ws)dv?.
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Supongamos ahora que partimos de wj(u),w2(v) € C*°(R) con wy +wq € (0, 7). En este
caso, la existencia de una inmersién f(u,v) : R?> — H} para la que se cumple (2.10) es
consecuencia de las ecuaciones de Gauss-Codazzi y de (2.12) y (2.13). La métrica I es llana

lorentziana y, para las coordenadas (z,y) dadas por (2.8), se tiene
I = —daz? + dy>. (2.14)

Asi, es evidente que f representara una inmersién isométrica de L2 en H?l’ con coordenadas
canénicas (z,y) cuando (2.8) sea un difeomorfismo global. Reciprocamente, si suponemos
que f representa una inmersién isométrica de L2 en H:f con coordenadas candnicas (z',y'),
entonces por (2.14) se tendra que I = —dx? +dy? = —da'? + dy'®. Pero esto implica que (z,y)
y (2/,y) difieren tinicamente en una isometria L2 y, por tanto, (2.8) es un difeomorfismo
global.

Finalmente, si se cumple (2.11) y llamamos ®(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) : R? — R2, de
(2.8) deducimos inmediatamente que el gradiente de ®~! tiene norma acotada alrededor de
cualquier punto, es decir,

|ID(®1)|| < M < oo para cierto M > 0.

En este caso, el teorema de inversién de Hadamard-Plastock nos permite asegurar que ® es un
difeomorfismo global. Alternativamente, podriamos llegar a esta misma conclusién teniendo
en cuenta que si se tiene (2.11), entonces | cos(wi +w2)| < ¢p < 1 para cierto c¢g. Esto nos dice
que la métrica riemanniana I dada por (2.9) cumple I > (1 — c2)(du? + dv?), y por lo tanto
es completa. En ese caso, la Observacién 2.1 nos dice que ® es un difeomorfismo global. [

Observacién 2.3. En el razonamiento anterior, el unico punto en que usamos la completitud
(es decir, el hecho de que f esté definida sobre todo R?) es a la hora de asegurar la existencia
de los pardmetros caracteristicos (u,v). Sin embargo, sabemos que estos pardmetros siempre
existen localmente, lo que se deduce de (2.8) y del hecho de que las coordenadas llanas (x,y)
siempre existen localmente para cualquier superficie llana lorentziana (abstracta).

Observacion 2.4. Ademds, siempre que partamos de una superficie llana simplemente cone-
za Y, serd posible encontrar (véase [AGM1]) una inmersién coordenada global (z,y) : ¥ — L2
que, de alguna manera, juega un papel andlogo al de las coordenadas en sentido estricto (uno
a uno) que sabemos que existen localmente o bajo la hipdtesis de completitud. Asi, estd claro
que la Proposicion 2.2 puede formularse de modo mds general para superficies llanas lorent-
zianas simplemente coneras inmersas en Hi{’ Légicamente, en este caso no debemos imponer

la condicion de que (2.8) sea un difeomorfismo global.

Observacién 2.5. En el caso de inmersiones isométricas R? — S3 las funciones w; de (2.7)

estdn univocamente determinadas salvo cambios de la forma
wi(u) = wi(u) + ¢, wa(v) = wa(v) — ¢, ceR. (2.15)

Sin embargo, en el caso lorentziano no se produce esta ambigiiedad, es decir, un cambio como

el de (2.15) haria que la superficie llana resultante en H3 fuese diferente.
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2.2. Superficies llanas en H} como producto de dos curvas

Nuestro primer objetivo en esta seccién serd probar que toda inmersién isométrica de L2
en H?l’ se puede expresar como producto de dos curvas en Hi’ (Teorema 2.6). Més adelante
veremos, ademads, que a partir de dos curvas en H:f que cumplan ciertas condiciones, podemos
construir una inmersién isométrica de IL? en H3 (Teorema 2.9). En definitiva, demostraremos
que todas las inmersiones isométricas de L2 en H3 estdn representadas de forma univoca a
través de pares de curvas “adecuadas” en H.

Asi pues, el primero de estos resultados es:

Teorema 2.6. Sea f(u,v) : R? — H$ una inmersion isométrica de L? en H3, don-
de (u,v) son los parametros caracteristicos globales descritos en la Proposicion 2.2, y sea
N(u,v) : R? — S3 su campo normal unitario. Podemos asumir sin pérdida de generalidad

que f(0,0) =1 y que N(0,0) = j. Entonces, se tiene que
f(ua U) = (u)a2 (’U), N(uv ’U) = al(u)ja2(v)v (216)
para ai(u) == f(u,0) y az(v) :== f(0,v). Es mds, estas dos curvas asintoticas cumplen

(a1 (u), a1 (u)j) = {ay(v), jaz(v)) = 0. (2.17)

Para demostrar este teorema, necesitaremos el siguiente lema:

Lema 2.7. Bajo las hipotesis del Teorema 2.6, se cumple:

i) N, fu y Ny son invariantes por la izquierda a lo largo de a;(u).

i) N, fu y Ny son invariantes por la derecha a lo largo de az(v).

Demostracion: A partir de (2.10) sabemos que N, es ortogonal a N, fy f, vy que (N, N,) =
cos(2w1) = —(fu, fu)- Por lo tanto, tenemos que N, = +f, x N.

Para determinar este signo, debemos tener en cuenta que, como w; + we € (0, 7),

0> —sen(wy +wa) = (Ny, fo) = (£fu X N, fo)

Ju X fo
= u U;N - u Yy . p 11
e o) = (f )
= Fl[fu x foll-
Asi, deducimos que
| fu % fol| = sen(w1 + ws) (2.18)

y que
Nu(uav) = fu(u7v) X N(u,v).
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En particular,
Va N = Ny(u,0) = fu(u,0) x N(u,0) = a} x N.

Aplicando el Lema 1.9 concluimos que N es invariante por la izquierda a lo largo de a;. Un
argumento andlogo nos lleva a que

Ny(u,v) = N(u,v) X fu(u,v). (2.19)
Y si particularizamos en los puntos de la forma (0, v), podemos aplicar el Lema 1.9 y deducir
que N es invariante por la derecha a lo largo de as.

Ahora, consideramos el campo fy,(u,v). Usando (2.12) y (2.18) obtenemos

Juv(u,v) = fu(u,v) X fy(u,v) — cos(wr — wa) f(u,v).

En los puntos de la forma (u,0), esta igualdad nos dice que

va’lfv = (fm,(u,O))T = fu(u,0) X fy(u,0) = a X f,.

De nuevo, el Lema 1.9 nos proporciona la conclusiéon que buscabamos. Y, razonando de modo
similar, obtenemos que f, es invariante por la derecha a lo largo de as.

Finalmente, si en la expresién (2.19) tenemos en cuenta que N y f, son invariantes por
la izquierda a lo largo de a1, obtenemos

Ny(u,0) = N(u,0) x fy(u,0) = (al(u)N(0,0)) X (al(u)fv(0,0))
= ay(u)(N(0,0) x f,(0,0)) = a1(u)Ny(0,0),

es decir, N, es invariante por la izquierda a lo largo de a;. También en este caso, para probar
que N, es invariante por la derecha a lo largo de ag, debemos utilizar estas mismas ideas.
Esto concluye la demostracion del Lema 2.7 Il

Demostracion del Teorema 2.6: Para empezar, es ficil obtener (2.17) utilizando que (fy,, N) =
(fu, N) = 0 sobre los puntos de la forma (u,0) o (0,v) y la invariancia (por la dere-
cha/izquierda) de N dada por el Lema 2.7.

Buscamos ahora demostrar que se cumple (2.16). Empezamos utilizando las expresiones
de fuy y N, dadas respectivamente en (2.12) y (2.13), junto con la identidad trigonométrica

cos(wy — wa) cos(2wy) cos(wy + wa)

sen(w; + wa) — sen(2wr) = sen(wy + wo)
para obtener
wi (Ny — sen(2w1) fu) = cos(2wr) (fuu + cos(2w1) f), (2.20)
asi como 5
N, —sen(2w1) f, = _cos(Zwr) (cos(wy + w2) fu — fo) - (2.21)

 sen(wy +wa)
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Ahora, para vy fijo, definimos las curvas I';,I's : R — H3 como

[1(u) = f(u,vo), La(u) = a1(u)az(vo).

A continuacién vamos a construir un referencial a lo largo de cada una de ellas. Es importante
senialar que, dado que el caracter causal I'; y I's no tiene por qué ser constante, los referenciales
que vamos a introducir ahora no seran simplemente los referenciales de Frenet de estas curvas,
sino que tendremos que construirlos ad hoc. Consideremos, pues

ti(u) = Ti(u) = fulu,vo),

. ~ cos(wi(u) + wa(vo)) o) — 1 v
i (u) sen(wl(u)—i-wz(vo))fu( » o) sen(w1(u)+w2(v0))fv( »0),
[ bi(u) = N(u,wp).

ta(u) = Th(u) = aj(u)az(vo),

o) = ot (af () aa(vo) — sen(2uwn (u))af (w)as(u)

na(u = COS(2W1(U)) aj(u)jaz2{vo Se wiluw))a(u)a2(vo) |,

ba(u) = ai(u)jaz(vo).

La definicién que hemos dado de 7i5 sélo tiene sentido, en principio, en los puntos para los
que cos(2wy(u)) # 0. Sin embargo, aplicando la invariancia por la izquierda de N a lo largo
de a; y la igualdad (2.21), podemos escribir

. 1 Y /
W@ZQ@EE@W%WWMWM@%WM
(

1
- cos(2w1 (u)) (Nu
_ <cos(w1 (u) 4+ wo
(

sen(wi (u) + wo

u,0) — sen(2wi (1)) fu(u, 0))a2(v0) (2.22)

(0) |
@)~ nlorta) T w2(0))

o)) o).

Asi, 7i2(u) esté definido para cualquier valor de w.

Veamos ahora que los referenciales {ﬂ,ﬁl, 51} y {fg,ﬁg, 52} coinciden para v = 0. En el
caso de t; y l;,-, esto es consecuencia inmediata de la invariancia por la derecha de f, y N
respectivamente a lo largo de ag. Para demostrar que 7;(0) = 72(0) utilizamos la invariancia
por la derecha de N, y f, alo largo de as y (2.21) evaluada en (0, vp),

i2(0) = (308(21}1(0)) (N, (0,0)az(vg) — sen(2wq(0)) f.,(0,0)az(vo))
1
= cos@an (o) Nu(0 v0) = sen(21(0)) £u(0, v0))
0) + wa(vo)) 1

_ <cos(w1(
sen (w1 (0) + wa(wvo))
= 71(0).

Ful0,v0) — ﬁ@m)

sen (w1 (0) + wa(vp))
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Finalmente, vamos a ver que ambos referenciales verifican el mismo sistema de ecuaciones
diferenciales. En el caso del referencial sobre I'y, para deducir estas ecuaciones, no hay mas
que tener en cuenta las ecuaciones de Gauss y Weingarten dadas por (2.12) y (2.13). De este

modo, obtenemos:
— T S
Vrllt1 = (fuu(U, UO)) = wll (u)riy (u).

0 [ cos(wi(u v cos(wi (u) + wa(v
( (wi( )i 2( 0))>fu(u,vo)+ (wi(u) + wa( 0))(fuu(U,vo))T

Au \ sen(w (u) sen (w1 (u) + wa(vo))

Vp iy =
_ 9 (
Ou \ sen(wi (u) + wa(vp))
= —wy(u) fu(u, vo) — N(u, vo)
= —wq ()i (u) = by (u).

1
sen(wi (u) + wa(vp))

) ol v0) — (Fuu(tr00)) T

(2.23)

VFllgl = (Ny(u, vo))—r
_ cos(wy (u) — wa(vg))
sen(wi (u) + wa(vo))
= sen(2w1 (w)) fu (u, vo)

cos(w1 (u) + wa(vg)) 1
+ cos(2wn () <sen(w1 (u) + wa(vo)) fulu,vo) = sen (w1 (u) + wa(vg))

= sen(2wy (u))t (u) 4 cos(2wi (u))ity (u).

B cos(2w1 (u))
sen(wy (u) + wa(v))

fu(uv UO)

fv(ua UO)

fv(u700)>

Para hallar las ecuaciones diferenciales del referencial sobre I'e, la idea fundamental

sera utilizar la igualdad

ay(u) = fuu(u,0)
cada vez que encontremos un término de la forma (a’l’(u))Tag(vo) 6 (alll(U,))TjCQ(’U()). Asi,
aplicando (2.20), podremos expresar (fuu(u, 0))T en términos de N, (u,0) y fu(u,0). Por

dltimo, tendremos en cuenta que
fu(uv(]) :a,1<u)7 Nu(u,O) :all(u).ja

(donde la segunda identidad es consecuencia de la invariancia por la izquierda de N a lo
largo de ap) para reescribir todos los términos como productos de las curvas a; y az y sus
derivadas.

Aplicando el esquema anterior llegamos a

Vit = (o} () Ta2(v0) = (fuulu, 0)) Taz(vo)
— (ol a0y = B 1 10)) o)

(2w1(w)) cos (2w (u))
= Cosc(‘;l(i?)u)) (a'l (u)ja2 (Uo) — Sen(2w1 (u))a’l (u)a2 (UO))
= wi (u)ie(u).
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Para obtener la ecuacién diferencial correspondiente a 75, podemos utilizar la expresién
equivalente de 72 que hemos encontrado en (2.22). De esta forma, repitiendo basicamente
el razonamiento visto en (2.23) (esta vez todas las expresiones estédn evaluadas en (u,0)) y
utilizando la invariancia por la izquierda de N a lo largo de a;, obtenemos

Viyity = (= wi (W) fu(u,0) = N(w.0) )ax(vo)
=~} (W} (was(vo) — a1 (u)jaz(vo)

= —wi (w)iy(u) — ba(u).

Por 1ltimo,

Vi ba = aj(u)jas(vo)
= cos(2wi (u (cos o a’(u)jas(vo) — sen(2wq (u))a) (u)ag(vo))>

+ sen(2w1 (u))a] (u )(Iz(vo)
= sen(2w1 (u))ta(u) + cos(2w1 (u))fa(u).

En definitiva, hemos probado que {1, 7, 51} y {to, 7, 52} coinciden en u = 0 y verifican
el mismo sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Por lo tanto, tenemos que ambos refe-
renciales coinciden en todo R. Esto nos permite concluir, en particular, que I'y = I'y. Este
mismo razonamiento puede hacerse para cualquier vy, con lo que hemos logrado demostrar

que f(u,v) = aj(u)az(v) y también que N(u,v) = ay(u)jaz(v). O

Nuestro objetivo es ahora estudiar el reciproco del Teorema 2.6, es decir, buscamos un
método que nos permita construir inmersiones isométricas de IL? en H} partiendo de dos
curvas en H3 sujetas a ciertas condiciones.

Para empezar, hay que recordar que, tal y como hemos visto en la Proposicién 1.13, si
una curva a : R — H?l’ cumple (a’, aj) = 0, entonces, para la curva a se tiene que (@', ja) = 0.
Esto supone una importante simplificacién de la condicién (2.17). Concretamente, nuestro
problema se reduce ahora a saber si dos curvas a1 (u), az(v) : R — HS, que satisfacen la condi-
cién {(a},a;j) = 0, definen siempre una inmersién isométrica de L2 en H3 con f(u,0) = ay(u)

y f(0,v) = az(v), siendo (u,v) los pardmetros caracteristicos dados en la Proposicién 2.2.

Para proseguir con nuestro estudio, necesitamos introducir la siguiente notacién. Sea
a: R — H} una curva que verifica (a’(s),a(s)j) = 0 para todo s € R. Entonces, podemos
escribir a(s)a’(s) = A(s)i + u(s)k para ciertas A\, u € C2(R).

Definicion 2.8. En las condiciones anteriores, decimos que s es el parametro asintotico de
la curva a si \(s)? + u(s)? = 1. En este caso, podremos escribir

a(s)d'(s) = cos(w?(s))i 4 sen(w®(s))k (2.24)

para cierto w® € C(R), que estd univocamente determinado salvo traslaciones de la forma
w® = w4 2km, con k € Z.
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Obviamente, cualquier curva en Hi’ que cumpla (a’,aj) = 0 puede ser reparametrizada
por su pardmetro asintéotico. De este modo, el siguiente resultado nos proporciona el reciproco
del Teorema 2.6, y completa nuestro Teorema de Representacion.

Teorema 2.9. Sean aj(u),az(v) : R — H3 dos curvas regulares con a1(0) = 1 = as(0) que

verifican:
i) {(a},a;5) =0, para i =1,2.
it) u y v son los pardmetros asintdticos de a1 y ag respectivamente.
i11) Las funciones wi = w™ ywe =1 —w* (W% dadas por la Definicion 2.8) cumplen
sen(wi (u) + wa(v)) > 0 V(u,v) € R%
i) La aplicacion (x(u,v),y(u,v)) dada por (2.8) es un difeomorfismo global.
Entonces, f : R? — H3 definida como

f(u,v) = ai(u)az(v) (2.25)

es una inmersion isométrica de L? en H‘i’, y (u,v) son los parametros caracteristicos globales

dados en la Proposicion 2.2.

Demostracion: Teniendo en cuenta la definicién de wq(u),ws(v), la condicién i) y la am-
bigiiedad en la Definicién 2.8, podemos suponer que wi(u)+wsz(v) € (0, 7). Ademas, tenemos

a1(u)a)(u) = cos(w (u))i + sen(w® (u))k

(2.26)
= cos(wi(u))i + sen(wq (u))k,
az(v)ah(v) = cos(w(v))i + sen(w(v))k
= — cos(wa(v))i + sen(wa(v))k,
y, conjugando la tltima expresién,
v)az(v) = cos(we(v))i — sen(wa(v))k. (2.27)
Asi, de (2.25), (2.26) y (2 27) deducimos

s ), fult,0)) = (0} (w)a2(0), @} (w)aa (@) = (@ (), @} (w)) = (@ (@)a (u), ar(@)al (w)
= (cos(w1(u ) + sen(wi (u))k, cos(wy (u))i + sen(wi (u))k)
= —cos®(wy (u)) + sen? (w1 (u))
= —cos(2wy (u)),
(fo(u, ), folu,v)) = (a1 (u)ay(v), a1 (u)ay(v)) = (ay(v), a5(v)) = (ay(v)az(v), ay(v)az(v))
= (cos(wa(v))i — sen(wa(v))k, cos(wa(v))i — sen(we(v))k)
= — cos?(wz(v)) + sen?(wa (v))

= — cos(2wa(v)),

(2.28)

(2.29)
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(fulu,v), folu,v)) = (a)(w)az(v), ar(u)ay(v)) = (a1(u)ay(u), ay(v)as(v))
= (cos(wi(w))i + sen(wi (u))k , cos(wz(v))i — sen(wa(v))k)
= —cos(wi(u)) cos(wa(v)) — sen(wi(u)) sen(wa(v))
= —cos(w1(u) — wa(v))
Ahora, para encontrar la expresiéon de la segunda forma fundamental en coordenadas
(u,v), utilizamos que, por (2.26) y (2.27),
fulu,v) x fy(u,v) =
= (al(u) (cos(wi(u))i + sen(ws (uw))k) ag(v)) X (al(u) (cos(wa(v))i — sen(wa(v))k) ag(v)>

= sen(w (u) + w2 (v)) a1(u)j az(v)

y por lo tanto,

B <Ay
Nw0) = 1w = folw o))~ @07 020)

De este modo, aplicando las propiedades bésicas de nuestra estructura pseudo-cuaternioni-
ca dadas en la Proposicién 1.6 deducimos

—
?a
—
£
4
SN—
=
—~
£
4
N—
~
Il
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Q
=
—~
<
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@
SN

(folu,v), Ny(u,v)) = {a1(u)ay(v), ai (u)jaz(v)) = (ay(v)az(v), ai(u)a (u)7)
= <Cos(w2(v))z' —sen(ws(v))k , (cos(w1 (u))i + sen(wl(u))k)j>
= <cos(w2(v))i — sen(wz(v))k, cos(wy(u))k + sen(w; (u))z>
) )

= —cos(wa(v)) sen(wi(u)) — sen(wq (u)) cos(wa(v))
(

Asi pues, f(u,v) = aj(u)az(v) tiene como formas fundamentales a las expresiones dadas en
(2.10). Esto acaba la prueba haciendo uso de la Proposicién 2.2. O
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2.3. Algunas propiedades de las superficies llanas en H?

Una vez que hemos sido capaces de obtener una féormula de representaciéon segin la cual
toda inmersién isométrica de L? en Hi” se puede expresar como producto de dos curvas adecua-
das, cabe plantearse si dicha férmula de representacién serd 1til a la hora de estudiar algunas
caracteristicas de este tipo de superficies. En esta seccién nos preguntamos bajo qué cir-
cunstancias existen superficies llanas lorentzianas no orientables en H3 y también analizamos

cuando una superficie llana lorentziana en Hi’ tiene operador forma no diagonalizable.

2.3.1. Orientabilidad

En primer lugar debemos senalar que es posible construir ejemplos de superficies llanas
lorentzianas en H que tienen la topologia de una banda de Méobius y, por lo tanto, son no
orientables. Para ello, basta con utilizar la misma idea que en [GaMi| y seleccionar cierta
porcién del cilindro de Hopf para la fibracién h = h; asociado a una curva adecuada v en H?
como muestra la Figura 2.1.

Figura 2.1: Superficie llana no orientable en H3.

Este tipo de ejemplos corresponden, obviamente, a superficies no orientables y no com-
pletas. Asi, parece natural abordar ahora la cuestion de si es posible encontrar superficies
llanas lorentzianas completas en ]HI:{’ que no sean orientables. Si existiera un ejemplo de estas
caracteristicas, éste tendria la topologia de una banda de Mobius o una botella de Klein, y
su recubridor universal constituirfa una inmersién isométrica de IL? en H3, la cual podriamos
ver en pardmetros caracterfsticos como f : R? — H3 del modo usual. En este caso, existirfa
un cierto difeomorfismo ¢ : R? — R? que invierte la orientacién, de forma que f = f o ¢.
Teniendo en cuenta esta idea y utilizando nuestra representacion de superficies llanas en
términos de pares de curvas, obtenemos el siguiente resultado:
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Teorema 2.10. Toda inmersion isométrica de IL* en H3 es orientable.

Demostracion: Tal y como hemos visto en el Teorema 2.6, la inmersion f se puede expresar
en la forma f(u,v) = a1(u)az(v) y el normal unitario N viene dado por N = aq(u)jas(v)
(estamos suponiendo, sin pérdida de generalidad, que f(0,0) =1y N(0,0) = j), donde ay
y ag son curvas asintdticas de la inmersién. Supongamos ahora que existe un difeomorfismo
global ¢(u,v) : R? — R? de modo que

f=7fo¢. (2.30)

Por su propia definicién, es claro que ¢ debe llevar direcciones y curvas asintéticas a direc-
ciones y curvas asintéticas, es decir, necesariamente nos encontramos en una de estas dos

situaciones:
Caso 1: Caso 2:
by, = )\(U,’U)@u, Oy = )‘(ua U)aua
¢v = ,u(u7 U)ava d)v - ,u(uv ’U)aua

para ciertas \, u € C(R?).

Para probar el teorema, vamos a ver que el Caso 2 no puede darse y que, si estamos en

el Caso 1, necesariamente ¢ conserva la orientacion.

Supongamos que se tiene el Caso 2. Como debe cumplirse ¢, = ¢py, deducimos que A es
sélo funcién de u mientras que p es sélo funcién de v. Esto nos dice que

(b(uv 'l}) = (¢1 (’U), P2 (u))

para ciertos difeomorfismos adecuados ¢; : R — R.

Definimos ahora f(u,v) = f(¢1(v), ¢2(u)). Si aplicamos el Teorema 2.6 a esta inmersion,
deducimos que f(u,v) = a1(¢1(v))az(d2(u)) y que su normal unitario N viene dado por
N(u,v) = a1(¢1(v))jaz(da(u)). Por otro lado, (2.30) nos asegura que f(u,v) = f(u,v) y
N(u,v) = £N(u,v). En definitiva, se cumplen:

a1(¢1(v))az(g2(u)) = a1(u)az(v),
a1 (¢1(v))jaz(p2(u)) = £ai(u)jaz(v).

Si hacemos u = 0 y tenemos en cuenta que a1(0) = 1, nos queda

a1(¢1(v))az(¢2(0)) = az(v),
a1(¢1(v))jaz(92(0)) = £jaz(v).

/—\
<
~—
~—
<.
Q

Ahora multiplicamos la ecuacién de arriba por la izquierda por +j e igualamos los miembros
de la derecha de ambas ecuaciones, de forma que obtenemos

Ejar(d1(v))az(¢2(0)) = ai(¢1(v))jaz(42(0)),
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y, por lo tanto,

+jar(¢1(v)) = ar(¢1(v))J. (2.31)

Al ser ¢ un difeomorfismo, existiréd cierto vy de modo que ¢1(vg) = 0. Esto nos permite
descartar el signo menos en (2.31) puesto que al evaluar dicha expresién en vy, como a1 (0) = 1,

obtendriamos —j = j.

Sabemos pues que se tiene,

jar(é1(v)) = ar(é1(v))],

es decir, a1(¢1(v)) conmuta con j. Esto nos dice que tiene que ser de la forma

a1(¢1(v)) = a(v)l + B(v)j (2.32)

para ciertas «, 8 € C*°(R). Sin embargo, de acuerdo con (2.32), a}(0) tendria que ser colineal
con j (ya que a}(0) es necesariamente ortogonal a a1(0) = 1), pero esto contradice nuestra
suposicién de que N(0,0) = j. Por tanto, el Caso 2 no puede darse.

Supongamos, pues, que nos encontramos en el Caso 1. Razonando igual que antes, llegamos
a que

¢(u,v) = (¢1(u), P2(v))-
]zeﬁnimos de nuevo f(u,v) = f(y ~(u),¢2(v)) y aplicando el Teorema 2.6 deducimos que
flu,v) = ai1(d1(u))az(p2(v)) y que N(u,v) = a1(p1(u))jaz(p2(v)). Asi, es claro que
N(u,v) = £N(¢1(u), ¢2(v)) = £N(u,v), (2.33)

donde este signo corresponde al de ¢} (u)@5(v).

Si ambas ¢ (u), p5(v) > 0, tendremos claramente signo positivo en (2.33), con lo que ¢

conserva la orientacion.

Si, por ejemplo, es ¢} (u) < 0, podemos asegurar que para cierto ug € R serd ¢1(up) = uo
(puesto que ¢; es sobreyectiva y su grafica es decreciente). Entonces, (2.30) y (2.33) evaluadas

en este ug nos dicen que

a1(¢1(uo))az(d2(v)) = ai(uo)az(v),
a1(¢1(uo))jaz(d2(v)) = £ai(uo)jaz(v),

es decir,

jaz(gp2(v)) = Ejas(v).

Asi, en (2.33) tenemos el signo mas y, de nuevo, ¢ conserva la orientacién. Esto concluye la

{ az($2(v)) = as(v),

demostracion del teorema. O
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2.3.2. Operador forma no diagonalizable

Vamos a estudiar ahora los operadores forma de las superficies llanas lorentzianas en H‘z’
Como hemos visto, algo que distingue a la geometria lorentziana de la riemanniana es que
para una superficie lorentziana el operador forma puede no ser diagonalizable en todo punto.
En el caso de superficies llanas lorentzianas en H3 veremos que la posibilidad de expresar
el operador forma en cierto punto como una matriz diagonal esta estrechamente relacionado
con el cardcter causal de las dos curvas asintéticas de la superficie que pasan por ese punto.

Si ¥ es una superficie llana lorentziana en Hi” y p € X, entonces tal y como hemos visto
en la Proposicién 2.2 (ver también la Observacién 2.3) existen pardmetros caracteristicos
locales (u,v) en un entorno de p tales que la primera y segunda formas fundamentales de ¥
se escriben con respecto a dichos pardmetros como

I = — cos(2wy )du? — 2 cos(wy — wa)dudv — cos(2ws)dv?,

(2.34)
IT = 2sen(w; + wa)dudv.

para ciertas wi(u),wz(v) € C* con wi(u) + wa(v) € (0,7) para todo (u,v). Esta es, como
sabemos, una parametrizacién en la que las curvas coordenadas son precisamente las cur-
vas asintéticas. Si llamamos, como hemos hecho hasta ahora, a;(u),a2(v) a las dos curvas
asintéticas que generan la superficie, (2.34) nos dice en particular que

{a},a]) = — cos(2w1), {ah, ab) = — cos(2ws). (2.35)

Por otro lado, a partir de (2.34) podemos calcular sin dificultad la expresién del operador
forma A, en la base (0y, 0y),

sen(wy + wa) cos(2w1) — cos(w1 — w2)

1 ( —cos(w1 + w2) cos(2ws) ) '

Los valores propios de A son, por lo tanto,

—cos(w1 — wa) & y/cos(2wy) cos(2wo) .

A =
sen(wi + wo)

(2.36)
Veamos cudles son las distintas situaciones que pueden darse en cada punto de la superficie:

» Si cos(2wi) y cos(2wy) son ambos positivos o ambos negativos, (2.36) dard lugar a dos
soluciones reales distintas. Esto significa que el operador forma tiene dos valores propios

distintos, A1, A2 € R, y por lo tanto es diagonalizable. La expresién en forma candnica

A1 0
0 X/

Ademas, (2.35) nos dice que nos encontramos en este caso cuando las curvas a; son

de la matriz A es:

ambas espaciales o ambas temporales.
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» Si cos(2w1) y cos(2w2) tienen distinto signo, (2.36) da lugar a dos niimeros complejos
conjugados a + b+/—1. Esto significa que el operador forma no es diagonalizable y la

expresion en forma candnica de la matriz A es:

(50)

En este caso, de (2.35) se deduce que esto sucede cuando una de las curvas a; es espacial
y la otra temporal.

» Si uno de los cos(2w;) se anula y el otro no, (2.36) nos da una solucién doble, es decir,
el operador forma tiene un unico valor propio real, Ag € R, de multiplicidad dos. Sin
embargo, la dimensién de Ker(A — A\oI) es uno y por lo tanto A no es diagonalizable;

Ao O
1 X/

Segin (2.35), nos encontramos en este caso cuando una de las curvas a; es nula y la

su expresion en forma canonica es:

otra es espacial o temporal.

» Finalmente, si cos(2w;) = cos(2wz) = 0, de nuevo (2.36) da lugar a una solucién doble
Ao, pero esta vez Ker(A — A\gI) tiene dimensién dos, de modo que el operador forma

si es diagonalizable. La expresién en forma candnica de la matriz A es:

XA O
0 X )
Ahora (2.35) nos dice que este caso se da si las dos curvas a; sean nulas.

Podemos resumir toda la discusién anterior en el siguiente resultado:

Proposicién 2.11. Sea X una superficie llana lorentziana en H} y p € X. Entonces el
operador forma de ¥ en p es diagonalizable si y sélo si las dos curvas asintdticas de ¥ que
pasan por p tienen el mismo cardcter causal en p.






CAPITULO 3

Resultados de clasificacion de
superficies llanas lorentzianas en H?l’

3.1. Curvas en H? con singularidades de tipo wave-front

Empecemos considerando el fibrado tangente unitario a H?,
TU(H?) = {(2,y) : « € B,y € S}, {&,y) = 0},
donde estamos identificando H? = H3 N {zg = 0,71 > 0} y S? = S3 N {z¢ = 0}.
Podemos considerar la aplicacién
7 H — TU(H?)
r+— (xiz,xkZ) = (hi(x), hi(x)).

Se trata de un recubridor de dos hojas con 7(—x) = 7(z) para todo x € H3.

A partir de ahora, por comodidad, denotaremos simplemente por h(z) a la aplicacién
hi(z) : H} — H? dada por h;(x) = ziz.

Definicién 3.1. Una curva legendriana en TU(H?) es una inmersion o = (y,v) : I C R —
TU(H?) que cumple {(v/,v) = 0.

Asociada a una de estas curvas legendrianas podemos definir la métrica

(da, da)s == (dy,dry) + (dv, dv).
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Como (v,7') > 0, (¢/,1//) > 0, y a es una inmersién, tenemos que {(a/,a/)s > 0 en todo
punto. En particular, podemos parametrizar « por su longitud de arco con respecto a la
métrica ( , )s.

En adelante, py : TU(H?) — H? representara la proyeccién canénica de TU (H?) sobre
el subespacio H?.

Definicién 3.2. Un wave-front (o simplemente un front) en H? es una aplicacién diferen-
ciable v : I C R — H? que admite un levantamiento legendriano, es decir, existe una curva
legendriana o : I C R — TU(H?) con puz(a) = 7. En estas condiciones, llamamos a la

aplicacion v : I C R — S} tal que a = (7y,v) el normal unitario del front v asociado a a.

Un front cerrado en H? se define de forma similar como la proyeccion de una curva
legendriana cerrada o : S' — TU (H?).

Es obvio que cualquier curva regular en H? es un front, pero el reciproco no es cierto
en general. Por ejemplo, las curvas paralelas a una curva regular en H? son fronts que, en

general, tienen singularidades (véase la Figura 3.1).

Figura 3.1: Fronts obtenidos como curvas paralelas a una curva regular en R2.

Por otro lado, existen curvas periédicas con singularidades en H? que no son fronts cerra-
dos de acuerdo a la definicién anterior, puesto que no tienen un normal unitario globalmente
definido, esto ocurre por ejemplo en una curva cerrada con exactamente un punto cuspide
(véanse las Figuras 3.2 y 3.3). Para mds detalles sobre fronts véanse [SUY, MuUm, KUY,
KRSUY].
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Figura 3.2: Front cerrado. Es posible encontrar un normal unitario globalmente definido.

Figura 3.3: Curva cerrada con una singularidad tipo wave-front que no es un front cerrado.

El siguiente lema nos permite simplificar la condicién (a’,a j) = 0.

Lema 3.3. Sea a(u) : R — H3 una curva regular. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) {a'(u),a(u) j) = 0.

(2) m(a(u)) : R — TU(H?) es una curva legendriana (para = dada por (3.1)).

(3) v(u) := h(a(u)) es un front en H? con normal unitario v(u) = a(u)ka(u).

Demostracion: De la definicién de front en H? y de (3.1) se deduce directamente que (2) y

(8) son equivalentes.
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Para probar que (2) = (1), asumimos que 7w(a(u)) = (a(u)ia(u), a(u)ka(u)) es una curva
legendriana. Entonces, a'(u) # 0 y

(d'(uw)ia(u) + a(u)ia'(u), a(uw)ka(u)) = 0. (3.2)

Teniendo en cuenta que ki = j y aplicando la invariancia por la izquierda de ( , ), junto con
la propiedad i) de la Proposicién 1.6, obtenemos de (3.2) que

es decir, se tiene (1).

Veamos ahora que (1) = (2). Definimos a(u) := w(a(u)) = (y(u),v(u)), es decir,

Asumamos que u es el pardmetro asintdtico de a(u) dado por la Definicién 2.8. Entonces, tal
y como nos dice (2.24), tenemos

aa’ = cos(w®) i + sen(w®) k, (3.3)

donde, por comodidad, hemos suprimido la referencia al parametro .

Entonces, obtenemos en primer lugar,

(v ,vy={(dia+aid ,aka) = (adi+ida,k)
= (ad' i+ i(ad’), k) = (2sen(w®)j, k)
= 0.

Asi, para ver que se tiene (2) sélo nos falta comprobar que 7(a(u)) es una inmersién, es decir,

que (v,v") 4+ (V/,/) > 0 en todo punto.

Para obtener (7/,+') y (/,1) vamos a utilizar de nuevo (3.3) y las propiedades bdsicas
de nuestra estructura pseudo-cuaterniénica (items iv) y v) de la Proposicién 1.6) junto con
(k,k) = 1. De esta forma,

(,v)=(dia+aid,dia+aid)

= (d'ia,d ia) +2(dia,aid’) + (aid',aid)

= {d',d) + 2(ad i,ia’'a) + (@’,a’)

=2(d’,d’) + 2(ad’i,i(ad’)) (3.4)
= —2c0s(2w”) + 2(— cos(w”) 1 4 sen(w®) j, cos(w®) 1 4 sen(w?) j)

= —2cos(2w?) + 2 cos?(w?) + 2sen?(w?)

= 4sen?(w?).
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(W Wy=(dka+akd,dka+akd)
= (d' ka,d' ka)+2(d' ka,akad') + (akd aka')
= —(d,dV{(k, k) + 2(ad" k,ka'a) — (k,k){a’,a’)
= —2(d’,d’) + 2(ad’k, k(ad’))

= 2 cos(2w®) + 2(— cos(w?) j + sen(w?) 1, — cos(w®) j — sen(w®) 1)
= 2cos(2w?) + 2 cos?(w?) + 2sen?(w?)
= 4 cos? (w?).

En definitiva, tenemos que

y por lo tanto se cumple (2). O

Este resultado nos permite dar la siguiente definicion:

Definicién 3.4. Sea v : I C R — H? un front en H? con levantamiento legendriano o : I C
R — TU(H2). Diremos que una curva reqular a : I C R — H3 es un levantamiento asintético
de vy si moa=qa, donde w: H3 — TU(H?) es el recubridor dado por (3.1).

Es obvio que todo front tiene un levantamiento asintético. Este serd tinico salvo el signo
una vez fijado el levantamiento legendriano «, ya que 7 es un recubridor de dos hojas con

m(x) = m(—x). Ademas, el Lema 3.3 nos dice que el levantamiento asintético de y(u) verifica
h(a(u)) = ~(u) y (a'(u), a(u) j) = 0.

Observacion 3.5. Podemos observar también que, si al tomar el levantamiento Lengen-
driano del front v sustituyéramos el normal unitario v por —v, el levantamiento asintdtico
a:I CR— H} cambiaria a ai : I C R — H} ya que:

aia=r~ = (ai)i(ai)=—aiiia=aia=",

aka=v = (ai)k(ai)=—aikia=—-aka=—v.
Observacion 3.6. A partir de (3.5) podemos ver que el pardmetro asintdtico (segin la De-
finicion 2.8) del levantamiento asintdtico a : I C R — H3 de un front v es precisamente la
mitad del pardmetro arco con respecto a la métrica ( , )s del levantamiento legendriano o

de ~.

Veamos ahora que la nocién de curvatura geodésica de una curva regular se puede gene-
ralizar a las curvas que presentan singularidades de tipo wave-front. Para ello, tendremos que
admitir que este invariante pueda tomar también el valor co. El espacio RU{oo} extiende a R
haciendo que sus dos extremos confluyan en un punto, al que denotamos co. Desde un punto
de vista aritmético, este nuevo elemento juega el papel de inverso del 0 (véase la Figura 3.4).
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0

Figura 3.4: Representacién esquemética del espacio R U {o0}.

No es posible extender a R U {oco} la relacién de orden en R, pero si se puede generalizar
la nocién de intervalo abierto (véase la Figura 3.5) y definir, a partir de ellos, una topologfa.
De este modo, obtenemos un espacio homeomorfo a la circunferencia S'.

( I ( Y
(a,b) (b,a) (00,a) (b,00)

Figura 3.5: Tipos de intervalos abiertos en R U {o0}, a y b ntimeros reales con a < b.

Si permitimos que las funciones tomen valores en R U {oo}, algunas como tg(z) y cot(x)
pasan a estar globalmente definidas de modo continuo en todo R, una propiedad que no tenian
como funciones con valores en R. Concretamente, para cot(z), esto se consigue tomando
cot(nm) = oo para todo n € Z.

Consideremos ahora un front vy(u) : I C R — H? con normal unitario v : I C R — S%. Si

~'(up) # 0, recordemos que su curvatura geodésica en ese punto viene dada por

(7" (u0), v(uo))
[/ (uo) 12

Como vemos, esta definicién no es valida en los puntos en que 7y no es regular. Sin embargo,

kq(uo) =

sabemos que si v/(ug) = 0, entonces /(ug) # 0 y por lo tanto, en cierto entorno de uyg,
serd v/ (u) # 0. En este entorno, podremos encontrar una funcién diferenciable A(u) de modo
que 7' (u) = A(u)v/(u). Claramente, A\(ug) = 0 y, por otro lado, como (7' (u),v(u)) = 0,

tenemos que
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Asi, X = —1/k,4 en los puntos regulares de 7. Esto justifica la siguiente definicién:

Definicién 3.7. Sea v(u) : I C R — H? un front con normal unitario v : I C R — S2.
Llamamos curvatura geodésica de v a la aplicacion diferenciable kg : I C R = RU{oo} dada
por

La curvatura geodésica de un front y la funcién angulo de su levantamiento asintético
estan estrechamente relacionadas, tal y como nos dice el siguiente lema:

Lema 3.8. Sea a(u) : I C R — H} una curva regular en H3 con {(a'(u),a(u)j) = 0 y
pardmetro asintotico u de acuerdo a la Definicion 2.8. Entonces, la curvatura geodésica kg(u)
del front y(u) = h(a(u)) : I C R — H? viene dada por

kg(u) = cot(w®(u)), (3.6)

donde w?(u) es la funcion dngulo de a(u) (véase de nuevo la Definicion 2.8).

Demostracion: La igualdad (3.4) nos dice que 7/ (ug) = 0 si y sélo si sen w®(ug) = 0, de modo
que (3.6) se cumple en los puntos singulares de v(u).

Para el resto de puntos, teniendo en cuenta (3.4), la equivalencia (1) < (3) del Lema 3.3

y la bi-invariancia de la métrica, podemos escribir

<’Y,7 V,> _1 - ! - Ny —— — ! —_ 7
ky = — T = Tsen?(o) (aa"i +1i(ad’),ad k + k (ad’)).
Si ahora usamos (3.3) y las relaciones bésicas i k = —ki = —j y k? = —i? = 1, obtenemos
-1 , . 4sen(w®) cos(w®)
kg = ToonZ(w®) (2sen(w®) j, —2cos(w®) j) = Tsen2(i7) = cot(w?),
como querfamos ver. O

Observacion 3.9. Hay que senalar que la funcién cot : R — R U {oo} es una aplicacion
recubridora w-periddica. Esto nos permite elegir, para todo A C RU {oco} una determinacion
continua de cot™" de forma que:

cot 1(A)
cot71(A)

(0,7) si oco¢ A,

C
C (m—e¢,2m —c¢) para cierto ¢ € (0,7) si oo € A.

De ahora en adelante, cot™! representard esta determinacion continua en concreto.
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Lema 3.10. Sea y(u) : I C R — H? un front con normal unitario v(u) : I C R — S?
cuya funcion curvatura geodésica kg : I C R — R U {oo} no es sobreyectiva (esto ocurre, por
ejemplo, si v es reqular). Entonces, invirtiendo la parametrizacion de v en caso necesario,
podemos asequrar que v admite un levantamiento asintdtico a: I C R — H3 tal que:

1. Si ~y es regular, entonces sen(w®) > 0. Esto sucederd precisamente cuando {v',v} sea

una base positivamente orientada de TWHQ.

2. Si v no es regular, entonces a(ug)a'(ug) = —i (es decir, cos(w*(ug)) = —1) para todos
los puntos con ' (ug) = 0.

Si estas condiciones se cumplen, diremos que u es un pardametro positivo para el front v con
normal unitario v.

Demostracion: Si v es regular, entonces la igualdad (3.4) nos asegura que sen(w?) # 0 en
todo punto, es decir, su signo serd constante. Ademds, si reparametrizaramos ~ tomando
¥(u) = v(—u), es obvio que a(u) = a(—u) seria levantamiento asintético de 5. De este modo,
teniendo en cuenta (3.3), obtendriamos:

a(u)d' (u) = —a(—u)ad'(—u) = — cos(w(—u)) i — sen(w®(—u)) k, (3.7)

es decir, serfa sen(w”(u)) = — sen(w®(—u)). Por lo tanto, invirtiendo la parametrizacién de v
en caso necesario, podemos asegurar que sen(w®) > 0 en todo punto.

Ahora tenemos que ver que precisamente en ese caso {7/, v} es una base positivamente
orientada de T7H2. Como {aia,aja,aka} es una base positivamente orientada de TﬂHI‘% y
aia = v, aka = v, todo se reduce a comprobar que (y/,;aja) > 0 en todo punto. Ahora, de
(3.3) deducimos

(+,aja) = (dia+aid,aja)= (adi,j)+ (i(ad),j)
= —2(ad,ji) = 2sen(w®) > 0,
con lo que el primer caso del enunciado queda demostrado.

Supongamos ahora que v/(ug) = 0 para algin ug y que, por lo tanto, sen(w®(ug)) = 0.
A la vista de (3.7) es obvio que, reparametrizando 7 si es necesario, podemos suponer que
cos(w®(ug)) = —1. Pero ahora, teniendo en cuenta el Lema 3.8, la Observacién 3.9 y la
hipétesis de que kg no es sobreyectiva sobre RU{oo}, deducimos que la condicién cos(w*(u)) =
—1 se cumple en todos los puntos singulares del front ~. Esto concluye la demostracién. [J

3.2. Clasificacién de superficies llanas completas en H?

Buscamos ahora mejorar el resultado de representacién de superficies llanas en H} obte-

nido en el capitulo anterior. Concretamente, queremos un método geométrico (sin resolucién
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de ecuaciones diferenciales) que nos proporcione curvas en ]HI“;’ que cumplan la condicién
{a’;aj) = 0. Este método se basa en el levantamiento asintético de curvas en H? que pueden
presentar singularidades de tipo wave-front.

De este modo obtendremos nuestro principal resultado de clasificacién (Teorema 3.12) en
el que parametrizamos el espacio de las inmersiones isométricas de L2 en H en términos del
espacio de las curvas en H? con singularidades de tipo wave-front.

Definicién 3.11. A un par de fronts 1 (u),y2(v) : R — H2, con normales unitarios vy (u), vo(v) :
R — S? tales que v1(0) = 72(0) =i y v1(0) = v2(0) = k, lo llamaremos par admisible si u y

v son parametros positivos para 1 y y2 respectivamente y, ademds, se cumplen las siguientes
condiciones:

i) y1 es, de hecho, una curva regular en H2.

it) Si ki, ke : R — RU{oo} representan las curvaturas geodésicas de y1 y y2 con respecto
a los normales unitarios vy (u), v2(v), entonces

B £ ko) V() € R?
y, en concreto, se tiene ki(u) > ko(v) si y2 es también una curva regular.

Podemos observar que si los fronts 71,2 cumplen k1 (R) N k2 (R) = (), entonces, intercam-

biando los papeles de 71 y 72 en caso necesario, {71,72} es un par admisible.

Ahora vamos a ver que es posible describir de forma precisa el espacio de las inmersiones
isométricas de L2 en H$ en términos de pares admisibles de curvas con singularidades de tipo
front. En concreto, obtendremos el siguiente resultado:

Teorema 3.12. Sean v1(u),Y2(v) : R — H? un par admisible de fronts en H2, donde u/2
(resp. v/2) es el pardmetro arco de 1 (resp. vy2) con respecto a la métrica ( , )s. Llamamos
k1(u), k2(v) : R — RU{co} a las curvaturas geodésicas de y1 y Yo, y a1(u),az(v) : R — H3
a sus levantamientos asintdticos de acuerdo al Lema 3.10. Suponemos que, para wi(u) :=
cot ™ (k1 (u)) y wa(v) := 7 — cot 7L (ka(v)), la aplicacion (x(u,v),y(u,v)) definida en (2.8) es

un difeomorfismo global.

Entonces, f : R? — H3 dada por f(u,v) = a1(u)az(v) es una inmersion isométrica de

L2 en H3, y (u,v) son los pardmetros caracteristicos globales dados en la Proposicion 2.2.

Reciprocamente, toda inmersion isométrica de L? en Hi{’ puede recuperarse mediante este
proceso a partir de un par admisible de fronts en H?2.

Demostracion: Para probar la parte directa, tenemos que ver que aj(u) y as(v) verifican
todas las hipétesis del Teorema 2.9. Dado que son los levantamientos asintéticos de los fronts

71,72, €l Lema 3.3 nos asegura que (a}, a1j) = (a}, azj) = 0y, por la Observacién 3.6, sabemos
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también que u y v son los parametros asintdticos de a; y as. Ademas, por el Lema 3.3 y la
ambigiiedad en cuanto al signo del levantamiento asintético, podemos suponer que a1(0) =
GQ(O) =1.

Por otro lado, la condicién i) de la Definicién 3.11 implica, en particular, que k1 (R), k2(R) C
R U {oo}. De este modo, podemos hablar de las funciones cot=!(k1(u)) y cot™!(ko(v)) de
acuerdo con la Observacién 3.9.

Llamemos w® (resp. w??) a la funcién angulo asociada a aj (resp. az). Al ser ~; regular,
por el Lema 3.10 y la ambigiiedad a la hora de determinar w® (véase la Definicién 2.8),
podemos asumir que w (R) C (0, 7). En esta situacién, el Lema 3.8 nos dice que

w (u) = cot (ki (u)) € (0,7),

y, analogamente,
w®(v) = cot™(ka(v)),

donde w2 (R) C (0,7) si 92 es también regular y w(R) C (7 — ¢, 27 — ¢) para cierto ¢ > 0

si o tiene algin punto singular.

Definimos ahora w(u) = cot™!(ki(u)) y wa(v) = m — cot~!(ka(v)). Si probamos que
wi(u) + wa(v) € (0,7) para todo (u,v) € R?, habremos conseguido ver que se cumplen todas
las condiciones del Teorema 2.9.

Si 72 es una curva regular, es claro que wi(u) + wa(v) > 0y, puesto que ki(u) > ka(v)
para todo (u,v), concluimos que

cot 7 (k1 (u)) — cot (ko (v)) < 0,

es decir, wy(u) + wa(v) < .

En el caso de que 72 tenga algin punto singular, podemos observar que w1 (ug) +waz(vg) €
(0, ) para cierto (ug,vo) € R?. A partir de esto, como la condicién ki (u) # ko(v) nos asegura
que wi(u) + wa(v) ¢ {0,7} en todo punto, obtenemos que también wi(u) + wa(v) € (0,7)
para todo (u,v) € R?; esto concluye la primera parte de la prueba.

Para el reciproco, sélo tenemos que tener en cuenta que el Teorema 2.6 nos aseguraba que
toda inmersién isométrica de IL? en H3 puede escribirse en la forma f(u,v) = a1 (u)ag(v). Asf,

tomando 1 (u) = pg2 © w(a1(u)), y2(v) = pgz o m(az(v)) podremos recuperar la inmersién f
simplemente aplicando la parte directa a los fronts v y 2. (]

3.3. Problemas propuestas por Dajczer y Nomizu

El estudio global de las inmersiones isométricas de IL? en H fue iniciado probablemente
por M. Dajczer y K. Nomizu [DaNo] en 1981. En el Teorema 7.6 de este articulo, los autores
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propusieron un método para construir superficies llanas lorentzianas en H“;’ mediante el pro-
ducto de dos curvas by(s) : R — H? y ba(t) : R — H3 en H$ que cumplen ciertas hipétesis.
Traduciéndolas a nuestra notacién, estas hipdtesis son:

i) —(b}, b)) = (b, b5) =1, es decir, una de las curvas es temporal en todo punto y la otra
es espacial en todo punto (de este modo, podemos suponer que estdn parametrizadas
por la longitud de arco).

i) b1(0) = ba(0) = 1.
iii) (b, b1&0) = (b, &ob2) = 0 (podemos suponer que &y = j).

En estas condiciones, Dajczer y Nomizu probaron que la superficie f : R? — ]H[i{’ dada por
f(s,t) = b1(s)ba(t) es una superficie llana lorentziana para cierto D C R? entorno del origen
(D C R? es la componente conexa en la que se encuentra el origen del conjunto de puntos
(s,t) € R% en los cuales f es una inmersién). Ademds, las curvas by y by son las curvas

asintéticas de f en el punto (0,0).

Tras probar este resultado, Dajczer y Nomizu propusieron los siguientes problemas de

caracter global relacionados con la anterior construccion:

C1: Silas curvas by y by estdn definidas en todo R, jes D = R??
C2: Si D =R2?, ses la superficie (geodésicamente) completa?

C3: ;Puede toda inmersion isométrica de 1.2 en H3 obtenerse como producto de dos curvas
adecuadas?

Teniendo en cuenta el Teorema 7.6 de [DaNo], es razonable pensar que la cuestién C3
fue formulada como un problema restringido a curvas espaciales o temporales, aunque esto
no quedase especificado explicitamente en este articulo. En cualquier caso, consideraremos
también el siguiente problema:

C4: ;Puede toda inmersion isométrica de 1.2 en H3 obtenerse como producto de dos curvas

de modo que una de ellas sea temporal en todo punto y la otra espacial en todo punto?

La férmula de representacién que hemos obtenido en la Seccién 2.2 (Teoremas 2.6 y 2.9)
asi como nuestro resultado de clasificacién (Teorema 3.12) nos permitirdn dar respuesta a

estos problemas abiertos.

C3 y C4: Representacién de toda superficie llana como producto de dos curvas

En primer lugar senialamos que el Teorema 2.6 ya constituye una respuesta afirmativa a
la cuestion C3. Ademas, en el Teorema 3.12, hemos visto que estas dos curvas a1 y ag pueden
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obtenerse como levantamientos asintéticos de dos curvas 1 y 72 en H?, que pueden presentar

singularidades de tipo wave-front.

En este contexto, hemos visto que, si k1 y ko representan las curvaturas geodésicas de ;

y 72 respectivamente, entonces, tomando
wy = cot™ H(ky), wy :=m — cot™ ! (ky), (3.8)

se cumple que (a’,a’) = — cos(2w;). Pero, claramente, (3.8) nos dice que cot(w;) = k;. Asi
ple que (aj, a; , , q :

teniendo en cuenta la identidad trigonométrica
1 — cot?(w;
~ cos(2uy) = SO0 (i)
1 + cot*(w;)
concluimos que
aj es temporal <= |k;| > 1,
a; esnulo <= |k;j| =1, (3.9)
al es espacial <= |k;| < 1.

Esta sencilla observacién nos proporciona la idea para encontrar un contraejemplo para
C4. Simplemente debemos escoger dos fronts v; v 72 en H?, que cumplan las hipStesis del
Teorema 3.12, pero de manera que para ambos sea |k;| > 1 o |k;| < 1. Asi, sus levantamientos
asintéticos aj y ag, generaran una inmersién isométrica de L2 en H3 pero, de acuerdo con (3.9)
dichas curvas en H:f tendréan el mismo caracter causal.

C1: Regularidad

Nuestro Teorema 3.12 es también la clave para afrontar la cuestién C1. Alli, la hipdtesis
que nos permite garantizar la regularidad de las superficies obtenidas es que los dos fronts
Y1, 72 de partida tengan curvaturas geodésicas disjuntas. Veremos que, en la situacién que

proponen Dajczer y Nomizu, necesariamente se cumple esta condicién.

Consideremos dos curvas b1(s) y ba(t) que verifiquen todas las hipétesis del Teorema 7.6
de [DaNo]. Podemos entonces reparametrizarlas tomando

ar(u) = bi(s(u)),  az(v) = ba(t(v)),

donde u, v son los pardmetros asintéticos de estas curvas (véase la Definicion 2.8). Asi, hemos
obtenido dos curvas que cumplen a1 (0) = a2(0) = 1, (a}, a1j) = (a},a2j) = 0, y de forma que

ay es temporal en todo punto y as es espacial en todo punto.

Tomamos ahora los fronts 71,72 en H; dados por

m(u) =hai(w),  72(v) = haz(v)).

Como acabamos de ver en (3.9), el hecho de que a; sea temporal y as sea espacial nos dice
que |k1] > 1 y que |ko| < 1. Entonces, cambiando el orden de v; y 72 si fuera necesario,



3.3 Problemas propuestas por Dajczer y Nomizu 49

tendriamos que el par de fronts {71,72} es un par admisible de acuerdo a la Definicién 3.11.
En esta situacion, el Teorema 3.12 nos dice que la superficie llana lorentziana que se obtiene

a partir de ellos no tiene puntos singulares. Es decir, la inmersiéon

f(s,t) = b1(s)ba(t) = ax(u(s))az(v(t))

estd definida en todo R2. Por lo tanto, también hemos obtenido una respuesta afirmativa a
la cuestién CI1.

C2: Completitud

Finalmente, en el siguiente teorema mostramos que la respuesta a la cuestién C2 es,
en general, negativa. Por otro lado, también vemos que es posible encontrar condiciones
suficientes en el sentido de [Cec] y [Sas| que aseguran la completitud en el caso lorentziano.
Esta es exactamente la forma en que este problema aparece formulado en [DaNo], donde se
afirma: Este [Cuestion C2] parece ser un problema mucho mds dificil que la cuestion de la

completitud de superficies llanas en S tratada en [Cec] y [Sas].

Teorema 3.13. Sean by, by : R — H3 dos curvas regulares con bi(0) = ba(0) = 1, tales
que — (b}, 0h) = (bh,bh) = 1 y (by,b1j) = (b, baj) = 0. Sea f : R? — H3 la superficie llana
lorentziana dada por

f(s,t) = bi(s) ba(t),

que (como hemos visto al responder la cuestion C1) no tiene puntos singulares. Entonces:

1. Los pardmetros caracteristicos (u,v) de f estin globalmente definidos en R?.

2. Si la funcion dngulo w(u,v) = wi(u) + wa(v) asociada a los pardmetros caracteristi-
cos (u,v) cumple 0 < ¢ < senw(u,v) para cierta ¢ > 0, entonces la superficie f es

geodésicamente completa .

3. Ezisten curvas by, by en estas condiciones de modo que la superficie llana lorentziana

generada por ellas no es geodésicamente completa.

Demostracion. Para mostrar que los parametros caracteristicos (u, v) estan globalmente defi-
nidos en R2, lo primero que debemos sefalar es que u, v son, respectivamente, los pardametros
asintéticos de las curvas by y by (Teorema 2.9). Veremos pues que u = wu(s) estd global-
mente definido en R; el caso de v = v(t) es totalmente andlogo. Como (b](s),b1(s)j) =0y
(b (s),b}(s)) = —1, podemos escribir

b(s)b'(s) = =+ cosh(f(s))i + senh(6(s))k para cierta § € C(R).

De este modo, el pardmetro asintético de by (Definicién 2.8) viene dado por

u(s) = /0 " Jeosh2(0(r) + senh(8(r)) dr.
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Por lo tanto,

ju(s)| =

> = |s].

/OS \/COShQ(H(T‘)) + senh?(6(r)) dr

/1d7“
0

Como s estd globalmente definido en R, también lo estd u, con lo que 1. queda demostrada.

Por otro lado, 2. se deduce directamente de la Proposicién 2.2.

Finalmente, para probar 3. tendremos que encontrar una superficie llana lorentziana
f(u,v) : R? = H3

con parametros caracteristicos (u,v) globalmente definidos, con (fy, fu) < 0, (fu, fu) >0y
de modo que las curvas f(u,0) y f(0,v), al ser parametrizadas por la longitud de arco, estén
globalmente definidas en R, pero que no sea una superficie geodésicamente completa.

Para ello, consideremos wj(u) : R — (0, 7/4) una funcién diferenciable que verifique:

00 0
i) /0 Veos(2wi(u))du =00y /_\/cos(2w1(u))du:oo.

ii) /0 cos(2wi (u))du < oo,

y definimos a partir de ella we 1= 7/2 4wy : R — (7/2,371/4).

Por la Proposicion 2.2, sabemos que wi y we determinan una tnica superficie llana lorent-
ziana f(u,v) : R? — H3 con pardmetros caracteristicos (u,v) globalmente definidos. Ademaés,
teniendo en cuenta la expresiéon de la primera forma fundamental de esta superficie dada
por (2.10), la hipdtesis i) nos garantiza que las curvas f(u,0) y f(0,v) estardn globalmente
definidas en R una vez sean parametrizadas por la longitud de arco.

Ahora, para demostrar que la superficie no es geodésicamente completa, tendriamos que
probar que la aplicacién (x(u,v),y(u,v)) dada por (2.8) no es un difeomorfismo global de
R2. Sin embargo, gracias a la Observacién 2.1, esto se reduce a ver que la métrica llana
riemanniana I := da? + dy? no es completa.

Para ello, consideramos la curva divergente (t) = (¢,t) : [0,00) — R? en el plano (u,v).
Usando (2.9) y observando que, por nuestra definicién de wo, es

cos(wy (u) + wa(v)) = cos(2wy + 7/2) = — sen(2wy),

obtenemos,

I(y'(u), 7 (u)) = 2(1 — sen(2wi (u)))-

Pero si ahora aplicamos la identidad trigonométrica

_cos(wy)
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y tenemos en cuenta la hipdtesis ii) sobre la funcién wy, deducimos que

/ \/T(fy’,fy’)du < 00,
0

es decir, v es una curva divergente de longitud finita. Por tanto, I = da? +dy? no es completa.
Esto nos indica que la superficie llana lorentziana f(u,v) no es (geodésicamente) completa.
O

3.4. Clasificacién de toros llanos en H?

Nos centramos ahora en el caso de superficies llanas lorentzianas que sean compactas y
orientables. Una superficie 3 de este tipo tiene necesariamente la topologia de un toro y
su recubridor universal ¥ la de un plano. Nuestro resultado de clasificacion para superficies
llanas lorentzianas completas en H3 (Teorema 3.12), proporciona un método geométrico para
construir superficies llanas lorentzianas completas en H a partir de pares de curvas con
singularidades en H?. Buscamos ahora encontrar condiciones sobre esos pares de curvas que
nos garanticen que la superficie generada por ellas sea el recubridor universal de un toro
llano. Nuestro siguiente resultado establece que esto ocurre precisamente cuando, al aplicar
el Teorema 3.12, partimos de dos curvas cerradas en H?, posiblemente con singularidades.

Teorema 3.14. Sean v1(u),y2(v) : S' — H? dos fronts cerrados en H? (con u y v pardmetros
positivos para 1 y o respectivamente) tales que v1(po) = Y2(po) =t y v1(po) = v2(po) = k
para cierto pg € S' (v; representa el normal unitario de ;). Supongamos que, ademds,
cumplen

k1(SY) N ko (SY) = 0, (3.10)

donde k; es la curvatura geodésica de ~y; en H2. Entonces, intercambiando el orden de ot
Y Y2 en caso necesario, la superficie llana lorentziana en H3 que generan a través del Teo-
rema 3.12 tiene tmagen compacta y corresponde, por lo tanto, a un toro llano lorentziano

inmerso isométricamente en HS.

Reciprocamente, todo toro llano lorentziano de H3 puede construirse mediante el proceso
descrito en el Teorema 38.12 a partir de dos fronts cerrados vi,v2 en H? que cumplen la
condicion de regularidad (3.10).

Demostracion: La parte directa es inmediata, s6lo tenemos que tener en cuenta que, por
definicion, v; es un front cerrado con normal unitario v; si la curva legendriana regular o; :=
(7i, vi) en TU (H?) es cerrada. En este caso, como 7 dada en (3.1) es una aplicacién recubridora
de dos hojas, entonces también la curva a; := 7 !(a;) en H} serd cerrada. De este modo,
la superficie llana f = ajaz es el producto de dos curvas cerradas en H3 y, por lo tanto, es
compacta y tiene la topologia de un toro.
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Para probar la parte reciproca, supongamos ahora que X es un toro llano lorentziano en
H3. Llamamos > = L2 a su recubridor universal yDp: Y > Yala aplicacion recubridora
canénica. Asi, podemos considerar 3 como una superficie llana lorentziana completa inmersa
isométricamente en H3, con segunda forma fundamental dada por p*(II) = ﬁ, donde IT1
representa la segunda forma fundamental del toro X.

En esta situacién, el Teorema 3.12 nos permite parametrizar > como una inmersién
f(u,v) : R? — H3 de modo que

f(u,v) = a(u) b(v), N(u,v) = a(u) j b(v).
Aqui estamos suponiendo que f(0,0) =1y N(0,0) = j.
Consideremos ahora la aplicacion
Nf: I s2.

Claramente, N f esta bien definida en ¥ y, por lo tanto, N f(X) = Nf(i) es compacta en
H?. Ademés, en términos de los pardmetros (u,v), se tiene

(N )(u,v) = a(u) jb(v) b(v) a(u) = a(u) j a(w),

de modo que N f (f]) es una curva cerrada en S?. Veamos que es también regular.

Llamamos 3 a esta curva, 31(u) := a(u) ja(u) : R — S%. Entonces, tenemos
BBy =—ajaldja+ajad)=—ajadja—ajaajad =—ajadja—ad. (3.11)

Por otro lado, la condicién (a’,a j) = 0 nos dice que Re(a’ ja) = 0y, de esta forma,

dja=—dja=ajd.
Sustituyendo esto en (3.11), llegamos a
BBy =—ajaajad —ad = —2ad #0.
Asi, concluimos que f;(u) es una curva regular y cerrada.
De forma similar, podemos definir

~Nf:¥2 8%

y, razonando igual que antes, llegamos a que la curva £a(v) := b(v) j b(v) : R — S? es regular
y cerrada.

Hay que senalar que, por su construccion, estas [5; pueden verse también como curvas

definidas en el toro llano Y. Consideramos ahora la aplicacion

G=(Nf,-Nf):% — S? xS%.
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Es importante notar que G(X) = 81 x 2 C S} x S%; asf, como las curvas 3; son regulares, G
es un difeomorfismo local y G(X) es un toro llano. Entonces, por compacidad, G sera nece-
sariamente una aplicaciéon recubridora de un nimero finito de hojas. Asi, los levantamientos
a ¥ de todas las curvas de la forma I' := 81 X {p} o I" := {p} x B2 del toro /31 X 2 son curvas
cerradas.

Ademas, se deduce de la definicién de (31, 82 que una curva & es una curva asintética de
5 (siy solo si @ = poa es una curva asintética de X) si y sélo si G, 0 @ es constante para
algin ¢ = 1,2, donde por definicién Gi=G; op, siendo G = (G1,G2) : ¥ — ST x S?. Asf, a es
una curva asintética de X si y sélo si §; 0 a es constante para algin i = 1,2, es decir, si y sélo
si a es el levantamiento mediante G' de una curva de la forma I' := 31 x {p} o I" := {p} x B2

en 31 x Ba.

En resumen, hemos probado la propiedad fundamental de que las curvas asintéticas de
un toro llano lorentziano en ]HI:{’ son cerradas. En particular, la proyeccién a H? mediante la
fibracién de Hopf h de una de estas curvas asintéticas es un front cerrado. Este hecho, junto
con la parte reciproca del Teorema 3.12, nos permite asegurar que todo toro llano lorentziano
en H$ puede ser construido a partir de dos fronts cerrados en H? que cumplan la condicién
de regularidad (3.10). De este modo, hemos concluido la prueba. |

Corolario 3.15. Las curvas asintdticas de un toro llano lorentziano en H3 son cerradas.

3.5. Caracterizacién de los cilindros de Hopf lorentzianos

Como hemos visto en el capitulo de preliminares, los ejemplos més sencillos de superficies
llanas en H3 que podemos encontrar son los llamados cilindros de Hopf. Se representan como
M, (o) y son las superficies obtenidas como preimagen, mediante la fibracién de Hopf h, (con
{p,p) =1, (p,p) = —1 0 {p, p) = 0) de una curva espacial o temporal ¢ (contenida en S?, H?
o A? respectivamente). En el caso de que ¢ sea una curva cerrada en H? y (p,p) = —1, el
cilindro de Hopf asociado M,(c) es una superficie compacta que recibe el nombre de toro de
Hopf.

Dado que los cilindros de Hopf lorentzianos son casos particulares de inmersiones isométri-
cas de L2 en H3, el Teorema 3.12 nos dice que pueden recuperarse a partir de dos fronts v;, v2
en H2. En esta situacién, nos planteamos encontrar condiciones sobre las curvas 7; que per-

mitan caracterizar a estos cilindros de Hopf entre todas las inmersiones isométricas de L.? en
3
Hl.

Teorema 3.16. Sea f : L? — H3 una inmersidn isométrica que es un toro de Hopf lo-
rentziano M,(o). Asumimos que f(0,0) =1 y N(0,0) = j (lo cual implica que (p,j) = 0).
Entonces f puede ser recuperada, mediante el proceso descrito en el Teorema 3.12, a partir
de dos fronts v1, y2 en H? de forma que al menos uno de ellos tiene curvatura geodésica k;
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constante. Ademds,

kil >1 <= (p,p) =—1,
kil <1 <= (pp=1

Demostracion. Sea c(t) la fibra de h, que pasa por 1 = f(0,0). La curva c(t) es una geodésica
de ]HI:{’ y se trata, por lo tanto, de una curva asintética de la inmersion.

Por (1.9) sabemos que esta curva es de la forma c(t) = €' y es facil comprobar que

Si reparametrizamos ¢(t) mediante su pardmetro asintético s (véase la Definicién 2.8), enton-

ces, para cierta constante wg € R, podemos escribir

c(s)cd(s) = c'(s)c(s) = cos(wp)i + sen(wp)k-. (3.13)
A partir de esta expresién es claro que

p = A(cos(wo)i + sen(wo)k), para cierto A € R, A > 0. (3.14)

Por otro lado, si consideramos ahora los parametros caracteristicos globales (u,v) de la
inmersién f (dados por la Proposicién 2.2) podemos aplicar el Teorema 2.6 y concluir que

flu,v) = aj(u)az(v) con a; = f(u,0), a2 = f(0,v).

Usando la terminologia del Teorema 3.12, hemos visto que la inmersién f puede ser obtenida
a partir de los fronts y1 = h(a1) y 72 = h(az) en H2.

El hecho de que ¢(s) sea una curva asintética de f que pase por f(0,0) significa que
se trata de una reparametrizacién de una de las curvas a;. En esta situacion, el front ~;

tendrd curvatura geodésica constante si y sélo si la tiene el front h(c(s)) (o h(c(s))). Pero,
utilizando el Lema 3.8, deducimos de (3.13) que las curvaturas geodésicas de h(c(s)) y h(c(s))
vienen ambas dadas por

kg = cot(wp).

Finalmente, si tenemos en cuenta (3.14), podemos relacionar las diferentes posibilidades
para (p, p) con las de |cot(wy)|. Concretamente, obtenemos

(p,p) =—1 < Jcos(wp)| > |sen(wp)| < |cot(wp)| > 1,
(p,p) =0 & Jcos(wp)| = |sen(wp)| < |cot(wp)| =1,
(p,p)=1 & Jcos(wp)| < |sen(wp)| < |cot(wp)| <1,

de modo que (3.12) ha quedado demostrada. O
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3.6. Construccion de levantamientos asintoticos

Hemos visto en el Teorema 3.12 que los levantamientos asintéticos (véase la Definicién 3.4)
de curvas en H? juegan un papel esencial a la hora de establecer una caracterizacién de las
superficies llanas en H3 en términos de pares de curvas (posiblemente con singularidades) en
HZ2. Por este motivo, nos ocupamos ahora de encontrar un método para construir de forma

explicita, a partir de una curva en H? dada, su levantamiento asintético en H:{’.

Proposicién 3.17. Sea v : I — H? una curva regular de la forma v(s) = v1(s)i + y2(s)j +
v3(s)k con normal unitario v : I — S? tal que v(0) = i y v(0) = k. Entonces, la curva
c: 1 — H} dada por

c(s) = NoCIOES] [(y1(s) + 1)1 — y3(s)j + 72(s)k], (3.15)

verifica las siguientes condiciones:

i) ¢ es un levantamiento de ~y(s) mediante la fibracion h, es decir, h(c(s)) = v(s) para
todo s € I.

ii) e(0) = 1.

iii) c(s) es reqular y c(s)c'(s) no es colineal con i para ningin s € 1. Podemos, por lo tanto,

escribir

c(s)c(s) = A(s)i+1(s)(cosf(s)j + senf(s)k), (3.16)
para ciertasr: I —RY y A\ 0: 1 — R con 6(0) = 7/2.

Demostracién: En primer lugar podemos senalar que la condicién 7(s) C H? nos dice que
v1(s) > 0 para todo s € I y, por lo tanto, nos asegura que la curva c(s) esta bien definida.
Por otro lado, a partir de la definicién de ¢(s) y de la condicién (0) = i concluimos de forma
inmediata que se cumple 7).

Veamos ahora que c es un levantamiento de v mediante h:

h(c) = cic = ) ((m + D1 =735 +32k)i((n + DL+ 735 — 2k)

2y +1

1
_ D2 4 a2 4 ~2)i 42 Vit o )
50y 1y (1% 495 4930 + 202001 + 1)j + 23300 + DE).

(3.17)

pero, de nuevo, el hecho de que (s) C H? nos asegura que

(M +1)%+93 +93 =20(n +1).

Introduciendo estd informacién en (3.17) y simplificando, obtenemos que h(c(s)) = (s), es
decir, se cumple 7).
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Para probar iii) lo primero que debemos observar es que la condicién ¢) nos dice que
v = dic+ cid. (3.18)

Por otro lado, sabemos que para todo s € I, los vectores {cl¢, ci¢, cj¢, cke} = {1,7, cj¢, ckec}
forman una base de R3. En consecuencia, como < es regular y necesariamente (7/,1) =
(7,~) = 0, podemos asegurar que los productos (7, ¢j¢) (7, ck¢) no son ambos nulos.

Supongamos ahora que, para algin s € I, ¢ es colineal con i. En ese caso, se tendria

(ed,j) = 0, (3.19)
(ed k) = 0. (3.20)

Partiendo de (3.19) y multiplicando por la izquierda por ¢ y por la derecha por i¢ deducimos
que
(cic, cke) = 0. (3.21)

Ademds, tal y como vimos en la Proposicién 1.6, la condicién (3.19) es equivalente a (¢c, j) =
0. Si en este ultimo producto multiplicamos por la izquierda por c¢i y por la derecha por ¢
llegamos a

(cid, cke) = 0. (3.22)

Asi, teniendo en cuenta (3.18), las igualdades (3.21) y (3.22) nos dicen que (v, ckc) = 0.
Razonando de forma anéloga, partiendo de (3.20) llegamos a la conclusién de que (7', ¢jc) = 0.
Por lo tanto, no pueden darse a la vez (3.19) y (3.20). Finalmente, la condicién v(0) = k
implica que 0(0) = 7/2, con lo que #ii) queda demostrada. O

Teorema 3.18. Sea vy : I — H? una curva reqular de la forma v(s) = v1(s)i+72(s)j+73(s)k
con normal unitario v : I — S? tal que v(0) =i yv(0) = k. Sea c: I — H} el levantamiento
de v dado por (3.15). Entonces la curva a : I — H3 definida como

a(s) = c(s) <cos (%) 1 + sen (%) z) 7

siendo 0(s) la funcion dngulo dada por (3.16), es el levantamiento asintdtico de v que cumple
que a(0) = 1.

Demostracion: A partir de la definicién de a(s), teniendo en cuenta (1.9) y que ¢(s) era un
levantamiento de 7y(s) mediante h, es evidente que a(s) también lo es. Ademds, de la condicién
6(0) = m/2 se obtiene inmediatamente que a(0) = ¢(0) = 1.

Asi, s6lo nos falta ver que se cumple la condicién (a’(s),a(s)j) = 0 para todo s € I. Para

empezar, observamos que

& = (cos (257) 1 4+ sem (257) i) + 0 (—sen (252) 14 cos (27) ).
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y, por lo tanto,

(d,aj) = <c’ (cos (294_”) 1+ sen (294_”) z) ,C (cos (29 ’T) j +sen (294_”) k)>
/ (3.23)

+ % <c (— sen (294_”) 1+ cos (264”) z) ,C (cos (29 ”)j + sen (294”) k)> .

Claramente, el segundo sumando de (3.23) se anula. En el primer sumando, vamos a multi-
plicar por la izquierda por ¢ y a utilizar la expresién para ¢’ dada en (3.16). De esta forma,

llegamos a

(i) = (ac' (cos (257) 1+ sem (252 1) (cos (252) j +sen (25) 1))
= <()\i+r(cos(9)j+sen(9)k)) (cos( 20— ”) 1+sen( 20— ) ) (cos( 20— ﬂ)

+sen (277) k))
= r(cos(G) cos? (%%”) — cos(f) sen (204 20-m) + 2sen() sen (z(iT_”) cos (204_7T) )

= r(cos(ﬁ) cos (0 — §) +sen(f) sen (6 — 5) )

= rcos (%) =0,
(3.24)

con lo que concluye la prueba. O






CAPITULO 4

Toros lorentzianos en sumersiones

de Killing

4.1. Sumersiones de Killing lorentzianas

En este 1dltimo capitulo consideraremos superficies lorentzianas en un cierto tipo de es-
pacios lorentzianos tridimensionales que, como en el caso de Hi’ , admiten una nocién natural
de toro de Hopf lorentziano. Con esta idea, introducimos la siguiente definicién, que es una

adaptacién al contexto lorentziano del concepto riemanniano correspondiente, definido en

[RST, EsOl].

Definicién 4.1. Sea M una variedad lorentziana tridimensional (conexa) orientable para la

que eziste una sumersion w: M — M sobre una superficie riemanniana (M, g) tal que:

1. Las fibras, 7=1(p) con p € M, son curvas temporales homeomorfas a S'.

2. El campo temporal unitario tangente a las fibras de m es un campo de Killing sobre M
(por lo tanto, las fibras son geodésicas de M ).

En esta situacion, diremos que M es una sumersién de Killing lorentziana.

Podemos sefialar que cualquier espacio producto de la forma M? x S! dotado de una
métrica producto lorentziana de forma que S! sea temporal constituye un ejemplo de su-
mersién de Killing lorentziana. Otro ejemplo es, como hemos visto, el espacio anti-de Sitter
H3 para las sumersiones hy con (p,p) = —1y, en general, todos los espacios de la forma
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H3(r) = {z € R} : (z,z) = —r?}. En estos casos las fibraciones son no triviales, en el sentido
de que la métrica de H?(T) no es una métrica producto para esta fibracién.

De ahora en adelante, M representard una sumersién de Killing lorentziana y usaremos,
como es habitual, (, ) para su métrica, [ , | para el corchete de Lie y V para su conexién de
Levi-Civita.

La existencia de una sumersién 7 : M — M sobre una superficie riemanniana (M, g)
induce una descomposicién de X(M). Un campo se dice que es vertical si es siempre tangente
a las fibras y se dice que es horizontal si es siempre ortogonal a éstas. Cualquier campo
X € X(M) se puede descomponer, por lo tanto, en una parte vertical XV y una parte
horizontal X™".

Ademés, como estamos suponiendo que M es orientable, podemos considerar una estruc-
tura natural de producto vectorial en X(M) de manera que, si {Ej, Eq, F3} forman un refe-
rencial ortonormal (es decir, (E1, E1) = —1, (Eg, E2) = (E3, E3) =1, (E;, E;) =0 si i # j)
globalmente definido y positivamente orientado, entonces

E1 X E2 = Eg, EQ X E3 = —El, E3 X E1 = EQ. (41)

En una sumersién de Killing lorentziana se tiene el siguiente resultado, que es andlogo a
su equivalente para sumersiones de Killing riemannianas demostrado por Espinar y Oliveira
en [EsOl]:

Proposicién 4.2. Sea M una sumersion de Killing lorentziana y sea & su campo vertical
unitario temporal de Killing asociado. Entonces, existe 7 € C*°(M) tal que, para cualquier

X € X(M),
Vxé=1(X x¥§). (4.2)

A esta funcién 7 la llamaremos curvatura del fibrado de M.

Por otro lado, también podemos definir la curvatura de la base, r, en un punto p € M
como la curvatura de la superficie riemanniana (M, g) en el punto 7 (p).

Estas dos funciones &, 7 codifican una gran cantidad de informacién relativa a la sumersién
de Killing lorentziana M. Por ejemplo, si 7 = 0, entonces necesariamente M es un espacio
producto lorentziano de la forma M? x S!. Si ambas curvaturas s, son constantes M es
un espacio lorentziano homogéneo tridimensional (en [Cal, BLP, LiHi] podemos encontrar
diversas propiedades de los espacios lorentzianos homogéneos tridimensionales). Finalmente,
si k4472 = 0 y k,7 son ambas constantes, se puede comprobar que M tiene curvatura
constante —72 y se trata, o bien de un cociente de L? = (R3,( , ) = —dz} + da3 + dx3), en
caso de que 7 = 0, o bien de un cociente de H3(1/7) cuando 7 # 0. Vamos a estudiar con
algo més de detalle algunos ejemplos concretos de sumersiones de Killing.
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Sumersiones lorentzianas homogéneas

Sean k,7 € R dos constantes y N? la variedad tridimensional

N3 =R3 sik>0
N3 =D(2/v/—k) xR si k <0,
dotada de la métrica lorentziana homogénea escrita en coordenadas canénicas (z1,x2,x3)
€omo
2 2/ 9.2 2 2
ds® = X*(dzt + dz3) — (TA(z2dz1 — z1dw2) + das)”,
donde

1
1+ St 4 a3)

Las traslaciones de la forma (x1,z2,23) ~» (x1,22,23 + ¢) con ¢ € R son isometrias de
(N3,ds?) y, asi, el campo ¢ = 9/dx3 es un campo de Killing temporal unitario globalmente
definido sobre N3.

Ademés, si consideramos la proyeccién 7(z1, v, x3) = (21, 22) y dotamos a M? = 7(N3)
(M? =R? 0 D(2//—k)) de su métrica de curvatura constante x dada por

g= )\Q(dajf + dw%),

entonces 7 es una sumersién de N3 en (M2, g). Observemos ademés que las fibras 7 1(q)
son rectas verticales y, por tanto, £ es tangente a ellas. Finalmente, haciendo el cociente
M = N3/ ~ donde

(x,y,2) ~ (@/,y,7) = 2-7 €L,
obtenemos una sumersién de Killing lorentziana sobre (M?, g) segtin la Definicién 4.1.

Observemos a continuacion algunos casos particulares:

i) Si k =7 =0, tenemos (N3,ds?) = L3, el espacio de Lorentz-Minkowski usual.

ii) Si Kk = 0 pero 7 # 0, (N?3,ds?) es el espacio de Heisenberg lorentziano. Este espacio

puede ser visto como el grupo de Lie formado por las matrices 3 x 3 de la forma:

b
c con a,b,c € R3,
0

o O =
S = 2

dotado de una métrica lorentziana invariante izquierda.

iii) Si k < 0y k+47%2 = 0, (N3,ds?) tiene curvatura constante negativa —72, y es por

tanto isométrico al espacio anti-de Sitter H3(1/7).

iv) Si 7 =0, (N3,ds?) es el espacio producto lorentziano M? (k) x L.
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v) Sik <0y r+472 #0, (N3, ds?) es isométrico al grupo de Lie SL(2,R) dotado de una
métrica lorentziana invariante izquierda (pero no invariante derecha) de curvatura no

constante.

4.2. Curvatura seccional de un plano arbitrario

Partimos de una sumersién de Killing lorentziana tridimensional M (véase la seccién 4.1)
con campo vertical unitario y temporal asociado £. En adelante, ( , ) representard su métrica,
[, ] su corchete de Lie, V su conexién de Levi-Civita y x su producto vectorial dado por (4.1).
Nuestro objetivo es ahora intentar obtener una expresién que nos dé la curvatura seccional
K de cualquier plano no degenerado 11, C T, M.

Empezamos considerando un referencial ortonormal {E, Ea, F3} globalmente definido y
positivamente orientado con E; = £ y Fs, E3 horizontales. Asi, tenemos que

<E17E1> = _17 E1 X E2 = E37
<Ei7Ej>ZOSii7éj7 E3 x By = Es.

Teniendo en cuenta (4.2) deducimos que:

Vg E1 =0, Vg, Bl = —TE;3, Ve, Bl = TEs,
Ve By = B3,  Vg,Ey = —fEs, Vi, By = TE — 0E3, (4.3)
Vi B3 = —als, Vg,E3=—-7E + 3Ey, Vg, E3=0E,,

donde 7 es la curvatura del fibrado de M (dada por la Proposicién 4.2) y «, 3,6 € C®°(M).
Por lo tanto,

[Er,By) = Vg, Ey—VgE = (a+7)E;s,
(B2, B3] = Vpg,E3—Vg,Ey=—27E 4 E; + 0E3, (4.4)
[E3,E1] = VgE —VgE;=(a+71)Es.

Vamos a calcular ahora las componentes del tensor curvatura de Riemann R de M en la
base {E1, Eo, E3}, es decir, las funciones R;jpe = (R(E;, Ej)Ey, Ey) para 4,5, k, ¢ € {1,2,3}.
Debido a las antisimetrias de R, sabemos que todos los términos El'jkg coni=jok=1{se
anulan. En otras palabras, el tensor de Riemann R estd completamente determinado por la

siguiente matriz simétrica:

Rosas  Raszs1i Rasio
A= Rsi2s3 R3iz1 Rsiz |- (4.5)
Ri223 Ri231 Ri212
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Usando (4.3) y (4.4) obtenemos,

R(Es, E3)E1 = Vp,VE,El — Vg, Vi, E1 + Vig, g Bl
= Vi, (—7E3) — Vi, (TE2) + V_or g, 4+ 85,455, Fr

4.6
:—Eg(T)Eg—5TE2—E2(T)E2+ﬁTE3—ﬂTEg—F(STEQ ( )
== —Eg(T)Eg - EQ(T)EQ,
R(Es,E\)E1 = Vg, Vi, El — Vi,V EL + Vig, 5 B
= Vi (TE2) + Viarn s E1 (47)
= Bi(1)Ez + arB3 — T(a+ 7)E3 '
= E1 (T)E2 — 7’2E3,
y — —_ p— p— p— p—
R(El, EQ)El = VE2VE1E1 — VEIVE2E1 + V[El,EQ]El
= —VEl (—TEg) + ﬁ(aJ’,T)EgEl (4,8)

= E1(T)E3s —atEy +1(a+ 7)Es
= F (T)Eg + T2E2.

A partir de (46) obtenemos Rgglg = nggg = —EQ(T) y Egggl = R3123 = E3(7'). De forma
similar, de (4.7) deducimos que R3131 = 72 y Ri231 = R3112 = F1(7), mientras que (4.8)
nos dice que Rjz12 = 72 pero también que Riz31 = R3i1a = —F1(7) y, asi, concluimos que
E(r) =0.

Para hallar Raso3, lo primero que podemos observar es que Rases = K(Es, E3). Ademas,
para cualquier punto p € M y para cualquier par de campos horizontales X,Y € X(M)
se cumple la siguiente relacién (véanse el Lema 2 y el Corolario 1 de [ONel]; aunque este
resultado estd enunciado en [ONel] en versién riemanniana, su andlogo semi-riemanniano es

también cierto, como de hecho se afirma en [ONel] justo después del Corolario 1):
— 3

Aqui, K (resp. K) representa la curvatura seccional de M en p (resp. de M en 7(p)). Asf,
puesto que Eo y Es3 son horizontales, (4.9) nos dice que

_ — 3
Rasoz = K(E2, E3) = k — Z<[E2’ E3]",[Ea, Es]")

3
=K — Z<_ 27Ey, —27E1)
=k + 372
En definitiva, hemos obtenido
k+372 E3(1) —Eo(7)

A=| Es(r) 72 0 : (4.10)
—Es(T) 0 72
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Podemos observar que, si la curvatura del fibrado 7 es constante, A tiene la forma de
matriz diagonal. En este caso, seremos capaces de calcular la curvatura seccional de cualquier
plano no degenerado II, C Tpﬁ.

Proposicién 4.3. Sea M una sumersion de Killing lorentziana con curvatura del fibrado T
constante. Para cualquier par de campos X1, Xo € X(M), la curvatura seccional del plano
generado por {X1, X2} en un punto dado es

- B(X17X2) 2

K(X1,X0) = k+ 312+ ———""=2(k + 477%), 4.11
con
)

Q(X1, Xs) = (X1, X1)(Xa, Xa) — (X1, X3)2.

Demostracion: Empezamos expresando X1 y Xo como combinacién lineal de los { E1, Ea, E3}:
X1=ME1 + A E> + A\3E3,
Xo = mEy + p2Es + s b3,
con A, p; € C®°(M). Ahora, utilizamos la multilinealidad del tensor curvatura de Riemann R
para escribir (R(X1, X2)X1, X») en términos de los R;jxe con 4,5, k, £ € {1,2,3}. Como hemos
visto, la mayoria de estos términos se anulan debido a las antisimetrias de R. Ademéds, como

estamos suponiendo que la curvatura del fibrado 7 es constante, la matriz A dada por (4.10)
es diagonal. De este modo, tenemos

(R(X1,X2) X1, X2) = A(R(Es, E3)Es, Es) + B1(R(Es, E1)Es, E1) + Bo(R(E1, Eq)Eq, E2)
= A(k + 372%) + (By + Bo)m% = A(k + 37%) + B1?,

(4.12)
para ciertas A, B, By, By € C*°(M) asociadas a X1, Xo. Vamos a obtener ahora una expresién
para Ay B en términos de los productos de las partes horizontales y verticales de los campos
X1, Xo:

A = Xapiz Aoz + AgpiaAspia — AapgAspz — Azpi2 Aafis
= )\%,ug — 2 23243 + )\g,u%
= (A3 + A (5 + 13) — (Napz + Azpz)?
= (X7, XT)(X3, X3) — (XT, X3)?,
B = AgpiAgpn + A pgAips — Aspidpg — Az Aspn
+ ApaA1pg + AgpiAapn — Arpa A1 — Agpi Az
= M3pd — 22Xz Az + ATp3 + ATps — 2X i padapn + A3
= 17(A3 4+ A3) — 2A1 1 (Aapz + Asps) + AT (13 + p3)
= — (X3, X3)(XT, XT) + 2(X7, X§)(XT, X5) — (X7, X7)(X5, X3).
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Por otro lado, podemos usar la bilinealidad de ( , ) para desarrollar la expresién

Q(X1, X2) = (X1, X1)(Xa, Xo) — (X1, X2)? =
= (XP+ XV, XP+ XPN(XD + XY, X5+ X3) — (XD + XU, X0+ X3)2,
y asi deducimos que
Q(X1,Xy)=A-B.

Si ahora sumamos y restamos B(k + 372) en el lado derecho de (4.12), obtenemos

(R(X1,X2)X1, Xo) = A(k 4 37%) — B(k + 372) + B(k + 37%) + Br?
= (A— B)(k+37%) + B(k + 47?) (4.13)
=Q(X1, X2)(k+ 37’2) + B(k+ 47’2).

Por lo tanto, hemos probado (4.11). O

Observacion 4.4. En el caso en que Xo es un campo horizontal espacial unitario ortogonal
a X1, podemos observar que las expresiones de B(X1,Xs) y Q(X1,X2) toman una forma
bastante simplificada. En concreto, podemos escribir la curvatura seccional dada por (4.11)
stmplemente como

K(Xy,Xo) =k + 372 — L 10
(X1,X2) =K+ 37 (X1, X1)

(k +472). (4.14)

4.3. Una férmula integral

Consideremos una superficie lorentziana orientable y compacta > isométricamente inmer-
sa en una sumersién de Killing lorentziana tridimensional M con campo de Killing unitario
temporal . Como sabemos, esta superficie Y tiene necesariamente la topologia de un toro.

Utilizaremos N para referirnos a su campo normal unitario en M.

En esta situacion, llamamos funcion dngulo de ¥ a
v:=(N,§) € C®(X). (4.15)

Como podemos ver, si V representa la conexién de Levi-Civita de X, de (4.2) y (4.15) dedu-
cimos que, para cualquier X € X(X),

Vxé = (Vx€) = (r(X x )T = (r(X x T)+7(X xvN))T =7(X x N).  (4.16)

Definimos ahora sobre ¥ el campo

Y:=¢' =£¢—vN. (4.17)
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Para este Y € X(X) se tiene que

(YY) =({ —vN,£ —vN)
= (£,€) — 2w(¢, N) + v*(N, N) (4.18)
=—1-2242=—-(1+1%) <0

Ademis, serd Y = YY" 4+ Y = Y" 4+ a¢, de modo que (Y, €) = —a. Pero por otro lado,

(Y,6) = (£ —vN, &) = (£,€) —v(N,&) = ~(1+17).
Asi, obtenemos que a = 1 + v y por lo tanto,

(YU, YY) = (a€,af) = —a® = —(1 + v*)% (4.19)

Aplicando la clasica formula de Bochner al campo Y podremos demostrar nuestro siguiente
resultado, que es una extensién al contexto lorentziano de la férmula integral obtenida por
Torralbo y Urbano en [ToUr].

Teorema 4.5. Sea X un toro lorentziano inmerso en un sumersion de Killing lorentziana

M con curvatura del fibrado constante. Entonces,

/ (1+3°)K + 2/ vk +472) =0, (4.20)
P P

donde K representa la curvatura de Gauss de la superficie 3, v su funcion dngulo y k, T son,

respectivamente, las curvaturas de la base y del fibrado de la sumersién M.

Demostracion: Dado que X es una superficie compacta, podemos utilizar la versiéon lorent-
ziana de la férmula de Bochner (se puede encontrar por ejemplo en [Rom]) para el campo Y

definido en (4.17). Tenemos, por lo tanto, que
/ [(Traza(Ay))? — Traza(A3) — Ric(Y,Y)] =0, (4.21)
b

donde Ay : X(X) — X(X) viene dado por Ay (X) = —VxY para todo X € X(X).

Para calcular Traza(A%) y (Traza(Ay))?, vamos a ver primero cémo actian los operadores
Ay y A% sobre un campo arbitrario X € X(X):

Ay(X) = —VxY = —(Vx (¢ —vN)) | = —Vx&+vVxN, (4.22)

A3 (X) = Ay (Ay (X)) = VoY = (Vegevmn (€ —vN)) '
= Vgl — vVgnE — vV ge N + 12V v N (4.23)
=: Al(X) + AQ(X) + Ag(X) + A4(X)
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Consideremos ahora sobre ¥ coordenadas locales (z,vy) tales que ( , ) = A(—dz? + dy?)
para cierta A € C*(X) y de modo que la base {0;,0,, N} esté positivamente orientada. En

esta situacion, de (4.1) y (4.16) deducimos que

Vo, & =Tv(0p X N) = =710, Vo, =1v(0y x N) = =110, (4.24)

Si la segunda forma fundamental de ¥ se expresa, con respecto a las coordenadas (z,y),

como
II = edz? + 2f dzedy + g dy?,
entonces, la matriz del operador Ay = —VN en la base {0,,0,} es
—e/A —f/A
Ay = A —FIA (4.25)
fIx - g/A

Usando ahora (4.22), (4.24) y (4.25), obtenemos

1
Traza(Ay) = X( (Ay (02),0z) + (Ay (0y), ay))
1
X(Wax& o) — vV{Va,N,0z) — (V,§,0y) +1(Vy,N,0y)
1
=3 (< 00y, 0p) — (S0, — £y, 04) — (1104, 0y) + v(L0, — gay,ay>)
_vle—g)
A M
y, en consecuencia,
2062 _ 9¢q + g2
(Traza(Ay))® = 2 (e A;g ) (4.26)

Por otro lado, a partir de (4.23) estd claro que
Traza(A%) = Z Traza(A

Para calcular las trazas de estos 4; : X(X) — X(X), usaremos que los operadores A¢ := —V¢
y An := —VN son, respectivamente, antiadjunto y autoadjunto (véase [ONe2]); también

tendremos en cuenta (4.24).

<VV3Q:§£’ ax> + <VV3yf£7 ay))

(V8,6 Va,6) — (Va,£,Va,8))

Traza(A;) =

/—\/—\

2.2

= \ (<8y78y> - <aw,ax>)
=272,

2 >/\>—k>z\>—ﬂ

<
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1
Traza A2 X ( VVVBIN& 8x> + <—I/VVBny, ay>>
v
X( (V8,£,Va,N) 4+ (V5,£,Va,N))
2
.
= (00500 = £00) = (00 401 - 49,))

TV2
= (=f+f=0

de forma analoga,

1
Traza(As) = 3 <*<*VVV6J§N7 Oz) + <*VVvay£N, 8y>)
14
=3 ((Va,N,Va,&) — (Vo,N.V5,8))
= —Traza(Az) = 0,
y, por tltimo,
1 2 2
Traza(As) = 5 (—(1/ Vv, vN.8:) + (¥*Vy, NN, ay>)
2
14
= 5 (=(Va,N,Vo,N) + (V5,N, Vi, N))
v e fa e f f 99 f g
iy <—<x3m — 30y, §0z — 50y) + (502 — £0y, 502 — x%))
(e e e
oAU A A A

Ademas, teniendo en cuenta (4.18) y la expresién general Ric = ( , ) K, podemos escribir

Ric(Y,Y) = (V,Y)K = —(1 + 1?)K.

De este modo, obtenemos

(Traza(Ay))2 — Traza(A%) — Ric(Y,Y) =
20,2 _ 2 20,2 _ 9§24 2
Ve (e 269+9)_272y2_V(€ 2f +g)+(1+y2)K

- \2 \2
2 _
— 9,2 (f)\Qeg — 72> + (14 1)K,
y (4.21) nos dice que
2 _
/ [2# <f v 9 _ 72> +(1+ I/Q)K:| = 0. (4.27)
»

Recordemos ahora la ecuacion de Gauss,

K =K + Keut, (4.28)
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donde Kepy = (—eg + f2)/A y K es la curvatura seccional en M del plano tangente a Y.
Para calcular este término, consideramos un campo X € X(X) con (X, X) =1y (X,Y) =0
(nétese que esta condicién implica necesariamente que X es horizontal). Es obvio que para
cualquier p € X, {Y},, X;,} generan T,3 y también que estos campos cumplen las condiciones
de la Observacién 4.4. Asi, de (4.14), (4.18) y (4.19) deducimos que

— YU, Y
K—/@+3T2—<<Y:Y,>>(/€+4T2)
=k +37% — (1 + %) (k + 472)

=72 1/2(/<c + 472).

Esto nos permite escribir la ecuacién (4.28) en la forma

2 _
/ )\2eg — 72 = K +13(k +472).

Finalmente, si introducimos esta informacién en (4.27) obtenemos, tal y como pretendiamos,
la férmula (4.20). O

4.4. Unicidad de los toros de Hopf

La férmula integral (4.20) nos permitira deducir que, en sumersiones de Killing que cum-
plen ciertas condiciones, los toros de Hopf son las tnicas superficies lorentzianas llanas y
compactas que podemos encontrar. También veremos que, en este tipo de espacios, los to-
ros de Hopf son las tinicas superficies lorentzianas compactas orientables que tienen funcién
angulo (véase (4.15)) constante. Para llegar a estas conclusiones debemos senalar en primer
lugar el siguiente hecho:

Observacion 4.6. Si 3 es una superficie lorentziana compacta inmersa en una Sumersion
mM tiene
rango uno para todo p € X. Esta condicion nos asegura que w(3) es una curva reqular v C M

de Killing con funcion dngulo v = 0, entonces la diferencial d(w|y), : T2 — T

y, por lo tanto, ¥ es el toro de Hopf dado por m=*(7).

A partir de esta observacién y de la férmula (4.20) obtenemos los siguientes resultados:

Teorema 4.7. Sea M una sumersion de Killing lorentziana con curvatura de la base k y
curvatura del fibrado T. Supongamos ademds que T es constante y que k + 472 no se anula
en ningun punto de M. Entonces, toda superficie lorentziana llana y compacta en M es un
toro de Hopf.

Demostracién: Partimos de una superficie lorentziana ¥ llana y compacta en M. En este
caso, como la curvatura de Gauss es K = 0, la férmula (4.20) se escribe simplemente como

/ vk +472%) = 0. (4.29)
%
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Como estamos suponiendo que x + 472 nunca se anula, sabemos que tendrd signo constante
y, de este modo, (4.29) nos dice que debe ser v = 0. Finalmente, tal y como hemos visto en
la Observacién 4.6, esto significa que X es un toro de hopf. O

Teorema 4.8. Sea M una sumersion de Killing lorentziana con curvatura de la base k y
curvatura del fibrado T. Supongamos ademds que T es constante y que k + 472 no se anula
en ningin punto de M. Entonces, toda superficie lorentziana compacta en M con funcién

dngulo v (dada por (4.15)) constante es un toro de Hopf.

Demostracion: Para una superficie lorentziana compacta ¥ cuya funcién angulo v sea cons-

tante, la férmula (4.20) toma la forma

2 4 2\ _
(1+3y)/EK+2V /E(fi+47)—0. (4.30)

Por otro lado, sabemos que ¥ tiene necesariamente la topologia de un toro y, asi, el Teorema
de Gauss-Bonnet (véase la observacién final de [BiNo]) nos asegura que la primera integral
de (4.30) vale cero. Ademds, la hipétesis de que x + 472 no se anula nos permite decir que la
segunda integral toma un valor distinto de cero. En definitiva, obtenemos que debe ser v =0
y, de nuevo, por la Observacién 4.6 concluimos que 3 es un toro de Hopf. O
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