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Resumen:

La falta de competencia de los estu-
diantes en la resolucién de los proble-
mas multiplicativos depende de varios
factores, uno de ellos es el fenémeno
de la discontinuidad semantica de los
modelos de situacion de las operaciones
al pasar de los niimeros naturales a ra-
cionales.

En este articulo se explica el papel de
los modelos de situacién y sus efectos en
la ensefianza, se presenta el problema
de la discontinuidad semantica de los
modelos y se ofrecen diversos enfoques
para abordar este problema.
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Abstract:

The lack of competencies of the stu-
dents in the resolution of the multiplica-
tive problems depend on several factors,
one of them is the phenomenon of the
semantic discontinuity of the operations
situations models on passing from natu-
ral to rational numbers.

In this article, is explained the paper of
the models of situation and his effects
in teaching, also the problem of the se-
mantic discontinuity of the models and
finally, various methods to solve this
problem are offered.
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La manque de compétence des étudiants dans la résolution des problemes multiplicatifs
dépend de divers facteurs, I'un d’eux est le phénomene de la discontinuité sémantique
des modeles de situation des opérations quand on pas des nombres naturels a rationnels.
Dans cet article s’explique le papier des modeles de situation et ses effets dans
I'enseignement, on présente le probleme de la discontinuité sémantique des modeles et
divers points de vue s’offrent a aborder ce probleme.
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Introduccion

La importancia de los problemas multiplicativos en la ensefianza esta de
sobra justificada, no s6lo por su interés educativo, por su transversalidad
en las distintas ramas de las ciencias, o como preparacién para la vida
por sus muchas aplicaciones cotidianas en las cuestiones mercantiles
y de proporcionalidad; sino porque constituyen la culminacién de la
aritmética, y el sustento de los primeros pasos del dlgebra al reducirse
a ecuaciones de primer grado y funciones lineales. Esto ha hecho que
los problemas multiplicativos hayan sido objeto de gran interés para la
investigacion educativa.

Las aportaciones de referencia sobre este tema se pueden situar en los
afos 80, coincidiendo con el cambio de orientacion que supuso aban-
donar la creencia predominante por la cual la cuestiéon primordial en la
ensefanza de la aritmética es la habilidad algoritmica o de calculo, para
dar paso a la idea de que las operaciones han de ensefarse en un amplio
rango de contextos y modelos de situacion de las operaciones.

Estas aportaciones han puesto de manifiesto la falta de competen-
cia de los estudiantes en los problemas multiplicativos, especialmente
cuando trabajan con ndmeros racionales, y que las dificultades con que
tropiezan los estudiantes al intentar resolver estos problemas dependen
principalmente de dos variables: una es la complejidad numérica y di-
versidad contextual de los enunciados, y la otra es la complejidad es-
tructural y dimensional de las relaciones entre las cantidades y entre las
cantidades y sus referentes.

Marco teorico

1. En relacién con la complejidad numérica y diversidad contextual
son de obligada referencia los trabajos de Bell, Fischbein, & Greer
(1984), Fischbein, Deri, Nello, & Marino (1985) y Greer (1987,
1992) que apuntan a la necesidad de ensenar las operaciones en
diferentes contextos y modelos de situacion, prestando atencion a
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su invariabilidad al cambiar el tipo y tamafio de los nimeros; y a
los malentendidos que tienen los estudiantes a consecuencia de
las generalizaciones que hacen a partir de sus limitadas y sesga-
das experiencias con nlimeros naturales, como por ejemplo que
multiplicar hace mayor, dividir hace menor o que lo que hay que
dividir es el nimero mayor por el nimero menor (Hart, 1981, Bell,
Swan y Taylor, 1981).

2. En relacién con las relaciones entre las cantidades y entre las can-
tidades y sus referentes, el foco lo han puesto los trabajos de Verg-
naud (1983) y Schwartz (1988). El primero apuntando a la necesi-
dad de reexaminar la nocién de multiplicar al contemplarla como
una relaciéon funcional entre espacios de medida, que en el caso
mas comun es una relacién cuaternaria y no una relacién ternaria
como se desprende de la forma escolar axb=c. Esto se puede ver
facilmente en el caso mds comin de problemas multiplicativos el
de la proporcion directa entre dos espacios de medida, M1 y M2,
que corresponde a un caso particular de “la regla de tres” en el
que hay cuatro cantidades, dos son medidas de una cierta clase y
otras dos son medidas de otra clase, una de las cuales es la unidad.
La relacion funcional permite esquematizar la situacién aislan-
do las cantidades (medidas) particulares, que son los datos del
problema, de la tabla mds completa que representaria la corres-
pondencia, lo que facilita enormemente el reconocimiento de la
operacion directa que resuelve los problemas y las rutas escalar y
funcional para hacerlo.

M1 M2
X y=f(x)
X/ y/:f(xl)

Por su parte, Schwartz, apunta al efecto que la composicién de can-
tidades produce en las unidades de referencia. Para explicar este efecto
Schwartz senala que las cantidades usadas en matematicas se derivan de
las acciones de contar y medir, dependiendo de que estemos cuantifi-
cando cantidades discretas o continuas del entorno. Todas las cantidades
que surgen en el curso de contar o medir tienen unidades de referencia
(referentes).
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En el conjunto de estas cantidades con referentes es posible definir
operaciones binarias que a su vez pueden ser usadas para generar nue-
vas cantidades que pueden tener o no nuevas unidades de referencia. La
composicién de dos cantidades para producir una tercera cantidad pue-
de tomar cualquiera de las dos formas: composicién conservando la uni-
dad de referencia o composicién transformando la unidad de referencia.

La adicién y sustraccién son operaciones de composicion de canti-
dades que conservan el referente, con cantidades similares se produce
una tercera del mismo tipo. Mientras que la multiplicacién y la division
transforman el referente, dos cantidades de diferente especie producen
una tercera cuya especie no es la misma que la de ninguna de las dos
cantidades dadas. Por ejemplo, 5 paquetes de 4 caramelos por paquete
son 20 caramelos, pero no 20 paquetes, ni 20 caramelos por paquete.

Las composiciones que transforman el referente llevan a Schwartz, a
distinguir entre dos tipos de cantidades, las extensivas que expresan la
extension de una entidad como 4 canicas, que son las que responden
a la pregunta cuanto o cuantos de una cantidad asociada a un tipo de
objetos; y las intensivas que expresan una cualidad, un aspecto intensi-
vo, como la velocidad o la densidad, pero no nos dicen cudntos hay de
una cantidad en términos absolutos. Estas Gltimas expresan una relacion
entre una cantidad y una unidad de otra cantidad, por lo que a menudo
son valores unitarios que contienen la palabra “por” (precio por canti-
dad unitaria), y su valor es constante como ocurre con la concentracion
de zumo de naranja, que es la misma en el vaso que en la jarra de donde
procede.

Fuentes de dificultad en los problemas multiplicativos con niimeros
racionales

Atendiendo a las dos variables sefialadas en los dos puntos anteriores,
se ha constatado que la manera usual de presentar la multiplicacion y
divisién a los nifios tiene defectos de procedimiento y conceptuales, por-
que se basa en modelos que son restrictivos, vdlidos en el dominio de los
nimeros naturales pero no siempre en el de los racionales, y porque no
ensefan a pensar las relaciones entre cantidades y las relaciones entre
las cantidades y sus referentes, de tal modo que constituyen un obstacu-
lo para la comprensién apropiada de la multiplicacién y divisién en un
amplio rango de contextos y situaciones.
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Por eso, se concluye que, en el caso de los nimeros racionales, la
dificultad de los problemas multiplicativos no es simplemente debida a
la introduccién de nimeros mas “duros”, no es su mera presencia lo que
influye en la dificultad, sino el papel que juegan en el problema, o cémo
son interpretados en relacion con los términos que dotan de significado
a las operaciones multiplicativas®.

Los modelos de situacion

Un elemento crucial que afecta a la comprensién de los significados
de las operaciones y de sus términos (multiplicando, multiplicador, pro-
ducto, dividendo, divisor y cociente) es el de la discontinuidad en los
modelos de situacion al pasar de los nimeros naturales a los racionales.

La nocion de modelo de situacion

La palabra modelo se usa en matematicas para referirse a objetos mate-
maticos que reproducen, en forma simbdlica, caracteristicas esenciales
de un fenémeno o situacion del mundo real, que se pretende estudiar.

La finalidad del modelo matematico es la de hacer una réplica de la
realidad y su funcién es la de simular acciones para deducir o predecir
resultados. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la derivada, que es
un modelo matemdtico de la velocidad instantdnea.

En la ensefianza de las operaciones matematicas elementales la rela-
cién entre los fendmenos o situaciones y sus modelos es a la reciproca.
En vez de usar el modelo matematico para explicar un determinado fe-
némeno o situacion, se usa un fendmeno o situacion, con el que estan
familiarizados los estudiantes, para explicar el modelo matematico.

Es lo que ocurre, por ejemplo, con la temperatura, o con una pizza,
como situaciones que se usan para modelar los nimeros positivos y ne-
gativos, o las fracciones respectivamente.

La finalidad de este fenémeno o situacion es crear condiciones para
que de su observacion y manipulacién surja el conocimiento matemati-
CO que se persigue.

2 “Lafuente de la dificultad esta mas probablemente en la falta de comprensién
que tienen los ninos de las diferentes maneras en que la multiplicacion esta
involucrada en los problemas verbales” (Thibodeau & Mestre, 1989, p. 547).
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Los modelos de situacion, que por su intencionalidad de ensefianza-
aprendizaje son modelos didacticos, tienen aqui dos funciones, una es
la de apoyar la comprension y la otra la de justificar y explicar el por qué
sus propiedades son las que son y no otras, y que sus reglas de procedi-
miento no son caprichosas o son «porque si».

Modelos de situacion en las operaciones aritméticas elementales

Las operaciones matematicas que se ensefian en la escuela elemental se
representan por dos diferentes tipos de modelos: Los modelos simbdli-
cos, que representan las operaciones por medio de numerales y signos;
y los modelos de situacién, que representan las operaciones con objetos
tridimensionales, manipulables o pictéricos (imagen 1y 2), o con pro-
blemas verbales, que es como aparecen cominmente en los libros de
texto (imagen 2).

Asi, por ejemplo, las férmulas a + b = c y a x b = ¢, constituyen mo-
delos simbdlicos de las operaciones de suma y multiplicacion; mientras
que la unién de dos conjuntos de objetos, la repeticién de grupos de
objetos iguales, o los problemas de anadir, constituyen modelos de situa-
cién didacticos de las operaciones de sumar o multiplicar. Las imagenes
1y 2 siguientes, son ejemplos de modelos de situacion de las operacio-
nes elementales con diferentes sistemas de representacion.

42 IX Leccion

En la iglesia vi un dia 5 velas en cada

'l’ al | ’ /‘\\\\ uno de los 3 candelabros.
.~~ 5velas3veces. 5 X 3 == 15.

Imagen 1. Regletas de Cuisenaire Imagen 2. Aguado, 1940, p. 42
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En la practica de la ensefanza de las operaciones aritméticas elemen-
tales, los modelos de situacién se asocian a problemas verbales o de
enunciado, como el que acompafa a la imagen de los candelabros en la
imagen 2. Pero no todos son igualmente buenos para empezar por ellos.
Una vez elegido uno, se favorecen unos aspectos o caracteristicas de la
operacion y otros quedan en segundo plano o se ignoran.

En funcion de esto el problema-modelo de situacion dota de significa-
dos restringidos a la operacion y delimita los resultados de la ensefianza.
Esto hace que las operaciones aritméticas estan ligadas a problemas muy
estereotipados que se asocian a lo que Fischbein y sus colegas denomi-
nan modelos intuitivos, implicitos, inconscientes y primitivos, los cuales
son determinantes para la identificacion de la operacién correcta para
resolver un problema’.

Estos modelos primitivos intervienen en la interpretacion de la opera-
cién, de tal modo que algunas veces facilitan el proceso de resolucion,
pero otras, cuando el problema no encaja con ellos, pueden retrasar,
desviar o incluso bloquear dicho proceso de solucion (Fischbein et al.
op. cit., p. 14).

Modelos primitivos de la multiplicacién y la divisiéon

De acuerdo con Fischbein, et al. (op. cit., p.6) el modelo primitivo que
desarrollan los nifios para la multiplicacion es el de “adicién repetida”,
y el de la division esta basado inicialmente en la “particiéon” (repartir) y
después en la “cuoticion” (sustraccion repetida o medida).

En la “adicion repetida”, un nimero de colecciones del mismo tama-
fio se ponen juntas, como ocurre en el ejemplo 1 (tomado de Fischbein
et al., op. cit.):

Ejemplo 1: “1 kilo de naranjas cuesta 1500 liras. ;Cuanto cuestan 3
kilos?”

Bajo la interpretacion de “adicion repetida”, la multiplicacion no es
semanticamente conmutativa, ya que un factor (el nimero de coleccio-
nes) se toma como operador y el otro (la magnitud de cada coleccién)
como operando. El operando puede ser cualquier cantidad, pero el ope-

3 “Cada operacién aritmética fundamental permanece generalmente vinculada a un
modelo, intuitivo implicito, inconsciente y primitivo. La identificacion de la opera-
cién que se necesita para resolver un problema con dos items de datos numéricos no
ocurre directamente sino que estd mediatizada por el modelo. El modelo impone sus
propias restricciones en el proceso de reconocimiento” (Fischbein et al., op. cit., p. 4).
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rador debe ser un nimero entero natural, y consecuentemente multipli-
car necesariamente hace mayor.

En la division por el operador se tiene la division “partitiva”, donde un
objeto o coleccién de objetos se divide en un nimero igual de fragmen-
tos o subcolecciones, como asi ocurre en el ejemplo 2, (tomado también
de Fischbein et al., op. cit.):

Ejemplo 2: “En 8 cajas hay 96 botellas de agua mineral. ;Cudntas
botellas hay en cada caja?”.

Bajo este modelo el dividendo debe ser mayor que el divisor, el divi-
sor debe ser un nlimero entero, y el cociente debe ser mas pequeno que
el dividendo, de acuerdo con la idea de que dividir hace mas pequefo.

En la divisién por el operando se tiene la division “cuotitiva”, donde
se busca hallar cudntas veces una cantidad determinada esta contenida
en una cantidad mayor, como se puede ver en el ejemplo 3 (también de
Fiechbein et al., op. cit.).

Ejemplo 3: “Para comprar un délar se necesitan 1400 liras. ;Cuantos
délares puedo comprar con 35 000 liras?”.

En este caso, la Unica restriccion es que el dividendo debe ser mayor
que el divisor. Si el cociente es un ndmero entero, el modelo puede ser
visto como sustraccion repetida (Fischbein et al., op., cit., p. 6). El cuadro
1 recoge en sintesis estos tres modelos.

Multiplicacién-Adicion Division-particion Division - cuoticién

repetida

1 kilo de naranjas cuesta En 8 cajas hay 96 bo- | Para comprar un délar

1500 liras. ;Cudnto cuestan tellas de agua mineral. | se necesitan 1400 liras.

3 kilos? ;Cudntas botellas hay | ;Cuantos délares puedo
en cada caja? comprar con 35 000 liras?

Cuadro 1. Ejemplos de los modelos usados en el estudio de Fischbein et al.

Estos modelos reflejan el modo en que los conceptos de las operacio-
nes han sido inicialmente ensenados en la escuela, y responden a una
tradicion que se encuentra reflejada en los libros escolares, como por
ejemplo en la siguiente aritmética de Edelvives, muy popular en nuestro
pais en los anos 50.
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Veo 3 filas de § soldados. Puedo contarlos de dos modos:
1° Sumando: 5 soldados + 5 soldados + § soldados = 15 soldados.
2¢ Multiplicando: 5 soldados repetidos 3 veces som 5 x 3= 15 soldados.

LECCION 63

LA MULTIPLICACION

47. La muliplicacién es la operacién de repetir un nimero como
sumando tantas veces como unidades tiene otro.

Asi: en el grabado hay primero 5 soldados, luego otros 5y después
5 soldados mds. En total son 5 + 5 + 5, 0 sea 5 repetido 3 veces como su-
mando. Esto se expresa as(: 5 x 3= 18,

Del mismo modo: 3 x S=3+3+3+3+3=18

48. Los datos de Ja multiplicacién se llaman factores. El primero se
llama multiplicando, y el segundo, multiplicador.

EI multiplicando es ¢l nimero que se repite como sumando.

El multiplicador e el que indica las veces que ha de repetirse el
multiplicando.

EnSx3 el 5,y el muli
en 3 x 5, el multiplicando es 3, y el multiplicador, 5.

es 3.

49. El resultado de la multiplicacién se llama producto.

—

La mamé tenia 12 naranjas en el plato. Al repartirlas entre los 3 nifios, toca
& 4 para cadn uno. No sobra ninguna. Ha hecho una division o reparto que se
expresa asi: 12:3 = 4.

LECCION 7+

LA DIVISION

61. Divisién es la operacién de repartir o dividir un ntmero, lla-
mado dividendo, en tantas partes iguales como unidades tiene otro mi-
mero, llamado divisor.

Ejemplo: Repartir o dividir 12 naranjas (dividendo) entre 3 nifios (di-
visor). Toca a 4 naranjas (cociente).

62. Division es también la operacién de hallar un nimero desco-
nocido, llamado cociente, que multiplicado por otro conocido, Hamado
divisor, dé otro nimero también conocido, llamado dividendo.

En el ejemplo del grabado, se busca el nimero 4 (cociente) que multi-
plicado por 3 (divisor) dé 12 (dividendo).

63. Los datos de la divisién se llaman dividendo y divisor.

Divideado es el nimero que ha de repartirse.

Divisor es el niimero de partes iguales que han de hacerse.

64. El resultado de la division se llama cociente, Es el valor de cada
parte, o el nimero que, multiplicado por e divisor, da el dividendo.

65. El signo de la divisién son dos puntos (:) que se lee dividido por.

La divisién de 12 se indica asi: 12:3 =4,

— 70—

“El multiplicando es el nimero que se
repite como sumando. El multiplicador
es el que indica las veces que ha
de repetirse el multiplicando”

“Dividendo es el nimero que ha de repartirse.
Divisor es el nimero de partes iguales”

Imagen 3. Edelvives, 1949, pgs. 52y 70

Cuando se usan modelos “rectangulares”, como el de los soldados,
ilustrado en la parte derecha superior de la imagen 3, es inapropiado ha-
blar de multiplicando y el multiplicador porque la situacién es simétrica,
basta con girar el dibujo para que lo que en la figura es una fila pase a ser
una columna, y, en consecuencia, no es posible diferenciar el sumando
que se repite, ya que tanto se puede decir que se repiten 5 soldados 3
veces como que se repiten 3 soldados 5 veces.

Efectos en la ensenanza de los modelos de situacion

Limitaciones de los modelos primitivos

Las concepciones basadas en estos modelos primitivos son restrictivas,
ya que funcionan en algunos casos pero no siempre, especialmente
cuando los datos son nlimeros racionales.
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De hecho se ha observado que muchos niflos cambian su eleccion de
la operacién cuando se les presentan sucesivamente problemas que solo
difieren en términos numéricos, y esto no lo consideran incongruente
porque los consideran como problemas diferentes (Bell, Swan, & Taylor,
1981, p. 405). Por ejemplo, Ekenstam y Greger, (1983) plantearon a ni-
fios de 12 — 13 afos un test de lapiz y papel con un problema sobre el
precio del queso, en semanas diferentes pusieron el mismo problema
cambiando los datos. Los problemas fueron (op. cit., p. 376):

® “Un queso pesa 5 kg., 1 kg cuesta 28 kr (coronas). Halla el pre-

cio del queso. ;Qué operacion has de hacer?: 28/5, 5x28, 5+28,
28+28+28+28

e Una pieza de queso pesa 0.923 kg., 1 kg cuesta 27.50 kr (coro-

nas). Halla el precio del queso. ;Qué operacién has de hacer?:
27.50+0.923, 27.50/0.923, 0.923x27.50, 27.50-0.923"

Los porcentajes de aciertos fueron 83% y 29% para el primero y segundo
problemas respectivamente. En opinion de los autores del trabajo, el segun-
do porcentaje fue tan bajo porque los nifios elegian al azar la respuesta y la
mayoria contest6 que la respuesta correcta era la division, lo que explicaron
diciendo que el coste del queso debia ser menor que 27.50, “por eso debo
dividir para obtener un nimero menor” (op. cit., p. 376).

Como explicacion de esta observacion experimental, en la que los nifos
eligen la divisién, cuando en el mismo problema con nimeros naturales
eligen la multiplicacién, Hart (1981) apunt6 a los malentendidos o concep-
ciones erréneas de los ninos debidas a generalizaciones incorrectas, reali-
zadas a partir de su primeras experiencias en calculo, que estan limitadas
a los nimeros naturales en cuyo dominio son correctas, como por ejemplo
que la multiplicacién hace mayor, la divisién hace menor y que la division
es siempre del nimero mayor por el menor.

Dificultades para identificar la operacién

Al pasar de trabajar con nimeros naturales a trabajar con ndmeros racio-
nales, la ensefanza de la multiplicacion y division se suele orientar a la
practica de los algoritmos. Los modelos de situacion de las operaciones
ya no son un objetivo de ensefianza porque se dan por aprendidos, con
lo cual los problemas se ponen, mds o menos arbitrariamente, con el fin
de mostrar que los algoritmos ensefiados tienen aplicaciones, pero sin una
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base sélida que permita comprender cémo se selecciona la operacion.

Esto es desafortunado, ya que tiene consecuencias en la competencia
de los estudiantes que tienen dificultad para reconocer la operacién en
una gran variedad de problemas de multiplicacion y de divisién de frac-
ciones o decimales, porque en su enunciado no encuentran nada que per-
mita identificarla. No encuentran nada en el enunciado que les diga si es
de dividir o de multiplicar, o cual es el multiplicador, el multiplicando, el
dividendo o el divisor. Esto es algo que se puede apreciar en los ejemplos
4y 5 siguientes, tomados de la influyente Aritmética de Rey Pastor y Puig
Adam (1935, p. 211):

Ejemplo 4. “Si cada tarta pesa 3/7 kg., ;qué porcion de tarta tendré con
2/9 kg.?”

Ejemplo 5. “3/7 de tarta pesan 2/9 de kilo. ;Cuanto pesa la tarta?”

Sin resolver el problema, el lector puede tantear a dar su opinion sobre
cudl es la operacion directa que resuelve el problema: multiplicar o dividir,
y en su caso, quién es el multiplicando, el multiplicador, el dividendo o
el divisor.

Discontinuidad semantica

Significado de los términos de la operacion en los modelos de situacion
primitivos

En las situaciones multiplicativas la interpretacién de los términos de las
operaciones aritméticas es relevante para identificar la operacién. Cuan-
do la situacién es asimétrica, hay un término que actia como operador
y hay otro que actiia como operando.

En el caso de la “adicién repetida”, como en el caso del ejemplo 6
(Anaya, 1986, p. 70), el operador es el multiplicador que es facilmente
reconocible porque indica cudntas veces ha de repetirse el operando. El
operando es el multiplicando y es reconocible porque es el nimero que
se repite.

Ejemplo 6. “Una caja contiene 36 bombones. Averigua los que contie-
nen 5 cajas”.

Como vya se ha dicho antes, la diferenciacion entre multiplicando y
multiplicador determina dos tipos de division, segin que se divida por
el uno o por el otro. También determina significados diferentes para los
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términos de la division. Mientras que en la division lo que es el producto
de la multiplicacién pasa a ser el dividendo, el divisor adquiere el signifi-
cado derivado del multiplicador o del multiplicando, segtn la opcién de
division elegida, “particiéon” o “cuoticién”, como se ve en los ejemplos 7
y 8, tomados también de Anaya (op. cit., p. 82):

Ejemplo 7. “Si pagamos 96 pesetas por 34 helados ;cudnto cuesta cada
uno?”

En el ejemplo 7, la division es “partitiva” ya que el divisor corresponde
al multiplicador en la multiplicacién indicada 34 x ;2 = 96; pero ahora, en
vez de indicar el nimero de veces que se repite una cantidad, el multipli-
cando, indica el nimero de partes iguales, 34, en que se descompone otra
cantidad, el dividendo, 96.

El multiplicando, en vez de indicar el nimero cuya repeticién da el
producto, indica ahora el nimero en cada una de esas partes iguales, su
tamano, y es el nimero que se busca o cociente.

Ejemplo 8. “Un profesor reparte 78 dibujos entre sus alumnos, de for-
ma que a cada uno le tocan 6 dibujos. ;Cuantos alumnos tiene?”

En el ejemplo 8, la division es “cuotitiva”, ya que el divisor correspon-
de al multiplicando en la multiplicacién indicada ;¢ x 6 = 78; pero ahora,
en vez de indicar el nimero cuya repeticion da el producto, indica el nd-
mero, 6, contenido un ndmero desconocido de veces en el dividendo, 78.

El multiplicador, en vez de indicar el nimero de veces que el multipli-
cando estd repetido, indica el nimero de veces que el divisor estd conte-
nido en el dividendo, y es el nimero que se busca o cociente. Nocién que
no tiene sentido cuando el dividendo es menor que el divisor.

El cuadro 2 resume estos significados.

Multiplicacién - sumar un niime-
ro tantas veces como unidades
tiene otro.

Multiplicador - nimero que indi-
ca cuantas veces ha de sumarse o
repetirse el multiplicando.
Multiplicando - ndimero que se
suma o repite tantas veces como
indica el multiplicador.

Divisor: el multiplicador -
nimero de partes iguales
en que se descompone el
dividendo.

Cociente- nlimero en
cada una de las partes en
que se descompone el
dividendo

Divisor: el multiplicando —
nimero contenido repetida-
mente en el dividendo.
Cociente — niimero de
veces que el divisor esta
contenido en el dividendo.

Una caja contiene 36 bombones.
Averigua los que contienen 5
cajas.

Si pagamos 96 pesetas
por 34 helados, jcudnto
cuesta cada uno?

Un profesor reparte 78
dibujos entre sus alumnos,
de forma que a cada uno le
tocan 6 dibujos. ;Cudntos
alumnos tiene?”

Cuadro 2. Significados de los términos de los problemas 6, 7 y 8
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Discontinuidad semantica de los modelos de situacion

El significado del multiplicando y del multiplicador en los problemas asi-
métricos basado en el modelo de “adicién repetida” no funciona cuando
se trabaja con nimeros racionales. Esto se puede observar en el ejemplo
9 (Rey Pastor y Puig Adam, 1935, p. 209), donde es evidente que la es-
trategia de iterar el niimero de veces requerido no puede llevarse a cabo.

Ejemplo 9. “Cada metro de tela cuesta 3/5 de duro, jcudntos duros
cuestan 7/4 de m?”

Asi, mientras que seria normal hablar de repetir 3 duros 7 veces, no
lo es hablar de repetir 3 duros 7/4 de vez, o 3/5 de duro 7/4 de vez. Por
tanto, se puede decir que el modelo de “adicién repetida” no tiene con-
tinuidad semantica cuando el multiplicador es una fraccion.

En el caso de la divisién “particion”, tampoco funciona la interpreta-
cién del dividendo y divisor cuando los datos son ndmeros racionales.
Esto se puede ver en el ejemplo 10 (adaptado de Santillana, 1997, p. 53),
donde la estrategia de partir o repartir el dividendo no puede llevarse a
cabo, ya que mientras que es normal repartir 10 entre 5, no lo es repartir
3 entre 5, y mucho menos repartir 3/4 entre 5/12. Por tanto, tampoco el
modelo de divisién “particion” tiene continuidad semantica cuando el
divisor es una fraccion.

Ejemplo 10. “Un mévil A recorre % de km en 5/12 de minuto. Calcula
el recorrido en T minuto”.

Sin embargo, con el modelo de la divisién “cuoticion” no parece
haber discontinuidad semantica, como asi se puede observar en el ejem-
plo 11, (Anaya, 2004b, p. 76), que es facilmente reconocible como de
divisién “cuoticiéon”, a pesar de que los datos son nimeros racionales.

Ejemplo 11: “Un frasco de perfume tiene una capacidad de 1/20 de
litro. $Cudntos frascos de perfume se pueden llenar con el contenido de
una botella de % de litro?”

Es mds, aunque con los enteros naturales la division “cuoticion” solo
tiene sentido cuando el divisor es menor que el dividendo, en el caso de
los ndimeros racionales esta condicion se puede sortear. Esto es lo que se
hace cuando se pretende medir una longitud con una unidad mayor, y
lo que se hace es partir la unidad mayor en subunidades y dar el resul-
tado de la medida mediante esas subunidades que no son otra cosa que
partes de esa unidad; es decir, como una fraccion. Asi el cociente es una
fraccion menor que la unidad, pero la division sigue siendo “cuoticion”.
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Enfoques para salvar las dificultades derivadas de la discontinuidad
semantica

En los libros de texto hay diversidad de enfoques para superar el pro-
blema de la discontinuidad semantica de los modelos de situacion de
los problemas multiplicativos. En lo que sigue se presentan estas formas
bajo los epigrafes: analisis semantico, dimensional, estructural, compa-
rativo y aritmético.

Analisis semantico

Hay una tradicién de ensefanza que propone fijarse en la naturaleza
o especie de los datos del problema para identificar los términos de la
operacion.

La forma textual en que queda recogida esa tradicién esta reflejada
en el siguiente extracto: “El producto es de la misma especie que el mul-
tiplicando porque este es una parte de aquél, y un todo y sus partes son
necesariamente de la misma especie” (Cirodde, 1865, p. 12).

Al aplicar esta condicion al ejemplo 9, citado antes: Cada metro de
tela cuesta 3/5 de duro, jcuantos duros cuestan 7/4 de m?, se observa
que 3/5 es de la misma especie que la cantidad que se busca, ambas
cantidades se refieren a “duros”, por lo que 3/5 es el multiplicando, 7/4
es el multiplicador y la cantidad que se busca es el producto.

Otra tradicién de ensenanza es la que trata es de hacer aparecer la
multiplicacién de fracciones o decimales como una generalizacion de la
definicién primitiva de multiplicacion de nimeros naturales; y al revés,
que esa nocion general de multiplicacion de nimeros racionales se par-
ticularice en la forma primitiva de multiplicacién de nimeros naturales.

Esto se logra al considerar que “multiplicar un ndmero por otro es for-
mar un nimero con el primero de la misma manera que el segundo esta
formado con la unidad” (Lacroix, 1846, p. 44), de modo que el objeto
de multiplicar, que con nimeros naturales es aumentar el multiplicando,
con fracciones es tomar una parte de él*.

4 “La doctrina de las fracciones nos permite generalizar la definicion de multiplicacion
dada en el articulo 21. Cuando el multiplicador es un niimero entero, indica cuantas
veces el multiplicando debe repetirse, al extenderlo a las expresiones fraccionarias,
esto no siempre implica aumento, como en el caso de los nimeros enteros. Para
englobar en una sola frase todos los casos posibles, se podria decir que multiplicar
un ndimero por otro es formar un ndmero con el primero, de la misma manera que el
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Este consideracion, que es Gtil para reconocer la operacion de mul-
tiplicar en determinados problemas con nidmeros racionales, determi-
na un nuevo modelo de situacién conocido como “Parte de” (entero) o
“Fraccion de fraccion” segin sea el caso.

Los ejemplos, 12 y 13, ilustran los dos casos en este modelo de situa-
cion:

Ejemplo 12. Parte o fraccion de entero. “Un empresario se compro-
meti6 a construir la carretera que debia unir dos pueblos de importancia,
por 24.500 pesetas; mas dicho contrato quedé sin efecto, mediante con-
venio, al haber construido los 5/9 de la mencionada carretera. ;Cudnto
debid recibir el empresario?” (Dalmau, 1944, p. 104).

Ejemplo 13. Parte o fraccion de fraccion. “En una clase, 5/6 de los
alumnos han aprobado el control de matematicas. Si 1/5 de los aproba-
dos tienen calificacion de notable, ;qué fraccion del total tienen nota-
ble?” (Anaya, 2004a, p. 145).

Bajo este modelo el significado de los términos cambia. Ahora, multi-
plicar es tomar de un nimero dado una parte denotada por el multiplica-
dor, el multiplicador es la parte o fracciéon que se toma, el multiplicando
es la cantidad de la que se toma una parte y el producto la cantidad
reducida resultante tras tomar una parte.

En la division, lo que en la correspondiente multiplicacion seria el
producto o cantidad reducida es ahora el dividendo, y el divisor adquie-
re el significado derivado del multiplicador o del multiplicando, segin
la opcion de division elegida, como se puede observar en los ejemplos
14y 15:

Ejemplo 14. “;Cuéntos habitantes tiene una poblacién sabiendo que
los menores de quince afios son 2800 y suponen los 2/7 del total?” (Ana-
ya, 2004a, p. 145).

segundo estd formado con la unidad.

De hecho, cuando se requiere multiplicar por 2, por 3, &c. el producto consiste
en dos, tres, veces, &c. el multiplicando, de la misma manera que el multiplicador
consiste en dos, tres, &c. unidades; y multiplicar cualquier nimero por una fraccion,
1/5 por ejemplo, es tomar la quinta parte de él, porque multiplicar por 1/5 que es la
quinta parte de la unidad, indica que el producto debe ser la quinta parte del multi-
plicando.

También, multiplicar cualquier nimero por 4/5 es tomar de ese nimero o del multi-
plicando, una parte, que sera cuatro quintos de él, o igual a cuatro veces un quinto.
De aqui que el objeto de multiplicar por una fraccion, cualquiera que sea el multipli-
cando, es tomar del multiplicando una parte, denotada por el multiplicador fraccién”
(Lacroix, op. cit., p. 44).
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En el ejemplo 14, la parte reducida resultante, 2800, es el dividendo
y el divisor es la fraccién o parte que se toma, 2/7, que corresponderia al
multiplicador; siendo la cantidad buscada, el cociente, la cantidad de la
que se toma una parte, que corresponderia al multiplicando.

Ejemplo 15. “El ancho de una foto mide 9’5 cm. Se quiere hacer
una fotocopia de la misma para pegarla en el espacio en blanco de una
pagina cuyo ancho es 6’4 cm. ;Qué nimero tiene que aparecer en el
indicador del zoom de la fotocopiadora?” (S.M., 1998, p. 80).

En el ejemplo 15, el dividendo también es la parte reducida, 6’4,
mientras que el divisor es la cantidad de la que se toma una parte, 9’5,
que corresponderia al multiplicando, y el cociente es la fraccion que se
toma, que corresponderia al multiplicador.

El cuadro 3 recoge estos significados.

tiplicando una parte denotada
por el multiplicador fraccion

que se toma
Multiplicando: cantidad de la
que se toma una parte

Multiplicacién: tomar del mul-

Multiplicador: parte o fraccién

Divisor: multiplicador- frac-
cién o parte que se toma
Dividendo - parte reducida
resultante

Cociente — cantidad de la
que se toma una parte

Divisor: multiplicando -
cantidad de la que se toma
una parte

Dividendo - parte reducida
resultante

Cociente — fraccién que

se toma

a construir la carretera que

debia unir dos pueblos de im-
portancia, por 24.500 pesetas;
mas dicho contrato quedd sin
efecto, mediante convenio, al
haber construido los 5/9 de la

debi6 recibir el empresario?

Un empresario se comprometio

mencionada carretera. ;Cuanto

;Cuantos habitantes tiene
una poblacién sabiendo que
los menores de quince afios
son 2800 y suponen los 2/7
del total?

El ancho de una foto mide
9’5 cm. Se quiere hacer
una fotocopia de la misma
para pegarla en el espacio
en blanco de una pagina
cuyo ancho es 6’4 cm.
;Qué nimero tiene que
aparecer en el indicador
del zoom de la fotocopia-
dora?

Cuadro 3. Significados de los términos en los problemas 12, 14y 15

Analisis dimensional

Si en el ejemplo 9: “Cada metro de tela cuesta 3/5 de duro, ;cudntos duros
cuestan 7/4 de m?”, en lugar de atender a la especie de las cantidades: duros
y metros, se centra la atencién en el referente de las cantidades, se observa-
ra que aunque el multiplicando y el producto son de la misma especie de
unidades no tienen el mismo referente. El referente de una de las cantidades,
3/5, es duros/metro, y el de la otra cantidad, 7/4, es metros, mientras que
el referente del producto no es ni duros/metro ni metros, sino duros. Por
eso, Schwartz (1988) dice que la afirmacién de que el multiplicando vy el
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producto son de la misma especie deja de lado la caracteristica esencial de
la multiplicacion, que es una composicién que transforma el referente dan-
do lugar a una cantidad de un nuevo tipo. Ante estos problemas, Schwartz
propone fijarse en la triada semantica: I, E, E’ (la cantidad intensiva y las dos
extensivas), y en su referentes.

1. En los problemas que son de Isomorfismo de medidas (una proporcién
simple directa entre dos espacios de medida donde uno de los datos es la
unidad), siempre hay una cantidad intensiva que es un valor unitario. Puede
ocurrir que el valor unitario, la cantidad intensiva |, sea un dato del proble-
ma o sea la cantidad que se busca. Si el valor unitario es un dato conocido,
cuando el problema es de multiplicar, es el multiplicando, y cuando es de
dividir es el divisor. Cuando el valor unitario es la cantidad que se busca, es
el cociente.

Esto se puede ver en los ejemplos 16, 17 y 18, para cuya resolucién se
usa el analisis dimensional.

Ejemplo 16. “En un jarro caben 2/5 de litro. ;Cudntos litros hay en % de
jarro?” (Anaya, 1995, p. 145).

Las cantidades son : |

=2/5, &, ="%,E,, = Laoperacion que

litros/jarro
permite obtener el valor oie /iilmos €S Logjarro X Ejaro = 2/5 % .

Ejemplo 17. “3/7 de tarta pesan 2/9 de kilo. ;Cudnto pesa la tarta?” (Rey
Pastor y Puig Adam, 1935, p. 211).

Se busca el valor unitario. Las cantidades son: E,_=2/9, E_  Dgtara
;¢ La operacion que permite obtener el valordel,, . esE +E_ =2/9+3/7

Ejemplo 18. “Si cada tarta pesa 3/7 kg., ;qué porcién de tarta tendré con
2/9 kg?” (Rey Pastor y Puig Adam, 1935, p. 211).

Se conoce el valor unitario. Las cantidades son: bgpara = 3/7, By =
E...= ¢¢ La operacion que permite obtener el valor de E_ esE_ 1

arro

=3/7,1 =

2/9,

tarta kgitarta™

2/9+3/7
El cuadro 4 resume el andlisis dimensional de estos problemas

Multiplicador: valor unitario.

Divisor: multiplicador-
cantidad extensiva.
Cociente valor unitario

Divisor: multiplicando-
valor unitario.

En un jarro caben 2/5 de litro.
sCuantos litros hay en % de

3/7 de tarta pesan 2/9 de
kilo. ;Cudnto pesa la tarta?

Si cada tarta pesa 3/7 kg.,
;qué porcion de tarta tendré

jarro? hgrara = Eig ¥ B = 2/9 con 2/9 kg.?
litos — Ilitros/jarro X E]arro =2/5x3/4 |+ 3/7 tarta Ekg - Ikg/mrta: 2/9+3/7
Cuadro 4. Analisis dimensional de los problemas 16, 17 y 18
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2. No en todos los problemas multiplicativos cambia el referente, ni
siempre hay un valor unitario. Esto es lo que ocurre en los problemas de
un solo espacio de medida como el del ejemplo 19:

Ejemplo 19. “La edad de una sefiora es 3 veces mayor que la de su hija,
que tiene 10 anos. ;Cudntos anos tendra la sefora?” (S.T.)., serie, p. 76).

En este tipo de problemas, a diferencia de los problemas de dos es-
pacios de medida, el multiplicador no tiene referente y el multiplicando
es una medida que cambia de magnitud en el producto. Ademas las
expresiones lingtiisticas “x veces mds o x veces menos” son inevitables
en el enunciado (Vergnaud, 1991, p. 220).

Cuando los datos son fracciones, estos problemas corresponden al
modelo de situacién “parte de” o “fraccion de fraccion”. El cambio de
la medida dada en el enunciado del problema no es aumentando un
nimero de veces sino reduciendo en una parte o fraccién, de modo que
en la multiplicacién el multiplicando es la medida que cambia de mag-
nitud reduciéndose y en la division es el divisor si la division es por el
multiplicando, y es el cociente si la divisién es por el multiplicador. Los
ejemplos, 20, 21 y 22 ilustran las tres situaciones posibles.

Ejemplo 20. “En una clase, 5/6 de los alumnos han aprobado el con-
trol de matematicas. Si 1/5 de los aprobados tienen calificacién de nota-
ble, ;qué fraccion del total son notables?” (Anaya, 20042, p. 145).

Los datos son: Eaproba doecte= /6, Kopera dor escata= 1/5, E
operacion que permite obtener el valor de E

aprobados-clase =1/5x5/6

Ejemplo 21. “;Cuantos habitantes tiene una poblacion sabiendo que
los menores de quince afos son 2800 y suponen los 2/7 del total? (Ana-
ya, 2004a, p. 145).

Los datos son: E, e menore= 2800, Koperador—escalar: 2/7, E
La operacion que permite obtener el valor de E
menores’ | “operador-escalar 2800 + 2/7

Ejemplo 22. “Mientras que un ciclista hace los 3/8 de una distancia,
un auto hace los 4/5 de la misma distancia. ;Cudntas veces va mas de-
prisa el auto que el ciclista” (Cenzano, 1938, p. 198).

¢ La

alumnos notable ¢*

es K

alumnos notable operador-escalar

habitantes-totales  ¢*

es E

habitantes-totales habitantes-

Los datos son: E ;. =4/5E, =3/8, K = ;¢ La opera-
istancia distancia-menor operador escalar
cién que permite obtener el valor de K esE . /E. =
operador escalar distancia’ —distancia-menor
4/5+3/8

El cuadro 5 resume el analisis dimensional de estos problemas.
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Multiplicador: operador Divisor: multiplicador - Divisor: multiplicando -

escala operador escalar medida que se reduce

En un rebafio de 300 ovejas | ;Cudntos habitantes Mientras que un ciclista

el 20% son negras. ;cudntas | tiene una poblacién hace los 3/8 de una

ovejas negras hay? sabiendo que los meno- | distancia, un auto hace

B egras=KXE ,5,=20/100 x300 | res de quince afios son los 4/5 de la misma dis-
2800 y suponen los 2/7 | tancia. ;Cudntas veces
del total? va mas deprisa el auto

hab-totales  “hab-menores que el ciclista.
=2800+2/7 K=E ;i i/ Euictanci =
istancia’ —distancia-menor
4/5+3/8

Cuadro 5. Andlisis dimensional de los problemas 20, 21 y 22
Analisis estructural

Una de las herramientas mas utiles salvar la discontinuidad semantica y
facilitar el reconocimiento de la operacién directa que resuelve los pro-
blemas multiplicativos es el analisis estructural de Vergnaud (1983), que
en el caso de los problemas de dos espacios de medida se apoya en el
esquema cuaternario representado en una tabla de doble entrada.

1. La forma de proceder, en el caso de los problemas de Isomorfismo
de medidas, se ilustra a continuacién con los mismos problemas, 16, 17
y 18, ya estudiados dimensionalmente.

Se conoce el valor unitario. “En un jarro caben 2/5 de litro. ;Cuantos
litros hay en ¥ de jarro?”

jarro | litros
1 2/5
3/4 X

Sol. x=3/4x2/5

Se busca el valor unitario: “3/7 de tarta pesan 2/9 de kilo. ;Cuanto
pesa la tarta?”

tarta kg
1 X
3/7 2/9
Sol. x=2/9 + 3/7

Educatio Siglo XXI, Vol. 29 n° 2 - 2011, pp. 41-66 59



Discontinuidad de los modelos de situacién de las operaciones multiplicativas
BERNARDO GOMEZ ALFONSO

Se conoce el valor unitario: “Si cada tarta pesa 3/7 kg., ;qué porcién
de tarta tendré con 2/9 kg?”

tarta kg

1 3/7

X 2/9
Sol. x=2/9 = 3/7

2. La forma de proceder, en el caso de los problemas de un solo
espacio de medidas, se ilustra con los mismos problemas 20, 21 y 22
estudiados antes. Aqui, el esquema ya no es cuaternario.

Multiplicacién. “En una clase, 5/6 de los alumnos han aprobado el
control de matematicas. Si 1/5 de los aprobados tienen calificacion de
notable, ;qué fraccion del total son notables?

alumnos
Aprobados 5/6
11/5
Notable X
Sol. 1/5 x 5/6

Divisién por el multiplicador. “;Cudntos habitantes tiene una pobla-
cién sabiendo que los menores de quince afos son 2800 y suponen los
2/7 del total?”

Habitantes
Poblacion X
12/7
Menores 2800
Sol. 2800 + 2/7

Division por el multiplicando. “Mientras que un ciclista hace los 3/8
de una distancia, un auto hace los 4/5 de la misma distancia. ;Cuantas
veces va mas deprisa el auto que el ciclista? (Cenzano, 1938, p. 198).
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distancia
Auto 4/5
Ix
Ciclista 3/8
Sol. 4/5 +~ 3/8

Analisis comparativo

Una alternativa a los métodos de andlisis anteriores para identificar los
términos y la operacion correcta cuando el enunciado del problema no
permite reconocer la operacion es el andlisis comparativo o por analogia,
que admite dos modalidades:

1. Andlisis comparativo directo: Comparar con un problema analogo
con enteros naturales para ver si la operacion se muestra mas nitidamen-
te al hacer visible el modelo de situacién que la identifica. En la imagen
4 se recoge la forma en que se plantea esta comparacién en un texto de
la editorial Anaya (1995, p. 145).

El producto de dos fracciones

A Sergio y a Diana les han puesto este problema; la primera pregunta ya les ha salido. Ahora
estdn pensando en la segunda.

, g
Enunjarro caben — de ltco. o 3.
) @ Cudntos itros hay en n de jamo?

 (Cuéntos litros hay en 4 jarros?

Sergio dice que 1a segunda pregunta se diferencia de la primera en los datos y que, por tanto, s¢

2
restelve multiplicando. Pero.. ;c6mo se muliplca E por %’ (Cémose vaa sumar % Veoes %?

A Diana se le ocurre otro método: caleular s % partes de % de Litro fy eso st lo saben hacer!

Imagen 4. Andlisis comparativo directo (Anaya, 1995, p. 145)
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2. Andlisis comparativo indirecto o por reduccién a comin denomi-
nador.

Consiste en transformar el problema en otro equivalente reduciendo
las fracciones a comin denominador, con ello se persigue ver si la ope-
racion se muestra mas nitidamente al hacer visible el modelo de situa-
cién con nimeros naturales.

El siguiente extracto de Rey Pastor y Puig Adam (1935) ilustra el pro-
cedimiento.

“Ejemplo. Si cada torta pesa - kg., s;qué porcion de torta tendré con
5 kg.? Indicaremos la operacién asi: 2/9 : 3/7 (dividendo y divisor ho-
mogéneos).

Reduciendo los pesos a la misma parte alicuota de kg., planteare-

mos la pregunta de este otro modo: Si cada torta pesa 39 kilogramos,
) . . 7-9 .
scuadnto tendré por 272 De modo que, tomando por nueva unidad

1 9-7 . . )
—— kg., la torta pesa 3x9 unidades, luego con 2x7 unidades tendré
7.9 . 2-7 . : ,
una porcion de torta igual a 3—; este cociente abstracto tiene la misma
expresion que antes; pero ahora representa fraccion de torta, mientras
que antes lo era de kilo” (op. cit., pgs. 211y 212).

Como se ve, igual que antes, al tomar como nueva unidad el denomi-
nador comun, el problema se reduce a un modelo de divisién conocido

(medida).
Andlisis aritmético o por inversion de la fraccién

Finalmente, se resefia una ultima alternativa que consiste en deshacer
la fraccion utilizando como mediador la fraccion unitaria. Aqui subyace
una concepcién de las operaciones de multiplicar y de dividir fraccio-
nes con base en la nocién de fracciéon como operador. Esta concepcién
interpreta estas operaciones como una operacién doble de multiplicar
y dividir naturales®, evitando asi implementar el cambio conceptual ne-
cesario para interpretar la discontinuidad de los modelos de situacion
cuando los datos son nlimeros racionales.

5 Los problemas llamados de multiplicacién de fracciones son, en rigor, problemas de
multiplicacién y division combinados (Rey Pastor y Puig Adam, op. cit., p. 210).
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Los siguientes extractos de Rey Pastor y Puig Adam (op. cit., pgs. 209
y 2011) sobre los ejemplos 9 y 13, utilizados anteriormente, ilustran el
procedimiento:

Ejemplo. “Cada metro de tela cuesta 3/5 de euro ;cuantos euros cues
tan 7/4 de m?

37 3
Indicaremos la operacion asi: =Y diremos. Si cada m cuesta T
. . 3 3
de euro, la cuarta parte de un m, es decir, 4 m costard =+4=—— de
7 L ) 3.7 5 5-4
euro, y — costard siete veces mas, o sea —— =-— de euro”.
5-4 20

Ejemplo. “3 de torta pesan 5 de kilo. ;Cudanto pesa la torta? Indica-

remos la operacién asi 2/9 : 3/7 y diremos: si

Si 3 séptimos de torta pesan 2 de kilo,

9
L. , 2 2
1 séptimo de torta pesara —+3 = —
9 9.3
- .2 2.7,
y la torta entera = 7 séptimos de torta, pesara EX7 = 93

Conclusiones y cuestiones abiertas

En general, los aportes de la investigacién en relacién con la compren-
sién de las operaciones aritméticas elementales y los problemas de si-
tuacion que las modelan, en particular en el transito de los nimeros na-
turales a los racionales, pone de evidencia que la falta de competencia
de los estudiantes en la resolucién de los problemas multiplicativos esta
influida por diversos factores, uno de ellos es el fenémeno de la discon-
tinuidad de los modelos de situacion.

En este articulo se ofrecen varios enfoques para abordar este fenéme-
no, en unos de ellos se requiere un cambio conceptual, para dar acceso
a nuevos modelos de situacién, y a nuevos significados de las operacio-
nes y de sus términos; en otros se ignora o evita este cambio conceptual
atendiendo a las relaciones entre las cantidades y entre las cantidades y
sus referentes, o mediante procedimientos como invertir la fraccién, re-
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ducir a comdn denominador o comparar con un problema analogo con
nimeros naturales.

Estos enfoques plantean alternativas para desarrollar un curriculum
que permita salvar las discontinuidades sefaladas, pero no sabemos
gran cosa de como se debe hacer esto. Tal vez algunos enfoques funcio-
nen mejor con unos problemas que con otros, y tal vez algunos enfoques
no necesitan ser ensenados porque los estudiantes los desarrollan por si
mismo y otros necesiten intervencién externa del profesor o del libro de
texto.

Lo que y tal vez estd por ver es qué conocimientos usan los estudian-
tes para salvar las discontinuidades y qué enfoques son los mas apropia-
dos para disefiar la intervencién del profesor de modo que se favorezca
que los estudiantes que tropiezan con dificultades las superen.
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