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I N T R O D U C C I Ó N 



L o s prob lemas de l a caracterización y de l a u n i c i d a d t i e n e n 

una l a r g a h i s t o r i a , que r e co r r e r emos a g randes rasgos en e s t a 

introducción. Es tos prob lemas se pueden p l a n t e a r , en una p r i m e r a 

aproximación, del modo s igu iente (que tomamos esenc ia lmente de [16]): 

Sea K una c lase de an i l l o s (asoc iat ivos y con ident idad) y JJl una c l a s e 

de módulos (por e jemplo, por l a i zqu ie rda ) sobre los a n i l l o s de l a 

c lase K. 

L E l p rob l ema de l a caracterización. E n c o n t r a r cond i c i ones 

necesa r i as y su f i c i en t e s sobre un a n i l l o a r b i t r a r i o E , dadas en 

términos de propiedades de e s t r u c t u r a de a n i l l o s , p a r a que E s ea 

i s o m o r f o a l a n i l l o de endomor f ismos de algún módulo de l a c lase 311. 

2^ E l p rob l ema de l a un i c idad . Sea M un módulo de l a c l a s e 
K 

3J1, R e K, E = End( M). ¿Determina el a n i l l o E unívocamente a l módulo 
R 

M y a l a n i l l o R ? De modo más genera l , ¿qué c l a s e de p a r e s (S,N) con 
R 
S G K, N G JII, son los que v e r i f i c a n End(^N) ^ E ? 

Hay una abundante l i t e r a t u r a sobre esos p r o b l e m a s ; 

usua lmente , se ha conseguido da r l e s r e spues ta cons ide rando c l ases K y 

un bas t an t e r e s t r i n g i d a s . Con e l objeto de p r e s e n t a r de f o r m a muy 

esquemática l a h i s t o r i a de los r e su l t ados en t o r n o a es tos p r o b l e m a s , 

vamos a c ons i d e r a r l o s por separado , aunque las conex iones en t r e los 

dos aparecerán de modo inev i tab l e en l a discusión. 
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E l p r o b l e m a de l a caracter i zac ión 

Probab lemente , e l r e su l tado más ant iguo sobre e l p r ob l ema de 

l a caracterización sea e l t eorema de Wedderburn: s i ÜJl es l a c l ase de 

los espac ios vec to r i a l e s (por l a i zqu ie rda ) de dimensión f i n i t a sobre 

an i l l o s de división, entonces un an i l l o E es i s omor f o a l a n i l l o de 

endomor f i smos de un módulo en üli s i y sólo s i E es un a n i l l o a r t i n i a n o 

s imp le . No sólo es este t eo rema un p ro t o t i po e legante de t e o r ema de 

caracterización; además, las demost rac iones hab i tua l e s de l t e o r e m a 

(véase, por e jemplo, l a de (41)) emplean e l p r i m e r método conoc ido de 

a t a c a r un p rob l ema de caracterización, lo que podríamos l l a m a r " e l 

método d i r e c t o " . 

De s c r i b i r e m o s de f o r m a muy a p r o x i m a d a este método básico: 

dadas las c lases K y 3)1, búsquense cond ic iones que debe t ene r 

necesa r i amente cua l qu i e r a n i l l o de endomor f i smos End{ M) con R e K, 
R 

M G 3)1. Si se escogen adecuadamente ta l es cond i c i ones n e c e s a r i a s , 

podemos l l e ga r a a c u m u l a r l a s de t a l mane ra que sean también 

condic iones su f i c i en t e s p a r a que cua lqu i e r an i l l o E que las posea s e a 

i s o m o r f o a l a n i l l o de endomor f i smos de un módulo de l a c l a s e 3)1. E n e l 

caso de l t eo rema de Wedderburn, este esquema f u n c i o i m : se d e m u e s t r a 

p r i m e r o que todo a n i l l o de endomor f i smos de un espac io v e c t o r i a l de 

dimensión f i n i t a es a r t i n i a n o s imple . Que es ta condición n e c e s a r i a es 

también su f i c i en t e es consecuenc ia de l l ema de Schur y e l l o p e r m i t e 

ob tener e l t eo rema . 

Como acabamos de ver , e l "método d i r e c t o " descompone e l 

p r o b l e m a de l a caracterización (pa ra las c lases 3Í y 3)1) en dos p a r t e s , 

de l as cua l es la p r i m e r a cons i s t e en encon t r a r "p rop i edades a b s t r a c t a s 

de l a teor ía de a n i l l o s " que debe v e r i f i c a r e l a n i l l o de endomor f i smos 

de c u a l q u i e r módulo en l a c lase 3)1. En este punto p r e c i s o , se f u e r o n 

in t r oduc i endo a lo la rgo de los anos a lgunas m e j o r a s en el método. 

Señalaremos las dos técnicas que t ienen mayor i m p o r t a n c i a en es te 

sent ido . 
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(a) E l empleo de las "conexiones de G a l o i s " . En e fec to , dado 

M e ¡DI y E = End( M) ex i s t e una doble conexión de Ga l o i s en t re e l 
R 

retículo de los submódulos de M y e l de los idea les de E : l a p r i m e r a 
K 

de e l l as está dada por : 

M 2 L I > { f € E | I m r s L > e E ; I S E i > T Un f 
R E E ^ f e í 

m i e n t r a s que l a segunda está de f i n i da a través de anu ladores : 

M 2 L I > { f e E I f (L ) = O } 5 E ; I S E ( > n Núc f 
R E E ' " re í 

E s t a doble conexión de Ga l o i s pe rmi t e t r a s l a d a r prop iedades 

del ret ículo de submódulos de M a los retículos de idea les por l a 
R 

i z q u i e r d a y por l a derecha del a n i l l o de endomor f i smos: en 1953, 

Wo l f son obtuvo una p r i m e r a solución del p rob l ema de l a caracterización 

p a r a l a c lase Jn de todos los espac ios v e c t o r i a l e s (no necesa r i amente 

de dimensión f i n i t a ) sobre an i l l o s de división. L a s prop iedades de l 

a n i l l o de endomor f i smos E que aparecen en el r e s u l t a d o [88, T h e o r e m 

7.5] están f o rmu ladas en términos de los idea l es de E , como 

consecuenc ia del empleo de la técnica de l a "doble conexión de G a l o i s " 

en l a búsqueda de las adecuadas " cond ic iones n e c e s a r i a s " . 

Conc re tamente , Wol fson mostró que E es i s omor f o a l a n i l l o de 

endomor f i smos de un espacio v e c t o r i a l por l a i z q u i e r d a s i y sólo s i 

(i) S i S es el zócalo por la derecha de E, entonces S'^^ O y todo i dea l 

no nulo de E cont iene a S; ( i i ) S i J es un ideal po r l a i z q u i e r d a c o n 

anu lado r por l a de recha 'i^(J) = O, entonces S £ J ; y ( i i i ) l a s u m a de 

dos anu lado res por la derecha (o por l a i zqu i e rda ) es un a n u l a d o r p o r 

l a d e r e cha ( respect ivamente , por l a i z qu i e rda ) . 

Haremos aquí l a observación m a r g i n a l de que l a s técnicas 

basadas en l a doble conexión de G a l o i s han p e r m i t i d o r e c i en t emen t e 

obtener r e s u l t a d o s que r e l a c i o n a n las prop iedades de un módulo M c o n 
R 

l as de su a n i l l o de endomor f i smos : véanse los t r a b a j o s (49, 5 0 , 51] de 

S. M. K h u r i . S in embargo, en estos t r aba j o s no se i n t e n t a ob tener 

t eo remas de caracterización. F r u t o s más r ec i en t es de l a m i s m a técnica 

son los t r aba j o s [92, 93) sobre an i l l o s de endomor f i smos de módulos 

l i b r e s o l oca lmente l i b r e s . 

(b) E l empleo de nociones topológicas. Dados, como antes , 
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M e ÍJl y E = End( M), es pos ib le d e f i n i r una topología sobre E que lo 
R R 

c o n v i e r t a en un a n i l l o topológico con una topología l i n e a l . 

Concre tamente , l a topología f i n i t a de E es, por definición, l a dada 

por l a base de vec indades de cero que está d e t e rm inada por aque l l os 

idea les por l a derecha , I de E , ta l es que I es el anu lador de un 

subcon junto f i n i t o de elementos de M, I = n (x x ) p a r a x 
K t. 1 fl 1 

X e M. Resu l t a que, con respecto a esta topología l i n e a l , E es un 
n 

espac io de Hausdo r f f y completo . E s t a s son, pues, cond i c i ones 

necesa r i a s sobre E -aunque no pueden ser cons ide radas e s t r i c t a m e n t e 

como prop iedades a l g eb ra i cas de la teoría de an i l l o s po r su carácter 

topológico. S i n embargo, no son "condic iones a b s t r a c t a s " y a que l a 

definición de l a topología f i n i t a envuelve l a representación de E como 

a n i l l o de endomor f i smos de M. 
R 

A p r i n c i p i o s de los años se ten ta , L i e b e r t encontró u n a 

m a n e r a de emplear provechosamente estas cond ic i ones topológicas. D i c h a 

m a n e r a debe c o n s i s t i r , necesar iamente , en d e f i n i r la topología f i n i t a 

sobre E = End( M) por medio de nociones que hagan r e f e r e n c i a so lamente 
R 

a prop iedades a b s t r a c t a s " i n t e r n a s " del a n i l l o E . L i e b e r t cons i gue 

esto en a lgunos casos p a r t i c u l a r e s , usando l a noción de idempotente 

p r i m i t i v o . Concre tamente , sea K l a c l a s e de los domin ios (no 

conmuta t i vos ) de ideales p r i n c i pa l e s (DIP) y sea ÍII l a c lase de los 

módulos l i b r e s . Si R e K y M 6 IR, l a topología f i n i t a de l a n i l l o 
R 

E = End( M) t i ene como base de vecindades de ce ro a los anu lado res p o r 
R 

l a d e r e cha de idempotentes f i n i t o s - es to es, de idempotentes que son 

suma o r t o gona l de idempotentes p r i m i t i v o s . E s t a descripción le p e r m i t e 

obtener , por e jemplo, e l s igu iente t eo rema de caracterización p a r a l a s 

c l ases K y OJl d i chas : 

U n an i l l o E es i somor fo a l a n i l l o de endomor f i smos End( M) 
R 

p a r a un módulo l i b r e M sobre un DIP R, s i y sólo s i E v e r i f i c a l a s 
R 

cond ic iones s i gu ientes : 

(1) E cont iene un con junto o r t o gona l { e j i G I ) de 

idempotentes f i n i t o s de modo que ®jEe^ co inc ide con e l i d ea l p o r l a 

de r e cha de E generado por todos los idempotentes f i n i t o s . 
5 



(2) Si £ es l a topología l i n ea l de E que admi t e como base de 

vec indades de cero a l conjunto de todos los anuladores por l a d e r e c h a 

de idempotentes f i n i t o s de E, entonces E es de H a u s d o r f f y c omp l e t o 

con r espec to a £. 

(3) Si e y f son idempotentes p r i m i t i v o s de E, entonces eE s f E . 

(4) Si e es un idempotente p r i m i t i v o de E , entonces eEe es u n 

domin io de idcnlos p r inc ipa l e s . 

E s t a técnica se aplicó con f r u t o s en las décadas de l o s 

se t en ta y ochenta . Así, no sólo L i ebe r t 159) su io también, p o r 

e jemplo, G o l d s m i t h 133] en 1978, y F r a n z s e n y S c h u l t z 116] en 1982 

resue l ven prob l emas de caracterización usando nociones topológicas. E n 

p a r t i c u l a r , se da en [16] una caracterización de los an i l l o s de 

endomor f i smos de módulos loca lmente l i b r e s sobre an i l l o s L I F (esto e s , 

an i l l o s que v e r i f i c a n l a prop iedad de que todo sumando d i r e c t o 

indescomponib le de un módulo loca lmente l i b r e es i s omor f o a l a n i l l o ) . 

N a t u r a l m e n t e , l a técnica topológica t iene sus l i m i t a c i o n e s : t a l c o m o 

fue conceb ida por L i e b e r t , es p rec i so c ons i d e ra r c l ases K y JR con l a 

p rop i edad de que el an i l l o de endomor f ismos E t enga " b a s t a n t e s 

idempotentes f i n i t o s " p a r a poder d e f i n i r l a topología £ y h a c e r l a 

c o i n c i d i r con l a topología f i n i t a . 

L o que precede es una aproximación a l a s técnicas que se h a n 

usado p a r a r e so l v e r e l p rob l ema de la caracterización basándose en lo 

que hemos l l amado más a r r i b a e l "método d i r e c t o " . E x i s t e una m a n e r a 

bas tan te d i f e r en t e de abo rda r el p rob l ema , m a n e r a que se r e m o n t a a l 

t e o r ema de M o r i t a sobre equ iva lenc ias (67), de 1958. Desde luego, p a r a 

poder i n t e r p r e t a r e l t eo rema de M o r i t a como un t eo rema de 

caracterización es p r ec i so f o r z a r un tan to el s i g n i f i c a d o d e l 

" p r ob l ema de l a caracterización" ind icado a l p r i n c i p i o : s i uno 

c o n s i d e r a u n a c l ase c u a l q u i e r a K de an i l l o s , y 311 es l a c l ase de l o s 

p rogene radores sobre los an i l l o s de l a c lase 3Í, entonces e l t e o r ema de 

M o r i t a nos d ice que los an i l l o s de endomor f ismos de los módulos de l a 

c l ase 3n f o r m a n l a menor c lase de an i l l o s que cont iene a ÍK y es c e r r a d a 

f r e n t e a equ iva l enc ias . En consecuenc ia , el t e o r e m a de M o r i t a 
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p r o p o r c i o n a teoremas de caracterización p a r a las c lases K y ÜH d i chas , 

s i empre que sea pos ib le i d e n t i f i c a r a los an i l l o s de l a c l ase que 

c i e r r a a l a c lase K bajo equ iva lenc ias , por medio de prop i edades 

a b s t r a c t a s de l a teoría de an i l l o s . E n este sent ido , e l t e o r ema de 

Wedderburn r e s u l t a de a p l i c a r e l de M o r i t a a l a c l ase K de los a n i l l o s 

de división, j un to con l a observación de que l a menor c l ase de a n i l l o s 

que es i n va r i an t e de M o r i t a y cont iene a K es l a de los a r t l n i a n o s 

s imp l es . 

L a s ideas que se emplean en l a presente m e m o r i a p a r a 

e s t u d i a r prob lemas de caracterización son herede ras d i r e c t a s de l a que 

acabamos de esbozar , basada en el t eo rema de M o r i t a . P a r a f i j a r l as 

ideas básicas, supongamos que K es una c lase a r b i t r a r i a de a n i l l o s y 311 

es l a c l ase de todos los módulos generadores sobre los a n i l l o s de l a 

c lase 3Í. U n a extensión de l t eo rema de M o r i t a , e l t e o r e m a de G a b r i e l y 

Popescu de 1964 (80], i nd i ca que s i E = End( M) es e l a n i l l o de 
R 

endomor f i smos de un módulo M en l a c l ase 311, entonces e x i s t e u n a 

equ i va l enc i a de categorías entre R-mód y una categor ía coc i en te de 

E-mód, a saber : l a categoría [E,^)-mód, donde 7 es el f i l t r o de los 

idea les por l a i z q u i e r d a de E que cont iene a E = fEnd( M) = { a 6 E | 
O R 

a se f a c t o r i z a a través de algún módulo p royec t i vo de t i po f i n i t o } 
(véase [26, Theorem 2.51). L l amemos a E " e l a n i l l o de los 

o 
endomor f i smos f i n i t o s de M " . 

R 

E x i s t e n por lo menos t r es maneras a l t e r n a t i v a s de c o n s i d e r a r 

y e s t u d i a r l a equ i va l enc ia p l an teada en este t e o r ema : en p r i m e r l u g a r , 

e l a n i l l o de los endomor f i smos f i n i t o s E = fEnd ( M) es un a n i l l o 
o R 

i dempotente ; en genera l , no t iene e lemento i d en t i dad (de hecho, E ^ 

t i ene i d e n t i d a d jus tamen te cuando M es un módulo p r o y e c t i v o de t i p o 
R 

f i n i t o ; es to es, j us t amen te cuando M es un p rogene rado r ; p e r o 
R 

entonces e l conten ido de l t eo rema a n t e r i o r está i n c l u i d o en el de 

M o r i t a ) . Podemos pues c o n s i d e r a r una "categoría de E^-módulos por l a 

i z q u i e r d a " de f o r m a n a t u r a l , categoría que se denotará por E^-mód. 

En tonces , l a categoría coc iente (E,^)-mód que se h a señalado más 

a r r i b a es equ iva l ente a E -mód, por lo que el t e o r e m a a n t e r i o r i n d i c a 
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l a e x i s t e n c i a de una equ iva l enc ia ent re R-mód y E^-mód en e l caso 

cons ide rado (es dec i r , s iendo M un generador ) . E s t a relación p l a n t e a 

e l p r o b l e m a genera l de e s tud i a r equ iva l enc ias en t re categorías de 

módulos sobre an i l l o s s i n uno, extendiendo l a teoría de M o r i t a a este 

caso ; y eso es lo que hacemos fundamenta lmente en e l Capítulo 2 de l a 

presente memor i a . 

E n segundo lugar , l a equ i va l enc ia en t r e R-mód y (E,3^)-mód 

puede obtenerse también por un t eo rema de 169) a p a r t i r de l a 

e x i s t e n c i a de un contex to de M o r i t a , el c on t ex t o de M o r i t a d e r i v ado 

de l g ene rador M, (R ,E ,M,Hom (M,R)), cuyas t r a z a s son p r e c i s a m e n t e R y 
R R 

E^ . L a relación genera l entre equ iva l enc ias y c on t ex t o s p a r a a n i l l o s 

s i n uno se abo rda también en el Capítulo 2. Po r o t r o lado , e l empleo 

de los con t ex tos de M o r i t a por sí mismos se ha reve lado también muy 

útil p a r a a n a l i z a r e l p rob l ema de l a u n i c i d a d , p o r lo que volverá a 

se r c ons ide rado en los Capítulos 3 y 4. 

P o r último, l a t e r c e r a mane ra de c o n s i d e r a r l a relación 

en t r e los an i l l o s R y End( M), con M generador , es l a i n d i c a d a a l 
R R 

p r i n c i p i o ; es to es, ex i s t e una equ iva l enc ia de categorías - d a d a por e l 

f u n t o r Hom (M,_ ) - en t r e R-mód y l a categoría coc i en te c i t a d a 
R 

(E,9')-mód. E n es ta f o r m a , e l r e su l t ado precedente desempeña d e n t r o de l 

método que usamos en l a memor i a p a r a e s t u d i a r e l p r o b l e m a de l a 

caracterización, un pape l análogo a l que, como se ha d e s c r i t o 

a n t e r i o r m e n t e , desempeña e l t eo rema de M o r i t a con relación a l de 

Wedde rburn . De este modo, l a p r i m e r a aproximación a un r e s u l t a d o 

g e n e r a l sobre caracterización será (para una c l ase c u a l q u i e r a de 

a n i l l o s ÍR y una c lase 311 de módulos que esté i n c l u i d a en l a de l os 

generadores ) : un a n i l l o a r b i t r a r i o E es i s omor f o a End( M) p a r a M G JH 
R R 

s i y sólo s i el a n i l l o R es M o r i t a equ iva lente a l a n i l l o E^ de l os 

endomor f i smos f i n i t o s de M. 
R 

N a t u r a l m e n t e , debe tenerse a lgo más p a r a c o n v e r t i r es t e 

enunc iado en un teoi-eina de caracterización. C o n c i e t a m c n t e , serán 

p r e c i s a s dos cond ic iones : 1) i d e n t i f i c a r a E ^ d e n t r o de E "de m a n e r a 

a b s t r a c t a " , s i n hacer r e f e r e n c i a a l módulo M ; veremos que es te 
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p rob l ema es e l mismo a l que se en f r en ta L i e b e r t : e l de i d e n t i f i c a r a 

l a topología f i n i t a por "condic iones a b s t r a c t a s " ; 2) e x p r e s a r e l hecho 

de que R y son equivalentes mediante "p rop iedades a b s t r a c t a s " de R 

y de E^ ; éste es jus tamente e l paso que p e r m i t e , po r e j emplo , 

c o n v e r t i r a l t eo rema de M o r i t a en el de Wedderburn , como antes 

señalábamos. 

Nues t r o p l an , pues, es de t e rm ina r c lases K y 311, como se ha 

ind i cado antes , de m a n e r a que las cond ic iones (1) y (2) de a r r i b a se 

v e r i f i q u e n p a r a d i chas c lases . Ad i c i ona lmente , nótese que s i E y E^ 

t i enen e l sent ido ya señalado, E es l a c l a u s u r a de su idea l E ^ con 

r espec to a l a teoría de torsión asoc i ada a l f i l t r o de G a b r i e l ? de l os 

idea les por l a i z q u i e r d a que cont ienen a E ^ . De este modo, l a f o r m a 

g ene ra l de un teorema de caracterización obtenido po r es tos med ios es: 

E « End( M) p a r a algún M e JH s i y sólo s i E cont iene un idea l bi látero 

E ^ t a l que: (a) E ^ está de f in ido por c i e r t a s "p rop i edades a b s t r a c t a s " , 

que pueden v a r i a r según las c lases K y ÜJl c ons ide radas ; (b) E ^ es un 

a n i l l o equ iva lente a un a n i l l o R e K - l o que también deberá da r s e po r 

a l guna p rop i edad de teoría de a n i l l o s - ; (c) E es l a c l a u s u r a de con 

r espec to a l a teoría de torsión asoc i ada a 7 ; (d) F.̂ ^ (que es fEíuH^^M)) 

v e r i f i c a a l guna p rop i edad ad i c i ona l que asegura que M está en l a 
R 

c l a se 311. 

Hagamos l a observación de que los r e s u l t a d o s de 

caracterización sobre los que nos hemos deten ido h a s t a a h o r a enca jan 

pe r f e c t amen t e en este marco : 1.- S i 3)1 es l a c l a s e de los 

p rogene rado r es , entonces E^ se i d e n t i f i c a con E y l a única condición 

que aparece en e l t e o r ema de caracterización es l a (b); 2 . - S i 3)1 es l a 

c l a s e de los espac ios v ec to r i a l e s de dimensión f i n i t a sobre a n i l l o s de 

división, E^ es el zócalo - po r l a d e r e c h a - de E y las cond i c i ones (b) 

y (o) aparecerán como cond ic iones en términos de l zócalo, como en e l 

menc ionado t eo r ema de Wol fson; 3 . - Si 3Í y JIl son las c l a s e s que 

apa r e c en en e l t eo rema de L i e b e r t , E^ es e l i dea l por l a i z q u i e r d a de 

E generado po r los idempotentes p r i m i t i v o s ; entonces (b) c o r r e sponde a 

l a condición (4) del t eo rema, m i e n t r a s (c) equ iva le p r e c i s a m e n t e a l a 
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(2): e x i s t e u n a relación d i r e c t a en este caso en t re la iS-topología de 

E y e l f i l t r o de G a b r i e l 7 ; véase a este respecto el T eo r ema 3.6.1. 

Nues t r o método permi t e eng lobar , po r tan to , en un c u a d r o 

u n i t a r i o los r e su l t ados conoc idos ya mencionados; pero además, también 

p r o p o r c i o n a t eoremas de caracterización p a r a c lases K y 311 más a m p l i a s , 

como se verá en e l Capítulo 3 de l a memor i a . Vo l ve remos sobre l os 

conten idos de este capítulo más ade lante . 

E l p r o b l e m a d e l a u n i c i d a d 

Sea E = End( M) p a r a M en l a c lase 311 de módulos. L a versión 
R R 

más a n t i g u a de l p rob l ema de l a u n i c i d a d f o r m u l a l a s i gu i en te p r e g u n t a : 

¿es c i e r t o que todo i s omor f i smo de an i l l o s End( N) ~ End( M) , p a r a 
S R 

S e K y N e 3n, debe e s t a r induc ido por un i s o m o r f i s m o de a n i l l o s 

cr:R > S y un i s omor f i smo ( r - semi l inea l <p:M > N ? E x i s t e u n a 

abundante l i l c i a l u r a l ecog iendo c lases K y 311 p a r a las que l a r e s p u e s t a 

a e s t a cuestión es a f i r m a t i v a . Quizá el más an t i guo r e s u l t a d o en e s t a 

dirección es e l de Baer [8, Theorem 1, p . l83 ) . E n 1953, Wo l f son [88, 

T l i e o r e m 8.11 daba también r espues ta a f i r m a t i v a p a r a l a c lase de los 

espac ios v e c t o r i a l e s sobre an i l l o s de división y más t a r d e , también 

p a r a l a c lase de módulos loca lmente l i b r e s sobre domin ios de idea l es 

po r l a i z q u i e r d a p r i n c i p a l e s [93]. Un r e s u l t a d o g e n e r a l , eng lobando 

es tos , es e l obten ido p o r F r a n z s e n y S c h u l t z [16] en 1983: l l a m a n d o 

L I F a un a n i l l o R t a l que todo sumando d i r e c t o de un módulo l o ca lmen t e 

l i b r e es indescomponib le s i y sólo s i es i s o m o r f o a R, obt iene l a 
R 

u n i c i d a d p a r a la c lase 311 de los módulos l oca lmente l i b r e s sobre los 

a n i l l o s L I F . 

S i e l enfoque a n t e r i o r , que p r e g u n t a por l a v a l i d e z de l a 

u n i c i d a d en e l sent ido " f u e r t e " ind icado , es el más clásico, hay s i n 

embargo o t r o p l an teamien to del p rob l ema , que r e s u l t a muy n a t u r a l a l a 

v i s t a de los teoremas de M o i i t a ; éste es el f o i i n u l n d o med ian te l a 
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pr egun ta : ¿es c i e r t o que todo i somor f i smo de an i l l o s End( M) ~ End( N) 
R S 

p a r a R, S e f l K y M, N e ü l l está induc ido por una equ i va l enc i a de 
R S 

categorías F:R-mód > S-mód y por un i s omor f i smo F( M) = N ? E n 
K S 

1967, Stephenson conjeturó un r esu l t ado demost rado por G a m i l l o en 1984 

[131, a saber : que dos an i l l o s R y S son M o r i t a equ iva lentes s i y sólo 

s i End( R^'^^ « End( S^^^^; en el mismo año 1984, B o l l a H U hace l a 
R S 

observación de que la r e spues ta a l a p regunta a n t e r i o r es a f i r m a t i v a 

p a r a l a c lase 311 de los progeneradores , l a c u a l po r t an to t i ene 

u n i c i d a d en este sent ido "débil". 

Vo lv i endo a l caso de la u n i c i d a d en e l s en t ido " f u e r t e " , 

escogemos e l t eo rema antes mencionado de F r a n z s e n y S c h u l t z sobre 

a n i l l o s L I F p a r a i l u s t r a r los hechos que pe rm i t en obtener un r e s u l t a d o 

de u n i c i d a d . Así, sean R y S an i l l o s L IF , M, N l o ca lmente l i b r e s y 
R S 

E = End( M) « End( N) = E " . Sea 6 :E > E ' e l i s o m o r f i s m o y s ea 
R S 

6(e) = f p a r a e e E , l a proyección de M sobre un sumando d i r e c t o suyo 
R 

i s o m o r f o a R. E l hecho c lave , obtenido aquí a través de l a hipótesis 
R 

de s e r S un an i l l o L I F , es que N f = S; como se t i ene Me = R, 
S R 

resultará que eEe ~ R, f E ' f ~ S y 6 se r e s t r i n g e a un i s o m o r f i s m o 

R « eEe « f E ' f ~ S. Entonces , R y S son, e f e c t i vamente , i s o m o r f o s . 

Así, e l hecho fundamenta l aquí es que el i s o m o r f i s m o 5 " c o n s e r v a " los 

idempotentes "de rango uno" ; esto es, los idempotentes e e E t a l e s que 

Me = R. Es impor t an t e n o t a r que, también en s i tuac i ones más gene ra l e s 
R 

que l a a n t e r i o r , l a obtención de un r e s u l t a d o p o s i t i v o de u n i c i d a d 

está asoc iado , como veremos, a l a "conservación" de c i e r t o s e l ementos 

por med io de l i s omor f i smo 5. P o r e jemplo, en el r e s u l t a d o de G a m i l l o 

[131 antes c i t ado , M y N son módulos l i b r e s numerab l emente generados 
R S 

y s i 5 es aquí e l i s omor f i smo 5:End( M) = E > E ' = End( N ) , l a 
R S 

prop i edad de conservación c lave aquí es que s i e es un idempotente con 

Me = R, entonces 5(e) es de t i p o f i n i t o - e s d e c i r , N5(e ) es de t i p o 

f i n i t o , y , de hecho, un progenerador . En este caso , l a conclusión es 

l a e x i s t e n c i a , no de un isomoi ' f i smo s e m i l i n e a l , s ino de u n a 

equ i va l enc i a de M o r i t a en t r e los an i l l o s R y S. 

E l fundamento de nues t r a p r o p i a mane ra de a p r o x i m a r n o s a l 
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p r o b l e m a de l a un i c i dad es l a consideración de "p rop i edades de 

conservación" de un carácter más g loba l . Recordemos que, como se 

indicó an t e r i o rmen t e , s i 311 es l a c lase de los generadores , R e 

M e 3n y E = End( M), E = fEnd( M) denota e l " a n i l l o s i n uno " de l os 
R R O R 
endomor f i smos f i n i t o s de M, entonces E y R son a n i l l o s equ iva l en tes . 

R O 

Supongamos a h o r a que las c lases 3Í y 311 son t a l e s que es f a c t i b l e 

ob tener p a r a e l l a s un teorema de caracterización en el sent ido que más 

a r r i b a hemos cons iderado , por los métodos de este t r a b a j o : en 

p a r t i c u l a r , el tener un t eorema de caracterización implicará e l t ene r 

una descripción de E^ como " s u b a n i l l o " de E med iante p rop i edades 

" a b s t r a c t a s " de teoría de an i l l o s . S i éste es el caso y 

5:End( M) > End( N) es un i s omor f i smo de a n i l l o s p a r a R, S 6 K, M, 
R S 

N e 3H, entonces las prop iedades de l a descripción de E^ , a l s e r 
" a b s t r a c t a s " serán inva r i an t es por i s omor f i smos , de modo que 5(E^) = 

= fEnd ( N) = E ' . Como E -mód es equiva lente a R-mód y E*-mód es 
s o o ^ • ' o 

equ iva l ente a S-mód, e s t a relación implicará l a e qu i va l enc i a en t r e los 

a n i l l o s R y S. A p a r t i r de aquí se puede obtener un r e s u l t a d o de 

u n i c i d a d en sent ido "débil" pa ra las c lases K y 311. 

E s t a aproximación a l p rob l ema de ob tener t eo r emas de 

u n i c i d a d en s(;ntido "débil" (do los i s omo iT i smos (ínlre a n i l l o s de 

endomor f i smos estén induc idos por equ iva l enc ias de M o r i t a ) nos es 

también útil p a r a a b o r d a r el caso más an t i guo en el que se pe r s i gue 

ob tener t eoremas de un i c i dad en el sent ido " f u e r t e " (es d e c i r , que los 

i s o m o r f i s m o s entre a n i l l o s de endomor f i smos estén induc idos p o r 

i s o m o r f i s m o s semi l inea l es ) . En e fecto , habrá u n i c i d a d p a r a las c l a s e s 

3Í y 3J1 en sent ido " f u e r t e " s i l a hay también en sen t ido "débil" y 

además u n a equ i va l enc i a de M o r i t a ent re an i l l o s de l a c l ase % está 

i n d u c i d a s i empre por un i somor f i smo . Éste será, por e j emplo , e l c aso 

antes menc ionado en que 3Í es la c lase de los a n i l l o s L I F : s i F es u n a 

equ i va l enc i a en t r e R y S, F (R) ha de s e r un p r og ene rado r 

indescompon ib l e , luego F (R ) = ^S. 

Desde luego, no p a r a todas las c l a s es K y ÜR se puede ob t ene r 

un t e o r ema de un i c i dad : e l esquema que acabamos de i n d i c a r m u e s t r a 
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so lamente que t a l será e l caso s iempre que tengamos un t e o r e m a de 

caracterización p a r a d i chas c lases . E n su ausenc ia , l a relación en t r e 

los a n i l l o s R y S a que da luga r un i s o m o r f i s m o de a n i l l o s 

6:End{ M) > End( N) es, en p r i n c i p i o , más genera l que l a de u n a 
R S 

equ i va l enc i a de M o r i t a . S in embargo, s i Jíl es una c lase con t en ida en l a 

de los generadores , podemos entonces t omar M ' = M ® Hom (N,S), N ' = 
R E! S S 

= N « Hom (M,R) y el i s omor f i smo 5:End( M) = E > E' = End( N) da 
E R R S 

l u g a r a un " con tex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o " (en e l s en t ido de 169]) 

(R ,S ,M ' ,N ' ) ; como todo contexto de M o r i t a , éste induce u n a 

equ i va l enc i a , p ropo rc i onada por los funtores F = Hom (M' ,_ ) y G = 

= Hom^(N ' , _ ) , ent re las adecuadas subcategorías p lenas de R-mód y 

S-mód, de t e rminadas por el contex to . Además, F(M) = ^ N y 6 está 

induc ido por F , de modo que, en este sent ido , todo i s o m o r f i s m o e n t r e 

an i l l o s de endomor f i smos de generadores está induc ido po r u n a 

equ i va l enc i a de subcategorías. Dicho de una m a n e r a poco r i g u r o s a pe ro 

sugerente , estas subcategorías equiva lentes no son más que l a 

"intersección de las categorías R-mód y S-mód cuando vemos ambas como 

subcategorías p lenas de E-mód". Ésta es l a h e r r a m i e n t a que se ha usado 

fundamenta lmente p a r a los r esu l tados de l Capítulo 4. 

L a presente m e m o r i a está d i v i d i d a en c u a t r o capítulos. E l 

p r i m e r o cont iene una recopilación de aque l las no tac iones y r e s u l t a d o s 

y a conoc idos qué serán necesar ios p a r a d e s a r r o l l a r los con ten idos 

c e n t r a l e s de nues t ro t r aba j o . E l segundo se ded i ca a e s t u d i a r l a 

e qu i va l enc i a de M o r i t a p a r a an i l l o s s i n uno; e l t e r c e r o t r a t a e l 

p r o b l e m a de l a caracterización y el c u a r t o , e l de l a u n i c i d a d . 

Como ha quedado apuntado en los c omen ta r i o s que p r eceden , 

n u e s t r a aproximación a los prob lemas c e n t r a l e s p lan teados en e s t a 

m e m o r i a neces i t a de un es tud io de ta l l ado a c e r c a de las e q u i v a l e n c i a s 

en t r e categorías de módulos, inc luyendo e l caso do las categorías de 

módulos sobre an i l l o s s i n uno. Así, a l r ecoger en e l Capítulo 1 l os 

r e s u l t a d o s y notac iones p r e l i m i n a r e s a l a exposición de n u e s t r o s 

p rop i o s d e s a r r o l l o s , hemos p res tado atención a las categor ías de 
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Gro thend ieck -pues todas las categorías que aparecerán más ade lan te 

serán de e s t a c l a s e - , y cons iderado a lgunas notac iones y conceptos 

espec ia l es en categorías de módulos. También las prop iedades de l o s 

con t ex t o s de M o r i t a y l as nociones de las topologías l inea l es sobre 

an i l l o s ocupan par te del Capítulo 1. 

E l Capítulo 2 está dedicado enteramente a l es tud io de l a s 

equ i va l enc ias de M o r i t a p a r a an i l l o s s in uno. Como es n a t u r a ! , e l 

modelo que uno t r a t a de segu i r en este es tud io es el de l a teor ía de 

M o r i t a clásica - p a r a an i l l o s con i d en t i dad - ; e l hecho es que, pese a 

las d i f e r e n c i a s en t r e uno y o t r o caso, que dan l u g a r a f o r m u l a c i o n e s 

bas tan te d i s t i n t a s de los r e su l t ados , lo e senc ia l de l a teor ía de 

M o r i t a se p r e s e r v a a l c ons i d e ra r an i l l o s I que son so lamente 

idempotentes -es dec i r , 1 = I-, s i empre que uno e sco j a l a 

generalización adecuada de l a categoría de módulos. D i c h a 

generalización es l a categoría (que denotamos por 1-mód) de todos los 

I-módulos M por l a i z q u i e r d a que son u n i t a r i o s (es d e c i r , IM = M) y 

l i b r e s de torsión (en el sent ido de que Ix = O i m p l i c a x = O p a r a 

X e M). De este modo, puede d e i n o s t i a r s e que l a relación de se r I y J 

M o r i t a equ iva lentes es independiente del lado d e r e c h a - i z q u i e r d a que se 

tome p a r a l a categoría de módulos; y que las equ i va l enc i as en t r e I y J 

p rov i enen , como en e l caso clásico, de con t ex tos de M o r i t a p a r a I y J 

en que los m o r f i s m o s de l a definición de l c on t ex t o son e p i m o r f i s m o s . 

U n a consecuenc ia in t e resante es que, s i se impone a los a n i l l o s 1 y J 

una limitación muy n a t u r a l -que e l los mismos sean l i b r e s de torsión en 

e l s en t ido a n t e r i o r - , l a equ i va l enc ia i m p l i c a el i s o m o r f i s m o en e l 

caso conmuta t i v o , 

Los prob lemas de la caracterización y de l a u n i c i d a d p a r a 

an i l l o s de endomor f i smos, que cons t i tuyen e l ob j e t i vo más i m p o r t a n t e 

de l a m e m o r i a , se plantearán, en los Capítulos 3 y 4, p a r a t r e s pa r e s 

de c l a s es (K,!II1) genera les ; en los t r e s casos K es una c l a s e a r b i t r a r i a 

de a n i l l o s , m i e n t r a s que 311 cons i s t e en: (1) l a c l a s e de los 

generadores no f i n i t a m e n t e generados; (2) l a c l a s e de los módulos 

l oca lmente l i b r e s no f i n i t amen t e generados ; (3) l a c l a s e de l os 
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módulos proyec t i vos con un elemento u n i m o d u l a r no f i n i t a m e n t e 

generados -hacemos no t a r aquí que e l es tud io de l a c l ase de los 

generadores p royec t i vos no f i n i t amen t e generados dar ía r e s u l t a d o s 

equ iva l entes , dado que cua l qu i e r generador p royec t i vo no f i n i t a m e n t e 

generado P da un proyec t i vo con e lemento un imodu la r a l t o m a r u n a suma 

d i r e c t a f i n i t a P " ; pero hemos p r e f e r i do s i m p l i f i c a r l a presentación 

usando l a hipótesis del e lemento un imodu la r ; y también hacemos n o t a r 

que en ade lante nos r e f e r i r e m o s a estos ob je tos s i n menc i ona r s u 

condición de no f i n i t a m e n t e generados, dándolo por asumido . P a r a c a d a 

una de es tas t r e s c lases genera les es pos ib le da r " t e o r emas de 

caracterización genera l es " . Pe ro es l im i t ando l a c l a s e de a n i l l o s S 

como se cons iguen teoremas que c a r a c t e r i z a n por p rop i edades a b s t r a c t a s 

a l os a n i l l o s de endomor f i smos de los módulos de a l g u n a de esas c l a s e s 

311: en ese sen t ido , damos t eo remas de caracterización, po r e j emplo , 

p a r a l a c l a s e de los módulos loca lmente l i b r e s sobre a n i l l o s : (1) 

noe the r i anos por l a i z q u i e r d a ; (2) pe r f e c t os por l a i z q u i e r d a ; (3) de 

K a s c h por l a I zqu i e rda ; así como p a r a a l gunas c l a s e s de a n i l l o s 

s e m i h e r e d i t a r i o s por l a i z q u i e r d a o s em ipe r f e c t o s ; véanse l a s 

P r opos i c i ones 3.5.1, 3 .5 .2 , 3.5.4 y 3 .5 .8 . 

E s t o s t eoremas de caracterización se i nc luyen en e l Capítulo 

3 , que comienza con l a necesa r i a descripción de los " t eo r emas de 

caracterización gene ra l e s " antes a lud idos . P rocedemos aquí, 

ap r ox imadamen t e , en o rden de mayo r a menor g e n e r a l i d a d : p r i m e r o se 

c o n s i d e r a l a situación de l t e o r ema de G a b r i e l - P o p e s c u , en l a que, dado 

un g ene rado r G de u n a categoría de Gro thend i e ck S, se m u e s t r a u n a 

equ i va l enc i a en t r e S y u n a categoría coc i ente (E,SF)-mód de l os módulos 

sobre E , donde E = End^ (G) . P r o cu ramos entonces i d e n t i f i c a r a l f i l t r o 

f , impon i endo a l guna restricción a l a categoría C, h a s t a l l e g a r a i 

caso en que G es una categoría de módulos. E s t o p e r m i t e ob t ene r e l 

" t e o r e m a g e n e r a l " de caracterización p a r a l a c l a s e W de l o s 

generadores ; en e l caso de los módulos l oca lmente l i b r e s y de l o s 

p royec t i v o s con e lemento un imodu la r , l a descripción de l f i l t r o - y , en 

consecuenc ia , de l t e o r ema c o r r e s p o n d i e n t e - puede e n u n c i a r s e en 
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términos de e lementos idempotentes del a n i l l o de endomor f i smos E , lo 

que nos a p r o x i m a a los casos cons iderados clásicamente. E n relación 

con estos "casos clásicos" mos t ramos a l t e r m i n a r e l capítulo l a 

relación ex i s t en t e en t re las topologías l inea l es (manejadas po r 

L i e b e r t y o t ros autores , y c i t adas an te r i o rmente ) y los f i l t r o s de 

G a b r i e l que usamos en l a presente memor ia . 

E l Capítulo 4 se ded ica a l p rob l ema de la u n i c i d a d . De 

nuevo, procedemos aquí de lo genera l a lo p a r t i c u l a r . Comenzamos po r 

c o n s i d e r a r un ( i so )mor f i smo entre los an i l l o s de endomor f i smos de dos 

ob je tos c u a l e s q u i e r a en dos categorías de Gro thend i eck y c o n s t r u i m o s , 

en t a l caso , un fun t o r ent re l as categorías que induce e l m o r f i s m o 

cons ide rado . E n el caso de un i somor f i smo , vemos que d i cho f u n t o r 

induce , a su vez, una equ iva l enc ia entre c i e r t a s subcategorías de l a s 

categorías dadas; en este sent ido , todo i s o m o r f i s m o está induc ido p o r 

una equ i va l enc i a -de subcategorías. 

Cons ide ramos a continuación el caso en que 311 es l a c l a s e de 

los generadores sobre los an i l l o s de una c lase a r b i t r a r i a ÍK. E n es te 

caso , e l i s omor f i smo está inducido por una equ i va l enc i a m a x i m a l e n t r e 

subcategorías de las de módulos; con o t r a terminología, l a s 

equ i va l enc ias (jue se obt ienen son, p r ec i samente , l as asoc i adas a 

con t ex t o s de M o r i t a no rma l i z ados (en el sent ido de [69j) en t r e los 

a n i l l o s base. E l carácter m a x i m a l de es tas equ i va l enc i as t i ene u n a 

consecuenc ia notab le : s i un i s omor f i smo en t r e a n i l l o s de endomor f i smos 

de gene radores está induc ido de este modo por u n a e q u i v a l e n c i a e n t r e 

subcategorías p rop ias de las de módulos, entonces no puede e s t a r 

induc ido por una equ i va l enc ia de M o r i t a - y n a t u r a l m e n t e , t ampoco po r 

un i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l . Como t a l situación es e f e c t i v amen t e 

pos ib l e , r e s u l t a n a t u r a l p r egunta rse por cond i c i ones sobre l a c l a s e de 

a n i l l o s 3? que aseguren , en cambio , que todo i s o m o r f i s m o e n t r e a n i l l o s 

de endomor f i smos de generadores sobre a n i l l o s de l a c l ase K está 

Inducido por una equ i va l enc ia de M o r i t a . E n c o n t r a m o s cond i c i ones de 

este t i p o en l a Proposición 4.2 .9 . 

Pasamos luego a c ons i d e ra r el caso en que 311 es l a c l a s e de 
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los módulos loca lmente l i b r es . Recuérdese que p a r a l a c l a s e de los 

módulos l i b r e s numerablemente generados ex i s t e un i c i dad (en e l s en t ido 

de equ iva l enc ias de Mor i ta ) por el r e su l tado de G a m i l l o 113). E l l o 

hace in t e r esan te e l da r ejemplos de i s omor f i smos en t r e a n i l l o s de 

endomor f i smos de módulos loca lmente l i b r e s no f i n i t a m e n t e generados , 

como cons ide ra remos s iempre , que no estén induc idos por e qu i va l enc i a 

de categorías. No sólo es pos ib le c o n s t r u i r d ichos e jemplos (véase l a 

Observación 4.3.1), s ino que s i uno t oma 311 como l a c l a s e de l os 

módulos l oca lmente l i b r e s y p royec t i vos con un con junto numerab l e de 

generadores - l a c lase más próxima a l a de los l i b r e s no f i n i t a m e n t e 

generados en que parece pos ib le p e n s a r - , l a r e s p u e s t a a l p r o b l e m a de 

l a un i c i dad s igue siendo negat iva : E jemplo 4 .4 .4 . Más aún, es pos ib l e 

t o m a r módulos en d i cha c lase con an i l l o s de endomor f i smos i s o m o r f o s , 

t a l e s que los r espec t i vos an i l l o s base sean i s omor f o s ; i n c luso así, e l 

i s omor f i smo ent re los an i l l o s de endomor f i smos puede no e s t a r induc ido 

por una equ i va l enc i a de M o r i t a . 

Tan to en el caso de los módulos loca lmente l i b r e s como en e l 

de los p royec t i vos , invest igamos también qué r e s t r i c c i o n e s en l a 

elección de l a c l ase 3Í de an i l l o s son adecuadas p a r a ob tener en c a d a 

caso un t e o r ema de un i c idad . Te rm inamos la m e m o r i a r e v i s ando , a l a l u z 

de estos r e su l t ados , qué c lases 3í de a n i l l o s y 311 de módulos 

p royec t i vos con e lemento un imodu la r p e rm i t en obtener un t e o r e m a de 

un i c i dad en sent ido " fue r t e " , es d e c i r , que los i s o m o r f i s m o s de 

an i l l o s de endomor f i smos prov ienen de i s o m o r f i s m o s s e m i l i n e a l e s e n t r e 

los módulos. 

Se h a inc lu ido a l f i n a l una Bibliografía. L e j o s de l a 

pretensión de s e r e xhaus t i v a , hemos recog ido en e l l a los t ítulos que 

han i n f l u i d o en l a elaboración de e s t a m e m o r i a , b i en po r a b o r d a r 

p rob l emas r e l a c i onados d i r ec tamente con los aquí t r a t a d o s , b i en por 

s u m i n i s t r a r técnicas básicas p a r a l a obtención de n u e s t r o s p r op i o s 

r e su l t ados . 
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C A P I T U L O 1 

P R E L I M I N A R E S 



1.1. Categor ías de G r o t h e n d i e c k y local izac ión 

Se conocen como categorías de Gro thend i e ck a aque l l a s 

categorías abe l i anas que son cocompletas , con límites d i r e c t o s e xac t o s 

y que poseen un generador . A aque l las categorías de Gro thend i e ck que 

poseen un con junto generador f o rmado por objetos f i n i t a m e n t e generados 

se les l l a m a loca lmente f i n i t amen t e generadas (83, Capítulos IV y V ] . 

U n a teoría de torsión en una categoría de G r o t h e n d i e c k G es 

una p a r e j a de subc lases de objetos de G (denotamos a l a c l ase de 

los ob je tos de C con Ob((5̂ ); s in embargo s i M G Ob((r) s imp l emente 

e s c r i b i r e m o s M G G, por senc i l l e z ) t a l e s que: 

(i) HomgíT.L) = O p a r a todo T e J y L e £. 

( i i ) S i Homg(C,L ) = O p a r a todo Leu entonces C G ST. 

( iü ) S i HomgCr .C ) = O p a r a todo T G 7 entonces C e iC. 

A 5 se le conoce como c lase de torsión y a sus ob je tos se 

les l l a m a ob je tos de torsión, m i e n t r a s que a if se le conoce como c l a s e 

l i b r e de torsión y a sus objetos se les l l a m a ob je tos l i b r e s de 

torsión. L a c lase Í7 es c e r r a d a bajo coc i entes , sumas d i r e c t a s (o 

coproductos ) y ex tens iones , m i e n t r a s que ¡¿ es c e r r a d a bajo subob j e tos , 

p roduc tos (d i r ec tos ) y extens iones . Cuando, además, J s ea c e r r a d a ba jo 

subobje tos d i r emos que (ír,i?) es una teor ía de torsión h e r e d i t a r i a ; 

esto es equ iva l en te a que £ sea c e r r a d a bajo e n v o l t u r a s i n y e c t i v a s 

( pa ra todas es tas de f in i c i ones , véase (83, Capítulo VI]). 

T o d a teoría de torsión (no necesar iamente h e r e d i t a r i a ) en 6 

t iene asoc iado un r a d i c a l de (T; es d e c i r , un s u b f u n t o r de l f u n t o r 

i d en t i dad , que denotamos con t, t a l que es idempotente y t (C/t (C ) ) = O 
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p a r a todo C G (T. 

Sea {1,!¿) una teoría de torsión en l a categoría de 

Gro thend ieck G. Se conoce como objeto 7 - i n y e c t i v o a aque l X e (T que 

v e r i f i c a que p a r a t oda sucesión e x a c t a c o r t a en l a categoría G, 

O > K — M —^—> N > O, t a l que N G 7 , e l homomor f i smo 

induc ido Homg(u,X):Homg.(M,X) > Homg.(K,X) es e p i m o r f i s m o ; y como 

objeto 7 - c o d i v i s i b l e a aquel X G G t a l que p a r a toda sucesión e x a c t a 

O > K —-—) M —-—> N > O en G, con K e iS, e l homomor f i smo 

induc ido Homg(X,p):Homjj.(X,M) > Homg.(X,N) es e p i m o r f i s m o . 

Se l l a m a una localización de X G G ( respecto de u n a teoría 

de torsión {&,!£)) a un mor f i smo f : X > E donde E e (T es ? - i n y e c t i v o 

y l i b r e de torsión y donde el núcleo y el conúcleo de f (Núc f y 

Conúc f) son objetos de 3'-torsión, m i en t ras que una colocalización 

será un m o r f i s m o f : P > X donde P es un ob je to 3^-codiv is ib le y de 

torsión y Núc f y Conúc f son objetos ST-libres de torsión. 

Cuando una subcategoría p l ena de l a categoría G, D sea 

c e r r a d a bajo subobje tos , imágenes, ex tens iones y sumas d i r e c t a s , l a 

l l amaremos subcategoría l o ca l i z an t e [21]. P a r a una teor ía de torsión 

h e r e d i t a r i a 1 d e t e rm ina una subcategoría l o c a l i z a n t e y en 

consecuenc ia e x i s t e una categoría coc iente asoc i ada , (?^/J, l a c u a l , a 

su vez, es una categoría de Gro thend i eck , jun to con un f u n t o r , 

canónico a:Q! — > e xac to y que t iene ad junto por l a d e r e cha 

i:(í/J > (̂ . i es f i e l y p leno, así que 6/!7 se puede i d e n t i f i c a r con 

una subcategoría p l ena de G c o n s t i t u i d a por todos los ob je tos de ^ que 

son 3^-inyectivos y l i b r e s de torsión (a éstos los l l a m a r e m o s 

7 - c e r r a d o s ) . Ba jo d i c h a identificación i es e l f u n t o r inclusión, 

m i e n t r a s que a l l e va cada objeto X G G a un E t a l que f : X > E es 

una localización [83 y 21). 

A una c lase de ob je tos J de G se le l l a m a c l a s e T T F s i es a 

un t i empo una c l a s e de torsión y una c l ase l i b r e de torsión - p a r a dos 

teorías de torsión de G. P a r a una teoría de torsión h e r e d i t a r i a ,¡£.), 

^ es T T F s i y sólo s i es c e r r a d a bajo p r oduc t o s d i r e c t o s [83, 

P r o p o s i t i o n VI.8.1). E n este caso, se t iene una co r r e spond i en t e teor ía 
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de torsión (D ,? ) (una g ran par te de l a l i t e r a t u r a sobre e l t e m a 

cons ide ra l a t e r n a {D.l.ü) donde (I),Í7) y son teorías de torsión 

no necesar iamente h e r ed i t a r i a s y le l l a m a "teoría de torsión T T F " ; 

véase por e jemplo 129, 43, 74, 75, 84)). L a teoría de torsión (no 

necesar iamente h e r e d i t a r i a , pero c o h e r e d i t a r i a ; es d e c i r t a l que l a 

c lase l i b r e de torsión es c e r r a d a bajo objetos coc iente ) (T),l) t i ene 

entonces asoc iado un r a d i c a l d , el cual conserva epiínoi'f i smos 174, 

Lemma 1.8]. En este caso [29, Theorem 1.9] T) n £ y d/l son categorías 

equiva lentes a través de las co r respondenc ias X i > a(X) y 

Z I > d ( Z ) . 

Sea G una categoría de Gro thend ieck , y denotemos, como 

usua lmente se hace , p a r a cada M 6 G, con M ' y M ' ^ ' a l p r oduc t o d i r e c t o 

y a l a suma d i r e c t a de I cop ias de M , donde I es un con junto 

a r b i t r a r i o . Se conoce como objeto cuas ip royec t i v o (82) a aque l X e G 

que v e r i f i c a que p a r a todo n e !N-{0} y todo ep imo r f i smo p : X " > Y de 

G, e l m o r f i s m o inducido Homp(X ,p ) :Hom^(X ,x " ) > Flom^(X,Y) es 

ep imor f i smo ; y se conoce como J^-cuas iproyec t i vo a aquel X t a l que p a r a 

todo con junto I y todo ep imor f i smo p : x ' ' ' ) Y en G, e l m o r f i s m o 

induc ido Homj^-ÍX.p) es ep imor f i smo . Se conoce como ob je to C O F - 3 [75, 

p.171] a aque l X que v e r i f i c a que p a r a todo ep imo r f i smo p :Y > Z de 

G, e l m o r f i s m o induc ido Homj5.(X,p):Hom^(X,Y) > Homg,(X,Z) es c e ro s i 

y sólo s i HonigíX.Z) = O. 

Sea M un objeto de una categoría de Gro thend i e ck G. Se 

conoce como objeto M - g ene rado a todo objeto X de G que es imagen bajo 

un ep imo r f i smo de una suma d i r e c t a M " ' de cop ias de M ; y X se d i ce un 

objeto f i n i t a m e n t e M - g e n e r a d o cuando I es un con junto f i n i t o . P a r a 

cada X e Ob(G), e x i s t e un mayor subobjeto c on l a p r o p i e d a d de s e r 

M - g e n e r a d o , (el cua l es la suma de todos aque l los subob je tos de X que 

son M -gene íados ) que denotaremos con X . Se conoce con e l nombre de 
M 

M - d i s t i n g u i d o [26] a todo objeto X , de G, t a l que p a r a c u a l q u i e r 

m o r f i s m o no cero f : Y > X ex i s t e un m o r f i s m o g : M > Y t a l que 



f og * o. L a Proposición l.Z de [26] nos dice que p a r a una categoría de 

Gro t i i end i eck C, y un objeto M, de G, l a c lase iC de los ob je tos 

M - d i s t i n g u i d o s es una c lase l i b r e de torsión en C. L a c l a s e de torsión 

cor respond ien te es l a menor c lase de torsión 3" (he r ed i t a r i a ) de <!. que 

cont iene a todos los objetos de l a f o r m a X / X con X ob je to de (í. 
M 

Además, s i G posee un generador U , entonces 7 es l a menor c l ase de 

torsión que cont iene a U / U ^ . Tenemos entonces una teoría de torsión 

(J,¡£) que l l amamos l a teoría de torsión asoc i ada a M , cuyo r a d i c a l 

asoc iado l l amaremos t. Denotamos con X = X/ t (X ) . S igu iendo a [26] 

denotaremos con a la categoría coc iente Tenemos entonces el 
M 

f u n t o r canónico a:C > G^, mencionado a n t e r i o r m e n t e , j u n t o con su 

ad junto por l a de recha i e l c u a l , como d i j imos , se puede i d e n t i f i c a r 

con el f u n t o r inclusión. E l L ema 1.3 de [26] nos d ice que a(M) es un 

generador de l a nueva categoría de Gro thend ieck G . 
M 

F ina lmen te , r espec to de los mo r f i smos en t r e ob je tos vamos a 

conven i r , en v i s t a de que t r aba j a r emos con módulos por la i z q u i e r d a , y 

de que vamos a e s c r i b i r usualmente a los m o r f i s m o s ac tuando por el 

lado opuesto a l de los esca la res , en que Endp.(M) = (Homp.(M,M)]°''. 

Nótese que MoingíM.X) es un End^íMl-módulo por la i z q u i e r d a p a r a c a d a 

X e G; y Hom^(M,M) es i somor fo a End^^íM). 

L 2 . L a ca tegor ía de módulos 

A lo l a rgo de este t r a b a j o , entenderemos po r a n i l l o con uno 

(o s imp lemente a n i l l o s i no causa confusión), d igamos R, a un a n i l l o 

a so c i a t i v o que posee e lemento ident idad . L a categoría de los R-módulos 

por l a i z q u i e r d a será denotada con R-mód. A l gunas veces e s c r i b i r e m o s 

M p a r a e l ob jeto M e R-mód. Reservamos R ~ S p a r a los i s o m o r f i s m o s de 
K 
a n i l l o s (con o s i n uno) . Sea o-:R > S un i s o m o r f i s m o de a n i l l o s , 

M e R-mód y N e S-mód. Se conoce corno i sornor f i smo ( r - s c rn i l i nea l en t r e M 



y N , a un i s omor f i smo de grupos abe l ianos f : M • 

que p a r a todo x G R, y m G M, f ( xm) = 

m u l t i p l i c a t i v a (xm) f = (x(r)(mf)). 

> N t a l que v e r i f i c a 

o-(x)f(m) (en notación 

Sea R un a n i l l o con uno, M G mód-R o M G R-mód y X un 

subconjunto de M . Denotamos (cuando corresponda ) con ^ (X) a l anu lado r 
K 

por l a de r echa de X; es dec i r , a l conjunto < r G R | X - r = 0 > ; y con 

í (X) a l anu lado r por l a i z q u i e r d a de X (cuando t enga sent ido ) . E l 

símbolo Y.^ ' ° usaremos s iempre p a r a denotar sumas f i n i t a s de 

e lementos. Se conoce como R-módulo subgenerado por M (o M - subgene rado ) 

a todo R-módulo N que es submódulo de algún R-módulo K, generado po r 

M ; es d e c i r , e x i s t e un con junto I j u n t o con un e p i m o r f i s m o M^^ ' > K 

y un monomor f i smo N > K. P a r a cada par de R-módulos M y N , 
R R 

de f in imos l a t r a z a de M en N y l a denotamos 
T r ( M ) = { r Im f | f G Hom (M , N ) ) 

N R R 

(cuando se t r a t e de categorías donde los ob je tos no sean módulos 

i d en t i f i c a r emos la t r a z a con el objeto N , de f in ido en la página 
M 

de f in imos e l r e chazo de M en N como 

R e c h ( M ) = n < Núc f I f G Hom (M ,N ) ). 
N R ' ' R 

E n (98, Lemma 1.3(a)] se es tab lece que p a r a M , N G R-mód, e l 

m o r f i s m o M ® Hom (M,N) > T r ( M ) es i s o m o r f i s m o s i M g e n e r a 
End( M) R N R 

R 

a todos los núcleos de los honiomorf i smos de M en N , p a r a todo 

n G IN-{0). Se conoce como un autogenerador , a un R-módulo M que es 

generador de todos sus submódulos; es d e c i r , t a l que T r ( M ) = K p a r a 
K R 

todo R-submódulo K , de M ; y como J ] - autogenerador a aque l M que 

v e r i f i c a T r ^ ( ^ M ) = N p a r a todo R-submódulo N de M " , p a r a todo 

n G IN-{0). A los módulos M G R-mód que v e r i f i c a n Rech ( M ) = O se les 
R 

l l a m a módulos s i n torsión y a los que v e r i f i c a n que T r ( M ) « M = M se 
R 

les conoce como módulos t r a z a - a c c e s i b l e s . P a r a c a d a M G R-mód, 

de f in imos e l zócalo de M , Zóc (M) , como l a suma de l a s t r a z a s de c a d a 

uno de los R-mótiulos por l a i z q u i e r d a s imp les . 
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1.3. Topolog ías l i n e a l e s y local ización 

Se conoce con el nombre de grupo topológico a un grupo G 

jun to con una topología x de t a l manera que +:G x G ) G dada por 

(a,b) I > a+b, cons iderando a G x G con l a topología p roduc to ; y 

- : G > G t a l que a i > - a son func iones c on t inuas . Obsérvese 

que: 

(i) S i a e G está f i j o entonces l a c o r r e spondenc i a x i > a+x 

es un homeomor f i smo; por lo tanto 

( i i ) U es vec indad de a s i y sólo s i U - a es vec indad del c e ro ; y 

( i i i ) l a topología T p a r a G está comple tamente d e t e r m i n a d a por e l 

conjunto ^ de vec indades del ce ro , que v e r i f i c a : 

(a) Si U e y y U e V entonces V e ? . 

(b) S i U , V e 9= entonces U n V e ? (es d e c i r , 3= es un f i l t r o ) . 

(c) P a r a todo U G ? , e x i s t e V G t a l que V + V c U . 

(d) \J e J i m p l i c a -ü e &• (83). 

Recíprocamente, s i G es un grupo abe l iano y ^ un f i l t r o de 

subconjuntos ta l es que todos poseen a l cero y que v e r i f i c a n (a), (b), 

(c) y (d) entonces ex i s t e una única topología de t a l m a n e r a que G es 

un g rupo topológico y 3̂  es e l s i s t ema de vec indades del c e r o . Véase 

[79] p a r a e s t a definición en grupos no necesa r i amen t e abe l i anos . 

Noso t r os hemos tomado l a definición de [83]. 

Sea R un an i l l o con uno. A R se le l l a m a a n i l l o topológico 

cuando (R,+) es g rupo topológico y l a c o r r e s p o n d e n c i a (a,b) \ > ab 

es una función con t inua de l espac io p roduc to R x R en R. E l f i l t r o 9̂  

veri f icará, además de (a), (b), (c) y (d), 

(c ' ) P a r a todo x G R y U G 3= e x i s t e V G 3= t a l que x V c U y 

V x c U . 

(d') P a r a todo U G 3 ex i s t e V G 3 t a l que V«V c U. 

Recíprocamente, s i 3 es un f i l t r o de subcon juntos de R que 

cont i enen a O y 3= v e r i f i c a las cond ic iones (c), (d), (c ' ) y (d ' ) , 
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entonces ex i s t e una única topología que hace de R un a n i l l o topológico 

con ^ como e l conjunto de vecindades del cero . 

P o r o t r o lado, se dice que l a topología T de un a n i l l o 

topológico R es l inea l por l a i z qu i e rda s i el f i l t r o do vec indades de l 

cero admi te una base cons t i tu ida por ideales por l a i z q u i e r d a . Ue 

hecho, s i ^ es un f i l t r o de ideales por la i z q u i e r d a de R t a l que 

v e r i f i c a 

( c " ) SI l e ? , X e R , x+1 G R / I , entonces í (x+I) G 3=, 
K 

entonces ? es base del conjunto de vec indades del c e ro p a r a una 

topología ( l inea l ) por l a i z qu i e rda sobre el an i l l o R . 

E n este caso, e l f i l t r o "3- se dice un f i l t r o (también, po r 

extensión, una topología) de G a b r i e l por l a i z q u i e r d a s i v e r i f i c a , 

además, 

(d " ) Si I es Ideal por la i z q u i e r d a de R y e x i s t e J G 9= t a l 

que p a r a todo b G J , con b+l e R / I , se t i ene l (b+I) G ^, entonces 
K 

I G ? (831. 

Sea R un an i l l o . E x i s t e una co r r e spondenc i a b i y e c t i v a en t r e 

[83, Theo r em VI.5.1): 

(1) L a s topologías de G a b r i e l por l a i z q u i e r d a de R. 

( 2 ) L a s teorías de torsión h e r e d i t a r i a s en R-mód . 

(3) Los r ad i ca l e s exac tos por l a i z q u i e r d a en R -mód . 

E n v i s t a de ( 2 ) , toda topología de G a b r i e l d e t e r m i n a u n a 

localización como ha s ido desc r i t o en l a sección a n t e r i o r . E n este 

caso , l a categoría coc iente se denota (R,3^)-mód, donde ^ es l a 

topología de G a b r i e l por la i z q u i e r d a de R que d e t e r m i n a l a teoría de 

torsión. Cuando 3̂  posee un idea l m i n i m a l (el c u a l deberá de s e r 

idempotente ) I entonces a 3̂  l a l l amaremos l a topología de G a b r i e l a l a 

i z q u i e r d a g ene rada por 1 y ésta co r responde con una teor ía de torsión 

T T F . E s c r i b i r e m o s entonces (R , l ) -mód en luga r de (R,^)-mód y a sus 

ob je tos los l l amaremos I - c e r rados , en lugar de 3^-cerrados. 

L a noción de grupo topológico se i n s c r i b e en un c o n t e x t o más 
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ampl i o de l a topología genera l que rec ibe e l nombre de espac ios 

un i f o rmes ; t ema que aborda e l p rob l ema de c o n s i d e r a r prop iedades de 

los espac ios métricos, las cuales no son topológicas y s i n embargo 

están es t r echamente r e l a c i onadas con prop iedades topológicas 148). Uno 

de los e jemplos clásicos son las sucesiones de Cauchy , l a s cua l es no 

son i n va r i an t e s topológicos e i n vo luc ran una noción de cercanía a l 

ce ro . U n g rupo topológico se puede entonces d e f i n i r a p a r t i r de u n a 

u n i f o r m i d a d ; s i n embargo , esto excede los a l cances de este t r a b a j o po r 

lo c u a l nos l i m i t a m o s sólo a menc ionar lo . E n cuanto a l a s redes de 

Cauchy , éstas las abordamos a continuación. 

Sea (D , s ) un conjunto d i r i g i d o y E S D , con e l p r eo rden 

induc ido . (E,s ) se l l a m a subconjunto r e s i d u a l de (D ,5 ) s i e x i s t e d^e D 

t a l que s i d 2: d^ entonces d e E , y se l l a m a subcon junto c o f i n a l de 

(D ,£ ) s i p a r a todo d e D , e x i s t e e 6 E t a l que d s e. Obsérvese que l a 

intersección f i n i t a de r e s idua l es es r e s i d u a l y que todo r e s i d u a l es 

c o f i n a l , pero no recíprocamente; por e jemplo , (D , s ) = (IN,s) y 

(E = IN«7). (E,¿ ) es c o f i n a l pero no r e s i d u a l . P a r a X un con junto no 

vacío se de f ine una r e d en X como una función y : {D , s ) > X donde 

(D,^) es un conjunto d i r i g i d o . S i Y £ X y ^ (D ) Q Y , se d i ce que l a r e d 

<p está en Y . S i E es un subcon junto r e s i d u a l ( r e spec t i vamente c o f i na l ) 

de D y ^(E) £ Y se d ice que (p está r e s i dua lmen t e ( r espec t i vamente 

co f ina lmente ) en Y . Si se t i ene {X,T ) un espac io topológico a r b i t r a r i o 

y V : ( D , Í ) > ( X , T ) es u n a r ed , dec imos que <p converge a x e X (o 

que X es l ímite de (p) s i p a r a toda vec indad U , de x , se t i ene que <p 

está r e s i dua lmen t e en U ; y dec imos que x e X es punto de acumulación 

de (p s i p a r a t oda vec indad U , de x , <p está co f i na lmen t e en U . 

Sea R un an i l l o y supóngase que se t i ene un f i l t r o ^ que 

d e t e r m i n a una topología l i n e a l por l a i z q u i e r d a (o análogamente po r l a 

derecha) p a r a R. Indicamos los idea les de l f i l t r o ^ c o n un con jun to D 

y d e f i n imos e l p r eo rden : p a r a d, d ' € D , d a d ' s i y sólo s i I £ I . 
d d 

U n a r e d de Cauchy en R es u n a r ed , s i empre sobre D , t a l que p a r a todo 

i d e a l I , e x i s t e un con junto r e s i d u a l D ' £ D t a l que p a r a c u a l e s q u i e r a 
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d ,d e D ' , <p{d )-(p{d ) 6 I . Nótese que p a r a d e f i n i r redes de Cauchy 
1 2 1 2 d 

s i empre se usa un conjunto que indique a los idea les y que tenga e l 

p reo rden de f in ido an te r i o rmente . D i remos que R es comple to r e spec to a 

s i es H a u s d o r f f respecto de l a topología d e t e r m i n a d a po r ^ y 

además, t oda r ed de Cauchy respec to de converge 

C e r r a m o s este parágrafo con l a definición de una topología 

muy útil y común en an i l l o s de endomor f i smos. Sea R un a n i l l o con uno, 

M e R-mód y E = End( M). Entonces , l a topología f i n i t a sobre E se 
R 

def ine tomando como base de vecindades de l ce ro e l con junto de idea les 

por l a d e r e cha U = < a 6 E | x « a = O } p a r a x e M. 

1.4. L a ca tegor ía de módulos s o b r e a n i l l o s s i n u n o 

L a mayoría de los r esu l tados p r i n c i p a l e s de es te t r a b a j o 

i n v o l u c r a l a e x i s t e n c i a de equ iva l enc ias en t re c i e r t a s subcategorías 

de categorías de módulos sobre an i l l o s con uno. E n muchas ocas iones , 

es tas subcategorías pueden ser d e s c r i t a s en términos de c i e r t a 

subcategoría de módulos sobre an i l l o s s i n uno. E n este parágrafo vamos 

a d e s c r i b i r d i c h a categoría de módulos sobre un a n i l l o , 1, s i n uno (es 

d e c i r , no necesar iamente con uno), de l c u a l sólo supondremos que es 

idempotente . 

S i uno qu iere ex tender l a teoría de M o r i t a p a r a es tos 

an i l l o s más genera les , queda de man i f i e s t o que l a generalización 

a p r o p i a d a de l a categoría de módulos es l a categoría de G r o t h e n d i e c k 

(que denotamos con I-mód) de todos los 1-módulos que son u n i t a r i o s y 

l i b r e s de torsión, en e l sent ido de que M es l i b r e de torsión s i y 

sólo s i Ix = O i m p l i c a x = O p a r a todo x e M. E s t a categor ía h a s i do 

e s tud iada , por e jemplo , en [53, 70 , 78). P a r a su descripción y 

p o s t e r i o r es tud io nosot ros usaremos técnicas de localización no 

c o n m u t a t i v a . 



Vamos , pues, a ver a lgunas convenciones y r e s u l t a d o s 

p r e l i m i n a r e s p a r a pos te r i o rmente abo rda r l a teor ía de M o r i t a . A un 

a n i l l o I, s i n uno que v e r i f i c a 1 = 1̂  se le conoce como a n i l l o 

idempotente , y como no degenerado (81, p .88 l po r l a i z q u i e r d a cuando 

cumple que Ix = O i m p l i c a x = O p a r a todo x e I. Dec imos que un a n i l l o 

I es s - u n i t a r i o po r l a i z q u i e r d a s i x e Ix p a r a todo x G I. U n a n i l l o 

I t i ene unidades loca les [87] cuando p a r a todo con jun to f i n i t o 

{x , . . . , x } de e lementos de I ex i s t e un idempotente e G I t a l que ex = 
1 n I 

= x^= x^e p a r a todo i = l , . , . , n . Es c l a r o que los a n i l l o s con un idades 

loca les y los an i l l o s s - u n i t a r i o s por l a i z q u i e r d a o por l a d e r e cha 

son idempotentes y no degenerados, por el lado co r r e spond i en t e . 

S i I es un a n i l l o idempotente y M es un I-módulo por l a 

i z q u i e r d a denotamos con t^íM) a l submódulo de torsión t^(M) = 

= { X G M I Ix = 0 ) y M ' = M/tj(M). Así, es un r a d i c a l idempotente 

en e l sent ido de [83] de l a categoría I-MOD de todos l os I-módulos p o r 

l a i z q u i e r d a . Si I y J son an i l l o s y M es un I-J-bimódulo, entonces 

T(M) denotará e l sub-bimódulo T(M) = { X G M | I *x«J = 0 > y usa remos 

M = M/T(M). Un I-módulo por l a i z q u i e r d a o un bimódulo se va a l l a m a r 

l i b r e de torsión en caso de que t^íM) = O o K M ) = O, r e spec t i v amen t e . 

Dec imos que ^M es u n i t a r i o s i M v e r i f i c a I ' M = M. L a subcategoría de 

I-MOD cuyos objetos son todos los I-módulos por l a i z q u i e r d a l i b r e s de 

torsión y u n i t a r i o s l a denotaremos con I-mód. E s t a categoría, como 

veremos, es una categoría de Gro thend i eck l oca lmente f i n i t a m e n t e 

generada y s i e l an i l l o I t i ene unidades loca les o es s - u n i t a r i o po r 

l a de r e cha entonces I-mód co inc ide con l a categoría de l os I-módulos 

u n i t a r i o s , l a cua l ha s ido e s tud iada en [1, 7 y 87). Obsérvese que s i 

I fuese un a n i l l o con iden t idad entonces I-mód ser ía j u s t o l a 

categoría u s u a l de módulos sobre an i l l o s con uno. 

Sea I un a n i l l o idempotente y considérese l a categor ía I -MOD 

de todos los I-módulos por l a i z q u i e r d a . Sea (y,if) l a teor ía de 

torsión a s o c i a d a a I (véanse las páginas 2 2 - 2 3 de e s t a memor i a ) ; es 
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dec i r , W es l a menor c lase de torsión en I-MOD que cont i ene a todos 

los módulos de l a f o r m a X/X^. Tenemos 

L e m a 1.4.1: Sea I un an i l l o idempotente y considérese l a 

categoría I -MOD. Si es l a teoría de torsión a s o c i a d a a I 

entonces 7 está compuesta po r todos los I-módulos por l a i z q u i e r d a X 

ta l es que IX = O. Por o t r a pa r t e , un I-módulo po r l a i z q u i e r d a X es un 

objeto de ie s i y sólo s i Ix = O i m p l i c a x = O p a r a todo x e X . 

Demostración: S i IX = O entonces, como I es idempotente X= O y 

por lo t an to X es objeto de 3-torsión. A h o r a , s ea x e X y considérese 

e l m o r f i s m o a i > ax . Entonces , Ix S X^ y en consecuenc ia , s i 

denotamos con TJ l a proyección canónica de X sobre X/X^ tenemos que 

IT)(X) = O. F ina lmen t e , e s ta nueva descripción de 3 nos d a l a última 

p a r t e de inmed ia to . 

L e m a 1.4.2: l es C Q F - 3 . 

Demostración: Como I es idempotente entonces, p o r lo a n t e r i o r , se 

t i ene que Hom^(l,M) = O s i y sólo s i IM = O. Así, e l l ema se desprende 

de inmed ia to de [26, p. 196]. 

Sea D l a c lase de los I-módulos po r l a i z q u i e r d a 

I -generados . Entonces [29] D n = I-mód y (D.S"), son teor ías de 

torsión en I -MOD. A lo l a r go de todo e l s i gu i en te capítulo y en e l 

r e s t o de e s t a memor i a , s i empre y cuando no cause confusión, l a noción 

de I-módulo de torsión (o de l i b r e de torsión) s i n h a c e r r e f e r e n c i a a 

l a c l a s e de torsión, l a r e se r va remos p a r a deno ta r l a torsión r e l a t i v a 

a l a teor ía de torsión asoc i ada a I, e I-módulo c o d i v i s i b l e , 

p a r a D - c o d i v i s i b l e . 

Tenemos, por lo que v imos en l a s páginas 21 -22 o [26, 

P r o p o s i t i o n 2.1], que e x i s t e n equ i va l enc ias i n v e r sas de categorías 

en t r e I-mód e I -MOD/3 dadas por las co r r e spondenc i a s X i > a (X) y 
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Y I > l Y . Sea I' = l/n^d). Obsérvese que I 'S a(I), T e I-mód y 

a(I) = a d " ) . Sea R = Endí^P) « End( a(I)) y 3= e l f i l t r o de G a b r i e l 

po r l a i z q u i e r d a cor respond iente a l a teoría de torsión sobre R-mód en 

l a c u a l X es un módulo de torsión s i y sólo s i I ( ia(I ) ® X ) = O. 
R R 

Entonces , X es un R-módulo de torsión respec to a d i c h a teor ía de 

torsión s i y sólo s i 1*® X = O y esto o c u r r e s i y sólo s i T X = O 
R 

porque I' es idempotente. Entonces , ? = { J S R | J £ R I ' K 
R 

P o r (26, P r o p o s i t i o n 1.4] e l f u n t o r Homj( ia{ I ) ,_ ) induce u n a 

equ i va l enc i a de categorías entre I - M O D / J y (R,3=)-mód. E s d e c i r , 

tenemos e l s i gu i en te d i a g r a m a : 

I-mód 

I -MOD 

H o m ( 1 a ( I ) , ) 
R ~ 

a* ( H o m j ( i a ( I ) , _ ) ) 

I - M O D / J 

-> R - m ó d 

i ' 

' ( R , 9 : ) - m ó d 

Entonces , componiendo l as equ iva l enc ias , tenemos u n a e n t r e 

I-mód y (R,^) -mód, dada por X i > a(X) i — ^ Homj ( ia ( I ) , i a (X ) ) s 

s a ' (Homj( ia ( I ) , ia (X) ) ) s Homj(r ,X) , con i n v e r s a Y H -> Ia(r® Y ) = 
R 

= l Y . Nótese también que de acuerdo con 184, T h e o r e m 1.8] todo 

I-módulo X t i ene una colocalización con r espec to a l a teor ía de 

torsión (T),J). 

F ina lmen t e , t oda l a notación que se use en es tas categor ías 

estará t omada en la med ida de lo pos ib le de l a que se h a y a de f i n i do 

p a r a a n i l l o s con uno y en caso c o n t r a r i o de l a usada en e l parágrafo 

co r r e spond i en t e a categorías de Gro thend ieck . 
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1.5. E q u i v a l e n c i a s y c o n t e x t o s de M o r i t a 

A lo l a rgo de nues t ra Investigación, nos encon t ramos con 

d i s t i n t a s s i tuac iones que invo luc ran equ iva lenc ias de categorías y de 

subcategorías de módulos sobre an i l l o s con uno, sean R y S. L a s 

subcategorías invo luc radas s i empre serán categorías coc i en te r espec to 

de un f i l t r o de G a b r i e l (o s i se p r e f i e r e , una teor ía de torsión 

h e r e d i t a r i a ) , conoc idas como subcategorías de G i r a u d [83, Capítulo X I . 

L a s s i tuac i ones s iempre t i enen que ver con el f u n t o r Hom 

de f in ido de t a l mane ra que establece una co r r e spondenc i a en t re R-mód y 

S-mód y v i c e ve r sa , y que a l r e s t r i n g i r l o a d i chas subcategorías se 

t iene l a equ i va l enc i a . Permítasenos menc ionar l as s i tuac i ones : 

(1) L a equ i va l enc ia ent re l as categorías R-mód y S-mód. 

(2) L a equ iva l enc ia en t r e l a categoría R-mód y una 

subcategoría de G i r a u d de S-mód; es d e c i r , e l d i a g r a m a 

(donde es un f i l t r o 

de G a b r i e l ) 

R-mód 

S-mód 

(S,3=)-mód 

(3) L a equ i va l enc ia ent re dos subcategorías de G i r a u d 

R-mód S-mód 

(donde ^ y & son f i l t r o s 

de G a b r i e l ) 

( R ,9 : ) -mód <- -> ( S , & ) - m ó d 

(4) Cuando , en e l caso a n t e r i o r , l a s topologías están 

generadas por idea les idempotentes , d igamos 1 y . J , ve remos que l a s 
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subcategorías de G i r a u d son equivalentes a I-mód y J-mód, 

r espec t i vamente , l o cua l nos dará e l d i a g r a m a 

R-mód S -mód 

(R , 7 ) -mód <- ( S , 5 ) -mód 

I - m ó d <- -> J -mód 

P a r a e s tud i a r es tas s i tuac iones y u t i l i z a r l a s en e l 

d e s a r r o l l o de nuest ros r esu l tados en los Capítulos 3 y 4, p r i m e r o 

menc ionaremos en e s t a sección a lgunos de los r e su l t ados - u n o s más 

ant i guos y o t r o s más r ec i en tes , pero todos (o c a s i todos) y a c l a s i c o s -

sobre equ i va l enc ias y con tex tos de M o r i t a en a n i l l o s con uno, y en e l 

capítulo s i gu i en te d e sa r r o l l a r emos una teoría de M o r i t a p a r a e l caso 

de los a n i l l o s idempotentes [27]. F ina lmen t e , queremos hace r n o t a r que 

en l a situación (2) en cuanto a nues t ro t r aba j o , s i empre se tendrá que 

S es un objeto c e r rado respec to de l f i l t r o ^, e l c u a l , a s u vez , 

s i empre estará generado por un i d ea l idempotente (es d e c i r , l a teor ía 

de torsión será T T F ) ; s i n embargo , menc ionaremos aquí de paso que 

e x i s t e un in t e r e san t e es tud io de e s t a situación [97] s i n l a s hipótesis 

antes menc ionadas . 

E n g ene ra l , p a r a dos categorías a r b i t r a r i a s G y 9 , dec imos 

que G y I) son categorías i s omor f as s i e x i s t e n f u n t o r e s F : 6 > J) y 

G:D > G de t a l m a n e r a que G o p = Ig- y f o G = Ij^ donde 1^, \^ deno tan 

a l f u n t o r i d en t i dad [83]. Se conoce como una equ i va l enc i a a un f u n t o r 

F :G > D t a l que ex i s t e o t r o f un t o r G:D > (T y t r a n s f o r m a c i o n e s 

n a t u r a l e s G o F > 1^ y F o G > 1^ que son i s o m o r f i s m o s n a t u r a l e s 

[83]. E s t a definición queda c a r a c t e r i z a d a con l a p r o p i e d a d sobre F de 

se r f i e l y p leno y que todo objeto de D sea i s o m o r f o a un ob je to de l a 
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f o r m a F(C) con C e G [83]. 

Dados dos an i l l o s R y S, decimos que son equ iva l en tes o 

M o r i t a equiva lentes , s igu iendo a [6], s i e x i s t e una equ i va l enc i a de 

categorías en t re R-mód y S-mód. Si F: R-mód > S-mód es u n a 

equ i va l enc i a entonces se t iene e l s igu iente i s o m o r f i s m o de g rupos 

abe l i anos : 

Hom (M,N) > Hom (F(M) ,F(N) ) ; 
K S 

en p a r t i c u l a r , s i M 6 R-mód y M * O, se t i ene un i s o m o r f i s m o de 

an i l l o s End( M) » End( F(M)) . Es t o se obt iene de inmed ia to a p a r t i r 

de l hecho, mencionado a r r i b a , de que F es f i e l y p leno - y a d i t i v o . E n 

e l es tud io de las equiva lenc ias ent re categorías de módulos sobre 

an i l l o s con uno, los progeneradores desempeñan una función c r u c i a l , 

como se puede obse rva r en e l s igu iente r e su l t ado : 

T e o r e m a de M o r i t a [6, Theorem 22.1]: Sean R y S a n i l l o s con uno 

t a l e s que son equiva lentes a través de F : R-mód > S-mód y 

G:S-mód > R-mód. Hacemos Q = F (R ) y P = G(S). 

Entonces P y Q son bimódulos de un modo n a t u r a l P , Q t a l e s 
R s s R 

que: 

(i) End( P) « S, E n d ( P J « R, End( Q) « R y End(Q ) « S. 
R S S R 

( i i ) P, P , Q y Q son todos progeneradores . 

( i i i ) P s Hom (Q.S) s Hom (Q,R); Q s Hom (P,R) s Hom (P.S). 
R S S R S R R S 

( iv) F = Hom (P,_) y G = Hom (Q,_) (de f o r m a n a t u r a l ) . 

(v) F s o ® _ y G s p ® _ (de f o r m a n a t u r a l ) . 
R S 

Demostración: [6, Theorem 22.1]. 

L a s c a r a c t e r i z a c i o n e s de M o r i t a p a r a l os a n i l l o s 

equ iva lentes ponen todavía más de m a n i f i e s t o l a función de los 

p rogene rado res . Así, s i se t i enen fun to res F:R-mód > S-mód y 

G:S-mód > R-mód, una condición necesa r i a y s u f i c i e n t e p a r a que F y 

G sean equ i va l enc ias i nve r sas es l a e x i s t e n c i a de un bimódulo P t a l 
R s 
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que P y P sean progeneradores , que End{ P) « S y End (P J « R y que 

se tengan Isomor f i smos na tura l e s F ss Hom (P,_) y G SÍ P ® _. Aún más, 
R S 

l a e x i s t e n c i a de un t a l P i m p l i c a que Hom (P,R) es un S-R-bimódulo 
R S R 

t a l que (Hom (P,R)) y (Hom (P,R)) son, a su vez, p rogene rado res y 
S R R R 

además F s Hom (P,R) ® _ y G s Hom (Hom (P,R),_) 16). 
R R S R 

De aquí se desprende que s i R-mód y S-mód son equ iva l en tes 

entonces mód-R y mód-S también lo son y es j u s t o por esto po r lo que 

podemos h a b l a r de an i l l o s equiva lentes . L a p r o p i a consideración de un 

progene rador nos pe rm i t e c o n s t r u i r categorías equ iva lentes hac iendo 

End( P) = S con P progenerador . (Por [6, Theorem 22.4) sabemos que R 
R R 

y S son an i l l o s M o r i t a equiva lentes . ) Más ade lante , cuando abordemos 

e l es tud io de categorías más generales que R-mód, será p r e c i s o b u s c a r 

módulos que s u s t i t u y a n a los progeneradores . 

U n con tex to de M o r i t a está f o rmado por un p a r de a n i l l o s R y 

S y un p a r de bimódulos M y N jun to con homomor f i smos de bimódulos 
R S S R 

<_i_>:M <»N > R y l _ , _ l : N ®^M > S de t a l m a n e r a que v e r i f i c a n 

las s i gu ientes condic iones de a soc i a t i v i dad : p a r a c u a l e s q u i e r a m , m ' e 

e M y n , n ' 6 N , n'<m,n'> = l n , m ] ' n ' y m - l n . m ' l = <m,n>'m'. Deno ta remos 

a los con t ex tos de M o r i t a con (R ,S ,M,N) . A l a s imágenes Im <_,_> e 

Im se les conoce con e l nombre de idea les t r a z a de l c on t ex t o . 

L o s con t ex tos de M o r i t a t i enen muchas ap l i cac i ones ; noso t ros , t a l y 

como lo menc ionamos an t e r i o rmen t e , los usa remos p a r a e s tab l e ce r 

equ i va l enc i as de subcategorías. E x i s t e una generalización de este 

concepto 197) conoc ida como contex to p a r c i a l , en l a que no e n t r a r e m o s 

aquí. 

D i r e m o s que dos contex tos de M o r i t a (R,S,M,N) y (R ' ,S ' , P ,Q ) 

son i s o m o r f o s s i e x i s t en i s omor f i smos de a n i l l o s p :R > R ' y 

(r:S > S' j un to con i s omor f i smos s em i l i nea l e s f: M > JP, 
R R 

g: N > ,Q de t a l mane ra que sean compa t i b l e s con los 

homomor f i smos de los con tex tos . 

E l e j emplo más común de contex tos de M o r i t a es e l c o n t e x t o 

de r i vado de un módulo; esto es, p a r a un a n i l l o R y un R-módulo p o r l a 
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i z q u i e r d a M, iiacetnos S = End( M) y N = Hom (M,R) , j u n t o con 
R R 

<_._>:M ® N > R t a l que <m,f> = f (m) y (_,_1 :N o M > S t a l que 
S R 

[ f ,m](m') = f (m ' ) »m . E n este caso, obsérvese que los idea les t r a z a son 

j u s t o l a t r a z a de M en R y l a de N en S. 

E n t r e o t ras propiedades de las t r a z a s en los con tex tos 

der i vados tenemos [98] que T r (M)M = M (es d e c i r , M es t r a z a -
R R 

acces ib le ) s i y sólo s i M T r (N) = M s i y sólo s i T r (M) = T r (M)K p a r a 
S K R 

todo K e R-mód; T r (M) y T r (N) son ideales idempotentes , y además, 
K S 

T r (N) = T r (M). Es c l a r o que s i M e R-mód es un generador entonces su 

con t ex to der i vado será (R ,S ,M,N) donde S = End( M), N = Hom (M,R) y N 
R R 

es p royec t i v o y f i n i t amen t e generado. 

E n genera l , dados un an i l l o (con uno) R y un idea l 

(bi látero) I S R, l a c lase { K e R-mód ] ¿^(K) = O } es una c l a s e 

l i b r e de torsión y c e r r a d a bajo envo l tu ras i nyec t i v a s [69]. E n 

consecuenc ia , determinará una teoría de torsión h e r e d i t a r i a de R-mód 

cuyo f i l t r o de G a b r i e l cons is te en los idea les J t a l e s que £ (K) = O 
R I 

i m p l i c a ¿j (K) = 0 y cuyos objetos c e r rados , K se c a r a c t e r i z a n po r l a 

p rop i edad de que el homomor f i smo n a t u r a l K > Hom (1,K) es 
R 

i s o m o r f i s m o [69, P r opos i t i on 1]. Cuando 1 es idempotente , l a teor ía de 

torsión de t e rm inada por I en e l sent ido a n t e r i o r es T T F [69, C o r o l l a r y 

2] . A h o r a b i en , dado un contex to de M o r i t a (R,S,M,N) sus idea les t r a z a 

determinarán mediante la construcción a n t e r i o r una teor ía de torsión 

p a r a R-mód y o t r a p a r a S-mód cuyas co r r e spond i en t es categorías 

coc i en te , que l l amaremos 11 y 11, son equ iva lentes a través de l a s 
K S 

equ i va l enc ias inve rsas Hom (M, ): 11 > l í y Hom (N, ): I i > 1¿ 
R ~ R s s - s R 

[69, T h e o r e m 3]. S i ^ y & son los r espec t i vos f i l t r o s de G a b r i e l , 

tenemos l a situación: 
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H o m ( M , ) 
R 

R-mód S-mód 
H o m ^ ( N , _ ) 

Hom ( M , ) 
R 

i • 

(R , ? ) -mód ( S , & ) - m ó d 
H o m ^ ( N , _ ) 

A un con t ex to (R.S.M.N) se le l l a m a no degenerado [69] s i 

v e r i f i c a que los mor f i smos na tu ra l e s asoc iados con e l c on t ex t o 

M > Hom (N,S) t a l que m i » [_,m] 
s 

M > Hom (N,R) t a l que m i > <m,_> 
R 

R — > End( N) t a l que r i > (n i > n * r ) 
s 

S > EndCN ) t a l que s i » (n i > s «n ) 
R 

y análogamente N > Hom (M,R), S > End( M), N > Hom (M,S) 
K K a 

y R > End(M^) son ¡nyectivos. A lgunas cond ic iones equ iva l en tes 

son: (R.S.M.N) es no degenerado s i y sólo s i M, M , N y N son 
R S S R 

f i e l e s y además, p a r a todo m e M, n e N , c u a l q u i e r a de l a s cond i c i ones 

<M,n> = O o [m.M] = O i m p l i c a m = O, e tc . U n con t ex t o d e r i v ado será 

entonces no degenerado s i y sólo s i M es s i n torsión y f i e l y 
R 

n. ( T r (M)) = O [69, p.398] . A través de los c on t ex t o s no degenerados 
R R 

se puede d e f i n i r una relación de equ i va l enc i a e n t r e a n i l l o s 

cons t ruyendo una "composición" adecuada [69, p .399] . 

De lo a n t e r i o r podemos i n f e r i r que, en g e n e r a l , e l c o n t e x t o 

de r i vado de un generador no necesar iamente es no degenerado; s i n 

embargo , sí se v e r i f i c a o t r a p rop i edad que además es l a que aparece 

comúnmente a lo l a rgo de e s t a memor i a . U n con t ex t o de M o r i t a (R ,S ,M,N) 

se conoce como n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a s i los c u a t r o m o r f i s m o s 

n a t u r a l e s M > Hom (N,S), N > Hom (M.R) , R > End( N) y 
S R S 

S > End( M) son i s omor f i smos [69]. Obsérvese que s i (R ,S ,M,N) es 
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un contex to no rma l i z ado por l a i z q u i e r d a entonces es i s o m o r f o a l 

con tex to der i vado de M y también a l de N . E l con tex to de r i vado de M 
R s R 

es n o r m a l i z a d o po r l a i z q u i e r d a s i y sólo s i los m o r f i s m o s n a t u r a l e s 

R > Hom (Tr (M),R) y M > Hom (Tr (M),M) son b i yec t i vos ; es to 
R R R R 

es, s i R y M son ce r rados bajo l a topología ? a soc i ada con e l c on t ex t o 

[69]. E n consecuenc ia , S y N también serán c e r r ados p a r a l a topología 

co r respond ien te 

Toda equ iva l enc ia a d i t i v a de categorías e n t r e subcategorías 

p lenas de R-mód y S-mód ta l es que contengan a ^R y ^S t i ene una 

extensión m a x i m a l . E l domin io y rango de es tas equ i va l enc ias m a x i m a l e s 

son categorías coc iente de te rminadas por idea les . Aún más, e x i s t e una 

co r r e spondenc i a uno a uno ent re : 

(i) L a s c lases de i s omor f i smos n a t u r a l e s de las 

equ iva l enc ias m a x i m a l e s de categorías entre subcategorías p l enas de 

R-mód y S-mód ta les que cont ienen a R y S r e spec t i vamente , 
R S 

( i i ) l a c lase de i s omor f i smos de l os con t ex t o s de M o r i t a 

n o r m a l i z a d o s por l a i z q u i e r d a entre R y S, y 

( iü ) l a c lase de i somor f i smos de los bimódulos M p a r a los 
R S 

que los m o r f i s m o s na tu ra l e s S > End( M), R > Hom (T r (M),R) , 
R R R 

M > Hom (Tr (M),M) son b iyec t i vos [69, Theo rem 7). 
R R 

Cuando un con tex to de M o r i t a es n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a 

y sus idea les t r a z a son idempotentes (caso muy f r e cuen t e en n u e s t r o 

t raba jo ) tenemos entonces que, s i I, J son los idea l es t r a z a se 
R S 

v e r i f i c a End( I) ~ End( I) ~ R y End( J) ~ End( J) « S; además, l a s 

categorías I-mód y J-mód son equiva lentes . E s d e c i r , hemos l l egado a 

l a situación de equ iva lenc ias de categorías p a r a a n i l l o s s i n uno, 

idempotentes , que es tud ia remos en el capítulo s i gu i en te . 

P a r a t e r m i n a r , ind i ca remos que e x i s t e una noción r e l a c i o n a d a 

con l a de c on t ex t o de M o r i t a , l a de f - a n i l l o , deb ida a N o b u s a w a [70] 

que exponemos a continuación ( tomando l a presentación dada en [76]): 

U n r - a n i l l o A, está dado por un par de g rupos abe l i anos A , P 
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j u n t o con una aplicación f : A x F x A > A c u y a acción denotamos por 

f ( x ,a ,y ) = xay de t a l manera que: 

(i) f es ad i t i vo en cada va r i ab l e . 

( i i ) ( xay )pz = xa (ypz ) p a r a todo x , y , z 6 A y a , /3 e f. 

Dados a e r, x 6 A , se de f inen los mor f i smos l a , x ] : A > A y 

[x,a] :A > A dados por [ a .xKy ) = y a x y [ x . aKy ) = x a y . Nótese que 

t an to [ a . x l como (x.a) pertenecen a Endt^A ) p a r a c a d a x G A y a e F. 

A l i o r a de f in imos T):r x A > End(_A) y i ' :A x F > E n d ( , A ) t a l e s 

que 7)(a,x) = [a.x] y i ' (x,a) = (x.a). Es fácil v e r que t a n t o TJ como v 

son ap l i cac i ones b i l inea l es y en consecuenc ia e x i s t e n m o r f i s m o s 

T):r o^A ) Endí^A) y v:A «^F > Endí^A) con l as c o r r e spondenc i a s 

j ; a ® x I > ^ ' ' ^ i ' ^ ' y * ^ ' ' ^ i ' " ' - R (A ,F ) = Im 7} y 

L (A ,F ) = Im V. Obsérvese que RÍA.F) y L (A ,F ) son a n i l l o s (no 

necesar iamente con uno) con las r espec t i vas operac iones 

Z , [ a , x l . I//3j .y j l = E,l«,x,p^y^l 

y 

I . [ x , a l . i ; y ^ . P ^ l = E , ; x ay^.p^) 

y que A es un L(A,F)-R(A,F)-bimódulo f i e l a los dos lados . A L (A ,F ) y 

R(A,r) se les conoce respec t i vamente como a n i l l o s de ope radores po r l a 

i z q u i e r d a y po r l a de recha de A (77). A los F - a n i l l o s A , t a l e s que 

v e r i f i c a n que p a r a todo x G A, no cero , [x,F] y [F,x] son d i s t i n t o s de 

c e ro y que A F A = A se les conoce como débilmente s e m i p r i m o s . Obsérvese 

que s i A es un F - a n i l l o débilmente s e m i p r i m o entonces hac iendo 

I = L {A,F) y J = R(A,r), I y J son no degenerados a los dos lados e 

idempotentes . 

Sean I y J los an i l l o s de operadores por l a i z q u i e r d a y por 

l a d e r e cha de un F - a n i l l o M, débilmente s e m i p r i m o y sea N = 

= JHom^íM.I). Entonces , se t i enen e p i m o r f i smos de bimódulos 

<_._>:M ®jN —> I y [_,_1:N ® M > J . S igu iendo a [70], p a r a A, 

un I-módulo po r l a i z q u i e r d a y B , un J-módulo po r l a i z q u i e r d a , 

dec imos que (A,B) es un (M,N)-módulo en caso de t ene r m o r f i s m o s 

Í ) . „ :N > Hom_(A,B) y ^ :M > Hom, {B ,A ) de t a l m a n e r a que 
AB £ BA £ 

(® ( m ) o ^ (n))(a) = <m,n>a, {<p (n )o ip (m))(b) = ln ,m]b , y además 
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<p^Jn<m,n'»{a) = ( n ) o^ (m)o(p, (n' ) ) (a), y 
AB AB BA AB 

» (mln.m'Díb) = (m)o^^„ (n )o^ (m') ) (b), 
BA BA AB BA 

Po r e jemplo, (I,N) es un (M,N)-módulo a través de los m o r f l s m o s 

<p (n) = (n « ) ( l a multiplicación por n) y ^ (m) = <m,_>. 
IN NI 

E n [70, P r opos i t i on 1) se es tab lece que p a r a todo I-módulo A 

t a l que l A = A, e x i s t e un J-módulo B de t a l m a n e r a que (A,B) es un 

(M,N)-módulo, y en [71, Theorem 1] se es tab lece que s i 1 y J son 

idempotentes entonces l a co r r espondenc ia A i > (A,B) de f ine u n a 

equ i va l enc ia en t r e l as subcategorías 1-mód y J-mód. E s t a 

co r r espondenc ia se puede obtener hac iendo A i > N ®^A; seguido de l 

paso a l coc iente N «^A i > N (S^A/t^iN «^A) (70, P r o p o s i t i o n 1 y 71, 

P r o p o s i t i o n 2 y 3]. 
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C A P I T U L O 2 

E Q U I V A L E N C I A S D E MORITA P A R A AN ILLOS I D E M P O T E N T E S 



2.1. Introducción 

Nos proponemos en este capítulo d e s c r i b i r , dados dos a n i l l o s 

idempotentes pe ro , en gene ra l , s i n uno, I, J , cond ic i ones ne c e sa r i a s y 

su f i c i en t e s p a r a que los an i l l o s sean "equ iva lentes " , en e l sent ido 

análogo a l clásico de M o r i t a . L a teoría de M o r i t a p a r a a n i l l o s s i n uno 

pero con un idades loca les fue cons ide rada en U l o [7]; m i e n t r a s que 

e l caso de los an i l l o s s - u n i t a r i o s fue t r a t a d o por K o m a t s u [521. A l 

c o n s i d e r a r a n i l l o s más genera les , como los an i l l o s idempotentes que 

nos ocuparán aquí, no es muy conveniente t ener en c u e n t a l a categoría 

(que, p a r a un a n i l l o I denotamos por I-MOD) de todos los I-módulos por 

l a i z q u i e r d a : e l l a incluiría, por e jemplo, a todos l os g rupos 

abe l ianos , de f in iendo una multiplicación t r i v i a l . L a generalización 

adecuada de l a categoría de módulos usua l es l a categoría (que 

denotamos por I-mód p a r a e l an i l l o idempotente I) de l os I-módulos por 

l a i z q u i e r d a ^M que son u n i t a r i o s (esto es, IM = M) y l i b r e s de 

torsión (es d e c i r , s i Ix = O p a r a x e M, entonces x = O). E s t a 

categoría I-mód es de Grothendiec lc y nos proponemos , pues, 

c a r a c t e r i z a r l a equ i va l enc ia entre l as categorías I-mód y J-mód p a r a 

a n i l l o s I, J , idempotentes . 

L a p r i n c i p a l d i f e r e n c i a en t re l as técnicas que emplearemos 

aquí y l a s de [11 o (7) es e l uso por n u e s t r a p a r t e de l a localización 

no c o n m u t a t i v a p a r a e s t u d i a r l a categoría I-mód. Así , l l e ga r emos a 

p r o b a r en las secc iones 2 .2 y 2.3 que los r e s u l t a d o s clásicos de l a 

teor ía de M o r i t a se pueden obtener p a r a a n i l l o s idempotentes con 

a l gunas l i g e r a s mod i f i c ac i ones ; véase, por e jemplo , e l T e o r e m a 2 .2 .5 . 

E n l a teoría de M o r i t a clásica se p r u e b a que dos a n i l l o s 

(con uno) R y S son equiva lentes s i y sólo s i e x i s t e un c o n t e x t o de 

M o r i t a e n t r e R y S con ap l i c ac i ones sup raye c t i v a s . E l empleo de los 
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contex tos de M o r i t a p a r a e s tud ia r l a teoría de M o r i t a en e l caso de 

an i l l o s s i n uno aparece en u n a se r i e de t r aba j o s como {52, 5 3 , 54, 7 0 , 

71, 72 , 73 , 77, 78] que inc luyen e l es tud io de los con t ex t o s de M o r i t a 

por medio de l a noción, r e l a c i onada con e l l os , de un r - a n i l l o (véanse 

l as páginas 3 8 - 4 0 ) . pn d ichos t r aba j o s , se ob t i enen d i v e r s a s 

consecuenc ias a p a r t i r dé l a e x i s t e n c i a de un con t ex t o de M o r i t a p a r a 

an i l l o s I y J , con ap l i cac iones suprayec t i vas . E n p a r t i c u l a r , se 

p rueba que s i I y J , son Idempotentes y admi t en un c o n t e x t o con 

ap l i c ac i ones suprayec t i vas , entonces 1-mód y J-mód son categor ías 

equ iva lentes [53]. E n 1521 y en 1781 se demues t ra que e l recíproco es 

también válido en e l caso de que I y J sean s - u n i t a r i o s [53] o 

idempotentes y no degenerados [781. en lo que s igue, se mostrará que, 

de hecho, d i cho recíproco se v e r i f i c a en e l caso más g e n e r a l de l os 

a n i l l o s I, J idempotentes . L a d i f e r e n c i a p r i n c i p a l e n t r e e l caso en 

que 1 y J son no degenerados y aquel en que se suponen so lamente 

idempotentes , r e s i d e en que, en l a p r i m e r a situación, I y J s on , 

r e spec t i vamente , ob je tos de l a s categorías I-mód y J-mód, lo que 

pe rm i t e e x p r e s a r a los fun to res F , G , que de f inen l a e qu i va l enc i a 

supues ta ent re I-mód y J-mód med iante los f u n t o r e s Hom y ®; en 

conc re t o , s i l os fun to res F : I-mód > J-mód y G:J-mód > I-mód 

son equ i va l enc ias inversas con I, J idempotentes y no degenerados , 

entonces F s J«Homj(G(J) ,J y G s I «Hom^(F( I ) ,_ ) . E n e l c a s o g e n e r a l 

que noso t r os t r a t a m o s , 1 y J no per tenecen nece sa r i amen t e a l a s 

categorías I-mód y J-mód; es c i e r t o que M = 1/1 (̂1) y N = J/a^(J) sí 

pe r t enecen a d i c h a s cetegorías. P e r o c o n s t r u i r un c o n t e x t o de M o r i t a 

con ap l i c a c i ones suprayec t i vas a p a r t i r de l a e q u i v a l e n c i a supues t a 

t i ene l a d i f i c u l t a d de que l a elección n a t u r a l ( I ,J ,M,N) no puede 

t ene r a p l i c a c i o n e s sup rayec t i v a s , y a que, por e j emplo , Hom^(M,n,^(I)) = 

= O. L a solución a es ta d i f i c u l t a d p a s a por c o n s i d e r a r c i e r t a s teor ías 

de torsión de I -MOD y J - M O D , que p r o p o r c i o n a n c o l o c a l i z a c i o n e s de l o s 

ob je tos de es tas categorías. 
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2 .2 . E q u i v a l e n c i a s y c o n t e x t o s de M o r i t a p a r a a n i l l o s 

i d e m p o t e n t e s 

Empezamos por r e c o r d a r l a noción de c on t ex t o de M o r i t a que, 

p a r a a n i l l o s s i n uno, es esenc ia lmente l a m i s m a que en e l caso 

clásico; es d e c i r , un contex to de M o r i t a [421 está compuesto por dos 

an i l l o s I, J y dos bimódulos ^M^, ^N^ Junto con homomor f i smos de 

bimódulos <_,_>: M S) N > I y {_,_!: N ® M > J de t a l m a n e r a que 

se v e r i f i c a l a s igu iente condición de a soc i a t i v i dad ; p a r a m , m ' e M y 

n , n ' € N , m ' ln .m] = <m',n>m y n'<m,n> = [n ' ,m)n. L a noción de 

con tex to no degenerado es también análoga a l a que se t i ene p a r a 

a n i l l o s con uno. P a r a d a r algún e jemplo de es tos c on t ex t o s , se puede 

hace r u n a construcción análoga a l a de un con t ex t o d e r i v ado , de l a 

s i gu iente mane ra . Sea I un an i l l o s i n uno y M un I-módulo por l a 

i z q u i e r d a . Sea S = End( M) y considérese Hom (M,I) e S-mód. Tenemos 

entonces los s igu ientes homomor f i smos : M ® Hom (M,I) = i= > I y 
I I S I 

Hom^CM.I) ®M - > S. U n " con tex to d e r i v ado " podría e s t a r 

entonces dado p o r un suban i l l o de S (no necesar i amente con uno) J de 

t a l m a n e r a que Im {_,_] S J y MJ = M. Así, ( I ,J ,M,J*Homj (M, I ) ) es un 

con t ex to de M o r i t a . 

Recordemos de l a Sección 1.4 que I es un ob je to C Q F - 3 en l a 

categoría I -MOD y en consecuenc ia d e t e rm ina una teor ía de torsión T T F 

r espec to de l a c u a l cons ide ra remos l a colocalización. 

Proposic ión 2.2.1: Sean I y J an i l l o s idempotentes y los f u n t o r e s 

F : I-mód > J-mód y G:J-mód > I-mód equ i va l enc i a s i n v e r s a s . Sean 

M = G(J//i (J)) y N = F ( I/a( I ) ) , P l a colocalización de M y Q l a 
I J J I I I J 
de N. En tonces se t i enen las s igu ientes prop iedades : 

(i) y son bimódulos t a l e s que y son generadores . 

( i i ) L o s fun to res F y G están dados , s a l v o i s o m o r f i s m o s 

n a t u r a l e s , po r F s J«Homj(M,_) y G s I 'Hom^íN.J . 

( i i i ) M es J -generado y N es I -generado. 
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(iv) y son bimódulos u n i t a r i o s e inducen un con t ex t o de 

M o r i t a ( I ,J,P,Q) de t a l mane ra que, en l a notación u s u a l , <_,_> y 

[_._] son ep imor f i smos de bimódulos. Además, F y G también son 

na tu ra lmen t e i somor fos a J 'Hom j ( P , _ ) e I 'Homj (Q,_ ) r e spec t i vamente . 

Demostración: Nótese p r i m e r o que I' = 1/1^(1) y J ' = J/a^íJ) son 

generadores p a r a I-mód y J-mód respec t i vamente y a que s i X G I-mód y 

f G Hom^d.X ) , s i a G n^[l) entonces I ' f ( a ) = O y como X G I-mód 

entonces f (a ) = O. Además, s i l a S a^íl) entonces K l a ) = O; como I es 

idempotente O = I(Ia) = l a por lo t an to a G n^il). Así, l/n^il) G 

G I-mód y J/a^iJ) G J-mód y son generadores p a r a esas categorías; en 

consecuenc ia , ^M e I-mód y ^N G J-mód son, a su vez, g ene radores . 

Sean R = Endí^I') y S = Endí^I*). Entonces , l a multiplicación po r 

l a d e r e cha por e lementos de I' nos da un monomor f i smo I' > Endí^I*) 

c u y a imagen, I somor fa a I', nos pe rmi t e ver a I' como un idea l po r l a 

de r echa de Endí^I'). U n argumento análogo nos pe rm i t e ver a J ' como 

i d ea l po r la de recha de Endí^J'). Como F:I-mód > J-mód y 

G:J-mód > I-mód son equ iva l enc ias , tenemos los i s o m o r f i s m o s de 

a n i l l o s End( M) ~ S y End( N) « R y en consecuenc ia M y N son 
I J I S J R 

bimódulos; así, jM^,, ^M^, ^N^,, ^N^ son bimódulos. Nótese que es to 

todavía no s i g n i f i c a que MJ = M n i NI = N , es to lo ve remos en ( i i i ) . 

P o r lo p ron to , c on esto se es tab lece (i ) . 

Sea ^ = { X S R I R I ' S X 1 y ^ = { Y e S | S J ' £ Y }. P o r lo 
R S 

que v imos en los párrafos s igu ientes a l L e m a 1.4.2, l os f u n t o r e s 

Homj ( I ' ,J : I -mód > (R,? ) -mód y Homj(J',_):J-mód > (S,&)-mód 

son equ i va l enc ias de categorías, con inve rsas X i > I 'X = IX y 

Y I > J ' Y = J Y respec t i vamente . 

S i componemos l a equ i va l enc ia F : I-mód > J-mód con l a 

equ i va l enc i a Hom^(J',_):J-mód > (S,&)-mód obtenemos entonces u n a 

nueva e qu i va l enc i a de categorías H:I-mód > (S,&)-mód, donde S es 

un ob je to ^ - c e r r a d o con HÍ^M) s S. Es de c i r , tenemos un a n i l l o S e 

I -MOD u n a categoría de Gro thend i eck con gene rado r p royec t i v o . Sea 

O",Je) l a teor ía de torsión asoc i ada con I (y con M , en consecuenc ia ) 
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d e s c r i t a en l a página 29 . Recordemos que y es c e r r a d a bajo p roduc tos 

d i r e c t o s y que I-mód es equiva lente a I -MOD/7 (véase el d i a g r a m a de l a 

página 31). Entonces , es equiva lente a (S,^)-mód, d i gamos bajo 

H ' , y o t r a vez H'( jM) s S. En consecuenc ia , se reúnen todas l a s 

hipótesis de f26, Theorem 1.19] y tenemos que H ' es n a t u r a l m e n t e 

i s omor f o a Homj(M,_):I-mód > (S,&)-mód y ^ = { Y S | M Y = M ). 

Como se v io , l a equ i va l enc ia ent re l a s subcategorías {S,&)-mód y J-mód 

está d a d a en un sent ido po r l a multiplicación po r l a i z q u i e r d a p o r J , 

( J O ; así, e l f u n t o r F:I-mód > J-mód es n a t u r a l m e n t e i s o m o r f o a l 

f u n t o r J *Homj {M,_ ) : I -m6d > J-mód, De m a n e r a s i m i l a r , tenemos que 

? = { X S R I NX = N > y que G es na tu ra lmen t e i s o m o r f o a l f u n t o r 
R 

I*Homj(N,_):J-mód ) I-mód, Es to p rueba ( i i ) . 

P a r a d e m o s t r a r ( i i i ) , considérense las d e s c r i p c i ones de l a s 

topo iog fas y y Tenemos, p a r a M, que M(SJ ' ) = M y en consecuenc ia 

M = M(SJ ' ) = (MS)J ' = M J ' = M J . Análogamente, N = N I ' = NI. 

F ina lmen t e , vamos a p r oba r ( iv). P o r ( i i ) tenemos i s o m o r f i s m o s 

j N s J»Homj(M,I ' ) e jM s I 'Hom^íN.J); en consecuenc ia , a través de 

d ichos i s o m o r f i s m o s podemos d e f i n i r , p a r a x 6 M , y e N S Homj (M,r ) , 

<x,y> = x y e r y l y , x j e S = End( M), dado po r u [ y , x l = {uy)x, p a r a 

c a d a u e M . Cons iderando a M y N como I ' - J * y J ' - F bimódulos 

r espec t i vamente , se t i enen homomor f i smos induc idos ® ,N > V y 

® ,̂M > S de t a l m a n e r a que ?¡(x®y) = <x,y> y 0{y®x) = l y , x ] ; de 

e s t a f o r m a , <p y ^ son homomor f i smos de bimódulos y po r lo t a n t o 

obtenemos que Im ^ £ J ' y a que N ®j,M = J ' ( N ®j,M)J'. P o r l a 

construcción que hemos hecho quedan c l a r a m e n t e e s t ab l e c i das l a s 

cond ic i ones de a s o c i a t i v i d a d ; así, j u n t o con f y ^, tenemos un 

con t ex t o de M o r i t a ( r ,J ' ,M,N) . Vamos a p r o b a r que f y \¡i s on 

e p i m o r f i smos . P a r a esto , s ea a e I'. Como g ene ra a ^1' en tonces 

e x i s t e n e lementos u , . . . , u e M y a , . , . , a e Hom ( M . D ta l e s que 
1 n 1 n I 

Y^^^ ~ a . Además, M = M J ' y en consecuenc ia , c a d a u^ t i ene u n a 

expresión u^= Ej^jj^^^ p a r a a lgunos x^^e M y b^^G J ' , P o r lo t a n t o , 

* ' ^ ^ ñ i ® V . ^ = í:.J<'^J.•^l^> = 5 : j x^b^ , ) a= l u a = a . C o n es to 
hemos p r obado que (p es e p i m o r f i s m o . 
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P a r a p r o b a r que tfi es ep imor f i smo , sea x e M . Como M = T M , 

tenemos que x = p a r a a lgunas a^e I' y x^e M . Como <p es 

ep imo r f i smo tenemos también que cada a^ t i ene u n a expresión a.= 

= íi j ,*^"j , 'yj ,^ P^^^ a lgunas u^^ 6 M y y^^ 6 N . E n consecuenc ia , x = 

= ^ / ^ j f ^ j i ^ ' ^ i y entonces x = E , | i j , l y j , ' X j l así que x e M«Im *l> y 

po r lo t a n t o tenemos que M = M»Im ^. A p a r t i r de l a descripción de l a 

topología '§ dada en e l p r i n c i p i o de es ta demostración, sabemos que SJ* 

es un i d e a l m i n i m a l de S con respec to a l a p rop i edad M(SJ ' ) = M y así 

tenemos que M(S«Im Í̂ ) = M y por lo t an to S ' I m \jt = S J ' . Como J ' es 

idempotente entonces J ' I m tli = Im ya que J ' ( N «^.M) = N ®j,M y en 

consecuenc ia J * = J ' S J ' = J 'S Im ^ = J ' I m ^ = Im i ^ , a p a r t i r de l o 

c u a l , vemos que <Ji es ep imor f i smo . 

H a s t a este momento hemos probado que s i I-rnód y J-mód son 

categorías equiva lentes entonces ex i s t e un con t ex t o de M o r i t a 

( r ,J ' ,M,N) con mor f i smos suprayec t i vos . L o que se hará en ade lan te es 

c o n s t r u i r un nuevo contex to (I ,J,P,Q) que también t enga m o r f i s m o s 

suprayec t i v o s . 

Sea jP l a colocalización de ^M respecto de l a teor ía de torsión 

(Z),7); es d e c i r , e x i s t e O > K > P —^—> M > O, sucesión 

e x a c t a c o r t a en I -MOD donde P es I -generado y 2 ) - cod i v i s ib l e y K 

per tenece a W. Aún más, s i L es un I-módulo po r l a I z qu i e rda 

I -generado y a : M > L/t^(L) es un I -homomor f l smo entonces e x i s t e un 

único a* :P —> L de t a l mane ra que e l s i gu i en t e d i a g r a m a es 

conmuta t i v o : 

-> M -> O 

a 

-> L / t j { L ) > O 

De aquí se s igue que Endí^M) « S « End( P ) y Homj íM.D s 
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s Hom^íP,!). E l p r ime ro de estos i somor f i smos nos p e r m i t e d o t a r a P 

con una e s t r u c t u r a de J'-módulo por l a de recha he r edada de l a 

e s t r u c t u r a de J'-módulo de M. Como t a l , p es un homomor f i smo de 

bimódulos. 

A h o r a vamos a ver que P y N nos dan un c on t ex t o de M o r i t a 

( I ,J ' ,P ,N) con mor f i smos suprayec t i vos . 

P a r a cada y e N , ex i s t e un I -homomor f i smo a :M > I' = I/a (I) 
y I 

e l c u a l l l e v a x € M a ^(x®y). Po r lo que acabamos de i n d i c a r a c e r c a de 

P, sabemos que ex i s t e un único I -homomor f i smo P > 1 de t a l m a n e r a 

que se v e r i f i c a que el s igu iente d i a g rama es conmuta t i vo 

P ^ I 

P c 

a 
y 

M ^ I/a (I) 

O O 

en consecuenc ia , se t iene un homomor f i smo (p':P «^^N 

este o t r o d i a g r a m a es conmuta t i vo : 

^ I t a l que 

^ I 

M ®j ,N ^ I / a (I) 

O O 
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y <p' es única respec to a e s t a condición. A h o r a b i en , hagamos X = 

= Im <p'; así, X + n.^(I) = I. Como IP = P podemos d e d u c i r que 

IX + la^íl) = IX = I y en consecuenc ia \m <p' = 1 . 

Po r o t r o lado , como N «^.M = N podemos componer e l m o r f i s m o 

N ®P > N ®jM con \¡t y entonces obtener í/»':N 9? > J ' e l c u a l 

es ev identemente un ep imor f i smo . Entonces ( I ,J*,P,N) será e l c on t ex to 

de M o r i t a que buscamos s i l ogramos p r oba r que p a r a todo x , u e P y 

y ,v G N tenemos que y ' (x®y)u = xi/í'(y®u) y que 0'(y®u)v = y<p'(u®v). 

Tómese, pues, 

(^ ' (x®y)u)p = y ' (x®y) (up) = c( í ) ' (x®y) ) {up) = ^(xp®y)(up) = 

= <xp,y>(up) = xp ly .up ) = xp0(y®up) = (xp)(/('(y®u) = (x0 ' (y®u))p. 

Entonces , e l e lemento y'(x®y)u-xíí>'(y®u) per tenece a t^íP), S i 

cons ide ramos un u G P f i j o , esto da un m o r f i s m o P ® H > P t a l que 

su imagen está con ten ida en t^tP). Pe ro como P = IP sólo cabe l a 

p o s i b i l i d a d de que este mor f i smo sea cero , en consecuenc ia ^ ' (x®y)u = 

= x|/i'(y®u). L a o t r a ecuación se t iene d i r e c t amen t e : \¡)'(y®w)v = 

= 0(y®up)v = y^(up®v) = yyi'{u®v). 

De modo s i m i l a r , podemos a h o r a t omar l a colocalización, de ^N, 

y entonces ^Q^ es un bimódulo, y como t a l , ( I ,J,P,Q) es un con t ex t o de 

M o r i t a con m o r f i s m o s suprayec t i vos . Es t o p rueba ( iv) . 

F ina lmen t e , sea X e I-mód. Recordemos que tenemos u n a sucesión 

e x a c t a O > K > P > M > O con K ob je to de 3 . Ap l i quemos 

el f u n t o r Homj{_,X) . Entonces obtenemos l a s i gu i en te sucesión e x a c t a : 

O > Hom^íM.X) ) Homj(P,X) > O puesto que Homj (K ,X ) = O. 

P o r lo t a n t o Homj(M,_) es na tu ra lmen t e i s o m o r f o a Hom^(P,_) s ob re 

I-mód. E s t o conc luye l a demostración. 

S igu iendo l a definición dada p a r a a n i l l o s con uno, un 

con t ex to de M o r i t a ( I ,J,M,N) se llamará no degenerado cuando los 

c u a t r o módulos ^M, M^, ^N, y los c u a t r o p a r e s dados p o r [_,_] y 

<_,_> son f i e l e s (en e l sent ido de que l w , M l = O i m p l i c a w = O, por 
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ejemplo) . 

Proposic ión 2 .2 .2 : Sean I, J an i l l o s idempotentes y supóngase que 

ex i s t e un con t ex to de M o r i t a ( I .J.P.Q) con ep imor f i smos 

<_,_> = <p:P 9p > I y = \p:Q ® P > J 

y t a l que ^P, P^, ^Q, son módulos u n i t a r i o s . Entonces : 

(i) P, P j , ^Q, generan a ^1, J ^ , ^ J , 1̂  r e spec t i vamente . 

( i i ) Núc <p y Núc \¡i son módulos de torsión por ambos lados . 

( i i i ) Hay i somor f i smos de bimódulos induc idos , 

P/tj(P) s I-Hom^(Q,J), P/t_^(P) Sí H o m j ( Q , A ) ' J , 

Q/tj(Q) s J 'Homj (P , I ) , Q/tj(Q) s Hom^íP.J)*! 

Además, e l c on t ex t o es no degenerado s i y sólo s i los ocho módulos ^1, 

j j , Jy ly M, M^ ^N, N j son l i b r e s de torsión en l a s 

co r respond ien tes teorías de torsión. 

Demostración: (i) Vamos a demos t ra r , po r e jemplo , que g ene ra 

I. P a r a cada y e Q de f in imos a : P > I como u ' a = <u,y>. 
I y 1 I y 
Entonces tenemos que a e Hom (P,I) y T Im a = I. 

y I ^ y G Q y 

( i i ) Usa remos un argumento t ípico y s i m i l a r a [98, L e m m a 1.3). 

Sea J]x^®y^G Núc <p, con xe P, y e Q. Entonces I]|<x^,y > = O y p a r a 

c a d a u G P , w G Q tenemos: 

<u,w>'J^x ®y = i ;u®[w,x^ly= u ® ( w j ; < x ^ y > ) = O, 

así que l'Y.^^^®y^- ^- ^e puede ver s i m i l a r m e n t e que (J^^xsy^)*! = O y 

as im i smo , Núc \¡i es un bimódulo de torsión. 

( i i i ) Vamos a p r oba r e l t e r c e r o de los i s o m o r f i s m o s , en v i s t a de 

que los o t r o s t r e s casos son s i m i l a r e s . Tomemos a p a r a y e Q como en 

(i ). Luego defínase Q:Q > Homj(P,I ) con e(y) = a . C l a r a m e n t e , 9 

es un J - h o m o m o r f i s m o . Como J«Q = Q, vemos que Im B S J 'Homj (P , I ) e 

y 6 Núc G s i y sólo s i <x,y> = O p a r a todo x e P; pero e s t a condición 

i m p l i c a que p a r a cada w G Qi u G P, [w ,u ly = w<u,y> = O así que 

J ' y = O e y e tj(Q)- E l recíproco es obv io , po r lo t a n t o Núc 9 = 

= t^(Q). Sólo nos r e s t a p r o b a r que Im 9 = J 'Hom^ (P , I ) ; pe ro p a r a 

b G J , b = [w ,u l , <p G Hom (P,I); es su f i c i en t e c o n s i d e r a r e l e l emento 
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w ( u ^ ) 6 Q. 

L a afirmación f i n a l se ve d i r ec tamente . Específicamente, e l hecho 

de que los a n i l l o s I y J sean no degenerados es equ iva lente a que los 

módulos jP , jQ , sean f i e l es . E n consecuenc ia , e l hecho de que 

e l c on t ex t o sea no degenerado corresponde con e l de que los c u a t r o 

módulos sean l i b r e s de torsión. 

S i I y J son an i l l o s con uno y se t i ene u n c o n t e x t o de 

M o r i t a {I,J,P,Q) con ep imor f i smos <(> y fp, entonces es conoc ido que 

es un generador p royec t i vo f i n i t amen t e generado, y también lo es ^Q, 

Qj . y P j . E n d i cho caso hay i s omor f i smos n a t u r a l e s Hom^tP.U) ®h s 

s Homj (P ,U ®^L), y P ®jHomj(U,K) s Homj (Homj (P ,U) ,K ) p a r a c u a l e s q u i e r 

\Jy L, K. Cuando I y J no necesar iamente t i enen i d e n t i d a d , tenemos 

l a s i gu i en te generalización: 

Proposic ión 2.2.3: Sean 1, J an i l l o s idempotentes y ( I ,J,P,Q) un 

con t ex to de M o r i t a , donde ^P, ^Q, P^ y son módulos u n i t a r i o s con 

homomor f i smos suprayec t i vos <_,_>, Sean K, L módulos 

u n i t a r i o s . En tonces : 

(i) E l homomor f i smo canónico de I-módulos por l a i z q u i e r d a 

^:P ®_jJ'Homj(U,K) > I «Homj { I 'Homj (P ,U ) ' I ,K ) 

es u n e p i m o r f i s m o con núcleo de torsión. 

( i i ) E l homomor f i smo canónico de J-módulos por l a i z q u i e r d a 

«^:J'Homj(P,U)«J ®L > J«Homj(P,U®^L) 

es un e p i m o r f i s m o con núcleo de torsión. 

Demostración: E n v i s t a de que los a rgumentos de e s t a demostración 

son bas t an t e típicos, sólo vamos a d a r un esquema de l os m ismos . 

(i) D e f i n i m o s ¿ de l a s i gu iente m a n e r a : S i x e P, a € J 'Hom^CU.K ) 

y P 6 I «Hom^(P,U) ' I , hacemos p{(x®a)^) = p ( x ) a . De es t e modo es fáci l 

v e r que | es un I -homomor f i smo . 

A h o r a vamos a p r o b a r que Núc ^ es un módulo de torsión; es d e c i r , 

p a r a x^e P, ae J 'Hom^CU.K ) , {EjX®a^)f = O i m p l i c a que I ' d j X S a ^ ) = 
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= 0. 

L a hipótesis (E,x^®a )̂f = O i m p l i c a que p a r a todo x e P, y e Q, 

P e I 'Hom^(P,U) tenemos que E,3(<x,y>xj)'a = O y esto nos d a 

p(x)«J]Jy,XjIaj= O. E l hecho de que P^ genere a J y que U sea 

I - u n i t a r i o nos permi t e deduc i r , a p a r t i r de l a i gua ldad a n t e r i o r , que 

Ej[y,x^]a^= O p a r a todo y e Q. A h o r a , p a r a c u a l q u i e r x ' e P, y ' e Q 

tenemos <x',y'>'E x ®a = O y como e l m o r f i s m o <_,_> es sup raye c t i v o 

tenemos que I«][]jX^®a^= O. 

A continuación vamos a p roba r que (• es e p i m o r f i s m o . Cons ide remos 

cua l qu i e r y e Homj ( I 'Hom^(P ,U ) ' I ,K ) , x e P, y e Q, a = <x,y> e I. P a r a 

c a d a u e U denotemos con « _ , _ » : P^ > e l homomor f i smo dado por 

« u , y » ( x ' ) = u l y , x ' ] p a r a c a d a x ' e P. De f in imos a:V > de l a 

s igu iente manera : ua = « u , y » « y . Se puede d emos t r a r s i n d i f i c u l t a d que 

a está b i en de f i n i da y es un homomor f ismo. De hecho, como Q = J ' Q 

tenemos que a 6 J «Homj{U,K) . F ina lmente , (x®a)f nos da , p a r a c a d a 

p e l - H o m j ( P , U ) - I , 

p { (x®a) f ) - p ( x ) a = « p ( x ) , y » r = 0 ( x ) l y , _ l ) y = pU[y,_]h = 
= P « x , y > - _ ) y = ( ( p<x , y » ( _ ) ) y = p « x , y > r ) , 

lo c u a l m u e s t r a que <x,y>3r pertenece a Im L a hipótesis de que <_,_> 

es s u p r a y e c t i v a es tab lece que f es suprayec t i v a . 

( i i ) De f i n imos q:¡'nom{.?,M)'i ®L > J«Homj{P,U®jL) hac iendo , 

p a r a c a d a x e P, z e L , a e J ' H o m j ( P , U ) ' J , x ( ( a®z ) g ) = (xa)®z y es 

fáci l p r o b a r que, de hecho, Im 9 S J 'Homj(P,U®jL) y <7 es un 

J - h o m o m o r f i s m o . A continuación, notemos que p a r a c a d a X en I -MOD 

ex i s t e un ep imor f i smo de J-módulos por l a i z q u i e r d a con núcleo de 

torsión T) :J «Hom (P,I) ® X > J - H o m (P,X) dado po r u((y®z)T) ) = 
X I I I X 

= (uy)z, p a r a u e P, y e J«Hom(P,l ) , z e X . S i tomamos X = U entonces 

Tj^:J«Hom^(P,I) ®^U > J'Hom^(P,U)«J es un e p i m o r f i s m o con núcleo de 

torsión y en consecuenc ia obtenemos un d i a g r a m a conmuta t i v o en J - M O D 

con reng lones y co lumnas exac tos 
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J ' H o m ( P , I ) ® U ® L = > J«Hom ( P , U ) « J ® L > 0 
I I J I J 

J »Homj ( P ,U® jL ) =============== J.Homj(P,U®jL) 

O 

P o r lo t an t o , podemos ver que q es un e p i m o r f i s m o con núcleo de 

torsión. 

Proposic ión 2 .2 .4 : Sean I y J an i l l o s idempotentes y ( I ,J,P,Q) un 

con tex to de M o r i t a con homomor f i smos suprayec t i v os <_,_>, [_,_] y 

módulos u n i t a r i o s ^P, ̂ Q, P^, Q^. Entonces : 

(i) L o s mor f i smos canónicos I > EndíP^), I > End(^Q), 

J > End( jP ) , J > End(Qj) inducen, r e spec t i v amen te , los 

i s o m o r f i s m o s de an i l l o s I/a^d) ~ I 'Endí^Q), l/í^il) « EndíP^)*! , 

J/lp) « End(Qj)«J, y ~ J«End( P) . 

( i i ) L o s fun to r e s 

(P®j_)/tj(P®^_):J-mód > I-mód y J«Homj(P,_) : I-mód > J-mód 

son equ iva l enc ias inversas de categorías. 

( i i i ) L o s fun to res 

(P®j_)/tj (P®j_):J-mód > I-mód y (Q®j_)/tj(Q®j_):I-mód > J-mód 

son equ i va l enc ias inversas de categorías. 

También hay equ iva l enc ias inve r sas de categorías e n t r e mód-I y 

mód-J de u n a m a n e r a s i m i l a r a (i i ) y ( i i i ) . 

Demostración: (i) Mos t r a r emos , como e jemplo , que e l núcleo de l 

homomor f i smo canónico de an i l l o s 0:1 > EndíP^) es í^il) y su 

imagen es End (P )*I. Nótese p r i m e r o que a e Núc 6 s i y sólo s i 

53 



a ' P = O. Como P = I «P es c l a r o que a e £^(1) i m p l i c a que a «P = O; 

recíprocamente, supongamos que a «P = O y sea a ' e I, a ' = <u,w>, con 

u e P, w e Q. Entonces a a ' = a<u,w> = O y a e £^(1). A continuación, 

s ea (p 6 End (P j ) , a e I. Como <_,_> es un e p i m o r f i s m o , a = ^.f^fV^ 

p a r a a lgunos x^e P, y^e Q. Aho ra , p a r a c a d a u e P tenemos que 

{<pa){u) = E , í ' «x , .y>u) = í:,<p(X|lyj,u]) = (E <»'(x ^,y >)u = a ' u , 

s i hacemos a ' = ^ < » ' (X j ) , y > e I. E n consecuenc ia , <pa e Im 9 £ EndíP^) 

y por lo t an to Im 9 = End(P j ) * I . Los o t ros casos se s i guen de un modo 

s i m i l a r . 

( i i ) Nótese que s i tenemos e I-mód y ^L G J-mód entonces los 

módulos I«Hom^(I,K) = K y j (J 'Homj(P,P®jL) ) son l i b r e s de torsión. 

Ap l i c ando l a Proposición 2.2.3 con , 'Jj=jPj obtenemos los i s o m o r f i s m o s 

canónicos 

(P®jJ«Homj(P,K))/tj(P®jJ«Homj(P,K)) s I.Homj(I/£j(l ) ,K) s 

S£ I«Hom (1,K) s K 

y 

(J ® L ) / t (J ® L) s U/n (J) ® L ) / t (3/n. (J) ® L ) s J . H o m (P,P® L ) . 

P o r o t r o lado , e l ep imor f i smo n a t u r a l J ®L > L t iene núcleo de 

torsión, así que (J (sL)/t^{J ®L) = ^L. E s t o s i s o m o r f i s m o s nos 

m u e s t r a n que los fun to res de f in idos en (i i ) son , de hecho, 

equ i va l enc ias inve rsas . 

( i i i ) P o r ( i i ) , será su f i c i en t e p r o b a r que los f u n t o r e s 

(Q ®j_)/tj(Q ®j_):I-MOD > J - m o d y J«Homj(P,_) : I-mód > J-mód 

son n a t u r a l m e n t e i s omor f o s . E n v i s t a de l a Proposición 2 .2 .2 ( i i i ) 

sabemos que ex i s t e l a s igu iente sucesión e x a c t a c o r t a en J - M O D : 

O > t j (Q) —> Q ) J 'Homj (P , I ) > O así que s i X e I -MOD, 

tenemos un ep imo r f i smo en l a categoría de todos los J-módulos po r l a 

i z q u i e r d a J - M O D , Q > J 'Homj (P , I ) ®X, con núcleo de torsión. 

Como es tab l ec imos en l a demostración de l a últinia p a r t e de l a 

Proposición 2 .2 .3 , e l homomor f i smo n a t u r a l 

J«Homj(P,I) ® X > J ' H o m j ( P , X ) 

también es un ep imor f i smo con núcleo de torsión. Componiendo ambos 

e p i m o r f i s m o s tenemos un ep imor f i smo Q ® X > J ' H o m {P,X) e l c u a l 
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t i ene también núcleo de torsión. Como J 'Hom^tP .X ) es l i b r e de torsión 

podemos ver que Q ®^X/t^(Q s^X) a J'Hom^íP.X) de este modo y así 

comple tamos l a demostración. 

Juntando todos los resutados an t e r i o r e s podemos d a r a 

continuación, una versión del t eo rema de M o r i t a p a r a a n i l l o s 

idempotentes . 

T e o r e m a 2.2 .5 : Sean I y J an i l l o s idempotentes de t a l m a n e r a que 

se t i enen equ iva lenc ias inversas de categorías F: I-mód > J-mód y 

G:J-mód > I-mód. Entonces , e x i s t en bimódulos ^P^, ^Q^ t a l e s que: 

(i) Py son bimódulos u n i t a r i o s y c a d a uno de estos c u a t r o 

módulos P, P j , y genera todos los ob je tos de las 

co r r espond i en tes categorías I-mód, mód-J, J-mód y mód-I. Además, ^P y 

son c od i v i s i b l e s y se t i enen los i s omor f i smos canónicos: 

I/£j(I) « End (P j ) - I , I/a (I) « I-Endí^Q), 

J/lp) w E n d ( Q j ) ' J y J/a^íJ) « J ' E n d ( P ) . 

( i i ) E x i s t e n i s omor f i smos de bimódulos 

P/tj(P) s I .Homj (Q,J ) ; P/t^{P) s Homj(Q,I)«J; 

Q/t^(Q) s J«Homj(P,I); Q/t^(Q) = H o m j ( P , J ) ' J . 

( i i i ) F es na tu ra lmen te i s omor f o a J«Homj(P,_) , y 

G es na tu ra lmen te i somor fo a I*Hom^(Q,_). 

( iv) F es na tu ra lmen te i s omor f o a Q «i^_/t^[Q y 

G es na tu ra lmen t e i s omor f o a P (S^_/t^[P 

(v) P y O inducen un con tex to de M o r i t a ( I ,J,P,Q) con m o r f i s m o s 

sup raye c t i v o s , y P y Q ®P son an i l l o s y e x i s t e n homomor f i smos 

sup raye c t i v o s de an i l l o s P e^Q > I y Q ®P > J de t a l m a n e r a 

que los núcleos son de torsión a los dos lados. 

Demostrac ión: ( ¡ ) - ( ¡ v ) se s igue de l a s P r o p o s i c i o n e s 2.2.1, 
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2.2 .2 , 2 .2 .4 . As im i smo , de las Propos ic iones 2.2.1 y 2 .2 ,2 se s igue 

que e x i s t e un contex to de M o r i t a con m o r f i s m o s s u p r a y e c t i v o s 

<_,_>:P ®p > I y L . _ 1 : Q ®jP > ^- S i d e f i n imos p a r a 

x^ e P e y^, y^ e Q, l a s igu iente multiplicación: (x^oy^)* {x^®y^) = 

= X ®ly , x ly e (y ®x ) ' ( x ®y ) = y ®<x ,y >x . entonces se puede ve r 
1 1 3 2 1 1 2 2 1 1 2 2 

con f a c i l i d a d que P ®^Q y Q son an i l l o s y así tenemos (v). 

Nótese que este t eo rema g e n e r a l i z a (7, T h e o r e m 2,1; 52 , 

Coro I Iary 4 ,3 , y 78 , L emma 2.4 y Theorem 2.51. U n a situación 

p a r t i c u l a r es que los an i l l o s idempotentes sean a l menos no 

degenerados p o r un lado; es d e c i r , po r e jemplo, que 1^(1) = O y 

n.j(J) = O. E n es te caso , tenemos que I 6 I-mód y J e J-mód a l menos, y 

p a r a ob tener un contex to de M o r i t a no se tendría que c o n s i d e r a r l a 

colocalización de F(I) y G (J ) . Vamos a e s c r i b i r cómo se ve u n a 

caracterización de equ iva lenc ias en este caso . 

C o r o l a r i o 2 .2 .6 : Sean I y J an i l l o s no degenerados (por l a 

i zqu i e rda ) e idempotentes t a l e s que ex i s t en equ i va l enc ias i n v e r sas de 

categorías F:I-mód > J-mód y G:J-mód > I-mód con M = G(J ) y 

N = F(I ) . En tonces , M y N son bimódulos ta l es que: 

(i) ^M, Uy N, Nj son generadores y J = J'Endí^M) = End(Nj)»J; 

I = End(Mj)« I = I'End(_^N). 

( i i ) jM jS HomjíN.D'J s I 'Homj (N ,J ) ; 

N= J«Hom^(M,I) s Homj(M,J)«I. 

( i i i ) F es na tu ra lmen te i s omor f o a J *Homj (M,_ ) y 

G es na tura lmente i s omor f o a ¡•Homj(N,_ ) , 

( iv) F es na tu ra lmen t e i s omor f o a N ®j_/t^(N y 

G es na tu ra lmen te i s omor f o a M ®^_/t^(M 

(v) Ident i f i cando ^N^ con J-Hom^íM,!) y J con J * E n d ( M ) , sean , 

p a r a c a d a x e M, y e N : <x,y> = xy € I y l y , x l = <_,y>x e J . En tonces 

M ®^N y N ®jM son an i l l o s s i se de f ine (u®w)(x®y) = u®lv^,x]y y 

(w®u)(y®x) = w®<u,y>x y se t i enen i s omor f i smos de a n i l l o s 

M ®^N/tj(M ®N) « I y N ®jM/t^(N ®M) « J 
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U n e jemplo de un fun to r P o ^ / t ^ t P ® ^ ) donde t^íP ® ^ ) no 

es c e r o es e l s igu iente : Sea S un a n i l l o que no sea noe the r i ano , R = 

= IRFIM(S), e l a n i l l o de las m a t r i c e s de renglón f i n i t o con e n t r a d a s en 

S e I = FC(S) , e l suban i l l o (s in uno) de R que cons i s t e en l a s 

m a t r i c e s que t i enen sólo un número f i n i t o de co lumnas no nu l a s . I es 

un i dea l bilátero y proyec t i vo (y en consecuenc ia idempotente ) y como 

t a l g ene ra una teoría de torsión (T,L) en R-mód t a l que X e I s i y 

sólo s i IX = O. Se t iene entonces una equ i va l enc ia en t r e las s u b -

categorías F:I-mód » S-mód (26, Theorem 1.7) y R Endí^I). Sea 

P e I-mód t a l que F{P) s S; entonces, P es p royec t i v o y f i n i t a m e n t e 

generado en I-mód y también lo es entonces en R-mód. S igu iendo a (251 

denotamos con GF[PJ a l a subcategoría p l ena de R-mód que cons i s t e en 

todos los R-módulos por l a i z q u i e r d a X ta l es que son P -generados y 

P - f i e l e s ; es to último s i g n i f i c a que p a r a todo submódulo Y de X se 

t i ene Y ^ * O. Se puede p r oba r de f o r m a d i r e c t a que X e G F l P ) s i y sólo 

s i X es P -generado y Hom (P,Y) * O p a r a todo Y submódulo de X , o, lo 
R 

que es equiva lente , s i y sólo s i X e I-mód. P o r lo t an t o , 

GF[P ] = I-mód. 

Sea CDIP] = { X e R-mód | 3 p " ' ' > p'*"' > X > O 

e x a c t a con K, L con juntos >; 

es d e c i r , los R-módulos por l a i z q u i e r d a con dimensión P - codominan t e 

mayo r o i g u a l que 2. Po r (25, Theorem 2.3) y como P es p r o y e c t i v o y 

f i n i t a m e n t e generado, e x i s t e n equ iva lenc ias i nve r sas de categor ías 

dadas por l a s r e s t r i c c i o n e s de Hom (P,_ ) :GF(P] = I-mód > S-mód y 
R 

P ® /t (P ® J :S -mód > GF[P) , y Hom ( P , J : C D | P l > S-mód y 
D i o K 

P ® _:S-mód > C D i P l . Obsérvese que en este caso y po r d i cho 
s 

t eo r ema , GF[P ] y CDIPJ son categorías equiva lentes y serán i gua l es s i 

y sólo s i t j (P ®j_) = O. Supongamos que t^íP ® ^ ) = O. En tonces , 

tenemos que CD[PI = GF[P) y por (25, P r o p o s i t i o n 1.5] P es 
R 

autogenerador y en consecuenc ia también I es au togene rador . E s t o 
R 

s i g n i f i c a que p a r a todo a 6 I, a e l a y esto a su vez i m p l i c a [22, 

P r o p o s i t i o n 6] que S es noe ther iano , lo c u a l , p o r hipótesis, es 
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impos ib l e . Así, t^íP no puede s e r cero. 

F ina lmente , nótese que l a condición de que P y Q sean 

generadores loca lmente proyec t i vos (71, no aparece en e l inc i so (i) 

de l T eo r ema 2 .2 .5 , porque I y J no se suponen loca lmente p royec t i v os . 

E n l uga r de e l l o , P y Q son cod i v i s ib l es ; es dec i r , v e r i f i c a n u n a 

condición de p royec t i v i dad r e l a t i v a . De hecho, podemos dar u n a 

caracterización de l a equ iva l enc ia de M o r i t a en términos de un 

bimódulo que genera a todos los objetos de I-mód y mód-J. 

T e o r e m a 2.2.7: Sean I y J an i l l o s idempotentes . En tonces , I-mód y 

J-mód son categorías equiva lentes s i y sólo s i e x i s t e un bimódulo ^P^ 

t a l que: 

(i) P y P j son módulos u n i t a r i o s y generan a todos l o s módulos 

en I-mód y mód-J, respec t i vamente . 

( i i ) E l homomor f i smo de an i l l o s canónico J > End ( P) induce 

un i s o m o r f i s m o J/a^íJ) = J ' s J«End( P). 

S i d i cho bimódulo ^P^ ex i s t e , entonces los f u n t o r e s 

J 'Homj(P,_ ) : I -mód > J-mód y (P e>^)/t^(P ®^) :J-mód > I-mód 

son equ iva l enc ias inversas de categorías. 

Demostración: Supongamos p r i m e r o que tenemos equ i va l enc i as 

inve r sas F : I-mód > J-mód G:J-mód > I-mód, y M = GÍ^J). 

Entonces l a colocalización P, de M, s a t i s f a c e las cond ic iones 

a n t e r i o r e s en v i s t a de l Teorema 2.2 .5 . Recíprocamente, s i suponemos 

que P^ v e r i f i c a (i) y ( i i ) entonces hac iendo N = J*Hom^(P, I ) Q 

S Hom^íP,!), es l i b r e de torsión y así es un J'-módulo t a l que 

J * N = N = J ' «N . De l inc i so ( i i ) se sigue que P también es 

I-J'-bimódulo. Podemos d e f i n i r los mor f i smos <_,_>:P «^/vl > I dado 

po r <x,a> = x a y [_,_I:N ® P > i' Q End( P) por u [a ,x ] = <u,a>x. 

Éstos son homomor f i smos de bimódulos que s a t i s f a c e n las cond i c i ones de 

a s o c i a t i v i d a d de l a definición de con tex to de M o r i t a . A h o r a , se puede 

ve r que <_,_> es un ep imo r f i smo porque P genera a I y P J = P . También 

[_,_] es un ep imor f i smo : s i hacemos A = Im [_,_! entonces es fácil v e r 



que PA = P así como IP = P e I = Im <_,_>. A h o r a sea b 6 J ' ; como P^ 

genera J , b = J]^h^(x^) p a r a a lgunas P y h^e Hom^íP.J'). Pe ro , de l 

hecho de que PA = P, se s igue que b = T-^^^^V^^'^y p a r a g^e 

e Hom^íP.J'), y^e P, r^e A. Así, b e J ' A = A y (_,_) es s u p r a y e c t i v a . 

Po r o t r a par t e , s i b e J ' , f e Hom^íP,!) entonces podemos 

suponer que b = [a,x] p a r a algún a e N y x e P y e n consecuenc ia , p a r a 

cua l qu i e r u e P, u(bf) = <u,a>(xf) y bf = <_,a>(xf) e NI , así que N = 

= NI. Todo esto m u e s t r a que ( I ,J ' ,P ,N) es un con tex to de M o r i t a con 

homomor f i smos de bimódulos suprayec t i vos y bimódulos u n i t a r i o s . 

Tomemos aho ra ^Q, l a colocalización de N como en l a demostración 

de l a Proposición 2.2.1 ( iv) . Así, como en d i cha demostración, se 

puede ver que es un bimódulo u n i t a r i o , Hom^íN.J*) SÍ Hom^íOJ) y e l 

ep imo r f i smo N ®^P > J ' se l e vanta a un e p i m o r f i s m o Q (SP > J 

t a l que e l d i a g r a m a 

Q ®jP > J 

N ®^P > J ' 

conmuta . Además, QI = I porque NI = N y en consecuenc ia , a l i g u a l que 

en l a Proposición 2.2.1 (iv) tenemos que ex i s t e un con t ex t o de M o r i t a 

( I ,J,P,Q) con P^ y módulos u n i t a r i o s . A p a r t i r de l a Proposición 

2.2.4 ( i i ) se deduce e l r e su l t ado . 

Nótese que s i I y J son an i l l o s idempotentes y e x i s t e una 

equ i va l enc i a de categorías entre I-mód y J-mód entonces , po r l a 

Proposición 2.2 .1 , e x i s t e un con tex to de M o r i t a ( I ,J,P,Q) con 

m o r f i s m o s suprayec t i vos , y de l a Proposición 2.2.4 se s i gue entonces 

que mod- I y mód-J también son categorías equ iva lentes . Así tenemos. 

C o r o l a r i o 2 .2 .8 : Sean I y J an i l l o s idempotentes . En tonces I-mód 

y J-mód son categorías equiva lentes s i y sólo s i mód-I y mód-J son 
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categorías equiva lentes . 

E n consecuenc ia , d i remos que I y J son a n i l l o s M o r i t a 

equ iva lentes cuando I-mód y J-mód sean categorías equ iva lentes . 

E l t e o r ema de M o r i t a en el caso clásico es tab lece que dos 

a n i l l o s R y S son M o r i t a equiva lentes s i y sólo s i S es i s omor f o a l 

a n i l l o de endomor f i smos de un progenerador de R-mód. Con ob je to de d a r 

una generalización de este r e su l t ado , cons ideremos un módulo 

u n i t a r i o y S = Endí^P). Denotemos con A = < a 6 S|ua = E,í"V,íx^, p a r a 

a l guna ¡p^^ Hom^íP,!), x^e P y c u a l q u i e r u e P ). Nótese que A es 

j u s t o l a imagen de l homomor f i smo canónico Homj(P,I) ®P > S. A h o r a 

sea T un s u b a n i l l o de A. Dec imos que T es un idea l q-denso por l a 

de r e cha de A s i T «A = T y A «T = A. 

T e o r e m a 2.2.9: Sean I y J an i l l o s idempotentes . Entonces I y J 

son an i l l o s M o r i t a equiva lentes s i y sólo s i J * = J/a^(J) es i s o m o r f o 

a un idea l q-denso po r l a de recha de A (23, D e f i n i t i o n 2.1], p a r a 

algún módulo ^P cod i v i s ib l e u n i t a r i o , t a l que ^P genera a todos los 

módulos de l a categoría I-mód. 

Demostración: Supongamos que I-mód y J-mód son categorías 

equ iva lentes y tomemos ^P como en l a Proposición 2.2.1. En tonces ^P es 

c od i v i s i b l e y u n i t a r i o y genera a todos los módulos de l a categor ía 

I-mód, en v i s t a de l a s Propos i c i ones 2.2.1 y 2 .2 .2 . Considérese e l 

homomor f i smo canónico Hom^íP,!) ®P > S = End(^P) c u y a imagen es 

A. Entonces , como P = P J = P J ' (por l a Proposición 2.2.1) tenemos l a 

i g u a l d a d A J ' = A. P o r o t r o lado, s i ^N = J-Hom^íP,! ' ) s J.Hom^íP,! ) , 

y a v imos en l a demostración de l a Proposición 2.2.1 (iv) que e x i s t e un 

con t ex t o de M o r i t a con mor f i smos suprayec t i vos ( I ,J ' ,P ,Q ) , así que e l 

homomor f i smo J«Homj(P,I) ®? > J ' S S, es s u p r a y e c t i v o . E n 

consecuenc ia , J ' A = JA = J ' . Es to d emues t r a que J ' es q -denso en A. 

Recíprocamente, supóngase que P v e r i f i c a las cond i c i ones de l a 
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proposición y que J ' es q-denso en A. Entonces e l homomor f i smo 

canónico J'-Hom^íP,!) 9P > J ' deberá ser un e p i m o r f i s m o , y a que 

J ' A = J ' ; y es to i m p l i c a que P^ genera J ' , y por lo t a n t o P^ gene ra a 

todos los módulos de l a categoría mód-J. Además, P^ es u n i t a r i o porque 

A J ' = A. E n consecuenc ia , ^P^ v e r i f i c a l a condición (i) de l T e o r e m a 

2 .2 .7 . P a r a t e r m i n a r l a demostración, nótese que J'Endí^P) = 

= J'«End(jP) = J ' A = J ' porque J ' es q-denso en A. Po r el T e o r e m a 

2 .2 .7 , lo a n t e r i o r m u e s t r a que I y J son M o r i t a equ iva lentes . 

2 .3 . A l g u n a s c o n s e c u e n c i a s de l os t e o r e m a s de M o r i t a 

E s conoc ido que s i R y S son a n i l l o s con i d e n t i d a d M o r i t a 

equiva lentes entonces sus cen t ros son an i l l o s i s omor f o s ; así como 

también son i somor fos sus retículos de ideales biláteros. S i n embargo , 

es tas prop iedades pueden no v e r i f i c a r s e en el caso en que dos a n i l l o s 

R y S no posean ident idad . E n lo que s igue, a n a l i z a r e m o s es tas dos 

s i tuac i ones . 

Proposic ión 2.3.1: Sean 1 y J an i l l o s idempotentes t a l e s que son 

M o r i t a equ iva lentes . Entonces ex i s t en i s o m o r f i s m o s de a n i l l o s 

Cen(End(jl//ij(I)) ) Cen(End( jJ/a^(J) ) ) y 

Cen(End(jI/£j(I))) « Cen(End(jJ/£j(J))). 

Demostración: Veremos sólo e l p r i m e r o de los i s o m o r f i s m o s ; e l 

o t r o es comple tamente análogo. 

Vamos a m o s t r a r p r i m e r o que ex i s t e un i s o m o r f i s m o de a n i l l o s 

en t r e CeníEndí^I/a^d))) y e l a n i l l o de todas las t r a n s f o r m a c i o n e s 

n a t u r a l e s de l f u n t o r i den t idad de I-mód en sí m i smo . 

Se puede v e r i f i c a r en f o r m a d i r e c t a que d i cho con jun to de 

t r a n s f o r m a c i o n e s na tu ra l e s , jun to con l a suma y l a composición obv ias 

es un a n i l l o con uno. 
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P a r a ver que ex i s t e un i somor f i smo de an i l l o s con el a n i l l o 

a n t e r i o r , considérese, p a r a c a d a K 6 I-mód, e l monomor f i smo de g rupos 

abe l i anos O > K > Hom^(I//ij(I),K) dado por l a c o r r e spondenc i a 

•k 

que a s i gna k i > (I/t^d) > I/n^íD-k). Nótese que, bajo e s t a 

asignación K se sumerge en Hom^d/ajíD.K) como Endíjl/a^íDl-módulo 

po r l a i z q u i e r d a . 

A h o r a , s ea x e Cen(End( I / i (!))), a r b i t r a r i o . Cons ide remos T? , 

l a multiplicación por x , Homj(I/n.j{I),K) — > HomjíI/a^CD.K). 

Como X conmuta con los endomor f i smos de I/a^d) y K = IK entonces es 

( x * ) 
c l a r o que TJ^ se r e s t r i n g e a K > x * K c K. P o r lo t a n t o , l a 
f a m i l i a {ri } es una transformación n a t u r a l de l f u n t o r 

K K G I-mod 

i d en t i dad de I-mód en sí m ismo . 

P a r a d e f i n i r l a Inversa , tómese u n a ta) transformación n a t u r a l , 

- . . • Como I / i (I) es un objeto de I-mód entonces T} 
K K € I-mod I 1/1^(1) 

está de f i n ido y fácilmente puede verse que es un e lemento de l a n i l l o 

Cen (End( j I/n d ) ) ) . 

Análogamente, se t i ene un i s omor f i smo de a n i l l o s e n t r e 

Cen(End{jJ/n.j (J) ) ) y l a s t r a n s f o r m a c i o n e s n a t u r a l e s de l a i d en t i dad en 

J-mód en sí m ismo . 

F i n a l m e n t e , como I-mód y J-mód son categorías equ iva l en tes 

entonces , j u s t o l a equ i va l enc ia que ex i s t e en t r e e l l a s d e t e r m i n a un 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s en t re las t r a n s f o r m a c i o n e s n a t u r a l e s de l f u n t o r 

i d en t i dad en I-mód es sí mismo y las t r a n s f o r m a c i o n e s n a t u r a l e s de l 

f u n t o r i d en t i dad en J-mód en sí mismo. Componiendo los i s o m o r f i s m o s 

obtenemos e l i s omor f i smo deseado. 

Nótese que esto no s i g n i f i c a que l o s c en t r o s de los a n i l l o s 

l/n^il) y sean i s omor f o s . Véase 17, p . H l p a r a u n e jemplo en 

e l c u a l o c u r r e que Cend ) no es i somor f o a CeníJ). P o r o t r a p a r t e , 

destaquemos que p a r a cua l qu i e r a n i l l o idempotente , I, los a n i l l o s I, 

I/a^d), I/£j(I) e I/Td) son todos M o r i t a equiva lentes . 

Como consecuenc ia de e s t a proposición tenemos: 
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Proposición 2.3.2: Sean 1 y J an i l l o s idempotentes , no 

degenerados y conmutat i vos . Entonces 1 y J son M o r i t a equ iva lentes s i 

y sólo s i I y J son i somor fos . 

Demostración: P r i m e r o veremos que s i I es conmuta t i v o entonces 

End(^I) también es conmuta t i vo . Sea R = Endí^l), y tomemos r e R y 

a 6 I. Sí i d en t i f i c amos a I con e l idea l po r l a d e r e cha de R que 

cons i s t e en l a s m u l t i p l i c a c i o n e s po r l a de r echa por e lementos de I, 

tenemos que r a = a r . De hecho, p a r a c a d a X e I se t i ene que 

X ( ra ) = {Xr )a = a (Xr ) = (aA)r = (Xa)r = X (ar ) . P o r lo t a n t o , I es un 

idea l bi látero de R el cua l está contenido en Cen(R) . F i n a l m e n t e , s i 

r , r ' e R y a e I entonces tenemos a ( r r ' ) = {a r ) r ' = r ' ( a r ) = r ' ( r a ) = 

= ( r r ' ) a = a ( r r * ) ; en consecuenc ia K r r ' - r ' r ) = 0 y por lo t a n t o 

rp" = r ' r . E s d e c i r , R es un an i l l o conmutat i vo . 

Supongamos a h o r a que I y J son an i l l o s no degenerados, 

idempotentes y conmuta t i vos ta l es que son M o r i t a equ iva l en tes , y sean 

R = End(^l) y S = End(^J). P o r l a proposición a n t e r i o r y e l a r gumento 

que acabamos de hacer , tenemos que R y S son a n i l l o s i s omor f o s . Aún 

más, con l a notación de l Teo r ema 2.2.5 el i s o m o r f i s m o está dado a 

través de las r e l ac i ones R « Endí^N) = Endí^N) = End(N^) = EndíN^) « 

« S. S i l l amamos q>:R > S a este i s omor f i smo , tenemos que p a r a c a d a 

y € N , r e R, y r = ?)(r)y; como S es conmuta t i vo , N puede s e r v i s t o 

también como S-módulo por l a de recha y como t a l , N está de t e rm inado 
K 

por e l camb io de an i l l o s por medio de (p. P o r lo t a n t o , l a t r a z a de 

en S, T r (N ) es exac tamente l a imagen por <p de T r (N ). P e r o sabemos 
S S K R 

que, po r l a Proposición 2.2.1 y e l T eo r ema 2 .2 .5 , T r (N ) = J . P o r lo 
K K 

t a n t o f se r e s t r i n g e a un i s omor f i smo ent re I y J . E s t o conc luye l a 

demostración. 

A n t e r i o r m e n t e , hemos v i s t o que un con t ex t o de M o r i t a puede 

d a r l u g a r a u n a equ i va l enc i a en t r e an i l l o s idempotentes . Hemos v i s t o 

también l a noción de an i l l o s (con uno) c on t ex t o equ i va l en tes . V am o s a 
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ver explícitamente l a conexión entre es ta relación de equ i va l enc i a 

en t r e a n i l l o s y e s ta versión de l a teoría de M o r i t a . 

Proposic ión 2 .3 .3 : Sean R y S an i l l o s con i d en t i dad t a l e s que 

ex i s t e un con t ex t o no degenerado entre e l los , con t r a z a s idempotentes , 

T , T*. Entonces T y T ' son M o r i t a equiva lentes . 

Recíprocamente, sean I y J an i l l o s (s in uno) no degenerados e 

idempotentes t a l e s que son M o r i t a equiva lentes y R = Endí^I), S = 

= End ( jJ ) . Entonces s i R ' y S' son an i l l o s con uno t a l e s que I S R ' S R 

y J S S 'S S entonces R' y S' son an i l l o s con t ex to - equ i va l en t es . 

Demostración: L a p r i m e r a pa r t e es i nmed i a t a por lo que v imos en 

las páginas 3 6 - 3 7 , en v i s t a de que, con l a notación en d i chas páginas 

es equ iva lente a T-mód y es equiva lente a T ' -mód. 

P a r a e l recíproco, considérese !' = R ' I . Entonces , es fácil ver 

que r es un i d e a l bilátero de R t a l que Endí^^l') « R, de una m a n e r a 

canónica. Además, I' es un a n i l l o idempotente y no degenerado. 

E x i s t e un f u n t o r de l ' -mód en 1-mód t a l que envía cada X en IX y 

que se puede ver de f o r m a d i r e c t a que es una equ i va l enc i a , c u y a 

i n v e r s a está d a d a por el f un t o r que envía c a d a Y a I 'Hom^íLY). E s t o 

m u e s t r a que I y J pueden se r v i s tos como idea les bi láteros de R y S 

r e spec t i vamente . Entonces , por el argumento de l a Proposición 2.2.1 y 

e l T e o r e m a 2 .2 .5 , tenemos un con tex to de M o r i t a con m o r f i s m o s 

suprayec t i v o s ( I ,J,M,N) e l c u a l puede se r v i s t o como un con t ex t o de 

M o r i t a no degenerado (Proposición 2.2.2) entre R y S o en t r e R ' y S ' . 

Como v imos en las páginas 3 8 - 4 0 e x i s t e u n a conexión en t r e 

los r - a n i l l o s y estos r e su l t ados de teoría de M o r i t a en e l caso en que 

los a n i l l o s sean no degenerados, a l menos uno a un lado y e l o t r o a l 

lado opuesto . Es t o i m p l i c a que se pueden a p l i c a r muchos de los 

r e s u l t a d o s de [69, 70 , 71, 72, 73). E n p a r t i c u l a r , p r e sen tamos e s t a 

versión a c e r c a de l conoc ido hecho de que los retículos de idea l es 

biláteros de an i l l o s (con uno) M o r i t a equ iva lentes son i s omor f o s . P a r a 
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d e s c r i b i r este r esu l tado , supongamos que I y J son a n i l l o s 

equ iva lentes ba jo F: I-mód > J-mód y G : J-mód > I-mód y 

denotemos e l co r respond iente contex to de M o r i t a c o n ( I ,J,P,Q) con 

m o r f i s m o s <_,_> y [_,_)• Hacemos, p a r a A S I , A'^= { X 6 I | I « x S A }. 

Proposic ión 2 . 3 . 4 : Sean I y J an i l l o s idempotentes y M o r i t a 

equ iva l entes , y denotemos con £^ e l retículo 

{ A S I I A es un idea l de I t a l que lA I = A > 

y análogamente de f in imos £y Entonces e x i s t e un i s o m o r f i s m o en t r e £^ y 

¡E^ e l c u a l puede se r dado por las co r respondenc ias A i > l Q A , P l y 

B I > <PB,Q>; o equiva lentemente po r A i > J « £ ^ ( F ( I / A ^ ) ' J y 

B I > I ' y c t J / B * ' ) ) ^ . 

Demostración: L a p r i m e r a biyección es fáci l de d e m o s t r a r y de 

hecho está d a d a en [72, p . l 5 5 l (también puede deduc i r s e de [69, 

P r o p o s i t i o n 6]). L a segunda es análoga a [6, P r o p o s i t i o n 21.11] y se 

obt iene con f a c i l i d a d s i se suponen a I y J no degenerados. E n e l caso 

g ene ra l , se obt iene a l p r oba r que s i Á = (A + I ( I ) )/t j (A + T{I)) 

entonces I/A"" S T / A " " y por lo tanto £ - (F (T/A ' ' ) ) = £j(F(I/A ' ' ) )/Tr{J). 

Nótese que muchas de l a s prop iedades que son i n v a r i a n t e s 

ba jo equ i va l enc i as de M o r i t a en e l caso de a n i l l o s c o n uno, también lo 

son en e l caso de los a n i l l o s s i n uno. Por e jemplo , se puede ver de 

f o r m a d i r e c t a que s i I es un a n i l l o idempotente que es p r i m o , 

s em ip r imo , p r i m i t i v o por l a i z qu i e rda , con r a d i c a l de Jacobson c e ro , 

s imp l e , o suma d i r e c t a de submódulos por l a i z q u i e r d a i r r e d u c i b l e s , 

entonces I es no degenerado. Así, se puede a p l i c a r l a Proposición 

2 .3 .3 y los r e su l t ados de (69] o a l t e r n a t i v a m e n t e , l a Proposición 

2 .3 .4 y los de [70, 71, 72 , 731 p a r a obtener que l a s s i gu i en t e s 

p rop i edades son Invar iantes bajo equ i va l enc ia de M o r i t a , en e l caso en 

que los a n i l l o s I y J sean no degenerados. 

Propos ic ión 2 , 3 . 8 : Sean I y J a n i l l o s idempotentes y no 
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degenerados ta l es que son M o r i t a equivalentes . Entonces : 

(i) I es p r imo ( respect ivamente s emip r imo , p r i m i t i v o por l a 

i zqu i e rda ) s i y sólo s i J es p r imo ( respect i vamente s e m i p r i m o , 

p r i m i t i v o po r l a i zqu i e rda ) . 

( i i ) I t i ene r a d i c a l de Jacobson cero s i y sólo s i J t i ene 

r a d i c a l de Jacobson ce ro . 

( i i i ) I es un a n i l l o s imple ( respect ivamente , es s u m a d i r e c t a 

de submódulos por l a i z q u i e r d a i r r educ ib l e s ) s i y sólo s i J también lo 

es. 

Demostración: L a s propiedades de p r imo y s em ip r imo se obt i enen de 

las P ropos i c i ones 2.3.3 y 2.3.4 j u n t o con [71, p . l 5 5 l . L a de p r i m i t i v o 

de [72, P r o p o s i t i o n 2). L a afirmación ace r ca de l r a d i c a l de Jacobson 

se puede obtener de f o r m a d i r e c t a . Si e l r a d i c a l de Jacobson de 1 es 

c e r o entonces l a intersección de todos los núcleos de los m o r f i s m o s en 

I-mód de I a un I-módulo por l a i z q u i e r d a i r r e d u c i b l e es ce ro y e s t a 

p rop i edad c l a r amen t e se p r e s e r va bajo equ iva l enc ias . E l último caso 

también es d i r e c t o . 
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C A P I T U L O 3 

E L P R O B L E M A D E L A CARACTERIZACIÓN 



3.1. Introducción 

E n términos generales , el p rob lema de l a caracterización se 

puede p l a n t e a r de l a s igu iente manera : Dada u n a c lase de a n i l l o s K y 

una c l a s e de módulos M sobre los a n i l l o s de l a c l ase K, d e s c r i b i r , en 

términos de l a s prop iedades de l a teoría de a n i l l o s , los an i l l o s de 

endomor f i smos End( M) p a r a todo a n i l l o R de l a c l a s e K y t odo módulo M 

de l a c l a s e 311 (161. 

Como hemos apuntado, en nues t ro t r a b a j o c ons ide ramos t r e s 

c l a s es 3n de módulos; a saber , generadores , módulos l oca lmente l i b r e s y 

módulos p royec t i v os con e lemento un imodu la r , todos no f i n i t a m e n t e 

generados . 

P a r a t r a t a r de encon t r a r r e su l t ados en este s en t i do , hemos 

p a r t i d o de o t ros r e su l t ados conoc idos en l a l i t e r a t u r a sobre 

equ i va l enc ias de categorías (y subcategorías) de Gro thend i e ck que 

i n v o l u c r a n prop iedades de los an i l l o s de endomor f i smos , p a r a i r l a s 

r e s t r i n g i e n d o h a s t a encon t r a r o t r a s s i tuac i ones que r e s u l t e n 

" s a t i s f a c t o r i a s " bajo e l c r i t e r i o , como se mencionó a n t e s , de u n a 

descripción de l a n i l l o de endomor f i smos en términos de l a teoría de 

a n i l l o s . L a base de nues t r a s desc r ipc i ones está compues ta , a l i g u a l 

que en c a s i t o d a l a l i t e r a t u r a sobre e l tema, p o r l a e x i s t e n c i a de u n a 

topología (que varía de uno a o t r o caso) y un idea l (que l l amamos e l 

de los " endomor f i smos f i n i t o s " ) , a l cua l en a lgunos ca sos podemos 

d e s c r i b i r en términos de e lementos idempotentes o de o t r a s p rop i edades 

a l g e b r a i c a s . 

Uno de l os r e su l t ados más clásicos en e l e s tud i o de l a s 

categorías es e l T eo r ema de G a b r i e l y Popescu (801, que r e p r e s e n t a a 

l as categorías de Gro thend ieck como c i e r t a s subcategorías de 

categorías de módulos, valiéndose de l an i l l o de endomor f i smos de un 
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generador . E s n a t u r a l entonces que éste sea uno de nues t ros puntos de 

p a r t i d a . 

E l T e o r e m a de G a b r i e l y Popescu es tab lece que p a r a u n a 

categoría de Grothendieclc 6 y un generador , d igamos M e G, s i 

E = [Homg{M,M)r*'= Endg(M) y T :G > E-mód es e l f u n t o r Hom^íM.J 

t a l que T (C ) = Homjy(M,C) entonces T es f i e l y p leno y además induce 

una equ i va l enc i a de categorías en t r e G y (E,? )-mód, donde SF es l a 

topología de G a b r i e l por l a i z q u i e r d a más fue r t e (o f i na ) en E p a r a l a 

c u a l todos los módulos T(C) son f - c e r r a d o s (83, Chap t e r X) . 

A p a r t i r de este r e su l t ado , podemos e n u n c i a r un p r i m e r 

"Teo r ema de l a caracterización", e l c u a l inc luye , p a r a l a descripción 

de E , una topología de G a b r i e l por l a i z q u i e r d a d e s c r i t a en f o r m a muy 

gene ra l y términos categóricos. 

T e o r e m a 3.1.1: Sea E un an i l l o y G una categoría de Gro thend i e ck . 

Son equ iva lentes : 

(a) E ~ Endg^(M) p a r a algún generador M e G. 

(b) E posee una topología de G a b r i e l SF de t a l m a n e r a que E es 

SF-cerrado y además, G es equiva lente a ( E , f )-mód. 

Demostración: (a=*b) E s jus t o el Teo r ema de G a b r i e l y Popescu . 

(b=*a) Sean F :G — > ( E , f )-mód y G:(E,S=)-mód > G l as equ i va l enc i as 

inve rsas de categorías. Sea M 6 G t a l que M ss G(E) y es c l a r o que, 

como E es generador p a r a (E,? ) -mód entonces M es g ene rado r p a r a f y 

p o r l a equ i va l enc i a que se t iene po r hipótesis, j u n t o con e l hecho de 

que E es 5 -cerrado, podemos concluir que End^(M) » E . 

E s de c i r , estamos en l a situación: 
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E-mód 

i 

C > (E,3=)-mód 

Y sabemos que e l f i l t r o 3 cor responde con c i e r t a teoría de 

torsión, pero no tenemos una descripción p a r a él. 

Con v i s t a s a obtener una descripción de l f i l t r o a n t e r i o r , 

vamos a imponer a (T l a restricción de tener un generador p royec t i vo . 

E n (26, Theo r em 1.19) se establece que cuando se t i enen : u n a categoría 

de Gro thend i e ck G con un generador proyec t i vo ; un a n i l l o E ; una teor ía 

de torsión T T F en C, {T,L); un f i l t r o de G a b r i e l po r l a i z q u i e r d a en 

E , 3 t a l que E es 3 - c e r r a d o , y e x i s t e una equ i va l enc i a de categorías 

F :G/T > (E,3^)-mód entonces ex i s t e un objeto M en G t a l que (T,L) 

es l a teor ía de torsión (3,ie) en G asoc iada con M (páginas 22 y 23), 

E « Endg.(M), F es na tu ra lmen t e equiva lente a l a restricción a l a 

subcategoría <Í/T de l f un t o r HomAM.J-.d >{S,^)-mód y 3= = 

= {̂ 1 s ^ E I MI = M ). Así, pues, tenemos una p r i m e r a descripción p a r a 

3". E s t e t e o r ema , en p r i n c i p i o , lo que nos dice es que, ba jo l a s 

hipótesis d e s c r i t a s , una equ i va l enc ia en t re l as subcategorías se puede 

l e v a n t a r a un f u n t o r Hom entre l a s categorías; es d e c i r , l a situación 

es: 

H o m - ( M , _ ) 
G > E-mód 

d/T > (E ,9= ) -mód 
F 

P a r a nues t ro propósito, este r e s u l t a d o nos s i r v e , t a l vez 

menos po r lo que demues t ra que por l a descripción de 3 (que hace a E 

T = Hom^íM, _) 
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3^-cerrado) y porque E « Endg(M). S¡ hacemos a M un generador , entonces 

tendremos que T = {O), L = G y M = M; así, tendremos l a situación: 

G > ( E , y ) - m ó d 
F 

donde, a l t ener G un generador p royec t i vo , E » Endg(M) y e l f i l t r o es 

? = y s E I MI = M }. 

S i imponemos a h o r a a G l a condición de s e r l oca lmente 

f i n i t a m e n t e generada con generador proyec t i vo , P, y además suponemos 

que M es generador p a r a G entonces l a Proposición 2.5 de [26] nos da 

l a m i s m a situación de l d i a g r a m a a n t e r i o r , pero a h o r a e l f i l t r o 3- posee 

un i d ea l mínimo, idempotente , que l l amaremos E^ y que se puede 

d e s c r i b i r como ios e lementos x e E ta l es que x = f ' g con f : M > P " 

y g : P " > M , donde Im f está contenido en un sub -ob j e t o de P " 

f i n i t a m e n t e generado (página 22). Nótese que d(M) = M porque M es 

generador . 

Aunque todavía preva lece l a neces idad de c o n s i d e r a r una 

equ i va l enc i a de categorías en l a descripción, l a f o r m a de l f i l t r o ? es 

bas tan te t ang ib l e , pues se obt iene con un solo i d e a l . 

Podemos pasa r a h o r a a l caso en el que G sea una categoría de 

módulos; sea , pues, G = R-mód, p a r a algún a n i l l o R. 

S i r ep roduc imos l a situación a n t e r i o r c ons ide rando P = R 

entonces , como R es un generador p royec t i vo f i n i t a m e n t e generado , a l 

t o m a r u n a x e E^ , x = f * g como antes , l a condición de que Im f esté 

con t en ida en un sub-ob j e to de p " f i n i t a m e n t e generado se t i ene 

s i empre , así que puede s u p r i m i r s e . Además, como M es generador , s i gue 

v e r i f i c a n d o M = d(M). Es tamos entonces en l a situación: 
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donde E « End( M) y ^ = < I s E | MI = M } está generado po r un idea l 

bi látero e idempotente , E ^ , i gua l a l conjunto de los e lementos x 6 E 

t a l e s que x = f « g con f : M > R " y g :R " > M. Debido a e s t a 

descripción, a E ^ se le conoce como e l a n i l l o de los " endomor f i smos 

f i n i t o s " de M y se le denota fEnd( M). Aún más, como E es i dea l 
R o 

idempotente (de hecho, E ^ G E^-mód) entonces, t a l y como v imos en l a 

Sección 1.4 tenemos también que R-mód y E^-mód son categorías 

equ iva l en tes y en d i cha equ iva l enc ia , M co r r esponde c o n E^ . S i 

ap l i camos l a Proposición 2 . 2 . 1 tenemos entonces l a s equ i va l enc ias 

i n v e r sas de categorías dadas por E Hom (M,_ ) :R-mód > E -mód y 
O R *~" O 

M ® : E -mód > R-mód. 
E ~ o 
o 

Obsérvese que s i x 6 E ^ entonces Im x está conten ido en un 

submódulo de M f i n i t amen t e generado, pero puede o c u r r i r que un 

endomor f i smo de M tenga l a prop iedad de que su imagen esté c on t en ida 

en un submódulo de M f i n i t amen t e generado y que s i n embargo no 

pe r t ene z ca a E^ . Es de c i r , los endomor f i smos f i n i t o s no necesa r i amen t e 

son todos aque l los c u y a imagen está con ten ida en un submódulo de M 

f i n i t a m e n t e generado y tampoco son únicamente aque l l os c u y a imagen es 

un submódulo f i n i t amen t e generado. P a r a un e jemplo del p r i m e r caso , 

tómese un a n i l l o R de t a l mane ra que e x i s t a un N e R -mód con 

Hom { N , R ) = O, y hágase M = N®R; p a r a e l o t r o caso puede u s a r s e 
K 

c u a l q u i e r módulo l i b r e s i e l a n i l l o no t iene cond ic iones de cadena . 

Hay o t r a mane ra de l l e ga r a l a situación a n t e r i o r . 

Cons ide remos a h o r a dos an i l l o s R y E , y un c o n t e x t o de M o r i t a 

( R , E , M , N ) con ideales t r a z a I y J . Po r lo v i s t o en l a Sección 1.4 o 

(69, Theo r em 3) sabemos que ex i s t e una e q u i v a l e n c i a en t r e l a s 

subcategorías de t e rm inadas por l os idea les t r a z a de l c o n t e x t o ; es 
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dec i r , s i & y ? son respect ivamente las topologías de G a b r i e l po r l a 

i z q u i e r d a de te rminadas por I y J , tenemos l a situación: 

R-mód f-

(R ,& ) -mód <-

Hom (M, J 
R 

Hom^<N,_) 

Mom (M, ) 
R 

Hom^{N,_) 

E-mód 

- { E , f )-mód 

Cuando M es generador y e l c on t ex to es e l de r i vado de M, 

entonces ^ = < R > y J = Im (véase l a Sección 1.4) es un idea l 

bllátero e idempotente ( 9 8 , Lemma 2 . 3 ) . Se puede ve r fácilmente que 

M ' I m t _ , _ l = M y aún más, J = T r (Hom (M ,R ) ) . Considérese a h o r a un 

e lemento x e Im Entonces x t iene u n a expresión x = ^ l a j . m ^ l 

donde a e Hom (M,R) y m € M p a r a todo i = 1 n . Así , tenemos que e l 

e lemento x se f a c t o r i z a como x = f - g con f = ©ja^:M > R " y 

g = J^^mj:R" > M, con lo cua l obtenemos o t r a vez l a descripción 

a n t e r i o r de SF. Además, por [ 6 9 , Theorem 3 ] se t i enen equ i va l enc i as 

inve r sas de categorías dadas por Hom (M , _ ) :R -mód > {E,S=)-mód y 

Hom (Hom^(M ,R ) , J : (E ,3^ ) -mód -

equiva lente a M ® : (E , f ) -mód 

-> R-mód, este último, n a t u r a l m e n t e 

—» R-mód [ 6 , E x e r c i s e 2 0 . 7 ] . 

3 . 2 . E l p r o b l e m a de l a carac te r i zac ión p a r a g e n e r a d o r e s 

T e o r e m a 3 . 2 . 1 : Sean E , R an i l l o s con 1. Son equ iva l en tes : 

(a) E x i s t e un R-módulo por l a i z qu i e rda M , gene rador de R-mód, 

t a l que E ~ End( M). 
R 

(b) E x i s t e n n e IN y e e IHn(E) idempotente , de t a l m a n e r a que: 

(i) T r J E e) genera una topología de G a b r i e l po r l a i z q u i e r d a , 

9- p a r a l a c u a l E es ^ - c e r r a d o . 

( i i ) elMn(E)e ^ R. 
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Aún más, en este caso , T r (E"e) = E « fEnd ( M) y los f u n t o r e s 
E O R 

E Hom (M, ):R-mód > E -mód y M ® : E -mód > R-mód son 
G R — o E " o 

equ iva lenc ias inve r sas de categorías; además, Hom (Hom (M,R),_ ) y 

M ® en sus r e s t r i c c i o n e s a (E ,E )-mód son na tu ra lmen t e i s omor f o s . 
E ~ o 

Demostración: la=>bl P o r lo que v imos en e l parágrafo a n t e r i o r 

(página 72) o b i en por (26, P ropos i t i on 2.5], tenemos que fEnd( M) es 

un idea l idempotente de End( M) t a l que gene ra u n a topología de 
R 

G a b r i e l po r l a i z qu i e rda , T= { Is , End( M) | MI = M > p a r a l a 
End( M) R 

R 
c u a l End( M ) es 9^ ' -cerrado. 

R 

Como M es generador p a r a R-mód, ex i s t e un n G IN c on e l c u a l 

podemos f o r m a r una sucesión e x a c t a e s c ind ida M " > R > O l a c u a l 

a l a p l i c a r e l f u n t o r Hom ( M , _ ) induce l a sucesión e x a c t a e s c i n d i d a en 
R 

E-mód, E " ) Hom ( M , R ) ) O. Po r lo tan to , Hom (M,R) s E " e donde 
R R 

e 6 End( E " ) ~ IMri(E). Como E es E - c e r r a d o entonces , Hom ( M , R ) s E "e 
E o R 

i m p l i c a que Hom^ (M,R ) también es E ^ - c e r r a d o . 

E n este punto i iacemos no ta r que tenemos una equ i va l enc i a de 

categorías E^Hom^(M,_):R-mód > E^-mód en l a c u a l R co r r esponde con 

E Hom ( M , R ) . P o r lo tanto E Hom {M ,R ) es un p rogene rado r p a r a E -mód, 
0 R . O R O 

así que, en p a r t i c u l a r , g enera a E^ en E^-mód y en consecuenc ia 

también en E-mód. Así, es c l a r o que T r (E Hom (M,R ) ) = E . P a r a p r o b a r 
E O R O 

(i) sólo r e s t a ver que E Hom(M ,R ) = Hom ( M , R ) en E-mód. P a r a e l l o , 
O R 

considérese el con tex to der i vado de M , con idea les t r a z a Im <_,_> = R 
R 

e Im [_,_] = fEnd ( M ) . Como Im <_,_> = R entonces e x i s t e n con juntos 
R 

{m , . . . , m ) S M y {f , . . . , f > S Hom ( M , R ) de t a l m a n e r a que 
1 k 1 k R 

E <m , f > = 1. Considérese un x G Hom ( M , R ) . En tonces tenemos que 
1 1 i R 

X = x - l = x - E < m , f > = j ; x < m , f > = E l x . m l - f G fEnd ( M ) - H o m ( M , R ) . 
1 1 1 l í l l í l R R 

P o r lo t an t o , E Hom ( M , R ) = Hom ( M , R ) y en consecuenc i a , tenemos 
O R R 

T r (Hom ( M , R ) ) = E « fEndí M ) . E s t o p rueba (i). 
E R O R 

E l i s o m o r f i s m o de an i l l o s de ( i i ) se obt iene de i nmed i a t o a 

p a r t i r de l a equ i va l enc i a de categorías en t r e R-mód y E^-mód. 

lb=»a] Denotemos con E a T r (E"e) . Como E "e es p r o y e c t i v o 
O E 

entonces E^ es idempotente ; además, E es E ^ - c e r r a d o , así que E ^ es no 
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degenerado (de hecho E^x = O imp l i c a x = O p a r a todo x e E ) . 

Nuevamente , como E"e es proyec t i vo entonces es t r a z a - a c c e s i b l e y 

además es l i b r e de torsión; de hecho, es E ^ - c e r r a d o . P o r lo t a n t o , E " e 

es un ob je to de E^-mód. 

Vamos a p robar que E"e es progenerador p a r a E^-mód. P r i m e r o , 

v e r i f i c a r que E"e es proyec t i vo en E^-mód es inmed ia to porque s i 

r e co rdamos que todo K e E^-mód v e r i f i c a E^K = K nos quedará c l a r o que 

todo E^ -homomor f i smo » E"e es de hecho un E - h o m o m o r f i s m o . 

Luego E "e , a l se r proyec t i vo en E-mód y per tenecer a E^-mód será 

también p royec t i v o en E^-mód. P a r a ver que E " e es f i n i t a m e n t e generado 

en E^-mód, observemos p r i m e r o que es f i n i t amen t e generado en E-mód. 

Sea {x X } un con junto de generadores p a r a E"e . Como E"e e E - m ó d 
1 n O 

entonces p a r a I = l , . . . , n , x= E,j°',jy,j donde a^G E ^ e y^^e E e. 

Considérese e l con junto {y > . Entonces c l a r a m e n t e se ve que E " e 

está generado por d icho con junto . Po r lo tanto , E "e es p r oy e c t i v o y 

f i n i t a m e n t e generado en E^-mód, y como Tr^ (E"e ) = E^ entonces es de 

hecho un progenerador p a r a E^-mód. Además, por (20, Theo r em 2.6] y 

como End(^E"e ) » R, tenemos que E^-mód y R-mód son categor ías 

equ iva lentes (véase también 123, Theorem 2.1]) y l a e q u i v a l e n c i a está 

d a d a por Hom^(E"e,_):E^-mód > R-mód. 

Como E ^ es no degenerado e idempotente entonces E^e E^-mód, así 

que s i M s Hom^(E"e,E^) tenemos que M es generador p a r a R-mód. D e l 

hecho de que E es E^ - c e r r ado y de [83, C o r o l l a r y IX.2.9] t enemos l os 
i s o m o r f i s m o s de an i l l o s End( M) « End( E ) « E . 

R E o 
o 

F i n a l m e n t e , hemos v i s to en l a demostración de (i) que T r (E"e) « 
El 

~ fEnd ( M) « E . Obsérvese que como M es generador , se t i ene un 
R O 

i s o m o r f i s m o canónico p a r a todo K e R-mód, M ® Hom (M,K) > K dado 
E R 

po r m®f I > f{m). Así, Hom (M,_):R-mód > ( E , E )-mód y 
R O 

M ®^: (E,E^)-mód > R-mód son equ i va l enc ias i n v e r s a s de categor ías; 

además, como v imos en l a Sección 3.1, Hom (Hom (M,R) ,_ ) y M ® en su 
E R E 

restricción a (E,E^)-mód son fun to r e s n a t u r a l m e n t e equ iva l en tes . E s t o 

conc luye l a demostración. 
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E l t eo rema a n t e r i o r nos pe rm i t e e s t ab l e c e r u n a 

co r r e spondenc i a en sent ido categórico, como en (69, T h e o r e m 71. 

Proposic ión 3 .2 .2 : Dado un a n i l l o E , e x i s t e una c o r r e s p o n d e n c i a 

b i y e c t i v a en t r e : 

(1) L a s c lases de equ i va l enc ia de l a s t e r n a s (R,M,^), donde R 

es un a n i l l o con uno, M es un generador y ^ : E > End{ M) es un 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s ; de f in idas bajo l a s i gu i en t e relación: (R,M,<^) 

es equ iva l ente a (S,N,0) s i y sólo s i R « S, y e x i s t e un i s o m o r f i s m o 

s e m i l i n e a l ^ : M > N, de t a l mane ra que e l d i a g r a m a : 

E X — > End( M) 

Endí N ) 

es c onmuta t i v o y donde q>' es el I somor f i smo induc ido po r (p. 

(2) L a s c lases de i s o m o r f i s m o de E-módulos p r o y e c t i v o s 

f i n i t a m e n t e generados P, donde E es T r ( P ) - c e r r ado (es d e c i r , E es un 
£ E 

obje to c e r r a d o respec to de l a topología de G a b r i e l po r l a i z q u i e r d a 

g ene rada po r Tr^(P) ) . 

(3) L a s c lases de equ i va l enc ia de l a s t e r n a s {T,e,R) donde T es 

u n i d e a l idempotente de E , E es T - c e r r a d o y 8: (E,T)-mód ——> R -mód es 

una equ i va l enc i a de categorías; con l a s i gu i en te relación de 

equ i va l enc i a : (T ,e,R) es equ iva lente a (T ' ,G* ,R ' ) s i y sólo s i e x i s t e 

u n i s o m o r f i s m o de a n i l l o s f.R > R' , <p(T) = T ' , y s i i/f es l a 

e qu i va l enc i a de categorías induc ida por <p, e l d i a g r a m a 

76 



(E,T)-mód > R-mód 

ip ( i s omor f i smo ) 

R ' - m ó d 

e s c onmuta t i v o . 

(4) L a s c lases de i somor f i smos de los con t ex t o s de M o r i t a 

{R ,E,P ,Q) , c o n E f i j o , n o r m a l i z a d o s por l a i z q u i e r d a , donde e l i d e a l 

t r a z a sobre R es R; o equiva lentemente , donde P es f i n i t a m e n t e 

generado y p royec t i vo . 

(5) L a s c lases de equ i va l enc ia de l a s t e r n a s (E .n .e ) , donde 

n e iN-{0>, e e IMn(E) es idempotente y E es T r ( E " e ) - c e r r a d o , c on l a 

relación: (E,n,e) es equiva lente a (E,m, f ) s i y sólo s i E "e ^- E ' " f . 

Demostración: Comencemos con e l i s o m o r f i s m o e n t r e (1) y (5). 

Considérese u n a t e r n a (R,M,0) . P o r el t e o r e m a a n t e r i o r , e x i s t e 

n e !N-{0} y e e MnlE) t a l que E es T r ^ ( E " e ) - c e r r a d o . E s c l a r o que E " e 

es un E-módulo por l a i z q u i e r d a p royec t i vo y f i n i t a m e n t e generado . 

A h o r a , s ean (R,M,^) y (S,N,\^) equ iva l en tes . En t once s e x i s t e n 

n e IN-{0} y e € WníE). y m e IN-<0) y f e IMm(E) t a l e s que eE " e « R « 

w S w f E ' " f y hay un i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l eE " « f E ' " , con e l c u a l 

obtenemos Hom n ( eE" ,eE"e ) Hom n ( fE ' " , eE"e ) S: Hom n, { fE ' " , fE ' " f ) . 
cE e eE e f E f 

P o r lo t a n t o , E " e S : E ' " f . 

E l i s o m o r f i s m o en t r e (5) y ( 2 ) es t r i v i a l . 

P a r a obtener e l i s omor f i smo en t r e ( 2 ) y (4), nótese que s i E , P 

son como en ( 2 ) entonces R = End( p) y Q = Hom (P,E) son , po r e l 

t e o r e m a a n t e r i o r , los objetos deseados. L o s i s o m o r f i s m o s s on 

inmed ia t o s . 

P a r a e l i s o m o r f i s m o ent re (4) y (3), s ea (R ,E ,P ,Q ) un c o n t e x t o 

n o r m a l i z a d o p o r l a i z q u i e r d a . Entonces , s i T = Tr^ íP ) , p o r l a m i s m a 

definición de con t ex t o n o r m a l i z a d o tenemos que E es T - c e r r a d o y p o r 
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[69, Theo r em 31 tenemos una equ iva l enc ia de categorías en t r e R-mód y 

(E,T)-mód. F ina lmente , s i (R ,E,P ,Q) y ( R ' , E , P ' , Q ' ) son con t ex t o s 

i s omor f o s entonces en p a r t i c u l a r P = P*. 

F ina lmen t e , p a r a ver e l i s omor f i smo en t r e (3) y (1), considérese 

(T ,0,R) una t e r n a . Entonces tenemos una equ i va l enc i a de M o r i t a en t r e 

(E,T)-mód y R-mód. Hac iendo M = <f){T) y l l amando 0 a l a composición de l 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s de endomor f i smos de M , T j u n t o con e l 

i s o m o r f i s m o en t r e este último y E , tenemos l a t e r n a (E,M,íí»). 

Considérese aho ra o t r a t e r n a (T,^,S). Es c l a r o que el i s o m o r f i s m o de 

categorías que se t iene por hipótesis induce un i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l 

en t re ^(T) y Í¡J(T). E s t o t e r m i n a l a demostración. 

Observación 3 .2 .3 : (a) E n l a demostración de l i s o m o r f i s m o en t r e 

(2) y (1) de l t eo rema a n t e r i o r , l a condición de que E sea un ob je to 

E ^ - c e r r a d o no es s u p e r f l u a . En [97) podemos e n c o n t r a r a n i l l o s , R, E y 

topologías ? de t a l m a n e r a que R-mód sea equ iva lente a (E.^-l-mód y s i n 

embargo no se puede c o n c l u i r que E sea a n i l l o de endomor f i smos de 

algún generador M e R-mód (véase también (44) y e l E j emp lo 3 .6 .2 ) . 

A s i m i s m o , tampoco es condición su f i c i en t e [691. 

(b) E s c l a r o que e l idea l E ^ desempeña, como se había 

anunc iado , u n a función c r u c i a l p a r a n u e s t r o t e o r e m a de 

caracterización. E s j u s t o quien sus t i tuye , con l a topología de G a b r i e l 

po r l a i z q u i e r d a que genera , a l a s topologías de anu lado res que 

no rma lmente aparecen en los t eoremas de caracterización. Más ade lan te 

veremos que l a s dos topologías están es t r echamente r e l a c i o n a d a s . 

De l t e o r ema 3.2.1 podemos ver que s i M es gene rador , y 
R 

E = Endí^M), entonces E^ es f i e l como E-módulo p o r l a d e r e c h a y que 

como E-módulo por l a i z q u i e r d a su a n i l l o de endomor f i smos es E . S i R 

es un cuerpo , V un R-espac i o v e c t o r i a l de dimensión i n f i n i t a y 
E « End( V) entonces E también es f i e l como E-módulo po r l a 

R o 

i z q u i e r d a , pe ro End((E^)^) no es i s omor f o a E . Nos p r egun tamos 

entonces cuándo, a l menos, E será f i e l por l a i z q u i e r d a . 
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C o r o l a r i o 3 .2 .4 : Sea M un generador , E = End( M), E = fEnd( M) . 
R R o R 

E es f i e i s i y sólo s i M es s i n torsión. 
E o R 

Demostración: (=») Sea f e Hom (M,Recl i (R)) entonces f e E y 
K M 

f - E = O, por lo tanto f = 0. E n consecuenc ia Hom (M.Rec i i (R)) = O. 
u K M 

Pe ro como M es generador , deberá o c u r r i r que Rec l i (R) = O. 

(<=) Supongamos que f E = O, con f e E , y sea g e Hom (M,R) 

a r b i t r a r i o . Entonces , M f g = O. E n v i s t a de que es to o c u r r e p a r a todo 

g e Hom (M,R) tenemos que M f S Rec i i (R) = O. P o r lo t an to M f = O y así 
K M 

f = o. 

También nos preguntamos cuándo E ^ será s - u n i t a r i o po r a l guno 

de los dos lados . E n [22, T i i eo rem 5) se es tab lece que p a r a un a n i l l o R 

y un R-módulo por l a i z q u i e r d a l i b r e F , i n f i n i t a m e n t e generado , 

fEnd( F ) es s - u n i t a r i o po r l a i z q u i e r d a (es dec i r , x e fEnd ( F ) - x p a r a 
R R 

todo X 6 fEnd( F)) s i y sólo s i R es noe ther iano . P a r a generadores , 
R 

E ^ no es necesar iamente s - u n i t a r i o ; pero , como veremos un poco más 

ade lante , s i M es un generador p royec t i vo en R-mód entonces fEnd ( M) 
K R 

s i empre es s - u n l t a r i o por l a derecha . Aún más, s i j u n t a m o s r e s u l t a d o s 

de [5] y [98], podemos c a r a c t e r i z a r , en g ene ra l , cuándo un gene rado r 

v e r i f i c a que fEnd( M) sea s - u n i t a r i o por l a de recha . 

Propos ic ión 3 .2 .5 : Sea R un a n i l l o con uno, M un R-módulo po r l a 

i z q u i e r d a generador y E su a n i l l o de endomor f i smos . Son equ i va l en tes : 

(a) Hom (M,R) es i nyec t o r pe r f e c t o . 

(t)) _® Hom (M,R):mód-E > mód-R p r e s e r v a ex t ens i ones 

esenc ia l es . 

(c) es co inyec t o r pe r f ec to . 

(ch) Hom^(M,_):mód-E > mód-R p r e s e r v a ex t ens i ones 

esenc ia l es . 

(d) es J]~2ititogenerador. 

(e) M es autogenerador . 
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(f) S i N ' e mód-E es submódulo s imp le esenc ia l de N e mód-E 

entonces Hom (M,N' ) = O i m p l i c a Hom (M.N) = O. 

(g) L o s submódulos por l a de recha de E-módulos E^-generados son 

E^-generados . 

(h) ( E ) es autogenerador . 

(i) ^(E/E^) es p lano. 

(j) E ^ es s - u n i t a r i o por l a derecha . 

Demostración: Es una aplicación inmed ia ta como caso p a r t i c u l a r de 

[5, Theo r em 2.4 y 98, Theorem 2.4J j u n t o c o n 183, P r o p o s i t i o n 

XI.3.13] . 

No podemos g a r a n t i z a r que c u a l q u i e r generador v e r i f i q u e e l 

l ema a n t e r i o r ; en p r i n c i p i o , s i ^ E ^ no es f i e l y a no puede s e r 

s - u n i t a r i o por la de recha y además, también en g e n e r a l , l a s t r a z a s de 

E-módulos p o r l a i z q u i e r d a proyec t i vos f i n i t a m e n t e generados no 

necesar i amente son ideales puros a ninguno de l os dos lados (véase 

[44]), Como e jemplos de generadores que v e r i f i c a n el l ema a n t e r i o r , 

podemos menc i ona r a aque l los que sean módulos r e g u l a r e s en e l s en t i do 

de Z e l m a n o w i t z (961, (véase [98, p. 121) y aque l los generadores cuyo 

a n i l l o de endomor f i smos sea r e g u l a r en e l s en t ido de Von Neumann [98, 

p. 111. 

3 .3 . E l p r o b l e m a d e l a carac te r i zac ión p a r a módulos l o c a l m e n t e l i b r e s 

Comenzaremos r eco rdando l a definición de módulo l o ca lmen t e 

l i b r e . 

De f in i c i ón 3.3.1: Sea R un a n i l l o con 1. U n módulo M € R-mód, se 

l l a m a l o ca lmen t e l i b r e s i c a d a con junto f i n i t o de e l ementos de M está 

conten ido en un sumando d i r e c t o de M el c u a l es l i b r e f i n i t a m e n t e 



generado. 

P a r a un a n i l l o S, con 1, es sabido que l a condición de que S 

sea i s o m o r f o a un a n i l l o de endomor f i smos de algún módulo l i b r e de 

rango n e IN-{0> es equiva lente a l hecho de que S tenga un con junto de 

n X n unidades de m a t r i z 181, De f i n i t i on 1.1.2 y P r o p o s i t i o n 1.1.3]. 

U n a generalización a l caso de an i l l o s (s in uno) de l a noción de 

unidades de m a t r i z ha s ido dada en 123, D e f i n i t i o n 1.1]. Con l a i dea 

de t r a t a r con an i l l o s de endomor f i smos de módulos l oca lmente l i b r e s 

(en l u g a r de l ib res ) vamos a extender más es tas de f i n i c i ones . 

De f in i c i ón 3 .3 .2 : Sea I un a n i l l o (no necesar i amente con 1). U n a 

f a m i l i a de unidades loca les de m a t r i z de I cons i s t e en: 

(i) U n con junto d i r i g i d o A. 

( i i ) P a r a c a d a a e A, un entero pos i t i v o n(a) y un con jun to 

{e"j> de e lementos de I, con i , j 6 <l,...,n(a)}. 

( i i i ) P a r a cada p a r e j a o rdenada (a,p) de e lementos de A, un 

e lemento f „ de I. 

L o s a n t e r i o r e s e lementos deberán v e r i f i c a r l a s s i gu i en t e s 

cond ic i ones ; hac iendo e " = e " , e = 7 " * " ^ e " , f = f . 
J JJ a J=i j a a a 

(al) e''' e"' = 6 e** (donde 6 es l a d e l t a de K r o n e c k e r ) . 

IJ kh Jk Ih uv 

(a2) r = r ; f = e" . 
(a3) S i a á P entonces e'^e = e " , y 

U P IJ 

(a4) P a r a todo x e I, e x i s t e a G A t a l que x = xe . 

M i e n t r a s que l a a n t e r i o r definición es tab l ece cond i c i ones 

aritméticas p a r a un a n i l l o que posee u n a f a m i l i a de un idades 

l oca l es de m a t r i z , e l s i gu iente l ema nos provee de u n a condición 

equ iva lente , en términos de l a teoría de a n i l l o s , que puede r e s u l t a r 

útil en muchos casos . Nótese l a analogía con [40, P r o p o s i t i o n 5 y p. 

52]. 
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L e m a 3.3.3: Sea I un an i l l o (s in uno). Son equ iva lentes : 

(a) I posee una f a m i l i a de unidades loca les de m a t r i z . 

(b) E x i s t e un conjunto ^ e A e lementos idempotentes de I 

que v e r i f i c a n : 

(bl) l u ^ s l u ^ p a r a todo n,v e A. 

(b2) P a r a todo conjunto f i n i t o {x , . . . , x } de e lementos de 
1 n 

I, e x i s t e un subconjunto f i n i t o F de ^"^^^^ ^ ¿ t a l que sus e lementos 

son idempotentes or togona les dos a dos y t a l que x= EpX^u^ p a r a c a d a 

i G {1 n). 

Demostración: (a=>b) Sea, pues, (^^j)^ G A f a m i l i a de un idades 

loca les de m a t r i z (con l a notación tomada de l a definición). D e f i n i m o s 

A = A X (U^N(a) ) , donde N(a) = {1 n(a)) p a r a c a d a a G A, y u^= e"^ 

donde ¡i = (a, i ) . Así, {u } a f a m i l i a de idempotentes , p o r 
^ / i G A 

(a l ) . E n analogía con [40, P r opos i t i on 4 y p.511, d e f i n imos , p a r a c a d a 

a G A, (p, . .,:Ie > le t a l que xe i > xe e . A f i r m a m o s 
^(a , i , j ) n j j ^ 11 11 u 

que <p. . es un i somor f i smo . P a r a esto , observemos p r i m e r o que 

x e " e " = x e " . De este modo, s i x e " = O entonces O = x e " e " = x e " . 
11 i j i j i j i j j i u 

Po r lo t an t o , <p, , ,. es monomor f i smo . A h o r a , s ea xe G le . 
(a. l . j ) JJ JJ 

Entonces , ^0^^= (xe ^^)e ̂ e^= {xe ^^)e por lo t a n t o xe^^ es 

p r e - i m a g e n de x e " y en consecuenc ia <p. . es e p i m o r f i s m o . E s t o 
J J ' oc, 1, j j 

p r u e b a que es i s omor f i smo y así es tab lecemos l a afirmación. A h o r a 
ot B 

de f in imos p a r a c a d a pa r e j a a ,P G A, (p, -.-.le > le como 
l a , p j 1 1 

'^{a *^a/3' multiplicación por l a de r e cha por f^^. Con un 

argumento s i m i l a r a l a n t e r i o r se puede d e m o s t r a r que <p, también es 

i s o m o r f i s m o p a r a todo a , 3 G A. Componiendo los i s o m o r f i s m o s tenemos 

(bl ) . 

P a r a p r o b a r (b2) tómese un con junto (x , . . . , x } en I. P o r (a4) , 
1 n 

p a r a c a d a x^, e x i s t e e^ , con a^G A t a l que x^e^ = x^. Tómese p m a y o r 

que {a , . . . , a } (esto es pos ib le en v i s t a de que A es un con jun to 
1 n 

d i r i g i d o ) . En tonces , por (a3) e e_= e p a r a todo a , i = l , . . . , n , y 
" i ' " i ' 
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en consecuenc ia x e_= x p a r a todo i = l , . . . , n . Sabemos que 
I fi I 

e = Y^^^^e^ y que {e }"̂ ^̂  es un conjunto de e lementos idempotentes 

n(l3) 
o r togona les dos a dos. Haciendo ¡1= 0 , j ) , tenemos que { " j j } j ^ j = ^ 

un con junto f i n i t o de idempotentes or togona les dos a dos t a l que 

x= EpXjU^ p a r a c a d a i = l , . . . , n . Es t o prueba (b2). 

(b=>a) Sea L = { F S A | F es f i n i t o y {u } ^ ^ es un con junto de 

elementos idempotentes o r togona l es dos a dos >. 

De f in imos l a s igu iente relación de equ i va l enc i a sobre L : sean 

F , G e L . F es equiva lente a G s i y sólo s i Y.^ ^ F ^ ^ f i " e G^^p* 

A e l con junto de c lases de equ iva l enc ia . De f i n imos a h o r a sobre A e l 

s i gu i en te o rden p a r c i a l : ( F l s IGI s i y sólo s i g F ' ' " p ^ ^ p e G ' ' " p 

p a r a a l gunas F ' e [F] y G ' e (G l (obsérvese que s i va l e p a r a una , 

entonces va le p a r a todas ) . Vamos a p r oba r que A j u n t o con " s " es un 

con junto d i r i g i d o . Sean a,p e A; cons ideremos dos r ep r e s en tan t e s F^e a 

y F _ e p y {u y _ y {u } r- los con juntos de e lementos 
p ' ^ ^ f i 'M e F ^ ^ p ' p e F p 

idempotentes o r togona les dos a dos. Como {u ) ^ p U {u } ^ p es un 

con junto f i n i t o entonces, po r (b2), ex i s t e o t r o F £ A f i n i t o t a l que 

(u^ ) ^ ^ P es un con junto de e lementos idempotentes o r t ogona l es dos a 

dos, y u^= u ^ J ^ u ^ y u^= ^p^\ P^^^ fi e F ^ y p e F ^ . Sea y = [F]. 

Como Ep. l u S E r - I " y I r I " 2 I r ^ " ®̂ tiene que a. ^ y y p ^ y. P o r lo H t T p t T 

t an t o , A es un conjunto d i r i g i d o . Es t o p rueba (i ) . 

A h o r a , vamos a c o n s t r u i r ( i i ) y ( i i i ) . P a r a c a d a a e A e l eg imos 

a r b i t r a r i a m e n t e un represen tante , d igamos F^ , y lo de jamos f i j o 

(obsérvese que p a r a cada elección se obtendrá u n a f a m i l i a ) . En tonces 

tenemos con juntos {u } ^ p f o rmados po r e l ementos idempotentes 

o r t ogona l es dos a dos. P a r a c a d a F , numeramos sus e l ementos 
a 

a r b i t r a r i a m e n t e y dejando l a numeración f i j a d e f i n imos n(a) = número 

de e lementos de F . Cons ideremos cua l qu i e r u 6 {u ) . y l a de jamos 

f i j a . A h o r a , p a r a todas y c a d a u n a de las fi^ e Ü^F"^ cons ide r emos un 

i s o m o r f i s m o - e l c u a l e x i s t e po r ( b l ) - a- : Iu > l u con l a 
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condición de que s i u = u ^ p a r a a l guna pî  e U ^ F ^ entonces 

(T : Iu > l u es l a ident idad en l u . Pongamos entonces 

(p : Iu > lu t a l que (p = a' a- p a r a todo u , p e U . F , 

e l c u a l , s iendo composición de i somor f i smos es, a su vez, i s o m o r f i s m o . 

Sean a , p e lementos de A. Entonces s i empre se t i ene a l menos algún 

|j e F y p e F_ . Entonces hacemos f = (p (u ) y e " = ). 

i , j e {l,...,n(a)>. Con esto , tenemos de f i n i das a l a s f a m i l i a s 

<^j>a e A y <^ap>a,p e A es tab lecen ( i i ) y ( i i i ) . 

Vamos a ver a continuación s i es tas f a m i l i a s v e r i f i c a n l a s r e g l a s 

de m u l t i p l i c a r de l a definición. Sean y e"^, a e A. A f i r m a m o s que 

e " ê ^ = ó e*" . Cons ideremos las igua ldades e " e " = e " •«) (u ) = 
U hk jh ik ^ i j hk i j V n / 11/ 

h k n 

= (p ( e " - u ) = (p ((p (U )-U ) = W (tp ( u ) - u * u ) = 

= 8 <p (cp (u ) ) = 6 cp (u ) = 5 e"' . Análogamente se puede 
'^h^k ' ^ l ^ r k ^1 

d e m o s t r a r que f^^^ P^ra todo a,/3,r 6 A. Así obtenemos (al ) y 

(a2). 

P a r a (a3), sean a,fS e A, a s |3. entonces, po r l a m a n e r a como se 

definió e l o rden , se t iene que Y ^ l u S T ^ l u . Considérese un 
e fi ^ P e F p p 

e lemento e " . Entonces e " e y _ l u y tenemos una expresión e"' = 
i j i j ^p e F p ^ i j 

^ fí 
= y _ X u , con A e I. Como e = Y ^ e' = Y ^ <p [u ) = 

^ p e F p p p ' p p ^p 6 F p pp ^ p e F ^ V p P 

= y „ ( r ~ V (u ) = y _ u entonces e " e_= V ^ A u V , r ^ u , = 
& p p p ^p e Fp p i j p ^p e F p p p ^ p ' e F ^ p ' 

~ ^ p e F ' ^ p " p ~ ^ ^^^^ queda es tab lec ido . 

F i n a l m e n t e , po r (b2) se t i ene de inmed ia to (a4) . E s t o conc luye l a 

demostración. 

Observación 3 ,3 ,4 : Dado I con una f a m i l i a de unidades l oca l es de 

m a t r i z (A, i^a^^y^' demostración de l l ema a n t e r i o r se 

desprende de inmed ia to que todos los idea les le^^ son i s omor f o s y en 
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consecuenc ia , salvo i somor f i smos , e l a n i l l o Endí^le^^ no varía. 

As im i smo , End( j le "^ ) « End ( j lu^ ) p a r a cua l qu i e r M e A porque l u ^ s l u ^ 

p a r a todo pL,p 6 A. Así, independientemente de l a construcción de l a 

f a m i l i a de unidades loca les de m a t r i z , se t iene , sa lvo i s o m o r f i s m o s , 

también un so lo an i l l o . E s t o nos pe rm i t e da r l a s i gu i en te definición: 

De f in ic ión 3 .3 .5 : Dado un an i l l o (s in uno) I, j u n t o con una 

f a m i l i a de unidades loca les de m a t r i z 5 = (A, { e " } , i^^o)^ l l a m a r e m o s 

a End(j le^^) e l a n i l l o asoc iado a l a f a m i l i a g. 

Podemos a h o r a c a r a c t e r i z a r a aque l los a n i l l o s E que son 

an i l l o s de endomor f i smos de módulos loca lmente l i b r e s sobre a l g u n a 

c lase de a n i l l o s . 

T e o r e m a 3.3.6: Sean E y R an i l l o s con uno. En tonces , l a s 

s igu ientes condic iones son equiva lentes . 

(1) E x i s t e un R-módulo por la i z q u i e r d a l oca lmente l i b r e t a l 

que E « End( M). 
R 

(2) E cont iene un idea l (bi látero) idempotente E^ t a l que: 

(i) E^ genera una topología de G a b r i e l po r l a i z q u i e r d a en E 

de t a l m a n e r a que E es un objeto E^ - c e r r ado . 

( i i ) E ^ posee una f a m i l i a de unidades l oca l es de m a t r i z , con 

a n i l l o asoc iado i s omor f o a R. 

Demostración: {1=*2) L a par t e (i) se s igue de l T e o r e m a 3 .2 .1 , c on 

E « fEnd ( M). 
o R 

( i i ) Vamos a suponer que E = End( M). Cons ide remos entonces e l 
R 

con junto A cuyos e lementos son los pares ( K ,T ) - ) = 5 t a l e s que K es un 
o 

sumando d i r e c t o de M, M = K©K', T J ^ es l a proyección co r r e spond i en t e , y 

ex i s t e un i s o m o r f i s m o (p-.K > R. P a r a cada 6 6 A, tomemos u = T J . Í , -
o o o o 

donde l-.K > M es l a inclusión canónica; así que {u_}_. . es un 
o o o e A 

con junto de e lementos idempotentes de E^. P a r a c a d a p a r e j a 6, n de 

e lementos de A, podemos d e f i n i r i ^^ =ri^ó^(f> i ; entonces per t enece 
o j i o o |i |J ó p 
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a E y l a multiplicación por l a de recha por i m p l i c a l a e x i s t e n c i a 
o 

de un i s o m o r f i s m o E^u^s E ^ u ^ . y a que u^v^^= ^ S ^ S ^ S ^ Ó ^ M ' V ' ' s ^ ó V V 

= •i}^é^<f>~^L (T) t ) »= - u . Es t o p rueba l a condición (bl ) . 

Vamos a h o r a a v e r i f i c a r que l a condición b.2 o c u r r e . S i x , . . . , x 

per tenecen a E = fEnd( M) entonces J] Im x está con ten ida en un 

sumando d i r e c t o l i b r e f i n i t amen t e generado, H , de M . P o r lo t a n t o , H 

t iene una expresión de l a f o r m a H = K^®...®K^ donde cada R, y es 

un sumando d i r e c t o de M. S i T}:M > H es l a proyección sobre H 

entonces tomemos TJ = T)C^ (donde c^.W > es l a proyección 

canónica p a r a l a expresión dada de II). Es to nos d a 5^= (^^,17^ ) e A y 
1 

F = {8 ̂ ,...,8} cons i s t e entonces de e lementos idempotentes 

o r t ogona l es dos a dos cuya suma es jus t o T). A S Í , tenemos (b2). 

F i n a l m e n t e , e l a n i l l o asoc iado con l a f a m i l i a de un idades l o ca l e s 

de m a t r i z de E es End( E u_) ~ u . E u - ~ End( K ) « R (éste último 
o E O Ó Ó O O R 

O 
i s o m o r f i s m o se obt iene a l hacer co r r esponder x e E = fEndí M) c o n s u 

o R 

restricción a K ) . 

(2=»1) P o r (i), tenemos que End(^E^) « E [83, C o r o l l a r y IX .2 .9 ] . 

A h o r a b i en , po r e l L e m a 3 .3 .3 tenemos que e x i s t e un con jun to ÍUg }^ ^ ^ 

de e lementos idempotentes de E^ que v e r i f i c a n las cond i c i ones b l y b2 

de d i cho l ema , y t a l e s que u _ E u-= u_Eu-,!» R. Tómese u = u . . , p a r a 
o o o o o o 

a l guna ó e A a r b i t r a r i a que a h o r a dejamos f i j a . D e f i n i m o s R = uEu„, 
d o 

M = u E = u E ^ y e sc r i b imos R = u E u . Como, por (bl ) , E u ^ s E u p a r a todo 
5 e A tenemos entonces que u E u - S u E u (como uEu-módulos po r l a 

o 
i z qu i e rda ) ; es dec i r , que R = R^ como R-módulos por l a i z q u i e r d a . 

Como EUgS Eu p a r a todo 5 e A tenemos que E^S E u E y como u G E^ y 

E es bi látero tenemos que E u E e E . P o r lo t a n t o E = ' E u E . Nótese que o o o 

entonces se v e r i f i c a n las condic iones de l T e o r e m a 3.2.1 (b=»a) y así 

tenemos que R-mód y (E,E^)-mód son categorías equ i va l en tes a través de 

l a s equ i va l enc ias inve r sas Hom ( E u , _ ) : ( E , E )-mód > R-mód y 
E O 

Hom (M , _ ) :R-mód > ( E , E )-mód y que E u es un p r o g e n e r a d o r p a r a 

(E,E^)-mód (véase también, [20, Theo r em 2.6]) (y también p a r a l a 

categoría equ iva l ente E^-mód). A través de d i c h a e q u i v a l e n c i a t enemos 

que M c o r r esponde con E y en consecuenc ia End{ M ) ~ E . Así, sólo nos 
R 
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r e s t a p r o b a r que M es un módulo loca lmente l i b r e . 
R 

P a r a e l l o , sea <x , . . . , x > un conjunto f i n i t o de e lementos de M , 
I n 

Xj= ua^, con a^e E^ . Po r l a condición (b2) tenemos que e x i s t e u n a 

f a m i l i a f i n i t a F de idempotentes or togona les dos a dos íu^ }^ ^ p, 

F £ A ta l es que a = a _ u _ . De aquí se s igue que c a d a x 
1 1 '-'ó € r o 1 

per tenece a ^ pUE^u^» E 5 ^ f^^s^ I 5 ^ F ^ S " ^ ^ 5 e F " 5 

son e lementos idempotentes, tenemos entonces que Eg g pR¿ es una s u m a 

d i r e c t a y que es un sumando d i r e c t o l i b r e de M , f i n i t a m e n t e generado . 

E s t o c o m p l e t a l a demostración. 

Observación 3.3.7: A p a r t i r de l a demostración de l t e o r e m a 

a n t e r i o r se sigue que s i l a condición (2) o c u r r e entonces es pos ib l e 

e l e g i r M. = u E de t a l modo que s i i d en t i f i c amos E y End( M) entonces 
K 

E = fEndí M) . P o r o t r o lado , es c l a r o que s i suponemos (1) y t omamos 
O R 

E = fEndí M) entonces t odas las condic iones de ( 2 ) se v e r i f i c a n p a r a 
o R 

E^ . También obsérvese que E^ es un an i l l o ( s i n . u n o ) s - u n i t a r i o p o r l a 

de recha , por l a condición 2 ( i i ) de l t eorema a n t e r i o r y l a Definición 

3 . 3 . 2 . 

3 .4 . E l p r o b l e m a de l a carac ter i zac ión p a r a módulos p r o y e c t i v o s c o n 

e l e m e n t o u n i m o d u l a r . 

Empeza remos por c ons i d e r a r , de modo más g e n e r a l , los a n i l l o s de 

endomor f i smos de generadores p royec t i vos p a r a ve r p rop i edades de l 

i d e a l E ^ en ese caso . Como se notará a lo l a r go de este parágrafo, y 

en e l capítulo r e f e r en t e a l a u n i c i d a d , todos l os r e su l t ados que se 

obtengan p a r a módulos p royec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r también se 

v e r i f i c a n s i n camb ios esenc ia les en gene ra l p a r a gene radores 

p royec t i v o s . S i n embargo , hemos r e s t r i n g i d o l a c l a s e a l a de l o s 

p r oye c t i v o s con e lemento un imodu la r a l f i n a l de e s t a sección, porque 

c ons i d e r amos que se gana bas tante en cuan to a l a s e n c i l l e z de l a 

B7 



exposición [63]. 

Vamos a r e t omar entonces el Teo rema 3.2.1 y ver a l gunas 

prop iedades de E^. 

Proposic ión 3.4.1: E n l a situación del Teo rema 3.2.1, se t iene : 

M e R-mód es proyec t i vo s i y sólo s i E^ es p royec t i vo en E-mód. 

Demostración: [C fr . 31, P r o p o s i t i o n 16.2]. Como M es p royec t i v o 

en R-mód y es ta categoría es equiva lente a E^-mód, donde, bajo l a 

equ i va l enc ia , M corresponde con E^, entonces E ^ es p r oy e c t i v o en 

E^-mód (recuérdese que E^€ E^-mód puesto que es generador ) . 

Considérese aho ra la sucesión e xac t a de E-mód E*''———> E^ > O p a r a 

I un con junto adecuado. Entonces , como E " ' y E ^ son E ^ - l i b r e s de 

torsión, podemos f o r m a r el s igu iente d i a g r a m a conmuta t i v o con 

reng lones y co lumnas exac tos . 

E ' " - - ^ . - > F > O 

„ „ ( l „ I — E ®E = E <-o o 

O 

O 

Como E ^ " y E^ per tenecen a la categoría E^-mód entonces i j ' es un 

E^ -homomor f ismo y por hipótesis, e l renglón i n f e r i o r se esc inde , 

d i gamos con n ' , como en el d i a g r a m a . F i n a l m e n t e , obsérvese que s i 

H = ^i't entonces /ÍT) = (JI'L IT ) = /i'(fn) = fi'-rj' = 1 . Po r lo t an to , E 
o 

es p r o y e c t i v o en E-mód, y a que )i ' es un E - h o m o m o r f i s m o . 

E l recíproco es inmed ia to a p a r t i r de l a e qu i va l enc i a de 

categorías que ex i s t e en t re E^-mód y R-mód, donde E^ se co r r e sponde 

con M. 
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Proposic ión 3 . 4 . 2 : E n la situación de l Teo r ema 3 . 2 . 1 con 

proyec t i vo , E ^ posee un conjunto de generadores i"^^^ ^ | de t e rm inado 

po r M , t a l que p a r a todo x G E ^ , '^•X^= O para, c a s i todo a 6 I y 

x = J ^ ^ X ' X ^ . Además, toda base dua l de E^ es de l a f o r m a ^a^.y^^^ g j 

donde a „ G E ; y . G E„. 

Demostración: Con l a notación del Teo rema 3 . 2 . 1 considérese e l 

con t ex to der i vado de M junto con los homomor f i smos de bimódulos 

<_,_>:M ® Hom (M,R) > R y [ _ ,_ l :Hom (M,R) ® M > E (donde 
E R R R 

E = End( M) y E = Im [ , 1). Sea {f ,m } , una base dua l p a r a M . 
R •' o - - a a a G I ^ R 

Entonces , s i x G E ^ , X t iene una expresión x = E^lg^'"^l> donde 

g G Hom (M,R) y n G M; pero , p a r a cada k G IN, se t i ene u n a expresión 
k R . k 

de n en términos de l a base dua l , n = F <n , f >m = F n [f ,m 1. E n 
k k k a a k o" a 

consecuenc ia , cada I g ^ . n J = [ g ^ ' ^ a ^ k ' " ^ a ' ^ k ' " k ' * 

dec i r , e l con junto ^íí^j^-^nj) v e r i f i c a la prop iedad deseada. 

L a última p a r t e se deduce del i s omor f i smo Hom^(E^,E) = E que 

tenemos por s e r E, E^ - c e r r ado . 

De f in i c i ón 3 . 4 . 3 : Sea R un a n i l l o con 1 y P G R-mód p r oy e c t i v o . 

Se d ice que P posee urt e lemento un imodu la r s i e x i s t e un e lemento p de 

P, de t a l m a n e r a que Rp = R y Rp es sumando d i r e c t o de P. 

T e o r e m a 3 . 4 . 4 : Sean E , R an i l l o s con 1. Son equ iva l en tes : 

(a) E x i s t e un módulo p royec t i vo con e lemento u n i m o d u l a r 

P G R-mód t a l que End( P) ~ E. 
R 

(b) E posee un elemento idempotente e, de t a l m a n e r a que E e E es 

p roy e c t i v o , E es un objeto E e E - c e r r a d o , y R « eEe. 

Demostración: Se s igue del T eo r ema 3 . 2 . 1 y los r e s u l t a d o s 

a n t e r i o r e s . 

Nótese que, en este caso, E e E ~ fEnd( P) , y que e l i s o m o r f i s m o 
R 

R « eEe nos da i s omor f i smos semi l inea l es P s eE y Hom (P,R) s E e , que 
R 

inducen e l i s o m o r f i s m o de an i l l o s (esto lo veremos con más d e t a l l e en 
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e l Capítulo 4). 

3 .5 . A l g u n a s c l a s e s espec í f i cas de a n i l l o s . 

E n es ta sección vamos a c o n s i d e r a r a l gunas c l a ses 

p a r t i c u l a r e s de an i l l o s K m i en t r a s que 311 será l a c lase de los módulos 

l oca lmente l i b r e s o proyec t i vos (o l a de los módulos p royec t i v o s y 

l oca lmente l i b r e s ) . P a r a cada pa r (K.OH), ob tendremos , ap l i c ando l os 

r e su l t ados precedentes, una solución a l p r o b l e m a de l a 

caracterización. 

Proposic ión 3.5.1: Sea E un an i l l o . L a s s i gu i en t es cond i c i ones 

son equ iva lentes : 

(a) E x i s t e un a n i l l o s e m i - i i e r e d i t a r i o por l a i z q u i e r d a R t a l 

que R es s u m a d i r e c t a de ideales por l a i z q u i e r d a indescomponib les y 

e l a n i l l o E es i somor fo a l an i l l o de endomor f i smos de algún R-módulo 

por l a i z q u i e r d a M, l oca lmente l i b r e . 

(b) S i T es e l i d e a l por l a i z q u i e r d a de E generado por todos 

los idempotentes p r i m i t i v o s de E entonces, 

(i) T es bilátero. 

( i i ) E es T - c e r r a d o . 

( i i i ) T posee una f a m i l i a de idempotentes f i n i t o s {u > 
a a e A 

t a l que Eu^= E u ^ p a r a cua l e squ i e ra a , G A y c a d a x G T t i ene u n a 

expresión como x = E ^ x u ^ p a r a algún subcon junto f i n i t o S e; A, 

adecuado, donde los u ^ son or togona les dos a dos. 

(iv) Todos los ideales f i n i t a m e n t e generados de T son 

p roye c t i v o s como idea les por l a i z q u i e r d a de E . 

Demostración: (a=*b) Supongamos que E = End( M), M l o ca lmen te 
R R 

l i b r e y E^= fEnd(^M) . Sea e G E un idempotente p r i m i t i v o . En tonces Me 

es un sumando d i r e c t o de M, indescomponib le (6, C o r o l l a r y 5.11) y po r 
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[93, P r o p o s i t i o n 1.5], Me es f in i t amente generado, lo cua l i m p l i c a que 

e 6 E^ . Como R es suma de R-módulos por l a i z q u i e r d a indescompon ib l es 

entonces , a l ser M loca lmente l i b r e , está generado por módulos 
R 

indescomponib les y en consecuenc ia , por l a equ i va l enc i a de categorías 

que se t i ene en t re R-mód y E -mód dada por E Hom (M,_) (véase l a 
O o R 

demostración de l Teo rema 3.3.6) , E^ también está generado por l os 

co r r espond i en t es e lementos idempotentes de E , los cua les son 

p r i m i t i v o s . S i hacemos T = E^ , vemos que (i ) , ( i i ) y ( i i i ) se 

v e r i f i c a n por e l Teorema 3.3.6 y e l L ema 3 .3 .3 . F i n a l m e n t e , como R es 

s e m i - h e r e d i t a r i o por l a i z q u i e r d a entonces todos los submódulos de M 

f i n i t a m e n t e generados son proyec t i vos (por se r M loca lmente l i b r e ) . 

E s t a p rop i edad se t r a n s f i e r e a l a categoría T-mód en v i s t a de l a 

equ i va l enc i a que se mencionó an te r i o rmente ; así, tenemos que todos l os 

idea les por l a i z q u i e r d a de T f i n i t amen t e generados son p royec t i v o s en 

T-mód. A h o r a , sea u = u ^ como en e l Teo rema 3.3 .6 . Como E u = T u porque 

u e T y E u es progenerador p a r a T-mód entonces, s i K es uno de esos 

idea les tenemos una sucesión e x a c t a e s c ind ida . T u ' " ' > K > O en 

T-mód; se obt iene así una sucesión e s c ind ida E u ' " ' > K > O en 

E-mód. E n consecuenc ia , K es proyec t i vo y f i n i t a m e n t e generado como 

idea l po r la i z q u i e r d a dfe E . 

(b=>a) Suponiendo (b), tenemos entonces que por e l T e o r e m a 3 .3 .6 E 

es i s omor f o a End( M) p a r a un M loca lmente l i b r e y R ~ u T u p a r a algún 
R R 

idempotente f i n i t o u e T . Aún más, como se v io en l a demostración de l 

T e o r e m a 3 .3 .6 (2=>1) ex i s t e una equ i va l enc ia de categorías en t r e T-mód 

y R-mód dada por el f un t o r Hom^(Eu,_ ) , en l a cua l T co r r e sponde con M 

y T u con R. A h o r a b i en , l a condición b(iv) nos d ice que todo subob je to 

de T f i n i t a m e n t e generado en l a categoría T-mód es p roye c t i v o . E n 

v i s t a de la equ i va l enc ia a n t e r i o r , tenemos que todos los submódulos de 

M f i n i t a m e n t e generados son proyec t i vos y , en p a r t i c u l a r , a l se r M 

l oca lmen te l i b r e , también lo son todos los idea les de R f i n i t a m e n t e 

generados . E n consecuenc ia , R es s e m i - h e r e d i t a r i o por l a i z q u i e r d a . 

Además, T u = Te®. . .©Te p a r a a lgunos idempotentes p r i m i t i v o s 
I S 

e ,...,e , o r togona les dos a dos; así que T u es s u m a d i r e c t a f i n i t a de 
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módulos indescomponib les , pues Te^= Ee^ e l cua l es indescomponib le en 

E-mód. E n consecuenc ia , como T u corresponde , a través de l a 

equ i va l enc ia , con R, entonces R posee l a m i s m a p rop i edad . E s t o 

c omp l e t a l a demostración. 

U n an i l l o R se conoce como a n i l l o de K a s c h por l a i z q u i e r d a 

cuando todo R-módulo por la i z q u i e r d a s imp le es i s omor f o a un idea l 

por l a i z q u i e r d a de R (83, p.235). Tenemos e l s i gu i en te r e s u l t a d o p a r a 

módulos l oca lmente l i b r e s sobre an i l l o s de K a s c h . L a definición de 

idea l denso l a hemos tomado de [83, E x a m p l e VI .6 .3 ) . 

Proposic ión 3.5 .2 : Sea E un an i l l o . L a s s i gu i en tes cond i c i ones 

son equ iva lentes : 

(a) E x i s t e un a n i l l o de K a s c h por l a i z q u i e r d a R, y un R-módulo 

por l a i z q u i e r d a M, loca lmente l i b r e t a l que s u a n i l l o de 

endomor f i smos Endí M) es i s omor f o a E . 
R 

(b) L a s s i gu i en tes condic iones se v e r i f i c a n : 

(i) E cont iene un menor idea l po r l a i z q u i e r d a denso T , t a l 

que T posee una f a m i l i a {u > , de idempotentes con E u = E u _ p a r a 

c u a l e s q u i e r a a,(i e A ^ c a d a x e T puede e s c r i b i r s e como x = Zg^u^^ p a r a 

algúi 

dos. 

algún subcon junto f i n i t o S £ A adecuado, con los u ^ o r t o gona l e s dos a 

( i i ) S i J es un idea l por l a i z q u i e r d a de E , m a x i m a l 

2 l a p rop i edad de no se r denso, entonces '^^.ÍJ) * O. 

( i i i ) E es su prop io a n i l l o m a x i m a l de coc i en tes po r l a 

i z q u i e r d a . 

Demostración: (a=>b) Sea T = fEnd( M) = E . En tonces , por e l 
R o ^ 

T e o r e m a de l a caracterización p a r a módulos l oca lmente l i b r e s T posee 

una f a m i l i a <u^>^ ^ ^ de idempotentes que v e r i f i c a n las cond i c i ones de 

(i). F a l t a ver que T es e l menor idea l po r l a i z q u i e r d a denso en E . 

P a r a esto , s ea J un idea l po r la i z q u i e r d a de E t a l que ' i^(J) = O; 

entonces , p a r a cada u , u Ju es un idea l de u E u (el a n i l l o 
a a a a a 
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asoc iado ) . Como u Eu es de K a s c i i , s i u Ju S u Eu entonces e x i s t e 
a a a a a a 

[83, P r o p o s i t i o n Xl.5.11 O * x e u ^ E u ^ t a l que "^^J'^j^x = O. E s t o 

i m p l i c a que u E (Ju x) = O y que (Eu E ) (Ju x) = O y en consecuenc i a 

Ju ^ x = O. Pero esto es impos ib le , pues '^^(J) = O, y por lo t a n t o 
u Ju = u E u , p a r a todo u , con a G A. Como u Ju = u E u entonces 

a a a a a a a a a 
Eu J u S Ju pues J es ideal por l a i z q u i e r d a y Eu = E u E u = 

a a a - ^ a a t t 
= E u Ju 5 Ju , po r lo tanto Ju = Eu . Sea a h o r a I un idea l por l a 

a a a a a 

i z q u i e r d a denso; entonces, p a r a todo u ^ , J = n :u^ ) es un idea l po r l a 

i z q u i e r d a t a l que i j . (J) = O, y por lo a n t e r i o r se t i ene que Ju^= E u ^ . 

Pero J u ^ S 1 p a r a todo a e A, por lo t an to J ]^Eu^5 1 y así T S I. 

Además, de inmed ia to se puede ver que T es denso. E s t o p r u e b a ( i ) . 

Sea a h o r a J un idea l m a x i m a l con l a p rop i edad de no s e r denso. 

Nótese que s i T S J entonces, p a r a todo K = {J:a) se t i ene T S K 

porque T es bilátero y en consecuenc ia 'T^J.(K) = O , porque E es 

T - c e r r a d o . Po r lo tanto T * J . Entonces u T * u J ya que s i u T = u J 
a a ' a a 

entonces como T « fEnd( M), se tendría q u c T = Tu T = T u J £ J l o 

c u a l , por lo a n t e r i o r , es impos ib le . Vamos a ver entonces que 

J = Hom _ (u E , u J ) . L a contención de i z q u i e r d a a d e r e c h a es 
u E u ^ a a ' ^ 

a a 
inmed ia ta . S i J está conten ido p rop iamente en " o n ^ ^ £y ("oc^'^a"'^ 

* a a 
entonces Hom _ (u E , u J ) es denso, pues J es m a x i m a l con l a 

u E u a a ' ^ 
a a 

p rop i edad de no se r l o . Así, T £ Hom^ ( u ^ E , u ^ J ) lo c u a l i m p l i c a que 
a a 

u^T = u ^ H o m ^ ( u ^ E , u ^ J ) = u ^ J pero esto , como v imos , es impos ib l e , 
a a 

P o r lo t an t o , J = Hom _ (u E , u J ) . Además, u J es un u E u -submódulo 
u E u ^ a a ^ a a a 

a a 
m a x i m a l de u E , pues s i K es t a l que u J c K £ u E entonces J c 

c Hom^ ( u ^ E . K ) £ E . Es to i m p l i c a que Hom^^ ( u ^ E , K ) es denso y p o r 
a a a ' a 

lo t a n t o K = u ^ E . Así, tenemos que, por ser u ^ E l oca lmente l i b r e , 

Hom „ E / u J . u E ) * O y por lo t an to n. (J) * O. 
n E u ^ t t a a ' ' ^ E 

a a 

( i i i ) Se desprende de que T = E ^ y es e l menor denso [83, 

P r o p o s i t i o n V L 6 . 4 ] . 

(b=>a) P o r (i), T es bilátero, T - l i b r e de torsión e idempotente . 

Sea ? l a topología de G a b r i e l po r l a i z q u i e r d a g ene rada po r ? . 
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Entonces , End(^T) es i somor fo a l a n i l l o máxima! de coc i entes E ^ de E 

[83, P r o p o s i t i o n VI.6.4) . Sea u = u ^ . Por (i), tenemos que T = E u E y 

por e l Teo rema de l a caracterización p a r a módulos l oca lmente l i b r e s , 

uE es un uEu-módulo por l a i z q u i e r d a loca lmente l i b r e t a l que 

End( uE) Si E. F a l t a p roba r que u E u es un a n i l l o de K a s c h por l a 
uEu 

i z q u i e r d a . 

Sea u E / K un módulo s imple y L = Hom ^ (uE.K ) . Si L c J p a r a algún 

idea l po r l a i z q u i e r d a J de E entonces uJ = u E y por t a n t o T S J , p e r o 

T c L porque uL = K c u E . Po r lo t an to , L es m a x i m a l con l a p r o p i e d a d 

de no se r denso, lo cua l i m p l i c a que '^^(L) * O y po r lo t a n t o 

Hom (uE/K,uE ) * O. Y como uE es loca lmente l i b r e , tenemos que u E u es 
uEu 

de K a s c h . 

A continuación, vamos a e s t u d i a r e l caso de los a n i l l o s 

noe ther ianos y módulos loca lmente l i b r e s . 

De f in ic ión 3 .5 .3 : Sea S un a n i l l o con uno y e e S un e l emento 

idempotente . D i r emos que e es un idempotente c u a s i noe the r i ano cuando 

p a r a t oda cadena ascendente Se S ... £ Se S ... de sumandos d i r e c t o s 
1 n 

de S, l a cadena S e n ?e S ... S Se n Se S ... se es tac ione . 
1 n 

Proposic ión 3 .5 .4 : Sea E un a n i l l o con uno. L a s s i gu i en t e s 

cond ic iones son equ iva lentes : 

(a) E x i s t e un a n i l l o noe ther iano por l a i z q u i e r d a y un R-módulo 

por l a i z q u i e r d a M, loca lmente l i b r e t a l que End( M) ~ E. 
R 

(b) Si T es e l i dea l po r la i z q u i e r d a de E generado po r todos 

los idempotentes p r i m i t i v o s cuas i noe ther ianos de E entonces : 

(i) T es bilátero y E es T - c e r r a d o . 

( i i ) T posee una f a m i l i a {"1 }̂̂ ,̂  e A idempotentes f i n i t o s 
de t a l m a n e r a que Eu = E u p a r a c u a l e s q u i e r a a,/3 e A, y c a d a x G T 

ce ¡j 

puede e s c r i b i r s e como x = E^xu^ p a r a algún subcon junto f i n i t o S S A, 

adecuado, c on los u ^ or togona les dos a dos. 

( i i i ) P a r a cada pa r e, e' de idempotentes p r i m i t i v o s c u a s i 
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noether ianos de E tenemos que eEe ' es noe ther iano como eEe-módulo p o r 

l a i z q u i e r d a . 

Demostración: (a=*b) Vamos a comenzar demost rando que s i E = 

= Endí M) p a r a un a n i l l o noether iano por l a i z q u i e r d a R y un R-módulo 
R 

por l a i z q u i e r d a M loca lmente l i b r e , y E = fEndí M) entonces c a d a 
O K 

idempotente e e E es cuas i noether iano s i y sólo s i e 6 E^ . 

Supongamos p r i m e r o que e e E^. Entonces X = Im e es un sumando 

d i r e c t o de M f in i t amente generado y en consecuenc ia es un R-módulo p o r 

l a i z q u i e r d a noether iano . Considérese l a cadena Ee^S ... S ^e^S ... de 

sumandos d i r e c t os de E . Entonces , obsérvese que Ee = Hom ÍM,Im e ) y 
1 R 1 

que Ee n Ee = Hom ÍM.Xnlm e ) y a que E = Endí M). A h o r a b i en , como X 
I R ! R R 

es noe the r i ano entonces l a cadena Ee n Ee S ... £ Ee n Ee £ ... deberá 

e s t ac i ona rse . Recíprocamente, supongamos que e = e G E y e í í E ^ . 

Entonces X = Im e no puede se r f i n i t amen t e generado. En tonces podemos 

t o m a r O * x^e X y un sumando d i r e c t o de M, L^, l i b r e y f i n i t a m e n t e 

generado t a l que x^e L^. Como L^n X * X porque X no es f i n i t a m e n t e 

generado, podemos encon t ra r O * x^€ X - y o t r o sumando d i r e c t o 

l i b r e f i n i t a m e n t e generado L , de M de t a l m a n e r a que x 6 L y L e L . 

Nuevamente , L^n X ^ X por los mismos a r gumentos de antes e i n c luso 

L n X L n X; en consecuenc ia , podemos escoger algún o t r o e lemento x 
2 1 3 

y o t r o sumando d i r e c t o L , etcétera. Po r lo t a n t o , tenemos u n a cadena 
3 

ascendente de sumandos d i r e c t o s de M, L £ L £ ... £ L £ ... t a l que l a 
1 2 n 

cadena L n X £ L n X £ . . . £ L n X £ . . . no se e s t a c i o n a . S i denotamos 
1 2 n 

con ê  a la proyección do M en L^ entonccrj l a cade im Ee^£ 
£ Ee £ ... £ Ee £ ... es t a l que es ta o t r a Ee n Ee £ Ee n Ee £ ... £ 

2 n ' 1 2 
£ Ee n Ee £ ... no se es tac i ona . E n consecuenc ia e no es un e lemento 

n 
idempotente c u a s i noe ther iano . 

Vamos a h o r a a c o n s i d e r a r los casos de los a n i l l o s 

s e m i p e r f e c t o s y de los pe r f e c tos por l a i z q u i e r d a , en donde los 

idempotentes p r i m i t i v o s s iguen desempeñando un pape l f u n d a m e n t a l . 
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Proposic ión 3.5,5: Sea R un a n i l l o s em ipe r f e c t o y M un R-módulo 
K 

por l a i z q u i e r d a loca lmente l i b re y p royec t i vo ; E = End( M), y 
R 

E = fEnd( M). Entonces E está generado, como i d ea l p o r l a i z q u i e r d a , 
O R O 

por todos los idempotentes p r i m i t i v o s de E . 

Demostración: Nótese p r imero que e l hecho de que R sea u n a s u m a 

d i r e c t a de ideales por l a i z q u i e r d a indescomponib les i m p l i c a que E ^ 

está generado por idempotentes p r i m i t i v o s , de l m i smo modo que o c u r r e 

en l a demostración de l a Proposición 3.5.1 sobre an i l l o s s e m i -

h e r e d i t a r i o s que son suma d i r e c t a de idea les indescomponib les . A h o r a 

b ien, s i e e E es un idempotente p r i m i t i v o entonces Me es un sumando 

d i r e c t o indescomponib le de M, e l cua l es p royec t i vo po r hipótesis; en 

consecuenc ia , por [81, P r o p o s i t i o n 2.9.2] , Me es i s omor f o a un i d e a l 

por l a i z q u i e r d a p r i n c i p a l de R y por lo tan to , f i n i t a m e n t e generado . 

Es t o p r u e b a que e e E^, como teníamos que ver . 

C o r o l a r i o 3.5.6: Sea M un módulo por l a i z q u i e r d a l o ca lmen t e 
R 

l i b r e sobre un a n i l l o pe r f e c to por l a i z q u i e r d a R, E = End( M) , 
R 

E = fEnd ( M). Entonces , E está generado, como idea l po r l a i z q u i e r d a 
O R O 

de E , por todos los idempotentes p r i m i t i v o s de E . 

Demostración: E s inmed ia to de l a proposición a n t e r i o r , en v i s t a 

de que s i R es a n i l l o pe r f e c t o por la i z q u i e r d a entonces todos los 

R-módulos po r l a i z q u i e r d a p lanos son p royec t i vos . 

A h o r a podemos es tab l ece r los c o r r e spond i en t e s r e s u l t a d o s 

sobre caracterización: 

Proposic ión 3.5.7: Sea E un a n i l l o . L a s s i gu i en t e s c o n d i c i o n e s 

son equ iva lentes : 

(a) E x i s t e un a n i l l o s emipe r f e c t o R y un R-módulo por l a 

i z q u i e r d a , M loca lmente l i b r e y p royec t i vo t a l que E ~ End( M) . 
R 

(b) Si T es e l idea l por la i z q u i e r d a de E generado po r todos 
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los idempotentes p r i m i t i v o s entonces: 

(1) T es un idea l bilátero y E es T - c e r r a d o . 

( i i ) T cont iene una f a m i l i a de idempotentes f i n i t o s 

{u^}^ 6 A ^ " a ~ ^"/3 ^^^^ c u a l e s q u i e r a a,|3 G A y c a d a x G T 

puede e s c r i b i r s e como x = Eg^^j^ pava algún subcon junto f i n i t o S S A 

adecuado con todos los u ^ or togona les dos a dos. 

( i i i ) T es proyect i vo como ideal por la i z q u i e r d a de E . 

(iv) P a r a cada idempotente p r i m i t i v o e e E , e l a n i l l o eEe es 

un a n i l l o l o c a l . 

Demostración: (a=»b) Sea E = End( M). Po r l a Proposición 3 .5 .5 , 
K 

sabemos que, en este caso , T = E = fEnd( M). E n consecuenc ia , l a s 
o R 

cond ic iones (i) y (i i ) se desprenden del T e o r e m a 3 .3 .6 y ( i i i ) de l 

T e o r e m a 3.4.1. También se desprende l a equ i va l enc i a de categorías que 

e x i s t e en t r e R-mód y T-mód (Teorema 3.2.1) en l a c u a l T c o r r e sponde 

con M y p a r a c a d a idempotente p r i m i t i v o , e G - E , T e = Ee , c o r r e sponde 
R 

con e l sumando d i r e c t o indescomponib le Me de M. De aquí, j u n t o con 

[47, 11.4.1 Sa t zJ , se deduce que Ee t iene a n i l l o de endomor f i smos 

l o c a l . Así, (iv) también se v e r i f i c a . 

(b->a) L a s cond ic iones (i) y ( i i ) de (b) i m p l i c a n , en v i s t a de l 

T e o r e m a 3 .3 .6 , que E es i somor fo a l a n i l l o de endomor f i smos de un 

R-módulo por l a i z q u i e r d a loca lmente l i b r e ^M y que R « "c^^^^-

tenemos de nuevo l a equ i va l enc ia ent re R-mód y T-mód en l a c u a l M 
R 

co r responde con T . Po r l a condición ( i i i ) , T es p r o y e c t i v o en T-mód y 

en consecuenc ia M es p royec t i vo en R-mód. Sólo nos r e s t a p r o b a r que 
R 

R » u E u es s emipe r f e c t o . A h o r a , como u es un idempotente f i n i t o , 

entonces t i ene una expresión como suma o r t ogona l u = e+...+ e y p o r 
1 n 

lo t a n t o R = uEu = ©^_^uEe^; donde cada uEe^ es un R-módulo por l a 

i z q u i e r d a p royec t i v o y End(^uEe^) = e^uEe^= e^Ee^ el c u a l es l o c a l p o r 

iiipótesis ( iv). De [47, II.4.1 S a t z l se s igue que uEe^ es un R-módulo 

por l a i z q u i e r d a s emipe r f e c t o . Fisto t e r m i n a l a demostración. 
Propos ic ión 3.5.8: Sea E un an i l l o . L a s s i gu i en t e s cond i c i ones 
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son equiva lentes : 

(a) E x i s t e un an i l l o per fec to por l a i z q u i e r d a R, y un R-módulo 

por l a i z q u i e r d a M, loca lmente l i b r e t a l que End( M) » E . 
R R 

(b) S i T es el idea l por l a i z q u i e r d a generado por todos l os 

idempotentes p r i m i t i v o s entonces: 

(i) T es bilátero y E es T - c e r r a d o . 

( i i ) T posee una f a m i l i a e A idempotentes f i n i t o s 

de t a l m a n e r a que E u ^ - E u ^ p a r a cua l e squ i e ra a,(3 e A, y c a d a x e T se 

esc r ibe como x = E g ^ u ^ p a r a algún subconjunto f i n i t o S S A adecuado 

con los u ^ or togona les dos a dos. 

( i i i ) P a r a c a d a e e E idempotente p r i m i t i v o , e l a n i l l o eEe 

es p e r f e c t o por l a i z q u i e r d a . 

Demostración: Análoga a l a a n t e r i o r . 

Proposión 3.5.9 : Sea E un a n i l l o . Son equ iva lentes : 

1) E « End( P) con R s e m i p r i m a r i o y P e R - m o d p r o y e c t i v o c o n 
R 

e lemento un imodu la r . 

2) S i J es el r a d i c a l de Jacobson de E entonces : 

(a) J es n i lpo t en te . 

(b) E / J « n " End( V ) con D a n i l l o de división. 
"1=1 D 1 1 

1 

(c) Si T es e l idea l generado por todos los idempotentes 

p r i m i t i v o s entonces T es bilátero, p royec t i vo y E es T - c e r r a d o . 

Aún más, en este caso , T / J T = Zóc(E/J). 

Demostración: (1=»2) Como R es s e m i p r i m a r i o entonces J(R) es 

n i l po t en t e , supongamos que J(R)"= O. Entonces , po r [6, P r o p o s i t i o n 

28.13 y C o r o l l a r y 17.12) tenemos que J(E) = J = I lom (P ,J (R)P ) y 
R 

E / J « End( (P/J(R)P) ) . E n consecuenc ia , j " c Hom {P.J(R)"P) = O. E s t o 
R R 

p r u e b a (a). P o r o t r a pa r t e , P/J{R)P es un R/J(R)-módulo s e m i s i m p l e con 

sólo un número f i n i t o de componentes homogéneas. E s t o , j u n t o con e l 

i s o m o r f i s m o E / J « End ( (P/J(R)P) ) i m p l i c a de inmed ia to (b). 

Como s e m i p r i m a r i o i m p l i c a pe r f e c to , tenemos que, por e l C o r o l a r i o 
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3.5 .8 , T = es el ideal generado por todos los idempotentes 

p r i m i t i v o s y e l r es to de (c) lo obtenemos de los t eo remas de 

caracterización. 

(2=>1) Po r (b) E / J K E x . . . x E donde cada E es i s o m o r f o a u n 
I k I 

End(^ V^), con an i l l o de división. P a r a cada 1=1 n, r e c o r d e m o s 

que sólo se t iene una c lase de i somor f i smos de E^-módulos por l a 

i z q u i e r d a indescomponibles (de hecho s imples ) p royec t i v os , los cua l e s 

son i s o m o r f o s a cua l qu i e r sumando d i r e c t o s imp le de E^, d i gamos E^a^ 

- c o n idempotente . P a r a cada i , e leg imos un idempotente con E^a^ 

proyec t i vo indescomponib le . Po r [6, P r o p o s i t i o n 17.4] e l c on jun to 

a , . . . , « puede l e van ta rse a un conjunto de idempotentes o r t ogona l e s 
1 n 

de E , e ,...,e . Nótese que cada e es p r i m i t i v o , así que e = 
1 n 1 

= e +..:+e e T . 
1 n 

Sea u G E un idempotente p r i m i t i v o . Entonces , s i 77:E > E / J 

denota l a proyeción canónica y T)(U) = fi, po r (6, L e m m a 17.2) tenemos 

que p es un idempotente p r i m i t i v o de E / J . *Esto i m p l i c a que e x i s t e 

i G <l,..,n> t a l que P G E^ y por t an to E^fS = E^a^. E s t o s i g n i f i c a que 

(E/J)/3 s (E/J)a^ y por (6, P r o p o s i t i o n 17.18) Eu = Ee^. De este último 

i s o m o r f i s m o se desprende que u G Ee^E S E e E = TeT . E s t o m u e s t r a que 

T = T e T = EeE . 

P o r e l Teo rema 3 .4 .4 sabemos que E es i s o m o r f o a l a n i l l o de 

endomor f i smos de un módulo p royec t i vo con e lemento u n i m o d u l a r ^P con 

R ~ eEe, P = eE. Vamos a p r o b a r que R es s e m i p r i m a r i o . ÍY imero, nótese 

que eEe ~ End( Ee) y por [6, C o r o l l a r y 17.12) tenemos que J ( eEe ) " s 

= Hom (Ee,Je ) "e Hom (Ee, j "e ) . P o r lo t an t o , a l se r J n i l po t en t e po r 

hipótesis, J(eEe) es también n i lpo tente . Po r [6, C o r o l l a r y 17.12], 

eEe/J(eEe) ^ End(^(Ee/Je) ) « End(^^j (Ee/Je) ) . Pe ro Ee/Je s © " E e / J e ^ 

es u n a suma d i r e c t a de E/J-módulos por l a i z q u i e r d a s imp l e s . P o r lo 

t an to eEe/J(eEe) es semis imp le y eEe es s e m i p r i m a r i o . 
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3.6. Conexión entre topologías de Gabriel por la izquierda y topologías 

l ineales de anuladores por la derecha. 

E n el Teo rema de l a caracterización de Wo l f son [88] podemos 

obse r va r que los "endomor f i smos f i n i t o s " son p r e c i s amen t e e l zócalo 

de l a n i l l o . E n los teoremas de L i e b e r t [56, 58, 59 ] , no se t i enen es te 

t i po de desc r ipc i ones y se in t roducen técnicas topológicas (que en 

p r i n c i p i o no parecen hacer pos ib le obtener el t e o r ema de Wo l f son como 

caso p a r t i c u l a r ) que han dependido de cada caso cons ide rado . 

Como se ha de s c r i t o en l a Introducción, l a s técnicas 

topológicas u t i l i z a d a s por L i e b e r t han p e r m i t i d o obtener t eo r emas de 

caracterización p a r a c lases R y JH, en )as que u n a condición n e c e s a r i a 

p a r a que E sea i s omor f o a l a n i l l o de endomor f i smos End( M) p a r a algún 

R e K, M e 5)1 es l a de que E sea H a u s d o r f f y comp le to con r e spec t o a 

una c i e r t a topología l i n e a l po r l a de r echa que t i ene como base de 

vec indades de c e r o a los anu ladores por l a d e r c h a de co l e cc i ones 

f i n i t a s de un c i e r t o con junto (que depende de l p a r (K,!))!) c o n s i d e r a d o 

en c a d a caso ) y de idempotentes de l a n i l l o E . Med ian te e l empleo de 

métodos de localizacióh usados en e s t a memor i a , hemos pod ido o b s e r v a r 

que, en los casos más s i g n i f i c a t i v o s , e l i dea l po r l a i z q u i e r d a 

generado por los idempotentes de l con junto ¡f es p r e c i s amen t e e l i d e a l 

E de los " endomor f i smos f i n i t o s " , 
o 

E s t e hecho sug ie re que debe de haber u n a conexión más 

gene ra l en t r e l a topología l i n e a l po r l a de r echa sobre un a n i l l o E 

d e f i n i d a por los anu ladores por l a de recha de c i e r t a s f a m i l i a s y de 

idempotentes y l a topología de G a b r i e l por l a i z q u i e r d a 9= gene rada p o r 

un i d ea l asoc iado a d i c h a f a m i l i a !f. E f e c t i v amen t e , m o s t r a m o s en e s t a 

sección l a e x i s t e n c i a y e l carácter p r e c i so de d i c h a conexión. H a r e m o s 

n o t a r , por o t r o lado , que l a e x i s t e n c i a de e s t a conexión nos h a 

p e r m i t i d o , a lo l a rgo de l capítulo sobre caracterización, o m i t i r l a s 

r e f e r e n c i a s a las topologías l inea l es semejantes a l a s que a p a r e c e n en 

los c i t a d o s t r a b a j o s de L i e b e r t , sustituyéndolas p o r e l empleo de l a s 
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topologías de G a b r i e l y l as técnicas de localización co r r e spond i en t e s . 

T e o r e m a 3.6.1: Sea E un an i l l o con uno, T un idea l bi látero e 

idempotente de E . Considérese l a topología l i n e a l po r l a d e r e c h a 

(véase l a Sección 1.4) T de E , l a c u a l t i ene como base de vec indades 

de l c e r o a l f i l t r o generado po r los idea les por l a de r e cha de l a f o r m a 

n(x , . . . , x ), p a r a x , . . . , x e T . Entonces : 
£ 1 n 1 n 

(i) E es T - l i b r e de torsión s i y sólo s i E es de H a u s d o r f f 

r e spec t o a F. 

( i i ) S i E es T - c e r r a d o entonces E es de H a u s d o r f f y comp l e t o 

r e spec t o a T. 

( i i i ) S i además, T es s - u n i t a r i o por l a de r e cha entonces e l 

recíprQco de ( i i ) también se v e r i f i c a . 

Demostración: (i) P o r 183, E x a m p l e VI.4.11 E es de H a u s d o r f f s i y 

sólo s i p|p^^{Xj,...,x^) = O s i y sólo s i no e x i s t e a * O, a 6 E t a l 

que x^a = O p a r a todo x€ T y esto s i y sólo s i T a = O i m p l i c a a = O y 

esto último s i y sólo s i E es T - l i b r e de torsión. 

( i i ) Supóngase que E es T - c e r r a d o . Sea 2) e l f i l t r o de los idea l es 

por l a d e r e c h a ab i e r t o s de E , e iden t i f i quemos a c a d a uno de e l l o s c o n 

un índice d e D j u n t o con e l o rden p a r c i a l d s d s i y sólo s i 

U 2 U . 

Sea ^ : (D,5 ) > E una r e d de Cauchy (páginas 27-28 ) d a d a . 

Tenemos que p r o b a r que tp converge en E ; es d e c i r que e x i s t e un a e E 

de t a l m a n e r a que, p a r a t oda vec indad U de a , se t i ene que está 

r e s i dua lmen t e en U (páginas 27 -28 ) . 

P a r a e l l o , s ea x un elemento a r b i t r a r i o en T. Considérese U = 
d 

= n. (x) s D . Como tenemos una r ed de Cauchy en tonces p a r a e s t a U 
E d 

e x i s t e u n con junto r e s i d u a l (página 27) K en 2> de t a l m a n e r a que p a r a 

todo f , g e K se t iene que (p[T)-<p(g) e U ; es d e c i r , que x<p{f) = x y í g ) . 

En tonces podemos hace r a (x ) = x^JÍf), y es to p a r a c a d a x e T . 

A f i r m a m o s que a : T > E es un E - h o m o m o r f i s m o . P r i m e r o , es f ác i l 

ver que no depende de l con junto r e s i d u a l que se h a y a e l eg ido , pues s i 
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se t i ene o t r o K' r e s i d u a l , como K n K' es nuevamente r e s i d u a l 

(página 27) entonces K n K'* a , y de este modo, e x i s t e un h e K n K* 

t a l que, s i f e J< y g e K ' , Xípif) = X(p(h) = X(p(g). P o r lo t an t o , a es 

función. 

A i i o r a , sean x , y 6 T . Queremos ver s i a(x+y) = a(x)+a(y) . P a r a 

esto, sabemos que, p a r a x , ex i s t e t a l que a ( x ) = x^(f ) p a r a t odo 

f e y p a r a y , ex i s t e K t a l que a(y) = y<p{g) p a r a todo g e K , y 

p a r a x+y, e x i s t e K t a l que a(x+y) = (x+y)^(h) p a r a todo h G K 

Si hacemos K = K n K n K entonces K es r e s i d u a l y p a r a todo f e K , 
X y x+y 

a(x+y) = (x+y)(/)(f) = x(p(f)+y(p(f) = a(x)+a(y) pues f e K y f e K . 
x y 

A h o r a , sea x e T y b 6 E . Entonces , como antes , podemos e n c o n t r a r 

con juntos r e s i dua l e s y K^. Volvemos a t o m a r l a intersección y 

obtenemos que a{bx) = ba (x ) . P o r lo tanto , a es un E - h o m o m o r f i s m o . 

E s t e E - h o m o m o r f i s m o a , por hipótesis, se ex t i ende a un 

E - h o m o m o r f i s m o a : E > E y en consecuenc ia , e x i s t e a e E t a l que, 

p a r a todo x e T , a (x ) = x a . 

A f i r m a m o s a h o r a que a es j u s t o e l punto donde converge l a r e d . 

P a r a p r o b a r l o , cons ideremos una d e D , a r b i t r a r i a . En tonces , d 

co r responde con algún ab i e r t o U 2 a (x , . . . , x ), c o n x , . . , , x e T . 
d E I n 1 n 

(Por lo v i s t o en las 'páginas 25-26 tenemos que esto d a una ve c indad 

U +a, a r b i t r a r i a , de a ). Queremos ver s i <p{T)-a e U p a r a todo f e K , 
d d 

con junto r e s i d u a l . P a r a e l l o , nótese que será s u f i c i e n t e s i se m u e s t r a 

que x^a = x^<p(f), p a r a i = l , . . . , n y p a r a todo f e K . P a r a e n c o n t r a r 

K , cons ide remos c a d a K c o n s t r u i d a , como s i e m p r e , a p a r t i r de 

n^(Xj) e T). Luego tomamos l a intersección n"=i^3, - ^- En tonces , como 

p a r a c a d a K se t i ene que x (p(f) = a (x ) = x a , s i f 6 K tenemos 
Xj 1 1 1 

xcp(f ) = x a p a r a todo i = 1 n . P o r lo t an to a-(p(f) 6 U p a r a t odo 
1 1 d 

f e K y como X es r e s i d u a l tenemos que (p está r e s i d u a l m e n t e en 

c u a l q u i e r v ec indad de a . Po r lo t an to (página 27), (p converge a l pun to 

a. E s t o p r u e b a ( i i ) . 

( i i i ) F i n a l m e n t e , supongamos que T es s - u n i t a r i o po r l a d e r e c h a , 

y que E es de H a u s d o r f f y completo r espec to a l a topología F. Tenemos 
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que p r o b a r que E es T - c e r r a d o . P o r (i) tenemos que E es T - l i b r e de 

torsión. Sea a :T > E un E-homomor f i smo a r b i t r a r i o . Debemos ver que 

a se ex t i ende de mane ra única a un a : E > E . 

Cons ideremos cada idea l por l a derecha de l a f o r m a 

a (x , . . . , x ) = U como hemos convenido, con d e D . Entonces , como T 
E l n d 

es s - u n i t a r i o po r l a derecha , e l conjunto S = < S 6 T | x = x s p a r a 
d 1 i 

i = 1 n> es no vacío y esto se t iene p a r a cada U de l a f o r m a 
d 

fijx x ). A h o r a , p a r a c a d a S denotamos a = a (s ) con s e S 
E 1 n d d d 

e leg ido f i j o (por e l a x i o m a de elección). 

A h o r a b i en , s i es cua l qu i e r o t r o idea l de l f i l t r o , d e f i n i m o s 

a como a p a r a a l guna U = a (x , . . . , x ), con d t. Obsérvese que en 
t d d E 1 n 

v i s t a de que estamos const ruyendo un con junto f i j o {a } „ , 
d d € /y 

c u a l q u i e r d de l a f o r m a a n t e r i o r , nos s i r v e . A f i r m a m o s que l a 

co r r e spondenc i a d i > a es u n a función (p que es u n a r e d de Cauchy . 
d 

Tenemos entonces que ver que p a r a todo U , d e 2), a r b i t r a r i a , 
d 

e x i s t e un con junto r e s i d u a l K de m a n e r a •que , p a r a c u a l e s q u i e r a 

d ,d ' e K , se t i ene que (p[d)-(p[d') e U (páginas 27 -28 ) . 
d 

Sea, pues, d e D y tomemos una a (x , . . . , x ) S U c u a l q u i e r a . 
E l n d 

(Nótese que será su f i c i en t e s i probamos que x^^ík) = Xj^(k ' ) p a r a 

i = l , . . . , n ) . Sea a (̂  x ) = U . Entonces tenemos e leg ido un 
E l n d 

O 
e lemento s t a l que x = x s p a r a i = 1 n, con a = a ( s ) y en 

d l i d d d 
O O 0 0 

consecuenc ia x a = x a ( s ) = a ( x s ) = a ( x ) p a r a todo i = 1 n . 
I d I d I d 1 

0 0 O 

Sea K = { k G T> | k a d^}. Es c l a r o que K es un con junto r e s i d u a l en 

D. Sea k e K . P a r a U ^ sabemos que ex i s t e un ^^^y^'--'y^ ^ '-'^ 
y s = y . p a r a todo i = l , . . . , m . Entonces (1-s ) e U y como U S U 

J k J k k k d 
O 

tenemos que (1-s ) e U . Entonces , x s = x y en consecuenc i a x a = 
k d I k 1 1 k 

O 
= X a (s , ) = a ( x s,) = a ( x ) = x a . Po r lo t a n t o x . a = x a ; es 

I k I k l i d I k l d 
o o 

d e c i r , x^(p(k) = x^^JÍd^) p a r a todo k e J<. E s t o i m p l i c a de f o r m a d i r e c t a 
que s i k , k ' e K , xw[k) = x » ( k ' ) entonces (p(k)-(p(k') e U S U . P o r 

I I d d 
O 

lo t a n t o , e x i s t e un conjunto r e s i d u a l , K de t a l m a n e r a que p a r a 

c u a l e s q u i e r a k , k ' e K , <p{.k)-(p(k') 6 U . E s t o p r u e b a que a):(D,s) > E 
d 
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es una r e d de Cauchy . 

P o r hipótesis, sabemos que (p converge a un único punto en E , 

d igamos a 6 E [48, Theorem 3, p .67 l . Entonces , p a r a cada d e 2), c on 

U = / i (x , . . . , x ) V) está r es idua lmente en U ; es d e c i r , e x i s t e u n 
d E 1 n d 

subcon junto r e s i d u a l de 2) t a l que ^ (k ) -a e U . E n p a r t i c u l a r , p a r a 
d d 

todo X e T , s i U = t (x) entonces e x i s t e K r e s i d u a l , t a l que 
u E X 

x a = Xíp(k) p a r a todo k € K^. Recuérdese además, que en l a construcción 

v imos que x s = x p a r a todo t a d. Como K es r e s i d u a l , sabemos que 

e x i s t e un e lemento d^ en t a l que s i k i d,d^ tenemos que xs^= x y 

además, x a = x^ (k ) . P o r lo t an to , x a = xv>(k) = xa(s^) = « ( xs^ ) = « ( x ) . 

Así , a cor responde con l a multiplicación por l a d e r e cha p o r a en 

T y en consecuenc ia , podemos e x h i b i r una a que co r r esponde , a s u vez , 

con l a . multiplicación po r l a de r echa sobre todo E , ex tend iendo a a de 

m a n e r a única. P o r lo t an to , E es T - c e r r a d o . E s t o conc luye l a 

demostración. 

E n este t eo r ema , l a condición sobre T de s e r s - u n i t a r i o p o r 

l a d e r e cha p a r a poder p r o b a r e l recíproco de (II) no es s u p e r f l u a , 

como se ve en e l s i gu i en te e jemplo . 

E j e m p l o 3 .6 .2 : E x i s t e un an i l l o E y un i d e a l T , bl látero e 

idempotente , pe ro no s - u n i t a r i o , de t a l m a n e r a que E es H a u s d o r f f y 

comple to r espec to de P pe ro no es T - c e r r a d o . 

E f e c t i v a m e n t e , sea K un a n i l l o de división, E = K K 
o K 

T = 
K K 
O o 

. E s c l a r o que T es bllátero e idempotente , así que podemos 

d e f i n i r l a topología V. Obsérvese a h o r a que n. 1 o' 0 0 

0 0 0 K 

0 l ' K K 0 1 1 0 
n 

0 l ' 
— y entonces n 

0 1 1 0 
E 0 0 O 0 ? « 0 0 

que 

= O, po r lo t a n t o V es, 

en es te caso , l a topología d i s c r e t a y po r e l T e o r e m a 3.6.1 tenemos que 

E es de H a u s d o r f f . Además, E es comple to , pues t o d a r e d de C a u c h y 

cont i ene u n a subred de Cauchy cons tante . Nótese que t a n t o T como E , 
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son de H a u s d o r f f y completos . S in embargo , e l E - h o m o m o r f i s m o 

a : T > T de f in ido a través de l a co r r e spondenc i a 
o o 

b O 
O O 

es j u s t o l a multiplicación por l a derecha po r 
'o o 

e l c u a l no 
1̂ o 

per tenece a E, y en consecuenc ia , es ev idente que no puede ex t ende r se 

a E , quedando así es tab lec ido que E no es T - c e r r a d o . 

Observación 3 .6 .3 : Además de lo a n t e r i o r , s i hacemos e = 1 o 
o o 

entonces tenemos un a n i l l o E y un idempotente e e E de t a l m a n e r a que 

E e E es bilátero e idempotente , genera una topología de G a b r i e l po r l a 

i z q u i e r d a y ex i s t e u n a equ iva l enc ia de categorías en t r e eEe-mód y 

EeE-mód. E es de H a u s d o r f f y completo r e spec to de f y s i n embargo , 

como eEe « K, es fácil ver que no ex i s t e ningún ob je to M en K-mód e l 

c u a l v e r i f i q u e End( M) ~ E. Así, notamos entonces que un a n i l l o E 

puede v e r i f i c a r todas las hipótesis hab i tua l e s en los r e s u l t a d o s de 

caracterización, que inc luyen l a topología f , y s i n embargo , a l no s e r 

c e r r a d o , no pueda s e r an i l l o de endomor f i smos de ningún ob je to de l a 

categoría eEe-mód. E s dec i r , hemos es tab l ec ido que, en g ene ra l , e l uso 

de l a s dos topologías po es i n d i s t i n t o . 
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C A P I T U L O 4 

E L P R O B L E M A D E L A UNICIDAD 



4.1. Introducción 

E l p r ob l ema de l a un i c i dad se puede p l a n t e a r en los 

s i gu i en t es términos: D a d a una c l ase de an i l l o s K y u n a c l a s e de 

módulos ün sobre los an i l l o s de l a c l ase K, s i M , N e IR t i enen 
R S 

a n i l l o s de endomor f i smos i somor fos , d e s c r i b i r en términos de l a teor ía 

de a n i l l o s una relación entre M y N de t a l m a n e r a que a p a r t i r de 
R S 

e l l a se pueda c o n s t r u i r e l i s omor f i smo . 

De mane ra más conc re ta , un p r i m e r p r o b l e m a de u n i c i d a d puede 

s e r p lanteado de a l guna de las dos f o r m a s que s i guen [16]: Si 

0 :End( M) » End( N) p a r a R, S e R, M, N e 311, ver s i es o no 
R S R S 

c i e r t o que: 

(1) E x i s t e un i s omor f i smo de a n i l l o s a-.R > S y un 

i s o m o r f i s m o a- -semi l inea l ^ : M -> N , de modo que e l i s o m o r f i s m o dado , 

(t>, está induc ido (de modo na tu ra l ) po r e l i s o m o r f i s m o <p. 

(2) E x i s t e 'algún i s omor f i smo de a n i l l o s a : R > S y un 

i s o m o r f i s m o ( r - semi l inea l <p:U > N . 

So lamente p a r a c l ases K, 311 bas tan t e r e s t r i n g i d a s se h a 

encon t rado una r e spues t a a f i r m a t i v a a este p r o b l e m a de l a u n i c i d a d ; 

véanse, en t r e o t r o s , [11, 12, 16, 37, 45 , 59, 63 , 66) . S in embargo , 

hay o t r a formulación muy n a t u r a l de l p r ob l ema , p a r a l a que G a m i l l o 

[13] demostró que l a r e spues ta es sí en u n a c l ase K de a n i l l o s 

t o t a l m e n t e a r b i t r a r i a -aunque la c lase 3)1 de módulos es l a de los 

módulos l i b r e s numerab lemente generados- ; las c o r r e spond i en t e s 

p r e g u n t a s serían: 

(1) ¿Existe una equ i va l enc ia de categorías, d i gamos 

F:R-mód > S-mód t a l que F( M) s N y F induce - e n s en t i do o b v i o -
R S 

e l i s o m o r f i s m o </>? 
(2) ¿Existe una equ i va l enc ia de categorías, d i gamos 
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F:R-mód > S-mód t a l que F( M) a N? 
R S 

Veremos en este capítulo que s i mantenemos l a elección 

a r b i t r a r i a de l a c lase K - p o r ejemplo, 51 podría i n c l u i r a todos l o s 

a n i l l o s - y Jn es una de las t r e s c lases que cons ideramos en e l capítulo 

a n t e r i o r : módulos loca lmente l i b r e s , generadores o módulos p r o y e c t i v o s 

con e lemento un imodu la r , como s iempre , todos i n f i n i t a m e n t e generados , 

entonces l a r e spues ta es nega t i va - e n oposición a l caso de los módulos 

l i b r e s . E n consecuenc ia , hemos t r a t ado de e n c o n t r a r l a relación que 

deben t ener las categorías R-mód y S-mód (lo más " c e r c a n a " pos ib l e a 

l a equ iva lenc ia ) p a r a que se tenga una r e spues ta a f i r m a t i v a a l a s 

co r respond i en tes va r i an t e s de las preguntas (1) y (2) que preceden . 

P o r o t r o lado, en las secc iones s igu ientes hemos buscado c l a ses K más 

r e s t r i n g i d a s p a r a las que l a r e spues ta a (1) y (2) sea d i r e c t a m e n t e 

"sí" . 

Vamos a comenzar entonces con u n a situación g e n e r a l 

mos t r ando cómo un i s omor f i smo ent re los an lHos de endomor f i smos de 

dos objetos a r b i t r a r i o s que per t enezcan c a d a uno a una categoría de 

Gro thend i e ck está " induc ido " po r algún f u n t o r en t r e d i chas categor ías. 

E l p roceso p a r a obtener nues t ro f un t o r está suge r i do po r e l caso 

p a r t i c u l a r c o n s i d e r a d o ' e n l U ] . 

Sea e una categoría de Gro thend i eck y M 6 C un ob je to 

a r b i t r a r i o . Hacemos, como se definió, R = Endg(M) = lHomg(M,M)l°' '. Sea 

F = Homg(M,_ ) . Entonces (65, Theorem IV.3.11 tenemos los s i gu i en t es 

hechos: 

(1) P a r a todo K e Hom^(M,K) t iene e s t r u c t u r a de R-módulo 

po r l a i z q u i e r d a . 

(2) L o s g rupos abe l ianos F(M) y R son igua les y F (M) s R. 
R R 

(3) E x i s t e un ad junto por l a i z q u i e r d a G , p a r a F , de t a l 

m a n e r a que l a s t r a n s f o r m a c i o n e s n a t u r a l e s 1 —> F o G y 
, R-mód •' 

G o F ^ > I - v e r i f i c a n que ^ :R > FG (R ) y <p :GF (M) > M son 
\̂  R M 

i s o m o r f i s m o s . 

Así, podemos i d e n t i f i c a r dos subcategorías p l enas (que po r 

(3) i n c luyen respec t i vamente a M y R) , u n a de C, [Mi = {K e G | </> es 
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i s omor f i smo ) y l a o t r a de R-mód IR.M] = {X e R-mód | \p es 

i s omor f i smo ) . 

A f i r m a m o s que las r e s t r i c c i o n e s de F y G a F : t M l > IR .MJ 

y G : l R , M l > IMI (permítasenos denotar l os i gua l ) son equ i va l enc i a s 

i nve r sas de categorías. P a r a d emos t r a r es to , lo p r i m e r o que tenemos 

que v e r es s i e f ec t i vamente FÍÍM]) S IR,M1 y G(|R,M]) S (MI. 

Sea K e IMI. Entonces $ :GF (K ) > K es i s o m o r f i s m o . 
-1 ^ 

Cons ideremos a <f> ¡K > GF (K ) y ap l iquemos las prop iedades d e l 

i s o m o r f i s m o de l a adjunción T) : Hom-.(G(_),_) > Hom (_,F(_)), 

a F ( K ) . Tenemos entonces e l d i a g r a m a conmuta t i vo : 

H o m g ( G F ( K ) , K ) 
H o m j y ( G F ( K ) , ^ j ¡ ' ) 

H o m g ( G F ( K ) , G F ( K ) ) 

T ( K ) , K 

H o m ^ ( F ( K ) , F ( K ) ) 

F ( K ) , G F ( K ) 

H o m ^ ( F ( K ) , F ( ^ " * ) ) 
R K -> H o m { F ( K ) , F G F ( K ) ) 

K 

A h o r a tomemos a ^ e Hom-j.(GF(K),K). Vamos a h a c e r a 4> 
te v.' Kfc 

r e c o r r e r e l cuadrado . P r i m e r o tenemos: 

V(K) .GF(K) í " ° ' "g<^^ ' '^^ ' *K '^^^K^Í = ^F{K),GF(K)^^GF(K) '^ = ^ F ( K ) ' ^ 

Hom^(F(K),F(^-^))(T,p(^j^^(^^)) = Hom^(F (K ) ,F (^ ;h ) ( lp^^ ) ) = F í^ "^ ) . 

.-i> 
P o r l o t a n t o , ^ ^ - r i . ' i - ^^'^ ^"^^1 i s o m o r f i s m o y en 

consecuenc ia F (K ) e [R,M1. 

Recíprocamente, 

i s o m o r f i s m o y análogamente, a l s e gu i r a IQ^J^) en e l d i a g r a m a 

Recíprocamente, s i X e IR.MI entonces \¡> -.X > F G ( X ) es 
X 
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noni(y(G(i/»^' ) , G ( X ) ) 
H o m g ( G ( X ) . G ( X ) ) 

' X , G ( X ) 

H o m ( X , F G ( X ) ) 
R 

Hom ( « / » • ' . FG (X ) ) 
K X 

-) H o m g ( G F G ( X ) , G ( X ) ) 

^ F G ( X ) , G ( X ) 

-> H o m ( F G ( X ) , F G ( X ) ) 
R 

, - 1 , 
nos m u e s t r a que ^ Q j j ^ p *^^^x ̂ ' 

Tenemos entonces e l d i a g r a m a de categorías 

IMI 

R -mód 

I R . M ] 

E n gene ra l , no hemos encontrado un ad jun to po r l a i z q u i e r d a 

p a r a i , c on v i s t a s a d e t e r m i n a r s i [M] o [R.M] son subcategorías 

r e f l e x i v a s . Sólo sabemos que son c e r r adas bajo e p i m o r f i s m o s . 

Cuando M es generador p a r a 6 entonces tenemos e l T e o r e m a de 

G a b r i e l y Popescu, es dec i r , i posee ad junto por l a i z q u i e r d a a , 

IM] = e y (R,M1 es subcategoría de G i r a u d de R-mód [83, § X . l ) . 

Explícitamente, a es l a localización r espec to de l a teor ía de torsión 

de [83, Theo r em X.4.1] y los fun to res F o G e l o a son n a t u r a l m e n t e 

i s o m o r f o s . 

Obsérvese a h o r a que s i tenemos a : M > M entonces 

F (a ) :F (M) -> F(M) como endomor f i smo de R, es l a multiplicación po r 
K 

l a d e r e cha por a , e s c r i b i m o s F (a ) = «a. Tenemos además, que s i 

x e Endí R) entonces, s i x í l ) = p G R entonces x = «p. Además, P 6 R y 
R 



F O ) = «13 = X . Hac iendo <f> = <P obtenemos e l s i gu i en te c u a d r a d o 
M 

conmuta t i v o : 

G (R ) ^ > G (R ) 

4> 

M a 

E n consecuenc ia , a = ^ " *G ( ' a ) 0 y G ( ' a ) = 0 a ^ " ' p a r a todo 

(•a) e End( R). 
R 

Supongamos a i i o ra que tenemos dos categorías de G r o t i i e n d i e c l ; 

e y S y ob je tos M € G y N e 3 ta l es que R = End^^CM) y S = End^íN). P o r 

lo que hemos v i s to an t e r i o rmente , sabemos que e x i s t e n f u n t o r e s F^ = 

= Homg(M,_ ) y = Hom^(N,_ ) y ad juntos por l a i z q u i e r d a y G^, con 

l a s prop iedades que desc r ib imos antes ( i nd i ca remos todos l os m o r f i s m o s 

y t r a n s f o r m a c i o n e s an t e r i o r e s con 1 y 2 según se r e f i e r a n a G o D, 

r espec t i vamente ) . 

Cons ideremqs a h o r a un m o r f i s m o de a n i l l o s (r:R > S 

a r b i t r a r i o . Sabemos que esto de t e rm ina u n a e s t r u c t u r a de R-R-bimódulo 

p a r a S, con las operac iones r * s = 0'(r)*s y s - r = s'0"(r) p a r a todo 

r e R y s e S. E s t o , a su vez, nos pe rm i t e t o m a r e l f u n t o r 

—> S-mód y obsérvese que 
(S ® R) s S ba jo 

s R s 
S ® : R-mód -

R -

^ 2 
E|Sj®rji > Ei^ifír.). De f in imos e l f u n t o r F = G_oS®_oF.. En tonces 1 
F :G > 3 es t a l que F{M) s N bajo G (p )-0 . Sea r e E n d J M ) = R. 

En tonces , Homg(M,r ) = r ( la multiplicación por l a d e r e c h a po r r ) y 

tenemos, ap l i cando los fun to r es , el s i gu iente d i a g r a m a conmuta t i v o : 
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G (S ® R) 
2 R 

G^ ( l® r ) 
^ G (S ® R) 

2 R 

G ( ( r (r ) ) 
G _ ( S ) -> G , ( S ) 

2 

N o-(r) ^ N 

E n consecuenc ia , F ( r ) = G2 ( l®r ) = G^{ii^)(t>^a-{r)(^G^{ti^)<t>^y\ 

E s en este sent ido que dec imos que F " i nduce " (o que ^^- induce ) e l 

m o r f i s m o <r. 

a n i l l o s . En tonces , tenemos los fun to res F = G «S® o F y G = G oR® o F . 
2 R 1 1 S 2 

Nótese que l a extensión de esca la res y l a restricción de e s c a l a r e s es 

l o m i smo en este caso . E n este punto, y a sabemos cómo F y G i nducen e l 

i s o m o r f i s m o . L o que queremos ver a continuación es l a relación que 

e x i s t e e n t r e l as categorías. P a r a e l l o , vamos a s i m p l i f i c a r l a 

notación suponiendo R = E = S. Tenemos entonces l os f u n t o r e s F = G^oF^ 

y G = G oF , y el d i a g r a m a 

Supongamos aho ra que <r:R ^ S es un i s o m o r f i s m o de 

2 

E-mód 
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A l a v i s t a del d i a g r ama , in tu imos que, s i deno tamos 

[ E , M n N l = [E,M] n l E , N l entonces es ta nueva subcategoría en sus 

imágenes, sean (M) y (N), hará de las r e s t r i c c i o n e s de F y G 

equ iva l enc ias inversas de categorías. Vamos a c omproba r s i es to es 

c i e r t o . 

S i K e IMI entonces se puede d e f i n i r una transformación 
,-1 

n a t u r a l <p^:K 
V ^ z F ( K ) ^ 

i-̂ í̂  > GjF j (K ) > G jF^G^F j (K ) ; es 

d e c i r Vj^lg > GoF. Vamos a hacer una restricción; sea fM^ = 

= { K e [Mi \ (p j. es i s omor f i smo ). L o p r i m e r o que tenemos que v e r 

es s i F(CM^) S (N). E s de c i r , s i 0 ' ^ o G _ ,̂ ,,) es i s o m o r f i s m o 
1 K. 1 2r ^IKJ 

i m p l i c a , que i/f̂ p es i somor f i smo (o sea una condición s u f i c i e n t e ) . 

.-1 
Como <p j. es i s omor f i smo entonces G ivO'^ ^ ~ 

es i s o m o r f i s m o . Observemos e l s i gu iente cuadrado conmuta t i vo : 

-> G F F (K) 
1 2 1 

F (K ) 
2 

1 F^(K) 

F ^ G ^ F ^ ( K ) 

2 F j ( K ) 

^^2 F ( K ) ' 

- . F ^ G ^ F ^ ( K ) 

1 F G F (K) 
2 2 1 

F G F G F ( K ) 
1 1 2 2 1 

Nótese que, como K e [Mi y como ^̂ )̂ es i s o m o r f i s m o 

entonces e l triángulo i n f e r i o r a l a i z q u i e r d a es una composición de 

i s o m o r f i s m o s . E s t o qu i e re d e c i r que , „ . : F (K) > F G F (K) es 
2 r ^ l N J 1 2 2 1 

m o n o m o r f i s m o y que |/Í _ _ _ , „ , : F G F (K) > F F G F (K) es 
Ir o r \1S.¡ z z 1 1 2 2 1 

2 2 1 
se esc inde, pero no podemos g a r a n t i z a r e p i m o r f i s m o ; es más, ^ 

2Fj (K ) 

que r í s ea i s omor f i smo ; es d e c i r , no podemos g a r a n t i z a r que 
2 F (Kj 

F í fM) ) S (N). P o r lo que v imos an t e r i o rmen te sabemos que s i M y N son 
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generadores entonces \¡i^p es monomor f i smo esenc ia l ' p a r a t odo 

K e (M); pe ro po r lo p ronto , tendremos que hace r "más pequeña" a 

n u e s t r a c l ase . 

Vamos a r e n o m b r a r entonces las c lases : 

C M ; = < K e [M] I F i (K ) e lE ,N ] } = 

= { K e [M] I l/'2p,(K) e^ I somor f i smo ) y 

(W = { L e IN] I F 2 ( L ) e IE,M] } = 

= { L e IN l I ^ J P 2 ( L ) e^ I somor f i smo >. 

Se t i enen i gua l que antes los i s o m o r f i s m o s n a t u r a l e s <p^ y <p^ 

pero a h o r a tenemos que t/j^^ es también i s o m o r f i s m o . De e s t a m a n e r a , 

f o r z a m o s a que C^F^ÍK) e [Ni y así, l as r e s t r i c c i o n e s de F y G serán 

equ iva l enc ias inversas de categorías, como buscábamos. 

H a s t a aquí, hemos d e s c r i t o u n a situación bas t an t e más 

gene ra l que aque l l a de l a que queremos ocuparnos . Con es to sólo 

pre tendemos p l an t ea r l a situación de l a m a n e r a más c l a r a pos ib l e según 

como l a entendemos y a b r i r l a p o s i b i l i d a d de e s t u d i a r casos más 

genera les . , 

Vamos a h o r a a suponer que M e G y N e 3 son generadores y 

que Endg.(M) « Endg (N) con l a notación s i m p l i f i c a d a . P o r lo que hemos 

v i s t o , [MI = G y [NI = D y e x i s t en f i l t r o s 9̂  y ^ en E , t a l e s que 

[E,M1 = (E,^)-mód y [ E , N l = (E,&)-mód, donde, s i a^ y a^ son l a s 

l o ca l i z a c i ones asoc iadas con 3̂  y ^ e i ^ e i ^ sus r e spec t i v o s ad jun t o s 

por l a d e r e c h a tenemos F o G = i a y F o C s s i a n a t u r a l m e n t e . 
1 1 1 1 2 2 2 2 

Queremos a h o r a d e t e r m i n a r s i [ E , M n N l también es subcategoría 

de G i r a u d . Sea H e l f i l t r o que cor responde con l a unión de 3= y ^. 

En tonces , po r [32, P r o p o s i t i o n 10.61 tenemos que (E,H)-mód es i g u a l a 

l a intersección ( i den t i f i cadas como subcategorías) de (E,9^)-mód y 

(E,&)-mód, y así, sabemos que (E,H)-mód = [ E , M n N l . 

Sabemos, además, que p a r a K 6 [M i , F^(K) > F^G^F^ÍK) es 

monomor f i smo en E-mód; es dec i r , F^(K) > i^a^F^(K) es m o n o m o r f i s m o 

y po r t a n t o es monomor f i smo esenc ia l en E-mód, y así, en este caso nos 
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podemos quedar con l a p r i m e r a definición de (W y (N). 

F ina lmen t e , vamos a d e s c r i b i r l a c l ase de torsión en 

(E,?)-mód asoc i ada con (E,K)-mód. Sea a l a localización en H, 
3 

entonces 3̂  = < X G (E,?)-mód | a i (X) = O } es una c lase de torsión 
3 1 

en (E,? ) -mód y (E,?)-mód/7 queda i d e n t i f i c a d a con (E,í ( ) -mód. A l a 

v i s t a de que los objetos de (E,K)-mód están c a r a c t e r i z a d o s por l a 

prop i edad de que a^a^(X) e X , podemos In f e r i r que J es l a c lase de 

torsión generada en (E,?)-mód por { X G (E,3)-mód | a^a^(X) = O > o 

también l a generada por { X G (E,?)-mód | a^^^^ ~ ^ *̂ Análogamente se 

t iene 9"' p a r a (E,&)-mód. Es to s i g n i f i c a que C M ^ y (N) también son 

subcategorías de G i r a u d , así que tendrán sus f u n t o r e s a soc i ados 
a ' = G o i oa oF y a ' = G oi oa oF . Así, hemos demos t rado que: 

1 i s a i - ^ a 2 3 3 2 

T e o r e m a 4.1.1: Sean C y S categorías de Gro thend i e ck c o n 

generadores M y N respec t i vamente . S i (r :Endjy(M) > Endjj (N) es un 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s entonces e x i s t e n fun t o r e s F :G > D y 

G:I) > G ta les que: 

(a) F y G inducen e l i s omor f i smo , en el sent ido de que 

(G^ (MJ ) *J ) - 'G {S ) (G^ (M, )^ , ) = c--hs) y 

(G^(p^)0p- 'F (r ) (G^( fx^)^P = o-(r) 

p a r a c u a l e s q u i e r a r G E n d g ( M ) , s G End^^íN), donde n^:R ®^S > R, 

j i :S ® R > S son los i s omor f i smos dados po r l a multiplicación; 
Z R 

(f>^:G^[S) > N , 4>^.G^(R) > M son también i s o m o r f i s m o s , y 

G ( N ) S M y F ( M ) s N de f o r m a n a t u r a l , y donde y G^ son los ad jun t o s 

por l a i z q u i e r d a de H o m g ( M , _ ) y Homg(N,_ ) r e spec t i vamente . 

(b) E x i s t e n subcategorías C de G y D' de S, equ iva l en tes ba jo 

l a s equ i va l enc i as inversas F con l a restricción a y G con l a 

restricción a D*. E s t a s subcategorías son m a x i m a l e s r e spec t o de l a 

p rop i edad de ser equiva lentes bajo F y G, y además, M G d ' y N G B* . 

(c) d ' y 9 ' se pueden i d e n t i f i c a r como categor ías coc i en te de G 

y B r e spec t o de las c lases de torsión generadas por las s i gu i en t e s 

c l ases { X G C I GF (X ) = 0 } e n G y { Y 6 D | F G ( Y ) = O > en 3 . 
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Hemos cons t ru ido entonces l a situación: 

G'<-

H o m g ( M , _ ) 
E-mód 

( E , ? ) - m ó d (E ,& ) -mód 

H o m j j ( M , _ ) 

( E , ? f ) - m ó d <r I)' 

S i a i i o ra suponemos que G y D son .categor ías de módulos, 

d igamos G = R-mód y 5) = S-mód tendremos que M ® ^ y G ^ N 

Así, los fun t o r e s F y G serán, sa lvo i s omor f i smos n a t u r a l e s , F = 

= N ® Hom (M,_) y G = M ® Hom (N,_). E n los casos que a n a l i z a r e m o s , 

l as imágenes F(R) y G(S) nos pe rm i t en d e f i n i r nuevos f u n t o r e s 
S K 

Hom (G(S),_) Hom (M ® Hom (N,S),_) s Hom (Hom (N,S) ,Hom (M,_)) y 
R R E S E S R 

Hom (F(R) , ) =: Hom (N ® Hom (M,R), ) s Hom (Hom (M,R) ,Hom (N, ). 
S ~ S E R — E R S — 

E s t o s ob je tos , y los fun to res que de t e rm inan , desempeñan u n a 

función c r u c i a l en e l d e s a r r o l l o de nues t ros r e s u l t a d o s a 

continuación. 

4 , 2 . E l p r o b l e m a de l a u n i c i d a d p a r a g e n e r a d o r e s . 

E n [13] se demues t ra que un i s o m o r f i s m o ent re los a n i l l o s de 

endomor f i smos de módulos l i b r es numerab lemente generados i m p l i c a que 
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l as categorías de módulos sobre los an i l l o s base co r r espond i en tes son 

equiva lentes . En (12) se m u e s t r a que es ta equ i va l enc ia está i n d u c i d a 

por e l f u n t o r que hemos desc r i t o de modo genera l en l a introducción. 

E n el caso de generadores (con e lemento un imodu la r ) es te 

mismo f u n t o r aparece en {64, Definición 2.2). S in embargo , hay v a r i a s 

p reguntas que surgen a p a r t i r de este último t r a b a j o . L a p r i m e r a es 

que ahí se dan condic iones equiva lentes p a r a que d i cho f u n t o r sea u n a 

equ i va l enc i a de categorías pero no observamos un e jemplo que nos 

mues t re s i d i c h a equ iva l enc ia , en genera l , se v e r i f i c a o no, aunque, 

en p r i n c i p i o , sea dif íci l e sperar que esto o c u r r a . E n el párrafo 

r e l a t i v o a módulos proyec t i vos con elemento un imodu la r m o s t r a r e m o s que 

en ese caso , que inc luye a este, hay i s omor f i smos en t r e a n i l l o s de 

endomor/ ismos que no están induc idos por equ i va l enc ias de categor ías. 

Aquí vamos a aprovechar que estamos en una situación gene ra l p a r a 

m o s t r a r f o rmas de construcción de e jemplos. 

Observación 4.2.1: Se pueden dar cons t rucc i ones genera l es a 

p a r t i r de las cua les se pueden e l eg i r a n i l l o s R y S y gene radores 

i n f i n i t amen t e generados M e R-mód y N e S-mód de t a l m a n e r a que 

End( M) » End( N) y "sin embargo R y S no sean a n i l l o s M o r i t a 
R S 

equiva lentes . 

E f e c t i vamente , comencemos con un a n i l l o R y un generador no 

f i n i t a m e n t e generado p a r a R-mód, M ' , y hagamos S = End( M ' ) . A h o r a , 
R R 

p a r a c u a l q u i e r con junto i n f i n i t o K, hacemos N = S (el p r o d u c t o 

d i r e c t o de K cop ias de S). Entonces , N es un generador i n f i n i t a m e n t e 

generado p a r a S-mód. P o r el T eo r ema 3.2.1, S es un ob je to c e r r a d o 

r espec to de l a topología de G a b r i e l por l a i z q u i e r d a g ene rada p o r 

fEndí M) = S . 
R 0 
Como Hom (S ® S . S * ^ = S entonces [32, P r o p o s i t i o n 26.10] S = N 

s o s o 

también es un objeto S^-cer rado . Además, todo h o m o m o r f i s m o 

a :S^N > S J ^ se ex t i ende de mane ra única a uno a : N > N po rque 

S^N es S^-denso en N , y N , a su vez, es S ^-cerrado . Nuevamente , po r e l 
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Teo r ema 3.2.1 sabemos que R-mód y S^-mód son categorías equ iva l en tes 

bajo l a s equiva lenc ias inversas S^Hom^(M',_):R-mód -> S -mód 
o 

M'® :S -mód 
s ~ o R-mód y que M'= M ' S ^ y M'®^S N = M'® N . Hacemos 

M = M'®^N. Como R-mód y S-mód son categorías equiva lentes y bajo l a 

equ i va l enc i a S N cor responde con M, tenemos que Endí M) ~ Endí S N) = 
o 

= Endí N) . Hemos cons t ru ido entonces e l d i a g rama : 
s 

Hom ( M , _ ) 
R 

S-mód 
Hom (N,_) 

s 
Hom (M', ) 

R 

R-mód 

^ EndígN)-mód 

Hom (S N,_) 
o 

A u n suponiendo que M ' no es f i n i t amen t e generado y que íen 

consecuencia ) Hom ÍM' ,_ ) no es una equ i va l enc ia de categorías e n t r e 
R 

R-mód y S-mód, podría o c u r r i r que R-mód y Endí^N)-mód fuesen 

categorías equiva lentes ívéase, (21) así que, p a r a a segura rnos de que 
« 

no sea pos ib l e que R-mód y Endí N)-mód sean categor ías equ i va l en t es 
s 

podremos , po r e jemplo, e l eg i r propiedades de R que se p r e s e r v en ba jo 

equ i va l enc ias y generadores p a r t i c u l a r e s M*, de t a l m a n e r a que 

Endí M') no v e r i f i que aque l las prop iedades ; por e jemplo , R h e r e d i t a r i o 
R 

y M ' l i b r e i n f i n i t amen t e generado (14) o R a n i l l o con división y M* 

espac io v e c t o r i a l sobre R de dimensión i n f i n i t a , etcétera. 

E n v i s t a de que los generadores a r b i t r a r i o s son ob je tos más 

genera l es que los módulos l i b r e s , es n a t u r a l e s p e r a r que, bajo l a 

situación antes menc ionada , obtengamos una relación más g e n e r a l 

que l a de una equ i va l enc ia de categorías, como es un con t ex t o de 

M o r i t a . 

T e o r e m a 4 .2 .2 : Sean R y S an i l l o s con uno . S i M e R-mód y 
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N e S-mód son generadores con an i l l o s de endomor f i smos i s o m o r f o s 

entonces hac iendo P = M ® , Hom (N.S) y Q = N ® Hom (M,R) , 
End( M) S End( N) R 

R S 

tenemos que (R,S,P,Q) es un contex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o por l a 

i z q u i e r d a . Recíprocamente, s i (R,S,P,Q) es un con t ex t o de M o r i t a 

n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a entonces M = P®R y N = Q®S son 

generadores t a l e s que End( M) « End( N). 
R S 

Demostración: Supongamos p r i m e r o que M e R-mód y N e S-mód son 

generadores con an i l l o s de endomor f i smos i s omor f o s . Sea End( W ~ E ~ 
R 

« Endí^N). Denotemos E ^ * fEnd(^M), E¿ ~ fEnd(^N) ; sean <_,_> y [_,_] 

los m o r f i s m o s de l con tex to der i vado de M y sean <_,_>' y [_,_)' los 
K 

que cor responden a l contex to der i vado de ^ N . A h o r a d e f i n imos 

(p:P ® Q ) R y 0:Q ® P > S ta l es que p a r a m®f e P y n®g e Q, 
S R 

V((m®f)®(n®g)) = <m-[f,n]',g> = <m,(f,n]'g> y 

l/»((n®g)®(m®f)) = <nlg,ml,f>' = <n,[g,m]f>*. 

M o s t r a r que (R,S,P,Q) junto con <p y ^ es un con t ex t o de M o r i t a es 

cuestión s implemente de hacer l as cuentas . P a r a ve r que e f e c t i vamente 

es un con t ex to no rma l i z ado por l a i z q u i e r d a , p r i m e r o obsérvese que, 

por e l T e o r e m a 3.2.1, E es E y E ' - c e r r a d o y que Hom (M,R) y Hom (N,S) 
^ • 0 0 R R 

a l s e r ambos sumandos d i r e c t o s de sumas d i r e c t a s f i n i t a s de E , 

per tenecen, cada uno, a (E,E^)-mód y (E,E^)-mód a l a vez y en 

consecuenc ia , tenemos que Hom (M.P) = Hom (M,M® Hom (N,S)) s Hom (N,S) 

y Hom (N,Q) = Hom (N,N® Hom (M,R)) s Hom (M,R), puesto que, por e l 
d Ib c. K K 

T e o r e m a 3.2.1 R-mód y (E,Ep)-mód así como S-mód y (E,E^)-mód son 

categorías equiva lentes bajo M ® y Hom (M,_), y N ® y Hom (N,_) 
L.' R b> S 

r e spec t i vamente . 
Así , Endí^P) « End( Hom (N.S)) « S y análogamente, End( Q) « R. 

R E S S 

Además, Hom (P,R) = Hom^íM® Hom (N,S),R) s Hom (Hom (N,S) ,Hom (M,R)) s 

(por e l T e o r e m a 3.2.1) s N ® Hom (M,R) = Q, y análogamente Hom (Q,S) = 
E R S 

s P. P o r lo tanto [69] (R,S,P,Q) es un con t ex t o n o r m a l i z a d o por l a 

i z q u i e r d a . 

Recíprocamente, supóngase que (R,S,P,Q) es un con t ex t o de M o r i t a 

n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a y sean I y J los idea les t r a z a d e l 
R S 
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con tex to . Entonces [69] tenemos que Hom^(! ,R) s R, Hom^I.P) s P , 

Hom„(P.R) s Q y End(^P) » S. y que Hom (J.S) ss S, Hom (J.Q) s Q, 
R R S S 

Hom (Q.S) s P y End( Q) ~ R. Entonces End( P®R) 
S R 

End( P) Hom P.R) 
R R 

P Q 

S Q 
P R 

y End(^Q®S) ~ 
End( Q) Hom (Q.S) 

Q ^ ^ S 

R P 

F ina lmen te , es fácil comprobar que l a c o r r e s p o n d e n c i a 

es i s omor f i smo de an i l l o s . Es t o conc luye l a 
s q 1 > 

r p 
p r q s 

demostración. 

Observación 4 .2 .3 : Se puede da r el caso en que, pa r t i endo de dos 

generadores M, N y obteniendo como en e l T e o r e m a P y Q, a l h a c e r 
R s R s 

el recíproco no recuperemos a M y N. E s más, P y Q pueden s e r 
R S R S 

f i n i t amen t e generados e inc luso progeneradores (véase (64, L e m a 1.11 y 

Teo remas 2.3 y 2.71) y entonces habrá equ i va l enc i a , aún hab iendo 

e leg ido a M y N in f i n i t amen t e generados. 
R S 

E n este punto, queremos i n s i s t i r en que, po r lo que hemos 

v i s to en l a Introducción de este capítulo, dado e l i s o m o r f i s m o e n t r e 

dos a n i l l o s de endomor f i smos de generadores y a sabemos cuáles son los 

fun t o r e s que inducen e l i s omor f i smo y de qué mane ra lo hacen. L o que 

nos i n t e r e s a es encon t r a r una descripción y una relación en t r e l a s 

subcategorías equiva lentes pero, como veremos después, en caso de 

d e f i n i r o t r o fun to r habrá que m o s t r a r de nuevo cómo induce e l 

i s o m o r f i s m o . Po r lo pronto seguimos u t i l i z a n d o l a notación 

s i m p l i f i c a d a . Así, e l d i a g r a m a f i n a l de l a Introducción de es t e 

capítulo j u n t o con e l t eo rema a n t e r i o r , t i ene a h o r a l a s i g u i e n t e 

f o r m a : 
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E l Teo rema 7 de (69] y l a construcción de los generadores en 

e l recíproco del t eo rema a n t e r i o r , nos p e rm i t en e x p r e s a r d ic l i o t e o r e m a 

en términos categóricos: 

C o r o l a r i o 4 .2 .4 : Sean R y S an i l l o s con uno. S i M 6 R-mód y 

N G S-mód son generadores con an i l l o s de endomor f i smos i s o m o r f o s 

entonces e x i s t en subcategorías equiva lentes m a x i m a l e s de R-mód y S-mód 

que cont i enen a los an i l l o s R y S. 

Recíprocamente, s i se t i enen subcategorías equ iva l en tes m a x i m a l e s 

de R-mód y S-mód que cont ienen a R y S entonces e x i s t e n generadores de 

R-mód y S-mód con an i l l o s de endomor f i smos i s omor f o s . 

Demostración: Sean, pues, M e R-mód y N e S-mód gene radores c o n 

a n i l l o s de endomor f i smos i somor fos . Entonces , po r e l T e o r e m a 4 . 2 . 2 , 
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podemos c o n s t r u i r un contex to de M o r i t a no rma l i z ado por l a i z q u i e r d a . 

P o r [69, Theo r em 7] se t ienen entonces las subcategorías deseadas. 

Recíprocamente, [69, Theorem 7) es tab lece a s im i smo que dadas 

t a l e s subcategorías se puede c o n s t r u i r un con t ex t o de M o r i t a 

n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a y por e l recíproco de l T eo r ema 4 . 2 . 2 

tenemos l os generadores deseados. (Nótese que en l a demostración de l 

T e o r e m a 7 de [69) los bimódulos con los cua l es se c ons t ruye e l 

con t ex to son las imágenes de los an i l l o s bajo l a s equ iva l enc ias ) . E s t o 

conc luye l a demostración. 

C o r o l a r i o 4 .2 .5 : Sean R y S an i l l o s con uno. S i M e R-mód y 

N 6 S-mód son generadores con an i l l o s de endomor f i smos i s m o r f o s 

entonces los cen t ros de R y S son i somor fos . 

Demostración: Inmediata de l Teo rema 4 .2 .2 y [69, C o r o l l a r y 9]. 

P o r e l C o r o l a r i o 4 .2.4 vemos que e x i s t e n categor ías 

equ iva lentes max ima l e s bajo l as r e s t r i c c i o n e s de Hom (P,_) y 
R 

Hom^(Q,_) , y también bajo l as r e s t r i c c i o n e s de los f u n t o r e s 

N ® H o m (M,_) y ' M ® , Hom (N,_). D i chas categorías m a x i m a l e s 
Endl M) R Endi N) S 

R S 

son [69, Theo r em 1 y Theorem 7] p rec i samente l a s categorías coc i en t e 

de l c on t ex t o (R,S,P,Q) ; además, l a d i f e r e n c i a en t r e los f u n t o r e s es l a 

localización; es d e c i r , que p a r a X e R-mód, Hom (P,X) es j u s t o l a 
K 

localización de N ® Hom (M,X) r espec to de l a teor ía de torsión 
End( M) R ^ 

R 

a s o c i a d a a l contex to en S-mód. E s por e l l o po r lo que p r e f e r i m o s 

a n a l i z a r l a situación valiéndonos de los f u n t o r e s Hom (P,_) y 
R 

Hom^(Q,_) y r e n o m b r a r l o s con F y G . 

So lamente habría que v e r i f i c a r que F y G i n d u z c a n e l 

i s o m o r f i s m o de a n i l l o s , pero esto se obt iene de m a n e r a d i r e c t a s i 

observamos que l a composición de estos homomor f i smos canónicos: 
Hom^ í̂M®^^^^ ^Hom^(N,S) ,M) > ^°"^tnd{ > 

> Hom (Hom (N,S),End( N)) > N (llamémosle v), hace 
Endl N) S S 



conmuta r e l s igu iente d i a g rama : 

F ( M ) > F ( M ) 

V 

N ^ > N 

p a r a todo r e End( M). Así, podemos r e u n i r los r e su l t ados a n t e r i o r e s 
R 

con nues t ros nuevos fun to res , en el s igu iente t e o r ema . 

Te jorema 4 .2 .6 : Sean R y S an i l l o s a r b i t r a r i o s , M e R-mód, 

N e S-mód generadores y (r:End( M) > End( N) un i s o m o r f i s m o de 
R S 

a n i l l o s . Entonces , los bimódulos P = M ® , Hom (N,S) y Q = 
R S End( M) S S R 

R 
= N ® Hom (M,R) de t e rm inan un contex to de M o r i t a (R,S,P,Q) 

End(^N) R 

n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a , con fun to res asoc iados F = Hom (P,_) y 
R 

G = Hom (Q,_). Es tos fun to res , en l a restricción a l a s categor ías 

coc i ente d e t e r m i n a d a s , po r los ideales t r a z a de l c on t ex t o 169] son 

equ iva l enc ias inversas de categorías, y d i c l i as subcategorías son 

m a x i m a l e s r espec to de l a prop iedad de se r equ iva lentes e i n c l u i r a l o s 

a n i l l o s R y S. 

Aún más, se t i enen los i s omor f i smos F ( R ) s Q, F ( P ) = S y 

i ; :F (M) > N , y G(S ) s P, G(Q) s R y T } :G (N ) > M y las i gua ldades 

a-ir) = v'^F(r)v y a-'\s) = T ) ' 'C (S )T) p a r a todo r € End( M) y 
R 

s e End(^N) . 

Recíprocamente, s i F : R-mód > S-mód y G : S-mód > R-mód son 

f u n t o r e s t a l e s que (R ,S ,G (S ) ,F (R ) ) es un con t ex t o n o r m a l i z a d o po r l a 

i z q u i e r d a entonces M = G(S)©R y N = F(R)®S son generadores c on a n i l l o s 

de endomor f i smos i s omor f o s . 

Demostración: L a e x i s t e n c i a de l con tex to y de l os f u n t o r e s es 

consecuenc ia d i r e c t a de l Teo r ema 4 .2 .2 y [69, T h e o r e m 3] . L a 



afirmación a c e r c a de las subcategorías es 169, Theo r em 3 y T h e o r e m 7) . 

L a s co r r espondenc ias v ienen de l T e o r e m a 4 .2 .2 y e l párrafo a n t e r i o r a 

este t e o r ema . E l recíproco es e l de l T eo r ema 4 .2 .2 . 

Hemos v i s to entonces que un i s o m o r f i s m o e n t r e a n i l l o s de 

endomor f i smos de gene radores induce una equ i va l enc i a de subcategorías. 

L a s m a n e r a como induc imos los fun to res r e f l e j a l a situación más 

g ene ra l pos ib l e ; es d e c i r , un con tex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o . E n e l 

párra fo r e f e r en t e a módulos p royec t i vos c o n e lemento u n i m o d u l a r , 

m o s t r a r e m o s que inc luso cuando se tengan categorías equ iva l en tes R-mód 

y S-mód puede haber objetos de l a c l ase menc i onada c o n a n i l l o s de 

endomor f i smos i somor fos de t a l m a n e r a que los f u n t o r e s asoc i ados no 

sean equ i va l enc ias de categorías. Igual que en l a Observación 4.2.1 

vamos a aprovechar que estamos en u n a situación más g e n e r a l p a r a 

e x h i b i r una f o r m a de c o n s t r u i r e jemplos de a n i l l o s i s o m o r f o s R y S y 

generadores M y N semi l inea lmente i s o m o r f o s - d e t a l m a n e r a que, s i n 
f? s 

embargo , c i e r t o s fun to r e s induc idos no sean equ i va l enc i a s de 

categor ías. 

Observación 4.2 .7 : ' U n a f o r m a de construcción de a n i l l o s i s o m o r f o s 

R y S y generadores M e R-mód y N e S-mód p a r a l os cua l e s se t enga u n 

i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l y s i n embargo , e x i s t a un i s o m o r f i s m o de a n i l l o s 

en t r e End( M) y End( N) de t a l m a n e r a que los f u n t o r e s i nduc idos d e l 

T e o r e m a 4 .2 .6 no sean equ i va l enc ias inve rsas de categor ías. 

E f e c t i v a m e n t e , s ea A un a n i l l o con uno y M e A-mód u n g ene rado r 

no f i n i t a m e n t e generado con e lemento u n i m o d u l a r . Sea K = End( M ) , 
A 

K^= fEnd(^M) y a e e l e lemento idempotente ( Teo rema 3.2.1) t a l que 

K a K = K y a K a = a K a « A . 
o o 

Sea E = (K ,K ) (donde {K,K) deno ta K x K , e l a n i l l o p r o d u c t o ) . 

E^= (K^ ,K ) , E¿ = (K.K^) , e = (a , l ) y f = ( l ,a ) . En tonces , p o r e l 

T e o r e m a 3 .2 .1 , eEe = (A ,K ) , eE = (M,K) , f E f = (K.A) y f E = (K ,M) . Y 

sabemos que End(^^^eE) « E y End(^^^fE) « E . En tonces e l c o n t e x t o de 
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M o r i t a de l Teo rema 4 .2 .2 es ( eEe , fE f , eE f , fEe ) y l os idea les t r a z a de l 

con t ex to son eE fEe = (A.K^) c (A.K) y f E e E f = (K^.A) c (K .A ) . P o r lo 

t an t o , los fun t o r e s Hom ^ (eEf ,_ ) y Hom,^, ( fEe ,^ ) no pueden s e r 

equ i va l enc i as Inversas de categorías en t r e (A,K)-mód y (K,A)-mód. 

Tomando R = eEe, M = eE, S = f E f , N = f E y c = 1 tenemos l a 

construcción deseada. 

De todas f o r m a s , esto no debe i n t e r p r e t a r s e como u n de f e c t o 

en l a elección de los fun to res F y G o como i nd i c i o de un carácter "no 

canónico" de t a l elección. S i observamos e l d i a g r a m a de l a página 121 

nos daremos cuen ta de que los fun to r e s que obtenemos s on equ i va l enc i a s 

i n v e r sas s i y sólo s i l os endomor f i smos f i n i t o s se c o r r e sponden ba jo 

e l i s o n i p r f i s m o de los a n i l l o s . Entonces podemos a s e g u r a r que: 

Observación 4 .2 .8 : Sean R y S a n i l l o s con uno, M e R-mód y 

N € S-mód generadores y cr:End( M) > End( N) un i s o m o r f i s m o de 
R S 

a n i l l o s . En tonces a- está induc ido po r a l g u n a e q u i v a l e n c i a de 

categorías H:R-mód > S-mód t a l que H(M) s N s i y sólo s i 

{r(fEnd( M)) = fEnd( N) , o equiva lentemente , los f u n t o r e s i nduc idos F y 
R S 

o de l T e o r e m a 4.2.6 son equ iva l enc ias Inversas de categor ías. 

E n r esumen , todo m o r f i s m o en t r e a n i l l o s de e n d o m o r f i s m o s 

está induc ido por un f u n t o r y todo f u n t o r Induce un m o r f i s m o de 

a n i l l o s e n t r e los a n i l l o s de endomor f i smos de l o s ob je tos que se 

c o r r e sponden bajo d i cho f u n t o r . E n e l caso de l os i s o m o r f i s m o s e n t r e 

a n i l l o s de endomor f i smos de generadores , t o d a e q u i v a l e n c i a de 

categor ías l os induce , pe ro hay i s o m o r f i s m o s que no están i nduc i do s 

p o r n inguna equ i va l enc i a de categorías, s i n o por c o n t e x t o s de M o r i t a 

e spec i a l e s , en e l sent ido de que son f u n t o r e s a soc i ados a l c o n t e x t o . 

Además, e s t a situación nos p e r m i t e , como ve remos a 

continuación, d e t e r m i n a r con r e l a t i v a f a c i l i d a d , c ond i c i ones p a r a 

g a r a n t i z a r que d ichos i s o m o r f i s m o s provengan s i empre de e q u i v a l e n c i a s 

de categor ías. 
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Clases de an i l l o s que v e r i f i c a n un i c i dad . 

Como mencionamos an t e r i o rmen te , en (64] se pueden e n c o n t r a r 

cond ic iones equiva lentes a que dados dos an i l l o s R y S y g ene rado res 

M 6 R-mód y N e S-mód con an i l l o s de endomor f i smos i s omor f o s , d i cho 

i s o m o r f i s m o de a n i l l o s esté inducido por u n a e q u i v a l e n c i a de 

categorías ba jo dos c r i t e r i o s (64, Teorema 2 .3 y T e o r e m a 2.7). 

E s t o s dos teoremas en (64] nos dan , en l a situación y con l a 

notación de l Teo r ema 4 .2 .6 , condic iones equ iva l en tes a que, p r i m e r o , 

una de las categorías esté sumerg ida en l a o t r a ; es d e c i r , pongamos 

por cago, P generador s i y sólo s i Q es p royec t i v o y f i n i t a m e n t e 
R S 

generado y o t r a s , y también condic iones equ iva lentes a que P y Q 
R S 

sean ambos progeneradores . E s t o s dos t eoremas pueden obtenerse de 

inmed ia t o de nues t ro Teo r ema 4 .2 .6 ; sólo es cuestión de desentrañar l a 

notación. 

Así , en e s t a sección vamos a proponer un c r i t e r i o más, pues 

a noso t r os nos i n t e r e s a conocer condic iones sobre los a n i l l o s R y S (y 

sus categor ías de módulos) p a r a que l a equ i va l enc i a de categor ías 

o c u r r a s i e m p r e que se t enga un i s omor f i smo End( M) « End( N) con M y 
R S R 

N generadores . 
s 

P a r a e l l o , vamos a comenzar de f in iendo lo que entendemos p o r 

" endomor f i smos f i n i t o s i n va r i an t e s " . Como v imos en l a sección 

a n t e r i o r , los fun to r e s induc idos por e l T e o r e m a 4 .2 .6 s on 

equ i va l enc i a s inve rsas s i y sólo s i los endomor f i smos f i n i t o s 

" c o i n c i d e n " bajo e l i s omor f i smo . Sea R un a n i l l o y M un R-módulo p o r 

l a i z q u i e r d a . Decimos que M t iene " endomor f i smos f i n i t o s i n v a r i a n t e s " 

s i p a r a todo a n i l l o S y todo S-módulo p o r l a i z q u i e r d a N , t a l que 

End( M) es i s omor f o a End( N), l a imagen de los endomor f i smos f i n i t o s 

de M está conten ida en fEnd ( N) ; es d e c i r , fEnd( M) p e rmanece 
S R 

i n v a r i a n t e f r e n t e a i s omor f i smos de End( M) con o t r o a n i l l o de 
R 

endomor f i smos . D i r e m o s que un an i l l o R t i ene " e n d o m o r f i s m o s f i n i t o s 
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i n v a r i a n t e s en generadores " (o a lgunos o t ros módulos que cons ideremos ) 

s i c a d a generador de R-mód posee l a menc ionada p rop i edad . 

E n los s igu ientes r e su l t ados , vamos a t r a t a r de m o s t r a r 

(además de a lgunas c lases de an i l l o s con l a prop iedad ) en qué sen t ido 

r e s u l t a n útiles nues t ras técnicas cuando uno se p r e g u n t a a c e r c a de 

a l g u n a c l ase específica de an i l l o s . También quedará es tab l e c ido que 

cuando dos an i l l o s R y S t ienen "endomor f i smos f i n i t o s i n v a r i a n t e s en 

gene rado res " todo i s omor f i smo entre a n i l l o s de endomor f i smos de 

generadores i m p l i c a de hecho l a equ iva l enc ia de l a s categorías R-mód y 

S-mód, o, en o t r a s p a l a b r a s , l a e x i s t e n c i a de un con t ex t o n o r m a l i z a d o 

en t r e R y S i m p l i c a l a equ i va l enc ia de categorías. 

Prepos ic ión 4 .2 .9 : Sea R un an i l l o h e r e d i t a r i o y noe the r i ano po r 

l a i z q u i e r d a , S un a n i l l o a r b i t r a r i o y M € R-mód, N e S-mód 

generadores con an i l l o s de endomor f i smos i s omor f o s . En tonces , usando 

l a notación de l Teorema 4 .2 .6 , P es un generador y E S E ' . 
R 0 0 

Demostración: Considérese, pues, l a situación de l T e o r e m a 4 .2 .6 y 

l l amemos I y J a los idea les t r a z a , en R y S r e spec t i v amen t e , de l 

c o n t e x t o (R ,S,P ,Q) . Gomo R es h e r e d i t a r i o y noe the r i ano p o r l a 

i z q u i e r d a entonces I es idea l f i n i t a m e n t e generado y p r o y e c t i v o . 
R 

Entonces I es idempotente y por (69, C o r o l l a r y 2] l a c l a s e de torsión 

a s o c i a d a con I es T T F , y l a topología de G a b r i e l con l a que 

co r r esponde t iene a I como idea l mínimo; además, R es I - c e r r a d o . Todo 

es to s i g n i f i c a que I-mód es una categoría de G r o t h e n d i e c k l o ca lmen te 

f i n i t a m e n t e generada con un progenerador , que es I, y como 

End( I) « End( I) « R (porque R es I - ce r rado ) entonces [20, T h e o r e m 
I R 

1.1] I-mód y R-mód son categorías equiva lentes . A h o r a b i en , p o r lo 

v i s t o en l a s páginas 30-31 tenemos un f i l t r o con i d e a l mínimo 

3 = { K £ R I I -K = I }. C l a ramen t e , I e 5 es e l i d e a l mínimo po rque I 

es idempotente , pero como R-mód e I-mód son equ iva l en tes , este f i l t r o 

deberá s e r e l f i l t r o t r i v i a l , g = < R ). P o r lo t a n t o I = R. E s t o 

m u e s t r a que P es generador p a r a R-mód (porque I = R es s u t r a z a en R) 
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y como (R.S.P.Q) es un con tex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o po r l a 

i z q u i e r d a , tenemos 169) que R-mód y (S,J)-mód son entonces categor ías 

equ iva lentes , bajo l as equ iva lenc ias Hom (P,_ ) :R-mód > (S,J)-mód 
R 

Hom (Q,_): (S,J)-mód > R-mód. A h o r a , po r e l T e o r e m a 3.2.1 tenemos 
s 

que J = fEnd(^P ) , e l c u a l es un idea l idempotente y por lo t an to R-mód 

y J-mód son categorías equiva lentes . Obsérvese que, por e l T e o r e m a 

4.2 .6 N es J - c e r r a d o y en consecuenc ia tenemos End(End(^JN) « 
w Endí (T r (T r (JN) = J . A f i r m a m o s aho ra que fEndí JN) s; fEndí N) = 

s s s ^ s s 

= E\ Sea X e fEndí^JN), entonces x se f a c t o r i z a como x = a'fi c o n 

a : J N > s " y p:S" > J N . P r i m e r o vamos a t r a t a r de c o m p l e t a r 

conmuta t i vamente e l s i gu iente d i a g r a m a : 

Como Im a s; J - s " , podemos c o n s i d e r a r p', l a restricción de p a 

J ' S " . Así, a/3* = a/3 = X . A h o r a vamos a ex t ende r c onmuta t i v amen t e e l 

d i a g r a m a 
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o o 

/ 3 ' : J ' S " > J - N se ex t i ende de manera única a /3 ' :S" > N porque S 

y N son J - c e r r a d o s , y a se ext iende a a : N ^ S. F i n a l m e n t e , como 

p ' o a e fEnd ( N), se t i ene que fEnd( JN) e; fEnd( N) ( i d en t i f i c ando 
s s s 

End( JN) = End( N)) porque p ' o a ex t i ende a fioa de m a n e r a única. E l 
s s 

hecl io de que fEndí^JN) es idempotente , v iene de [98, L e m m a 2.3] j u n t o 

con l a observación que se h i z o de que Tr^ (JN) = J . Así, n u e s t r a 

afirmación queda e s t ab l e c i da . 

Sólo nos f a l t a p r o b a r que E^= fEnd (^JN) . P a r a e l l o , obsérvese que 

hemos es tab l ec ido que las categorías E^-mód, R-mód, J-mód y 

(E,fEnd(^JN))-mód son equ iva lentes . Permítasenos entonces c o n s i d e r a r a 

l as categorías E^-mód > (E,fEnd(^JN))-mód y a p l i c a r lo v i s t o en l a 

página 71 y [26. P r o p o s i t i o n 2.5] con G = E^-mód. En tonces , E^s ; 

S; fEnd(^JN) y de mane ra s i m i l a r , tomando a h o r a ^ = fEnd(^JN)-mód, se 

t i ene l a inclusión i n v e r s a fEndí JN) Si E . P o r lo t a n t o fEnd ( JN) = E 
s o s o 

y en consecuenc ia , E^s ; E\ Es to conc luye l a demostración. 

Así, los a n i l l o s h e r ed i t a r i o s noe the r i anos por l a i z q u i e r d a 

v e r i f i c a n l a p rop i edad " endomor f i smos f i n i t o s i n v a r i a n t e s en 

gene radores " . 
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C o r o l a r i o 4.2.10: Sean R y S an i l l o s con " endomor f i smos f i n i t o s 

i n va r i an t e s en generadores " y M e R-mód y N € S-mód generadores c o n 

an i l l o s de endomor f i smos i somor fos . Entonces , R-mód y S-mód son 

categorías equiva lentes y por lo t an to , en l a notación de l T e o r e m a 

4 .2 .2 , P y Q son progeneradores . Además, E « E ' . 
R S 0 0 

Demostración: Inmedia ta , a p a r t i r de l T e o r e m a 4 .2 .2 y l a 

Proposición 4 .2 .9 . 

I somor f i smos semi l inea l es 

E l que un i s omor f i smo , 5, ent re a n i l l o s de endomor f i smos de, 

dos módulos M e R-mód y N e S-mód esté induc ido por un i s o m o r f i s m o 

s e m i l i n e a l (Cf . [12, 63 y 641), ^ : M > N s i g n i f i c a que p a r a c a d a 

X e End( M), se t i ene que 5(x) = y ' x ^ . 
R 

E n [64] también se encuent ran cond ic i ones equ i va l en tes a l a 

de que un i s omor f i smo entre a n i l l o s de endomor f i smos de g ene rado r e s 

(con e lemento un imodu l a r y en términos de él ) esté induc ido por un 

i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l ; pe ro es tas cond ic iones están dadas en términos 

de p rop i edades de l p rop io a n i l l o de endomor f i smos . N o s o t r o s segu imos 

en l a m i s m a línea de l a sección a n t e r i o r , t r a t a n d o de d e t e r m i n a r 

cond ic iones sobre los an i l l o s de p a r t i d a p a r a que v e r i f i q u e n l a 

p r op i edad de que los i s omor f i smos de a n i l l o s de endomor f i smos s e a n 

s i empre induc idos por i s omor f i smos s em i l i nea l e s . P a r a e l l o , 

c omenzaremos con a l gunas de f in i c i ones y p rop i edades básicas a c e r c a d e l 

g rupo de P i c a r d . 

Sean R, S a n i l l o s con uno y M un bimódulo. Dec imos que M 
R s R s 

es i n v e r t i b l e s i M ®^_:S-mód > R-mód es una equ i va l enc i a de 
categorías o lo que es lo mismo s i e x i s t e N t a l que M ® N > R y 

S R S 
N ® M > S son i s omor f i smos de bimódulos. 

R 
E n p a r t i c u l a r , cuando R = S, de f i n imos el G r u p o de P i c a r d 
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(mu l t i p l i ca t i v o ) como las c lases de i s omor f i smos de bimódulos (es 

d e c i r , p a r a P , se t i ene IP) = ( Q I P eí Q )) Inver t ib l es , j u n t o con 
R R R R R R R R 

l a operación lP ] * lQ ] = IP ® Qj . Nótese que e l neu t ro de l g rupo es IR). 

Observación 4.2.11: S i F:R-mód -> R-mód y G:R-mód R-mód 

son autoequ iva l enc ias , con P = F " H R ) y Q = G ' ^ R ) entonces P = Q s i 
R R R R 

y sólo s i F y G son na tura lmen te i somor fos . L a demostración es muy 

conoc ida l l l , p.263] . 

Más en genera l , sean M, N e R-mód y <p: M 
R 

-> N un 
R 

i s o m o r f i s m o . Entonces ex i s t e ti :Hom (M, ) 
(p R ~ 

i s o m o r f i s m o de a n i l l o s cr:End( M) 
R 

> Hom (N,_) y 
R 

^ End( N) t a l que el cuad rado 
R 

un 

M -4 M 

<P 
-1 - 1 

<P 

N 
<r(x) 

<P 

N 

es conmuta t i vo , p a r a todo x e End(^M) . 

Así, (p es un R - i s o m o r f i s m o a l a i z q u i e r d a y un i s o m o r f i s m o 

( T - s emi l i nea l a l a derecha . Aún más, s i K es un bimódulo a r b i t r a r i o 
R s 

entonces TJ :Hom (M,K) > Hom (N,K) es un i s o m o r f i s m o <r-semi l ineal a 
K R R 

l a i z q u i e r d a y S - i s o m o r f i s m o a l a derecha , dado por TJ ( x f s ) = 

= <r(x)((p"*of)s, donde f e Hom (M,K) , x 6 End( M) y s G S. 
R R 

Def in ic ión 4 . 2 .12 : Dos fun to r e s F : R - m o d > S-mód y 

G:R-mód ) S'-mód con S y S' an i l l o s , se l l a m a n s e m i n a t u r a l m e n t e 

i s omor f o s s i e x i s t e un i s omor f i smo de a n i l l o s <r:S > S* y u n a 

f a m i l i a T) G Hom^(F (K ) ,G(K) ) t a l que todos los T7 son i s o m o r f i s m o s 

<r-semil ineales po r l a i z q u i e r d a y s i f e Hom (K ,L ) entonces e l 
R 

c u a d r a d o 
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F ( K ) G K ) 

F ( f ) G( f ) 

F ( L ) -> C ( L ) 

es c onmuta t i v o . 

E s t o nos pe rmi t e enunc ia r : 

Observación 4.2.13: S i F, G:R-mód 

a l e n d a s con P = F~'(R) y Q = ' 

F es s^mina tu ra lmen te i s omor f o a G. 

-> R-mód son a u t o 

equ iva l enc ias con P = F ~ ' ( R ) y Q = G ~ \ R ) entonces P s Q s i y sólo s i 
R R 

Demostración: S i P s Q e l a rgumento a n t e r i o r a l a definición nos 
R R 

d a e l r e s u l t a d o . Recíprocamente, tenemos e n p r i n c i p i o i s o m o r f i s m o s 

n a t u r a l e s F s Hom (P,_) y G s Hom (Q,_), y un i s o m o r f i s m o s e m i n a t u r a l 
R R T ) _ :Hom^ (P ,J 

R 
Hom^(Q,_) . 

Sea r e R a r b i t r a r i o . Entonces r de f ine un R - h o m o m o r f i s m o « r , l a 

multiplicación por lá' derecha por r . Así, tenemos e l c u a d r a d o 

conmuta t i vo : 

Hom (P ,R) 
R 

Hom (P, « r ) 
R 

Hom (P ,R ) 
R 

Hom ( O , R) 
R 

H o m ( Q , ' r ) 
K 

Hom (Q , R) 
R 

es d e c i r , T) oHom ( P , « r ) = Hom (Q,*r)oT} y en consecuenc ia , s i f e 
R R R R 

6 Hom (P,R) tenemos que T) ( f « r ) = T) ( f ) * r . P o r lo t a n t o 7) es u n 
R R R R 

R - h o m o m o r f i s m o a l a derecha . 

F i n a l m e n t e , s i r epe t imos el a rgumento a n t e r i o r a l a definición de 
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i s o m o r f i s m o s e m i n a t u r a l cons iderando todo a l a d e r e cha (o s ea R ) 
R 

tenemos un i s omor f i smo Hom (Hom (P,R),R) > Hom (Hom (Q,R),R) e l 
R R R R 

c u a l es R - i s o m o r f i s m o a l a i z q u i e r d a e i s o m o r f i s m o p - s e m i l i n e a l a l a 

de recha . E n v i s t a de que, como bimódulos P =•• Hom (Hom (P,R) ,R) y 
R R R R 

Q Hom (Hom (Q,R),R) porque P y Q son p rogeneradores , tenemos que 
R R R R 

e x i s t e un i s omor f i smo f.P > Q e l c u a l es R - i s o m o r f i s m o a l a 

i z q u i e r d a (y p - s e m i l i n e a l a la derecha) . 

E n genera l [17, Theorem U , s i P es un generador con S = End( P ) 

R j. R 

se t i ene u n a sucesión e x a c t a 1 » InAut(S) > P i c (R ) donde 

Im <p = {[Q] € P ic (R )|Q (8 P P en R-mód>. Es t o se obt iene hac i endo , a 
r K 

p a r t i r de <r e Aut (S ) , Q = P ® S ® Hom (P,R) donde S deno ta que l a 
s c r s R (T ^ 

multiplicación a l a de recha es s * s ' = s«o-{s ' ) . E n p a r t i c u l a r , p a r a R 
R 

se tiene Im <̂  = {[PJ e P i c (R )|P ® R =: R en R-mód), y l a sucesión 
R R 

"^R 
e x a c t a 1 > InAut(R) > Aut (R ) ) P i c (R ) . Nótese que en 
es te caso p a r a <r e Aut{ (R) , P = R ® R ® R = R , . 

R <r R R (T 

Así como an t e r i o rmen t e v imos que P ic (R ) co r r esponde con l a s 

au toequ i va l enc ias j u n t o con i s omor f i smos n a t u r a l e s , lo v i s t o a h o r a nos 

m u e s t r a que Aut (R )/ InAut (R ) co r responde con e l subg rupo de l a s 

au toequ i va l enc ias jurftb con i s omor f i smos s e m i n a t u r a l e s . E n [11, 

D e f i n i t i o n 1.4] se d ice que R t iene l a p r op i edad A u t ^ P i c s i ¡p es 
R 

sobre . E s d e c i r , s i se v e r i f i c a (véase [17, Theo r em 1]): 
Propos ic ión 4.2.14: Sea R un a n i l l o . Son equ iva lentes : 

(a) R t iene A u t - P i c 

(b) Si [P], [Ql e P ic (R ) entonces P = Q 
R R 

(c) Todos los p rogeneradores P t a l e s que End( P) ~ R, son 
R R 

i s omor f o s como R-módulos i zqu i e rdos . 

(ch) Todas las autoequ iva l enc ias de R son s e m i n a t u r a l m e n t e 

i s o m o r f a s . 

Demostración: Se desprende de lo a n t e r i o r . 
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E s in te resante c ompara r este r e s u l t a d o y e l t e o r e m a 

s i gu i en te con aque l los en 163} que se s iguen de l a condición 

P ic (R ) - t r iv ia í ; e s t a condición e x p r e s a que, s i P e R-mód es 

p royec t i v o , e l i s omor f i smo de an i l l o s End( P ) « R i m p l i c a P R {63, 
R R R 

p.801. 

Afíora vamos a t r a s l a d a r lo a n t e r i o r a n u e s t r a situación. 

Supongamos que tenemos un a n i l l o R t a l que v e r i f i c a " endomor f i smos 

f i n i t o s i n v a r i a n t e s en generadores " . E s t o qu i e r e d e c i r que s i tenemos 

un c on t ex t o de M o r i t a (R,S,P,Q) n o r m a l i z a d o po r l a i z q u i e r d a entonces 

P y O son progeneradores y además, End( P) » S y End( Q) « R, 
R R 

Restringiéndonos a h o r a (y d eb i l i t ando l a condición) a c o n t e x t o s 

n o r m a l i z a d o s de l a f o r m a (R ,R,P ,Q) , de f in imos l a p r op i edad 

"Autocor\JLextos n o r m a l i z a d o s t r i v i a l e s " (ANT, abrev iado ) cuando t odo 

c o n t e x t o de M o r i t a (R .R.P.Q) n o r m a l i z a d o po r l a i z q u i e r d a s e a t r i v i a l 

(es d e c i r , que P y Q son generadores o P y Q son p roye c t i v o s y 
R R R R 

f i n i t a m e n t e generados , e tc . ) . S i a esto agregamos l a p r o p i e d a d 

A u t ' - P i c , t endremos que P R S i Q lo c u a l es muy útil p a r a e l 
R R R 

s i gu i en t e r e s u l t a d o . 

T e o r e m a 4.2.15: Stíá R un an i l l o . Son equ iva l en tes : 

(i) R v e r i f i c a A N T y l a p rop i edad A u t - P i c . 

( i i ) S i 5:End( M) y End( N) es un i s o m o r f i s m o de a n i l l o s 
R R 

donde M , N e R-mód son generadores entonces S está i n d u c i d o p o r u n 

i s o m o r f i s m o <r-semil ineal f.M > N . 

Demostrac ión: (i=»ii) Considérese R, M, N , 5 como se p ide . P o r e l 

T e o r e m a 4 .2 .2 , tenemos que P = M ® HQm(N,R) y Q = N ® Hom (M,R) f o r m a n 
E. E R 

e l c o n t e x t o de M o r i t a {R,R,P,Q) n o r m a l i z a d o po r l a i z q u i e r d a y p o r e l 

C o r o l a r i o 4.2.10 j u n t o con l a s hipótesis tenemos que P =-.R S i Q . 
R R R 

Tomemos e l i s omor f i smo ip: R > P el c u a l induce e l a u t o m o r f i s m o 
^ R R 

0-:R —> R e l c u a l , como v imos a l p r i n c i p i o de e s t a sección, i m p l i c a 

que e x i s t e u n i s o m o r f i s m o <r-seminatural TJ :Hom (R,_) > Hom (P,_ ) . 

F i n a l m e n t e , vamos a componer e l i s omor f i smo n a t u r a l M — > Hom (R ,M) , 
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luego T) y luego e l i s omor f i smo v :Hom (R,M) > N de l T e o r e m a 4 .2 .6 . 

Así, tenemos un i s omor f i smo cr -semi l inea l por l a i z q u i e r d a 

> Hom (R.M) > Hom (P,M) > N 
R R 

el c u a l , como se puede comprobar s i n d i f i c u l t a d , v e r i f i c a que p a r a 

toda X e End( M), 6(x) = <p'^X(p. (Nótese que cua l qu i e r R - i s o m o r f i s m o 
K 

en t r e R y P nos pe rm i t e c o n s t r u i r un i s omor f i smo s e m i l i n e a l que 
R R 

i n d u z c a e l i s omor f i smo de an i l l o s , S). 

(ii=*i) P r i m e r o vamos a demos t ra r l a s igu iente 

Afirmación: S i M y N son generadores con e lemento u n i m o d u l a r 
R R 

y 5:End( M) > End( N) está induc ido p o r un i s o m o r f i s m o 
R R 

T - s e m i l i n e a l (p entonces, s i e e End( M) y f e End( N) son idempotentes 
R R 

t a l e s que Me ^ R y N f R tenemos que P = M5'*( f ) s, M ® Hom (N,R) es 
R R R R E R 

i s o m o r f g , como R-módulo por l a i z q u i e r d a , a R. 

Demostración: Considérese l a situación d e s c r i t a . E s t o i m p l i c a 

que s i y e End( N) entonces 5 * (y ) '^ = <P'y. E n p a r t i c u l a r , 3 ' ( f ) * í> = 
R 

= (p-r y p o r lo tan to , l a restricción ^ ' : P * N f es un i s o m o r f i s m o 

<r-semi l ineal . F ina lmente , nótese que <r"^:R > R es un i s o m o r f i s m o 

<r ^ - s em i l i n ea l así que ^ = ^«cr * es un R - i s o m o r f i s m o P s, R. E s t o 
R R 

p r u e b a l a afirmación. 

A h o r a , p r i m e r o probaremos que R v e r i f i c a A N T . Sea entonces 

(R ,R ,P ,Q ) un contex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a . Hac i endo 

M = P ® R y N = Q ® R como en e l recíproco de l T e o r e m a 4 .2 .2 , t enemos 

que M y N t i enen a n i l l o s de endomor f i smos i s omor f o s ; aún más, 

conocemos e l i s omor f i smo (Teorema 4.2.2) , s ea 5, que v e r i f i c a , con l a 

notación de l a afirmación a n t e r i o r , M5 *(f) S : p. P o r lo t a n t o P R 
R R 

es p rogene rado r . 
A h o r a vamos a p r o b a r que R t iene l a p rop i edad A u t ^ P i c . Sea K un 

K 

p rogene rado r t a l que Endí K) R. Sea N c u a l q u i e r g ene rado r c o n 
R 

e lemento un imodu la r y M = N © K. Entonces Hom (K,M) es, a s u vez , un 

gene rado r con e lemento un imodu la r y s i hacemos 5 = 

= Hom (K, ):End( M) > End( Hom (K.M)) tenemos que 6 es un 
R R R R 

i s o m o r f i s m o de a n i l l o s . S i f e End( Hom (K,M) ) t enemos que 
R R 

5~^(f) = Hom (K,_) '* ( f ) , que es jus t o l a proyección M > K s e g u i d a 
R 
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de i a inclusión. P o r l a afirmación a n t e r i o r , K = Ud~ if) deberá s e r 
R 

i s o m o r f o a ( l inea lmente ) y por lo t an to R v e r i f i c a A u t - P i c . E s t o 

t e r m i n a l a demostración. 

4 . 3 . E l p r o b l e m a de l a u n i c i d a d p a r a módulos l o c a l m e n t e l i b r e s 

L o s módulos loca lmente l i b r e s son en c i e r t o s en t i do , 

p a r e c i d o s a los módulos l i b r e s . S in embargo, y a pesar de t ene r u n 

t e o r e m a de caracterización que se e x p r e s a en términos de e l ementos 

idempotentes , es tos objetos tampoco v e r i f i c a n en g ene ra l , l a p r o p i e d a d 

" endomor f i smos f i n i t o s i n va r i an t e s " , que en 113} se d e m u e s t r a p a r a 

módulos l i b r e s . P o r lo p ronto , vamos a m o s t r a r u n a f o r m a d e 

construcción de e jemplos que, además, nos p e r m i t e o b s e r v a r c i e r t o s 

módulos l oca lmente l i b r e s p a r t i c u l a r m e n t e • In te resantes p o r l a 

expresión que t i enen en términos de m a t r i c e s y e l análisis sob re l o s 

m o r f i s m o s induc idos por fun to res lo haremos en l a s i gu i en t e sección, 

donde abordaremos e l p rob l ema con ob je tos l o ca lmen te l i b r e s y 

p royec t i v os . •' 

Observación 4.3 .1 : Construcción de a n i l l o s c o n uno , R y S y 

módulos l oca lmente l i b r e s M y N i n f i n i t amen t e generados t a l e s que 
R S 

End( M) « End( N) y s i n embargo , R y S no son a n i l l o s M o r i t a 
R S 

equ iva l en tes . 

E f e c t i v a m e n t e , sea R un a n i l l o de división, R^&' R y M = ^ ^R^ 

u n e spac i o v e c t o r i a l con dimensión |I| = a > f̂ .̂ Sea E = End(^M) y 

e^e E l a proyección canónica de M sobre R^. Tomemos entonces A = 

= { A S ; I I |A| = R ) y p a r a c a d a A € A, d e f i n i m o s e 6 E como l a 
o A 

proyección canónica de M sobre e l sumando ® R . 
I S A ! 

A h o r a , p o r [88] tenemos que, p a r a c a d a e lemento idempotente e e E 

t a l que e l r a n g o d m e) = K , E e E cons i s t e en todos l os e n d o m o r f i s m o s a 
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de M , t a l e s que r a n g o d m a) s K^. E n p a r t i c u l a r , s i A, A ' € ú entonces 

Ee E S : Ee E . Aún más, como ® R S : ® R tenemos que Ee E e , , 
A A j € A J J 6 A J A A 

p a r a c u a l e s q u i e r a A, A ' e A. 

F i j emos a i i o r a u = e^, p a r a algún A ' 6 A y cons ide remos a l a 

f a m i l i a {e } . en el an i l l o E u E . En v i s t a de que Ee Ee ,, tenemos 
A A € ¿V A A 

que l a f a m i l i a {e ) , v e r i f i c a l a condición (b l ) de l L e m a 3 . 3 . 3 . 
^ A ' A e A 

Vamos a ver l a o t r a condición: sea x G E u E , entonces rnnp;o(lm x ) s 

y en consecuenc ia e x i s t e A ' € A t a l que Im x S; ® R y así, x e = 
^ j e A» j A * 

= x ; po r l o t an t o , s i Xy...,x^e E u E , t endremos que rango (J^_ j Im x^) s: 

y entonces e x i s t e , como antes , A ' G A t a l que x^— x^e^, p a r a i = 

= l , . . . , n . Tomando F = { A* ) tenemos que {e } . v e r i f i c a l a 
A A € A 

condición (b2) del L e m a 3 .3 .3 . P o r lo tan to , E u E posee u n a f a m i l i a de 

un idades l oca l es de m a t r i z cuyo an i l l o asoc iado es u E u = S. P o r o t r o 

lado , E u E es un i d ea l bilátero e idempotente de E y cont i ene a l zócalo 

de E , E ^ 188, 231; como E es E ^ - c e r r a d o por el T e o r e m a 3 .3 .6 , podemos 

i n f e r i r que E es también E u E - c e r r a d o y entonces podemos a p l i c a r e l 

T e o r e m a 3 .3 .6 p a r a obtener que N = uE es un S-módulo p o r l a i z q u i e r d a 

l oca lmente l i b r e t a l que End( N) » E End( M) . Además, como M E u E = M 

entonces I^ Im a = M , pero s i ua^ ua^ es un con jun to f i n i t o de 

e l ementos de N , e l cua f "genera un submódulo K de N entonces I ^ . J I T I a* 

* M, pues M no es numerablemente generado. Como F I"^ - I"^ ^ 

tenemos que K * N y en consecuenc ia N no puede s e r f i n i t a m e n t e 

generado . P a r a f i n a l i z a r , sólo nos r e s t a ver que R y S no pueden s e r 

a n i l l o s M o r i t a equ iva lentes . P a r a e l l o , obsérvese que E u es un 

gene rado r ( c u a s i - l p r o y e c t i v o f i n i t a m e n t e generado , así que p o r [23, 

T h e o r e m 2.4] los an i l l o s E u E y End{^^^Eu) = u E u = S son M o r i t a 

equ iva l en tes {27, C o r o l l a r y 2.9). E s t o s i g n i f i c a que S es equ i va l en t e 

a l a n i l l o E u E e l c u a l no puede s e r equ iva l ente a un a n i l l o de división 

(pues E u E t i ene un idea l p rop io d i s t i n t o de ce ro , E ^ [27, P r o p o s i t i o n 

3.5] o l a Proposición 2.3.4) . P o r lo t an to , R y S no son a n i l l o s 

M o r i t a equ iva l en tes . Hemos cons t ru ido entonces e l d i a g r a m a : 
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Supongamos a h o r a que R y S son a n i l l o s con uno, M y N son 
R S 

módulos loca lmente l i b r e s ta l es que End( M) ~ End( N) . Usa r emos l a 
< R s 

s i gu i en te notación: E « End( M) » End( N) t i ene dos idea les E « 
R s o 

« fEnd ( M) y E ' « fEnd( N) d e s c r i t o s en e l T eo r ema 3 .3 .6 . E y E ' 
R O S 0 0 

oc /3 
t i enen f a m i l i a s de unidades loca les de m a t r i z ' { e } {u >_ . , 

r e spec t i vamente . E l eg imos a r b i t r a r i a m e n t e e = e^ y u = u ^ . 

E l s i gu iente l ema nos será útil. 

L e m a 4 .3 .2 : Sean R y S an i l l o s con uno, M y N módulos 
R S 

l o ca lmente l i b r e s ta l es que End( M) « End( N), Con l a notación 
R S 

d e s c r i t a an t e r i o rmen t e tenemos las s igu ientes prop iedades : 

(i) E^ y E^ son E-módulos por l a i z q u i e r d a p lanos y f i e l e s a 

los dos lados . 
( i i ) T = E - E " = E ' - E = E n E* = E ® E ' = E ' o E también es 

0 0 0 0 0 0 O E O O E O 
p l a n o p o r l a i z q u i e r d a y f i e l a los dos lados . 

( i i i ) T es s - u n i t a r i o por l a derecha . 

Demostrac ión: Como fue es tab lec ido en l a Observación 3 .3 .7 , E ^ y 

E ^ son a n i l l o s s - u n i t a r i o s por l a derecha . P o r [83, P r o p o s i t i o n 

XI.3.13] E / E ^ y E / E ^ son E-módulos po r l a i z q u i e r d a p lanos [6, 

E x e r c i s e 19.11 y L e m m a 19.18]. P o r o t r o lado , (E^)^ y (E^)^ son 

f i e l e s , por e l T e o r e m a 3.3.6 (2)(1). Supongamos a h o r a que x e E , 
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X *• o. Sea m 6 M t a l que m * O y m e Im x . Como M es l oca lmente U b r e , 

entonces posee una descomposición M = F®M*, con m e F , y F l i b r e y 

f i n i t a m e n t e generado. Sea e e E l a proyección canónica de M sobre F ; 

entonces me == m así que xe * O y e 6 E^ . E s t o nos m u e s t r a que ^ E ^ 

también es f i e l . 

( i i ) E s inmed ia to por (i). 

( i i i ) Sea X e T . Entonces x e E ^ y en consecuenc ia e x i s t e e^ 

(a 6 A) con x = xe , De modo s i m i l a r , x e E ' y e x i s t e u„ O 6 A*) c on 
a o p 

X = xu„ ; entonces x = x e u_6 x T y T es s - u n i t a r i o por l a de recha . E s t o 
p a p 

conc luye la demostración. 

E n v i s t a de l a Observación a n t e r i o r , s i M y N son módulos 

l oca lmente l i b r e s con a n i l l o s de endomor f i smos i s o m o r f o s entonces R y 

S no necesa r i amente t i enen que se r M o r i t a equ iva lentes . S i n embargo , 

en e l s i gu i en t e t eo r ema mos t ramos que e l c on t ex t o de M o r i t a , que 

sabemos que e x i s t e en gene ra l p a r a generadores , t i ene en e l caso de 

los módulos loca lmente l i b r e s característ icas muy p a r t i c u l a r e s que 

hacen a R y S a n i l l o s fuer t emente r e l a c i onados . Recordemos l a 

definición en (691 (página 37) de con tex to no degenerado: (R,S,P,Q) es 

un c o n t e x t o no degenerado s i los c u a t r o módulos P, P , Q, 0_ son 

f i e l e s y l a s c u a t r o pare j as de t e rminadas p o r e l c on t ex t o son también 

f i e l e s (esto último s i g n i f i c a , po r e jemplo , que <x,Q> = O i m p l i c a 

X = O p a r a todo x e P) . Entonces tenemos e l s i gu i en te r e s u l t a d o . 

T e o r e m a 4 .3 .3 : Sean R y S an i l l o s con uno, M y N módulos 

l o ca lmen t e l i b r e s y supongamos que End( M) « End{ N ) . En tonces e x i s t e 
R S 

u n c on t ex t o de M o r i t a (R ,S ,M ' ,N ' ) t a l que: 

(i) M ' es sumando d i r e c t o de M y N ' es sumando d i r e c t o de 
R , R S 

( i i ) E l c on t ex t o {R ,S ,M' ,N ' ) es n o r m a l i z a d o p o r l a i z q u i e r d a . 

( i i i ) E l con t ex to es también no degenerado con idea l es t r a z a 

s - u n i t a r i o s p o r l a de recha y en consecuenc ia p lanos . 

( iv) Si t i y Ii son las categorías coc i en t e a so c i adas a l 



con t ex to (R .S .M ' .N ' ) e I, J son los idea les t r a z a entonces U es 
R s R 

equiva lente a I-mód y l í a J-mód y como l í y I i son equ iva lentes ba jo 
s R a 

F = Hom (M' ,_ ) y G = Hom ( N ' . J entonces J - H o m (M',_ ) e I -Hom ( N ' . J 
R S R S 

son equ iva l enc ias inve r sas entre I-mód y J-mód. Además, como o c u r r e 

p a r a generadores , M e l í , N e l í , F(M) N y G(N) s M e inducen e l 
R R S S 

i s o m o r f i s m o . 

Demostración: Tomemos l a notación de l L e m a 4 .3 .2 ; entonces 
oc 6 

e = e^, u = u j y permítasenos i d e n t i f i c a r R = eEe, S = u E u , M = eE y 

N = u E . Entonces M ® Hom (N,S) = eEu , N ® Hom (M,R) = uEe. E s c l a r o 
E S E R 

que M ' = e E u y N ' = uEe son sumandos d i r e c t o s de M y N 

respec t i vamente . Obsérvese que, en este caso , ios idea les t r a z a de l 

contexto. , ( eEe ,uEu,eEu,uEe ) pueden obtenerse d i r e c t amen t e de l a 

multiplicación <_,_>:eEu ®^uEe > eEe d e f i n i d a como <exu,uye> = 

= exuye con x , y e E y (uxe ,eyul = uxeyu con x , y e E . También obsérvese 

que l os idea les t r a z a son I = eEuEe y J = uEeEu . E s t o , en p a r t i c u l a r , 

d e m u e s t r a (i) y ( i i ) . 

P a r a ( i i i ) vamos a p robar p r i m e r o que I = eEuEe y J = u E e E u son 

f i e l e s po r ambos lados. Sea x e eEe y supongamos que x - I = O. En tonces 

0 = x e E u E e = x e E u E e - E ' ' = xe (EuEeE) = xeT . P o r e l L e m a 4 .3 .2 , T es f i e l 

po r ambos lados y en consecuenc ia xe = O. Como x 6 eEe entonces x = 

= xe = O. P a r a e l lado derecho y p a r a ambos lados de J se s i guen 

a rgumentos enteramente análogos. 
Notemos aho ra que, como M ' genera a I, N ' a J , N ' a J y N ' a 

R R o S o S K 
1 entonces M ' y N ' son, a su vez, f i e l e s po r los dos lados . 
R 

Supongamos a h o r a que m e M ' con <m,N'> = O; entonces m = e x u p a r a 

algún X e E y con N'= uEe tenemos entonces que exuEe = O. E s t o i m p l i c a 

que O = (exuEe)E = exu(EeE) y por el L e m a 4 .3 .2 e x u = O. L o s o t r o s 

t r e s casos se resue lven de modo análogo. 

F i n a l m e n t e , p a r a ver que I es s - u n i t a r i o por l a d e r e cha , 

cons ide remos a T = E - E ' = E e E u E (Lema 4.3.2) . En t onces , como I = 
o o 

= eEuEe y e E = e E e E tenemos que I = eEuEe = (eEeE) (uEe) = e E e E u E e = 

= e (EeEuE)e = eTe. A h o r a , s i x € I entonces x e T y por e l L e m a 4 .3 .2 
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( i i i ) sabemos que T es s - u n i t a r i o por l a de recha y que esto i m p l i c a 

que X = x t p a r a a lguna t e T . Como también x = xe entonces 

X = x e = (x t )e = x(te ) = xe(te) = x(ete) e x l . P o r l o t a n t o I e s 

s - u n i t a r i o p o r l a derecha . Un argumento comple tamente análogo nos 

m u e s t r a también que J es s - u n i t a r i o por l a derecha . E s t o p rueba ( i i i ) . 

( iv) E s t a afirmación f i n a l se desprende de l T e o r e m a 4 .2 .6 . 

Obsérvese que l a demostración de l a Proposición 4 .3 .6 c o m i e n z a 

es tab lec i endo en gene ra l , que todo sumando d i r e c t o de un módulo 

l oca lmente l i b r e es t r a z a acces ib l e y además, e l a r gumento p a r a 

e s t ab l e c e r d icho r e su l t ado no depende de l a s hipótesis de l a 

proposición menc ionada. Así, en este caso tenemos una equ i va l enc i a de 

subcategorías de l t i po mencionado en l a página 38 [69, Theo r em 7] de 

este t r a b a j o , y podemos a p l i c a r todo lo v i s to en e l Capítulo 2. 

C o r o l a r i o 4 .3 .4 : Sea M un módulo loca lmente l i b r e y E = Endí M) . 
R R 

Entonces : * 

(i) S i C = ( 1-a I a e E^) entonces e l a n i l l o de f r a c c i o n e s p o r 

l a d e r e c h a E ( C ~ ' l e x i s t e y E|C"*1 « E / E ^ . 

( i i ) L a s s igu ientes topologías l inea les por l a d e r e cha sobre E 

son equ i va l en tes : 

(a) L a topología f i n i t a en E = Endí M). 

(b) L a topología de G a b r i e l po r l a de r echa p e r f e c t a 

^ = { l s EJ I n C * 0 ) 

(c) L a topología f de l Teo r ema 3.5.1 con E^= T . 

Demostración: (i) Se s igue de (83, E x e r c i s e XI.6.18] j u n t o con e l 

hecho de que E^ es s - u n i t a r i o por l a de recha , como se v i o en l a 

Observación 3 .3 .7 . 

( i i ) P r i m e r o vamos a m o s t r a r l a equ i va l enc ia en t r e (a) y í c ) ; es 

d e c i r que l a topología f i n i t a y F son i gua l es . Sea U , m e M u n 
m 

e lemento del f i l t r o que f o r m a l a sub -base de vec indades de l c e r o p a r a 

l a topología f i n i t a . Entonces U es un Idea! por l a d e r e c h a t a l que 

m U = O. Como m e M entonces, en términos de l T e o r e m a 3 .3 .6 fl=*2) 
m 
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ex i s t e 5 e A y u _ t a l que m = m u . y por lo t an to n (u_) s; U . 
o o E o m 

Recíprocamente, sea x , . . . , x e E , y cons ideremos a a (x , . . . , x ). 
1 n o E 1 n 

Como X X e E entonces F Im x. es un submódulo de M f i n i t a m e n t e 
1 n o 1 1 

generado, y como M es loca lmente l i b r e entonces ex i s t e un sumando 

d i r e c t o l i b r e K de M t a l que E ' " ^ x S; K. Sea { k ) una base 
1 1 1 n 

p a r a K. E s c l a r o entonces que p U 9. n (x , . . . , x ). E s t o p rueba l a 
1 " 

equ i va l enc i a en t re (a) y (b). 
F ina lmen t e , s i x x e E y U = (x , . . . , x ) es una vec indad 

1 n o E 1 n 

del c e ro en l a topología F, ex i s t e a e E^ t a l que \ = xa porque E^ es 

s - u n i t a r i o por l a derecha . Entonces 1-a G U y ( l - a ) E S; U con 

( l - a ) E G Recíprocamente, s i I G ? y 1-a G 1, p a r a a l guna a G E ^ , 

entonces i^ (a ) = ( l-a)a^(a) S; I. Es to prueba l a equ i va l enc i a en t r e (b) 

y ( O . -

C o r o l a r i o 4 .3 .5 : Sean R y S an i l l o s con uno. M y N módulos 
R S 

l o ca lmente l i b r e s ta l es que End( M) » End( í^). Sean I y J l os 
R S R S 

idea les t r a z a del con tex to de M o r i t a (R ,S ,M ' ,N ' ) de l T e o r e m a 4 .3 .3 . S i 

I está conten ido prop iamente en R y C^= { 1-x | x G I } entonces R 

t i ene a n i l l o de f r a cc i ones por l a de recha R [ C ' 1 « R/I. L a m i s m a 

p rop i edad se t i ene , na tura lmente , con J y S en luga r de 1 y R. 

Demostración: Es [83^ E x e r c i s e XI.6.18] y T e o r e m a 4 .3 .3 . 

E n el Teo rema 4.3.3 d imos una condición n e c e s a r i a p a r a que 

dos módulos M y N loca lmente l i b r e s tuv i esen a n i l l o s de 
R s 

endomor f i smos i somor f os . A h o r a es tab leceremos una condición s u f i c i e n t e 

p a r a que esto o c u r r a . 

Propos ic ión 4 .3 .6 : Sean R y S an i l l o s con uno , M y N módulos 
R S 

l oca lmente l i b r e s . Entonces End( M) « End( N) s i y sólo s i e x i s t e u n 
R S 

sumando d i r e c t o M ' de M con T = T r (M*) t a l que End( M') ~ S, 
K K 

Hom (M' ,M) N y e l homomor f i smo n a t u r a l M > Hom (T,M) es u n 
S R S R 
i s o m o r f i s m o . 
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Demostración: Comenzaremos most rando que cua l qu i e r sumando 

d i r e c t o M ' de un módulo localmente l i b r e M es t r a z a - a c c e s i b l e . P a r a 
R 

esto, s ea m e M ' . Como M es loca lmente l i b r e entonces e x i s t e un 

sumando d i r e c t o l i b r e F de M con m e F. A h o r a , l lamemos TJ : M > M ' y 

p : M > F a las proyecc iones canónicas e t : M '—••—> M y f i :F > M 

las co r r espond i en tes inc lus iones ; de este modo m = mtppT). Como F es un 

módulo l i b r e f i n i t amente generado sabemos que ex i s t e un i s o m o r f i s m o 

T : F > R*̂  p a r a a l guna t e IN y denotamos con p :R*^ > R y con 

q :R > R las proyecc iones e inc lus iones canónicas p a r a 1 s r s t; 

Po r lo t an to T ' £ ] p q -x es la ident idad en F. Entonces tenemos que 

m = mcpT-(J^^p^q^lx'^T} = J^ímcprp^q^z'JIT}) = ^^(mtpxp^Kq^T'fXTj) . Sea 

a^= t p x p ^ r M ' > R y q^x" prjiR > M ' . S i hacemos p^{l) = y^ 

entonces, tenemos que p a r a todo a e R, a(i^= ay^ y en consecuenc ia , 

m = r (ma )P = T m a y . Como m a e T = T r (M') , vemos que m e T M ' y 
'-'r r r '-'r r r r R 

esto p rueba que M ' es t r a z a - a c c e s i b l e . 

Supongamos a h o r a que M ' es un sumando , d i r e c t o de M t a l que 

v e r i f i c a l a s condic iones de l a proposición. Cons ideremos entonces e l 

con t ex to de r i vado de M ' , ( R , S , M ' , N ' ) donde N ' S : Hom (M ' ,R ) . Como T = 
K 

= T r (M') es e l i d ea l t r a z a en R del contex to y Hom (T,M) =•• M entonces 
R R 

[69, P r o p o s i t i o n 1] M ' pertenece a l a subcategoría 11. A s i m i s m o , N 
R R S 

per tenece a tí porque N S : Hom (M',M) e I i [69, Theo r em 3] y por lo 
S R S 

t an to M y N se cor responden en l a equ i va l enc ia de categorías e n t r e 
R S 

Ti y It lo cua l i m p l i c a que sus an i l l o s de endomor f i smos , como 
R S 
R-S-módulos, r espec t i vamente , son i somor fos . 

E l recíproco se desprende del Teo r ema 4 .4 .3 puesto que un 

con t ex t o n o r m a l i z a d o s i empre es, sa lvo i s o m o r f i s m o s , un c o n t e x t o 

de r i vado . 

Observación 4 .3 .7 : Queremos d e s t a c a r que l a condición M 
S : Hom ( T , M ) en l a proposición a n t e r i o r , no es s u p e r f l u a . P o r e j emplo , 

R 

sea K un cuerpo y A cua l qu i e r a n i l l o c onmuta t i v o con uno; tómese 

R = K x A = (K,A) . Entonces M = R ' ^ ' , con I numerab l e , es un módulo 
R 

( l oca lmente ) l i b r e y M ' s K es un sumando d i r e c t o de M con t r a z a 
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T = K e ; R . S i l l amamos S = End{ M') « K y N = Hom (M' .M) K ' 
R S R R 

entonces es un módulo ( localmente) l i b r e y l a s cond ic i ones de l a 

Proposición 4.3.6 - excep to e l i s omor f i smo M S: Hom (T ,M) - se v e r i f i c a n . 

S in embargo , End( M) « iRFIM(R) y End( N) « IRFIM(K), los cua l es no pueden 
R S 

se r a n i l l o s i s omor f os . 

C lases de a n i l l o s que v e r i f i c a n un i c i dad . 

E n este caso , l a condición " endomor f i smos f i n i t o s 

i n va r i an t e s en módulos loca lmente l i b r e s " o c u r r e p a r a c l a s es muy 

ex t ensas de an i l l o s . Vamos a e x h i b i r a l gunas de éstas. P o r l a 

Observación 4.3.1, debemos e x c l u i r , en g ene ra l , a los a n i l l o s 

r e g u l a r e s von Neumann y a los an i l l o s au to lnyec t i vos . S i n embargo , l a 

situación es me jor p a r a o t r a s c lases i n t e r e san t e s de a n i l l o s t a l e s 

como los noe ther ianos o los pe r f e c tos . P a r a m o s t r a r es to , c ons ide r emos 

en l a s i gu i en te proposición an i l l o s , R, que v e r i f i c a n l a " P r o p i e d a d P " 

l a c u a l es más débil que e l "P ic (R ) t r i v i a l " de [63, p .80 ] . 

Proposic ión 4 .3 .8 : Sea R un a n i l l o con uno, el c u a l v e r i f i c a l a 

s i gu i en t e p rop i edad : 

(P): Si I es un idea l bilátero de R p lano como idea l po r l a 

i z q u i e r d a t a l que e l m o r f i s m o n a t u r a l R > Endí I) es un 
R 

i s o m o r f i s m o , entonces I es un R-módulo p o r l a i z q u i e r d a f i n i t a m e n t e 

generado y p royec t i v o . 

Supongamos que M es un módulo loca lmente l i b r e , E = Endí M) y 
R R 

E = fEndí M). Entonces E es un idea l de E m i n i m a l r e spec t o de l a s 
O R O 

s i gu i en t e s cond ic iones : 

(i) E ^ es idempotente y E es E ^ - c e r r a d o . 

( i i ) E ^ es un E-módulo por l a i z q u i e r d a p lano . 

Demostrac ión: Sean, pues, R, M , E y E los ob j e tos de l a s 
R O 

hipótesis de l a proposición. Como se v i o en e l T e o r e m a de l a 
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caracterización p a r a módulos loca lmente l i b r e s , e x i s t e un e lemento 

idempotente e e t a l que R « eEe y R-mód y E^-mód son categorías 

equ iva lentes , vía e l f u n t o r Hom^(Ee,_):E^-mód > R-mód. A h o r a , sea 

T s ; E ^ un i d ea l idempotente de E que v e r i f i c a que E es T - c e r r a d o y ^T 

es p lano . E n v i s t a de es to último. Te también es plano como E^-módulo 

por l a i z q u i e r d a y en consecuenc ia , po r l a equ i va l enc ia en t r e 

categorías que mencionamos antes, Hom^íEe.Te) a eTe es un idea l p lano 

por l a i z q u i e r d a en R « eEe. P o r o t r o lado, tenemos los i s omor f i smos 

End(^Te) s Hom^(Te,Ee) =•• End(^Ee) R, de un modo n a t u r a l y a que Ee es 

un ob je to T - c e r r a d o . Así, eTe es un idea l por l a i z q u i e r d a de E , 

p lano ; y ap l i cando l a P rop i edad P, podemos c o n c l u i r que es f i n i t a m e n t e 

generado y p royec t i vo en E^-mód. Nuevamente por l a equ i va l enc i a en t r e 

R-mód y.,E^-mód en l a c u a l eTe corresponde con Te, podemos c o n c l u i r que 

Te es f i n i t amen t e generado y proyec t i vo en E^-mód. 

Como Ee genera a Te , las prop iedades que se v i e r on p a r a Te 

i m p l i c a n que Te es i s omor f o a un sumando d i r e c t o de (Ee ) " y por lo 

t a n t o Te es T - c e r r a d o . Pero Ee es jus to l a T - c l a u s u r a de Te y en 

consecuenc ia deberá o c u r r i r que Te = Ee . Tenemos entonces que 

T r ^ (Ee) = E^= T r ^ (Te) = T . 
o o . . 

Proposic ión 4.3.9: Sean R y S an i l l o s con uno, de t a l m a n e r a que 

ambos v e r i f i c a n l a P rop i edad P y supongamos que e x i s t e n módulos 

l oca lmente l i b r e s M y N ta les que End( M) « End( N). Entonces R y S 
R S R S 

son an i l l o s M o r i t a equiva lentes de m a n e r a que l a e qu i va l enc i a 

F:R-mód > S-mód v e r i f i c a F(M) s N e induce el i s o m o r f i s m o de 

a n i l l o s . 

Demostración: Usaremos l a notación de l L e m a 4 .3 .2 y de l T e o r e m a 

4 .3 .3 con T = P o r e l L e m a 4 .3 .2 , T es s - u n i t a r i o po r l a d e r e c h a 

y en consecuenc ia idempotente. Como T^ es f i e l , entonces E es T - l i b r e 

de torsión. Además, Hom (T,E) = Hom (E ® E ' , E ) =•• Hom ( E ' , H o m (E ,E)) S : 
E E O E O E O E O 

S : Hom^(E^,E) =: E , porque E es E^ y E ^ - c e r r a d o . Po r lo t an to E es 

T - c e r r a d o . Como T es también p lano , podemos deduc i r , a p a r t i r de l a 
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Proposición 4 .3 .8 que T = y T = E \ Con l a notación de l T e o r e m a 

4 .3 .3 , tenemos l a i gua ldad E^u = E^u y en consecuenc ia E^u es un 

generador en E -mód y po r lo tanto M'= e E u también es un gene rado r 
O R R o 

en R-mód. Con un razonamien to análogo podemos i n f e r i r que gN'= g^^^^ 

también es un generador en S-mód y en consecuenc ia e l c on t ex t o de 

M o r i t a (R ,S ,M' ,N* ) nos d a una equ iva lenc ia ent re R-mód y S-mód en l a 

cua l ^M corresponde con ^N . E l r es to se t iene por e l T eo r ema 4 .3 .3 . 

C o r o l a r i o 4 .3.10: Sean R y S an i l l o s con uno t a l e s que per t enecen 

a a l guna de las s igu ientes c lases : noe ther ianos , p e r f e c t o s o de K a s c h , 

todos po r l a i z q u i e r d a . S i M y N son módulos l o ca lmente l i b r e s t a l e s 
R S 

que End( M) ~ End( N) entonces e x i s t e u n a equ i va l enc i a de M o r i t a F 
R s 

en t r e Rymód y S-mód t a l que F(M) s N y F induce e l i s o m o r f i s m o de 

a n i l l o s . 

Demostración: Se s igue de l hecho de que es tas t r e s c l a s es de 

an i l l o s v e r i f i c a n l a P rop i edad P. P a r a a n i l l o s noe the r i anos se s i gue 

de inmed ia to de 183, C o r o l l a r y 1.3.6 y 1.11.5); en e l caso de l os 

a n i l l o s de K a s c h , como End( I) ~ R tenemos que I es f i e l y p o r (83, 
K R 

L e m m a XI.5.1J tenemos *que I = R, pues ! *•• O. F i n a l m e n t e , l a P r o p i e d a d 

P p a r a a n i l l o s pe r f e c tos por l a i z q u i e r d a es consecuenc ia de que t odo 

módulo por l a i z q u i e r d a p lano sobre un a n i l l o p e r f e c t o por l a 

i z q u i e r d a es p royec t i vo y [85, P r o p o s i t i o n 5.2). 

4 .4 E l p r o b l e m a de l a u n i c i d a d p a r a módulos p r o y e c t i v o s c o n e l e m e n t o 

u n i m o d u l a r . 

Como en las secc iones a n t e r i o r e s , n u e s t r a p r i m e r a p r e g u n t a 

en ésta es s i l a c lase 311 de los módulos p royec t i v os con e l emento 

u n i m o d u l a r t i ene " endomor f i smos f i n i t o s i n v a r i a n t e s " . L a r e s p u e s t a , 

t a l como se h a comentado con a n t e r i o r i d a d será nega t i v a . E n 
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consecuenc ia , nos preguntamos s i los módulos l oca lmente l i b r e s y 

p royec t i vos (que no están contemplados en l a construcción de ! 

parágrafo a n t e r i o r ) verif icarán l a p rop i edad , pero tampoco es así. 

Vamos entonces p r ime ro a m o s t r a r una f o r m a de construcción de e jemplos 

p a r a módulos proyec t i vos con elemento un imodu la r y después haremos 

o t r a p a r a l oca lmente l i b r e s y proyec t i vos (que, en p a r t i c u l a r , también 

son p royec t i v o s con elemento un imodu la r ) . L a razón de d a r las 

cons t rucc i ones es que creemos que l a p r i m e r a construcción, p a r a l a 

c l ase más a m p l i a , t i ene interés por sí m i sma , aunque no sea a p l i c a b l e 

d i r e c t amen t e a l segundo caso . 

Observación 4.4 .1 : U n a f o r m a de construcción de e jemplos de 

a n i l l o s J R y S y módulos p royec t i vos i n f i n i t a m e n t e generados con 

e lemento un imodu la r P e R-mód y Q e S-mód ta l e s que t engan a n i l l o s de 

endomor f i smos i somor fos y s i n embargo , las categorías R -mód y S-mód no 

sean equ iva lentes . 

E f e c t i v amen t e , sea R un a n i l l o t a l que e x i s t a n dos R-módulos po r 

l a i z q u i e r d a proyec t i vos no f i n i t amen t e generados P ' y Q' que 

v e r i f i q u e n Hom (P ' ,Q' ) ' '= O (esto es pos ib le en a n i l l o s b a s t a n t e 
R 

genera les , po r ejemplo, an i l l o s con zócalo p royec t i v o con a l menos dos 

sumandos) y sea P = P'®Q*®R. Es c l a r o que P es un R-módulo por l a 

i z q u i e r d a p royec t i v o con e lemento un imodu la r . Sean L = I''(!)R, 

S = Endí L) (obsérvese que también P* y Q* pueden s e r e leg idos de 
R 

m a n e r a que R y S no sean M o r i t a equiva lentes ) y s ea Q = Hom ÍL,P ) = 
R 

Si: S®Hom ÍL,Q). 
R 

A f i r m a m o s que Hom ÍL,Q*) es un S-módulo no f i n i t a m e n t e generado y 
R 

proye c t i v o en S-mód. P a r a e l lo , notemos p r i m e r o que L ® Hom ÍL,Q' ) S: 
S R 

S: Q* y en consecuenc ia , s i e x i s t i e s e una sucesión e x a c t a de l a f o r m a 

S " > Hom (L,Q' ) > O entonces se tendría u n a sucesión e x a c t a 
R 

L " > Q* > O (esc indida ) . Como Hom (L ,Q ' ) s Hom ( P ' ® R , Q ' ) 
R R 

Hom ( R , Q ' ) entonces l a e x i s t e n c i a de L " > Q' > O que se 
R 

mencionó antes , i m p l i c a que ex i s t e l a sucesión R " -> O ' > O 
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e x a c t a , l o c u a l es impos ib le porque se eligió a Q' i n f i n i t a m e n t e 

generado. P o r lo t an to , Hom (L,Q' ) no puede ser f i n i t a m e n t e generado . 
K 

A h o r a vamos a p r oba r que Hom (L,Q') es p royec t i vo . P a r a e l l o , po r l a 

equ i va l enc i a en t re R-mód y fEndí L)-mód, b a s t a ve r que Hom (L,Q*) es 
R R 

un ob je to de fEnd( L)-mód. Sea f : L > Q' un R - h o m o m o r f i s m o . 
K 

L V 
S i O > R L P ' > O es l a descomposición 

T) t 
1 2 

p a r a L en sus sumandos d i r ec tos R y P ' , tenemos que f = T ) t f + T ) t f , 
1 1 2 2 

pero T} t f = O porque hemos asumido que Hom (P ' ,Q ' ) = O, entonces 
2 2 R 

f = T) t f € fEndí L ) - H o m (L,Q' ) y como Hom (L,Q' ) es fEndí L ) - c e r r a d o , 
1 1 R R R R 

tenemos que Hom (L,Q' ) e fEndí L)-mód y es p royec t i v o . E s t o , j un to c o n 
R R 

[31, P r o p o s i t i o n 16.2] i m p l i c a que Hom (L,Q' ) es un S-módulo por l a 

i z q u i e r d a p royec t i vo y no f i n i t amen t e generado. P o r lo t a n t o Q = 

= SeHom (L,Q*) es un S-módulo por l a i z q u i e r d a p r o y e c t i v o con e lemento 
R 

un imodu la r y no f i n i t amen t e generado. F ina lmente , obsérvese que 

End( Q) = Hom (Q,Q) = Hom (Hom (L ,P ) ,Hom (L,P) ) 
S S S R R 
Hom (L ® Hom (L,P ) ,P ) ^ Hom (P,P) = End( P) , 

R S R R R 
como queríamos mostrar;.. 

Nos preguntamos a h o r a s i l a unión de l a s prop i edades de s e r 

l oca lmente l i b r e y se r p royec t i vo , jun to con l a restricción a ob j e tos 

numerab lemente generados podrá i m p l i c a r l a de " endomor f i smos f i n i t o s 

i n v a r i a n t e s " . Un objeto loca lmente l i b r e , p r o y e c t i v o y numerab l emente 

generado [13, 30 , 55] está muy c e r c a de s e r l i b r e . S i n embargo , en 

este caso tampoco se v e r i f i c a l a equ i va l enc ia de categorías, como 

veremos en e l s i gu i en te e jemplo; pero antes , los s i gu i en tes l emas nos 

serán útiles: 

L e m a 4 . 4 . 2 : Sea K un a n i l l o de división, V un K - e s p a c i o v e c t o r i a l 

de dimensión K con n e ÍN-(0}, A = End( V ) , M = A ' ' ^ ' c on N un con jun to 
n K 

i n f i n i t o numerab l e y B = End( M). Entonces , A y B no pueden s e r 
A 

an i l l o s M o r i t a equiva lentes . 
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Demostración: S i A y B fuesen an i l l o s M o r i t a equ iva l en tes 

entonces en t r e o t r as consecuencias sus retículos de idea les bi láteros 

deberían s e r i somor fos . Vamos a ver que esto no es pos ib le . 

Como A = End( V) entonces, por 188], e l retículo de idea les de A 

es {O, A A , A > donde A = < a e A | rango(a ) < f< }. E s c l a r o 
o n j j 

que O c A c . c A c A y que todas las inc lus iones son p rop i a s . Aún 
o n 

más, a f i r m a m o s que A^, A^ con i * j no pueden s e r an i l l o s M o r i t a 

equ iva lentes . Es t o es inmed ia to por un a rgumento de los retículos de 

idea les biláteros (Proposición 2.3.4) y por e l hecho de que están 

l inea lmente ordenados . Así, hay n+2 ideales p a r a A . 

Supongamos a h o r a que A y B son an i l l o s M o r i t a equ iva l en tes . 

En tonces e x i s t e un progenerador P e A-mód t a l que End{ P) « B y p a r a 
A 

c a d a i = 0 , . . . , n , P es A^-cer rado porque A lo es (esto se puede 

d educ i r de l a Observación 4.3.1). E s t o i m p l i c a que e x i s t e n l o s 

i s o m o r f i s m o s End( AP) ~ End( A P) « End( P) « « B . Entonces es tamos en 
A l A l A 

1 

una situación t a l que se v e r i f i c a n todas l a s hipótesis de {26, 

P r o p o s i t i o n 2.5] y sabemos que el Ideal po r l a i z q u i e r d a , sea B^, de 

los endomor f i smos a :A P > A P ta l es que se f a c t o r i z a n a través de 
(k) ' 

A , con k 6 IN, es bilátero e idempotente , que B es B^-ce r rado y que 

Aj-mód y B^-mód son categorías equiva lentes . En consecuenc ia 8^*^ B s i 

y sólo s i i j . Has ta ahora , hemos contado entonces n+2 idea les p a r a 

B. F ina lmen t e , como End( M) ~ B tenemos un i d ea l , fEnd( M) = T . 
A A 

A f i r m a m o s que T no ha s ido contado. 

Como M no es f i n i t amente generado n i cero entonces T * B y T no 

es c e r o , y como A-mód y T-mód son, por e l T eo r ema 3.2 .1 , categor ías 

equ iva lentes entonces T * B p a r a j = 0 , . . . , n . Así, hemos con tado n+3 

idea les p a r a B. P o r lo tanto , teniendo A exac tamente n+2 idea l es y 

habiendo contado n+3 ideales p a r a B , es c l a r o que los retículos de 

idea les de A y B no pueden se r i s omor f os , lo c u a l c o n t r a d i c e e l que 

pudiesen s e r equ iva lentes . 

L e m a 4 . 4 . 3 : Sea R un a n i l l o t a l que no t i ene e l ementos 
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idempotentes c en t ra l e s no t r i v i a l e s ; X un con junto i n f i n i t o , y 
(X) 

L = R . Entonces , E = End(^L) no t iene e lementos idempotentes 

c en t r a l e s no t r i v i a l e s . 

Demostración: P a r a cada i e X sea ê  l a proyección canónica de L 

sobre su i-ésima componente, seguida de l a inclusión a L. Sea, como 

s i empre , E = f End( L) = J] Ee = ® Ee , y sea f G E c u a l q u i e r 
O R l i l i 

idempotente c e n t r a l no cero . S i e f = 0 p a r a todo i G X entonces , 

E^f = O y , como E es E^ - c e r r ado , f = O. Así que ex i s t e i G X t a i que 

e^f O. Nótese que e^f es un idempotente c e n t r a l en e^Ee^. P e r o como 
e Ee « R , deberá o c u r r i r que e f = e (el 1 de e Ee ). E s t o i m p l i c a 

1 1 ^ 1 1 1 1 ^ 

que E^= Ee^E Si E f E = E f = f E , lo c u a l i m p l i c a de inmed ia to que p a r a 

todo j e X , er = Cj y en consecuenc ia e^d-f) = O p a r a todo J G X . 

Po r lo t a n t o E^( l - f ) = O y así 1-f = O. E n consecuenc ia f = 1. 

E j e m p l o 4 . 4 . 4 : E x i s t e n an i l l o s con uno R » y S t a l e s que no son 

M o r i t a equiva lentes y módulos P G R -mód y Q G S-mód, p r oy e c t i v o s , 

l oca lmente l i b r e s y numerablemente generados t a l e s que sus a n i l l o s de 

endomor f i smos son i somor fos . 

• * 

Efec t i vamente , sea K un an i l l o de división, V , W K - e s p a c i o s 

v e c t o r i a l e s por l a i z q u i e r d a con d imensiones y r e spec t i v amen t e , 

A = End( V ) , B = End( W ) , T = End( A ' " ' ) , U = End( B "^ ' ) , con N un 
K K A B 

con junto numerab le , R = (T ,B ) y S = ( A , U ) . 

A f i r m a m o s que R y S no son an i l l o s M o r i t a equ i va l en tes . 

Supongamos que sí. Entonces , por [13] tenemos que End ( ^R*^ ' ) « 
» End( s"^V Nótese que: 

s 

End( R ' " ' ) = (End( T"^' ) ,End( B"^')) = (End( T*"') U ) y 
R • T B T 

End(^S^'^') = (End (^A"^ ' ) ,End (^U^'^' ) ) = ( T ,End ( yU ' " ' ) ) 

y que po r e l L e m a 4 .4 .3 (1,0) y (0,1) son los únicos idempotentes 

c e n t r a l e s no t r i v i a l e s en End( R"^ ' ) y End( s'^V E s t o o b l i g a a que 
R S 

e x i s t a n pa r e j a s de an i l l o s Isomorfos , Endí^T^"') y T , y U y End ( ^U* " ' ) 
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o éstas o t r a s , U y T , y Endí^x"' ' ) y Endí^U^'"). Pe ro , como A y B no 

pueden se r an i l l o s M o r i t a equivalentes entonces U y T no pueden s e r 

a n i l l o s Isomorfos y como A y T no pueden ser an i l l o s M o r i t a 

equiva lentes entonces T y Endt^T^'^') no pueden ser an i l l o s i s omor f o s . 

Así, no se pueden dar las pare jas de an i l l o s i s omor f o s , lo c u a l 

c on t r ad i c e que End( R"^ ' ) y Endí s"̂ ') sean an i l l o s Isomor fos . E n 
K S 

consecuenc ia l l3 ] R y S no pueden ser an i l l o s M o r i t a equiva lentes . 

A h o r a sean P = Í T , B ' ' " ) y Q = Í A " ^ ' , U ) . A f i r m a m o s que P y Q s on 

módulos p royec t i vos , loca lmente l i b res y numerab lemente generados . E l 

hecho de que sean proyec t i vos y numerablemente generados se v e r i f i c a 

de m a n e r a inmed ia ta . P a r a ver que, por e jemplo, P es l oca lmente l i b r e , 

cons ideremos un elemento, x e P. Entonces tenemos que xí l ,O) e T y 

xíO, l ) B**^'; así, x (0 , l ) pertenece a un sumando d i r e c t o l i b r e 

f i n i t a m e n t e generado K de B^'^'. Po r [81, p.64] tenemos que B = y 
I I B B 

por lo t an to B^B^ p a r a todo i , j e IN-{0}. Es to Imp l i ca que K s . B y 
B B B B 

en consecuenc ia ÍT,K) es i somor fo a Í T , B ) como ÍT ,B ) -módulos. E s t o 

p rueba que (T .B*^') es loca lmente l i b r e y con un a rgumento análogo se 

t iene que Í A ' ' ^ \ U ) también es loca lmente l i b r e . F i n a l m e n t e , es obv io 

que Endí,^ Í T ,B ' ^ ' ) ) « Í T ,U ) « Endí Í A ' " ' , U ) ) . 
» 

Con esto hemos es tab lec ido que e l r e su l t ado de [13] no puede 

ex tenderse a c lases de módulos con prop iedades t a n c e r canas a l a de 

los l i b r e s como es l a de los proyec t i vos , l o ca lmente l i b r e s y 

numerab lemente generados . 

Todavía f a l t a es tab l ece r s i e x i s t en , como en e l caso de l os 

generadores , fun to res que induzcan i s o m o r f i s m o s en t r e a n i l l o s de 

endomor f i smos de módulos loca lmente l i b r e s y p royec t i v o s y que no s e a n 

equ iva l enc ias , a pesar de que las categorías sean equ iva lentes . Vamos 

a p r o b a r , como p a r a generadores , que e x i s t e n a n i l l o s i s o m o r f o s y 

módulos loca lmente l i b r e s y p royec t i vos con un i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l 

pero los fun to r e s obtenidos F y G no son equ i va l enc i as i n v e r sas de 

categorías. 
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E j e m p l o 4 .4 .5 : E x i s t e n an i l l o s con uno i somor f os R y S y módulos 

l oca lmente l i b r e s y proyec t i vos P e R-mód, Q e S-mód ta l es que son 

sem i l i n ea lmen t e i somor fos , y un i somor f i smo (r:End( P) > End( Q) de 
R S 

t a l m a n e r a que <r no está inducido por n inguna equ i va l enc i a de 

categorías en t re R-mód y S-mód. 

E f e c t i v amen t e , considérese de nuevo K un a n i l l o de división y V 

un K - e s p a c i o v e c t o r i a l de dimensión K^. Sea A = End(^V) y E = 

= Endí^A^^') con N un con junto i n f i n i t o numerab le . Sean R = ( A , E ) , 

S = ( E , A ) , P = ( A * " ' , E ) , Q = (E ,A ' ' * ' ) . En tonces . End( P) « (E .E) « 
R 

« End{ Q), fEndí P) « (EaE ,E ) y fEnd( Q) « (E ,EaE ) donde a 6 E es un 
CN) 

idempotente t a l que a E a « A y a E A ( semi l inea lmente ) . Hacemos 

e = ( a , l j y f = ( l ,a ) y nuevamente, como (E ,E )e (E ,E ) ( E ,E ) f ( E ,E ) 

entonces, po r lo que se v io en l a Observación 4 .2 .8 , F y G no pueden 

ser equ i va l enc ias Inversas y por l a m isma observación, no hay n inguna 

o t r a . 

E n los s i gu ientes r e su l t ados , además de a n a l i z a r e l c o n t e x t o 

de M o r i t a que se obt iene a p a r t i r de un i s omor f i smo ent re a n i l l o s de 

endomor f i smos de módulos proyec t i vos con e lemento un imodu l a r p a r a ve r 

qué relación ex i s t e en t r e los a n i l l o s base y poder e n c o n t r a r a l gunas 

consecuenc ias y cond ic iones , vamos a c a m b i a r l a notación a l a 

s i gu i en te : 

Cons ideremos dos an i l l o s a r b i t r a r i o s R y S, P e R-mód y Q e 

6 S-mód proyec t i vos con elemento un imodu la r y supongamos que e x i s t e un 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s <r:End( P) > End( Q), Sea n e End( P) t a l 
R S R 

que P - n ^ R, e = ain) y f € End( Q) t a l que Qf S : s. E n t o n c e s , 
R R S S S 

e x i s t e u n i s o m o r f i s m o de an i l l o s a :R > irEndí P )n y un i s o m o r f i s m o 
R 

de g rupos abe l ianos (p:P > nEnd( P) t a l que es un i s o m o r f i s m o 
R 

a - s e m i H n e a l ; y un i s omor f i smo 3r:End( P) > End( nEnd( P ) ) 
R 

t a l que s i X 6 End( P) entonces yix) c o r r esponde j u s t o con l a 
K 

multiplicación por x . 
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Aslmiismo, hay i somor f i smos semi l inea l es tomando l a 

r e s t r i c c i o n e s adecuadas • p a r a <r. Éstas son: <r :nEnd( P ) n eEe > 

(T :nEnd{ P) ——> eE que es un i somor f i smo < r - semi l inea l t a l que 

c í x ) = (p x<p p a r a todo x 6 Erid( P). Vamos a tener entonces un con t ex t o 

de M o r i t a (éEe. fEf .eEf , fEe) , como veremos en e l T eo r ema 4 .4 .7 , c on 

idea les t r a z a eE fEe y f E e E f que veremos que son s - u n i t a r i o s por l a 

de recha . E n e s t a situación, Hom ( eE f , _ ) : eEe -m6d > fEf-mód y 

Hom^^^(fEe,_):fEf-mód > eEe-mód son equ iva lenc ias inversas e n t r e 

las categorías eEfEe-mód y fEeEf-mód e inducen l a iden t idad en End( Q) 

m i e n t r a s que las equiva lenc ias Hom^(P' ,_ ) y Hom^(Q' ,_ ) , con 

P'= P ® Hom (Q.S) P'O-'Hn eE f y Q'= Q ® Hom (P,R) Qe f E e 
E S E R 

sumandos d i r e c t os de P y Q, inducirán o- en e l sent ido del T e o r e m a 

4 .2 .2 . L a razón de este cambio en l a notación es que a lo l a r go de 

n u e s t r a investigación, fue j u s t o e s t a f o r m a l a que nos proveyó de 

e jemplos y r esu l tados . E n p a r t i c u l a r , e l s i gu iente d i a g r a m a de l a 

situación resultó, p a r a noso t ros , muy i l u s t r a t i v o : • 

eE fEe -mód ^ T-mód ^ f E e E f - m ó d 

( T = E e E f E = E f E e E ) 

L e m a 4 .4 .6 : E n l a situación d e s c r i t a a n t e r i o r m e n t e , tenemos l a s 

s i gu ientes prop iedades : 

(i) E e E y E f E son módulos por l a i z q u i e r d a p r oy e c t i v o s , f i e l e s 
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en ambos lados y s - u n i t a r i o s por la derecha. 

( l i ) T = E e E - E f E = E f E - E e E = E e E n E f E = E e E ® E f E = E f E ® E e E 
E E 

también es un E-módulo por l a i z q u i e r d a proyec t i vo y f i e l en ambos 

lados . 

( i i i ) ^ E es T - c e r r a d o y en consecuenc ia T es s - u n i t a r i o por l a 

de r echa . 

Demostración: (i) E s pa r t e de l T eo r ema de l a caracterización p a r a 

módulos p royec t i vos con elemento un imodu la r . 

( i i ) E s inmed ia ta . 

( i i i ) L o s i s omor f i smos de grupos Hom^(T,E) Hom^(EeE ®^EfE,E) 

Hom (E fE .Hom (EeE.E) ) Hom (E fE .E ) E i m p l i c a n que E es T - c e r r a d o , 
Ef E E 

y l a s i gu i en te afirmación proviene de un argumento análogo a l de l a 

Proposición 3 .4 .2 . 

T e o r e m a 4 .4 .7 : E n l a m i s m a situación • a n t e r i o r se t i ene un 

con t ex to de M o r i t a ( eEe . fE f . eE f . fEe ) t a l que: 

(i) eE f es sumando d i r e c t o de eE, f E e de f E y los m o r f i s m o s d e l 

c on t ex t o son l a multiplicación. 

( i i ) E l con tex to ( eEe , fE f , eE f , fEe ) es n o r m a l i z a d o por l a 

i z q u i e r d a . 

( i i i ) E l contex to es también no degenerado con idea les t r a z a 

( s - u n i t a r i o s por l a derecha y) proyec t i vos . 

(iv) S i Ti y l í son las categorías coc i en te a soc i adas a l 
eEe •' fEf 

con t ex to ( eEe , fE f , eE f , fEe ) entonces eEfEe-mód es equ iva lente a l í y 

fEeEf-mód es equiva lente a ^^U y como ^^.^1^; y .̂̂ .̂ .1̂  son equ i va l en tes 

bajo l as r e s t r i c c i o n e s de F = Hom (Eef ,_ ) y G = Hom ( fEe ,_ ) 
cEe fE f 

entonces ( f E e E f - _ ) o F y ( e E f E e ' _ ) o G son equ i va l enc ias inve r sas e n t r e 

eEfEe-mód y fEeEf-mód. Además, como o c u r r e p a r a generadores , e E e l í 
eEe 

y f E e l í , F (eE) =•. f E y G ( fE ) eE . 
^ fEf fEf fEf eEe eEe 

Demostración: (i) E s inmedia to y nótese que los idea les t r a z a d e l 

c on t ex t o son eE fEe y f E e E f . 
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( i i ) E s caso p a r t i c u l a r de lo v is to p a r a generadores . 

( i i i ) P r o b a r que eE fEe y f E e E f son f i e l e s en ambos lados se puede 

l i a c e r con un argumento i gua l a l empleado p a r a módulos l oca lmente 

l i b r e s en e l Teorema 4 .3 .3 y lo mismo p a r a ver que es no degenerado. 

F a l t a p r o b a r que los ideales t r a z a son ( s - u n i t a r i o s y) p r oyec t i v o s . 

E s t o se desprende de [98, L emma 5.2) pues e E f E e es au togenerador . 

Obsérvese que e E f ® fEe eE fEe (como grupos abe l ianos ) po r d i cho 

r e su l t ado . Es t o , jun to con e l hecho de que Hom y ® f o r m a n un p a r 

ad junto , p rueba ( i i i ) . 

(iv) Es análogo a l T eo r ema 4 .3 .3 (iv). Nótese que, como se d i j o 

en l a página 153, F y G inducen l a i den t idad . E l r e s t o se deduce 

fácilmente y así t e rminamos l a demostración. 

E l hecho de que las t r a z a s sean p royec t i v a s es muy 

i m p o r t a n t e p a r a de t e rm ina r condic iones su f i c i en t e s o equ iva lentes a 

que o c u r r a l a equ iva l enc ia de categorías, pues, como veremos más 

ade lante , e x i s t en en l a l i t e r a t u r a r e f e r enc i a s a i r e spec to . 

Vamos a ver a lgunas propiedades más de estos con t ex t os . 

L e m a 4 .4 .8 : Sea t k , S , P , 0 ) un con tex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o por 

l a i z q u i e r d a , con idea les t r a z a 1 y J . Entonces , 
R S 

(i) P es proyec t i vo s i y sólo s i J es p royec t i vo . 
R S 

( ¡ i ) Q es p royec t i vo s i y sólo s i I es p royec t i vo . 
S R 

Demostración: E s inmed ia to a p a r t i r de l a equ i va l enc i a que se 

obt iene de l contex to en t re I-mód y J-mód. Obsérvese que, aunque en 

p r i n c i p i o e l con tex to puede no se r no degenerado, e l i s o m o r f i s m o 

Hom (I,R) =• R s i g n i f i c a que I -x = O i m p l i c a x = O y por lo t a n t o I e 
R 

G I-mód, aunque podría o c u r r i r que 1 ¿ mód-I. Análogamente, J G J-mód, 

y como P G I-mód y Q G J-mód tenemos e l r e su l t ado . 
R S 

Proposic ión 4 .4 .9 : S i (R ,S ,P ' ,Q ' ) es un con t ex t o de M o r i t a con 

idea les t r a z a I y J , no rma l i z ado por l a i z q u i e r d a , entonces 
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c u a l q u i e r a de las s igu ientes condic iones: 

(i) P ' y Q' son proyec t i vos 
K S 

( i i ) P ' e I son proyec t i vos 
R R 

( i i i ) Q' y J son proyec t i vos 

(iv) ^I y son proyec t i vos 

i m p l i c a que ex i s t en módulos proyec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r 

P G R-mód y Q e S-mód ta l es que End( P) « End( Q). 
R S 

Demostración: Obsérvese que por e l L e m a 4 .4 .8 c u a l q u i e r a de l a s 

cond ic iones i m p l i c a que todos los módulos ^ P ' , ^Q' , ^1 y son 

p royec t i v os . 

F i n a l m e n t e , hacemos P = P ' s R y Q = Q'®S y y a probamos en e l 

recíproco de l Teorema 4 .2 .2 que sus an i l l o s de endomor f i smos son 

i s o m o r f os. 

C o r o l a r i o 4.4.10: S i (R ,S ,P ' ,Q ' ) es u n * con t ex t o de M o r i t a 

n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a t a l que v e r i f i c a a l g u n a de l a s 

cond ic iones ( i ) , ( i i ) , ( i i i ) o (iv) de l a proposición a n t e r i o r 

entonces e l con tex to es no degenerado. 

Demostración: Es t o se puede p r o b a r de f o r m a d i r e c t a , pero vamos a 

a p r o v e c ha r l a ocasión p a r a ver a lgo más. 

Sea P = P ' o R y Q = Q'®S. Recordemos e l i s o m o r f i s m o de a n i l l o s que 

obtenemos 
R P' 

Q- s 
s Q-
P' R 

t a l que r p 
q s 

s q 

P r 

Usemos , como en nues t ros r e su l t ados a n t e r i o r e s , l a identificación 

End{ P) = End( Q) = E = 
R S 

S Q' 

P' R 
Entonces , E posee dos e l ementos 

idempotentes , a saber : e = o o 
o 1 

f = 1 o 
o o 

Obsérvese que 

eEe = 
''o o' 
0 R ^ } 

^ R, e E = 0 0 
P' R 

= P, eE f = 
0 0 
P' 0 y f E f = 

f \ 
S 0 
0 0 ^ i 

> f E 

S Q-' 
0 0 

V á 

, f E e = 
0 Q' 
0 0 y los ideales t r a z a son J = 

J 0 
0 0 

e I = 
0 o" 
0 I 
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Así, los contex tos (R .S .P ' .Q ' ) y (eEe.f E f , eE f ,f Ee) se co r r esponden 

bajo i s omor f i smos semi l inea les (es dec i r , son i somor fos ) y como e l 

último es no degenerado entonces e l p r i m e r o también lo es . 

C o r o l a r i o 4.4.11: Sea R un an i l l o con uno, P un módulo 
R 

proyec t i vo con elemento un imodu la r y E = End( F'). Entonces 
R 

(i) S i C = { 1-a I a G E^) entonces e l a n i l l o de f r a c c i o n e s po r 

l a d e r e cha E l C " ' l e x i s t e y E l C ' ^ J ~ E / E ^ . 

( ¡ i ) L a s s igu ientes topologías l inea les por la de recha de E son 

equ iva lentes : 

(a) L a topología f i n i t a en E = End( P) . 

(b) L a topología de G a b r i e l por l a de recha p e r f e c t a 

^ = { l Q^E \ \ n C * a ) 

(c) L a topología P del Teo r ema 3.5.1 (con T = E^). 

Demostración: (i) Se sigue de [83, E x e r c i s e XI.6.18] j un to con e l 

hecho de que E^ es s - u n i t a r i o por l a de recha , como se v io en l a 

Proposición 3 .4 .2 . 

( i i ) Vamos a ver p r i m e r o que las topologías de (a) y (c) son 

equ iva l en tes . Sea U , p e P un elemento de l f i l t r o de vec indades de l 
p 

ce ro p a r a l a topología f i n i t a . Entonces p - U = O. Como p 6 P entonces , 
p 

por l a Proposición 3.4 .2 , y con la notación de d i cha proposición, se 

t iene un subcon junto f i n i t o (x }" e {x } , t a l que x = 7" x - x = 
^ a ' 1=1 ^ a ' a e 1 ^ a 

I 
= r" X ' X = X Í F " X ) y en consecuenc ia tenemos que n ( r " x ) S; 

I I I 
S; lí^. Recíprocamente, s i a^ a^e E^ entonces ^, 

f i n i t a m e n t e generado; entonces s i {f^, p^} es una base dua l p a r a P, 

e x i s t e m e IN-{0) y {f^ , p ^ ^̂ \-\ "^"^ p a r a todo x G E^_ j ln i Sj» x = 

= x - f -p . E n consecuenc ia , n U £ a (a a ). 
^ j = i a '^a " j p E l n 

J J J 
F i n a l m e n t e , s i x , . . . , x G E y U = a (x , . . . , x ) es una v ec indad 

1 n o E 1 n 
del c e r o en l a topología T, ex i s t e a G E ^ t a l que x^= x^a porque E ^ es 
s - u n i t a r i o por la derecha . Entonces 1-a G U y { l - a )E S; u con 
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( l - a ) E e 3 .̂ Recíprocamente, s i I e ^ y 1-a 6 I, p a r a a l guna a e 

entonces i (a) = ( l - a ) a (a) s; I. Es t o p rueba que (b) y (c) son 

equ iva lentes . 

C o r o l a r i o 4.4.12: Sean R y S an i l l o s con uno, P e R-mód y 

Q e S-mód módulos proyec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r t a l e s que 

End( P) « Endí Q). Sean 1 y J los ideales t r a z a de l con t ex to de 
K S R S 

M o r i t a ÍR,S,P' ,Q' ) de l Teo rema 4.4.7 . S i I está conten ido p rop iamente 

en R y C= { 1-x | x e I } entonces R t i ene a n i l l o de f r a c c i o n e s por 

l a de r echa , R[C^ 1 ~ R/I. L a m i sma prop i edad se v e r i f i c a con J y S en 

l u g a r de I y R. 

Demostración: E s (83, E x e r c i s e XI.6.18] y e l T e o r e m a 4 .4 .7 . 

L o s dos r e su l t ados s igu ientes nos m u e s t r a n , p r i m e r o , u n a 

condición n e c e s a r i a y su f i c i en t e p a r a que dados »dos a n i l l o s R y S con 

uno, y dados dos módulos proyec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r P e R-mód 

y Q e S-mód los an i l l o s de endomor f i smos de P y Q sean i s omor f o s , y 

segundo, una condición su f i c i en t e p a r a que dado un a n i l l o R y un 

módulo p royec t i v o , e x i s t a un a n i l l o S, y módulos p r oye c t i v o s con 

e lemento un imodu la r en R-mód y S-mód ta l e s que sus a n i l l o s de 

endomor f i smos sean i somor fos . 

Propos ic ión 4.4.13: Sean R y S an i l l o s con uno y P e R-mód, 

Q G S-mód módulos proyec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r . En t once s 

Endí P) « Endí Q) s i y sólo s i e x i s t e un sumando d i r e c t o P ' de P t a l 
R S 

que Endí P') w S, Hom ÍP ' ,P ) = Q , y además e l h o m o m o r f i s m o n a t u r a l 
R S R S 

P > Hom ÍTr (P ' ) ,P) es i s omor f i smo . 
R R 

Demostrac ión: Sea Q ' = Hom ÍP ' ,R ) . En tonces (R ,S , P ' , 0 ' ) es e l 
K 

con t ex t o de r i vado de P ' . Como Hom ÍTr ÍP ' ) ,P ) S : p entonces P pe r t enece 
R K 

a l a categor ía coc iente U [69, P r o p o s i t i o n 1]. Como Q Hom ÍP*,P) 
R R 

entonces Q per tenece a 11 [69, Theorem 3]. E n consecuenc i a , P y Q se 
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co r r esponden bajo l a equ iva l enc ia en t re l í y t i lo c u a l i m p l i c a que P 
R S R 

y t i enen an i l l o s de endomor f i smos i somor fos . 

L a o t r a implicación es e l T eo r ema 4.4.7 . 

Proposic ión 4.4,14: Sea R un an i l l o con uno y P ' e R-mód un módulo 

p royec t i v o . S i T r (P') es p royec t i vo como R-módulo por l a i z q u i e r d a , 

Hom ( T r (P ' ) ,P ' ) s P ' y End( Tr^(P ' ) ) « R entonces e x i s t e un a n i l l o 
R R R R 

S = End( P' ) y módulos proyec t i vos con e lemento un imodu l a r P = P'®R y 
K 

Q = Hom (P',R)®S ta les que t ienen an i l l o s de endomor f i smos i s omor f o s . 
K 

Demostración: Se desprende de que (R ,S ,P ' ,Hom (P*,R)) es un 
R 

con t ex t o n o r m a l i z a d o por l a i z q u i e r d a , j u n t o con el recíproco de l 

T e o r e m a . 4 . 4 . 2 . 

Observación 4.4.15: L a Observación 4 .3 .7 i i echa a l a Proposición 

4 .3 .6 t i ene su análogo con l a Proposición 4.4.13 en v i s t a de que e l 

e j emplo que aparece en l a menc ionada observación se c o n s t r u y e con 

módulos l i b r e s . 

C lases de a n i l l o s que v e r i f i c a n un i c i dad . 

Es t e caso (y o t ros muy cercanos ) ha s ido f r e cuen t emente 

cons ide rado en l a l i t e r a t u r a (2, 3 , 11, 12, 16, 63 , 64) . N o s o t r o s 

vamos a a b o r d a r l o de mane ra análoga a como h i c imos p a r a e l caso de 

generadores . 

D e f i n i c i o n e s 4.4.16: Dec imos que una p a r e j a de a n i l l o s R y S 

t i ene " c on t e x t o s de M o r i t a no rma l i z ados por l a i z q u i e r d a y p r o y e c t i v o s 

t r i v i a l e s " y abrev iamos CNPT (R ,S ) s i p a r a todo c o n t e x t o de M o r i t a 

(R,S,P,Q) n o r m a l i z a d o po r l a i z q u i e r d a con P y Q p r o y e c t i v o s , se 
R S 

t i ene que P es progenerador . E n p a r t i c u l a r , dec imos que R v e r i f i c a 
R 

C N P T ( R , R ) p a r a au tocon tex tos y que R v e r i f i c a CNPGÍR) cuando, p a r a 
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todo a n i l l o S, y todo contex to de M o r i t a (R.S.P.Q) n o r m a l i z a d o por l a 

i z q u i e r d a con P y Q proyec t i vos se t iene que P es generador . Nótese 
R S R 

que s i R y S v e r i f i c a n CNPG(R) y CNPG(S) entonces se t iene CNPT (R ,S ) . 

D i r emos que R t iene IPFG s i p a r a todo idea l p royec t i vo I de R 
R 

t a l que e l m o r f i s m o canónico R > Hom (I,R) es I somor f i smo se t i ene 
R 

que I es f i n i t a m e n t e generado (C f r . P rop i edad P) . 
R 

L a s de f in i c i ones de A u t - P l c y P i c ( R ) - t r l v l a l y a se d i e r on en l a s 

páginas 133 y 134 respec t i vamente . Vamos a ver cómo se r e l a c i o n a n 

ent re sí es tas condic iones . Sea R un a n i l l o : 

Proposic ión 4.4.16: R v e r i f i c a CNPG(R ) s i y sólo s i R t i ene 

" endomor f i smos f i n i t o s inva r i an t es en proyec t i vos con u n i m o d u l a r " . 

Demostración: Supongamos p r i m e r o que R v e r i f i c a CNPG(R ) y 

cons ide remos P y Q ta l es que 6:End( P) > End( Q) es un 
R S R S 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s con P, Q proyec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r . 
R S 

Entonces , con la notación E = End( Q), E = 6 ( fEnd( P)), E ' = fEnd( Q), 
S O R o S 

E^= E e E , E^= E f E , R « eEe, P s eE, S « f E f , Q f E tenemos que 

( e E e , f E f , e E f , f E e ) es el contex to de M o r i t a de l T e o r e m a 4 .4 .7 y p o r 

hipótesis e E f es generador . Así, e E f E e = eEe y |)or lo t an to 

E e E = E e E f E e E c E f E . P o r lo t an to 5 ( fEnd( P)) c fEnd ( Q). 
R S 

Recíprocamente, s i (R,S,P,Q) es un con tex to de M o r i t a n o r m a l i z a d o 

por l a i z q u i e r d a con P y Q proyec t i vos , hac i endo M = P ® R, 
R S 

N = Q ® S tenemos entonces que 6:End( M) > End( N) es un 
R S 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s (véase l a demostración de l C o r o l a r i o 4.4.10) 

t a l que s i e:M > R y f : N ) S, se t i ene M 6 ' ' ( f ) = P y 

N5(e) = Q. P o r hipótesis, 5 ( fEnd( M)) Q' fEnd( N) lo c u a l i m p l i c a que 
R S 

End( N ) f g ene ra a 6( fEnd( M)) y en consecuenc ia P es: M S ' ^ f ) 
S R R 

eEnd( M ) 5 " n f ) =^ 6(e)End( N) f es generador de R-mód. 
R S 

Propos ic ión 4.4.17: SI R v e r i f i c a IPFG entonces R v e r i f i c a 

" endomor f i smos f i n i t o s i n va r i an t e s en p royec t i vos con u n i m o d u l a r " . 
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Demostración: Con argumentos completamente análogos a los de las 

Proposición 4.3.8 se pude demos t ra r que s i R v e r i f i c a IPFG entonces , 

s i P e R-mód es un módulo proyec t i vo con e lemento u n i m o d u l a r , 

E = End(^P) y E^= fEnd(^P) entonces E^ es un idea l m i n i m a l r e spec t o de 

las prop iedades : (i) E^ es un E-módulo p o r l a i z q u i e r d a p royec t i v o ; 

( i i ) E es E - c e r r a d o , o 

Como e jemplos de estos an i l l o s tenemos una a m p l i a c l ase : 

Noe t i i e r i anos , Sem i -pe r f e c t o s , K a s c h . 

Observación 4.4.18: E l hecho de que R v e r i f i q u e CNPG(R ) y A u t - P i c 

no i m p l i c a que ve r i f i que IPFG. P o r e jemplo, sea R un p r oduc t o i n f i n i t o 

de a n i l l o s de división Hj^D^. Entonces R es un a n i l l o r e g u l a r abe i i ano 

(o fue r t emente r egu la r ) [351 y ©̂ ^D^ = Zóc(R) v e r i f i c a End(^Zóc(R)) « 

« R, además, Zóc(R) es p royec t i vo y está p rop iamente conten ido en R. 

P o r lo t a n t o , R no v e r i f i c a IPFG. 

A h o r a supongamos que ex i s t e un (R,S,P,Q) n o r m a l i z a d o po r l a 

i z q u i e r d a con P y Q proyec t i vos . Po r e l L e m a 4 .4 .8 , los idea les 

t r a z a I y J son proyec t i vos ; además, Hom (I,P) s P y End( I) « R. 
R S R R R 

Como R es r e g u l a r v o n ' N e u m a n n entonces P e . R e . P o r lo a n t e r i o r , 
^ a e A a 

I = T r (P) = T r (® . R e ) = T . T r (Re ) = F .Re R = F . R e 
R R R a e A a ^aeA R a ^ a e A a ^ a e A a 

porque R es r e g u l a r abe i iano y entonces los idempotentes conmutan . 

Así, podemos asegura r que ex i s t e un ep imo r f i smo esc ind ido P > I. 

A p l i c a m o s Hom (I,_) y tenemos P > R e p i m o r f i s m o e s c ind ido . P o r lo 
R 

t a n t o P es generador y en consecuenc ia R v e r i f i c a CNPGÍR). 
R 

F i n a l m e n t e , de 135, Theorem 3.4] se desprende de inmed ia t o que R 

v e r i f i c a A u t - P i c . 

Así, I PFG (como P) es una p rop i edad con " b u e n a " descripción, 

pero sólo es su f i c i en t e p a r a obtener l a u n i c i d a d p a r a l a c l a s e ÍH de 

los módulos p royec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r . A continuación, 

enunc iamos u n a condición ne c e sa r i a y su f i c i en t e p a r a lo m i s m o ; en 

términos de dos an i l l o s con uno, R y S. 
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Proposic ión 4.4.19: R y S v e r i f i c a n CNPT (R ,S ) s i y sólo s i p a r a 

t odo P e R-mód y Q e S-mód, p royec t i vos con e lemento u n i m o d u l a r y todo 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s 5:End( P) > End( Q), se t i ene que S está 
R S 

i nduc ido po r una equ i va l enc ia de M o r i t a . 

Demostración: Si R y S v e r i f i c a n CNPT(R,S ) entonces el r e s u l t a d o 

se desprende del Teo r ema 4.4.7. Recíprocamente, s i (R,S,P,Q) es un 

con t ex t o de M o r i t a no rma l i z ado por l a i z q u i e r d a con P y Q b a s t a 
R S 

obse r va r que, por hipótesis, haciendo M = P ® R y N = Q ® S tenemos 

que a ( fEnd(M) ) = fEnd(^N) lo c u a l , po r l a Observación 4 .2 .8 i m p l i c a 

que P y Q son progeneradores . 
R S 

C o r o l a r i o 4 . 4 .20 : L a c lase ÜJI de los módulos p r oye c t i v o s con 

e lemento un imodu la r sobre l a c lase K de los a n i l l o s noe the r i anos por 

l a i z q u i e r d a , s em i -pe r f e c t o s y K a s c h por l a ' i z q u i e r d a v e r i f i c a n l a 

u n i c i d a d en el sent ido de equ iva lenc ias de M o r i t a ; es d e c i r s i ^M y 

son p r oye c t i v o s con e lemento un imodu la r con R y S en c u a l e s q u i e r a de 

l as c l a s es menc ionadas entonces todo i s o m o r f i s m o de a n i l l o s en t r e 

End( M) y End( N) está" inducido por una equ i va l enc i a de categorías 
R S 

en t r e R-mód y S-mód. 

I s omor f i smos semi l inea l es 

Comenzamos con condic iones su f i c i en t e s . Sea R un a n i l l o . E n 

[63, p . 8 0 l se puede ver que s i R v e r i f i c a P i c ( R ) - t r i v i a l entonces p a r a 

c u a l e s q u i e r a P , Q e R-mód proyec t i vos con u n i m o d u l a r y c u a l q u i e r 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s ó:End( P) > End( Q), 6 está i nduc ido po r un 
K ^ 

i s o m o r f i s m o s e m i l i n e a l en t r e P y Q. Podemos r e d u c i r l a c l a s e sobre l a 

que se impone l a condición P i c ( R ) - t r i v i a l y obtener o t r a condición 

s u f i c i e n t e . 
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Proposic ión 4.4.21: S i R v e r i f i c a IPFG y A u t - P i c entonces p a r a 

cua l e squ i e r a P, Q 6 R-mód proyec t i vos con e lemento un imodu la r e 

i s o m o r f i s m o 5:End( P) > End( Q) se t iene que 6 está induc ido po r 
K K 

un i s o m o r f i s m o semi l inea l en t re P y Q. 

Demostración: Sean e 6 End( P) y f e End( Q) los idempotentes 
R R 

ta l es que Pe s R y Qf s-. R. Como R v e r i f i c a I PFG entonces 
R R R R 

P'= P5~ (f) y Q'= Q5(e) son progeneradores . Además, por e l T e o r e m a 

4.4.7 End( P ' ) « R lo c u a l , por l a p rop i edad A u t - P i c i m p l i c a que 
R 

ex i s t e un i s omor f i smo de an i l l o s T : R > R y un i s omor f i smo 

T - s e m i l i n e a l en t re P* y R, el c u a l , componiéndolo con x ' ^ nos d a un 

R - i s o m o r f i s m o por la i z qu i e rda , \p: P' > R. Éste, a su vez, induce 
R R 

un a u t o m o r f i s m o (r:R > R que, por l a Observación 4.2.13 i m p l i c a que 
ex i s t e un i s omor f i smo <r-seminatural 7)_:Hom (R,_) > Hom {P',_). S i 

R R 
componemos P > Hom (R,P) > Hom (P ' ,P ) > Q tenemos un 

R R 
i s m o r f i s m o c r - semi l inea l , e l c u a l c l a r amen t e induc» 5. 

Es c l a r o que P i c ( R ) - t r i v i a l i m p l i c a I PFG + A u t - P i c , pe ro e l 

recíproco no lo sabemos. P o r o t r o lado se t i ene que I P F G no i m p l i c a 

P i c ( R ) - t r i v i a l . P o r ejem^slo, s i D es un domin io de Dedek ind t a l que no 

es DIP entonces , como D es noe ther iano (42, p . 6 0 6 l tenemos que D 

v e r i f i c a I P F G . Po r [42, pp .628-629 ) sabemos que P ic (D ) = 1 s i y sólo 

s i D es un DIP . Po r lo t an to D, en este caso no puede tener g rupo de 

P i c a r d t r i v i a l . Y en consecuenc ia , no t iene P i c ( D ) - t r i v i a l . 

A p a r t i r de l a Observación 4.4.18 y de que P i c ( R ) - t r i v i a l 

i m p l i c a I P F G tenemos que CNPTÍR.R) jun to con A u t - P i c no i m p l i c a 

P i c ( R ) - t r i v i a l , y tampoco i m p l i c a IPFG jun to con A u t - P i c . L a p r i m e r a 

es una condición n e c e s a r i a y su f i c i en t e p a r a que c u a l q u i e r i s o m o r f i s m o 

en t r e los a n i l l o s de endomor f i smos de dos módulos p r oye c t i v o s esté 

induc ido por un i s omor f i smo s em i l i n ea l y nos da una idea de cuáles 

a n i l l o s pueden v e r i f i c a r l a un i c i dad (en e l sent ido de i s o m o r f i s m o s 

s emi l inea l e s ) , como por e jemplo en un a n i l l o s e m i - p e r f e c t o básico [11, 

P r o p o s i t i o n 3.10). Con un argumento comple tamente análogo a l de l 
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T e o r e m a 4.2.15 se puede demos t ra r e l s i gu iente r e s u l t a d o con e l que 

t e rm inamos es ta m e m o r i a 

T e o r e m a 4 .4 .24 : R v e r i f i c a CNPT (R ,R ) y A u t - P i c s i y sólo s i p a r a 

c u a l e s q u i e r a P, Q e R-mód proyec t i vos con elemento un imodu l a r e 

i s o m o r f i s m o de an i l l o s 5:End( P) > End( Q) se t iene que 5 está 
R R 

i nduc ido po r un i s omor f i smo s emi l i nea l ent re P y Q. 
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