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INTRODUCCION



Los problemas de la caracterizacién y de la unicidad tienen
una larga historia, que recorreremos a grandes rasgos en esta
introduccion. Estos problemas se pueden plantear, en una primera
aproximacién, del modo siguiente (que tomamos esencialmente de [16]):
Sea K una clase de anillos (asociativos y con 'identidad) y M una clase

de moédulos (por ejemplo, por la izquierda) sobre los anillos de la

clase K.

1. El problema de la caracterizacién. Encontrar condiciones

necesarias y suficientes sobre un anillo arbitrario E, dadas en
términos de propiedades de estructura de anillos, para que E sea

isomorfo al anillo de endomorfismos de algin médulo de la clase M.

2. El problema de la unicidad. Sea RM un modulo de la clase
Mm ReR E-= End(RM). JDetermina el anillo E unfvocamente al mddulo
RM y al anillo R? De modo mas general, ¢qué clase de pares (S,N) con

S € X, N € W, son los que verifican End(sN) =~ E?

Hay una abundante literatura sobre esos problemas;
usualmente, se ha conseguido darles respuesta considerando clases R y
M bastante restringidas. Con el objeto de presentar de forma muy
esquematica la historia de los resultados en torno a estos problemas,
vamos a considerarlos por separado, aunque las conexiones entre los

dos apareceran de modo inevitable en la discusién.



El problema de la caracterizacién

Probablemente, el resultado mdas antiguo sobre el problema de
la caracterizacion sea el teorema de Wedderburn: si I es la clase de
los espacios vectoriales (por la izquierda) de dimensiéon finita sobre
anillos de divisién, entonces un anillo E es isomorfo al anillo de
endomorfismos de un moédulo en M si y solo si E es un anillo artiniano
simple. No sb6lo es este teorema un prototipo elegante de teorema de
caracterizacion; ademdas, las demostraciones habituales del teorema
(véase, por ejemplo, la de [‘_11]) emplean el primer método conocido de
atacar un problema de caracterizacién, lo que podrfamos llamar "el
método directo". |

Describiremos de forma muy aproximada este método basico:

dadas las clases X y M, bisquense condiciones que debe tener

necesariamente cualquier anillo de endomorfismos End(RM) con R € R,
M e Nl. Si se escogen adecuadamente tales condiciones necesarias,
podemos llegar a acumularlas de tal manera que sean también
condiciones suficientes para que cualquier anillo E que las posea sea
isomorfo al anillo de endomorfismos de un moédulo de la clase M. En el
caso del teorema de Wedderburn, este esquema funciona: se demuestra
primero que todo anillo de endomorfismos de un espacio vectorial de
dimensién finita es artiniano simple. Que esta condiciéon necesaria es
también suficiente es consecuencia del lema de Schur y ello permite
obtener el teorema.

Como acabamos de ver, el "método directo” descompone el
problema de la caracterizaciéon (para las clases X y M) en dos partes,
de las cuales la primera consiste en encontrar “"propiedades abstractas
de la teoria de anillos" que debe verificar el anillo de endomorfismos
de cualquier médulo en la clase M. En este punto preciso, se fueron
introduciendo a lo largo de los afios algunas mejoras en el método.

Sefialaremos las dos técnicas que tienen mayor importancia en este

sentido.



MeM y E = End(RM) existe una doble conexién de Galois entre el
reticulo de los submoédulos de RM y el de los ideales de E: la primera

de ellas estd dada por:

RM?L!———){feEIImst)SEE; ISEE t———)ZrEIlmf

mientras que la segunda esta definida a través de anuladores:

> N Nic
€1
Esta doble conexién de Galois permite trasladar propiedades

RMQL;————){I‘EEIT(L)=O)§EE; ISE‘.E1

del reticulo de submoédulos de RM a los reticulos de ideales por la
izquierda y por la derecha del anillo de endomorfismos: en 1953,
Wolfson obtuvo una primera solucién del problema de la caracterizacién
para la clase M de todos los espacios vectoriales (no necesariamente
de dimensién finita) sobre anillos de divisién. Las propiedades del
anillo de endomorfismos E que aparecen en el resultado [88, Theorem
7.5] estan formuladas en términos de los ideales de E, como
consecuencia del émpleo de la técnica de la "doble conexién de Galois”
en la buisqueda de las adecuadas  "condiciones  necesarias".
Concretamente, Wolfson mostré que E es isomorfo al anillo de
endomorfismos de un espacio vectorial por la izquierda si y sélo si
(i) Si S es el zocalo por la derecha de E, entonces s% o y todo ideal
no nulo de E contiene a S; (ii) Si J es un ideal por la izquierda con
anulador por la derecha /'LE(J) = 0, entonces S & J; y (iii) la suma de
dos anuladores por la derecha (o por la izquierda) es un anulador por
la derecha (respectivamente, por la izquierda).

Haremos aquf la observacién marginal de que las técnicas
basadas en la doble conexion de Galois han permitido recientemente
obtener resultados que relacionan las propiedades de un moédulo RM con
las de su anillo de endomorfismos: véanse los trabajos [49, 50, 51] de
S. M. Khuri. Sin embargo, en estos trabajos no se intenta obtener
teoremas de caracterizaciéon. Frutos mas recientes de la misma técnica
son los trabajos [92, 93] sobre anillos de endomorfismos de mébdulos

libres o localmente_z libres.

(b} El empleo de nociones topolégicas. Dados, como antes,




RM eMyE-= End(RM), es posible definir una topologfa sobre E que lo
convierta en un anillo topoldogico con una topologfa lineal.

Concretamente, la topologia finita de E- es, por definicién, la dada

por la base de vecindades de cero que estd determinada por aquellos
ideales por la derecha, I de E, tales que | es el anulador de un
subconjunto finito de elementos de RM, I = /'LE(xl,..., xn) para X,...,
X € M. Resulta que, con respecto a esta topologfa lineal, E es un
espacio de Hausdorff y completo. Estas son, pues, condiciones
necesarias sobre E -aunque no pueden ser consideradas estrictamente
como propiedades algebraicas de la teorfa de anillos por su caracter
topolégico. Sin embargo, no son "condiciones abstractas" ya que la
definicién de la topologia fiﬁita envuelve la representacién de E como
anillo de endomorfismos de RM.

A principios de los afios setenta, Liebert encontré una
manera de emplear provechosamente estas condiciones topologicas. Dicha
manera debe consistir, necesariamente, en definir la topologia finita
sobre E = End(RM) por medio de nociones que hagan referencia solamente
a propiedades -abstractas ‘"internas" del anillo E. Liebert consigue
esto en algunos casos particulares, usando la nocién de idempotente
primitivo. Concretamente, sea X la clase de los dominios (no
conmutativos) de ideales principales (DIP) y sea I la clase de los
moédulos libres. Si R e R y RM € MM, la topologia finita del anillo
E = End(RM) tiene como base de vecindades de cero a los anuladores por
la derecha de idempotentes finitos -esto es, de idempotentes que son
suma ortogonal de idempotentes primitivos. Esta descripcién le permite
obtener, por ejemplo, el siguiente teorema de caracterizacién para las
clases R y M diéhas:

Un anillo E es isomorfo al anillo de endomorfismos End(RM)
para un médulo libre RM sobre un DIP R, si y so6lo si E verifica las
condiciones siguientes:

(1) E  contiene un conjunto ortogonal { ell iel) de
idempotentes finitos de modo que @IEel coincide con el ideal por la

derecha de E generado por todos los idempotentes finitos.



(2) Si £ es la topologia lineal de E que admite como base de
vecindades de cero al conjunto de todos los anuladores por la derecha
de idempotentes finitos de E, entonces E es de Hausdorff y completo
con respecto a £.

(3) Si e y f son idempotentes primitivos de E, entonces eE = fE.

(4) Si e es un idempotente primitivo de E, entonces eEe es un

dominio de ideales principales.

Esta técnica se aplicé con frutos en las décadas de los
setenta y ochenta. Asf{, no sélo Liebert [59] sino también, por
ejemplo, Goldsmith [33] en 1978, y Franzsen y Schultz [16] en 1982
resuelven problemas de caracterizacién usando nociones topolégicas. En
particular, se da en [16]‘ una caracterizacién de los anillos de
endomorfismos de moédulos localmente libres sobre anillos LIF (esto es,
anillos que verifican la propiedad de que todo sumando directo
indescomponible de un médulo localmente libre es isomorfo al anillo).
Naturalmente, la técnica topolégica tiene sus limitaciones: tal como
fue concebida por Liebert, es preciso considerar clases ¥ y M con la
propiedad de que el anillo de endomorfismos E tenga "bastantes
idempotentes finitos" para poder definir la topologia £ y hacerla
coincidir con la topologfa finita.

Lo que precede es una aproximaciéon a las técnicas que se han
usado para resolver el problema de la caracterizacion basandose en lo
que hemos llamado mdas arriba el "método directo”. Existe una manera
bastante diferente de abordar el problema, manera que se remonta al
teorema de Morita sobre equivalencias [67], de 1958. Desde luego, para
poder interpretar el teorema de Morita como un teorema de
caracterizaciéon es preciso forzar un tanto el significado del
"problema de la caracterizacion" indicado al principio: si uno
considera una clase cualquiera X de anillos, y M es la clase de los
progeneradores sobre los anillos de la clase X, entonces el teorema de
Morita nos dice que los anillos de endomorfismos de los médulos de la
clase M forman la menor clase de anillos que contiene a X y es cerrada

frente a equivalencias. En consecuencia, el teorema de Morita



proporciona teoremas de caracterizacién para las clases X y M dichas,
siempre que sea posible identificar a los anillos de la clase que
cierra a la clase X bajo equivalencias, por medio de propiedades
abstractas de la teoria de anillos. En este sentido, el teorema de
Wedderburn resulta de aplicar el de Morita a la clase X de los anillos
de divisién, junto con la observacién de que la menor clase de anillos
que es invariante de Morita y contiene a X es la de los artinianos
simples.

Las ideas que se emplean en la presente memoria para
estudiar problemas de caracterizaciéon son herederas directas de la que
acabamos de esbozar, basada en el teorema de Morita. Para fijar las
ideas basicas, supongamas qué X es una clase arbitraria de anillos y M
es la clase de todos los moédulos generadores sobre los anillos de la
clase XK. Una extensién del teorema de Morita, el teorema de Gabriel y
Popescu de 1964 [80], indica que si E = End(RM) es el anillo de
endomorfismos de un médulo RM en la clase M, entonces existe una
equivalencia de categorfas entre R-mdd y una categorfa cociente de
E-méd, a saber: la categorfa (E,¥)-méd, donde F es el filtro de los
ideales por la izquierda de E que contiene a EO = fEnd(RM) ={aekE|
a se factoriza a través de algin médulo proyectivo de tipo finito }
(véase (26, Theorem 2.5]). Llamemos a Eo "el anillo de los
endomorfismos finitos de RM".

Existen por lo menos tres maneras alternativas de considerar
y estudiar la equivalencia planteada en este teorema: en primer lugar,
el anillo de'lc')s endomorfismos finitos Eo = fEnd(RM) es un anillo
idempotente; enj general, no tiene elemento identidad {(de hecho, Eo
tiene identidad justamente cuando RM es un modulo proyectivo de tipo
finito; esto es, justamente cuando -RM es un progenerador; pero
entonces el contenido del teorema anterior esta incluido en el de
Morita). Podemos pues considerar una "categorfa de Eo—médulos por la
izquierda" de forma natural, categorfa que se denotard por Eo—méd.
Entonces, la categorfa cociente (E,¥)-méd que se ha sefialado mas

arriba es equivalente a Eo—mc’)d, por lo que el teorema anterior indica



la existencia de una equivalencia entre R-moéd y Eo—méd en el caso
considerado (es decir, siendo RM un generador)., Esta relacién plantea
el problema general de estudiar equivalencias entre categorfas de
modulos sobre anillos sin uno, extendiendo !a teoria de Morita a este
caso; y eso es lo que hacemos fundamentalmente en el Capfltulo 2 de la
presente memoria.

En segundo lugar, la equivalencia entre R-méd y (E,F)-mdd
puede obtenerse también por un teorema de [69) a partir de la
existencia de un contexto de Morita, el contexto de Morita derivado
del generador RM, (R,E,M.HomR(M.R)), cuyas trazas son precisamente R y
Eo. LLa relacién general entre equivalencias y contextos para anillos
sin uno se aborda también en el Capitulo 2. Por otro lado, el empleo
de los contextos de Morita por si mismos se ha revelado también muy
atil para analizar el problema de la unicidad, por lo que volverd a
ser considerado en los Capfitulos 3 y 4.

Por ltimo, la tercera manera de considerar la relacién
entre los anillos R y End(RM), con RM generador, es la indicada al
principio; esto es, existe una equivalencia de categorfas -dada por el
funtor HomR(M,_)— entre R-mdéd y la categoria cociente citada
(E,¥)-méd. En esta forma, el resultado precedente desempeila dentro del
método que usamos en la memoria para estudiar el problema de la
caracterizacion, un papel andlogo al que, como se ha descrito
anteriormente, desempefia el teorema de Morita con relacién al de
Wedderburn. De este modo, la primera aproximacién a un resultado
general sobre cafacterizacién serd (para una clase cualquiera de
anillos X y una clase M de moédulos que esté incluida en la de los
generadores): un anillo arbitrario E es isomorfo a End(RM) para RM e M
si y s6lo si el anillo R es Morita equivalente al anillo EO de los
endomorfismos finitos de RM.

Naturalmente, debe tenerse algo mas para convertir este
enunciado en un. teorema de caracterizacion. Concretamente, seran
precisas dos condiciones: 1) identificar a EO dentro de E "de manera

abstracta”, sin hacer referencia al médulo RM; vercmos que este



problema es el mismo al que se enfrenta Liebert: el de identificar a
la topologia finita por "condiciones abstractas"; 2) expresar el hecho
de que R y Eo son equivalentes mediante "propiedades abstractas" de R
y de Eo; éste es justamente el paso que permite, por ejemplo,
convertir al teorema de Morita en el de Wedderburn, como antes
sefialabamos.

Nuestro plan, pues, es determinar clases X y 9, como se ha
indicado antes, de manera que las condiciones (1} y (2) de arriba se
verifiquen para dichas clases. Adicionalmente, nétese que si E y Eo
tienen el sentido ya sefialado, E es la clausura de su ideal Eo con
respecto a la teorfa de torsién asociada al filtro de Gabriel F de los
ideales por la izquierda que contienen a Eo. De este modo, la forma
general de un teorema de caracterizacién obtenido por estos medios es:
E = End(RM) para algin M € MM si y sélo si E contiene un ideal bilatero
E‘.0 tal que: (a) Eo estd definido por ciertas "propiedades abstractas",
que pueden variar segin las clases X y I consideradas; (b) Eo es un
anillo equivalente' a un anillo R € X -lo que también debera darse por
alguna propiedad de teorfa de anillos-; (c) E es la clausura de Eo con
respecto a la tecorfa de torsion asociada a F; (d) F’o (que es fEnd(RM))
verifica alguna propiedad adicional que asegura que RM estd en la
clase TN.

Hagamos la  observacion de que los resultados de
caracterizacién sobre los que nos hemos detenido hasta ahora encajan
perfectamente en este marco: 1.- Si T es la clase de los
progeneradores, entonces Eo se identifica con E y la unica condicién
que aparece en el teorema de caracterizaciéon es la (b); 2.- Si 9 es la
clase de los espacios vectoriales de dimensiéon finita sobre anillos de
division, Eo es el zécalo -por la derecha- de E y las condiciones (b)
y (c) apareceran como condiciones en términos del zécalo, como en el
mencionado teorema de Wolfson; 3.- Si X y M son las clases que
aparecen en el teorema de Liebert, Eo es el ideal por la izquierda de
E generado por los idempotentes primitivos; entonces (b) corresponde a

la condicién (4) del tcorema, mientras (c) equivale precisamente a la



(2): existe una relaciéon directa en este caso entre la ¥£-topologia de
E y el filtro de Gabriel ¥; véase a este respecto el Teorema 3.6.1.
Nuestro método permite englobar, por tanto, en un cuadro
unitario los resultados conocidos ya mencionados; pero adema3s, fambién
proporciona teoremas de caracterizacién para clases X y I mas amplias,
como se vera en el Capitulo 3 de la memoria. Volveremos sobre los

contenidos de este capftulo mas adelante.

El problema de la. unicidad

Sea E = End(RM) para RM en la clase M de moédulos. La versién
mas antigua del problema de la unicidad formula la siguiente pregunta:
les cierto que todo isomorfismo de anillos End(SN) s End(RM), para
Se®X y Ne I debe estar inducido por un isomorfismo de- anillos
o:R ———— S y un isomorfismo o-semilineal ¢:M ——— N? Existe una
abundante literatura recogiendo clases X y I para las que la respuesta
a esta cuestion es afirmativa. Quizd el mas antiguo resultado en esta
direccién es el de Baer [8, Theorem 1, p.183]. En 1953, Wolfson [88,
Theorem 8.1] daba también respuesta afirmativa para la clase de los
espacios vectoriales sobre anillos de division y mas tarde, también
para la clase de moédulos localmente libres sobre dominios de ideales
por la izquierda principales [93]. Un resultado general, englobando
estos, es el obtenido por Franzsen y Schultz [16] en 1983: Illamando
LIF a un anillo R tal que todo sumando directo de un médulo localmente
libre es indescomponible si y sbélo si es isomorfo a RR, obtiene la
unicidad para la clase T de los médulos localmente libres sobre los
anillos LIF.

Si el enfoque anterior, que pregunta por la validez de la
unicidad en el sentido "fuerte" indicado, es el mas cldsico, hay sin
embargo otro planteamiento del problema, que resulta muy natural a la

vista de los teoremas de Morita; éste es el formulado mediante la

10



pregunta: jes cierto que todo isomorfismo de anillos End(RM) = End(SN)
para R, Se R y RM, sN € M estd inducido por una equivalencia de
categorfas F:R-méd ——— S-mé6d y por un isomorfismo F(RM) = SN? En
1967, Stephenson conjeturé un resultado demostrado por Camillo en 1984
[13], a saber: que dos anillos R y S son Morita equivalentes si y soélo
si End(RR([N)) = End(SS(IN)); en el mismo afio 1984, Bolla [l1] hace la
observacién de que la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa
para la clase M de los progeneradores, la cual por tanto tiene
unicidad en este sentido "débil".

Volviendo al caso de la unicidad en el sentido "fuerte",
escogemos el teorema antes mencionado de Franzsen y Schultz sobre
anillos LIF para ilustrar los hechos que permiten obtener un resultado
de unicidad. Asf, sean R y S anillos LIF, RM, sN localmente libres y
E = End( M) » End(N) = E'. Sea &:E —— E’ el isomorfismo y sea
8(e) = f para e € E, la proyeccién de RM sobre un sumando directo suyo
isomorfo a RR. El hecho clave, obtenido aqui a través de la hipotesis
de ser S un anillo LIF, es que Nf = SS; como se tiene Me = RR,
resultard que eEe R, fE'f * S y &8 se restringe a un isomorfismo
R ~ eEe = fE'f  S. Entonces, R y S son, efectivamente, isomorfos.
Asf, el hecho fundamental aqui es que el isomorfismo & "conserva" los
idempotentes "de rango uno"; esto es, los idempotentes e € E tales que
Me = RR. Es importante notar que, también en situaciones mas generales
que la anterior, la obtencién de un resultado positivo de unicidad
estd asociado, como veremos, a la "conservacion” de ciertos elementos
por medio del isomorfismo 8. Por ejemplo, en el resultado de Camillo
[13] antes citado, RM y sN son moédulos libres numerablemente generados
y si 8 es aqui el isomorfismo 6:End(RM) =E —— E = End(sN), la
propiedad de conservacién clave aqui es que si e es un idempotente con
Me = RR, entonces d3(e) es de tipo finito -es decir, N&(e) es de tipo
finito, y, de hecho, un progenerador. En este caso, la conclusion es
la existencia, no de un isomorfismo semilineal, sino de una
equivalencia de Morita entre los anillos R y S.

El fundamento de nuestra propia manera de aproximarnos al

11



problema de la unicidad es la consideracién de “propiedades de
conservacién" de un caracter mas global. Recordemos que, como se
indic6 anteriormente, si M es la clase- de los geheradores, R € R,
RM eMy E = End(RM), Eo= fEnd(RM) denota el "anillo sin uno" de los
endomorfismos finitos de RM, entonces Eo y R son anillos equivalentes.
Supongamos ahora que las clases X y M son tales que es factible
obtener para ellas un teorema de caracterizacién en el sentido que mas
arriba hemos considerado, por los métodos de este trabajo: en
particular, el tener un teorema de caracterizacién implicard el tener
una descripcién de Eo como "subanillo" de E mediante propiedades
"abstractas” de. teoria de anillos. Si éste es e caso y
6:End(RM) —_— End(sN) es uﬁ isomorfismo de anillos para R, S € %, M,
N € MM, entonces las propiedades de la descripciéon de Eo’ al ser
"abstractas" seran invariantes por isomorfismos, de modo que S(Eo) =
= fEnd(SN) = E(’). Como Eo—mc’)d es equivalente a R-moéd y E(’)—m(’)d es
equivalente a S-modd, esta relacién implicara la equivalencia entre los
anillos R y S. A partir de aqui se puede obtener un resultado de
unicidad en sentido "débil" para las clases X y .

Esta aproximacién al problema de obtener teoremas de
unicidad en sentido "débil" (de que  los  isomorfismos -entre anitlos de
endomorfismos estén inducidos por equivalencias de Morita) nos es
también til para abordar el caso mas antiguo en el que se persigue
obtener teoremas de unicidad en el sentido "fuerte" (es decir, que los
isomorfismos entre anillos de endomorfismos estén inducidos por
isomorfismos semi.lineales). En efecto, habra unicidad para las clases
X y M en sentido "fuerte” si la hay también en sentido "débil" y
ademads una equivalencia de Morita entre anillos de la clase R esta
inducida siempre por un isomorfismo. Este sera, por ejemplo, el caso
antes mencionado en que X es la clase de los anillos LIF: si F es una
equivalencia entre R y S, F(R) ha de ser un progenerador
indescomponible, luego F(R) = sS.

Desde lﬁego, no para todas las clases X y M se puede obtener

un teorema de unicidad: el esquema que acabamos de indicar muestra
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solamente que tal serd el caso siempre que tengamos un teorema de
caracterizaciéon para dichas clases. En su ausencia, la relacién entre
los. anillos R y S a que da lugar un isomorfismo de anillos
B:End(RM) End(SN) es, en principio, mas general que la de una
equivalencia de Morita. Sin embargo, si 1 es una clase contenida en la
de los generadores, podemos entonces tomar RM’ = M ®EHomS(N,S), SN' =
= N ®EllomR(M,R) y el isomorfismo 6:End(RM) =FE — E' = End(sN) da
lugar a un "contexto de Morita normalizado” (en el sentido de [69])
(R,S,M’,N’); como todo contexto de Morita, éste induce una
equivalencia, proporcionada por los funtores F = lloinR(M'._) y G =
= HomS(N’._), entre las adecuadas subcategorfas plenas de R-méd y
S-méd, determinadas por el contexto. Ademas, F(M) = sN y &8 esta
inducido por F, de modo que, en este sentido, todo isomorfismo entre
anillos de endomorfismos de generadores estd inducido por una
equivalencia de subcategorias. Dicho de una manera poco rigurosa pero
sugerente, estas. subcategorfas equivalentes no son mas que la
"interseccién de las categorfas R-méd y S-méd cuando vemos ambas como
subcategorfas plenas de E-méd". Esta es la herramienta que se ha usado

fundamentalmente para los resultados del Capitulo 4.

La presente memoria esta dividida en cuatro capitulos. El
primero contiene una recopilacién de aquellas notaciones y resultados
ya conocidos que seran necesarios para desarrollar los contenidos
centrales de nuestro trabajo. El segundo se dedica a estudiar la
equivalencia de Morita para anillos sin uno; el tercero trata el
problema de la cavracterizaci()n y el cuarto, el de la unicidad.

Como ha quedado apuntado en los comentarios que preceden,
nuestra aproximacion a los problemas centrales planteados en esta
memorja necesita de un estudio detallado acerca de las equivalencias
entre categorias de modulos, incluyendo el caso de las categorias de
moédulos sobre anillos sin uno. Asf, al recoger en el Capitulo 1 los
resultados y notaciones preliminares a la exposicion de nuestros

propios desarrollos, hemos prestado atencién a las categorfas de
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Grothendieck -pues todas las categorias que apareceran mas adelante
seran de esta clase-, y considerado algunas notaciones y conceptos
especiales en categorias de moédulos. También las propiedades de los
contextos de Morita y las nociones de las topologias lineales sobre
anillos ocupan parte del Capftulo 1.

El Capftulo 2 esta dedicado enteramente al estudio de las
equivalencias de Morita para anillos sin uno. Como es natural, el
modelo que uno trata de seguir en este estudio es el de la teorfa de
Morita cldsica -para anillos con identidad-; el hecho es que, pese a
las diferencias entre uno y otro caso, que dan lugar a formulaciones
bastante distintas de los resultados, lo esencial de la teor{a de
Morita se preserva al considerar anillos 1 que son solamente
idempotentes -es  decir, 1°= I-, siempre que uno escoja la
generalizacién adecuada de la categoria de  modulos. Dicha
generalizacion es la categorfa (que denotamos por [-moéd) de tqdos los
I-médulos IM por la izquierda que son unitarios (es decir, IM = M) y
libres de torsiéon (en el sentido de que Ix = O implica x = O para
x € M). De este modo, puede demostrarse que la relacion de ser 1y )
Morita equivalentes es independiente del lado derecha-izquierda que se
tome para la categorfa de mdédulos; y que las equivalencias entre | y J
provienen, como en el caso cldsico, de contextos de Morita para 1 y J
en que los morfismos de la definicién del contexto son epimorfismos.
Una consecuencia interesante es que, si se impone a los anillos 1 y J
una limitacién muy natural -que ellos mismos sean libres de torsién en
el sentido anterior-, la equivalencia implica el isomorfismo en el
caso conmutativo,

Los problemas de la caracterizacién y de la unicidad para
anillos de endomorfismos, que constituyen el objetivo mas importante
de la memoria, se plantearan, en los Capitulos 3 y 4, para tres pares
de clases (R,MM) generales; en los tres casos X es una clase arbitraria
de anillos, mientras que M consiste en: (1) la clase de los
generadores no finitamente generados; (2) la clase de los médulos

localmente libres no finitamente generados; (3) la clase de los
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modulos proyectivos con un elemento unimodular no finitamente
generados -hacemos notar aqui que el estudio de la clase de los
generadores proyectivos no finitamente generados daria resultados
equivalentes, dado que cualquier generador proyectivo no finitamente
generado P da un proyectivo con elemento unimodular al tomar una suma
directa finita Pf‘; pero hemos preferido simplificar la presentacion
usando la hipotesis del elemento unimodular; y también hacemos notar
que en adelante nos referiremos a estos objetos sin mencionar su
condicién de no finitamente generados, dandolo por asumido. Para cada
una de estags tres clases generales es posible dar "teoremas de
caracterizacién generales". Pero es limitando la clase de anillos R
como se consiguen teoremas que caracterizan por propiedades abstractas
a los anillos de endomorfismos de los médulos de alguna de esas clases
JR: en ese sentido, damos teoremas de caracterizacién, por ejemplo,
para la clase de los moddulos locaimente libres sobre anillos: (I}
noetherianos por 'la izquierda; (2) perfectos por la izquierda; (3) de
Kasch por la izquierda; as{ como para algunas clases de anillos
semihereditarios . por la izquierda o semiperfectos; véanse las
Proposiciones 3.5.1, 3.5.2, 3.5.4 y 3.5.8.

Estos teoremas de caracterizacidén se incluyen en el Capftulo
3, que comienza con la necesaria descripcién de los “teoremas de
caracterizacién generales” antes aludidos. Procedemeos aqui,
aproximadamente, en orden de mayor a menor genera}'idad: primero se
considera la situacion del teorema de Gabriel-Popescu, ‘en la que, dado
un generador G de una categori‘a de Grothendieck €, se muestra una
equivalencia entre € y una categoria cociente (E,F)-méd de los médulos
sobre E, donde E = EndG(G). Procuramos entonces identificar al filtro
¥, imponiendo alguna restriccién a la categoria €, hasta llegar al
caso en que € es una categoria de mddulos. Esto permite obtener el
"teorema general" de caracterizacién para la clase M de los
generadores; en el caso de los médulos localmente libres y de los
proyectivos con elemento unimodular, la descripciéon del filtro -y, en

consecuencia, del teorema correspondiente- puede enunciarse en
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términos de elementos idempotentes del anillo de endomorfismos E, lo
que nos aproxima a los casos considerados cldasicamente. En relacién
con estos "casos clasicos" mostramos .al terminar el capitulo la
relaciéon existente entre las topologfas lineales (manejadas por
Liebert y otros autores, y citadas anteriormente) y los filtros de
Gabriel que usamos en la presente memoria.

El Capftulo 4 se dedica al problema de la unicidad. De
nuevo, procedemos aquf de lo general a lo particular. Comenzamos por
considerar un (iso)morfismo entre los anillos de endomorfismos de dos
objetos cualesquiera en dos categorias de Grothendieck y construimos,
en tal caso, un. funtor entre las categorfas que induce el morfismo
considerado. En.el caso delun isomorfismo, vemos que dicho funtor
induce, a su vez, una equivalencia entre ciertas subcategorfas de las
categorias dadas; en este sentido, todo isomorfismo esta inducido por
una equivalencia ~de subcategorfas.

Consideramos a continuacién el caso en que MM es la clase de
los generadores sobre los anillos de una clase arbitraria K. En este
caso, el isoxnorl’iémo estd inducido por una equivalencia maximal entre
subcategorfas de las de modulos; con otra terminologfa, las
equivalencias que se obtienen son, precisamente, las asociadas a
contextos de Morita normalizados (en el sentido de [69]) entre los
anillos base. El caricter maximal de estas equivalencias tiene una
consecuencia notable: si un isomorfismo entre anillos de endomorfismos
de generadores esta inducido de este modo por una equivalencia entre
subcategorias propias de las de modulos, entonces no puede estar
inducido por una equivalencia de Morita -y naturalmente, tampoco por
un isomorfismo . semilineal. Como tal situacion es efectivamente
posible, resulta natural preguntarse por condiciones sobre la clase de
anillos X que aseguren, en cambio, que todo isomorfismo entre anillos
de endomorfismos de generadores sobre anillos de la clase R esta
inducido por una equivalencia de Morita. Encontramos condiciones de
este tipo en la Proposicién 4.2.9.

Pasamos luego a considerar el caso en que M es la clase de
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los moédulos localmente libres. Recuérdese que para la clase de los
moédulos libres numerablemente generados existe unicidad (en el sentido
de equivalencias de Morita) por el resultado de Camillo [13]. Ello
hace interesante el dar ejemplos de isomorfismos entre anillos de
endomorfismos de médulos localmente libres no finitamente generados,
como consideraremos siempre, que no estén inducidos por equivalencia
de categorfas. No s6lo es posible construir dichos ejemplos (véase la
Observaciéon 4.3.1), sino que si uno toma J1 como la clase de los
médulos localmente libres y proyectivos con un conjunto numerable de
generadores -la clase mdas préxima a la de los libres no finitamente
generados en que parece posible pensar-, la respuesta al problema de
la unicidad sigue siendo negativa: Ejemplo 4.4.4. Mas aun, es posible
tomar modulos en dicha clase con anillos de endomorfismos isomorfos,
tales que los respectivos anillos base sean isomorfos; incluso asi, el
isomorfismo entre los anillos de endomorfismos puede no estar inducido
por una equivalencia de Morita.

Tanto en el caso de los moédulos localmente libres como en el
de los proyectivos, Iinvestigamos también qué restricciones en la
eleccién de la clase X de anillos son adecuadas para obtener en cada
caso un teorema de unicidad. Terminamos la memoria revisando, a la luz
de estos resultados, qué clases X de anillos y I de moédulos
proyectivos con elemento unimodular permiten obtener un teorema de
unicidad en sentido "fuerte", es decir, que los isomorfismos de
anillos de endomorfismos provienen de isomorfismos semilineales entre
los moédulos.

Se ha incluido al final una Bibliografia. Lejos de la
pretension de ser exhaustiva, hemos recogido en ella los titulos que
han influido en la elaboracion de esta memoria, bien por abordar
problemas relacionados directamente con los aqui tratados, bien por
suministrar técnicas basicas para la obtencién de nuestros propios

resultados.
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1.1. Categorfas de Grothendieck y localizacién

Se conocen como categorias de Grothendieck a aquellas
categorias abelianas que son cocompletas, con limites directos exactos
¥y que poseen un generador. A aquellas categorfas de Grothendieck que
poseen un conjunto generador formado por objetos finitamente generados

se les llama localmente finitamente generadas {83, Capitulos IV y VI].

Una teorfa de torsién en una categorfa de Grothendieck € es
una pareja (7,#) de subclases de objetos de € (denotamos a la clase de
los objetos de € con Ob(€); sin embargo si M e Ob(C) simplemente

escribiremos M € €, por sencillez) tales que:

(i) HomG(’F,L) =Oparatodo Te T yL € &£
(ii) Si Ho_m(g(C,L) = 0 para todo L € £ entonces C € J.

(iii) Si Homﬁ('l',C) = 0 para todo T € 7 entonces C € &£.

A T se le conoce como clase de torsion y a sus objetos se
les llama objetos de torsién, mientras que a £ se le conoce como clase
libre de torsidn y a sus objetos se les llama objetos libres de
torsién. La clase J es cerrada bajo cocientes, sumas directas (o
coproductos) y extensiones, mientras que £ es cerrada bajo subobjetos,
productos (directos) y extensiones. Cuando, ademds, J sea cerrada bajo
subobjetos diremos que (7,¥) es una teoria de torsién hereditaria;
esto es equivalente a que £ sea cerrada bajo envolturas inyectivas
(para todas estas definiciones, véase [83, Capftulo VI]).

Toda_' teoria de torsién (no necesariamente hereditaria) en €
tiene asociado un radical de €; es decir, un subfuntor del funtor

identidad, que denotamos con t, tal que es idempotente y t{C/t(C)) = O
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para todo C € €.

Sea (9,%) una teorfa de torsién en la categorfa de
Grothendieck €. Se conoce como objeto ?T—inyéctivo a aquel X € € que
verifica que para toda sucesién exacta corta en la categorfa C,
0 > K 2 oM PN > 0, tal que N € 7, el homomorfismo

inducido HomQ.(u,X):HomG(M,X) —_ HomQ.(K,X) es epimorfismo; y como

objeto J-codivisible a aquel X € € tal que para toda sucesion exacta

0 s K Y ,m-P > N > O en €, con K € £, el homomorfismo

inducido HomG(X.p):HomG(X,M) —_— HomG(X.N) es epimorfismo.

Se llama una localizaciéon de X € € (respecto de una tecorfa
de torsion (7,%)) a un morfismo f:X —— E donde E € € es J-inyectivo
y libre de torsién y donde el nucleo y el conicleo de f (Nac f y
Conuc f) son objetos de J-torsién, mientras que una colocalizacién
serd un morfismo f:P ——— X donde P es un objeto J-codivisible y de
torsién y Nic f y Conuc f son objetos J-libres de torsién.

Cuando una subcategoria plena de la categoria €, D sea
cerrada bajo subobjetos, imagenes, extensiones y sumas directas, la
llamaremos subcategorfa localizante [21]. Para una teorfa de torsion
hereditaria (7,%), 9 determina una subcategoria localizante y en
consecuericia exisie una categorfa cociente asociada, ¢/J, la cual, a
su vez, es una  categoria de Grothendieck, junto con un funtor,
canénico a:€ —— €/J exacto y que tiene adjunto por la derecha
i:€/7 ——> €. i es fiel y pleno, asi que €/J se puede identificar con
una subcategoria plena de € constituida por todos los objetos de € que
son J-inyectivos y libres de torsién (a éstos los llamaremos
J-cerrados). Bajo dicha identificacién i es el funtor inclusién,
mientras que a lleva cada objeto X € € a un E tal que f:X ——— E es
una localizacién [83 y 21].

A una clase de objetos 7 de € se le llama clase TIF si es a
un tiempo una clase de torsién y una clase libre de torsién -para dos
teorfas de torsién"de €. Para una teorfa de torsién hereditaria (7,%),
J es TIF si y sbélo si es cerrada bajo productos directos [83,

Proposition VI.8.1]. En este caso, se tiene una correspondiente tecorfa
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de torsién (D,J) (una gran parte de la literatura sobre el tema
considera la terna (D,7,%) donde (D,7) y (7,%£) son teorfas de torsién
no necesariamente hereditarias y le llama "teorfa de torsién TTF";
véase por ejemplo [29, 43, 74, 75, 84]). La teorfa de torsién (no
necesariamente = hereditaria, pero cohereditaria; es decir tal que la
clase libre de torsién es cerrada bajo objetos cociente) (D,J) tiene
entonces asociado un radical d, el cual conserva epimorfismos 174,
Lemma 1.8]. En este caso [29, Theorem 1.9] D n £ y €/J son categorias
equivalentes a través de las correspondencias X +——— a(X) vy

Z — d(Z).

Sea ¢ una categorfa de Grothendieck, y denotemos, como
usualmente se hace, para cada M € €, con M! y M? al producto directo
y a la suma directa de I copias de M, donde I es un conjunto
arbitrario. Se conoce como objeto cuasiproyectivo [82] a aquel X € €
que verifica que'_ para todo n € N-{O} y todo epimorfismo p:X —> Y de
€, el morfismo inducido HomG(X,p):HomG(X,Xn) _ }lornG(X,Y) es
epimorfismo; y se conoce como ) -cuasiproyectivo a aquel X tal que para
todo conjunto I y todo epimorfismo p:Xm——:o Y en €, el morfismo
inducido llomG(X,p) es cpimorfismo. Se conoce como objeto CQF-3 [75,
p.171) a aquel X que verifica que para todo epimorfismo p:Y —— Z de
€, el morfismo inducido HomG(X.p):HomG(X,Y) —_ HomG(X,Z) es cero si

y sélo si Homc(X,Z) = 0.

Sea M un objeto de una categorfa de Grothendieck €. Se
conoce como objeto M-generado a todo objeto X de € que es imagen bajo
un epimorfismo de una suma directa Mm de copias de M; y X se dice un
objeto finitamente M-generado cuando I es un conjunto finito. Para
cada X € Ob(C), existe un mayor subobjeto con la bpropiedad de ser
M-generado, (el cual es la suma de todos aquellos subobjetos de X que
son M-generados) que denotaremos con XM. Se conoce con el nombre de
M-distinguido [26] a todo objeto X, de €, tal que para cualquier

morfismo no cero f:Y —— X existe un morfismo gM —— Y tal que
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fog # 0. La Proposicién 1.2 de [26] nos dice que para una categorfa de
Grothendieck €, y un objeto M, de €, la clase £ de los objetos
M-distinguidos es una clase libre de torsién en €. La clase de torsidn
correspondiente es la menor clase de torsién T (hereditaria) de € que
contiene a todos los objetos de la forma X/XM con X objeto de €.
Ademias, si € posee un generador U, entonces J es la menor clase de
torsién que contiene a U/UM. Tenemos entonces una tcorfa de torsion
(7,2) que llamamos la teoria de torsion asociada a M, cuyo radical
asociado llamaremos t. Denotamos con ;(= X/t(X). Siguiendo a [26]
denotaremos con (SM a la categoria cociente €/J. Tenemos entonces el
funtor candnico a: —— Q'M, mencionado anteriormente, junto con su
adjunto por la derecha i el cual, como dijimos, se puede identificar
con el funtor inclusién. El Lema 1.3 de [26] nos dice que a(M) es un

generador de la nueva categoria de Grothendieck (EM.

Finalménte, respecto de los morfismos entre objetos vamos a
convenir, en vista de que trabajaremos con mdédulos por la izquierda, y
de que vamos a escribir usualmente a los morfismos actuando por el
lado opuesto al de los escalares, en que EndG(M) = [llomG(M,M)IOP.
Nétese que HomQ(M,X) es un EndG(M)—m()dulo por la izquierda para cada

XetCy HomG(M,M) es isomorfo a EndG(M).

1.2. La categoria de mddulos

A lo largo de este trabajo, entenderemos por anillo con uno
(o simplemente anillo si no causa confusién), digamos R, a un anillo
asociativo que posee elemento identidad. La categoria de los R-méddulos
por la izquierda serda denotada con R-mod. Algunas veces escribiremos
RM para el objeto M € R-moéd. Reservamos R = S para los isomorfismos de
anillos (con o sin uno). Sea ¢:R ——— S un isomorfismo de anillos,

M € R-méd y N € S-modd. Se conoce como isomorfismo o-scmilineal entre M



y N, a un isomorfismo de grupos abelianos f:M ——— N tal que verifica
que para todo xe€ R, y meM, f(xm)=c(x)f(m) (en notaciéon

multiplicativa (xm)}f = (xc)(mf)).

Sea R un anillo con uno, M € méd-R o M € R-méd y X un
subconjunto de M. Denotamos (cuando corresponda) con ftR(X) al anulador
por la derecha de X; es decir, al conjunto { r € R | X.r = 0 }; y con
QR(X) al anulador por la izquierda de X (cuando tenga sentido). EI
simbolo Zl lo wusaremos siempre para denotar sumas finitas de
elementos. Se conoce como R-médulo subgenerado por M (o M-subgenerado)
a todo R-médulo N que es submédulo de algin R-médulo K, generado por
M; es decir, existe un conjunto I junto con un epimorfismo Mm———) K
y un monomorfismo N ——— K. Para cada par de R-mobdulos RM y RN,

definimos la traza de M en N y la denotamos

Tr (M) = { LImf | f e Hom (MN)}

/

(cuando se trate de categorias donde los objetos no sean moédulos
identificaremos la traza con el objeto NM. definido en la pagina 22;

definimos el rechazo de M en N como

RechN(RM) =n{Nicf | e HomR(M,N) IR

En [98, Lemma 1.3(a)] se establece que para M,N € R-médd, el

morfismo M ® -~  Hom (M,N) —— Tr ( M) es isomorfismo si M genera
End(_M) R N'R

a todos los nicleos de los homomorfismos de M" en N, para todo
n € N-{0}. Se conoce como un autogenerador, a un R-médulo M que es
generador de todos sus submoédulos; es decir, tal que TrK(RM) = K para
todo R-submédulo K, de M; y como j-autogenerador a aquel M que
verifica Tr‘N(RM) = N para todo R-submédulo N de M", para todo
n € N-{0}. A lo; médulos M € R-mod que verifican RechR(M) = 0 se les
llama moédulos sin torsiéon y a los que verifican que Tr‘R(M)°M = M se
les conoce como moddulos traza-accesibles. Para cada M € R-mad,
definimos el z6calo de M, Z6c(M), como la suma de las trazas de cada

uno de los R~médulos por la izquierda simples.
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1.3. Topologias lineales y localizacién

Se conoce con el nombre de grupo topolégico a un grupo G
junto con una topologia T de tal manera que +:G x G ——— G dada por
(a,b) r———— a+b, considerando a G x G con la topologia producto; y

-G —— G tal que a —— -a son funciones continuas. Obsérvese

que:
(i) Si a € G esta fijo entonces la correspondencia X I——— a+x
es un homeomorfismo; por lo tanto
(ii) U es vecindad de a si y sélo si U-a es vecindad del cero; y
(iii) la topologfa t para G estd completamente determinada por el
conjunto ¥ de vecindades del cero, que verifica:
(a) Si Ue FyUcsVentonces Ve F.
(b) Si U, V € F entonces U n V € F (es decir, F es un filtro).
(c) Para todo U € ¥, existe V € F tal que V + V c U.
(d) U e ¥ implica -U e % [83).

Recfprocamente, si G es un grupo abeliano y ¥ un filtro de
subconjuntos tales que todos poseen al cero y que verifican (a), (b),
(c) y (d) entonces existe una unica topologia de tal manera que G es
un grupo topolégico y F es el sistema de vecindades del cero. Véase
[79] para esta ‘definicién en grupos no necesariamente abelianos.
Nosotros hemos tomado la definiciéon de [83].

Sea R tjn anillo con uno. A R se le llama anillo topologico
cuando (R,+) es grupo topolégico y la correspondencia (a,b) +—— ab
es una funcién continua del espacio producto R x R en R. El filtro ¥
verificara, ademdas de (a), (b), (c} y (d),

(c’) Para todo x e R y U e ¥ existe Ve F tal que xVc U y
Vx < U.
(d’) Para todo U € ¥ existe V € ¥ tal que V:V ¢ U.
Reciprocamente, si ¥ es un filtro de subconjuntos de R que

contienen a O y F verifica las condiciones (c), (d), (¢’) y (d°),
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entonces existe una unica topologia que hace de R un anillo topoldgico
con F como el conjunto de vecindades del cero.

Por otro lado, se dice que la topologia T de un anillo
topolégico R es lineal por la izquierda si el filtro de vecindades del
cero admite una base constituida por ldeales por la lzquierda. De
hecho, si & es un filtro de ideales por la izquierda de R tal que
verifica

(c'") Si le¥ x eR, x+l e€R/I, entonces ZR(x+I) e F,
entonces F es base del conjunto de vecindades del cero para una
topologia (lineal) por la izquierda sobre el anillo R.

En este caso, el filtro F se dice un filtro (también, por
extension, una topologfa) de Gabriel por la izquierda si verifica,
ademas, »

(d’’) Si 1 es ideal por la izquierda de R y existe J € F tal
que para todo b € J, con b+l € R/I, se tiene ZR(b+l) e F, entonces
I e ¥ [83].

Sea R un anillo. Existe una correspondencia biyectiva entre
(83, Theorem VI.5.1):

(1) Las topologias de Gabriel por la izquierda de R.

(2) Lés teorfas de torsién hereditarias en R-médd.

(3) Los radicales exactos por la izquierda en R-moéd.

En vista de (2), toda topologia de Gabriel determina una
localizaciéon como ha sido descrito en la seccién anterior. En este
caso, la categoria cociente se denota (R,F)-mdéd, donde F es la
topologia de Gabriel por la izquierda de R que determina la teorfa de
torsioén. Cuando> F posee un ideal minimal (el cual deberd de ser
idempotente) I entonces a F la llamaremos la topologia de Gabriel a la
izquierda generada por 1 y ésta corresponde con una teorfa de torsiéon
TTF. Escribir;amos entonces (R,1}-mdéd en lugar de (R,F)-mdéd y a sus

objetos los llamaremos I-cerrados, en lugar de F-cerrados.

La nocidén de grupo topoldgico se inscribe en un contexto mas
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amplio de la topologia general que recibe el nombre de espacios
uniformes; tema que aborda el problema de considerar propiedades de
los espacios métricos, las cuales no son topolégicas y sin embargo
estan estrechamente relacionadas con propieda_des topolégicas [48]. Uno
de los ejemplos cldsicos son las sucesiones de Cauchy, las cuales no
son invariantes topoldgicos e involucran una nocién de cercanfa al
cero. Un grupo topolégico se puede entonces definir a partir de una
uniformidad; sin embargo, esto excede los alcances de este trabajo por
lo cual nos limitamos s6lo a mencionarlo. En cuanto a las redes de

Cauchy, éstas las abordamos a continuacion.

Sea (D,s) un conjunto dirigido y E € D, con el preorden
inducido. (E,=) se llama subconjunto residual de (D,=<) si existe doe D
tal que si d = do entonces d € E, y se llama subconjunto cofinal de
(D,=) si para todo d € D, existe e € E tal que d = e. Obsérvese que la
intersecciéon finita de residuales es residual y que todo residual es
cofinal, pero no recfprocamente; por ejemplo, (D,s) = (N,s) y
(E = N+7). (E,=<) es cofinal pero no residual. Para X un conjunto no
vacio se define una red en X como una funcién ¢:(D,<) —— X donde
(D,=) es un conjunto dirigido. Si ¥ € X y ¢(D) & Y, se dice que la red
¢ estd en Y. Si E es un subconjunto residual (respectivamente cofinal)
de D y ¢(E) €Y se dice que ¢ estd residualmente (respectivamente
cofinalmente) en Y. Si se tiene (X,t) un espacio topolégico arbitrario
y ¢:(D,s) —— (X,t) es una red, decimos que ¢ converge a x € X (o
que x es limite de ¢) si para toda vecindad U, de x, se tiene que ¢
estd residualmente en U; y decimos que x € X es punto de acumulacién
de ¢ si para toda vecindad U, de x, ¢ estd cofinalmente en U,

Sea R -un anillo y supbéngase que se tiene un filtro F que
determina una topologfa lineal por la izquierda (o andlogamente por la
derecha) para R. Indicamos los ideales del filtro ¥ con un conjunto D
y definimos el preorden: para d, d’ € D, d =2 d" si y sélo si lds ld..
Una red de Cauchy en R es una red, siempre sobre D, tal que para todo

ideal ld, existe un conjunto residual D’S D tal que para cualesquiera
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dl,d2 e D, qp(dl)-q)(dz) € ld. Nétese que para definir redes de Cauchy
siempre se usa un conjunto que indique a los ideales y que tenga el
preorden definido anteriormente. Diremos que R es completo respecto a
¥, si es Hausdorff respecto de la topologfa determinada por F y
ademds, toda red de Cauchy respecto de ¥, converge

Cerramos este paragrafo con la definicién de una topologfa
muy util y comin en anillos de endomorfismos. Sea R un anillo con uno,
M e€ R-méd y E = End(RM). Entonces, la topologia finita sobre E se
define tomando como base de vecindades del cero el conjunto de ideales

por la derecha Ux= {aeE | xea =0 ) para x € M.

1.4. La categorfa de médulos sobre anillos sin uno

La mayorfa de los resultados principales de este trabajo
involucra la existencia de equivalencias entre ciertas subcategorias
de categorias de moédulos sobre anillos con uno. En muchas ocasiones,
estas subcategorias pueden ser descritas en términos de cierta
subcategorfa de moédulos sobre anillos sin uno. En este paragrafo vamos
a describir dicha categorfa de moddulos sobre un anillo, I, sin uno (es
decir, no necesariamente con uno), del cual sélo supondremos que es

idempotente.

Si uho quiere extender la teorfa de Morita para estos
anillos mdas generales, queda de manifiesto que Jla generalizacién
apropiada de la categoria de mddulos es la categoria de Grothendieck
(que denotamos con I-méd) de todos los I-médulos que son unitarios y
libres de torsién, en el sentido de que M es libre de torsiéon si y
s6lo si Ix = 0 implica x = O para todo x € M. Esta categoria ha sido
estudiada, por ejemplo, en [S3, 70, 78]. Para su descripcién y
posterior estudio nosotros usaremos técnicas de localizacién no

conmutativa.
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Vamos, pues, a ver algunas convenciones y resultados
preliminares para posteriormente abordar la teorfa de Morita. A un
anillo I, sin uno que verifica I = I2 se le conoce como anillo
idempotente, y como no degenerado (81, p.88] por la izquierda cuando
cumple que Ix = O implica x = O para todo x € l. Decimos que un anillo
I es s-unitario por la izquierda si x € Ix para todo x € I. Un anillo
I tiene unidades locales [87] cuando para todo conjunto finito

(xl,...,xn} de elementos de I existe un idempotente e € 1 tal que ex =

xl= xle para todo i = l,...,n. Es claro que los anillos con unidades
locales y los anillos s-unitarios por la izquierda o por la derecha
son idempotentes y no degenerados, por el lado correspondiente.

Si I es un anillo idempotente y M es un I-médulo por la
izquierda denotamos con tl(M) al submédulo de torsién tx(M) =
={xeM]Ix=0)y M = M/tl(M). Asf, tl es un radical idempotente
en el sentido de [83] de la categoria I-MOD de todos los I-médulos por
la izquierda. Si I y J son anillos y M es un I-J-bimédulo, entonces
T(M) denotara el sub-bimédulo T(M) = { x e M | I+x+J = O } y usaremos
1\71 = M/T(M). Un I-moédulo por la izquierda o un bimddulo se va a llamar
libre de torsién en caso de que tl(M) = 0 o T(M) = 0, respectivamente,
Decimos que lM es unitario si M verifica I*M = M. La subcategoria de
I-MOD cuyos objetos son todos los I-médulos por la izquierda libres de
torsién y unitarios la denotaremos con I-mdd. Esta categorfa, como
veremos, es una categorfa de Grothendieck localmente finitamente
generada y si ef anillo 1 tiene unidades locales o es s-unitario por
la derecha entonces I-mo6d coincide con la categorfa de los I-médulos
unitarios, la cual ha sido estudiada en [I, 7 y 87). Obsérvese que si
I fuese un anillo con identidad entonces I-méd serfa justo la

categoria usual de médulos sobre anillos con uno.
Sea I un anillo idempotente y considérese la categoria [-MOD

de todos los I-moédulos por la izquierda. Sea (J7,%¢) la teoria de

torsién asociada a 1 (véanse las pdginas 22-23 de esta memorla); es
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decir, 7 es la menor clase de torsiéon en I-MOD que contiene a todos

los médulos de la forma X/XI. Tenemos

Lema 1.4.1: Sea I un anillo idempotente y considérese 1la
categorfa I-MOD. Si (J,2) es la teoria de torsién asociada a I
entonces 7 esté compuesta por todos los I-mddulos por la izquierda X
tales que IX = 0 Por otra parte, un I-médulo por la izquierda X es un

objeto de £ si y sélo si Ix = O implica x = O para todo x € X.

Demostracidén: Si IX = O entonces, como | es idempotente Xl= Oy
por lo tanto X es objeto de J-torsiéon. Ahora, sea x € X y considérese
el morfismo a +—— ax. Entonces, Ix € Xl y en consecuencia, si
denotamos con m la proyeccién candnica de X sobre X/XI tenemos que
In(X) = 0. Finalmente, esta nueva descripcion de J nos da la dltima

parte de inmediato.
Lema 1.4.2: I es CQF-3.

Demostracién: Como I es idempotente entonces, por lo anterior, se
tiene que Hom[(l.M) =0 si y sélo si IM = 0. Asf, el lema se desprende

de inmediato de [26, p. 196].

Sea .va la clase de los I-médulos por la izquierda
I-generados. Entonces [29] D n £ = I-méd y (D,9), (éT,.‘B) son teorfas de
torsién en I-MOD. A lo largo de todo el siguiente capftulo y en el
resto de esta memoria, siempre y cuando no cause confusién, la nocién
de I-médulo de torsién (o de libre de torsién) sin hacer referencia a
la clase de torsion, la reservaremos para denotar la torsion relativa
a la teoria de torsiéon asociada a I, (7,£); e I-médulo codivisible,
para D-codivisible.

‘ Tenemos, por lo que vimos en las péaginas 21-22 o [26,
Proposition 2.1], que existen equivalencias inveréas de categor{as

entre I-moéd e 1I-MOD/J dadas por las correspondencias X +——— a(X) y
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Y bm——5 1Y. Sea I’ = I/rcl(l). Obsérvese que I's a(l), I'e I-méd y
a(lI) = a(I'). Sea R = End(ll’) ® End(la(l)) y ¥ el filtro de Gabriel
por la izquierda correspondiente a la teorfa de torsién sobre R-méd en
la cual RX es un moédulo de torsién si y sélo si I(ia(l) ®RX) = 0.
Entonces, RX es un R-médulo de torsién respecto a dicha teorfa de
torsiébn si y sélo si I’®RX = 0 y esto ocurre si y s6lo si I'X =0
porque I’ es idempotente. Entonces, ¥ = { J & RR | J < RI'L

Por [26, Proposition 1.4} el funtor Homl(ia(l),__) induce una
equivalencia de categorfas entre I-MOD/7 y (R,¥)-méd. Es decir,

tenemos el siguiente diagrama:

I-MOD > R-méd

Hom (ia(1), )
R -

a’ (Homl(ia(l)._))__

I-m6d = > [-MOD/T = ’(R,F) -mod
N ST Talle )

Entonces, componiendo las equivalencias, tenemos una entre

IR

I-méd y (R,¥)-méd, dada por X +—— alX) ———— Homl(ia(l),ia(x))

IR

a’(HomI(ia(l),ia(X))) = Homl(l’,X), con inversa Y +— Ia(I’®RY)

IY. Noétese también que de acuerdo con [84, Theorem 1.8] todo
I-médulo X tiene wuna colocalizacién con respecto a la teorfa de
torsién (D,T).

Finalmente, toda la notacién que se use en estas categorias
estara tomada en la medida de lo posible de la que se haya definido
para anillos con uno y en caso contrario de la usada en el paragrafo

correspondiente a categorfas de Grothendieck.
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1.5. Equivalencias y contextos de Morita

A lo largo de nuestra investigaciéon, nos encontramos con
distintas situaciones que involucran equivalencias de categorfas y de
subcategorfas de moédulos sobre anillos con uno, sean R y S. Las
subcategorfas involucradas siempre seran categorfas cociente respecto
de un filtro de Gabriel (o si se prefiere, una teorfa de torsién
hereditaria), conocidas como subcategorfas de Giraud (83, Capitulo XI.

Las situaciones siempre tienen que ver con el funtor Hom
definido de tal manera que establece una correspondencia entre R-méd y
S-méd y viceversa, y que al restringirlo a dichas subcategorfas se
tiene la equivaléncia. Permfitasenos mencionar las situaciones:

(1) La equivalencia entre las categorias R-méd y S-méd.

(2) La equivalencia entre la categoria R-méd 'y una

subcategorfa de Giraud de S-mdd; es decir, el diagrama

S-méd

a i (donde ¥ es un filtro
de Gabriel)

R-méd ¢ > (S, F)-madd

(3} La equivalencia entre dos subcategorfas de Giraud

R-méd S-moéd

(donde ¥ y § son filtros
de Gabriel)

(R, F)-mdd ¢ > (S, 8 )-mod

(4) Cuando, en el caso anterior, las topologias estén

generadas por ideales idempotentes, digamos Rl y é_J, veremos que las
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subcategorias de Giraud son equivalentes a I-méd y J-méd,

respectivamente, lo cual nos dara el diagrama

R-méd S-mébéd
(R,F)-méd < = > (S,5)-méd
I-méd ¢ - = > J-mod

Para estudiar estas situaciones y utilizarlas en el
desarrollo de nuestros resultados en los Capftulos 3 y 4, primero
mencionaremos en esta secciéon algunos de los resultados -unos mas
antiguos y otros mdas recientes, pero todos (o casi todos) ya clasicos-
sobre equivalencias y contextos de Morita en anillos con uno, y en el
capftulo siguiente desarrollaremos una teorfa de Morita para el caso
de los anillos idempotentes [27]. Finalmente, queremos hacer notar que
en la situacién (2) en cuanto a nuestro trabajo, siempre se tendra que
S es un objeto cerrado respecto del filtro ¥, el cual, a su vez,
siempre estara generado por un ideal idempotente (es decir, la teoria
de torsiéon sera TTF); sin embargo, mencionaremos aquf de paso que
existe un interesante estudio de esta situacion [97] sin las hipétesis.

antes mencionadas.

En general, para dos categorias arbitrarias € y 9, decimos
que € y D son categorfas isomorfas si existen funtores F:€ —— D y

G:) —— € de tal manera que GoF = 1 FoG = 1, donde 1 1D denotan

cY 9 ¢

al funtor identidad [83]. Se conoce como una equivalencia a un funtor
F:€ —— D tal que existe otro funtor G:9 ——— € y transformaciones
naturales GoF —— l@ y FoG —— lD que son isomorfismos naturales
[83]. Esta definiciéon queda caracterizada con la propiedad sobre F de

ser fiel y pleno y que todo objeto de ) sea isomorfo a un objeto de la
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forma F(C) con C € € [83).

Dados dos anillos R y S, decimos que son equivalentes o
Morita equivalentes, siguiendo a [6], si existe una equivalencia de
categorfas entre R-méd y S-méd. Si F:R-méd —— S-méd es una
equivalencia entonces se tiene el siguiente isomorfismo de grupos

abelianos:

Hom_(M,N) F > Hom_(F(M),F(N));

en particular, si M e R-méd y M # 0, se tiene un isomorfismo de
anillos End(RM) = End(SF(M)). Esto se obtiene de inmediato a partir
del hecho, mencionado arriba, de que F es fiel y pleno -~y aditivo. En
el estudio de ‘las equivalencias entre categorias de mddulos sobre
anillos con uno, los progeneradores desempefian una funcién crucial,

como se puede observar en el siguiente resultado:

Teorema de Morita [6, Theorem 22.1]: Sean R y S anillos con uno
tales que son equivalentes a través de F:R-méd —— S-méd y
G:S-méd —— R-méd. Hacemos Q = F(R) y P = G(S).

Entonces P y Q son bimddulos de un modo natural RPS, SQR tales
que:

(i) End(RP) xS, End(PS) %= R, End(SQ) ~ Ry End(QR) % S,

(ii) RP, Ps’ sQ y QR son todos progeneradores.

(iii) RPS =] HomS(Q.S) = HomR(Q.R); SQR = HomR(P,R) = Homs(P.S).
(iv) F =

(v) F

IR

omR(P,_) y G HomS(Q._) (de forma natural).

H
x Q ®— GzP ® (de forma natural).
Demostracién: (6, Theorem 22.1).

Las caracterizaciones de Morita para los anillos
equivalentes ponen todavia mas de manifiesto la funcién’ de los
progeneradores. Asf, si se tienen funtores F:R-méd ——— S-méd y
G:S-méd ——— R-méd, una condicién necesaria y suficiente para que F y

G sean equivalencias inversas es la existencia de un bimédulo RPS tal
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que RP y PS sean progeneradores, que End(RP) %= Sy End(PS) % R y que
se tengan isomorfismos naturales F = HomR(P._) yGeP ®S_. AlGn mas,
la existencia de un tal RPS implica que HomR(P,R) es un S-R-bimédulo
tal que S(HomR(P.R)) y (HomR(P,R))R son, a su vez, progeneradores y
ademés F & HomR(P,R) I G = Homs(HomR(P,R)._) [6].

De aqui se desprende que si R-m6d y S-méd son equivalentes
entonces méd-R y méd-S también lo son y es justo por esto por lo que
podemos hablar de anillos equivalentes. La propia consideracién de un
progenerador nos permite construir categorfas equivalentes haciendo
End(RP) = S con RP progenerador. (Por [6, Theorem 22.4] sabemos que R
y S son anillos Morita equivalentes.) Mas adelante, cuando abordemos
el estudio de categorfés mas generales que R-méd, serda preciso buscar

médulos que sustituyan a los progeneradores.

Un contexto de Morita estd formado por un par de anillos R y
S y un par de bimédulos RMS y SNR Jjunto con homomorfismos de bimédulos
<, M ®SN ——> Ry I[__IN ®RM —— S de tal manera que verifican
las siguientes condiciones de asociatividad: para cualesquiera m,m’ €
e Mynn €N, n<mn”> = [n,m]°n’ y me<[n,m’] = <m,n>>m’. Denotaremos
a }os contextos de Morita con (R,S,M,N). A las iméagenes Im <, > e
Im {_,_] se les conoce con el nombre de ideales traza del contexto.
Los contextos de Morita tienen muchas aplicaciones; nosotros, tal y
como lo mencionamos anteriormente, los usaremos para establecer
equivalencias de subcategorias. Existe una generalizacion de este
concepto [97] conocida como contexto parcial, en la que no entraremos
aquf.

Diremos que dos contextos de Morita (R,S,M,N) y (R’,S’,P,Q)
son isomorfos si existen isomorfismos de anillos pR ——> R’ vy
0:S —— S’ junto con isomorfismos semilineales f: RM — RP,
g:SN —_ s'Q - de tal manera que sean compatibles con los
homomorfismos de los contextos.

El ejemplo mas comin de contextos de Morita es el contexto

derivado de un médulo; esto es, para un anillo R y un R-médulo por la
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izquierda M, hacemos S = End(RM) y N= HomR(M,R). junto con
M @ N —— R tal que <m,f> = f(m) y [f._l:N ® M —— S tal que
[f,ml(m’) = f(m')em. En este caso, obsérvese que los ideales traza son
Jjusto la traza de M en R y la de N en S.

Entre otras propiedades de las trazas en los contextos
derivados tenemos [98] que TrR(M)M =M (es decir, RM es traza-
accesible) si y sélo si MTrS(N) = M si y sélo si TrK(M) = TrR(M)K para
todo K € R-méd; TrR(M) y TrS(N) son ideales idempotentes, y ademads,
Trs(N) = TrS(M). Es claro que si M € R-méd es un generador entonces su
contexto derivado sera (R,S,M,N) donde S = End(RM), N = HomR(M,R) ¥y N
es proyectivo y finitamente generado.

En general, dados un anillo (con uno) R y un ideal
(bilatero) 1 € R, la clase { K € R-mdd | BI(K) =0 ) es una clase
libre de torsién y cerrada bajo envolturas inyectivas [69]. En
consecuencia, determinard una teorfa de torsién hereditaria de R-m&d
cuyo filtro de Gabriel consiste en los ideales RJ tales que £I(K) =0
implica BJ(K) = 0 y cuyos objetos cerrados, K se caracterizan por la
propiedad de que el homomorfismo natural K —— HomR(I,K) es
isomorfismo {69, Proposition 1]. Cuando 1 es idempotente, la teorfa de
torsién determinada por 1 en el sentido anterior es TTF [69, Corollary
2]. Ahora bien, dado un contexto de Morita (R,S,M,N) sus ideales traza
determinardn mediante la construccién anterior una teorfa de torsion
para R-méd y otra para S-mdéd cuyas correspondientes categorfas
cociente, que llamaremos R'u y S‘U. son equivalentes a través de las
equivalencias inversas HomR(M,_):R‘U e S’U y HomS(N,_):S‘U —_ R'u
[69, Theorem 3]. Si F y & son los respectivos filtros de Gabriel,

tenemos la situacidn:



H M,
omR( )

R-méd -~ . S-méd
Hom (N, ) i
g (Noo
a i a’ i’
Hom_ (M, )
R - .Y
(R,F)-mdd | ~ 7 (S,€)-mbd
N HomS(N._)

A un contexto (R,S,M,N) se le llama no degenerado [69] si

verifica que los morfismos naturales asociados con el contexto
M— HomS(N,S) tal que m —— [_,m]
M— HomR(N,R) tal que m ——> <m,_>

R —— End(N) tal que r +—— (n +—— n-r)

S — End(NR) tal que s ——— (n +— s+n)

y andlogamente N —— HomR(M,R), S —— End(RM). N —— Homs(M,S)
y R—— End(MS) son inyectivos. Algunas condiciones equivalentes
son: (R,S,M,N) es no degenerado si y soblo si RM, Ms’ sN y NR son
fieles y ademds, para todo m € M, n € N, cualquiera de las condiciones
Mn> =0 o [mM] = 0 implica m = O, etc. Un contexto derivado sera
entonces no degenerado si y sélo si RM es sin torsiébn y fiel vy
rLR(TrR(M)) = 0 [69, p.398]. A través de los contextos no degenerados
se puede definir una relacién de equivalencia entre anillos
construyendo una "composiciéon" adecuada [69, p.399].

De lo anterior podemos inferir que, en general, el contexto
derivado de un generador no necesariamente es no degenerado; sin
embargo, si se verifica otra propiedad que ademas es la que aparece
comunmente a lo largo de esta memoria. Un contexto de Morita (R,S,M,N)
se conoce como normalizado por la izquierda si los cuatro morfismos
naturales M —— HomS(N,S). N — HomR(M,R), R — End(SN) y

S — End(RM_) son isomorfismos {69]. Obsérvese que si (R,S,M,N) es
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un contexto normalizado por la izquierda entonces es isomorfo al
contexto derivado de RM y también al de SN. El contexto derivado de RM
es normalizado por la izquierda si y sélo si los morfismos naturales
R —— HomR(TrR(M),R) yM— HomR(TrR(M).M) son biyectivos; esto
es, si R y M son cerrados bajo la topologfa ¥ asociada con el contexto
[69]. En consecuencia, S y N también seran cerrados para la topologia

correspondiente 9.

Toda equivalencia aditiva de categorfas entre subcategorfas
plenas de R-méd y S-méd tales que contengan a RR y SS tiene una
extensiéon maximal. El dominio y rango de estas equivalencias maximales
son categorfas cociente determinadas por ideales. Aun maéas, existe una
correspondencia uno a uno entre:

(i) Las clases de isomorfismos naturales de las
equivalencias maximales de categorfas entre subcategorfas plenas de
R-méd y S-méd tales que contienen a RR y SS respectivamente,

(ii) la clase de isomorfismos de los contextos de Morita
normalizados por la izquierda entre R y S, y

(iii) la clase de isomorfismos de los bimédulos RMS para los
que los morfismos naturales § —— End(RM), R — HomR(TrR(M),R).
M— HomR(TrR(M),M) son biyectivos [69, Theorem 7).

Cuando un contexto de Morita es normalizado por la izquierda
y sus ideales tpaza son idempotentes {caso muy frecuente en nuestro
trabajo) tenemos entonces que, si RI, SJ son los ideales traza se
verifica End(ll) £ End(RI) ~ R y End(JJ) ® End(s.l) ~ S; ademas, las
categorfas I-méd y J-méd son equivalentes. Es decir, hemos llegado a
la situacion de equivalencias de categorfas para anillos sin uno,

idempotentes, que estudiaremos en el capftulo siguiente.

Para terminar, indicaremos que existe una nocién relacionada
con la de contexto de Morita, la de TI'-anillo, debida a Nobusawa [70]
que exponemos a continuacién (tomando la presentacién dada en [76]):

Un I'-anillo A, estd dado por un par de grupos abelianos A, T
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junto con una aplicacién f:A x ' x A —— A cuya accién denotamos por
f(x,et,y) = xay de tal manera que:

(i) f es aditivo en cada variable.

(ii) (xay)Bz = xa{yBz) para todo x, v, z€ A y «, B € T.
Dados o« € I, x € A, se definen los morfismos [o,x:A —— A ¥y
[x,):A ———> A dados por [a,x](y) = yax y [x,al(y) = xay. Noétese que
tanto [a,x] como ‘[x.a] pertenecen a End(ZA) para cada x € A y o € T,
Ahora definimos mI' x A —— End(ZA) y viAx [ —— End(ZA) tales
que nla,x) = [a,x] y vix,a) = [x,a). Es facil ver que tanto 1 como v
son aplicaciones bilineales y en consecuencia existen morfismos
n:T ®ZA —_ ,End(ZA) y 1:A @ZF——) End(ZA) con las correspondencias
Zlaleaxll—————) ):l[al,xl] y lele’ali—) El[xl,al]. Sea R(AT) =Im7n y
L(A,J) = Im v. * Obsérvese que R(A,J) y L(AT) son anillos (no

necesariamente con uno) con las respectivas operaciones

):l[ocl,xll'):J[BJ.yJ] = ):U[al.x‘BJyJ]

L%l Lly Bl = L Ixay.B]
y que A es un L(A,I')-R(A,IN-bimédulo fiel a los dos lados. A L(A,T) y
R(A,T) se les conoce respectivamente como anillos de operadores por la
izquierda y por la derecha de A [77). A los TI-anillos A, tales que
verifican que para todo x € A, no cero, [x,I'] y I[I,x] son distintos de
cero y que Al'A = A se les conoce como débilmente semiprimos. Obsérvese
que si A es un TI-anillo débilmente semiprimo entonces haciendo
I = L(AT) y J =R(AT), I y J son no degenerados a los dos lados e
idempotentes.

Sean I y J los anillos de operadores por la izquierda y por
la derecha de wun TI-anillo M, débilmente semiprimo y sea N =
= JHomI(M,I). ‘Entonces, se tienen  epimorfismos de bimédulos
<M @JN — 1 y [_,_EN ®1M ——— J. Siguiendo a [70], para A,
un I-médulo por la izquierda y B, un J-médulo por la izquierda,
decimos que (A,B) es un (M,N)-médulo en caso de tener morfismos
«:AB:N———> HomZ(A,B) y goBA:M—> HomZ(B,A) de tal manera que

(wBA(m)oq)AB(n))(a) = <m,n)a, (goAB(n)oquA(m))(b) = [n,m]b, y ademas
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soAB(n<m,n’>)(a) = (q)AB(n)owBA(m)oq)AB(n'))(a). y
wBA(m[n,m'])(b) = (q)BA(m)owAB(n)wBA(m'))(b).

Por ejemplo, (ILN}) es un (M,N)-médulo a través de los morfismos
wm(n) = (n¢) (la multiplicacién por n) vy «pm(m) = <m,_>.

En [70, Proposition 1] se establece que para todo I-médulo A
tal que IA = A, existe un J-médulo B de tal manera que (A,B) es un
(M,N)-médulo, y en [71, Theorem 1] se establece que si 1 y J son
idempotentes entonces la correspondencia A +——— (A,B) define una
equivalencia entre las subcategorfas I-méd y J-mébd. Esta
correspondencia se puede obtener haciendo A ———— N ®JA; seguido del
paso al cociente N @JA ——— N ®JA/tJ(N ®JA) [70, Proposition 1 y 71,

Proposition 2 y 3l.
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CAPITULO 2

EQUIVALENCIAS DE MORITA PARA ANILLOS IDEMPOTENTES



2.1. Introduccién’

Nos proponemos en este capftulo describir, dados dos anillos
idempotentes pero, en general, sin uno, I, J, condiciones necesarias y
suficientes para que los anillos sean "equivalentes", en el sentido
analogo al cldsico de Morita. La teorfa de Morita para anillos sin uno
pero con unidades locales fue considerada en [1] o [7]; mientras que
el caso de los anillos s-unitarios fue tratado por Komatsu [52]. Al
considerar anillos méas generales, como los anillos idempotentes que
nos ocuparan aqui, no es muy conveniente tener en cuenta la categoria
(que, para un anillo I denotamos por I-MOD) de todos los I-médulos por
la izquierda: ella incluirfa, por ejemplo, a todos los grupos
abelianos, definiendo wuna multiplicacién trivial. La generalizacién
adecuada de la categorfa de médulos usual es la categoria (que
denotamos por I-méd para el anillo idempotente 1) de los I-médulos por
la izquierda IM que son unitarios (esto es, IM = M) y libres de
torsion (es decir, si Ix = 0 para x € M, entonces x = 0). Esta
categorfa I-méd es de Grothendieck y nos proponemos, pues,
caracterizar la equivalencia entre las categorfas I-moéd y J-méd para
anillos I, J, idempotentes.

La principal diferencia entre las técnicas que emplearemos
aquf{ y las de [1] o [7] es el uso por nuestra parte de la localizacién
no conmutativa para estudiar la categoria I-méd. Asi, llegaremos a
probar en las secciones 2.2 y 2.3 que los resultados clasicos de la
teoria de Morita se pueden obtener para anillos idempotentes con
algunas ligeras mbdificaciones; véase, por ejemplo, el Teorema 2.2.5.

En la teoria de Morita clasica se prueba que dos anillos
(con uno) R y S son equivalentes si y so6lo si existe un contexto de

Morita entre R y S con aplicaciones suprayectivas. El empleo de los
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contextos de Morita para estudiar la teoria de Morita en el caso de
anillos sin uno aparece en una serie de trabajos como {52, 53, 54, 70,
71, 72, 73, 77, 78] que incluyen el estudio de los contextos de Morita
por medio de la nocién, relacionada con ellos, de un TI'-anillo (véanse
las paginas 38-40). En  dichos trabajos, se obtienen diversas
consecuencias a partir dé la existencia de un contexto de Morita para
anillos 1 y J, con aplicaciones suprayectivas. En particular, se
prueba que si I y J, son idempotentes y admiten un contexto con
aplicaciones suprayectivas, entonces I-mdéd y J-méd son categorias
equivalentes [53]. En [52] y en [78] se demuestra que el reci{proco es
también valido en el caso de que I y J sean s-unitarios [53] o
idempotentes y no degenerados [78]. en lo que sigue, se mostrard que,
de hecho, dicho reciproco se verifica en el caso mas general de los
anillos I, J idempotentes. La diferencia principal entre el caso en
que I y J son no degenerados y aquel en que se suponen solamente
idempotentes, reside en que, en la primera situacién, I y J son,
respectivamente, objetos de las categorfas I-méd y J-méd, lo que
permite expresar a los funtores F, G, que definen la equivalencia
supuesta entre I-mdéd y J-mdéd mediante los funtores Hom y ®; en
concreto, si los funtores F:[-méd —— J-méd y G:J-méd —— I-mébd
son equivalencias inversas con I, J idempotentes y no degenerados,
entonces F = J-HomI(G(J).“) y G = i'HomJ(F(I),_}. En el caso general
que nosotros tratamos, I y J no pertenecen necesariamente a las
categorfas I-méd y J-mdd; es cierto que M = I/&I(I) ¥y N = J/fzJ(J) s
pertenecen a dichas cetegorfas. Pero construir un contexto de Morita
con apiicaciones suprayectivas a partir de la equivalencia supuesta
tiene la dificultad de que la eleccién natural (1,J,M,N) no puede
tener aplicaciones suprayectivas, ya que, por ejemplo, Homl(M,nl(I)) =
= 0. La solucién a esta dificultad pasa por considerar ciertas teorfas
de torsién de I-MOD y J-MOD, que proporcionan colocalizaciones de los

objetos de estas categorias.
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2.2. Equivalencias y contextos de Morita para anillos

idempotentes

Empezamos por recordar la nocidén de contexto de Morita que,
para anillos sin uno, es esencialmente la misma que en el caso
clasico; es decir,” un contexto de Morita [42] estd compuesto por dos
anillos I, J ¥ dés bimédulos IMJ, JNI junto con homomorfismos de
bimédulos <_,_»M ®,N —_— Iy {_,_EN ®1M ——— J de tal manera que
se verifica la siguiente condiciéon de asociatividad; para m, m’ e M y
n, n € N, mllnm]=<m,mm y n'<mn> = [n",mln. La nocién de
contexto no degenerado es también andloga a la que se tiene para
anillos con uno. Para dar algin ejemplo de estos contextos, se puede
hacer una construccién andloga a la de un contexto derivado, de la
siguiente manera. Sea I un anillo sin uno y M un I-médulo por la
izquierda. Sea S = End( IM) y considérese Hom‘I(M,I) € S-méd. Tenemos

entonces los siguientes homomorfismos: M ®SHoml(M,I) ———<———’=‘2————>I y

HomI(M,I) ®1M ——-[2#—) S. Un ‘"contexto derivado" podrifa estar
entonces dado por un subanillo de S (no necesariamente con unc) J de
tal manera que Im[_,_ ] € J y MJ = M. Asf, (I,J.M.J-Homl(M,I)) es un
contexto de Morita.

Recordemos de la Seccién 1.4 que I es un objeto CQF-3 en ia
categorfa I-MOD y en consecuencia determina una teoria de torsién TTF

respecto de la cual consideraremos la colocalizacién.

Proposiciéon 2.2.1: Sean 1 y J anillos idempotentes y los funtores
F:I-m6d —— J-méd y G:J-méd ——— 1-mdd equivalencias inversas. Sean
IM = G(J//zJ(J)) y JN = F(I/rtl(l)). lP la colocalizacién de IM y JQ la
de JN. Entonces se tienen las siguientes propiedades:

(i) lMJ y JNI son bimédulos tales que IM y JN son generadores.
(ii) Los funtores F y G estdn dados, salvo isomorfismos
naturales, por F = J~HomI(M,_) yG = I~HomJ(N,_).

(iii) MJ es J-generado y NI es I-generado.
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(iv) IPJ y JQI son biméddulos unitarios e inducen un contexto de
Morita (1,J,P,Q) de tal manera que, en la notacién wusual, <_,_> vy
[_,_] son epimorfismos de bimédulos. Ademis, F y G también son

naturalmente isomorfos a J-Homl(P._) e l-HomJ(Q._) respectivamente.

Demostracién: Noétese primero que I' = I/fLI(I) y ¥ = J/"LJ(J) son
generadores para I-méd y J-méd respectivamente ya que si X € I-méd y
f e HomI(I,X), si ae€ ftl(l) entonces I<f(a) = 0 y como X € I-méd
entonces f(a) = 0. Ademds, si la € n.l(l) entonces I(lIa) = O; como I es
idempotente O = I(la) = la por lo tanto a € "’1(”' As{, I/nl(l) €
€ I-méd y J/fLJ(J) € J-méd y son generadores para esas categorias; en
consecuencia, lM € I-méd y JN € J-mbéd son, a su vez, generadores.

Sean R = End(ll’) y S= End(JJ’). Entonces, la multiplicacién por
la derecha por elementos de I' nos da un monomorfismo I'———» End(ll’)
cuya imagen, isomorfa a I’, nos permite ver a I' como un ideal por la
derecha de End(ll'). Un argumento andlogo nos permite ver a J' como
ideal por la derecha de End(JJ'). Como F:I-méd —— J-méd vy
G:J-méd —— I-méd son equivalencias, tenemos los isomorfismos de
anillos End(lM) xS y End(JN) ~ R y en consecuencia IM,S y JNR son
bimédulos; asf, IMJ" IMJ' JNP, JNI son bimédulos. Nébétese que esto
todavia no significa que MJ = M ni NI = N, esto lo veremos en (iii).
Por lo pronto, con esto se establece (i).

Sea?=(XSRRIRI'SX)y€=(YSSS|SJ'SY). Por lo
que vimos en los parrafos siguientes al Lema 1.4.2, los funtores
Hom[(l',_):l—méd — (R, ¥F)-méd y HomJ(J’,_):J-—méd —> (S,5)-méd
son equivalencias de categorfas, con inversas X —— I'X = IX vy
Y — J'Y = JY respectivamente.

Si componemos la equivalencia F:l-méd —— J-méd con la
equivalencia HomJ(J’,_):J-—méd —— (S,5)-mdéd obtenemos entonces una
nueva equivalencia de categorfas H:I-méd —— (S,5)-méd, donde S es
un objeto S-cerrado con H(IM) z S. Es decir, tenemos un anillo S e
I-MOD una categorfa de Grothendieck con generador proyectivo. Sea

(7,#2) la teorfa de torsién asociada con I (y con M, en consecuencia)
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descrita en la pagina 29. Recordemos que J es cerrada bajo productos
directos y que I-mdd es equivalente a I-MOD/J (véase el diagrama de la
pdgina 31). Entonces, I-MOD/J es equivalente a {S,%)-mdd, digamos bajo
H’, y otra vez H'(IM) % S. En consecuencia, se reunen todas las
hipétesis de [26, Theorem 1.19] y tenemos que H’ es naturalmente
isomorfoaHoml(M,_):I—méd — (5,8)-médyE = { Y < S | MY = M )L
Como se vio, la equivalencia entre las subcategorias (S,9)-méd y J-médd
estd dada en un sentido por la multiplicacién por la izquierda por I,
(J+); asf, el funtor F:l-méd —— J-méd es naturalmente isomorfo al
funtor J-HomI(M,w):I—méd —— J-méd. De manera similar, tenemos que
F={X¢g RR | NX = N} y que G es naturalmente isomorfo al funtor
I-HomJ(N._):.Fmbd —— I-méd. Esto prueba (ii).

Para demostrar (iii), considérense las descripciones de las
topologfas ¥ y ?@' Tenemos, para M, que M(SJ') = M y en consecuencia
M = M(SJ’) = (MS)J' = MJ’ = MJ. Andlogamente, N = NI’ = NI

Finalmente, - vamos a probar {iv]). Por {ii} tenemos isomorfismos .
N = J'Homl(M,I")ﬂ e lM & I-HomJ(N,J); en consecuencia, a través de
dichos isomorfismos podemos definir, para x e M, y €e N & HomI(M,l'),
&y =xy el y ly,x] € S = End( IM), dado por uly,x} = (uy)x, para
cada u € M. Considerando a M y N como I'-) y J-I" bimédulos
respectivamente, se tienen homomorfismos inducidos ¢:M ®J‘N — "y
¥:N ®1'M —— S de tal manera que ¢(xey) = <X,y> y ¢¥lyex) = ly,x]; de
esta forma, ¢ y ¢ son homomorfismos de bimédulos y por lo tanto
obtenemos que N Imy sV ya que N ®1’M = J{N ®1'M)’I" Por la
construccion que hemos hecho quedan claramente establecidas las
condiciones de ‘asociatividad; asf, junto con ¢ y 1, tenemos un
contexto de Morita (I',J’,M,N). Vamos a probar due ¢ y ¥ son
epimorfismos. Para esto, sea a € I’ Como IM genera a l1' entonces
existen elementos UpeenUl € M ¥ @ peens € HomI(M,I’) tales que
Xlula‘ = a. Ademas, M = MJ y en consecuencia, cada u‘ tiene una
expresibn u= ) x b para algunos lee My bjle . Por lo tanto,

T M R

SO(zUle@bﬁal) = zlj<le'bjlal> = Zu(lebjx)al= Ziu o= a Con esto

hemos probado que ¢ es epimorfismo.
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Para probar que ¢ es epimorfismo, sea x e M. Como M = I'M,
tenemos que X = }'_“ialxl para algunas ae I y X¢€ M. Como ¢ es
epimorfismo tenemos también que cada a tiene una expresidén a=
= Zl<un.y”> para algunas une My yJ'e N. En consecuencia, x =
= {:U<an,3r”>xi y entonces x = Euuj‘{yh.x!] asfi que x € M*Imy vy
por lo tanto tenemos que M = M+Im ¢. A partir de la descripcion de la
topologia & dada en el principio de esta demostracién, sabemos que SJ’
es un jdeal minimal de S con respecto a la propiedad M(SJ') = M y asf{
tenemos que M(S<Im ¢} = M y por lo tanto SeIm ¢ = SJ'. Como J es
idempotente entonces J'Im ¢ = Im ¢ ya que J'(N @PM) = N ®1'M y en
consecuencia J: = JSI' = J'SIm ¢y = FIm ¢y = Im ¢, a partir de lo
cual, vemos que Y es epimorfismo.

Hasta este momento hemos probado que si I-méd y J-méd son
categorias equivalentes entonces existe un contexto de Morita
(r,J’,M\,N) con morfismos suprayectivos. Lo que se hara en adelante es
construir un nuevo contexto (I,J,P,Q) que también tenga morfismos
suprayectivos. A

Sea !P la colocalizacién de IM respecto de la teorfa de torsién

(D,9); es decir, existe O > K s P —2 5 M > 0, sucesién
exacta corta en I[-MOD donde P es l-generado y D-codivisible y K
pertenece a J. Adn més, si L es un I-médulo por la izquierda
I-generado y a:M —— L/tx(L) es un I-homomorfismo entonces existe un
tunico o':P ——— L de tal manera que el siguilente diagrama es

conmutativo:

n
L ——— L/tlfL) —_— 0O

De aqu{"' se sigue que End(,M} % S ® End(’P) y -Homl(M,I’) &
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& Homl(P,l). El primero de estos isomorfismos nos permite dotar a P
con una estructura de J'-médulo por la derecha heredada de Ila
estructura de J'-médulo de M. Como tal, p es un homomorfismo de
bimdédulos.

Ahora vamos a ver que IP ,NI nos dan un contexto de Morita

v Y
(1,J’,P,N)} con morfismos suprayecJ:tivosJ. ‘
Para cada y € N, existe un I-homomorfismo ay:M —_— 1" = l/nl(l)
el cual lleva x € M a ¢(x®y). Por lo que acabamos de indicar acerca de
P, sabemos que existe un tnico I-homomorfismo P —— 1 de tal manera

que se verifica que el sigulente diagrama es conmutativo

| > 1
p e
A 4 a W
y
M > I/n.l(l)
0 0

en consecuencia, se tiene un homomorfismo ¢':P ®J.N —— I tal que

este otro diagrama es conmutativo:

P
Pe N 5 1
A4 ¢ A4
Me N > 1/n (1)
J 1
0 0
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y ¢’ es unica respecto a esta condicién. Ahora bien, hagamos X =
= Im ¢’; asf, X + "’1(1) =]1. Como IP =P podemos deducir que
IX + I"LI(I) = |X = I y en consecuencia Im ¢’ = 1.

Por otro lado, como N ®1'M = N ®1M podemos componer el morfismo
N ®1P —> N ®1M con Y y _entonces obtener ¥’:N @IP —— J el cual
es evidentemente un epimorfismo. Entonces (I,J’,P,N) serd el contexto
de Morita que buscamos si logramos probar que para todo x,u € P y

y,v € N tenemos que ¢'(xeylu = x¢’(yeu) y que ¢ (yeulv = ye'(usv).
Témese, pues,
(¢’ (xey)u)p = @'(xey)(up) = elp’(xey))up) = ¢(xpey)lup) =
= <xp,y>(up) = xply,upl = xpylyeup) = (xp)y’'(yeu) = (x¢’(yeu))p.
Entonces, el elemento ¢’(xe@ylu-xy’(yeu) pertenece a tI(P). Si
consideramos un u € P fijo, esto da un morfismo P ® N —— P tal que

su imagen estd contenida en tx(P)' Pero como P = IP sblo cabe la

posibilidad de que este morfismo sea cero, en consecuencia ¢’(x®y)u =

xy¥'(yeu). La otra ecuacién se tiene directamente: ¢'(yeu)v =

ylysuplv = yqb(up@v) = yp'(uev).

De modo similar, podemos ahora tomar la colocalizacién, JQ de JN,
y entonces JQI es un bimédulo, y como tal, (1,]J,P,Q) es un contexto de
Morita con morfismos suprayectivos. Esto prueba (iv).
Finalmente, sea X € I-méd. Recordemos que tenemos una sucesién

exacta 0 » K >y P > M » O con K objeto de 7. Apliquemos

el funtor Homl(_,X). Entonces obtenemos la siguiente sucesién exacta:
0 —— HomI(M,X) _ HomI(P,X) —> 0 puesto que HomI(K,X) = 0.
Por lo tanto Homl(M,_) es naturalmente isomorfo a Homl(P,_) sobre

I-méd. Esto concluye la demostracién.

Siguiendo la definiciéon dada para anillos con uno, wun
contexto de Morita (I,J,M,N) se llamard no degenerado cuando los
cuatro moédulos IM, MJ, JN, Nl y los cuatro pares dados por [, ] ¥y

<{,-> son fieles (en el sentido de que [w,M] = O implica w = O, por
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ejemplo).

Proposicion 2.2.2: Sean I, ] anillos idempotentes y supdngase que
existe un contexto de Morita (1,J,P,Q) con epimorfismos
<, > =¢P ®JQ — 1yl )= y¢Q ®1P —_ )
y tal que IP, P,' _,Q' QI son moédulos unitarios. Entonces:
(i) IP. PJ, JQ, QI generan a Il, J_,' ,J- ll respectivamente.
(ii) Nuc ¢ y Nac ¢ son médulos de torsién por ambos lados.
(iii) Hay isomorfismos de bimédulos inducidos,
P/tI(P) = l-HomJ(Q,J). P/tJ(P) x HomI(Q,A)x!,
Q/t’J(Q) = J-Homl(P,l). Q/tI(Q) = HomJ(P,J)°I
Ademadas, el contexto es no degenerado si y sélo si los ocho modulos II,
J, J, I, M M N, N son libres de torsiébn en las

J J G J J 1
correspondientes teorfas de torsién.

Demostracién: (i) Vamos a demostrar, por ejemplo, que IF‘ genera
II. Para cada y € Q definimos ay:lP —_— lI como u-ocy= <u,y>.
Entonces tenemos que ocye Homl(P.l) y Zyeolm ocy= L.

(ii) Usaremos un argumento tfpico y similar a [98, Lemma L1.3].
Sea Z‘x‘c&yle Nuic ¢, con X € P, y € Q. Entonces Zl<x‘,yl> = Q0 y para
cada u € P, w € Q tenemos:

<u,w>lexl®yl= Elu®[w,xl]yl= U@’(W‘Zl(X ‘,yl>) = 0,
asf{ que I~lel®yl= 0. Se puede ver similarmente que (lel®yl).l =0y
asimismo, Nic { es un bimédulo de torsidn.

(iii) Vamos a probar el tercero de los isomorfismos, en vista de
que los otros tres casos son similares. Tomemos ay para y € Q como en
(i). Luego definase 6:Q —— HomI(P,I) con O(y) = L Claramente, ©
es un J-homomorfismo. Como J+*Q = Q, vemos que Im 6 & J-Hom!(P,l) e
y € Nic 0 si y solo si <x,y> = O para todo x € P; pero esta condicién
implica que para cada w € Q, u € P, [w,uly = wlu,y> = 0 asf que
Joy =0 e y € tJ(Q). El reciproco es obvio, por lo tanto Nuc 6 =
= tJ(Q). Sélo nos resta probar que Im 6 = J-Homl(P,l); pero para

bel b=I[wul ¢e€ HomI(P,I); es suficiente considerar el elemento
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we(up) € Q.

La afirmacién final se ve directamente. Especificamente, el hecho
de que los anillos | y J sean no degenerados es equivalente a que los
moédulos lP, PJ. JQ. Q1 sean fieles. En consecuencia, el hecho de que
el contexto sea no degenerado corresponde con el de que los cuatro

mébdulos sean libres de torsién.

Si I v J son anillos con uno y se tiene un contexto de
Morita (1,J,P,Q) con epimorfismos ¢ y ¥, entonces es conocido que IP
es un generador proyectivo finitamente generado, y también lo es JQ.
QI, y Py En dicho caso hay isomorfismos naturales HomI(P,U) ®_,L =
= HomI(P,U ®JL), y P @JHomI(U,K) & HomI(HomJ(P,U),K) para cualesquier
IUJ, JL. IK. Cuando I y J no necesariamente tienen identidad, tenemos
la siguiente generalizacion:

Proposicién 2.2.3: Sean I, J anillos idempotentes y (I,J,P,Q) un
contexto de Morita, donde IP,, JQ, PJ y Ql son moédulos unitarios con
homomorfismos suprayectivos <_,_ >, [_,_]. Sean lU 7 xK' JL moédulos
unitarios. Entonces:

(1) E! homomorfismo canénico de I-médulos por la izquierda
g:p @JJoHomI(U.K) _— I*Homl(bHomJ(P,U)'I,K)
es un epimorfismo con nicleo de torsién.
(ii) El homomorfismo canénico de J-mddulos por la izquierda
q:J-HomI(P,U)'J @JL — J-HQmI(P,Ue:JL)

es un epimorfismo con nucleo de torsidn.

Demostraciéon: En vista de que los argumentos de esta demostracién
son bastante tipicos, solo vamos a dar un esquema de los mismos.

(i) Definimos { de la siguiente manera: Si x € P, a € J~HomI(U,K)
y B e I-HomJ(P,U)-I, hacemos Bl{{xex)f) = B(x)x. De este modo es facil
ver que { es un I~homomorfismo. '

Ahora vamos a probar que Nuic £ es un mddulo de torsién; es decir,

para x€ P, ae J~HomI(U,K), (Zixiesai)e = 0 implica que 1.():1)(1@“1) =
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= 0.

La hipétesis ():lx‘@:oc‘)ﬁ = 0 implica que para todo x € P, y € Q,
B € I'HomJ(P,U) tenemos que ZIB(<x,y>xl)°ocl= O y esto nos da
B(x)'):l[y,xl]a‘= 0. E! hecho de que PJ genere a J y que U sea
I-unitario nos permite deducir, a partir de la igualdad anterior, que
Zl[y,xl]al= 0 para todo y € Q. Ahora, para cualquier x' € P, y’ € Q
tenemos <x',y’>-)_':lxl®al= 0O y como el morfismo <_,_> es suprayectivo
tenemos que I-lel®o¢l= 0.

A continuacién vamos a probar que { es epimorfismo. Consideremos
cualquier y € HomI(I-HomJ(P,U)'I,K). xe€eP,yeQ a=<y> el Para
cada u € U denotemos con «__,_»:PJ — UJ el homomorfismo dado por
«u,y»(x’) = uly,x’] para cada x' € P. Definimos a:IU —_— IK de la
siguiente manera: uax = «u,y»+y. Se puede demostrar sin dificultad que
a estd bien definida y es un homomorfismo. De hechd, como Q = J+Q
tenemos que o € J'Homl(U,K). Finalmente, (x®a){ nos da, para cada
B € I-HomJ(P,U)°I,

Bl(xea)l) = B(x)x = «B(x),y»y = (B(x)ly,_Dy = pBixly,_DNr =
= Bx,y> )y = (B, ) )y = BIKx,y7),
lo cual muestra que <x,y>y pertenece a Im {. La hipétesis de que <_,_>
es suprayectiva establece que { es suprayectiva.

(ii) Definimos q:J-HomI(P,U)-J ®JL _— J-Homl(P,U®JL) haciendo,
para cada x € P, ze L, a € J-Hom!(P,U)'J, x((aez)g) = (xa)ez y es
fécil probar que, de hecho, Im g S J-Homl(P,U®JL) Yy @ es un
J-homomorfismo. A continuaciéon, notemos que para cada X en I-MOD
existe un epimorfismo de J-moédulos por la izquierda con nicleo de
torsion nx:J-HomI(P,I) ®IX _— J-Homl(P,X) dado por u((y®z)nx) =
= (uy)z, para u € P, y € J*Hom(P,I), z € X. Si tomamos X = U entonces
nU:J-HomI(P,I) ®1U e — J-Homl(P,U)°J es un evpimorfismo con nucleo de
torsién y en consecuencia obtenemos un diagrama conmutativo en J-MOD

con renglones y columnas exactos
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n el

J°HomI(P,l) ®1U ®_,L > J-Homl(P,U)'J ®JL —> 0

a4

J°HomI(P,U®JL) S============== J'Homl(P,U®JL)

Por lo tanto, podemos ver que ¢ es un epimorfismo con nicleo de

torsion.

Proposicién 2.2.4: Sean I y J anillos idempotentes y (I,J,P,Q) un
contexto de Morita con homomorfismos suprayectivos <, >, [_,_] ¥y
moédulos unitarios [P, JQ, PJ, Ql. Entonces:

(i) Los morfismos canénicos 1 ——» End(PJ), ] —— End(JQ),
J — End(lP), J —_— End(Ql) inducen, respectivamente, los
isomorfismos de anillos l/nl(l) & I-End(JQ), I/El(l) % End(PJ)-l,
J/EJ(J) ~ End(Ql)°J, y J/"LJ(J) & J~End(lP).

(ii) Los funtores

(P®J_)/tI(P®J_):J—m6d —— I-mdd y J-Homl(P._):l-méd —— J-méd
son equivalencias inversas de categorias.

(iii) Los funtores
(P@J_)/tI(P@»J_):J;-méd —> I-méd y (Q®I_)/tJ(Q®I_):l—m6d — J-méd
son equivalencias inversas de categorias.

También hay equivalencias inversas de categorias entre moéd-1 y

méd-J de una manera similar a (ii) y (iii).
Demostracién: (i) Mostraremos, como ejemplo, que el nicleo del

homomorfismo ~§an6nico de anillos 8:1 —— End(PJ) es Zl(l) y su

imagen es End(PJ)'l. Noétese primero que a € Nic @ si y sélo si
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a*P = 0. Como P = [P es claro que a € El(l) implica que a+*P = 0O;

rec{procamente, supongamos que a*P = O y sea a’ € i, a’' = <{u,w>, con
ueP, we Q Entonces aa’ = au,w> =0 y a € EI(I). A continuacién,
sea ¢ € End(PJ). ae€l Como ¢, > es un epimorfismo, a = E|<xl,y‘>
para algunos X € P, A Q. Ahora, para cada u € P tenemos que
(pa)(u) = Zlqp(<xl.yl>u) = Zlgo(xl[yl,u]) = (Zlqo(x ‘).y l>)u = a'u,

si hacemos a’ ='Zl<¢p(xl).yl> € I. En consecuencia, pa € Im 8 & End(PJ)
y por lo tanto Im 6 = End(PJ)-l. Los otros casos se siguen de un modo
similar.

(ii) Nobtese que si tenemos lK € I-méd y JL € J-méd entonces los
moédulos I'Homl(I,K) EIK y J(J-Homl(P,Pe’JL)) son libres de torsién.
Aplicando la Proposicién 2.2.3 con IUJ=IPJ obtenemos los isomorfismos
candnicos

(P@JJ-HomI(P,K))/tl(P®JJ~Homl(P,K))
x l-Homl(l,K) =z K

IR

I-Homl(l/Zl(l),K) =

y v
(J @JL)/tJ(J ®,L) & (J/nJ(J) ®JL)/tJ(J/’LJ(J) ®,L) = J+.Hom I(P.P®JL).

Por otro lado, el epimorfismo natural J ®JL — 5 L tiene nucleo de
torsién, asf que (J ®JL)/tJ(J ®JL) = JL. Estos isomorfismos nos
muestran que los funtores definidos en (ii) son, de hecho,
equivalencias inversas.

(iii) Por  (ii), serd suficiente probar que los funtores
(Q ®1—)/tJ(Q ®J_):1-MOD —— J-mod y J'Homl(P,_):l—m()d — J-méd
son naturalmente isomorfos. En vista de la Proposicién 2.2.2(iii)

sabemos que existe la siguiente sucesi6on exacta corta en J-MOD:

00— t(Q — Q > J+Hom (P,1) —— 0 asf que si X € I-MOD,
tenemos un epimorfismo en la categorfa de todos los J-médulos por la
izquierda J-MOD, Q ®1X e J-Homl(P,I) ®IX, con nﬁcleo de torsién.
Como establecimos en la demostracién de la udltima parte de la
Proposiciéon 2.2.3, el homomorfismo natural

J°Homl(P.I) ®1X —_ J~HomI(P,X)
también es un epimorfismo con nicleo de torsiéon. Componiendo ambos

epimorfismos tenemos un epimorfismo Q @IX —_— J-HomI(P,X) el cual
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tiene también nicleo de torsién. Como J-Homl(P,X) es libre de torsién
podemos ver que Q ®IX/tJ(Q ®1X) £ J-Homl(P,X) de este modo y asf

completamos la demostracion.

Juntando todos los resutados anteriores podemos dar a
continuvacién, una versi6én del teorema de Morita = para anillos

idempotentes.

Teorema 2.2.5: Sean I y J anillos idempotentes de tal manera que

se tienen equivalencias inversas de categorfas F:lI-méd ——— J-méd y
G:J-m6éd —— I-mod. Entonces, existen bimédulos IPJ, JQI tales que:

() IPJ. JQI son bimoédulos unitarios y cada uno de estos cuatro

moédulos IP, PJ, JQ y QI genera todos los objetos de las

correspondientes categorfas I-méd, méd-J, J-méd y méd-1. Ademas, IP y
JQ son codivisibles y se tienen los isomorfismos canénicos:

I/ZI(I) ~ End(PJ)'I, l/’ll(l) ® I'End(JQ),
J/8(3) ~ End(Q)+J y J/n (J) % J-End( P).
(ii) Existen isomorfismos de bimédulos

P/tI(P) = I'HomJ(Q.J); P/tJ(P) = Homl(Q,l)°J;

IR
IR

Q/tJ(Q) J-Homx(P,l); Q/tl(Q) HomJ(P,J)°J.
(iii) F es naturalmente isomorfo a J~Hom1(P,_). y

G es naturalmente isomorfo a I-HomJ(Q,_).
(iv) F es naturalmente isomorfo a Q ®1—/tJ(Q ®r')’ y

G es naturalmente isomorfo a P ®J"/tl(P ®J_).

(v) P y Q inducen un contexto de Morita (1,],P,Q) con morfismos
suprayectivos, y P @JQ y Q ®1P son anillos y existen homomorfismos
suprayectivos de anillos P @JQ — 1y Q ®1P ——— J de tal manera

que los nucleos son de torsiéon a los dos lados.

Demostracién: (i)-(iv) se sigue de las Proposiciones 2.2.1,
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2.2.2, 2.2.4. Asimismo, de las Proposiciones 2.2.1 y 2.2.2 se sigue
que existe un - contexto de Morita con morfismos suprayectivos

—

<, P ®JQ—--—)I y [L_kQ @lP———eJ. Si definimos para x

{
X, € P e Yo ¥, € Q, la siguiente multiplicacion: (xl®y’)°(x2®y2) =

= x1®1y1,x2]y2 e (ylexx)'(xzesyz) = yx®<xi.y2>xz, entonces se puede ver

con facilidad que P ®,Q y Q ®1P son anillos y asf{ tenemos (v).

Nétese que este teorema generaliza [7, Theorem 2.1; 52,
Corollary 4.3, y 78, Lemma 2.4 y Theorem 2.5]. Una situacién
particular es que los anillos idempotentes sean al menos no
degenerados por un lado; es decir, por ejemplo, que ftl(l) =0 y
nJ(J) = 0. En este caso, tenemos que I € I-mdéd y J € J-méd al menos, y
para obtener un contexto de Morita no se tendria que considerar la
colocalizacién de F(I) y G{J). Vamos a escribir céomo se ve una

caracterizacién de equivalencias en este caso.

Corolario 2.2.6: Sean I y J anillos no degenerados (por la
izquierda) e iderﬁpotentes tales que existen equivalencias inversas de
categorfas F:I-m6d — J-méd y G:J-méd ——— I-méd con M = G(J) y
N = F{I). Entonces, M y N son bimédulos tales que:

(i) IM, MJ, JN, Nx son generadores y J = J*End(lM) = End(N!)*J;
I= End(MJ)-I = I'End{JN).
(ii) IMJQ HomI(N,I)-J = I°HomJ(N.J);
JNIE J-HomI(M,I) = HomJ(M,JPI.
(iii) F es paturalmente isomorfo a J-Homl(M,__) y
G es naturalmente isomorfo a I-HomJ(N,___).
J“')’ y
G es naturalmente isomorfo a M ®J“’/tl(M @3_).

(iv) F es naturalmente isomorfo a N @1_./1:1(1\1 ®

(v) Identificando JNI con J'Homl(M,I) y J con J-End(IM), sean,
para cada x e M, vy € N: <&x,y> = xy € I y ly,x] = {,y>x € J. Entonces
M G’,N y N ®1M son anillos si se define (uew)(x®y) = uelw,xly y
(weu)(yex) = weduy,y>x y se tienen isomorfismos de anillos

M QJN/tI(M ®,N) = 1yN ®IM/t_,(N ®1M) = ]

56



Un ejemplo de un funtor P ®J—/tl[P ®J_) donde tl(P @J_) no
es cero es el siguiente: Sea S un anillo que no sea noetheriano, R =
= RFM(S), el anillo de las matrices de renglén finito con entradas en
S e I = FC(S), el subanillo (sin uno) de R que consiste en las
matrices que tienen sélo un ntmero finito de columnas no nulas. 1 es
un ideal bildtero y proyectivo (y en consecuencia idempotente) y como
tal genera una teorfa de torsién (T,L) en R-mdéd tal que RX eT siy
s6lo si IX = 0. Se tiene entonces una equivalencia entre las sub-
categorfas F:I-méd —— S-méd (26, Theorem 1.7] y R = End(ll). Sea
P € I-méd tal que F(P) = S; entonces, P es proyectivo y finitamente
generado en I-moéd y también lo es entonces en R-méd. Siguiendo a [25]
denotamos con GF[P] a la subcategorfa plena de R-méd que consiste en
todos los R-médulos por la izquierda X tales que son P-generados y
P-fieles; esto iultimo significa que para todo submédulo Y de X se
tiene th 0. Se puede probar de forma directa que X € GF[P] si y sélo
si X es P-generado y HomR(P,Y) # O para todo Y submédulo de X, o, lo
que es equivalente, si y s6lo si X € I-méd. Por lo tanto,
GFI[P] = I-mod.

Sea CDIP] = { X € R-méd | 3 P™ > P > X 0

v

exacta con K, L conjuntos );
es decir, los R-médulos por la izquierda con dimensién P-codominante
mayor o igual que 2. Por [25, Theorem 2.3] y como P es proyectivo y
finitamente generado, existen equivalencias inversas de categorfas
dadas por las restricciones de HomR(P._):GF[P] = [-méd ———> S-méd y
P ®s—/t1(P @S_):S—méd — GFIP], y HomR(P,_):CD[P] —— S-méd y
P ®S__:S—m6d —— CDI[P). Obsérvese que en este caso y por dicho
teorema, GF[P] y CDI[P] son categorfas equivalentes y seran iguales si
y soblo si tI(P ®J_) = 0. Supongamos que tI(P ®J_) = 0. Entonces,
tenemos que CDIP] = GFIP] y por [25, Proposition 1.5] RP es
autogenerador y en consecuencia también Rl es autogenerador. Esto
significa que para todo a €I, a € la y esto a su vez implica [22,

Proposition 6] que S es noetheriano, lo cual, por hipbtesis, es
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imposible. Asf{, tl(P ®J_) no puede ser cero.

Finalmente, nétese que la condicibn de que P y Q sean
generadores localmente proyectivos [7], no aparece en el inciso (i)
del Teorema 2.2.5, porque I y J no se suponen localmente proyectivos.
En lugar de ello, P y Q son codivisibles; es decir, verifican una
condicién de proyectividad relativa. De hecho, podemos dar una
caracterizacién de la equivalencia de Morita en términos de wun

bimédulo IPJ que genera a todos los objetos de I-méd y moéd-J.

Teorema 2.2.7: Sean I y J anillos idempotentes. Entonces, I-méd y
J-méd son categorfas equivalentes si y sélo si existe un bimédulo 1PJ
tal que:

(i) IP y PJ son moédulos unitarios y generan a todos los médulos
en I-méd y méd-J, respectivamente.
(ii) EI homomorfismo de anillos canénico J —— End(IP) induce
un isomorfismo J/"LJ(J) = J = J.-End( lP).
Si dicho bimédulo IPJ existe, entonces los funtores
J-HomI(P,_):l—méd —— J-méd y (P ®J_)/tI(P ®J_):J-m6d ——> 1-méd

son equivalencias inversas de categorias.

Demostracion: Supongamos primero que tenemos equivalencias
inversas  F:l-méd —— J-méd  G:J-méd —— I-mod, y M = G( 1.
Entonces la colocalizacion P, de M, satisface las condiciones
anteriores en vista del Teorema 2.2.5. Rec{procamente, si suponemos
que lPJ verifica (i) y (ii) entonces haciendo N = J-Homl(P,I) =
< HomI(P.I), JN es libre de torsion y asf{ es un J'-moédulo tal que
JeN = N = JN. Del inciso (ii) se sigue que P también es
[-J’-bimédulo. Podemos definir los morfismos <_,_>:P ®JN ——> | dado
por <x,e> = xa y [_,_I:N @IP —— J* € End( IP) por ule,x] = <u,edx.
Estos son homomorfismos de bimédulos que satisfacen las condiciones de
asociatividad de la definicién de contexto de Morita. Ahora, se puede
ver que <_, > es un epimorfismo porque lP genera a I y PJ] = P. También

[_,_] es un epimorfismo: si hacemos A = Im [_,_] entonces es facil ver

BA



que PA = P asf como IP = P e I = Im ¢, >. Ahora sea b € J'; como PJ
genera J, b = ):lhl(xl) para algunas X € Py hle llomJ(P.J'). Pero, del
hecho de que PA =P, se sigue que b =Yg(y)er, para gje

0 0 B B |

€ HomJ(P,J’), ye P, re A. Asf, b € J'A = A y [_,_] es suprayectiva.

Por otraJ parte, si bel, f e HomI(P,l) entonces podemos
suponer que b = [a,x} para algin « € N y X € P y en consecuencia, para
cualquier u € P, u(bf) = <u,ad(xf) y bf = (_,e>(xf) € NI, as{ que N =
= NI. Todo esto muestra que (I,J',P,N) es un contexto de Morita con
homomorfismos de bimédulos suprayectivos y bimédulos unitarios.

Tomemos ahora JQ, la colocalizacién de N como en la demostracién
de la Proposicion 2.2.1 (iv). Asf{, como en dicha demostracién, se
puede ver que JQ’ es un bimédulo unitario, HomJ(N,J’) = HomJ(Q.J) y el
epimorfismo N ®1P —— J’ se levanta a un epimorfismo Q ®1P —

tal que el diagrama

Q®1P — ]

N®IP —_—s )

conmuta. Ademds, QI = I porque NI = N y en consecuencia, al igual que
en la Proposicién 2.2.1 (iv) tenemos que existe un contexto de Morita
(I,J,P,Q) con IPJ y JQl moédulos unitarios. A partir de la Proposicion

2.2.4 (ii) se deduce el resultado.

Nétese que si 1 y J son anillos idempotentes y existe una
equivalencia de categorfas entre I-méd y J-méd entonces, por la
Proposicién 2.2.1, existe un contexto de Morita (1,J,P,Q) con
morfismos suprayectivos, y de la Proposicién 2.2.4 se sigue entonces

que mod-! y méd-J también son categorfas equivalentes. As{ tenemos,

Corolario 2.2.8: Sean 1 y J anillos idempotentes. Entonces I-méd

y J-mdéd son categorfas equivalentes si y so6lo si méd-l1 y moéd-J son
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categorfas equivalentes.

En consecuencia, diremos que I y J son anillos Morita

equivalentes cuando I-méd y J-méd sean categorfas equivalentes.

El teorema de Morita en el caso clasico establece que dos
anillos R y S son Morita equivalentes si y sélo si S es isomorfo al
anillo de endomorfismos de un progenerador de R-méd. Con objeto de dar
una generalizacién de este resultado, consideremos xP un mobdulo
unitario y S = End(IP). Denotemos con A = { & € S|ua = Zl(qul)xl. para
alguna ®,E Homl(P,I), X.€ P y cualquier u € P ). Nobtese que A es
justo la imagen del homomorfismo candnico Homl(P,l) ®1P ——— S. Ahora
sea T un subanillo de A. Decimos que T es un ideal g-denso por la

derecha de A si T*A =T y AT = A,

Teorema 2.2.9: Sean I y J anillos idempotentes. Entonces 1 y J
son anillos Morita equivalentes si y sélo si J' = J/n,J(J) es isomorfo
a un ideal q-denso por la derecha de A (23, Definition 2.1], para
algin mdédulo IP, codivisible unitario, tal que lF‘ genera a todos los

médulos de la categorfa I-maéd.

Demostracién: Supongamos que I-méd y J-méd son categorfas
equivalentes y tomemos IP como en la Proposicién 2.2.1. Entonces lP es
codivisible y wunitario y genera a todos los médulos de la categoria
I-méd, en vista de las Proposiciones 2.2.1 y 2.2.2. Considérese el
homomorfismo canénico HomI(P,I) ®1P — S = End(IP) cuya imagen es
A. Entonces, como P = P} = PJ’ (por la Proposicién 2.2.1) tenemos la
igualdad AJ' = A. Por otro lado, si JN = J-HomI(P,l') = J°HomI(P,l),
ya vimos en la demostraciéon de la Proposicion 2.2.1 (iv) que existe un
contexto de Morita con morfismos suprayectivos (1,J’,P,Q), as{ que el
homomorfismo J-Homl(P,l) ®1P —— ' &S, es suprayectivo. En
consecuencia, J'A-= JA = J'. Esto demuestra que J’ es g-denso en A.

Reciprocamente, supdngase que lF’ verifica las condiciones de la
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proposicibn y que J' es q-denso en A. Entonces el homomorfismo
candnico J’-HomI(P,l) @lP —— J' deberd ser un epimorfismo, ya que
J’A = J)'; y esto implica que PJ genera J’, y por lo tanto PJ genera a
todos los mddulos de la categorfa méd-J. Ademas, PJ es unitario porque
AJ' = A, En consecuencia, IPJ verifica la condicién (i) del Teorema
2.2.77. Para terminar la demostracién, nétese que J-End(lP) =
= J’°End(lP) = J'A = J' porque J' es q-denso en A. Por el Teorema

2.2.7, lo anterior muestra que I y J son Morita equivalentes.

2.3. Algunas consecuencias de los teoremas de Morita

Es conocido que si R y S son anillos con identidad Morita
equivalentes entonces sus centros son anillos isomorfos; asf{ como
también son isomorfos sus retfculos de ideales bilateros. Sin embargo,
estas propiedades pueden no verificarse en el caso en que dos anillos
R y S no posean identidad. En lo que sigue, analizaremos estas dos

situaciones.

Proposicién 2.3.1: Sean | y J anillos idempotentes tales que son
Morita equivalentes. Entonces existen isomorfismos de anillos
Cen(End(Il/'LI(l))) x Cen(End(JJ/rLJ(J))) y
Cen(End(Il/EI(l))) x Cen(End(JJ/ZJ(J))).

Demostracién: Veremos soélo el primero de los isomorfismos; el
otro es completamente analogo.

Vamos a mostrar primero que existe un isomorfismo de anillos
entre Cen(E‘.nd(Il/rLI(I))) y el anillo de todas las transformaciones
naturales del funtor identidad de I-méd en s{ mismo.

Se puede verificar en forma directa que dicho conjunto de
transformaciones naturales, junto con la suma y la composicién obvias

es un anillo con uno.
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Para ver que existe un isomorfismo de anillos con el anillo
anterior, considérese, para cada K € 1-méd, el monomorfismo de grupos
abelianos O > K > Homx(l//zl(l),l(} dado por la correspondencia

que asigna k r—— (I/rtx(l) —-'-E——-—> l/ntlibk). Nétese que, bajo esta

asignacién K se sumerge en Homl(I/le(I).K) como End(ll/nltl})-médulo

por la izquierda.

Ahora, sea x € Cen(End(Ilfnl(H)), arbitrario. Consideremos Ny

la multiplicacién por x, HQmI(I/n.}(I).K} —X Hom!(l/rtl(l).l().

Como x conmuta con los endomorfismos de I/nl(l) y K = IK entonces es

claro que n, se restringe a K ,__,(ﬂ.., x*K < K. Por lo tanto, la

familia es una transformacién natural del funtor
(nK)K € I-méd ° 10
identidad de 1-méd en s{ mismo.

Para definir la inversa, témese una tal transformacién natural,

{n}

K € 1-méd Ciomo l/n’(l) es un objeto de I-méd entonces 7

v m
estd definido y facilmente puede verse que es un elemento del anillo
Cen(End(Il/n,l(I))).

Andlogamente, se tiene un isomorfismo de anillos entre
Cen(End( JJ/rej(.!))) y las transformaciones naturales de la identidad en
J-méd en si mismo.

Finalmente, como I-méd vy J-méd  son categorfas equivalentes
entonces, justo la equivalencia que existe entre ellas determina un
isomorfismo de anillos entre las transformaciones naturales del funtor
identidad en I-m6d es s{ mismo y las transformaciones naturales del
funtor identidad en J-méd en si mismo. Componiendo los isomorfismos

obtenemos el isomorfismo deseado.

Nétese;que esto no significa que los centros de los anillos
I/itI(I) y J/fLJ(J) ‘sean isomorfos. Véase [7, p.l14] para un ejemplo en
el cual ocurre que Cen{l) no es isomorfo a Cen(}). Por otra parte,
destaquemos quev' para cualquier anillo idempotente, I, los anillos I,
I/ftx(i), I/£{(l) e I/T(I) son todos Morita equivalentes.

Como consecuencia de esta proposicién tenemos:
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Proposicién 2.3.2: Sean 1 y J anillos idempotentes, no
degenerados y conmutativos. Entonces | y J son Morita equivalentes si

y s6lo si 1 y J son Isomorfos.

Demostracién: Primero veremos que si I es conmutativo entonces
End(x!) también es conmutativo. Sea R = End(xl), y tomemos r € R y
a € 1. Si identificamos a I con el ideal por la derecha de R que
consiste en las multiplicaciones por la derecha por elementos de I,
tenemos que ra = ar. De hecho, para cada A €l se tiene que
Alra) = (Ar)a = a{ar) = (ad)r = (Aa)r = Alar). Por lo tanto, 1 es un
ideal bilatero de‘ R el cual estd contenido en Cen(R). Finalmente, sl
r,r’ €e R y a €l entonces tenemos alrr’) = (ar)r’ = r’lar) = r'{ra) =
= (rr')a = a(rr’); en consecuencia I{rr'-r'r) = 0 y por lo tanto
rr’ = r'r. Es decir, R es un anillo conmutativo.

Supongamos ahora que 1 y J son anillos no degenerados,
idempotentes y conmutativos tales que son Morita equivalentes, y sean
R = End(xl) y S = End(JJ). Por la proposicién anterior y el argumento
que acabamos de hacer, tenemos que R y S son anillos isomorfos. Aln
més, con la notaciéon del Teorema 2.2.5 el isomorfismo estd dado a
través de las relaciones R = End( JN) = End(sN) = End(Ns) = End(N!) ®
~ S. Si llamamos ¢:R ———— § a este isomorfismo, tenemos que para cada
y€N, reR, yr = ¢p{rly; como S es conmutativo, N puede ser visto
también como S-médulo por la derecha y como tal, NR estd determinado
por el cambio de anillos por medio de . Por lo tanto, la traza de Ns
en S, TrS(NS) es exactamente la imagen por ¢ de 'I‘rR(NR). Pero sabemos
que, por la Proposicién 2.2.1 y el Teorema 2.2.5, TrR(NR) = J. Por lo
tanto ¢ se restringe a un isomorfismo entre 1 y J. Esto concluye la

demostracién.
Anteriormente, hemos visto que un contexto de Morita puede

dar jugar a una equivalencia entre anillos idempotentes. Hemos visto

también la nocién de anillos {con uno} contexto equivalentes. Vamos a
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ver explicitamente la conexién entre esta relacion de equivalencia

entre anillos y esta versién de la teorfa de Morita.

Proposiciéon 2.3.3: Sean R y S anillos con identidad tales que
existe un contexto no degenerado entre ellos, con trazas idempotentes,
T, T'. Entonces T y T’ son Morita equivalentes.

Recfprocamente, sean 1 y J anillos (sin uno} no degenerados e
idempotentes tales que son Morita equivalentes y R = End(ll), S =
= End(JJ). Entonces si R’ y S’ son anillos con uno tales que 1 & R’S R

y J & S’ S entonces R’ y S’ son .anillos contexto-equivalentes,

Demostraciéon: La primera parte es inmediata por lo que vimos en
las paginas 36-37, en vista de que, con la notacién en dichas péaginas
Ru es equivalente a T-mdd y S‘U es equivalente a T'-mod.

Para el reciproco, considérese I' = R-l. Entonces, es facil ver
que I’ es un ideal bildtero de R tal que End(!,l’) ~ R, de una manera
canbénica. Ademdas, I’ es un anillo idempotente y no degenerado.

Existe un funtor de I'-mé6d en l-méd tal que envia cada X en IX y
que se puede ver de forma directa que es una equivalencia, cuya
inversa estd dada por el funtor que envia cada Y a I’Homl(I.Y). Esto
muestra que I y J pueden ser vistos como ideales bilateros de R y S
respectivamente. Entonces, por el argumento de la Proposicién 2.2.1 y
el Teorema 2.2.5, tenemos un contexto de Morita con morfismos
suprayectivos (I;J,M,N) el cual puede ser visto como un contexto de

Morita no degencrado (Proposicién 2.2.2) entre R y S o entre R’ y S’.

Como vimos en las paginas 38-40 existe una conexién entre
los I-anillos y estos resultados de teorfa de Morita en el caso en que
los anillos sean no degenerados, al menos uno a un lado y el otro al
lado opuesto. Esto implica que se pueden aplicar muchos de los
resultados de [69, 70, 71, 72, 73]. En particular, presentamos esta
versién acerca del conocido hecho de que los reticulos de ideales

bildteros de anillos (con uno) Morita equivalentes son isomorfos. Para
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describir este resultado, supongamos que I y J son anillos
equivalentes bajo F:l-méd —— J-m6d y G:J-mbéd —— I-moéd y
denotemos el correspondiente contexto de Morita con (1,1,P,Q) con

morfismos <_,_> y [_,_). Hacemos, para A €1, A {x e 1| I-x € A ).

Proposicion 2.3.4: Sean 1 y J anillos idempotentes y Morita
equivalentes, y denotemos con 21 el reticulo
{ AS1 ] Aes un ideal de 1 tal que 1Al = A}
y andlogamente definimos .‘CJ. Entonces existe un isomorfismo entre sel y
,‘{3J el cual puede 'ser dado por las correspondencias A +——-3 [QA,P] y
B +———— <PB,Q>; o -equivalentemente por A l———> J'EJ(F(I/AC))J y
B t——> I+ (G(J/BY)-L.

Demostracién: La primera biyeccion es féacil de demostrar y de
hecho estd dada en [72, p.155] (también puede deducirse de [69,
Proposition 6]). La segunda es andloga a 16, Proposition 2L11] y se
obtiene con facilidad si se suponen a I y J no degenerados. En el caso

general, se obtiene al probar que si A = (A + F(l))/tI(A + T(1))

it

entonces 1/A° = 1/A° y por lo tanto Ez(F(T/Ac)) = 8J(F(I/A°))/1I(J).

Notese " que muchas de las propiedades que son invariantes
bajo equivalencias de Morita en el caso de anillos con uno, también lo
son en el caso de los anillos sin uno. Por ejemplo, se puede ver de
forma directa que si I es un anillo idempotente que es primo,
semiprimo, primitivo por la lzquierda, con radical de Jacobson cero,
simple, o suma directa de submoédulos por la izquierda irreducibles,
entonces I es no degenerado. As{, se puede aplicar la Proposicién
2.3.3 y los resultados de [69] o alternativamente, la Proposicién
2.3.4 y los de ’[70, 71, 72, 731 para obtener que las siguientes
propiedades son invariantes bajo equivalencia de Morita, en el caso en

que los anillos 1 y J sean no degenerados.

Proposicién 2.3.8: Sean | y J anillos idempotentes y no
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degenerados tales que son Morita equivalentes. Entonces:

(i) 1 es primo (respectivamente semiprimo, primitivo por la
izquierda) si y sélo si J es primo (respectivamente semiprimo,
primitivo por la izquierda).

(ii} I tiene radical de Jacobson cero si y soélo si J tiene
radical de Jacobson cero.

(iii) I es un anillo simple (respectivamente, es suma directa
de submédulos por la izquierda irreducibles) si y s6lo si J también lo

es.

Demostracién: Las propiedades de primo y semiprimo se obtienen de
las Proposiciones 2.3.3 y 2.3.4 junto con [71, p.155]). lLa de primitivo
de [72, Proposition 2]. La afirmacién acerca del radical de Jacobson
se puede obtener de forma directa. Si el radical de Jacobson de I es
cero entonces la interseccién de todos los nicleos de los morfismos en
I-méd de I a un I-médulo por la izquierda irreducible es cero y esta
propiedad claramente se preserva bajo equivalencias. El 1ltimo caso

también es directo.
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CAPITULO 3

EL PROBLEMA DE LA CARACTERIZACION



3.1. Introduccidén

En términos generales, el problema de la caracterizacién se
puede plantear de la siguiente manera: Dada una clase de anillos X y
una clase de moddulos T sobre los anillos de la clase X, describir, en
términos de las propiedades de la teorfa de anillos, los anillos de
endomorfismos End(RM) para todo anillo R de la clase R y todo médulo M
de la clase M [16].

Como hemos apuntado, en nuestro trabajo consideramos tres
clases T de moédulos; a saber, generadores, médulos localmente libres y
moédulos proyectivos con elemento unimodular, todos no finitamente
generados.

Para tratar de encontrar resulitados en este sentido, hemos
partido de otros resultados conocidos en la literatura sobre
equivalencias de categorias (y subcategorias) de Grothendieck que
involucran propiedades de los anillos de endomorfismos, para irlas
restringiendo - hasta  encontrar otras situaciones que resulten
"satisfactorias” bajo el criterio, como se menciondé antes, de una
- descripciéon del anillo de endomorfismos en términos de la teorfa de
anillos. La base de nuestras descripciones esta compuesta, al igual
que en casi toda la literatura sobre el tema, por la existencia de una
topologfa (que varfa de uno a otro caso) y un ideal (que llamamos el
de los "endomorfismos finitos"), al cual en algunos casos podemos
describir en términos de elementos idempotentes o de otras propiedades
algebraicas.

Uno de los resultados mds clasicos en el estudio de las
categorfas es el Teorema de Gabriel y Popescu [80], que representa a
las categorias. de Grothendieck como ciertas subcategorfas de

categorfas de médulos, valiéndose del anillo de endomorfismos de un
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generador. Es natural entonces que éste sea uno de nuestros puntos de
partida.

El Teorema de Gabriel y Popescu establece que para una
categorfa de Grothendieck € y un generador, digamos M € €, si
E = [Homg(M,M)I**= End((M) y T:6 —— E-méd es el funtor Homg(M, )
tal que T(C) = Homc(M,C) entonces T es fiel y pleno y ademds induce
una equivalencia de categorfas entre € y (E,F)~-méd, donde ¥F es la
topologfa de Gabriel por la izquierda mas fuerte (o fina) en E para la
cual todos los médulos T(C) son F-cerrados {83, Chapter X].

A partir de este resultado, podemos enunciar un primer
"Teorema de la caracterizacién", el cual incluye, para la descripcién
de E, una topolo.‘gfa de Gabriel por la izquierda descrita en forma muy

general y términos categéricos.

Teorema 3.1.1: Sea E un anillo y € una categorfa de Grothendleck.

Son equivalentes:
(a) E = EndG(M) para algin generador M e €.
(b) E poseev una topologfa de Gabriel ¥ de tal manera que E es

F-cerrado y ademads, € es equivalente a (E,¥)-méd.

Demostracion: {(a=sb) Es justo el Teorema de Gabriel y Popescu.
(b»a) Sean F:€ ——— (E,¥)-méd y G:(E,¥)-méd —— € las equivalencias
inversas de categorfas., Sea M e € tal que M = G(E) y es claro que,
como E es generador para (E,F)-méd entonces M es generador para € y
por la equivalencia que se tiene por hipétesis, junto con el hecho de

que E es F-cerrado, podemos concluir que End(,_.(M) = E,

Es decir, estamos en la situacion:
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E-méd

T = HomG(M,_) l [
a i

€ : > (E,F) -méd

Y sabemos que el filtro F corresponde con cierta teorfa de
torsion, pero no tenemos una descripcién para él.

Con vistas a obtener una descripcién del filtro anterior,
vamos a imponer a € la restriccién de tener un generador proyectivo.
En [26, Theorem 1.19] se establece que cuando se tienen: una categoria
de Grothendieck € con un generador proyectivo; un anillo E; una teorfa
de torsién TTIF en €, (T,L); un filtro de Gabriel por la izquierda en
E, ¥ tal que E es F-cerrado, y existe una equivalencia de categorfas
F:€/T —— (E,¥)-méd entonces existe un objeto M en € tal que (T,L)
es la teoria de torsién (7,%) en € asociada con M (paginas 22 y 23),
E = Endg(r:d), F es naturalmente equi§?lente a la restriccibn a la
subcategom’aﬁ (E/TA del funtor HomG(M._):(E —3(S5,F)-méd y F =
= (EI SE:E | MI = M }. Asf, pues, tenemos una primera descripcién para
F. Este teorema, en principio, lo que nos dice es que, bajo las
hipétesis descritas, una equivalencia entre las subcategorias se puede
levantar a un funtor Hom entre las categorfas; es decir, la situaciéon

€s:

Homc(f;{,_)
€ ccceeee-Zoaooo-o E-moéd

e/T : > (E,¥F)~-mod

Para nuestro proposito, este resultado nos sirve, tal vez

menos por lo que demuestra que por la descripcién de ¥ (que hace a E
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F-cerrado) y porque E = Endc(M). Si hacemos a M un generador, entonces

tendremos que T = {0}, L = € y M = M; asf, tendremos la situacién:

E-méd
Homc (M,_)

o

¢ > (E, F )-mod
F

donde, al tener € un generador proyectivo, E = EndG(M) y el filtro es
f‘r’={EIs.E|MI=M}. v

Si imponemos ahora a € la condicién de ser localmente
finitamente generada con generador proyectivo, P, y ademdas suponemos
que M es generador para € entonces la Proposicién 2.5 de [26] nos da
la misma situacién del diagrama anterior, pero ahora el filtro ¥ posee
un ideal minimo, idempotente, que llamaremos Eo y que se puede
describir como los elementos x € E tales que x = f-g con f:M —— P"
y gP"—— M, donde Im f estd contenido en un sub-objeto de P"
finitamente generado (pagina 22). Noétese que d(M) = M porque M es
generador. v

Aunque todavia prevalece la necesidad de considerar una
equivalencia de categorfas en la descripcién, la forma del filtro ¥ es
bastante tangible, pues se obtiene con un solo ideal.

Podemos pasar ahora al caso en el que € sea una categoria de
moddulos; sea, pues, € = R-méd, para algin anillo R.

Si rep‘roducimos la situacién anterior considerando P = R
entonces, como R es un generador proyectivo finitamente generado, al
tomar una X € Eo' x = f-g como antés, la condicién de que Im f esté
contenida en un sub-objeto de P" finitamente generado se tiene
siempre, as{ que puede suprimirse. Ademas, como M es generador, sigue

verificando M = d(M). Estamos entonces en la situacién:
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R-méd > {E, ¥ )-moéd

donde E = End(RM) y¥F= (EI s E | MI =M )} estd generado por un ldeal
bilatero e idempotente, Eo’ igual al conjunto de los elementos x € E
tales que x = f-g con fiM ———> R" y g:R"——3 M. Debido a esta
descripcién, a Eo se le conoce como el anillo de los "endomorfismos
finitos" de M y se le denota fEnd(RM). Aldn mas, como Eo es lIdeal
idempotente {de hecho, Eoe Eo—méd) entonces, tal y como vimos en la
Seccion 1.4 tenemos también que R-méd y Eo—méd son categorias
equivalentes y en dicha equivalencia, M corresponde con Eo' Si
aplicamos la Proposicién 2.2.1 tenemos entonces las equivalencias
inversas de categorfas dadas por EOHomR(M,_):R-—méd —_— Eo-méd y

M ® __:Eo-méd ———> R-mdd.
0
Obsérvese que si X € Eo entonces Im x estd contenido en un

submédulo de M finitamente generado, pero puede ocurrir que un
endomorfismo de M tenga la propiedad de que su imagen esté contenida
en un submobdulo de M finitamente generado y que sin embargo no
pertenezca a Eo. Es decir, los endomorfismos finitos no necesariamente
son todos aquellos cuya imagen estd contenida en un submédulo de M
finitamente generado y tampoco son Gnicamente aquellos cuya imagen es
un submdédulo finitamente generado. Para un ejemplo del primer caso,
tomese un anillo R de tal manera que exista un N € R-méd con
HomR(N,R) =0, y hdgase M = NeR; para el otro caso puede usarse
cualquier médulo libre si el anillo no tiene condiciones de cadena.

Hay otra manera de llegar a la situacién anterior.
Consideremos ahora dos anillos R y E, y un contexto de Morita
(R,E,M,N) con ideales traza I y J. Por lo visto en la Séccic’m 1.4 o
[69, Theorem 3] sabemos que existe una equivalencia entre las

subcategorfas determinadas por los ideales traza del contexto; es
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decir, si § y F son respectivamente las topologias de Gabriel por la

izquierda determinadas por 1 y J, tenemos la situacién:

HomR(M.__)
R-méd ¢ ~ E~ma&d
Hom (N, )
g N
Hom_ (M, )
R N
(R,%)-mébd ¢ Hom;(N._) (E, F)-méd

Cuando M es generador y el contexto es el derivado de M,
entonces ¥ = { R} y J=1Im[__] (véase la Secciéon 1.4) es un ideal
bildtero e idempotente [98, Lemma 2.3]. Se puede ver facilmente que

M:Im [_,_ ] =M y ain mds, J = TPE(HomR(M,R)), Considérese ahora un

elemento x € Im [_,_]. Entonces x tiene una expresién x = Ellal,mll
donde ale HomR(M,R) y m!e M para todo i = l,...,n. Asf, tenemos que el
elemento x se factoriza como x = f+g con f = ®1a1:M — R" y
g = Zlml:R"——-—-—) M, con lo cual obtenemos otra vez la descripcién
anterior de ¥. Ademds, por [69, Theorem 3] se tienen equivalencias
inversas de categorfas dadas por HomR(M._):R—méd w3 (E,F)-moéd y
HomE(HomR(M.R)._):(E,??)——méd —3 R-méd, este dltimo, naturalmente

equivalente a M ®E__:(E,??)-m6d ———> R-méd {6, Exercise 20.7].

3.2. El problema de la caracterizacién para generadores

Teorema 3.2.1: Sean E, R anillos con 1. Son equivalentes: »

(a) Existe un R-médulo por la izquierda M, generador de R-méd,
tal que E = End(RM).

(b) Existen n € N y e € Ma(E) idempotente, de tal manera que:

(i) TrE(E‘,ne) genera una topologfa de Gabriel por la izquierda,
# para la cual E es F-cerrado.
(ii) eMn(E)e = R.
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Ain mas, en este caso, TrE(Ene) = Eoz fEnd(RM) y los funtores
EoHomR(M._):R-méd —_— Eo-méd y M ®E_:Eo—m6d ——> R-méd son
equivalencias inversas de categorfas; ademds, HomE(HomR(M,R),_) y

M er en sus restricciones a (E,Eo)-méd son naturalmente isomorfos.

Demostracién: [asb] Por lo que vimos en el paragrafo anterior
(pagina 72) o bien por {26, Proposition 2.5], tenemos que fEnd(RM) es
un ideal idempotente de End(RM) tal que genera una topologfa de

Gabriel por la izquierda, ¥F'= { ISEnd(RM)End(RM) | MI =M} para la

cual End(RM) es ¥’-cerrado.
Como M es generador para R-mdd, existe un n € N con el cual

. . . n
podemos formar una sucesién exacta escindida M > R » O la cual

al aplicar el funtor HomR(M,_) induce la sucesion exacta escindida en
E-méd, E"— HomR(M,R) — 0. Por lo tanto, HomR(M,R) ¢ E"e donde
e € End(EEn) % Mn(E). Como E es Eo-cerrado entonces, HomR(M,R) ¢ E"
implica que HomR(M,R) también es Eo—cerrado.

En este punto hacemos notar que tenemos una equivalencia de
categorias EoHomR(M,_):R-méd _ Eo—méd en la cual R corresponde con
EoHomR(M,R). qu lo tanto EoHomR(M,R) es un progenerador para Eo—méd.
asf{ que, en particular, genera a Eo en Eo—méd y en consecuencia
también en E-mdd. As{, es claro que TrE(EOHomR(M,R)) = Eo. Para probar
(i) s6lo resta ver que EoHom(M,R) = HomR(M,R) en E-mé6d. Para ello,
considérese el contexto derivado de RM, con ideales traza Im <, > = R
e Im[_,_] = fEnd(RM). Como Im <_,_> = R entonces. existen conjuntos
(ml,...,mk) SM vy (fl.....f'k) < HomR(M.R) de tal manera que
Zl<ml,f b

X = x-1

1. Considérese un x € HomR(M,R). Entonces tenemos que
x-Zl<ml.fl> = ):‘x<m‘,f‘> = Z[x.m)-fl € fEnd( M)-Hom R(M,R).
Por lo tanto, EoHomR(M,R) = HomR(M,R) y en consecuencia, tenemos

TrE(HomR(M,R)) = Eoz f‘End(RM). Esto prueba (i).

El isomorfismo de anillos de (ii) se obtiene de inmediato a
partir de la equivalencia de categorfas entre R-méd y Eo—méd.
[bsa] Denotemos con EO a TrE(Ene). Como E"e es proyectivo

entonces Eo es idempotente; ademds, E es Eo—cerrado, as{ que Eo es no
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degenerado (de hecho on = 0 implica x =0 para todo x € E).
Nuevamente, como E'e es proyectivo entonces es traza-accesible y
ademds es libre de torsién; de hecho, es Eo—cerrado. Por lo tanto, E'e
es un objeto de Eo—mbd.

Vamos a probar que E'e es progenerador para Eo-méd. Primero,
verificar que E"e es proyectivo en Eo-méd es inmediato porque si
recordamos que todo K € Eo—méd verifica EOK = K nos quedara claro que
todo Eo-homomorf ismo ¢:K ——> E"e es de hecho un E-homomorfismo.
Luego E"e, al ser proyectivo en E-mdéd y pertenecer a Eo—méd sera
también proyectivo en Eo—m()d. Para ver que E"e es finitamente generado
en Eo-méd, observemos primero que es finitamente generado en E-méd.
Sea {xl,...,xn) un conjunto de generadores para E'e. Como E'e e Eo—méd
entonces para { = |,...,n, x= {:UozuyU donde ocUe Eo e y”e E e.
Considérese el conjunto (yU)”. Entonces claramente se ve que E'e
estd generado por dicho conjunto. Por lo tanto, E" es proyectivo 'y
finitamente generado en Eo—méd, y como TrE(Ene) = Eo entonces es de
hecho un progenerador para Eo—méd. Ademds, por [20, Theorem 2.6] y
como End(EE"e) =~ R, tenemos que Eo—méd y R-méd son categorias
equivalentes {(véase también [23, Theorem 2.1]) y la equivalencia esta
dada por HomE(Ene._):Eo—méd —— R-mdéd.

Como E(J es no degenerado e idempotente entonces Eoe Eo—m()d, as{
que si M = HomE(Ene,Eo) tenemos que M es generador para R-mdd. Del
hecho de que E ‘es Eo-cerrado y de [83, Corollary 1X.2.9] tenemos los

isomorfismos de anillos End(RM) ~ End(E Eo) = E.
. 0
Finalmente, hemos visto en la demostracion de (i) que TrE(E"e) %

~ fEnd(RM) & EO. Obsérvese que como M es generador, se tiene un
isomorfismo canénico para todo K € R-méd, M ®EHomR(M,K) -——— K dado
por mef —— f(m). Asf, HomR(M,_):R-—méd _— (E,Eo)-méd y
M ®£_:(E,EO)—m6d ——> R-mdd son equivalencias inversas de categorias;
ademas, como vimos en la Seccién 3.1, HomE(HomR(M,R)._) y M ® __ en su
restricciéon a (E.Eo)—méd son funtores naturalmente equivalentes. Esto

concluye la demostracion.
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El teorema anterior nos  permite establecer una

correspondencia en sentido categédrico, como en {69, Theorem 7}

Proposicién 3.2.2: Dado un anillo E, existe una correspondencia
biyectiva entre:

(1) Las clases de equivalencia de las termas (R,M,¢), donde R
es un anillo con uno, RM es un generador y $:E —— End(RM) es un
isomorfismo de anillos; definidas bajo la siguiente relacién: (R,M,¢)
es equivalente a (S,N,¢) si y sélo si R ® S, y existe un isomorfismo

semilineal ¢:M —— N, de tal manera que el diagrama:

E WT—») End(RM}

End(sN)

es conmutativo y donde ¢’ es el isomorfismo inducido por P.

(2) Las clases de isomorfismo de E-médulos proyectivos
finitamente generados E:P. donde E es Tr‘E(P)—cer‘rado (es decir, E es un
objeto cerrado respecto de la topologia de Gabriel por la izquierda
generada por Tx‘E(P)). . |

(3) Las clases de equivalencia de las ternas (T,8,R) donde T es
un ideal idempotente de E, E es T-cerrado y 6:(E,T)-méd ——— R-méd es
una equivalencia de categorfas; con la siguiente relacién de
equivalencia: (T,8,R} es equivalente a (T',8’,R’) si y sélo si existe
un isomorfismo de anillos ¢:R — R’, @(T) =T, y si ¢ es la

equivalencia de categorfas inducida por ¢, el diagrama
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(E,T)-méd —— 2, R-méd

¢ (isomorfismo)
el

R’ -méd

es conmutativo. ;

(4) Las clases de isomorfismos de los contextos de Morita
(R,E,P,Q), con E fijo, normalizados por la izquierda, donde el ideal
traza sobre R es R; o equivalentemente, donde P es finitamente
generado y proyectivo. .

(5) Las clases de equivalencia de las ternas (E,n,e), donde
n € N-{0}, e € Ma(E) es idempotente y E es TrE(E“e)fcerrado, con la

relacién: (E,n,e) es equivalente a (E,m,f) si y solo si E"e = E™f.

Demostracién: Comencemos con el isomorfismo entre (1) y (5).
Considérese una terna (R,M,¢). Por el teorema anterior, existe
n € N-{0}) y e € Mn(E) tal que E es TrE(Ene)-cerrado. Es claro que E’e
es un E-moédulo por la izquierda proyectivo y finitamente generado.

Ahora, sean (R,M,¢) y (S,N,y) equivalentes. Entonces existen
neN-{0} y e €eMlE), y m e N-{O} y f € Mm(E) tales que eE"e = R =~
~ S =~ fE™f y hay un isomorfismo semilineal eE"~ fE™, con el cual

obtenemos. Hom n(eE",eE") = Hom n (fE™,eE"e) = Hom m (fE™,fE™f).
eE e ek e fE ¢

IR

Por lo tanto, E"e % E™f.

El isomorfismo entre (5) y (2) es trivial.

Para obtener el isomorfismo entre (2) y (4), nétese que si E, P
son como en (2) entonces R = End(EP) y Q= HomR(P,E) son, por el
teorema anterior, los objetos deseados. Los isomorfismos son
inmediatos. ‘ »

Para el isomorfismo entre (4) y (3), sea (R,E,P,Q) un contexto
normalizado por la izquierda. Entonces, si T = TrE(P), por la misma

definicién de contexto normalizado tenemos que E es T-cerrado y por
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[69, Theorem 3] tenemos una equivalencia de categorfas entre R-méd y
(E, T)-méd. Finalmente, si (R,E,P,Q) y (R',E,P’,Q’) son contextos
isomorfos entonces en particular EP EEP’.

Finalmente, para ver el isomorfismo entre (3) y (1), considérese
(T,$,R) una terna. Entonces tenemos una equivalencia de Morita entre
(E, T)-méd y R-moéd. Haciendo M = ¢(T) y llamando ¢ a la composicién del
isomorfismo de anillos de endomorfismos de M, T junto con el
isomorfismo entre este Gltimo y E, tenemos la terna (E,M, ).
Considérese ahora otra terna (T,9,S). Es claro que el isomorfismo de
categorfas que se tiene por hipétesis induce un isomorfismo semilineal

entre ¢(T) y ¢(T). Esto termina la demostracién.

Observacion 3.2.3: (a) En la demostraciéon del isomorfismo entre
(2) y (1) del teorema anterior, la condicién de que E sea un objeto
Eo-cerrado no es superflua. En [97] podemos encontrar anillos, R, E y
topologias & de tal manera que R-méd sea equivalente a (E,F)-méd y sin
embargo no se puede concluir que E sea anillo de endomorfismos de
algin generador M € R-mdéd (véase también (44] y el Ejemplo 3.6.2).
Asimismo, tampoco es condicion suficiente [69].

(b) Es claro que el ideal Eo desempeiia, como se habfa
anunciado, una funcién crucial para nuestro teorema de
caracterizacion. Es justo quien sustituye, con la topologfa de Gabriel
por la izquierda que genera, a las topologias de anuladores que
normalmente aparecen en los teoremas de caracterizacién. Mas adelante

veremos que las .dos topologias estan estrechamente relacionadas.

Del teorema 3.2.1 podemos ver que si RM es generador, y
E = End(RM). entonces Eo es fiel como E-médulo por la derecha y que
como E-médulo por la izquierda su anillo de endomorfismos es E. Si R
es un cuerpo, V un R-espacio vectorial de dimensién infinita y
E » End(RV) entonces Eo también es fiel como E-médulo por la
izquierda, pero- End((Eo)s) no es isomorfo a E. Nos preguntamos

entonces cuiando, al menos, Eo serd fiel por la izquierda.
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Corolario 3.2.4: Sea RM un generador, E = End(RM). Eo= fEnd(RM).

EEO es fiel si y sélo si RM es sin torsién.

Demostracién: (») Sea f € HomR(M,RechM(R)) entonces f € E y
f-E‘,o: O, por lo tanto f = 0. En consecuencia HomR(M.RechM(R)) = 0.
Pero como M es generador, deberd ocurrir que RechM(R) = 0.

(¢) Supongamos que on= O, con f e E, y sea g € HomR(M.R)
arbitrario. Entonces, Mfg = 0. En vista de que esto ocurre para todo
g € HomR(M,R) tenemos que Mf < RechM(R) = 0. Por lo tanto Mf = O y asf
f =o0.

También nos preguntamos cudndo EO serd s~unitario por alguno
de los dos lados. En [22, Theorem 5] se establece que para un anillo R
y un R-médulo por la izquierda libre F, infinitammente generado,
fEnd(RF) es s-unitario por la izquierda (es decir, x € f‘End(RF)-x para
todo x € fEnd(RF)) si y s6lo si R es noetheriano. Para generadores,
Eo no es necesariamente s-unitario; pero, como veremos un poco m&as
adelante, si RM es un generador proyectivo en R-méd entonces fEnd(RM)
siempre es s-unitario por la derecha. Aun mas, si juntamos resultados
de [5] y [98]), podemos caracterizar, en general, cuando un generador

verifica que fEnd‘(RM) sea s-unitario por la derecha.

Proposicion 3.2.5: Sea R un anillo con uno, M un R-médulo por la

izquierda generador y E su anillo de endomorfismos. Son equivalentes:

(a) HomR(M,R) es inyector perfecto. .‘

(b) _®EHomR(M,R):m6d—E ——> moéd-R  preserva  extensiones
esenciales.

(c) ME es coinyector perfecto.

(ch) HomE(M,__):méd—E ——> moéd-R preserva extensiones
esenciales.

(d) M_ es }-autogenerador.

(e) ME es autogenerador.
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(f) Si N'e m6d-E es submédulo simple esencial de N € méd-E
entonces HomE(M,N’) = 0 implica !IomE(M,N) = 0.

(g) Los subméddulos por la derecha de E-moddulos Eo-generados son
Eo—generados.

(h) (Eo)s es autogenerador.

(i) E(E/E(’)) es plano.

(N E es s-unitario por la derecha.

Demostracién: Es una aplicacién inmediata como caso particular de
[S, Theorem 2.4 y 98, Theorem 2.4] junto con [83, Proposition
X1.3.13].

No podemos garantizar que cualquier generador verifique el
lema anterior; en principio, si EEO no es fiel ya no puede ser
s-unitario por la derecha y ademds, también en general, las trazas de
E-médulos por la izquierda proyectivos finitamente generados no
necesariamente son ideales puros a ninguno de los dos lados (véase
[44]). Como ejemplos de generadores que verifican el lema anterior,
podemos mencionar a aquellos que sean médulos regulares en el sentido
de Zelmanowitz [96], (véase [98, p. 12]) y aquellos generadores cuyo
anillo de endomorfismos sea regular en el sentido de Von Neumann [98,
p. 11l

3.3. El problema de la caracterizacién para médulos localmente libres

Comenzaremos recordando la definicién de médulo localmente

libre.
Definicién 3.3.1: Sea R un anillo con 1. Un médulo M € R-mdd, se

llama localmente libre si cada conjunto finito de elementos de M esta

contenido en un sumando directo de M el cual es libre finitamente
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generado.

Para un anillo S, con 1, es sabido que la condicién de que S
sea isomorfo a un anillo de endomorfismos de algtiin médulo libre de
rango n € N-{O} es equivalente al hecho de que S tenga un conjunto de
n x n unidades de matriz [81, Definition 1.1.2 y Proposition 1.1.3].
Una generalizacién al caso de anillos (sin uno) de la nocién de
unidades de matriz ha sido dada en [23, Definition 1.1]. Con la idea
de tratar con anillos de endomorfismos de médulos localmente libres

(en lugar de libres) vamos a extender mas estas definiciones.

Definicién 3.3.2: Sea I un anillo (no necesariamente con 1). Una
familia de unidades locales de matriz de I consiste en:
(i) Un conjunto dirigido A.
(ii) Para cada o € A, un entero positivo n(a) y un conjunto
(e‘rj) de elementos de I, con i,j € {l,...,n(a)).
(iii) Para cada pareja ordenada {(«,8) de elementos de A, un

elemento f e L.
o

d
B
Los anteriores elementos deberan verificar las siguientes

J ao’
(al) e*e* = 5 e* (donde 5 es la delta de Kronecker).
1) kh Jk th uv

: o
(a2) faB By~ foq' fa— e

o o
{a3) Si & < B entonces e e = e ,
R 1y B 1) y

(a4) Para todo x € I, existe « € A tal que x = xe .

condiciones; haciendo ea = e , e = X"m)ea, f =
] Jy «a J=1 o
S

Mientras que la anterior definicién establece condiciones
aritméticas para un anillo que posee una familia de unidades
locales de matriz, el siguiente lema nos provee de una condicién
equivalente, en términos de la teorfa de anillos, que puede resultar

util en muchos casos. Noétese la analogia con [40, Proposition 5 y p.
52].
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Lema 3.3.3: Sea I un anillo (sin uno). Son equivalentes:
(a) I posee una familia de unidades locales de matriz.

(b) Existe un conjunto (u“)“ de elementos idempotentes de I

€ A
que verifican:

(b1) lupz Iuv para todo u,v € A.

(b2) Para todo conjunto finito {xl....,xn) de elementos de

€ A
son idempotentes ortogonales dos a dos y tal que X= Zl__xlu‘1 para cada

I, existe un subconjunto finito F de (uu)u tal que sus elementos

ie{l,..,n.

Demostracion: (a=»b) Sea, pues, (e(rj) la familia de unidades

o € A
locales de matriz (con la notacién tomada de la definicién). Definimos

A=A x (UaN(oc)), donde N(a) = {l,...,n(a)} para cada o« € A, y us €
donde u = («,i). Asi, (UH)P e p 5 umd familia de idempotentes, por
(al). En analogfa con [40, Proposition 4 y p.51], definimos, para cada

o o o o .
p, . . :le —— le tal que xe +——— xe e . Afirmamos
(o,i, ) 11 1) 11 11 1)

que q)(ocij) es un isomorfismo. Para esto, observemos primero que
» ey

o € A,

o o o

xe e = xe .
1J 31 1t

o o o ) «
1C1y” *€yy De este modo, si xe = 0 entonces O = xe

Por lo tanto, w(alj) es monomorfismo. Ahora, sea xe‘Le ICTJ'

*e% = (xe%e® e )e” por lo tanto xe" es
Ji1y) 1) 3 ) Ji

pre-imagen de xeTJ y en consecuencia Ploi j) es epimorfismo. Esto

Entonces, xe¥ = (xea Je
JJ 3

prueba que es ‘isomorfismo y as{ establecemos la afirmacién. Ahora
definimos pai‘a- cada pareja o8 € A, P(a B):Ie(f———) Ie’f como
w(a,B)= .focB' la  multiplicacién por la derecha por f Con un

af’

argumento similar al anterior se puede demostrar que ;p(a también es

B)

isomorfismo para todo «,8 € A. Componiendo los isomorfismos tenemos
(b1).

Para probar (b2) témese un conjunto (xl,...,xn} en 1. Por (a4d),

para cada X, existe e,» con ae A tal que xe = X. Témese B mayor
. 1 1
que (al,...,a} {(esto es posible en vista de que A es un conjunto
n
dirigido). Entonces, por (a3) e, 3= &, para todo @, i=1,..n y

B

1 1
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en consecuencia Xe,= xl para todo- i = 1,...,n, Sabemos que

B

eB= E’J‘E’?)e{jj y que {eJ)?E?) es un conjunto de elementos idempotentes

ortogonales dos a dos. Haciendo M= (B,j), tenemos que (uu )?SL F es
J
un conjunto finito de Iidempotentes ortogonales dos a. dos tal que

X = {:l__x‘u“J para cada i = 1,...,n. Esto prueba (b2).

(bsa) Sea L = { F & A | F es finito y (up) es un conjunto de

peF
elementos idempotentes ortogonales dos a dos ).

Definimos la siguiente relaciéon de equivalencia sobre L: sean

F,G € L. F es equivalente a G si y sélo si Z“ c l:.lu“= Zp c Glup.
A el conjunto de clases de equivalencia. Definimos ahora sobre A el

siguiente orden parcial: [F} < [G] si y sélo si ):H c F,lu“S'.. Zp c G'Iup
para algunas F'e [F] y G’e [G] (obsérvese que si vale para una,

Sea

entonces vale para todas). Vamos a probar que A junto con "s" es un
conjunto dirigido. Sean «,B € A; consideremos dos representantes Fae o

y FBe B vy {u“)“ c Fa y (up)p cF los conjuntos de elementos

B

idempotentes ortogonales dos a dos. Como {u U (u es un
P g { “)“ cerp Yl p)

e F
P<¥g

conjunto finito entonces, por (b2), existe otro F £ A finito tal que

(ur)'t € F

dos, y up= upZFuT y up= upzruT para todo p € Fa yp e FB. Sea y = [F].
c i = <

Como ):Falu“_ ZFIuT y ZFBIupS ZFIUT se tiene que ¢« = y y B8 s 7. Por lo

es un conjunto de elementos idempotentes ortogonales dos a

tanto, A es un conjunto dirigido. Esto prueba (i).

Ahora, vamos a construir (ii) y (iii). Para cada a € A elegimos
arbitrariamente un representante, digamos Fa’ y lo dejamos fijo
(obsérvese que para cada eleccién se obtendrd una familia). Entonces

tenemos conjuntos (uu) formados por elementos idempotentes

€ F
H o
ortogonales dos a dos. Para cada Fa' numeramos sus elementos
arbitrariamente y dejando la numeracién fija definimos n{«x) = nuimero

de elementos de Foc' Consideremos cualquier u € (u“) p Y la dejamos

u e
fija. Ahora, para todas y cada una de las M € UAFoc consideremos un

isomorfismo -el cual existe por (bl)- o-“:Iu —_ qu con la
1 1
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condicién de que si u = up para alguna M, € UAFa entonces
!

o'n:Iu ——> Iu  es la identidad en Iu. Pongamos entonces

1

:Tu — Iu_ tal que "o ara todo pu, e UF ,
‘oulpj B P, d wup n P, P Hp Py € YN a

el cual, siendo composicién de isomorfismos es, a su vez, isomorfismo.
Sean o, B elementos de A. Entonces siempre se tiene al menos algin

«
€ F € F,. Ent h f = u ),
we F, v pe Fy. Entonces hacemos f o= ¢ , (u " )y € V’uluj( H‘)

i,j € {1,...,n(a)}). Con esto, tenemos defmldas a las familias
o

(eu}oc e AY (faB)OL.B ¢ A Que establecen (ii) y (iii).
Vamos a ver a continuacién si estas familias verifican las reglas

, « € A. Afirmamos que

uh) -

de multiplicar de la definicién. Sean eTJ y e‘:k

eXe® =5 & Consideremos las igualdades e*e* = - (u
1) hk i 1) hk I

e cu ) =9¢ (¢ (u)u)=9e¢ (¢ (u )yu -u )
IR VT SR A A NN “',"J LA

]
S
—~

o
S u =34 u)=23 e . Anal te se puede
Jhw“h“ k(q)pl“ h( s 1)) th)“ n“k( “1) Jho 1k nalogamen p

demostrar que f f_ = focy para todo «,3,7 € A. Asf obtenemos (al) y

afd3 By
(a2).

Para (a3), sean o, € A, o = B, entonces, por la manera como se

definié el orden, se tiene que Z“ c Faluus Ep c FBIU . Considérese un

o o .. o«
elemento eU. Entonces e”e Zp € FBlup y tenemos una expresion eU—
) e (u) =

= Au, con A €l Cor =
ZpeFBP:D P ome g ):peFBpp peFg'pp P

u entoncese e = , =
pefF p pp ZpeF ZpeF ppzper
P P B P B B
o
Au=ce a3) queda establecido.
P € FB el %y (a3) q
Finalmente, por (b2) se tiene de inmediato (a4). Esto concluye la

demostracion.
Observacion 3.3.4: Dado I con una familia de unidades locales de

matriz (A, (e ) {f‘xﬁ)) de la demostracién del lema anterior se

desprende de mmedlato que todos los ideales IeJ son isomorfos y en
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consecuencia, salvo isomorfismos, el ahillo End(lleTJ) no varfa.
Asimismo, End(lle‘i‘) ® End(llu“) para cualquier p € A porque luus Iu
para todo u,p € A. Asf, independientemente de la construccién de la
familia de wunidades locales de matriz, se tiene, salvo isomorfismos,

también un solo anillo. Esto nos permite dar la siguiente definicién:

Definicién 3.3.5: Dado un anillo (sin uno) 1, junto con una
familia de unidades locales de matriz § = (A, (eTJ). (focB)) llamaremos

a End(lle?l) el anillo asociado a la familia 3§.

Podemos ahora caracterizar a aquellos anillos E que son
anillos de endomorfismos de moédulos localmente libres sobre alguna

clase de anillos.

Teorema 3.3.6: Sean E y R anillos con uno. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes.
(1) Existe un R-médulo por la izquierda localmente libre RM tal
que E = End(RM).
(2) E contiene un ideal (bildtero) idempotente E, tal que:
(i) Eo genera una topologfa de Gabriel por la izquierda en E
de tal manera que E es un objeto Eo-cerrado.
(ii) Eo posee una familia de unidades locales de matriz, con

anillo asociado isomorfo a R,

Demostracion: (122) La parte (i) se sigue del Teorema 3.2.1, con
E ~ fEnd( M).
() R

(ii) Vamos a suponer que E = End(RM). Consideremos entonces el
conjunto A cuyos elementos son los pares (K,na) = § tales que K es un
sumando directo de M, M = KeK’, na es la proyeccién correspondiente, y
existe un isomorfismo ¢5:K ——— R. Para cada 8 € A, tomemos u6= 1)6(,5
donde LazK ——> M es la inclusién canodnica; as{ que (ua)a c p €S un
conjunto de elementos idempotentes de Eo. Para cada pareja &8, u de

- _ -1
elementos de A, podemos definir ”ap‘"a¢5¢u Lu. entonces vap pertenece
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a Eo y la multiplicacién por la derecha por v implica la existencia

Sp
-1 -1
de un isor;wrfismo Elouas Eoup’ ya que uavau— n5L6n6¢6¢p Lp-—- n6¢6¢u t
= "¢t (n.t ) =v_ +u_. Esto prueba la condicién (bl).
15852 “u{ Mty = Vou Uy P
Vamos ahora a verificar que la condicién b.2 ocurre. Si X peeerX

pertenecen a E‘.°= fEnd(RM) entonces lem X, estd contenida en un

u:

sumando directo libre finitamente generado, H, de M. Por lo tanto, H
tiene una expresién de la forma H = K1®...®K! donde cada KIEE R, y es
un sumando directo de M. Si "M ——— H es la proyeccién sobre H
entonces tomemos 7 = ne, (donde e‘:H S KI es la proyecciéon

candénica para la expresién dada de H). Esto nos da 6|= (Kl'né) e Ay
1

F = (61,...,68) consiste entonces de elementos idempotentes
ortogonales dos a dos cuya suma es justo u. Asf, tenemos (b2).
Finalmente, el anillo asociado con la familia de unidades locales

de matriz de E es End( Eu_ ) = u E u_x End( K) ® R (éste iltimo
0 E 08 04 R

S
isomorfismo se obtiene al hacer corresponder x € E°= fEnd(RM) con su
restriccién a K).

(2»1) Por (i), tenemos que End(EEO) ~ E [83, Corollary I1X.2.9].
Ahora bien, por el Lema 3.3.3 tenemos que existe un conjunto (ua)6 e A
de elementos idempotentes de Eo que verifican las condiciones bl y b2

de dicho lema, y tales que u Eou =y Fu~ R, Témese u = u

08 & &8 3
alguna & € A arbitraria que ahora dejamos fija. Definimos R6= uE

para
Us
M = uE = qu y escribimos R = uEu. Como, por (bl), Euae! Eu para todo
d € A tenemos entonces que uEuaz uEu (como uEu-médulos por la
izquierda); es decir, que R = Ra como R-médulos por la izquierda.

Como Euae‘- Eu para todo 8 € A tenemos que EOS EuE y como u € Eo y
Eo es bilatero tenemos que EukE < Eo. Por lo tanto Eo=’EuE. Noétese que
entonces se verifican las condiciones del Teorema 3.2.1 (b=a) y as{
tenemos que R-méd y (E,Eo)—méd son categorias equivalentes a través de
las  equivalencias inversas HomE(Eu,_):(E,Eo)—méd ~— R-méd y
HomR(M,_):R—m()d _ (E,Eo)—méd y que Eu es un progenerador para
(E.Eo)—méd (véase también, [20, Theorem 2.6]) (y también para la
categoria equivalgnte Eo—méd). A través de dicha equivalencia tenemos

que M corresponde con E y en consecuencia End(RM) ~ E. Asf, sb6lo nos
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resta probar que RM es un moédulo localmente libre.
Para ello, sea (x!,...,x) un conjunto finito de elementos de M,
n
X,=ua, con ae Eo‘ Por la condicidon (b2) tenemos que existe una

familia finita F de idempotentes ortogonales dos a dos (u‘s}3 e F

F € A tales que as= al-za e FUs De aquf se sigue que cada X,
pertenece a Fs _ pUE us= 26 e PMU5= Ls ¢ pRs Como las usy Ls c Vs
son elementos idempotentes, tenemos entonces que 26 c FRB €S una suma
directa y que es un sumando directo libre de M, finitamente generado.

Esto completa la demostracion.

Observacién 3.3.7: A partir de la demostracion del teorema
anterior se sigue que si la condicién (2) ocurre entonces es posible
elegir M, = uE de tal modo que si identificamos E y End(RM) entonces
E0= fEnd(RM). Por otro lado, es claro que si suponemos (1} y tomamos
an fEnd(RM) entonces todas las condiciones de (2) se verifican para
Eo' También obsérvese que Eo es un anillo {sin.uno) s-unitario por la
derecha, por la condicién 2(ii}) del teorema anterior y la Definicién
3.3.2.

3.4. El problema de la caracterizacién para médulos proyectivos con

elemento unimodular.

Empezaremos por considerar, de modo mdas general, los anillos de
endomorfismos de generadores proyectivos para ver. propiedades del
ideal Eo en ese caso. Como se notard a lo largo de este pardgrafo, y
en el capitulo referente a la unicidad, todos los resultados que se
obtengan para moédulos proyectivos con elemento unimodular también se
verifican sin cambios esenciales en general para generadores
proyectivos. Sin embargo, hemos restringido la clase a la de los
proyectivos con elemento unimodular al final de esta seccién, porque

consideramos que se gana bastante en cuanto a la sencillez de la
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exposicion [63].
Vamos a retomar entonces el Teorema 3.2.1 y ver algunas

propiedades de EO.

Proposicién 3.4.1: En la situacién del Teorema 3.2.1, se tiene:

M € R-mdd es proyectivo si y sélo si Eo es proyectivo en E-méd.

Demostracién: [Cfr. 31, Proposition 16.2]. Como M es proyectivo
en R-m6d y esta categorfa es equivalente a Eo—mc’)d, donde, bajo 1la
equivalencia, M. corresponde con Eo, entonces Eo es proyectivo en
Eo—méd (recuérdese que Eoe Eo—méd puesto que RM es generador).

Considérese ahora la sucesién exacta de E-mod Em n > E » 0 para

0

. (m .
I un conjunto adecuado. Entonces, como E y EO- son Eo—llbres de
torsion, podemos formar el siguiente diagrama conmutativo con

renglones y columnas exactos.

ECV T L, E. -0
A~ 0
L
(1) (‘I) ——L-)
E oE = E €~ E—50
0 N 4 0
0

(n P
Como Eo y Eo pertenecen a la categoria Eo—mod entonces 7' es un
Eo—homomor‘fismo y por  hipétesis, el rengléon inferior se escinde,
digamos con ', como en el diagrama. Finalmente, obsérvese que si

= p’'t entonces pun = ('ily = pw'(em) = p'n' = 1E . Por lo tanto, EO
0
es proyectivo en E-méd, ya que p’ es un E-homomorfismo.

El reciproco es inmediato a partir de la equivalencia de
categorfas que existe entre Eo—méd y R-moéd, donde Eo se corresponde

con M.
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Proposiciéon 3.4.2: En la situacién del Teorema 3.2.1 con RM

proyectivo, Eo posee un conjunto de generadores {xa) determinado

el
por M, tal que para todo X € Eo, x-xa= O para casi todo ca €1 y
= Zax-xa. Ademas, toda base dual de E_ es de la forma (aB.yB)B c I

donde a_ € E; € E .
B Y85 o

Demostracién: Con la notacién del Teorema 3.2.1 considérese el
contexto derivado de M junto con los homomorfismos de bimédulos
<, >M ®EHomR(M,R) —> R y l_,_]:HomR(M,R) ®RM ——> E (donde
= End(RM) y Eo= Im [_, ). Sea (t"a,ma)a c 1 una base dual para RM.
Entonces, si x € E X tiene wuna expresién x = Eklg n ], donde
g € Hom (M R) y n e M pero, para cada k € N, se tiene una expresion
de n,  en térmmos de la base dual, n = Z <nf oom = Z n [f m ] En

consecuencia, cada [g n, } = [g Z n, [f ,I ]] Zm[gk nk] [f oMo ] Es
decir, el conjunto {If o™ l) verifica la pr opicdad deseada.

La dltima parte se deduce del isomorfismo Hom (E ,E) 2 E que

tenemos por ser E, Eo—cerrado.

Definicion 3.4.3: Sea R un anillo con 1 y P € R-méd proyectivo.
Se dice que P posee un elemento unimodular si existe un elemento p de

P, de tal manera que Rp 2 R y Rp es sumando directo de P.

Teorema 3.4.4: Sean E, R anillos con 1. Son equivalentes:
(a) Existe un moédulo proyectivo con elemento unimodular
P € R-mod tal que End(RP) &
(b) E posee un elemento idempotente e, de tal manera que EeE es

proyectivo, E es un objeto EeE-cerrado, y R = eEe.

Demostracion: Se sigue del Teorema 3.2.1 y los resultados
anteriores.

Noétese que, en este caso, EeE = fEnd(RP). y que el isomorfismo

R ~ eEe nos da isomorfismos semilineales P = €eE y HomR(P,R) = Ee, que

inducen el isomorfismo de anillos (esto lo veremos con mas detalle en
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el Capitulo 4).
3.5. Algunas clases especificas de anillos.

En esta seccién vamos a considerar algunas clases
particulares de anillos X mientras que Il serd la clase de los moédulos
localmente libres. o proyectivos (o la de los moddulos proyectivos y
localmente libres). Para cada par (X,J1), obtendremos, aplicando los
resultados precedentes, una solucién al problema de la

caracterizacion.

Proposicion 3.5.1: Sea E un anillo. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

(a) Existe un anillo semi-hereditario peor la izquierda R tal
que R es suma directa de ideales por la izquierda indescomponibles y
el anillo E es isomorfo al anillo de endomorfismos de algin R-médulo
por la izquierda M, localmente libre.

(b) Si T es el ideal por la izquierda de E generado por todos
los idempotentes primitivos de E entonces, '

(i) T es bilatero.

(ii) E es T-cerrado.

(iii) T posee una familia de idempotentes finitos (ua}a e A
tal que Euasz EUB para cualesquiera o, 3 € A y cada x € T tiene una
expresion como x = Esxua para algin subconjunto finito S S A,
adecuado, donde los u, son ortogonales dos a dos.

(iv) Todos los ideales finitamente generados de T son

proyectivos como ideales por la izquierda de E.
Demostracién: (asb) Supongamos que E = End(RM), RM localmente

libre y Eo= fEnd(RM). Sea e € E un idempotente primitivo. Entonces Me

es un sumando directo de M, indescomponible [6, Corollary 5.11] y por
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[93, Proposition 1.5}, Me es finitamente generado, lo cual implica que
e € Eo. Como R es suma de R-modulos por la izquierda indescomponibles
entonces, al ser RM localmente libre, estd generado por mobdulos
indescomponibles y en consecuencia, por la equivalencia de categorfas
que se tiene entre R-méd y Eo—méd dada por EoHomR(M,_) (véase la
demostracién del Teorema 3.3.6), EO también estd generado por los
correspondientes  elementos ldempotentes de E, los cuales son
primitivos. Si hacemos T = Eo' vemos que (i), (ii) y (iii) se
verifican por el Teorema 3.3.6 y el Lema 3.3.3. Finalmente, como R es
semi-hereditario por la izquierda entonces todos los submédulos de M
finitamente generados son proyectivos {(por ser M localmente libre).
Esta propiedad se transfiere a la categorfa T-mdéd en vista de la
equivalencia que se mencioné anteriormente; asif, tenemos que todos los
ideales por la izquierda de T finitamente generados son proyectivos en
T-méd. Ahora, sea u = u, como en el Teorema 3.3.6. Como Eu = Tu porque
u e Ty Eu es progenerador para T-mdd entonces, si K es uno de esos

. .y T (n)
ideales tenemos una sucesion exacta escindida, Tu > K » O en

, . .. v e (n)
T-moéd; se obtiene asf{ una sucesion escindida Eu > K > 0 en

E-méd. En consecuencia, K es proyectivo y finitamente generado como
ideal por la izquierda d& E.

(b2a) Suponiendo (b), tenemos entonces que por el Teorema 3.3.6 E
es isomorfo a End(RM) para un RM localmente libre y R = uTu para algin
idempotente finito. u € T. Adn mas, como se vi6 en la demostracion del
Teorema 3.3.6 (2»1) existe una equivalencia de categorias entre T-méd
y R-méd dada por el funtor HomE(Eu._). en la cual T corresponde con M
y Tu con R. Ahora bien, la condicién b(iv) nos dice que todo subobjeto
de T finitamente generado en la categoria T-mdd es proyectivo. En
vista de la equivalencia anterior, tenemos que todos los subméddulos de
M finitamente generados son proyectivos y, en particular, al ser M
localmente libre, también lo son todos los ideales de R finitamente
generados. En consecuencia, R es semi-hereditario por ‘la izquierda.
Ademads, Tu = Te1®...®Tes para algunos idempotentes  primitivos

el,...,e , ortogonales dos a dos; asi que Tu es suma directa finita de
8
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moédulos indescomponibles, pues Tel= EleI ‘el cual es indescomponible en
E-méd. En consecuencia, como Tu corresponde, a través de la
equivalencia, con R, entonces R posee la misma propiedad. Esto

completa la demostracion.

Un anillo R se conoce como anillo de Kasch por la izquierda
cuando todo R-médulo por la izquierda simple es isomorfo a un ideal
por la izquierda de R [83, p.235]. Tenemos el siguiente resultado para
modulos localmente libres sobre anillos de Kasch. La definicién de

ideal denso la hemos tomado de [83, Example VI.6.3].

Proposicion 3.5.2: Sea E un anillo. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) Existe un anillo de Kasch por la izquierda R, y un R-médulo
por la izquierda M, localmente libre tal que su anillo de
endomorfismos End(RM) es isomorfo a E. .

(b) Las siguientes condiciones se verifican:

(i) E contiene un menor ideal por la izquierda denso T, tal

que T posee una familia (ua)a c A de idempotentes con Euas Eu_, para

cualesquiera o, € A § cada x € T puede escribirse como x = sturzc para
algin subconjunto finito S & A adecuado, con los u, ortogonales dos a
dos.

(ii) Si J es un ideal por la izquierda de E, maximal
respecto de la propiedad de no ser denso, entonces /'LE(J) # 0.

(iii) E es su propio anillo maximal de cocientes por la

izquierda.

Demostracion: (asb) Sea T = fEnd(RM) = Eo. .Entonces, por el
Teorema de la caracterizacion para moédulos localmente libres T posee
una familia (uoc)oc e A de idempotentes que verifican las condiciones de
(i). Falta ver que T es el menor ideal por la izquierda denso en E.
Para esto, sea J un ideal por la izquierda de E tal que "LEU) = 0

entonces, para cada u, uJu es un ideal de u Eu (el anillo
. o oo o«
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asociado). Como u Eu es de Kasch, si- u Ju € u Eu_ entonces existe
oo o I 2
[83, Proposition XI.S.1] 0 # x € u Eu tal que u Ju x = 0. Esto
o o o«
implica que uaE(Juax) =0 y que (EuaE)(Juax) = 0 y en consecuencia
Juax = 0. Pero esto es imposible, pues ”LEU) = 0, y por lo tanto
uJu = u Eu , para todo u, con « € A. Como u Ju = u Eu_ entonces
o a o a o

o x o
Eualuas Juoc pues J es ideal por la izquierda y Eu

N R

Eu Fu =
o a o
= Eu Ju € Ju, por lo tanto Ju = Eu . Sea ahora | un ideal por la

o« o o o
izquierda denso; entonces, para todo ua. J = (l:ua) es un ideal por la
izquierda tal que n.E(J) = 0, y por lo anterior se tiene que Jua= Eua.
Pero Juasl para todo a € A, por lo tanto ZaEuaSI y asf T s L
Ademads, de inmediato se puede ver que T es denso. Esto prueba (i).

Sea ahora J un ideal maximal con la propiedad de no ser denso.
Nétese que si T & ] entonces, para todo K = (J:a) se tiene T € K
porque T es bildtero y en consecuencia flE(K) =0, porque E es
T-cerrado. Por lo tanto T # J. Entonces uaT * uaJ ya que si ua'I‘ = ua.l
entonces como T = fEnd(RM). se tendrfa que-T = TuaT = TuaJ cJ lo
cual, por lo anterior, es imposible. Vamos a ver entonces que

J = Hom (u E,u J). La contencion de izquierda a derecha es
uochoc o«

inmediata. Si- J estd contenido propiamente en Hom (u E,u )
: uaEua o o

.

entonces Homu Eu (uaE,uaJ) es denso, pues J es maximal con la
o

. , c . .
propiedad de no serlo. Asi, T &€ HomumEu (uaE,uaJ) lo cual implica que
uaT = uaHomuaEua(uaE’uaJ) = uaJ pero esto, como vimos, es imposible.

Por lo tanto, J = Hom (u E,u J). Ademaés, u J es un u_Eu -submddulo
uaEu [+ 4 o o o

maximal de uaE, pues si K es tal que uaJ c K¢ uaE entonces J ¢

c HomuaEua(qu'K) <€ E. Esto implica que Homquua(uaE'K) es denso y por

lo tanto K = qu. Asf, tenemos que, por ser uaE localmente libre,

Ho (uaE_/uaJ,uaE) # 0 y por lo tanto fIE(J) # 0.

My Eu
oo
(iii) Se desprende de que T = EO y es el menor denso [83,

Proposition VI.6.4]. _

(bsa) Por (i), T es bilatero, T-libre de torsién e idempotente.

Sea ¥ la topologia de Gabriel por la izquierda generada por .
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Entonces, End(TT) es isomorfo al anillo maximal de cocientes E? de E
[83, Proposition VI.6.4]. Sea u = u Por (i), tenemos que T = EuE y
por el Teorema de la caracterizacién para modulos localmente libres,
uE es un uEu-médulo por la izquierda localmente libre tal que
End(uEqu) ~ E. Falta probar que uEu es un anillo de Kasch por la
izquierda.

Sea uE/K un médulo simple y L = HomuEu(uE,K). Si L ¢ J para algin
ideal por la izquierda J de E entonces uJ = uE y por tanto T & J, pero
T < L porque uL. = K < uE. Por lo tanto, L es maximal con la propiedad
de no ser denso, lo cual implica que /’LE(L) # 0 y por lo tanto
HomuEu(uE/K,uE) # 0. Y como uE es localmente libre, tenemos que uEu es

de Kasch.

A continuacién, vamos a estudiar el caso de los anillos
noetherianos y modulos localmente libres.

Definicién 3.5.3: Sea S un anillo con uno y e € S un elemento
idempotente. Diremos que e es un idempotente cuasi noetheriano cuando
para toda cadena ascendente Sels ... € Se & ... de sumandos directos

n

de S, la cadena Seln Se € ... S Sen Se £ ... se estacione.
n

Proposicion 3.5.4: Sea E un anillo con uno. Las siguientes
condiciones son equivalentes: ‘
(a) Existe un anillo noetheriano por la izquierda y un R-médulo
por la izquierda M, localmente libre tal que End(RM) ~ E, -
(b) Si T es el ideal por la izquierda de E generado por todos
los idempotentes primitivos cuasi noetherianos de E entonces:
(i) T es bilatero y E es T-cerrado.
(ii) T posee una familia (ua) de idempotentes finitos

x € A

de tal manera que Euas Eu_ para cualesquiera a,3 € A, y cada x € T

B
puede escribirse como x = zsxuoC para algin subconjunto finito S & A,
adecuado, con los ua ortogonales dos a dos.

(iii) Para cada par e, e de idempotentes primitivos cuasi
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noetherianos de E tenemos que eEe’ es noetheriano como eEe-médulo por

la izquierda.

Demostracién: (a»b) Vamos a comenzar demostrando que si E =
= End(RM) para un anillo noetheriano por la izquierda R y un R-médulo
por la izquierda M localmente libre, ¥y Eo= fEnd(RM) entonces cada
idempotente e € E es cuasi noetheriano si y sélo si e € Eo.

Supongamos primero que e € Eo. Entonces X = Im e es un sumando
directo de M finitamente generado y en consecuencia es un R-médulo por
la izquierda noetheriano. Cbnsidérese la cadena Eels .. & Eens ... de
sumandos directos de E. Entonces, obsérvese que Eel&' HomR(M.Im el) y
que Eeln Ee = HomR(M,anm el) ya que E = End(RM). Ahora bien, como RX
es nogtheriano entonces la cadena Eeln Ee € ... & Eenr\ Ee S ... debera
estacionarse. Reciprocamente, supongamos que e2= eeceE y e¢ Eo'
Entonces X = Im e no puede ser finitamente generado. Entonces podemos
tomar O = xle‘X y un sumando directo de M, Ll, libre y finitamente
generado tal que X € L]' Como Lln X # X porque X no es finitamente
generado, podemos encontrar O # xze X - L1 y otro sumando directo
libre finitamente generado Lz’ de M de tal manera que X € L2 y Llc Lz’
Nuevamente, LG X # X por los mismos argumentos de antes e incluso
LG X = an X; en consecuencia, podemos escoger algin otro elemento x
y otro sumando directo Ls’ etcétera. Por lo tanto, tenemos una cadena
ascendente de sumandos directos de M, Lxg Lzs . & Lns ... tal que la
cadena Lln Xs LG Xs..¢& Lnn X & ... no se estaciona. Si denotamos
con e a la - proyeccién de M en l_.| entonces la cadena Ecls
< Eezs R Eens ... es tal que esta otra Ecln Fe & Eezn EFe ¢ ... &
< Eenn Ee € ... no se estaciona. En consecuencia e no es un elemento

idempotente cuasi noetheriano.

Vamos ahora a considerar los —casos de los anillos
semiperfectos y de los perfectos por la izquierda, en donde los

idempotentes primitivos siguen desempefiando un papel fundamental.



Proposicion 3.5.5: Sea R un anillo semiperfecto y RM un R-médulo
por la izquierda localmente libre y proyectivo; E = End(RM). y
Eo= f‘End(RM). Entonces Eo estd generado, como ideal por la izquierda,

por todos los idempotentes primitivos de E.

Demostracion: Noétese primero que el hecho de que R sea una suma
directa de ideales por la izquierda indescomponibles implica que Eo
estd generado por idempotentes primitivos, del mismo modo que ocurre
en la demostracién de la Proposicion 3.5.1 sobre anillos semi-
hereditarios que son suma directa de ideales indescomponibles. Ahora
bien, si e € E es un idempotente primitivo entonces Me es un sumando
directo indescomponible de M, el cual es proyectivo por hipétesis; en
consecyiencia, por [81, Proposition 2.9.2], Me es isomorfo a un ideal
por la izquierda principal de R y por lo tanto, finitamente generado.

Esto prueba que e € Eo’ como tenfamos que ver,

Corolario 3.5.6: Sea RM un moédulo por la izquierda localmente
libre sobre wun anillo perfecto por la izquierda R, E = End(RM),
Eo= fEnd(RM). Entonces, Eo estd generado, como ideal por la izquierda

de E, por todos los idempotentes primitivos de E.

Demostracién: Es inmediato de la proposicién anterior, en vista

de que si R es anillo perfecto por la izquierda entonces todos los

R-médulos por la izquierda planos son proyectivos.

Ahora podemos establecer los correspondientes resultados

sobre caracterizacion:

Proposiciéon 3.5.7: Sea E un anillo. Las siguientes condiciones

son equivalentes:
(a) Existe un anillo semiperfecto R y un R-mddulo por la
izquierda, M localmente libre y proyectivo tal que E = End(RM).

(b) Si T es el ideal por la izquierda de E generado por todos
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los idempotentes primitivos entonces:
(1) T es un ideal bilatero y E es T-cerrado.

(ii) T contiene wuna familia de idempotentes finitos

{u}

a’o € A B
puede escribirse como x = [qua para algin subconjunto finito S S A

tal que Euaz Eu_ para cualesquiera o,8 €e A y cada x € T
adecuado con todos los u, ortogonales dos a dos.

(iii) T es proyectivo como ideal por la izquierda de E.

(iv) Para cada idempotente primitivo e € E, el anillo eEe es

un anillo local.

Demostraciéon: (asb) Sea E = End(RM). Por la Proposicién 3.5.5,
sabemos que, en este caso, T = Eo= fEnd(RM). En consecuencia, las
condicipnes (i) y (ii) se desprenden del Teorema 3.3.6 y (iii) del
Teorema 3.4.1. También se desprende la equivalencia de categorias que
existe entre R-mdéd y T-mdéd (Teorema 3.2.1) en la cual T corresponde
con RM y para cada idempotente primitivo, e €-E, Te = Ee, corresponde
con el sumando directo indescomponible Me de M. De aquf, junto con
(47, 11.4.1 Satz]:, se deduce que Ee tiene anillo de endomorfismos
local. Asf, (iv) también se verifica.

(b»a) Las conditiones (i) y (ii) de (b) implican, en vista del
Teorema 3.3.6, que E es isomorfo al anillo de endofnorfismos de un
R-médulo por la izquierda localmente libre RM y que R =~ uaEua. As{ que
tenemos de nuevo la equivalencia entre R-mdéd y T-méd en la cual RM
corresponde con T. Por la condicién (iii), T es proyectivo en T-méd y
en consecuencia RM es proyectivo en R-méd. Sélo nos resta probar que
R ~ uEu es semiperfecto. Ahora, como u es un idempotente finito,
entonces tiene una expresién como suma ortogonal u =»e1+...+ ey por
lo tanto R = uEu = @';:luEel; donde cada uEel es un R-médulo por la
izquierda proyectivo y End(RuEel) = eluEel= elEe, el cual es local por
hipdtesis (iv). De [47, 11.4.1 Satz] se sigue que uEel es un R-modulo

por la izquierda semiperfecto. Esto termina la demostracion.

Proposicién 3.5.8: Sea E un anillo. Las siguientes condiciones
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son equivalentes:
(a) Existe un anillo perfecto por la izquierda R, y un R-moédulo
por la izquierda RM, localmente libre tal que End(RM) = E,
(b) Si T es el ideal por la izquierda generado por todos los
idempotentes primitivos entonces:
(i) T es bildtero y E es T-cerrado.

(ii) T posee una familia (“a)a de idempotentes finitos

€ A

de tal manera que Euaz Eu_ para cualesquiera «,3 € A, y cada x € T se

B

escribe como x = stua para algun subconjunto finito S & A adecuado
con los u, ortogonales dos a dos.

(iii) Para cada e € E idempotente primitivo, el anillo eEe
es perfecto por la izquierda.

Demostracién: Analoga a la anterior.

Proposiéon 3.5.9: Sea E un anillo. Son equivalentes:
1) E = End(RP) con R semiprimario y P € R-mod proyectivo con
elemento unimodular.
2) Si J es el radical de Jacobson de E entonces:
(a) J es nilpotente.

(b) E/J = 7_End(_ V) con D anillo de division,
1

(c) Si T es el ideal generado por todos los idempotentes
primitivos entonces T es bilatero, proyectivo y E es T-cerrado.

Auln méé, en este caso, T/JT = Zbéc(E/J).

Demostracién:(132) Como R es semiprimario entonces J(R) es
nilpotente, supongamos que J(R)"= 0. Entonces, por [6, Proposition
28.13 y Coroilary 17.12) tenemos que J(E) =] = llomR(P,J(R)P) y
E/J = End(_(P/XR)P)). En consecuencia, 1" Hom (P,J(R)"P) = 0. Esto
prueba (a). Por otra parte, P/J{R)P es un R/J(R)-modulo semisimple con
s6lo un nimero finito de componentes homogéneas. Esto, junto con el
isomorfismo E/J = End(R(P/J(R)P)) implica de inmediato (b).

Como semiprimario implica perfecto, tenemos que, por el Corolario
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3.5.8, T = Eo es el ideal generado por todos los idempotentes
primitivos y el resto de (c) lo obtenemos de los teoremas de
caracterizacién.

(2»1) Por (b) E/I = Elx...x Ek donde cada E| es isomorfo a un

End(D V‘), con D‘ anillo de division. Para cada i=l,...,n, recordemos
1

que sbélo se tiene una clase de isomorfismos de El—médulos por la
izquierda indescomponibles (de hecho simples) proyectivos, los cuales
son isomorfos a cualquier sumando directo simple de E‘, digamos E‘oc‘
-con o idempotente. Para cada i, elegimos un idempotente a con Elocl
proyectivo indescomponible. Por [6, Proposition 17.4] el conjunto
Wpperes® puede levantarse a un conjunto de idempotentes ortogonales
de E, € reeer€ - Noétese que cada e es primitivo, as{ que e =

1
= e+...+e € T,

1 n
Sea u € E un idempotente primitivo. Entonces, si mE —— E/J
denota la proyecién canédnica y n(u) = B, por [6, Lemma 17.2] tenemos
que B es un idempotente primitivo de E/J. Esto implica que existe
i e {l,...n}) tal que B € E‘ y por tanto E‘B = E‘a‘. Esto significa que
(E/J)B = (E/J)a‘ y por (6, Proposition 17.18] Eu = Ee‘. De este ultimo

I

isomorfismo se despre‘nde que u € EelE S EeE = TeT. Esto muestra que
T = TeT = EeE.

Por el Teorema 3.4.4 sabemos que E es isomorfo al anillo de
endomorfismos de un moédulo proyectivo con elemento  unimodular RP con
R = eEe, P = eE. Vamos a probar que R es semiprimario. Primero, ndtese
que eEe = End(EEe) y por [6, Corollary 17.12) tenemos que J(eEe)'z
= HomE(Ee,Je)ns HomE(Ee,Jne). Por lo tanto, al ser J nilpotente por
hipétesis, J(eEe) es también nilpotente. Por ({6, Corollary 17.12],
eEe/J(eEe) » End( (Ee/Je)) ~ End(_, (Ee/Je)). Pero .Ee/le = @r;zlEel/Jel
es una suma directa de E/J-mddulos por la izquierda simples. Por lo

tanto eEe/J(eEe) es semisimple y eEe es semiprimario.
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3.6. Conexién entre topologfas de Gabriel por la izquierda y topologfas

lineales de anuladores por la derecha.

En el Teorema de la caracterizacién de Wolfson [88] podemos
observar que los "endomorfismos finitos" son preAcisamente el zbcalo
del anillo. En los teoremas de Liebert [56, 58, 59j. no se tienen este
tipo de descripciones y se introducen técnicas topolégicas (que en
principio no parecen hacer posible obtener el teorema de Wolfson como
caso particular) que han dependido de cada caso considerado.

Como se ha descrito en Ia Introduécién, las técnicas
topolégicas utilizadas por Liebert han permitido obtener teoremas de
caracterizacién para clases X y T, en las que una condicién necesaria
para que E sea isomorfo al anillo de endomorfismos End(RM) para algin
R e X, M e M es la de que E sea Hausdorff y completo con respecto a
una cierta topologfa lineal por la derecha que tiene como base de
vecindades de cero a los anuladores por la dercha de colecciones
finitas de un cierto conjunto (que depende del par (%,M) considerado
en cada caso) ¥ de idempotentes del anillo E. Mediante el empleo de
métodos de localizaciéh usados en esta memoria, hemos podido observar
que, en los casos mdas significativos, el ideal por la izquierda
generado por los idempotentes del conjunto ¥ es precisamente el ideal
Eo de los "endomorfismos finitos". ‘

Este hecho sugiere que debe de haber una conexién maéas
general entre la topologfa lineal por la derecha -sobre un anillo E
definida por los anuladores por la derecha de ciertas familias ¥ de
idempotentes y la topologia de Gabriel por la izquierda ¥ generada por
.un ideal asociado a dicha familia ¥. Efectivamente, mostramos en esta
seccién la existencia y el caracter preciso de dicha conexién. Haremos
notar, por otro lado, que la existencia de esta conexién nos ha
permitido, a lo largo del capftulo sobre caracterizacién, omitir las
referencias a las topologias lineales semejantes a las que aparecen en

los citados trabajos de Liebert, sustituyéndolas por el empleo de las
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topologfas de Gabriel y las técnicas de localizacién correspondientes.

Teorema'3.6.l: Sea E un anillo con uno, T un ideal bildtero e
idempotente de E. Considérese la topologia lineal por la derecha
{véase la Seccion 1.4) T de E, la cual tiene como base de vecindades
del cero al filtro generado por los ideales por la derecha de la forma
nE(xl.....xn}. para X,...,X € T. Entonces:

(i) E es T-libre de torsién si y sélo si E es de Hausdorff
respecto a I'. '

(ii) Si E es T-cerrado entonces E es de Hausdorff y completo
respecto a T ’

(iii) Si ademds, T es s-unitario por la derecha entonces el

reciprqco de (ii) también se verifica.

Demostracién: (i) Por [83, Example VL.4.1] E es de Hausdorff si y
s6lo si nrne(xl,...,xn) =0 si y sélo si no existe a # 0, a € E tal
que xa = 0 para todo x,€ T y esto si y sblo si Ta = O implicaa =0y
esto ultimo si y sélo si E es T-libre de torsién.

(ii) Supéngase que E es T-cerrado. Sea D el filtro de los ideales
por la derecha abiertos de E, e identifiquemos a cada uno de ellos con
un fndice d € D junto con el orden parcial dls d2 si y so6lo si
Ud 2 Ud .

1 2 ‘
Sea ¢:(D,s) ——> E una red de Cauchy (paginas 27-28) dada.

Tenemos que probar que ¢ converge en E; es decir que existe un a € E
de tal maneré que, para toda vecindad U de a, sé tiene que ¢ esta
residualmente en U (paginas 27-28).

Para ellq. sea x un elemento arbitrario en T, Considérese Ud=
= nE(x) € D. Como tenemos una red de Cauchy entonces para esta Ud
existe un conjunto residual (pagina 27) X en D de tal manera que para
todo f,g € K se tiene que p(f)-p(g) € U; es decir, que x¢(f) = xop(g).
Entonces podemos hacer a(x) = x¢(f), y esto para cada x € T.

Af ir‘mamo‘s' que «:T ~—— E es un E-homomorfismo. Primero, es facil

ver que no depende del conjunto residual que se haya élegido, pues si
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se tiene otro XK’ residual, como K n X' es nuevamente residual
(pdgina 27) entonces X n K'# @, y de este modo, existe un h € X n K’
tal que, si f € X y g € XK', xp(f) = x¢p(h) = xp(g). Por lo tanto, a es
funcién.

Ahora, sean x,y € T. Queremos ver si a(x+y) = a(x)+a(y). Para
esto, sabemos que, para X, existe J(x tal que a(x) = x¢(f) para todo
f e J(x y para y, existe J(y tal que aly) = yo(g) para todo g € J(y, y
para x+y, existe J(x+y tal que o(x+y) = (x+y)p(h) para todo h € J(x*y.
Si hacemos K = J(xn J(yn J(x;y entonces K es residual y para todo f € K,
alx+y) = (x+y)p(f) = xp(f)+yp(f) = a(x)+aly) pues f € Kx yf e J(y.

Ahora, sea x € T y b € E. Entonces, como antes, podemos encontrar
conjuntos residuales J(x y J(y. Volvemos a tomar la interseccion y
obtenemos que albx) = bal(x). Por lo tanto, « es un E-homomorfismo.

Este E-homomorfismo «, por hipétesis, se extiende a un
E-homomorfismo o:E —— E y en consecuencia, existe a € E tal que,
para todo x € T, a(x) = xa. .

Afirmamos ahora que a es justo el punto donde converge la red.
Para probarlo, consideremos una d € D, arbitraria. Entonces, d
corresponde con algin abierto Ud2 aE(xl....,xn). con - X,...,X € T.
(Por lo visto en las *paginas 25-26 tenemos que esto da una vecindad
Ud+a, arbitraria, de a ). Queremos ver si ¢(f)-a € Ud para todo f € X,
conjunto residual. Para ello, nétese que serd suficiente si se muestra
que xa = xqu(f), para i = 1,...,n y para todo f € K. Para encontrar

X, consideremos cada Kx construida, como siempre, a partir de
1
nE(x‘) € D. Luego tomamos la interseccién n'; 11( = K. Entonces, como
=1 x

para cada J(x se tiene que xlqp(f) = oc(xl) = x3, si f € X tenemos
xlgp(f) = xa p;ra todo i = 1,...,n. Por lo tanto a-¢(f) € Ud para todo
f €e XK y como K es residual tenemos que ¢ estd residualmente en
cualquier vecindad de a. Por lo tanto (pagina 27), ¢ converge al punto
a. Esto prueba (ii).

(iii) Finalmente, supongamos que T es s-unitario por la derecha,

y que E es de Hausdorff y completo respecto a la topologfa I'. Tenemos
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que probar que E es T-cerrado. Por (i) tenemos que E es T-libre de
torsién. Sea.‘a:T —— E un E-homomorfismo arbitrario. Debemos ver que
« se extiende de manera Gnica a un w:E —> E.

Consideremos cada ideal por la derecha de 1la forma
n,E(xl,...,xn) = Ud como hemos convenido, con d € D. Entonces, como T
es s-unitario por la derecha, el conjunto Sd= {seT| X= Xxs para
i =1..,n es no vaclo y esto se tiene para cada Ud de la forma
nE(xl,...,xn). Ahora, para cada Sd denotamos a = als) con s € Sd
elegido fijo (por el axioma de eleccién).

Ahora bien, si Ut es cualquier otro ideal del filtro, definimos
a  como ad para alguna Ud= IlE(xl....,xn), con d = t. Obsérvese que en
vista de que estamos construyendo un conjunto fijo (ad}d e D
cualquier d de la forma anterior, nos sirve. Afirmamos que Ila
correspondenciav d —> a, es una funciéon ¢ que es una red de Cauchy.

Tenemos entonces que ver que para todo Ud, d € D, arbitraria,
existe un conjunto residual X de manera cque, para cualesquiera
d,d’e K, se tiene que ¢(d)-¢(d’) € Ud (paginas 27-28).

Sea, pues, d e D y tomemos una n.E(xl....,xn) [ Ud cualquiera.

(Nétese que serd suficiente si probamos que xlw(k) = xl<p(k') para

i=1..n) Sea "LEﬁél,...,xn) = Ud. Entonces tenemos elegido un
. 0
elemento s, tal que X = Xs,  para i=1,..,n con a, = oc(sd ) vy en
0 0 ) o
consecuencia xa, = xloz(sd ) = oc(xlsd ) = oc(x‘) para todo i = 1,...,n.
0 0

Sea K={keD| k= do). Es claro que KX es un conjunto residual en
D. Sea k € K. Para Uk sabemos que existe un rLE(yl,.'..,yn) S Uk tal que

yjsk= yJ para todo i = l,...,m. Entonces (l—sk) € Uk y como Uks Udo

tenemos que (l-sk) € Ud . Entonces, Xs =X Yy en consecuencia X, =
0

= xla(sk) = a(xlsk) = oc(xl) = xlado. Por lo tanto X;a,= xlado;

decir, le’(k) = xlw(do) para todo k € K. Esto implica de forma directa

es

que si kk' € K, xlgo(k) = xlq)(k') entonces ¢(k)-p(k’) € Ud s Ud. Por
0
lo tanto, existe un conjunto residual, XK de tal manera que para

cualesquiera k,k'e K, ¢(k)-¢(k’) € Ud. Esto prueba que ¢:(D,s) — E
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es una red de Cauchy.

Por hipétesis, sabemos que ¢ converge a un uUnico punto en E,
digamos a € E [48, Theorem 3, p.67]. Entonces, para cada d € D, con
Ud= nE(xl,...,xn) ¢ estd residualmente en Ud; es depir, existe un
subconjunto residual Kd de D tal que p(k)-a € Ud. En particular, para
todo x € T, si Ud= 'zs(x) entonces existe J(x residual, tal que
xa = Xplk) para todo k € J(x. Recuérdese ademds, que en la construccién
vimos que Xs= X para todov t =z d. Como J(x es residual, sabemos que
existe un elemento do en J{x tal que si k = d,do tenemos que Xs, = Xy
ademds, xa = x¢(k). Por lo tanto, xa = x¢lk) = xa(sk) = tx(xsk) = al{x).

Asf, o corresponde con la multiplicacién por la derecha por a en
T y en consecuencia, podemos exhibir una « que corresponde, a su vez,
con la. multiblicacién por la derecha sobre todo E, extendiendo a o de
manera Unica. Por lo tanto, E es T-cerrado. Esto concluye la
demostracién.

L4

En este teorema, la condicién sobre T de ser s-unitario por
la derecha para poder probar el recfproco de (ii) no es superflua,
como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6.2: Existe un anillo E y un ideal T, bildtero e
idempotente, pero no s-unitario, de tal manera que E es Hausdorff y

completo respecto de I' pero no es T-cerrado.

. R C e, K K
Efectivamente, sea K un anillo de divisién, E = (o K] y

T = {:: g] Es claro que T es bilatero e idempotente, as{ que podemos

00

definir la topologfa TI'. Obsérvese ahora que rzE(1 O] = [0 o

0 0 ), que
01 K K o1 10 '
ns[o 0) = (0 0] y entonces QE[O 0) n nr:[o o] = 0, por lo tanto I' es,
en este caso, la topologia discreta y por el Teorema 3.6.1 tenemos que
E es de Hausdorff. Ademas, E es completo, pues toda red de Cauchy

contiene una subred de Cauchy constante. Né6tese que tanto T como E,
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son de Hausdorff y completos. Sin embargo, el E-homomorfismo

o:T —— T definido a través de la correspondencia [; g] —> [; g]

00

es justo la multiplicacibn por la derecha por [1 o

] el cual no

pertenece a E, y en consecuencia, es evidente que no puede extenderse

a E, quedando as{ establecido que E no es T-cerrado.

Observacién 3.6.3: Ademds de lo anterior, si hacemos e = [:) g]

entonces tenemos un anillo E y un idempotente e € E de tal manera que
EeE es bildtero e idempotente, genera una topologfa de Gabriel por la
izquierda y existe una equivalencia de categorfas entre eEe-méd y
EeE-mé6d. E es de Hausdorff y completo respecto de I' y sin embargo,
como éEe = K, es facil ver que no existe ningin objeto M en K-mdd el
cual verifique End(KM) =~ E. Asf, notamos entonces que un anillo E
puede verificar todas las hipdtesis habituale.s en los resultados de
caracterizacién, que incluyen la topologfia I', y sin embargo, al no ser
cerrado, no pueda ser anillo de endomorfismos de ningin objeto de la
categorfa eEe-méd. Es decir, hemos establecido que, en general, el uso

de las dos topologfas po es indistinto.
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CAPITULO 4

EL PROBLEMA DE LA UNICIDAD



4.1. Introduccién

El problema de la unicidad se puede plantear en los
siguientes términos: Dada una clase de anillos X y una clase de
moddulos MM sobre los anillos de la clase X, si RM, SN e M tienen
anillos de endomorfismos isomorfos, describir en términos de la teorfa
de anillos una relacién enfre RM y sN de tal manera que a partir de
ella se pueda construir el isomorfismo.

. De manera mas concreta, un primer problema de unicidad puede
ser planteado de alguna de las dos formas que siguen [16]: Si
¢:End(RM) _— End(sN) para R, S € K, RM, sN € M, ver sl es o no
cierto que: .

(1) Existe un isomorfismo de anillos o:R —— S y un
isomorfismo o-semilineal ¢:M ———— N, de modo que el isomorfismo dado,
¢, estd inducido (de modo natural) por el isomorfismo ¢.

(2) Existe *algin isomorfismo de anillos o:R ———» S y un
isomorfismo ¢-semilineal ¢:M ——— N.

Solamente para clases X, M bastante restringidas se ha
encontrado una .respuesta afirmativa a este problema de la unicidad;
véanse, entre otros, [11, 12, 16, 37, 45, 59, 63, 66]. Sin embargo,
hay otra formulacién muy natural del problema, para la que Camillo
(131 demostré6 que la respuesta es s{ en una clase X de anillos
totalmente arbitraria -aunque la clase J1 de médulos es la de los
médulos  libres  numerablemente generados-; las correspondientes
preguntas seriah:

(1) ¢Existe una equivalencia de categorfas, digamos
F:R-méd ———— S-méd tal que F(RM) = sN y F induce -en sentido obvio-
el isomorfismo ¢7?

(2) ¢Existe una equivalencia de categorfas, digamos
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F:R-méd —— S-mdd tal que F(RM) = SN?

Veremos en este capftulo que si mantenemos la eleccién
arbitraria de la clase X -por ejemplo, X podria incluir a todos los
anillos- y m es una de las tres clases que consideramos en el capftulo
anterior: médulos localmente libres, generadores o moédulos proyectivos
con elemento unimodular, como siempre, todos infinitamente generados,
entonces la respuesta es negativa -en oposicién al caso de los médulos
libres. En consecuencia, hemos tratado de encontrar la relacién que
deben tener las categorfas R-méd y S-méd (lo mas "cercana" posible a
la equivalencia) para que se tenga una respuesta afirmativa a las
correspondientes variantes de las preguntas (1) y (2) que preceden.
Por otro lado, en las secciones siguientes hemos buscado clases X mas
restringidas para las que la respuesta a (1) y (2) sea directamente
"s{",

Vamos a comenzar entonces con una situacién general
mostrando cémo un isomorfismo entre los anillos de endomorfismos de
dos objetos arbitrarios que pertenezcan cada uno a una categorfa de
Grothendieck estd "inducido” por algin funtor entre dichas categorias.
El proceso para obtener nuestro funtor estd sugerido por el caso
particular considerado‘en [11]. N

Sea € una categorfa de Crothendieck y M e € un objeto
arbitrario. Hacemos, como se definié, R = EndG(M) = [Homc(M,M)IOP. Sea
F = HomG(M,_). Entonces [65, Theorem 1V.3.1] tenemos los siguientes
hechos: _

(1) Para todo K € €, HomG(M.K) tiene estructura de R-médulo
por la izquierda.

(2) Los grupos abelianos F(M) y R son iguales y RF(M) = R.

R
(3) Existe un adjunto por la izquierda G, para F, de tal
manera que las transformaciones naturales 1R 6d ——lﬂ—> FeG y
A -

GoF ——— 1(! verifican que wR:R — FG(R) y ¢M:GF(M) ——3 M son

isomorfismos.

Asf, podemos identificar dos subcategorfas plenas (que por

(3) incluyen respectivamente a M y R), una de €, [M] = (K € € | ¢K es
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isomorfismo} y la otra de R-mdéd [RM] = {X € R-méd | wx es
isomorfismo}.

Afirmamos que las restricciones de F y G a F:[M] —— [R,M]
y G:[R,M] —— [M] (permitasenos denotarlos igual) son equivalencias
inversas de categorfas. Para demostrar esto, lo primero que tenemos
que ver es si efectivamente F(IM]) & [R,M] y G(IR,M]) & [M].

Sea K e [M]. Entonces ¢K:GF(K) —— K es isomorfismo.
Consideremos a ¢::K —> GF(K) y apliquemos las propiedades del

.isomorfismo de la adjuncién n :
T

HomG(G(_).__) —_— HomR(_.F(__)).

a F(K). Tenemos entonces el diagrama conmutativo:

Homg(GF (K), ¢;‘)
Hom(GF (K), K) > Homg (GF (K), GF(K))

TR (K),K « TF(K),GF(K)

nomR(r(K),rw;‘)) :
Hom_(F(K),F(K)) > Hom_(F(K),FGF(K))

Ahora tomemos a ¢Ke HomG(GF(K).K). Vamos a hacer a ¢K

recorrer el cuadrado. Primero tenemos:

. -1 - : -
nF(K),GF(K)(HomG(GF(K)’¢K ") = ey, 6r) ork) = YRy Y
-1 _ -1 _ -1,
HomR(F(K).F(¢K ))(nF(K),KW)K)) = HomR(F(K).F(¢K ))UF(K)) = F(¢K ).

Por lo tanto, F{¢:), el cual es un isomorfismo y en

YFK)™
consecuencia F(K) € [R,M].
Reciprocamente, si X € [R,M] entonces w)'(:X ——— FG(X) es

isomorfismo y andlogamente, al seguir a 1 en el diagrama

G(X)
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Homc(G(lIJ;l ),G(X))
Homc(G(X).G(X)) 5 HomG(GFG(X),G(X))

%, G(X) "FG(X),G(X)

l HomR(w;(l.FG(X)) v
Hom_(X,FG(X)) > Hom_ (FG(X),FG(X))

nos muestra que ¢G(X)= G(w;l).

Tenemos entonces el diagrama de categorias

. F .
G " R-méd
N G
i ‘ i
F LY
M] = > [R, M]
.’ A G

En general, no hemos encontrado un adjunto por la izquierda
para i, con vistas a determinar si [M] o [R,M] son subcategorfas
reflexivas. Sélo sabemos que son cerradas bajo epimorfismos.

Cuando M es generador para € entonces tenemos el Teorema de
Gabriel y Popescu, es decir, i posee adjunto por la izquierda a,
[M] = € y [RM] es subcategoria de Giraud de R-méd [83, § X.ll
Explicitamente, a es la localizacién respecto de la teorfa de torsién
de [83, Theorem X.4.1] y los funtores FoG e ica son naturalmente
isomorfos.

Obsérvese ahora que si tenemos oM —— M entonces
F(a):F(M) —— F(M) como endomorfismo de RR. es la multiplicacién por
la derecha por «, escribimos F(a) = *a. Tenemos ademds, que si

X € End(RR) entonces, si x(1) = B € R entonces x = *B. Ademas, B € R y
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F(B) = *B = x. Haciendo ¢M= ¢ obtenemos el siguiente cuadrado

conmutativo:

G(R) Gla) ., GR)

M > M

En consecuencia,l o = ¢'IG(~oc)¢ y Glex) = qSoch'l para todo
(ea) € End(RR).

Supongamos ahora que tenemos dos categorfas de Grothendieck
Cy?d y objetos M € € y N € D tales que R = EndG(M) yS = EndD(N). Por
lo que hemos visto anteriormente, sabemos que existen funtores Fl =
= HomG(M,_) y F2 = HomD(N,_) y adjuntos por la izquierda G1 y Gz' con
las propiedades que describimos antes (indicaremos todos los morfismos
y transformaciones anteriores con 1 y 2 segin se refieran a € o D,
respectivamente).

Consideremqs ahora un morfismo de anillos o:R —— S
arbitrario. Sabemos que esto determina una estructura de R-R-bimédulo
para S, con las operaciones r-'s = o(r):s y s'r = s-o(r) para todo
reR y seS Esto,b a su vez, nos permite tomar el funtor

S ®R_:R—mod ——> S-m6éd y obsérvese que S(S ®RR) = SS bajo

Z|s|®rl’—2) lela'(rl). Definimos el funtor F = G,oSe oF . Entonces
F:€ —— 9 es tal que F(M) ¢ N bajo Gz(uz)'gbz. Sea r € End(’gM) = R,
Entonces, HomG(M,r) = r (la multiplicacién por la derecha por r) y

tenemos, aplicando los funtores, el siguiente diagrama conmutativo:

m



Gz(ler)

GZ(S ®RR) > GZ(S ®RR)
G,u,) G, (k)
Gz(cr(r)) , v
GZ(S) - Gz(S)
¢z ¢2
N o(r) s N

En  consecuencia, F(r) = Gz2(ler) = G (u )¢ o(r)(Gz(uz)qu)
Es en este sentido que decimos que F "induee" (o que ¢2-mduce) el
morfismo o.

Supongamos ahora que o:R —— S es un isomorfismo de
anillos. Entonces, tenemos los funtores F = Gz°S®R°F1 y G = Gx°R®s°F2'
Nétese que la extenslén de escalares y la restriccién de escalares es
lo mismo en este caso. En este punto, ya sabemos cémo F y G inducen el
isomorfismo. Lo que queremos ver a continuaciéon es la relacién que
existe entre las categorfas. Para ello, vamos a simplificar la

notacién suponiendo R = E = S. Tenemos entonces los funtores F = GzoF‘1

yG = Glon, y el diagrama

E—mod

/

[E M] (E, Nl i

[Ml [N]
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A la vista del diagrama, Iintuimos que, si denotamos
[E,MnN] = [E,M] n [E,N] entonces esta nueva subcategorfa en sus
imdgenes, sean (M) y (N), hard de las restricciones de F y G
equivalencias inversas de categorfas. Vamos a comprobar si esto es

cierto.

Si K e [M] entonces se puede definir una transformacién

' G, F (K)’
natural ¢ :K > G F (K) y GF G F (K); es
1 11 1221

decir qplzlc —— GoF., Vamos a hacer una restriccién; sea (M) =

= { K e [M] | ¢l Kk °©s isomorfismo }. Lo primero que tenemos que ver

. . . -1 .
es si F(M)) ¢ (N). Es decir, si ¢1 KoGl(\szl(K)) es isomorfismo
implica. que wzF (K) €S isomorfismo (o sea una condicién suficiente).
-1 . .
Como ¢1 K ©S isomorfismo entonces Gl(wzFl(K))'Gxe(K) GleFl(K)

es isomorfismo. Observemos el siguiente cuadrado conmutativo:
.

wz FI(K)
FZ(K) y FszFx(K)
/] ']
1 FI(K) 1 FZGZFI(K)
v FlGl W’z FI(K)) v
FG F (K) F G F G F (K)
11 1 2 21

Nétese que, como K € [M] y como Gl(l/le (K)) es isomorfismo

entonces el tridngulo inferior a la izquierda es una composicién de

isomorfismos. Esto quiere decir que ¢ F(K) ——) FGF(K) es

2F (K)

lpleGzF'l(K) cmzrl(K) E— F F G F (K) es

epimorfismo; es maAs, wzF (K) se escinde, pero no podemos garantizar

monomorfismo y que

que wzF (K) sea isomorfismo; es decir, no podemos garantizar que

F((M)) € (N). Por lo que vimos anteriormente sabemos que si M y N son
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generadores entonces tsz (K) €5 monomorfismo esencial’ para todo
1

K € (M); pero por lo pronto, tendremos que hacer "mdas pequefia” a
nuestra clase.

Vamos a renombrar entonces las clases:

(M)

{ K e [M] | Fi(K) € [E\N] } =

={ K e [M] ] wzFl(K) es isomorfismo } y

(N)

{L e [N]I Fz2(L) € IEM] } =

={LeliIN}]}ly es isomorfismo }.

1F2(L)
Se tienen igual que antes los isomorfismos naturales v,V 0,

pero ahora tenemos que wzF (K) es también isomorfismo. De esta manera,
1

-

forzamos a que GzFl(K) € [N] y asi, las restricciones de F y G seran
equivalencias inversas de categorias, como buscdbamos.

Hasta aquf, hemos descrito una situacién bastante mas
general que aquella de la que queremos ocuparnos. Con esto sélo
pretendemos plantear la situacién de la manera méas clara posible segin
como la entendemos y abrir la posibilidad de estudiar casos més
generales. o

Vamos ahora a suponer que M € € y N € D son generadores y
que Endc(M) ~ EndD(N) con la notacién simplificada. Por lo que hemos
visto, [M] = € y [Nl = D y existen filtros F y § en E, tales que
[E,M] = (E,¥)-m6d y [E,N] = (E,§)-mdéd, donde, si a y a son las
localizaciones asociadas con ¥ y § e il e i2 sus respectivos adjuntos
por la derecha tenemos Flo(}'l = ilal y F‘2002 = iza2 naturalmente.

Queremos ahora determinar si [E,MnN] también es subcategoria
de Giraud. Sea 3# el filtro que corresponde con la unién de ¥ y 9.
Entonces, por [32, Proposition 10.6] tenemos que (E,¥)-méd es igual a
la interseccién (identificadas como subcategorfas) de (E,¥)-méd y
(E,§)-méd, y asi, sabemos que (E,¥)-méd = [E,MnN].

Sabemos, ademds, que para K € [M], Fn(K) —> cmzFl(K) es
monomorfismo en E-méd; es decir, F1(K) _— izazFl(K) es monomorfismo

y por tanto es monomorfismo esencial en E~méd, y asf, en este caso nos
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podemos quedar con la primera definiciéon de (M) y (N).

Finalmente, vamos a describir Ila clasbe de torsién en
(E,F)-madd asociada con (E,¥)-méd. Sea a, la localizacién en ¥,
entonces J = { X € (E,¥F)-mdd | aail(X) = 0} es una clase de torsién
en (E,¥)-méd y (E,F}-méd/T queda identificada con (E,}#)-moéd. A la
vista de que los objetos de (E,K)-mdéd estan caracterizados por la
propiedad de que alaz(X) x X, podemos inferir que 7 es la clase de
torsién generada en (E,¥)-méd por { X € (E,F)-méd | alaZ(X) =0} o
también la generada por { X € (E,F)-méd | aZ(X) = 0. }. Anidlogamente se
tiene 7’ para (E,§)-méd. Esto significa que (M) y (N) también son
subcategorfas de Giraud, as{ que tendrdn sus funtores asociados
a; = (}loi:;oaaoFl y a; = Gzoisoaaon' As{, hemos demostrado que:

Teorema 4.1.1: Sean € y 9P categorfas de Grothendieck con
generadores M y N respectivamente. Si u‘:EndG(M) " EndD(N) es un
isomorfismo de anillos entonces existen funtores F:€ —— D y
G:) —— € tales que:

(a) F y G inducen el isomorfismo, en el sentido de que

(G,(1)8)"G(S)(G ()8 ) = o7(s) y
(G,(1,)9,) 'F(r)(G (1 )¢,) = olr)
para cualesquiera r € EndG(M), s € EndD(N), donde p.l:R ®SS — R,
uZ:S ®RR ——— S son los isomorfismos dados por la multiplicacidn;
¢2:GZ(S) —— N, ¢l:Gl(R) —— M son también isomorfismos, ¥y
G(N) = M y F(M) = N de forma natural, y donde G1 y G2 son los adjuntos
por la izquierda de HomG(M,_) y HomD(N,_) respectivamente.

(b) Existen subcategorias €’ de € y D' de 3, equivalentes bajo
las equivalencias inversas F con la restriccion a €' y G con la
restriccién a D'. Estas subcategorfas son maximales respecto de la
propiedad de ser equivalentes bajo F y G, y ademas, M € €' y N € .

(c) € y D’ se pueden identificar como categorfas cociente de €
y D respecto de las clases de torsiéon generadas por las siguientes

clases { X € € | GF(X) =0}enCy{YeDd | FG(Y) = 0 } en .
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Hemos construido entonces la situacion:

HomD(M,_)
i a
2 2
€ ° = > (E,¥)-méd (E,§)-méd ¢ ~ e
a i
3 3
a i a’ i’
1 2 2
6’ ¢ = 5 (E,#)-méd ¢ = X

Si ahora suponemos q\ie € y D son.categorfas de médulos,

digamos € = R-méd y D = S-médd tendremos que G =M e _yG_ =N o _.
1 E- 2 E

Asf, los funtores F y G seran, salvo isomorfismos naturales, F =
=N ®EHomR(M,__) y G=M ®EHomS(N,_). En los casos que analizaremos,

las imdagenes SF(R) y RG(S) nos permiten definir ‘nuevos funtores

HomR(G(S),_) =3 HomR(M ®EHomS(N,S),_) =3 HomE(Homs(N,S),HomR(M,__)) y

Homs(F(R),_) =F HomS(N ®EHomR(M,R),_) =2 HomE(HomR(M,R).HomS(N,_).

Estos objetos, y los funtores que determinan, desempefian una
funcién crucial en el desarrollo de  nuestros resultados a

continuacién.

4.2. El problema de la unicidad para generadores.

En [13]) se demuestra que un isomorfismo entre los anillos de

endomorfismos de moédulos libres numerablemente generados implica que
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las categorfas de modulos sobre los anillos base correspondientes son
equivalentes. En [12] se muestra que esta equivalencia estd inducida
por el funtor que hemos descrito de modo general en la introduccién.

En el caso de generadores (con elemento unimodular) este
mismo funtor aparece en (64, Definicién 2.2]. Sin embargo, hay varlas
preguntas que surgen a partir de este ultimo trabajo. La primera es
que ahf{ se dan condicicnes equivalentes para que dicho funtor sea una
equivalencia de categorfas pero no observamos un ejemplo que nos
muestre si dicha equivalencia, en general, se verifica o no, aunque,
en principio, sea diffcil esperar que esto ocurra. En el péarrafo
relativo a moédulos proyectivos con elemento unimodular mostraremos que
en ese caso, que incluye a este, hay isomorfismos entre anillos de
endomorfismos que no estdn inducidos por equivalencias de categorfas.
Aqui vamos a aprovechar que estamos en una situaciéon general para

mostrar formas de construccién de ejemplos.

Observacion 4.2.1: Se pueden dar construcciones generales a
partir de las cuales se pueden elegir anillos R y S y generadores
infinitamente generados M € R-méd y N € S-méd de tal manera que
End(RM) = End(SN) y %in embargo R y S no sean anillos Morita

equivalentes.

Efectivamente, comencemos con un anillo R y un generador no
finitamente generado para R-mdd, RM', y hagamos S = End(RM'). Ahora,
para cualquier conjunto infinito K, hacemos N = sk (el producto
directo de K copias de S). Entonces, N es un generador infinitamente
generado para S-mdéd. Por el Teorema 3.2.1, S es un objeto cerrado
respecto de la topologia de Gabriel por la izquierda generada por
fEnd(RM) = So'

Como Homs(Soasso,SK) = s¥ entonces (32, Proposition 26.10] sk N
también es un objeto So—cerrado. Ademdas, todo homomorfismo

a:SoN > SoN ‘'se extiende de manera Unica a uno a:N ———> N porque

SON es So—denso en N, y N, a su vez, es So—cerrado. Nuevamente, por el
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Teorema 3.2.1 sabemos que R-méd y So—m()d son categorfas equivalentes
bajo las equivalencias inversas SoHomR(M’,_):R—méd — So—méd y
M'®S_:S°-mc‘>d —— R-méd y que M'= M’S0 y M’@SS 0N = M’®SN. Hacemos
M= M’®SN. Como R-mdéd y S-méd son categorfas equivalentes y bajo la

equivalencia SoN corresponde con M, tenemos que End(RM) & End('S SoN) =
0
= End(sN). Hemos construido entonces el diagrama:

Hom_ (M, _)
R - Hom (N, )

y End( sN)--m()d

Hom_ (S N, )
S o -
0

R
n
'
3
O
a.

R-méd |

Aun suponiendo que M' no es finitamente generado y que (en
consecuencia) HomR(M’,_) no es una equivalencia de categorfas entre
R-méd y S-mdd, podrfa ocurrir que R-méd y End(SN)-méd fuesen
categorias equivalentes (véase, [2]) as{ que, para asegurarnos de que
no sea posible que R-‘rhéd y End(SN)—méd sean categorfas equivalentes
podremos, por ejemplo, elegir propiedades de R que se preserven bajo
equivalencias y generadores particulares M’, de tal manera que
End(RM’) no verifique aquellas propiedades; por ejemplo, R hereditario
y M’ libre infinitamente generado (14] o R anillo con divisién y M’

espacio vectorial sobre R de dimension infinita, etcétera.

En vista de que los generadores arbitrarios son objetos mas
generales que los médulos libres, es natural esperar que, bajo la
situacién antes mencionada, obtengamos una relacién mas general

que la de una equivalencia de categorfas, como es un contexto de

Morita.

Teorema 4.2.2: Sean R y S anillos con uno. Si M € R-méd y
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N € S-méd son generadores con anillos de endomorfismos isomorfos

entonces haciendo P =M @ Homs(N.S) y Q=Noe HomR(M,R).

End(RM) End(sN)
tenemos que (R,S,P,Q) es un contexto de Morita normalizado por la
izquierda. Recfprocamente, si (R,S5,P,Q) es un contexto de Morita
normalizado por la izquierda entonces M = PeR y N = QoS son

generadores tales que End(RM) & End(SN).

Demostracién: Supongamos primero que M € R-mdéd y N € S-méd son
generadores con anillos de endomorfismos isomorfos. Sea End(RM) %~ E x
® End(SN). Denotemos Eoz fEnd(RM). Et') S fEnd(sN); sean <_, > y [_,_]
los morfismos del contexto derivado de RM y sean <_, > y [_,_I' los
que corresponden al contexto derivado de sN' Ahora definimos
¢:P ®SQ —> R y ¥:Q @RP — S tales que para mef € P y neg € Q,

¢((mef)e(neg)) = <m:-(f,n]",g>
Y{(negle(mef)) = <nig,m},>’

{m,[f,n)'g> ¥y

<n,{g,m}f>’.

Mostrar que (R,S,P,Q) junto con ¢ y ¥ es un contexto de Morita es
cuestién simplemente de hacer las cuentas. Para ver que efectivamente
es un contexto normalizado por la izquierda, primero obsérvese que,
por el Teorema 3.2.1, Ei.es Eo y E(’)-cerrado ¥y que HomR(M,R) y HomR(N,S)
al ser ambos sumandos directos de sumas directas finitas de E,
pertenecen, cada uno, a (E,EO)—méd y (E.E(’))-méd a la vez y en
consecuencia, tenemos que HomR(M.P) = HomR(M.M®EHomS(N,S)) =4 Homs(N,S)
y HomS(N,Q) = Homs(N.NesHomR(M,R)) = HomR(M,R). puesto que, por el
Teorema 3.2.1 R-méd y (E.Eo)—méd as{ como S-méd y (E,Eo)—méd son
categorfas equivalentes bajo M ®_ HomR(M,_), y N ®_ Y Homs(N,_)
respectivamente.

Asi, End(RP) ~ End(EHoms(N,S)) = § y andlogamente, End( SQ) = R.
Ademass, HomR(P,R) = HomR(M®EHomS(N,S),R) = HomE(HomS(N,S),HomR(M,R)) &
(por el Teorema 3.2.1) = N @EHomR(M,R) = Q, y anadlogamente HomS(Q,S) =3
% P. Por lo tanto [69] (R,S5,P,Q) es un contexto normalizado por la
izquierda.

Recfprocamente, supéngase que (R,S,P,Q) es un contexto de Morita

normalizado por la izquierda y sean Rl y SJ los ideales traza del
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contexto. Entonces ([69] tenemos que HomR(l.R) = R, Hom&l,P) = P,
HomR(P,R) % Q y End(RP) =% S, y que HomS(J.S) = S, Hom S(J.Q) % Q,

HomS(Q,S) 2Py End(sQ) ~ R. Entonces End(RP@R) = [E:d(RP) H°mRP'g)] x

. [s o] y End(SQ@S) N [E;d(so) HomS(Q.S)] x [R P].

P R S Qs
Finalmente, es facil comprobar que la correspondencia
[; :] [; :] es isomorfismo de anillos. Esto concluye Ila

demostracién.

Observacion 4.2.3: Se puede dar el caso en que, partiendo de dos
generadores RM, SN y obteniendo como en el Teorema RP y SQ, al hacer
el reciproco no recuperemos a RM y sN' Es mas, RP y sQ pueden ser
finitamente generados e incluso progeneradores (véase {64, Lema 1.11 y
Teoremas 2.3 y 2.71) y entonces habra equivalencia, ain habiendo
elegido a RM y SN infinitamente generados.

En este punto, queremos insistir en que, por lo que hemos
visto en la Introducciéon de este capftulo, dado el isomorfismo entre
dos anillos de endomorfismos de generadores ya sabemos cudles son los
funtores que inducen el isomorfismo y de qué manera lo hacen. Lo que
nos interesa .es encontrar una descripcion y una relacién entre las
subcategorfas equivalentes pero, como veremos después, en caso de
definir otro funtor habrd que mostrar de nuevo cémo Induce el
isomorfismo. Por lo pronto seguimos utilizando la  notacién
simplificada. Asf. el diagrama final de la Introduccién de este
capftulo junto con el teorema anterior, tiene ahora la siguiente

forma:
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[ e, e,

(E,EO)-mod (E,Eo)-—mod

X7

(E,¥)-mébd

R

IR

HomR(M®EHomS(N.S). )

(M) =Ru =.
HomS(N®EHomR(M,R) v )

N

R

El Teorema 7 de [69] y la construccién de los generadores en
el reciproco del teorema anterior, nos permiten expresar dicho teorema

en términos categoéricos:

Corolario 4.2.4: Sean R y S anillos con uno. Si M € R-méd y
N € S-m6éd son generadores con anillos de endomorfismos isomorfos
entonces existen subcategorias equivalentes maximales de R-méd y S-méd
que contienen a los anillos R y S.

Reciprocamente, si se tiemen subcategorfas equivalentes maximales
de R-méd y S-méd que contienen a R y S entonces existen generadores de

R-méd y S-mdd con anillos de endomorfismos isomorfos. ‘

Demostracién: Sean, pues, M € R-méd y N € S-mdd generadores con

anillos de endomorfismos isomorfos. Entonces, por el Teorema 4.2.2,
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podemos construir un contexto de Morita normalizado por la izquierda.
Por [69, Theorem 7] se tienen entonces las subcategorfas deseadas.
Reci{procamente, [69, Theorem 7] establece asimismo que dadas
tales subcategorias se puede construir un contexto de Morita
normalizado por la izquierda y por el reciproco del Teorema 4.2.2
tenemos los generadores deseados., (Nétese que en la demostracién del
Teorema 7 de [69] los bimédulos con los cuales se construye el
contexto son las imégenes de los anillos bajo las equivalencias). Esto

concluye la demostracién.

Corolario 4.2.5: Sean R y S anillos con uno. Si M € R-méd y
N € S-méd son generadores con anillos de endomorfismos ismorfos

entonces los centros de R y S son isomorfos.
Demostraciéon: Inmediata del Teorema 4.2.2 y [69, Corollary 9].

Por el Corolario 4.2.4 vemos que existen categor{as
equivalentes maximales bajo las restricciones de HomR(P,_) y
HomS(Q,_). y también bajo las restricciones de los funtores

N ®End(RM)HomR(M,_) y M esnd(sN)Homs(N,_). Dichas categorfas maximales

son [69, Theorem 1 y Theorem 7] precisamente las categorfas cociente
del contexto (R,S,P,Q); ademds, la diferencia entre los funtores es la
localizacién; es decir, que para X e€ R-mdd, HomR(P,X) es justo la

localizacién de N ®. o M)HomR(M,X) respecto de la teoria de torsién
n
R

asociada al contexto en S-méd. Es por ello por lo que preferimos
analizar la situacién valiéndonos de los funtores HomR(P,_) y
HomS(Q,_) y renombrarlos con F y G.

Solamente habrfa que verificar que F y G induzcan el
isomorfismo de anillos, pero esto se obtiene de manera directa si
observamos que la composicion de estos homomorfismos canénicos:

HomR(M®End(SN’HomS(N,S).M) e HomEnd(sN)(Homs(N,S).End(RM)) _—

—— Hom (Hom _(N,S),End{( N)) ——— N (llamémosle v), hace
End(_N) s s
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conmutar el siguiente diagrama:

F (M) F(r) > F(M)

> N

N o(r)

para todo r € End(RM). Asf, podemos reunir los resultados anteriores

con nuestros nuevos funtores, en el siguiente teorema.

Teorema 4.2.6: Sean R y S anillos arbitrarios, M € R-méd,
N € S-méd generadores y tr:End(RM) —_ End(SN) un isomorfismo de

HomS(N,S) y Q

anillos. Entonces, los bimédulos P=Mu® =
R S S°R

End(_M)
R

=N&® Hom (M,R) determinan un contexto de Morita (R,S,P,Q)
End(_N) R

normalizado por la izquierda, con funtores asociados F = HomR(P,_) y
G = HomS(Q,_). Estos funtores, en la restriccion a las categorias
cociente determinadas, por los ideales traza del contexto [69] son
equivalencias inversas de categorfas, y dichas subcategorfas son
maximales respecto de la propiedad de ser equivalentes e incluir a los
anillos R y S.

Aun mas, se tienen los isomorfismos F(R) # Q, F(P) =S y
v:F(M) — N, y G(S) = P, G(Q) 2 R y n:G(N) —— M y las igualdades
o(r) = v'F(r)v y o Xs) = n'clsiy para todo r € End(RM) y
s € End( SN).

Reciprocamente, si F:R-méd ——— S-méd y G:S-m6d ———— R-moéd son
funtores tales que (R,S,G(S),F(R)) es un contexto normalizado por la
izquierda entonces M = G(S)eR y N = F(R)®S son generadores con anillos

de endomorfismos isomorfos.

Demostraciéon: La existencia del contexto y de los funtores es

consecuencia directa del Teorema 4.2.2 y 169, Theorem 3]. La
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afirmacién acerca de las subcategorias es [69, Theorem 3 y Theorem 7).
Las correspondencias vienen del Teorema 4.2.2 y el parrafo anterior a

este teorema. El reciproco es el del Teorema 4.2.2.

Hemos visto entonces que un isomorfismo entre anillos de
endomorfismos de generadores induce una equivalencié de subcategorfas.
Las manera como inducimos los funtores refleja la situacion mas
general posible; es decir, un contexto de Morita normalizado. En el
parrafo referente a mddulos proyectivos con elemento unimodular,
mostraremos que incluso cuando se tengan categorias equivalentes R-méd
y S-méd puede haber objetos de la clase mencionada con anillos de
endomorfismos isomorfos de tal manera que los funtores asociados no
sean equivalencias de categorfas. Igual que en la Observacién 4.2.1
vamos a aprovéchar que estamos en una situacién mas general para
exhibir una forma de construir ejemplos de anillos isomorfos R y Sy
generadores RM‘ y SN semilinealmente isomorfos.de tal manera que, sin
embargo, ciertos funtores inducidos no sean " equivalencias de

catégor'f as.

Observaciéh 4.2.7% Una forma de construccién de anillos isomorfos
R y S y generadores M € R-mdéd y N € S-méd para los cuales se tenga un
isomorfismo semﬂineal y sin embargo, exista un isomorfismo de anillos
entre End(RM) y-End(sN) de tal manera que los funtores inducidos del

Teorema 4.2.6 no sean equivalencias inversas de categorias.

Efectivamente, sea A un anillo con uno y M € A-méd un generador
no finitamente generado con elemento unimodular. Sea K = End(AM),
Ko= fEnd(AM) y a € Ko el elemento idempotente (Teorema 3.2.1) tal que
KoK = Ko y aKOa = aKa = A, .

Sea E = (K,K)} (donde (K,K} denota KxK, el anillo producto).
Eo= (KD,K), : E(‘) = (K'Ko)’ e = (a,1) y f = (lL,a). Entonces, por el
Teorema 3.2.1, eEe = (A,K), eE = (M,K), fEf = (K,A) y fE = (K,M). Y

sabemos que End(eEceE) ~ E y End(fﬂﬂi) = E. Entonces el contexto de
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Morita del Teorema 4.2.2 es (eEe,fEf,eEf,fEe) y los ideales traza del
contexto son eEfEe = (A.Ko) c (AK) y fEeEf = (KO,A) < (K,A). Por lo

tanto, los funtores Homese(eEf‘ ... v Hom__ (fEe, ) no pueden ser

fEf
equivalencias inversas de categorfas entre (A,K)-méd y (K,A)-méd.
Tomando R = eEe, M =¢€eE, S=fEf, N=fE y o = 1_ tenemos Ia

construccién deseada.

De todas formas, esto no debe interpretarse como un defecto
en la eleccién de los funtores F y G o como indicio de un caracter "no
canénico” de tal elecciéon. Si observamos el diagrama de la pagina 121
nos daremos cuehta de que los funtores que obtenemos son equivalencias
inversas si y sb6lo si los endomorfismos finitos se corresponden bajo

el isomorfismo de los anillos. Entonces podemos asegurar que:

Observacién 4.2.8: Sean R y S anillos con uno, M € R-mé6d y
N € S-méd gene_fadores y a:End(RM) End(SN) un isomorf ismo‘ de
anillos. Entonces o estd inducido por alguna equivalencia de
categorfas H:R-mdéd —— S-méd tal que H(M) = N si y soblo si
o*(fEnd(RM)) = fEnd(sN), o equivalentemente, los funtores inducidos F y

G del Teorema 4.2.6 sé6h equivalencias inversas de categorias.

En resumen, todo morfismo entre anillos de endomorfismos
estd inducido pbr un funtor y todo funtor induce un morfismo de
anillos entre los anillos de endomorfismos de los objetos que se
corresponden’ bajo dicho funtor.. En el caso de los isomorfismos entre
anillos de endomorfismos de generadores, toda equivalencia de
categorfas los ihduce, pero hay isomorfismos que no estan inducidos
por ninguna k equivalencia de categorias, sino por contextos de Morita
especiales, en el sentido de que son funtores asociados al contexto.

Ademds, esta situacién nos permite, como veremos é.
continuacién, determinar con relativa facilidad, condiciones para
garantizar que dichos isomorfismos provengan siempre de equivalencias

de categorias.
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Clases de anillos que verifican unicidad.

Como mencionamos anteriormente, en (64] se pueden encontrar
condiciones equivalentes a que dados dos anillos R y S y generadores
M € R-méd y N € S-méd con anillos de endomorfismos isomorfos, dicho
isomorfismo de anillos esté inducide por wuna equivalencia de
categorias bajo dos criterios [64, Teorema 2.3 y Teorema 2.7].

Estos dos teoremas en [64) nos dan, en la situacién y con la
notaciéon del Teorema 4.2.6, condiciones equivalentes a que, primero,
una de las categorfas esté sumergida en la otra; es decir, pongamos
por cago, RP generador si y sélo si SQ es proyectivo y finitamente
generado y otras, y también condiciones equivalentes a que RP y sQ
sean ambos progeneradores. Estos dos teoremas pueden obtenerse de
inmediato de nuestro Teorema 4.2.6; sdlo es cuestion de desentrafiar la
notacion.

Asi, en esta seccién vamos a proponer un criterio mas, pues
a nosotros nos interesa conocer condiciones sobre los anillos R y S (y
sus categorfas de mobdulos) para que la equivalencia de categorfas
ocurra siempre que se tenga un isomorfismo End(RM) x End(SN) con RM y
SN generadores.

Para ello, vamos a comenzar definiendo lo que entendemos por
"endomorfismos finitos invariantes”". Como vimos en la seccién
anterior, los funtores inducidos  por el Teorema 4.2.6 son
equivalencias - inversas si y s6lo si los endomorfismos finitos
"coinciden" bajo el isomorfismo. Sea R un anillo y M un R-méddulo por
la izquierda. Decimos que M tiene "endomorfismos finitos invariantes"
si para todo anillo S y todo S-mddulo por la izquierda N, tal que
End(RM) es isomorfo a End(sN), la imagen de los endomorfismos finitos
de M estid contenida en fEnd(SN); es decir, fEnd(RM) permanece
invariante frente a isomorfismos de End(RM) con otro anillo de

endomorfismos. Diremos que un anillo R tiene "endomorfismos finitos
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invariantes en generadores" (o algunos otros médulos que consideremos)
si cada generador de R-mdd posee la mencionada propiedad.

En los siguientes resultados, vamos a tratar de mostrar
(ademas de algunas clases de anillos con la propiedad) en qué sentido
resultan utiles nuestras técnicas cuando uno se pregunta acerca de
alguna clase especifica de anillos. También quedara establecido que
cuando dos anillos R y S tienen "endomorfismos finitos invariantes en
generadores" tod_o isomorfismo entre anillos de endomorfismos de
generadores implica de hecho la equivalencia de las categorfas R-mdd y
S-méd, o, en otras palabras, la existencia de un contexto normalizado

entre R y S implica la equivalencia de categori{as.

Proposicién 4.2,9: Sea R un anillo hereditario y noetheriano por
la izquierda, S un anillo arbitrario y M € R-méd, N e S-méd
generadores con anillos de endomorfismos isomorfos. Entonces, usando

la notaciéon del Teorema 4.2.6, RP es un generador y Eos E(’).

Demostracién: Considérese, pues, la situacién del Teorema 4.2.6 y
llamemos 1 y J a los ideales traza, en R y S respectivamente, del
contexto (R,S5,P,Q). CGomo R es hereditario y noetheriano por la
izquierda entonces RI es ideal finitamente generado y proyectivo.
Entonces I es idempotente y por [69, Corollary 2] la clase de torsién
asociada con I es TIF, y la topologia de Gabriel con la que
corresponde tiene a I como ideal minimo; ademas, R es I-cerrado. Todo
esto significa que I-mod es una categorfa de Grothendieck localmente
finitamente generada con un progenerador, que es 1, y como
End(ll) & End(Rl) ~ R (porque R es I-cerrado) entonces [20, Theorem
1.1 I-méd y R-méd son categorfas equivalentes. Ahora bien, por lo
visto en las paginas 30-31 tenemos un filtro con ideal minimo
3 = {RK SR | I'K =1). Claramente, I € § es el ideal mfnimo porque I
es idempotente, pero como R-méd e I-mdéd son equivalentes, este filtro
deberd ser el filtro trivial, § = { R }. Por lo tanto I = R. Esto

muestra que RP es generador para R-mdd (porque I = R es su traza en R)

127



y como (R,S,P,Q) es un contexto de Morita normalizado por la
izquierda, tenemos [69] que R-mdd y (S,J)-méd son entonces categorfas
equivalentes, bajo las equivalencias HomR(P._):R—méd — (S,J)-méd
HomS(Q,_):(S.J)—méd — R-m6d. Ahora, por el Teorema 3.2.1 tenemos
que J = fEnd(RP)‘. el cual es un ideal idempotente y por lo tanto R-moéd
y J-méd son categorfas equivalentes. Obsérvese que, por el Teorema
4,26 N es J-cerrado y en consecuencia tenemos End(End(sJN) ]
~ End(s(Tr‘S(Trs(JN) = J. Afirmamos ahora que fEnd(SJN) =) fEnd(SN) =
= E(’). Sea X € f‘End(sJN). entonces x se factoriza como X = «-f con
«IJN —> s" y B:S" — IJN. Primero vamos a tratar de completar

conmutativamente el siguiente diagrama:

J-N
Como Im o« SiJ-S", podemos considerar B', la restriccién de B a

J-s™ Asf, af’ = af = x. Ahora vamos a extender conmutativamente el

diagrama
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----------- -8 ----Ree
n
J'S ‘
o A~ B,
0
X

JN > J*N
0] 0}

B':1-S" ——— J-N se extiende de manera tnica a ":S" ——> N porque S
y N son J-cerrados, y « se extiende a a:N —> S. Finalmente, como
B’ oa € fEnd(sN), se tiene que fEnd(SJN) < fEnd(SN) (identificando
End(SJN) = End(SN)) porque B'oa extiende a Boa de manera unica. El
hecho de que fEnd(SJN)‘ es idempotente, viene de [98, Lemma 2.3] junto
con la observacién que se hizo de que Trs(JN) = J. As{, nuestra
afirmacién queda establecida.

S6lo nos falta probar que Eo= fEnd(sJN). Para ellp. obsérvese que
hemos establecido que las categorias Eo—méd, R-méd, J-méd vy
(E‘..fEnd(SJN))—m()d son equivalentes., Permitasenos entonces considerar a
las categorfas onlnéd —_— (E.I‘End(SJN))-méd y aplicar lo visto en la
pagina 71 y [26, Proposition 2.5] con € = Eo—méd. Entonces, Eos;
=¥ fEnd(SJN) y de manera similar, tomando ahora € = fEnd(SJN)-méd, se
tiene la inclusién inversa fEnd(SJN) S'E. Por lo tanto fEnd(SJN) = Eo.

Y en consecuencia, Eos; E(’,. Esto concluye la demostracion.
Asf, los anillos hereditarios noetherianos por la izquierda

verifican la  propiedad ‘“"endomorfismos finitos invariantes en

generadores"”.
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Corolario 4.2.10: Sean R y S anillos con "endomorfismos finitos
invariantes en generadores” y M € R-méd y N € S-mdéd generadores con
anillos de endomorfismos isomorfos. Entonces, R-méd y S-méd son
categorfas equivalentes y por lo tanto, en la notaciéon del Teorema

4.2.2, RP y sQ son progeneradores. Ademas, Eoz E(’).

Demostracion: Inmediata, a partir del Teorema 4.2.2 y la

Proposicién 4.2.9.

Isomorfismos semilineales

p

El que un isomorfismo, &8, entre anillos de endomorfismos de,
dos médulos M € R-méd y N € S-méd esté inducido por un isomorfismo
semilineal (Cf. [12, 63 y 64]), ¢:M ——— N significa que para cada
X € End(RM), se tiene que &(x) = ¢ 'xp.

En [64] también se encuentran condiciones equivalentes a la
de que un isomorfismo entre anillos de endomorfismos de generadores
(con elemento ﬁnimodul'ar y en términos de él) esté inducido por un
isomorfismo semilineal; pero estas condiciones estdn dadas en términos
de propiedades del propio anillo de endomorfismos. Nosotros seguimos
en la misma Ifnea de la secciéon anterior, tratando de determinar
condiciones sobre los anillos de partida para que verifiquen Ila
propiedad de que los isomorfismos de anillos de endomorfismos sean
siempre inducidos por isomorfismos semilinecales. Para cllo,
comenzaremos con algunas definiciones y propiedades basicas acerca del
grupo de Picard.

Sean R, S anillos con uno y RMS un bimédulo. Decimos que RMS
es invertible si M ®S_:S-m6d ——— R-mdéd es wuna equivalencia de
categorfas o lo que es lo mismo si existe SNR tal que M ®SN — R y

N ®RM ——— S son isomorfismos de bimodulos.

En particular, cuando R = S, definimos el Grupo de Picard
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(multiplicativo) como las clases de isomorfismos de bimédulos (es
decir, para RPR, se tiene ([P] = (RQRIRPRERQR)) invertibles, junto con
la operacién [P]-IQ] = [P @RQ]. Nétese que el neutro del grupo es [R).

Observacion 4.2.11: Si F:R-méd —— R-méd y G:R-méd ——— R-médd
son autoequivalencias, con P = F(R) y Q= G (R) entonces RPRERQR si
y sbélo si F y G son naturalmente isomorfos. La demostracién es muy

conocida {11, p.263].

Mas en general, sean M, N € R-méd vy q):RM ————)RN un
isomorfismo. Entonces existe nw:HomR(M,_) —_— HomR(N,_) y un

isomorfismo de anillos o-:End(RM) —_ End(RN) tal que el cuadrado

-1 -1 es conmutativo, para todo x € End( M).
‘AN ' ® * R

c(x)

Asif, ¢ es un R-isomorfismo a la izquierda y un isomorfismo
o-semilineal a la dere.cha. Ain mds, si RKS es un bimoédulo arbitrario
entonces nK:HomR(M,K) R HomR(N,K) es un isomorfismo o-semilineal a
la izquierda y S-isomorfismo a la derecha, dado por nK(xfs) =

= o(x)(p 'of)s, donde f € Hom (M,K), x € End( M) y s € S.

Definiciéon  4.2.12: Dos funtores F:R-mod —— S-médd y
G:R-méd ——— S'-mdéd con S y S’ anillos, se llaman seminaturalmente
isomorfos si existe un isomorfismo de anillos ¢:5 —— S’ y una
familia n € HomZ(F(K),G(K)) tal que todos los n, son isomorfismos
o-semilineales por la izquierda y si f € HomR(K,L) entonces el

cuadrado
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K

F(K) » G(K)
F(f) G(f)
m
F(L) » G(L)

es conmutativo.

Esto nos permite enunciar:

Observacion 4.2.13: Si F, G:R-méd —— R-méd son auto
equivalencias con P = F(Rr) y Q= G Y(R) entonces RP ERQ si y sélo si

F es seminaturalmente isomorfo a G.

Demostracién: Si RP ERQ el argumento anterior a la definicién nos
da el resultado. Recfprocamente, tenemos en principio isomorfismos
naturales F = HomR(P,_) y G = HomR(Q,_), y un isomorfismo seminatural
n_:HomR(P,_) —_— HomR(Q,_).

Sea r € R arbitrario. Entonces r define un R-homomorfismo ¢r, la

multiplicacién por 1A' derecha por r. Asf, tenemos el cuadrado

conmutativo:
L
HomR(P,R) — HomR(Q , R)
HomR(P, °r) HomR(Q, °r)
. n
HomR(P,R) > HomR(Q . R)

es decir, nRoHomR(P,-r) = HomR(Q,'r)onR y en consecuencia, si f €
€ HomR(P,R) tenemos que nR(f°r) = ’nR(f)-r. Por lo tanto m, es un
R-homomorfismo a la derecha.

Finalmente, si repetimos el argumento anterior a la definicién de
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isomorfismo seminatural considerando todo a la derecha (o sea RR)
tenemos un isomorfismo HomR(HomR(P,R).R) —— HomR(HomR(Q,R).R) el
cual es R-isomorfismo a la izquierda e isomorfismo p-semilineal a la
derecha. En vista de que, como bimdédulos RPR’=“= HomR(HomR(P,R),R) y
RQRP-‘: HomR(HomR(Q,R),R) porque P y Q son progeneradores, tenemos que
existe un isomorfismo ¢:P —— Q el cual es R-isomorfismo a la
izquierda (y p-semilineal a la derecha).

En general {17, Theorem 1], si RP es un generador con S = End(RP)

¢

se tiene una sucesién exacta 1 —s InAut(S) — - Pic(R) donde
Im ¢P = {[Q] € Pic(R)|Q ®RP = P en R-méd}. Esto se obtiene haciendo, a
partir de ¢ € Aut(S), Q = P @SSogbsHomR(P,R) donde S(r denota que la
multiplicacién a la derecha es s*s’'= seo(s’). En particular, para R

se tiefie Im ¢R= {[P} € Pic(R)|P ®RR =2:R en R-méd}), y la sucesién
¢

exacta 1| —— InAut(R) —— Aut(R) —r Pic(R). Notese que en
este caso para o € Aut((R), P = R ® R @ R = R..
ROR RGO

As{ como anteriormente vimos que Pic(R) corresponde con las

autoequivalencias junto con isomorfismos naturales, lo visto ahora nos

muestra que Aut(R)/InAut(R) corresponde con el subgrupo de las

autoequivalencias jurto con isomorfismos seminaturales. En [ll,

Definition 1.4] se dice que R tiene la propiedad Aut-Pic si ¢R es

sobre. Es decir, si se verifica (véase [17, Theorem 1]):

Proposicion 4.2.14: Sea R un anillo. Son equivalentes:

{a) R tiene Aut-Pic

(b) si [P], [Q] € Pic(R) entonces P =.Q

(c) Todos los progeneradores RP tales que End(RP) ~ R, son
isomorfos como R-moédulos izquierdos.

(ch) Todas las autoequivalencias de R son seminaturalmente

isomorfas.

Demostracién: Se desprende de lo anterior.
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Es interesante comparar este resultado y el teorema
siguiente con aquellos en [63] que se siguen de la condicién
Pic(R)-trivial; esta condicién expresa que, si RP € R-méd es
proyectivo, el isomorfismo de anillos End[RP) ~ R implica RP & RR [63,
p.80l.

Ahora vamos a trasladar lo anterior a nuestra situacién.
Supongamos que tenemos un anillo R tal que verifica "endomorfismos
finitos invariantes en generadores”. Esto quiere decir que si tenemos
un contexto de Morita (R,S,P,Q) normalizado por la izquierda entonces
P y Q son progeneradores y ademds, End(RP) %S y End(RQ) = R,
Restringiéndonos ahora (y debilitando la condicién} a contextos
normalizados de la forma (R,R,P,Q), definimos la propiedad
"Autocontextos normalizados triviales" {ANT, abreviado) cuando todo
contexto de Morita (R,R,P,Q) normalizado por la izquierda sea trivial
(es decir, que RF’ y RQ son generadores o RP y RQ son proyectivos y
finitamente generados, etc.). Si a esto agregamos la propiedad
Aut~Pic, tendremos que RP .%&R ﬁéQ o cual es muy util para el

siguiente resultado.

Teorema 4.2.15: S¢a R un anillo. Son equivalentes:
(i) R verifica ANT y la propiedad Aut-Pic.
(i) Si &:End(M) —— End(N) es un isomorfismo de anillos
donde M, N € R-méd son generadores entonces 8 estd inducido por un

isomorfismo c¢-semilineal ¢:M ———> N.

Demostracién: (i»ii) Considérese R, M, N, 8 como se pide. Por el
Teorema 4.2.2, tenemos que P = M @ Hom(N,R) y Q = N @ Hom_ (M,R) f orman
el contexto de Morita {R,R,P,Q) normalizado por la izquierda y por el
Corolaric 4.2.10 junto con las hipdtesis tenemos que P R Q.
Tomemos el isomorfismo x{l:RR e RP el cual induce el automorfismo
o:R ——— R el cual, como vimos al principio de esta seccién, implica
que existe un isomorfismo o-seminatural n_:HomR(R,_}~«~——-) HomR(P,,_},

Finalmente, vamos a componer el isomorfismo natural M ————> Hom R(R,M),
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luego n, Y luego el isomorfismo v:HomR(R,M) ——> N del Teorema 4.2.6.
Asf, tenemos un isomorfismo o-semilineal por la izquierda
oM — HomR(R,M) i HomR{P,M) —> N
el cual, como se puede comprobar sin dificultad, verifica que para
toda x € End(RM), 8(x) = <p_1xqp. (Notese que cualquier R-isomorfismo
entre RR y RP nos permite construir un isomorfismo semilineal que
induzca el isomorfismo de anillos, 8).
(ii»i) Primero vamos a demostrar la siguiente

Afirmacién: Si RM y RN son generadores con elemento unimodular
-y S:End(RM)  — End(RN) estd inducido por un isomorfismo
T-semilineal ¢ entonces, si e € End(RM) yfe End(RN) son idempotentes
tales que RMe éhR y RNf gsz tenemos que P = M&Tl(f) = M ®EHomR(N,R) es
isomorfq, como R-médulo por la izquierda, a R.

~ Demostracién: Considérese la situacién descrita. Esto implica
que si y € End(R’N) entonces 6“‘(y)'<p = p+y. En particular, 5"({‘)‘(1) =
= p+f y por lo tanto, la restriccién ¢ :P —— Nf es un isomorfismo
o-semilineal. Finalmente, nétese que o "R —— R es un isomorfismo
o '-semilineal asf que Y = w-cr—l es un R-isomorfismo RP gizR' Esto
prueba la afirmacioén.

Ahora, primér‘o probaremos que R verifica ANT. Sea entonces
(R,R,P,Q) un contexto de Morita normalizado por la izquierda. Haciendo
M=PeRyN=0Q © R como en el reciproco del Teorema 4.2.2, tenemos
que M y N tienen anillos de endomorfismos isomorfos; ain mas,
conocemos el isom‘orfismo {(Teorema 4.2.2), sea &8, que verifica, con la
notaciéon de la afirmacién anterior, Ms'(f) = P. Por lo tanto RP eséR
es progenerador.

Ahora vamos a probar que R tiene la propiedad Aut-Pic. Sea éK un
progenerador tal  que End(RK) ~ R. Sea N cualquier generador con
elemento unimodular y M = N @ K. Entonces HomR(K,M) es, a su vez, un
generador con  elemento unimodular y si hacemos 3 =
= HomR(K,_):End(RM) ——) End(RHomR(K,M)) tenemos que & es  un
isomorfismo de anillos. Si f € End(RHomR{K,M)) tenemos  que

Snl(f) = HomR(K,_)"(f), que es justo la proyeccibn M —— K seguida
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de la inclusién. Por la afirmacién anterior, RK = Ma_l(f ) deberd ser
isomorfo a RR (linealmente}) y por lo tanto R verifica Aut-Pic. Esto

termina la demostracion.

4.3. El problema de la unicidad para médulos localmente libres

Los médulos localmente libres son en cierto sentido,
parecidos a los médulos libres. Sin embargo, y a pesar de tener un
teorema de caracterizacién que se expresa en términos de elementos
idempotentes, estos objetos tampoco verifican en general, la propiedad
"endomogfismos finitos invariantes”, que en [13] se demuestra para
moédulos libres. Por lo pronto, vamos a mostrar una forma de
construccién de ejemplos que, ademds, nos permite observar ciertos
moédulos  localmente  libres  particularmente -« interesantes por Ila
expresion que tienen en términos de matrices y el analisis sobre los
morfismos inducidos por funtores lo haremos en la siguiente seccidn,

donde abordaremos el problema con objetos localmente libres vy

[

proyectivos. ¢

Observacién 4.3.1: Construccién de anillos con uno, R ¥y S ¥y
moédulos localmente libres RM y sN infinitamente generados tales que

End(RM) ~ End(sN). y sin embargo, R y S no son anillos Morita

equivalentes.

Efectivamente, sea R un anillo de divisién, Rxg: RyM= @i c IRi
un espacio vectorial con dimension |I] = a > Ro. Sea E = End(RM) y
e € E la proyeccion candénica de M sobre R|. Tomemos entonces A =
={ A&l | |A] = Ro} y para cada A € A, definimos eAs E como la
proyeccidon canénica de M sobre el sumando ® e ARx'

~Ahora, por [88] tenemos que, para cada elemento idempotente e € E

tal que el rango(lm e) = RO, EeE consiste en todos los endomorfismos o
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de M, tales que rango(lm «) =. Ro. En particular, si A, A’ € A entonces

. , . =5
EeAE =3 EeA_E. Ain més, como ® e ARJQ. ®J c A'RJ tenemos que EeA EeA

para cualesquiera A, A’ € A.

Fijemos ahora u = e,, para algin A’ € A y consideremos a la
familia (eA)A ca el anillo EuE. En vista de que EeAE: EeA,. tenemos
que la familia {eA}A c A verifica la condicién (bl) del Lema 3.3.3.
Vamos a ver la otra condicién: sea x € EuE, entonces rango(lm x) = RO
y en consecuencia existe A’ € A tal que Im x & @J c A,RJ y asi, xe, =
x; por lo tanto, si X seenrX € EuE, tendremos que rango()’_j?ﬂlm x‘) =

= Ro y entonces existe, como antes, A’ € A tal que X=X para | =

€ ’
= 1,...,n. Tomando F = { A’ } tenemos que {eA}A c A ’ :erifica la
condiciéon (b2) del Lema 3.3.3. Por lo tanto, EuE posee una familia de
unidades locales de matriz cuyo anillo asociado es uEu = S, Por otro
lado, EuE es un ideal bilatero e idempotente de E y contiene al zécalo
de E, Eo [88, 23]; como E es Eo—cerrado por el Teorema 3.3.6, podemos
inferir que E es también EuE-cerrado y entonces podemos aplicar el
Teorema 3.3.6 ;ﬁara obtener que N = uE es un S-médulo por la izquierda
localmente libre tal que End(SN) ~ E = End(RM). Ademas, como MEuUE = M
entonces }:Nlm o« = M, pero si uocl,...,uecn es un conjunto finito de
elementos de N, .el cual genera un submodulo K de N entonces E’:zllm oc’-m
#: M, pues M no es numerablemente generado. Como }:Klm o =< ZLlIm oclvﬁ: M
tenemos que K #:' N y en consecuencia N no puede ser finitamente
generado. Para finalizar, sélo nos resta ver que R y S no pueden ser
anillos Morita - equivalentes. Para ello, obsérvese que Eu es un
generador (cuasi-)proyectivo finitamente generado, asi que por [23,
Theorem 2.4] los anillos EuE y End(_ Fu) = uEu =S son Morita
equivalentes [27, Corollary 2.9]. Esto significa que S es equivalente
al anillo EuE el cual no puede ser equivalente a un anillo de divisiéon
(pues EuE tiene un ideal propio distinto de cero, Eo [27, Proposition
3.5] o la Proposicién 2.3.4). Por lo tanto, R y S no son anillos

Morita equivalentes. Hemos construido entonces el diagrama:
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Bomes \

EuE-méd ——— 5 uEu-méd

R-méd : > E -mod

y hemos mostrado la construccién anunciada.

Supongamos ahora que R y S son anillos con uno, RM y SN son
médulos localmente libres tales que End(RM) ~ End( SN). Usaremos la

siguiente notacién: E = End(RM) & End(SN) tiene dos ideales Eo ~

= fEnd(RM) y E(’) & fEnd(sN) descritos en el Teorema 3.3.6. E, ¥y E(’)

tienen familias de unidades locales de matriz'(ea)

i'a € A (ufj}ﬁ € A
respectivamente. Elegimos arbitrariamente e = e? yu= u’j.
El siguiente lema nos sera util.

Lema 4.3.2: Sean' R y S anillos con uno, RM y SN moédulos
localmente libres tales que End(RM) & End(sN). Con la notacién
descrita anteriormente tenemos las siguientes propiedades:

(i) EO y E(’) son E-mobdulos por la izquierda planos y fieles a
los dos lados.

(ii) T = E;-E(’) = EB-EO = Eor\ E(’) = E()@EE(’) = E(’)@EEO también es
plano por la izquierda y fiel a los dos lados.

(iii) T es s-unitario por la derecha.

Demostracion: Como fue establecido en la Observacion 3.3.7, Eo y
E(’) son anillos s-unitarios por la derecha. Por [83, Proposition
X1.3.13] El/EO y E/E(’) son E-moédulos por la izquierda planos [6,
Exercise 19.11 y Lemma 19.18]. Por otro lado, (Eo)E y (E(’))E son

fieles, por el Teorema 3.3.6 (2)(i). Supongamos ahora que x € E,
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x #0,Seame Mtalquem # 0 ym € Im x. Como M es localmente libre,
entonces posee una descomposicién M = FeM’, con m € F, y F libre y
finitamente generado. Sea e € E la proyecciéon candnica de M sobre F;
entonces me = m as{ que xe 20 y e € Eo' Esto nos muestra que EEO
también es fiel.

(ii) Es inmediato por (i).

»{iii) Sea x € T. Entonces x € Eo ¥y en consecucncia existe W
8 (B € A’) con

€ XT y T es s-unitario por la derecha. Esto

(¢ € A) con x = xe . De modo similar, x € E(’) y existe u
X = Xu,; entonces X = Xe u
B o

concluye la demostracién. g

En vista de la Observacién anterior, si RM y SN son madulos
localmente libres con anillos de endomorfismos isomorfos entonces R y
S no necesariamente tienen que ser Morita equivalentes. Sin embargo,
en el siguiente teorema mostramos que el contexto de Morita, que
sabemos que existe en general para generadores, tiene en el caso de
los modulos localmente libres caracteristicas muy particulares que
hacen a R y S anillos fuertemente relacionados. Recordemos Ila
definicion en [69] (pagina 37) de contexto no degenerado: (R,S,P,Q) es
un contexto no dcgenet‘édo si los cuatro moédulos RP, PS, SQ, QR son
fieles y las cuatro parejas determinadas por el contexto son también
fieles (esto dltimo significa, por ejemplo, que <x,Q> = O implica

x = O para todo x € P). Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.3: Sean R y S anillos con uno, RM y SN modulos
localmente libres y supongamos que End(RM) ® End(sN). Entonces existe
un contexto de Morita (R,S,M’,N’) tal que:

(i) RM' es sumando directo de RM y SN‘ es sumando directo dé

N.
S

(ii) E! contexto (R,S,M’,N’) es normalizado por la izquierda.

(iii) El contexto es también no degenerado con ideales traza
-~ s-unitarios por la derecha y en consecuencia planos.

(iv) si’ R-‘U;, y S"lf son las categorfas cociente asociadas al

a9



R
equivalente a I-méd y S‘U a J-méd y como R‘U y Su son equivalentes bajo

contexto (R,S,M',N’) e 1, SJ son los ideales traza entonces R'u es

F = HomR(M’,_) y G = HomS(N’,__) entonces J-HomR(M’,_) e I-Homs(N’,_)
son equivalencias inversas entre I-méd y J-méd. Ademas, como ocurre
para generadores, RM € Ru, sN € S‘U. F(M) =N y G(N) #:M e inducen el

isomorfismo.

Demostracion: Tomemos la notacién del Lema 4.3.2; entonces

e = e?, u= u? y permftasenos identificar R = eEe, S = uEu, M = eE y
N = uE. Entonces M ®EHoms(N,S) = eEu, N @EHomR(M,R) = uEe. Es claro
que M =eEu y N = uEe son sumandos directos de M y N
respectivamente. Obsérvese que, en este caso, los ideales traza del
contexto, (eEe,uEu,eEu,uEe) pueden obtenerse directamente de Ila
multiplicacién <_,_>:eEu ®EuEe — eEe definida como <exu,uyed =
= exuye con X,y € E y [uxe,eyu] = uxeyu con X,y € E. También obsérvese
que los ideales traza son I = eEuEe y J = uEeEu. Esto, en particular,
demuestra (i) y (ii).

Para (iii) vamos a probar primero que I = eEuEe y J = uEeEu son
fieles por ambos lados. Sea x € eEe y supongamos que x-1 = 0. Entonces
0 = xeEuEe = xeEuEe:E* = xe(EuEeE) = xeT. Por el Lema 4.3.2, T es fiel
por ambos lados y en consecuencia xe = 0. Como x € eEe entonces X =
= xe = 0. Para el lado derecho y para ambos lados de J se siguen

argumentos enteramente andlogos.

Notemos ahora que, como RM' genera a RI, N;' a Js' SN’ a SJ y N; a
IR entonces M' y N' son, a su vez, fieles por los dos lados.
Supongamos ahora que m € M’ con <m,N'> = 0; entonces m = exu para
algin x € E y con N’= uEe tenemos entonces que exuke = O. Esto implica
que O = (exuEe)E = exu(EeE) y por el Lema 4.3.2 exu = 0. Los otros
tres casos se resuelven de modo analogo.

Finalmente, para ver que | es s-unitario por la derecha,

consideremos a T = EO-EE’ = EeEuE (Lema 4.3.2). Entonces, como I =

eEuEe y eE = eEeE tenemos que | = eEuEe = (eEeE)(uEe) = eEeEuEe =

e(EeEuE)e = eTe. Ahora, si x € I entonces x € T y por el Lema 4.3.2
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(iii) sabemos que T es s-unitario por la derecha y que esto implica
que X = Xt para alguna t € T. Como también x = xe entonces
x = xe = (xt)e = x(te) = xe(te) = x(ete) € xI. Por lo tanto 1 es
s-unitario por la derecha. Un argumento completamente andlogo nos
muestra también que J es s-unitario por la derecha. Esto prueba (iii).
(iv) Esta afirmacidén final se desprende del Teorema 4.2.6.
Obsérvese que la demostracion de la Proposicion 4.3.6 comienza
estableciendo en general, que todo sumando directo de un médulo
localmente libre es traza accesible y ademids, el argumento para
establecer dicho resultado no depende de las hip6tesis de la
proposicion mencionada. Asf{, en este caso tenemos una equivalencia de
subcategorias del tipo mencionado en la pdgina 38 [69, Theorem 7] de

este trabajo, v podemos aplicar todo lo visto en el Capitulo 2.

Corolario 4.3.4: Sea RM un moédulo localmente libre y E = End(RM).
Entonces: -
(i) Si C=1{1-a | a € E} entonces el anillo de fracciones por
la derecha EIC™'] existe y EICT'] » E/E .
(ii) Las siguientes topologias lineales por la derecha sobre E
son equivalentes: ¢
(a) La topologia finita en E = End(RM).
(b} La topologia de Gabriel por la derecha perfecta
?:(ISEEQ InC=#o)
(c) La topologia I" del Teorema 3.5.1 con E=T.

Demostracién: (i) Se sigue de [83, Exercise X1.6.18] junto con el
hecho de que Eo es s-unitario por la derecha, comoc se vio en la
Observacién 3.3.7. ‘

(ii) Primero vamos a mostrar la equivalencia entre (a) y (c); es
decir que la topologfa finita y I" son iguales. Sea Um, meM un

elemento del filtro que forma la sub-base de vecindades del cero para
la topologia finita. Entonces Um es un ideal por la derecha tal que

mUm= 0. Como m € M entonces, en términos del Teorema 3.3.6 (1=22)
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existe 8 € A y ug tal que m = mug y por lo tanto nE(ua) G Um.
Reciprocamente, sea xl,....xn € Eo, y .consideremos a nE(xl,....xn).
Como XpeenX € Eo entonces lem X, es un submédulo de M finitamente
generado, y como M es localmente libre entonces existe un sumando
directo libre K de M tal que zllm xlS: K. Sea (kl,...,kn) una base

para K. Es claro entonces que nlUle aE(xl,...,xn). Esto prueba la
equivalencia entre (a) y (b).

Finalmente, si XX € EO y U= nE(xl,...,xn) es una vecindad
del cero en la topologfa I', existe a € Eo tal que X = Xa porque Eo es
s-unitario por la derecha. Entonces 1-a € U y (l-a)E SiU con
(1-a)E € F. Reciprocamente, si 1 € F y 1-a € I, para alguna a € Eo,
entonces nE(a) = (1—a)n£(a) S 1. Esto prueba la equivalencia entre (b)

]

y {(c).

Corolario 4.3.5: Sean R y S anillos con uno. RM y SN moédulos
localmente libres tales que End(RM) ~ End(sr\f). Sean RI y SJ los
ideales traza del contexto de Morita (R,S,M’,N’) del Teorema 4.3.3. Si
I estd contenido propiamente en R y C1= {I-x | x €e 1 } entonces R
tiene anillo de fraccignes por la derecha R[C-ll ~ R/I. La misma

propiedad se tiene, naturalmente, con J y S en lugar de 1 y R.
Demostracién: Es [83, Exercise X1.6.18] y Teorema 4.3.3.

En el Teorema 4.3.3 dimos una condicién necesaria para que
dos mobdulos RM y SN localmente libres tuviesen anillos de
endomorfismos isomorfos. Ahora estableceremos una condicion suficiente

para que esto ocurra.

Proposicién 4.3.6: Sean R y S anillos con uno, RM y SN médulos.
localmente libres. Entonces End(RM) x End(SN) si y solo si existe un
sumando directo M' de M con T = TrR(M') tal que End(RM’) = S,
SHomR(M’,M) =2 sN y el homomorfismo natural M —— HomR(T,M) es un

isomorfismo.
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Demostracion: Comenzaremos mostrando que cualquier sumando
directo M' de un médulo localmente libre RM es traza-accesible. Para
esto, sea m € M'. Como M es localmente libre entonces existe un
sumando directo libre F de M con m € F. Ahora, llamemos "M —— M’ y
p:M —— F a las proyecciones canénicas e t¢:M'——— M y i:F —— M
las correspondientes inclusiones; de este modo m = mtpun. Como F es un
médulo libre finitamente generado sabemos que existe un isomorfismo
©F — 5 R' para alguna t € N y denotamos con pr:Rt————> R y con
q.r:R —> R las proyecciones e inclusiones canénicas para 1 s.r =t
Por lo tanto 'l:-z:rprqr-fl es la identidad en F. Entonces tenemos que
m = mt,pr'()'_:rprqr)t—lun = Er(ml.prprqrr_lun) = Er(mcprpr)(qrt_lp.n). Sea
= Lprr:M'—-—) Ry B= qrt_lpn:R ——— M’. Si hacemos Br(l) =y,
entonces tenemos que para todo a € R, aBr= ay_y en consecuencia,
m = Zr(mocr)Br= Zrmocryr. Como mo € T = Tr‘R(M’), vemos que m € TM’ y
esto prueba que M’ es traza-accesible.

Supongamos ahora que M’ es un sumando. directo de M tal que
verifica las condiciones de la proposicién. Consideremos entonces el
contexto derivado de M’, (R,S,M’,N’) donde N’'=: HomR(M’,R). Como T =
= TrR(M’) es el ideal traza en R del contexto y HomR(T,M) = M entonces
[69, Proposition 1] RM"pertenece a la subcategorfa’k'u. Asimismo, sN
pertenece a S‘U.porque N = HomR(M’,M) € Su [69, Theorem 3] y por lo
tanto RM y SN se corresponden en la equivalencia de categorias entre
R'll y S'U lo cual implica que sus anillos de endomorfismos, como
R-S-moéddulos, respectivamente, son isomorfos.

El reciproco se desprende del Teorema 4.4.3 puesto que un
contexto normalizado siempre es, salvo isomorfismos, un contexto

derivado.

Observacién 4.3.7: Queremos destacar que la condicion M =:
= HomR(T,M) en. la proposicién anterior, no es superflua. Por ejemplo,
sea K un cuerpo y A cualquier anillo conmutativo con uno; témese
R = KxA = (K,A). Entonces RM = Rm. con 1 numerable, es un mébdulo

(localmente) libre y M’2 K es un sumando directo de M con traza
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T = K SiR. Si llamamos S = End{M') ¥ K y N = Hom (M',M) = RK“’
entonces sN es un médulo (localmente) libre y las condiciones de la
Proposiciéon 4.3.6 -excepto el isomorfismo M =: HomR(T.M)-— se verifican.
Sin embargo, End(RM) = RFM(R) y End(sN) ~ RFM(K), los cuales no pueden

ser anillos isomorfos.

Clases de anillos que verifican unicidad.

En este caso, la  condicibén "endomorfismos finitos
invariantes en moédulos localmente libres" ocurre para clases muy
extensas de anillos. Vamos a exhibir algunas de éstas. Por la
Observacién 4.3.1, debemos excluir, en general, a los anillos
regulares von Neumann y a los anillos autoinyectivos. Sin embargo, la
situacién es mejor para otras clases interesantes de anillos tales
como los noetherianos o los perfectos. Para mostrar esto, consideremos
en la siguiente broposicién anillos, R, que verifican la "Propiedad P"

la cual es més débil que el "Pic(R) trivial” de [63, p.80].

Proposicién‘ 4.3.8] Sea R un anillo con uno, el cual verifica la
siguiente propiedad:

(P): Si I es un ideal bildtero de R plano como ideal por la
fzqulerda tal que el morfismo natural R — End(RU es un
isomorfismo, entonces 1 es un R-médulo por la izquierda finitamente
generado y proyectivo.

Supongamos que RM es un modulo localmente libre, E = End(RM) y
Eo = fEnd(RM). Entonces Eo es un ideal de E minimal respecto de las
siguientes condicjones:

(i) Eo es idempotente y E es Eo-cerrado.

(ii) Eo es un E-médulo por la izquierda plano.

Demostracion: Sean, pues, R, RM, E vy EO los objetos de las

hipétesis de la proposicion. Como se vio en el Teorema de la
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caracterizacién para moédulos localmente libres, existe un elemento
idempotente e € Eo tal que R ~ eEe y R-méd y Eo-m()d son categorfas
equivalentes, via el funtor HomE(Ee,_):Eo—mc')d ——— R-méd. Ahora, sea
T < EO un ideal idempotente de E que verifica que E es T-cerrado y ET
es plano. En vista de esto ultimo, Te también es plano como Eo—médulo
por la izquierda y en consecuencia, por la equivalencia entre
categorfas que mencionamos antes, llomE(Ee,Te) % eTe es un ideal plano
por la izquierda en R = eEe. Por otro lado, tenemos los isomorfismos
End(ETe) =1 HomE(Te.Ee)

un objeto T-cerrado. Asf, eTe es un ideal por la izquierda de E,

IR

:End(EEe) 2: R, de un modo natural ya que Ee es

plano; y aplicando la Propiedad P, podemos concluir que es finitamente
generado y proyectivo en Eo—méd. Nuevamente por la equivalencia entre
R-méd y. Eo—méd en la cual eTe corresponde con Te, podemos concluir que
Te es finitamente generado y proyectivo en Eo—méd.

Como Ee genera a Te, las propiedades que se vieron para Te
implican que Te es isomorfo a un sumando directo de (Ee)" y por lo
tanto Te es T-cerrado. Pero Ee es justo la T-clausura de Te y en
consecuencia deberd ocurrir que Te = Ee. Tenemos entonces que
TrE (Ee) = Eo= TrE (Te) = T.

0 ) .

Proposicion 4.3.9: Sean R y S anillos con uno, de tal manera que
ambos verifican la Propiedad P y supongamos que existen mddulos
localmente libres RM y SN tales que End(RM) & End(SN). Entonces R y S
son anillos Morita equivalentes de manera que" la equivalencia
F:R-m6d ——> S-méd verifica F(M) = N e induce el isomorfismo de

anillos.

Demostracion: Usaremos la notacién del Lema 4.3.2 y del Teorema
433 con T = E(‘)'-E(’). Por el Lema 4.3.2, T es s-unitario por la derecha
y en consecuencia idempotente. Como TE es fiel, entonces E es T-libre
de torsién. Ademdas, Hom (T,E) = Hom (E @ E’,E)} =: Hom (E’,Hom (E ,E)) =:

E E OEO E O E O
=f HomE(E(’),E) = E, porque E es Eo y E(’)—cerrado. Por lo tanto E es

T-cerrado. Como ET es también plano, podemos deducir, a partir de la
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Proposicién 4.3.8 que T = Eo y T= E(’). Con la notacién del Teorema
4.3.3, tenemos la igualdad Eou = E(’)u y en consecuencia Eou es un
generador en E°~m6d y por lo tanto RM’= ReEou también es un generador
en R-mé6d. Con un razonamiento anidlogo podemos inferir que sN'= SUE(’}B
también es un generador en S-mdéd y en consecuencia el contexto de
Morita (R,S,M’,N’) nos da una equivalencia entre R-méd y S-méd en la

cual RM corresponde con sN' El resto se tiene por el Tcorema 4.3.3.

Corolario 4.3.10: Sean R y S anillos con uno tales que pertenecen
a alguna de las siguientes clases: noetherianos, perfectos o de Kasch,
todos por la izquierda. Si RM y SN son moédulos localmente libres tales
que End(RM) & End(SN) entonces existe una equivalencia de Morita F
entre Ryméd y S-moéd tal que F(M) 2N y F induce el isomorfismo de

anillos.

Demostracion: Se sigue del hecho de que estas tres clases de
anillos verifican la Propiedad P. Para anillos noetherianos se sigue
de inmediato de {83, Corollary 1.3.6 y LI11.5); en el caso de los
anillos de Kasch, ‘como End(RI) = R tenemos que lR es fiel y por (83,
Lemma XI.5.1] tenemos ‘que I = R, pues | # 0. Finalmente, la Propiedad
P para anillos perfectos por la izquierda es consecuencia de que todo
médulo por la izquierda plano sobre un anillo perfecto por Ila

izquierda es proyectivo y {85, Proposition 5.2].

4.4 El problema de la unicidad para médulos proyectivos con elemento

unimodular.

Como en las secciones anteriores, nuestra primera pregunta
en ésta es si la clase M de los modulos proyectivos con elemento
unimodular tiene "endomorfismos finitos invariantes”. La respuesta,

tal como se ha comentado con anterioridad sera negativa. En
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consecuencia, nos preguntamos si los médulos localmente libres y
proyectivos (que no estdn contemplados en la construccién del
pardgrafo anterior) verificaran la propiedad, pero tampoco es asf.
Vamos entonces primero a mostrar una forma de construccién de ejemplos
para médulos proyectivos con elemento unimodular y después haremos
otra para localmente libres y proyectivos (que, en particular, también
son proyectivos con elemento unimodular). La razén de dar las
construcciones es que creemos que la primera construccién, para la
clase mas amplia, tiene interés por s{ misma, aunque no sea aplicable

directamente al segundo caso.

Observacién 4.4.1: Una forma de construccién de ejemplos de
anillos R y S y mobdulos proyectivos infinitamente generados con
elemento unimodular P € R-méd y Q € S-mdd tales que tengan anillos de
endomorfismos isomorfos y sin embargo, las categorfas R-méd y S-méd no

sean equivalentes.

Efectivamente, sea R un anillo tal que existan dos R-moédulos por
la izquierda proyectivos no finitamente generados P’ y Q’ que
verifiquen HomR(P’,Q')":'- 0 (esto es posible en anillos bastante
generales, por ejemplo, anillos con zdécalo proyectivo con al menos dos
sumandos) y sea P = P'eQ'®R. Es claro que P es un R-médulo por la
izquierda  proyectivo con elemento unimodular. Scan L = P'oR,

S = End(RL) (obsérvese que también P’ y Q' pueden ser elegidos de

manera que R y S no sean Morita equivalentes) y sea Q = HomR(L,P)
& SG)HOIT\R(L,Q).

Afirmamos que HomR(L,Q’) es un S-moédulo no finitamente generado y

w

proyectivo en S-méd. Para ello, notemos primero que L ®SHomR(L,Q')
#: Q" y en consecuencia, si existiese una sucesién exacta de la forma

n ..
S — HomR(L,Q') —— 0O entonces se tendrfa una sucesién exacta
n

L > Q' » 0 (escindida). Como HomR(L,Q’) =2 HomR(P’e)R,Q') =2
=8 HomR(R,Q’) entonces la existencia de L" > Q’ > 0 que se
mencioné antes, implica que existe la sucesién R" —~y Q' > O
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exacta, lo cual es imposible porque se eligid6 a Q' infinitamente
generado. Por lo tanto, HomR(L,Q’) no puede ser finitamente generado.
Ahora vamos a probar que HomR(L,Q’) es proyectivo. Para ello, por la
equivalencia entre R-mdd y fEnd(RL)-méd, basta ver que HomR(L,Q’) es
un objeto de fEnd(RL)—méd. Sea f:L —— Q' un R-homomorfismo.

1 2
Si 0 —— R | L " P' —— 0 es la descomposicion

A AY L
nl 2

para L en sus sumandos directos R y P’, tenemos que f = nlt,lf + nzbzf,

pero nzl.zf‘ = 0 porque hemos asumido que HomR(P’.Q’) = 0, entonces
f = nltlf € f‘End(RL)-HomR(L,Q’) y como HomR(L,Q’) es fEnd(RL)—cerrado,
tenemos que HomR(L,Q’) ef End(RL)-méd y es proyectivo. Esto, junto con
(31, Pro'position 16.2) implica que llomR(L,Q') es un S-moédulo por la
izquierda proyectivo y no finitamente generado. Por lo tanto Q =
= S@HomR(L.Q’) es un S-médulo por la izquierda proyectivo con elemento

unimodular y no finitamente generado. Finalmente, obsérvese que
End(SQ)‘= HomS(Q,Q) = Homs(HomR(L,P),HomR(L,P)) =3
=2 HomR(L ®SHomR(L,P),P) = HomR(P,P) = End(RP),

como querfamos mostrar.

Nos preguntamos ahora si la unién de las propiedades de ser
localmente libre y ser proyectivo, junto con la restriccibn a objetos
numerablemente generados podrd implicar la de "endomorfismos finitos
invariantes". Un objeto localmente libre, proyectivo y numerablemente
generado [13, 30, 55] estd muy cerca de ser libre. Sin embargo, en
este caso tampoco se verifica la equivalencia de categorias, como
veremos en el siguiente ejemplo; pero antes, los siguientes lemas nos

seran utiles:

Lema 4.4.2: Sea K un anillo de divisién, V un K-espacio vectorial
de dimensién Rn con n € N-{0}, A = End(KV). M=A" con N un conjunto
infinito numerable y B = End(AM). Entonces, A y B no pueden ser

anillos Morita equivalentes.
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Demostraciéon: Si A y B fuesen anillos Morita equivalentes
entonces entre otras consecuencias sus reticulos de ideales bilateros
deberfan ser isomorfos. Vamos a ver que esto no es posible,

Como A = End(KV) entonces, por [88], el retfculo de ideales de A
es { O, Ao""' An, A } donde Af { o e A | rangola) < RJ }. Es claro
que O ¢ Aoc...c Anc A y que todas las inclusiones son propias. Atn
mdas, afirmamos que Al, AJ con i #:j no pueden ser anillos Morita
equivalentes. Esto es inmediato por un argumento de los retfculos de
ideales bildteros (Proposicién 2.3.4) y por e! hecho de que estan
linealmente ordenados. As{, hay n+2 ideales para A.

Supongamos ahora que A y B son anillos Morita equivalentes.
Entonces existe un progenerador P € A-méd tal que End(AP) % B y para
cada i = 0,...,,n, P es Al-cerrado porque A lo es (esto se puede

deducir de la  Observacion 4.3.1). Esto implica que existen los

isomorfismos End(AA‘P) = End(A AIP) =~ End(AP) =B, Entonces estamos en
1
una situacién tal que se verifican todas las hipotesis de [26,

Proposition 2.5] y sabemos que el ideal por la izquierda, sea B, de
los endomorfismos aAP —_— AP tales que se factorizan a través de
A(k). con k € N, es bnlétero e ldcmpotentc, que B es B~ccrrado y que
Al—méd y Bl—méd son categorias equivalentes. En consecuencia Blat. BJ si
y so6lo si i # j, Hasta ahora, hemos contado entonces n+2 ideales para
B. Finaimente, como End(AM) ~ B tenemos un ideal, fEnd(AM) =
Afirmamos que T no ha sido contado.

Como M no es finitamente generado ni cero entonces T # B y T no
es cero, vy como A~-méd y T-méd son, por el Teorema 3.2.1, categorias
equivalentes entonces T #: B, para j = 0,...,n. Asi, hemos contado n+3
ideales para B. Por lo tanto, teniendo A exactamente n+2 ideales y
habiendo contado n+3 ideales para B, es claro que los retfculos de
ideales de A y B no pueden ser isomorfos, lo cual contradice el que

pudiesen ser equivalentes.

Lema 4.4.3: Sea R un anillo tal que no tiene elementos
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idempotentes centrales no triviales; X un conjunto infinito, y
L = rR™. Entonces, E = End(RL) no tiene elementos idempotentes

centrales no triviales.

Demostracién: Para cada | € X sea e la proyeccién canénica de L
sobre su i-ésima componente, seguida de la inclusién a L. Sea, como
siempre, E°= fEnd(RL) = ZlEel= mlEel, y sea f e E cualquier
idempotente central no cero. Si e‘f = 0 para todo i € X entonces,
Eof = 0y, como E es Eo-cerrado. f = 0. Asf{ que existe i € X tal que
elf #: 0. Noétese que elf es un idempotente central en elEel. Pero como
e‘Eel ~ R, deberd ocurrir que e|f = e (el 1 de elEel). Esto implica
que E0= EelE S EfE = Ef = fE, lo cual implica de inmediato que para
todo j & X, ejf =€ y en consecuencia ej(l-f) = 0 para todo j € X.

Por lo tanto Eo(l—f) = 0 y asf{ I-f = 0. En consecuencia f = 1.

Ejemplo 4.4.4: Existen anillos con uno R.y S tales que no son
Morita equivalentes y médulos P € R-méd y Q € S-méd, proyectivos,
localmente libres y numerablemente generados tales que sus anillos de
endomorfismos son isomorfos.

Efectivamente, sea K un anillo de divisién, V, W K-espacios
vectoriales por la izquierda con dimensiones &0 y Rl respectivamente,
A = End(V), B = End( W), T = End(,A™), U = End(B"™), con N un
conjunto numerable, R = (T,B) y S = (A,U).

Afirmamos que R y S no son anillos Morita equivalentes.

Supongamos que si. Entonces, por [I3] tenemos que End(RR(N)) =
~ End(SS(N)). Nétese que:

End( R") = (End( T™),End( B™)) = (End( T™),U) y

™, _ N) Ny _ )
End(SS ) = (End(AA ),End(UU )) = (T.End(UU )

¥y que por el Lema 4.4.3 (1,0) y (0,1) son los tunicos idempotentes

) )
).

centrales no triviales en End(RR )y End(SS Esto obliga a que

existan parejas de anillos isomorfos, End(TT(N)) y T, y Uy End(UU(N))
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o éstas otras, Uy T, y End(TT(N)

)y End(UU(N)). Pero, como A y B no
pueden ser anillos Morita equivalentes entonces U y T no pueden ser
anillos isomorfos y como A y T no pueden ser anillos Morita
equivalentes entonces T y End(TT(N)) no pueden ser anillos isomorfos.

Asf, no se pueden dar las parejas de anillos isomorfos, lo cual

contradice que End(RR(N))

y End(SS(N)) sean anillos isomorfos. En
consecuencia [I13] R y S no pueden ser anillos Morita equivalentes.

Ahora sean P = (T,B(N)) y Q= (A(N),U). Afirmamos que P y Q son
moédulos proyectivos, localmente libres y numerablemente generados. El
hecho de que sean proyectivos y numerablemente generados se verifica
de manera inmediata. Para ver que, por ejemplo, P es localmente libre,
consideremos un elemento, x € P. Entonces tenemos que x(1,0) e T y
x(0,1) €, B(N); asf, x(0,1) pertenece a un sumando directo libre

finitamente generado K de B(N).

Por (81, p.64] tenemos que BB =2 BB2 y
por lo tanto BB‘EE,BJ para todo i,j € N-{O}. Esto implica que nK g:BB y
en consecuencia (T,K) es isomorfo a (T,B) como (T,B)-mdédulos. Esto
prueba que (T,B(N)_) es localmente libre y con un argumento andlogo se

(N)

tiene que (A ,U) también es localmente libre. Finalmente, es obvio

Ny, 5 )
que End((T.B)(T,B N = (T,U) = End((A'U)(A LU

.

Con esto hemos establecido que el resultado de {13] no puede
extenderse a clases de moédulos con propiedades tan cercanas a la de
los libres como es la de los proyectivos, localmente libres y
numerablemente generados.

Todavia falta establecer si existen, como en el caso de los
generadores, funtores que induzcan isomorfismos entre anillos de
endomorfismos de médulos localmente libres y proyectivos y que no sean
equivalencias, a pesar de que las categorfas sean equivalentes. Vamos
a probar, como para generadores, que existen anilllos isomorfos y
modulos localmente libres y proyectivos con un isomorfismo semilineal

pero los funtores obtenidos F y G no son equivalencias inversas de

categor{as.
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Ejemplo 4.4.5: Existen anillos con uno isomorfos R y S y médulos
localmente libres y proyectivos P € R-méd, Q € S-méd tales que son

semilinealmente isomorfos, y un isomorfismo 0:End(RP) — E‘.nd(sQ) de

. tal manera que ¢ no estd inducido por ninguna equivalencia de

categorfas entre R—-méd y S-méd.

Efectivamente, considérese de nuevo K un anillo de divisién y V
un K-espacio vectorial de dimensién Ro. Sea A = End(KV) y E=
= End( AA(N)) con N un conjunto infinito numerable. Sean R = (A,E),
s= (A, P=A"E, 0= EA™. Entonces, End(P)~ (EE) ~
% End(SQ), fEnd(RP) % (EaE,E) ¥y fEnd(SQ) = (E,EaE) donde o« € E es un

idempotente tal que aEx ® A y «E = AW

{semilinealmente). Hacemos
e = (1) y f = (&) y nuevamente, como (E,E)e(E,E) = (E,E)(E,E)
entonces, por lo que se vio en la Observacién 4.2.8, F y G no pueden
ser equivalencias inversas y por la misma observacién, no hay ninguna

otra.

En los siguientes resultados, ademds de analizar el contexto
de Morita que se obtiene a partir de un isomorfismo entre anillos de
endomorfismos de médulos proyectivos con elemento unimodular para ver
qué relacién existe entre los anillos base y poder encontrar algunas
consecuencias y condiciones, vamos a cambiar la notacién a la

siguiente:

Consideremos dos anillos arbitrarios R y S, P € R-méd y Q €
€ S-méd proyectivos con elemento unimodular y supongamos que existe un
isomorfismo de anillos o:End(RP) —_ End(sQ). Sea m € End(RP) tal
que RP-n =2 RR, e=oc(n) y fe End(SQ) tal que SQf =3 sS. Entonces,
existe un isomorfismo de anillos w:R — nEnd(RP)n y un isomorfismo
de grupos abelianos ¢:P —— nEnd(RP} tal que es un isomorfismo

a-semilineal; y un isomorfismo 7:End(RP) ——3 End( nEnd(RP))

ENd( PITC
tal que si x € End(RP) entonces 7(x) corresponde justo con la

multiplicacién por x.
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Asimismo, hay isomorfismos semilineales tomando la
restrlcciones adecuadas: para o Estas son o'l :nEnd( P)n —-) eEe )
0-2 nEnd( P) — eE ‘que es un isomorf ismo o~l—sem!lineal tal que
olx) = ¢ xw para todo x € End( P) Vamos a tener entonces un ‘contexto
de Morita ‘(eEe,fEf,eEf,fEe), como veremos en el Teorema 4.4.7, con '
ideales traza .eEfEe y fEeEf q'ue veremos ‘que' son s-unitarios. por la
derecha. En esfa situacién, HomcEe(eEf,_):eEe—méd —_ fEf-rﬁéd y
Homef(fEe,__):fEf—méd —— eEe-méd son equivalencias inversas entre
las categorias eEfEe-méd y fEeEf-méd e inducen la identidad en End(SQ)
mientras que las equivalencias HomR(P',_) y HomS(Q',_), con
pP'= P ®, Hom (Q S) = P-o (f) = eEf y Q=240 @EHomR(P,R) = Qe = fEe
sumandos dlrectos de P y Q, inducirdn o en el sentido del Teorema
4.2.2. La razén de este cambio en la notacién es que a lo largo de
nuestra investigacién, fue justo esta forma la que nos proveyé de
ejemplos y resultados. En particular, el siguiente diagrama de la

situacion resulto, para nosotros, muy ilustrativo: ¢

E-maéd

N

eEe-mdd

—_—
EfE-méd

. fEf-moéd

N

eEfEe~méd _ = > T-méd ~ ~. > fEeEf -méd

(T = EeEfE = EfEeE)

Lema 4.4.6: En la situacion descrita anteriormente, tenemos las
siguientes propiedades:

(i) EeE y EfE son moédulos por la izquierda proyectivos, fieles
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en ambos lados y s-unitarios por la derecha.

(i) T = EeE*EfE = EfE‘EeE = EeE n EfE = EeE ®EEfE = EfE ®EEeE
también es un E-médulo por la izquierda proyectivo y fiel en ambos
lados.

(1ii) EE es T-cerrado y en consecuencia T es s-unitario por la
derecha.

Demostracion: (i) Es parte del Teorema de la caracterizacién para
modulos proyectivos con elemento unimodular.

(ii) Es inmediata.

(iii) Los isomorfismos de grupos HomE(T,E)'% HomE(EeE ®EEfE,E) =f
=2 HomE(EfE.HomE(EeE.E)) . HomE(EfE,E) =. E implican que E es T-cerrado,
y la siguiente afirmacién proviene de un argumento andlogo al de la

Proposicién 3.4.2.

Teorema 4.4.7: En la misma situacion »anterior se tiene un

contexto de Morita (eEe,fEf,eEf,fEe) tal que:

(i) eEf es sumando directo de eE, fEe de fE y los morfismos del
contexto son la multiplicacion.

(ii) El contexto (eEe,fEf,eEf,fEe) es normalizadoc por la
izquierda. '

(iii) El contexto es también no degenerado con ideales traza
(s-unitarios por la derecha y) proyectivos. |

(iv) Si EC‘U y U son las categorfas cociente asociadas al
€

fEf
contexto (eEe,fEf,eEf,fEe) entonces eEfEe-mdéd es equivalente a ch'U y

fEeEf-mdod es equivalente a U y como u; y U son equivalentes
fEf eEe Ef

f
bajo las restricciones de F = HomeEe(Eef,_) y G = Homer(fEe,__)
entonces (fEeEf-_)oF y (eEfEe-_)oG son equivalencias inversas entre
eEfEe-méd y fEeEf-méd. Ademas, como ocurre para generadores, eE eeEe'U

y fE e”:f‘u, fEfF(eE‘,) E:fEffE y eEeG(f‘E) E;EeeE.

Demostraciéon: (i) Es inmediato y notese que los ideales traza del

contexto son eEfte y fEeEf.
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(ii) Es caso particular de lo visto para generadores.

(iii) Probar que eEfEe y fEeEf son fieles en ambos lados se puede
hacer con un argumento igual al empleado para mddulos localmente
libres en el Teorema 4.3.3 y lo mismo para ver que es no degenerado.
Falta probar que los ideales traza son (s-unitarios y) proyectivos.
Esto se desprende de [98, Lemma 5.2] pues eEfEe es autogenerador.
Obsérvese que eEf ®”:rfEe 2: eEfEe (como grupos abelianos) por dicho
resultado. Esto, junto con el hecho de que Hom y ® forman un par
adjunto, prueba (iii).

(iv) Es andlogo al Teorema 4.3.3 (iv). Noétese que, como sc dijo
en la pagina 153, F y G inducen la identidad. El resto se deduce

facilmente y as{ terminamos la demostracion.

El hecho de que las trazas sean proyectivas es muy
importante para determinar condiciones suficientes o equivalentes a
que ocurra la equivalencia de categorias, pues, como veremos mas
adelante, existen en la literatura referencias al respecto.

Vamos a ver algunas propiedades mas de estos contextos.

Lema 4.4.8: Sea (R,S,P,Q) un contexto de Morita normalizado por
la izquierda, con ideales traza RI y SJ. Entonces,
(i) RP es proyectivo si y sélo si SJ es proyectivo.

(ii) sQ es proyectivo si y s6lo si Rl es proyectivo.

Demostracion: Es inmediato a partir de la equivalencia que se
obtiene del contexto entre I-mdéd y J-mdd. Obsérvese que, aunque en
principio el contexto puede no ser no degenerado, el isomorfismo
HomR(l,R) . R significa que I'x = O implica x = O y por lo tanto I €
€ I-méd, aunque podria ocurrir que 1 ¢ mdéd-I. Andlogamente, J € J-mdd,

y como RP € I-moéd y SQ € J-méd tenemos el resuitado.

Proposicion 4.4.9: Si (R,S,P’,Q') es un contexto de Morita con

ideales traza RI y SJ, normalizado por la izquierda, entonces
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cualquiera de las siguientes condiciones:
(i) RP’ y SQ' son proyectivos
(ii) RP’ e RI son proyectivos
(iii) sQ' y (I son proyectivos
(iv) Rl y s" son proyectivos
implica que existen médulos proyectivos con elemento unimodular

P € R-mdéd y Q € S-méd tales que End(RP) ® End(SQ).

Demostracion: Obsérvese que por el Lema 4.4.8 cualquiera de las
condiciones implica que todos los moédulos RP', SQ’, RI y SJ son
proyectivos.

Finalmente, hacemos P = PR y Q = Q'S y ya probamos en el
reciproco del Teorema 4.2.2 que sus anillos de endomorfismos son

isomorfos.

Corolario 4.4.10: Si (R,S,P',Q') es une contexto de Morita
normalizado por la izquierda tal que verifica alguna de las
condiciones (i), (ii), (iii) o (iv) de la proposicién anterior

entonces el contexto es no degenerado.

Demostracion: Esto se puede probar de forma directa, pero vamos a
aprovechar la ocasién para ver algo mas.

Sea P = P'eR y Q = Q'®S. Recordemos el isomorfismo de anillos que

R P o s qQ
obtenemos > Ul tal que L [ e— L) B
Q S P’ R q s pr
Usemos, como en nuestros resultados anteriores, la identificacion

s Q

End( P) = End(Q) = E = [P, ¢

]. Entonces, E posee dos elementos

01

eEe={oo)xR, eE=[° °] . P, eEr=[° °J y fEf=[S°], fE =
0 R P' R P* O 00

idempotentes, a saber: e = [0 0] y f =[
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Asf, los contextos (R,S,P’,Q’) y (eEe,fEf,eEf,fEe) se corresponden
bajo isomorfismos semilineales (es decir, son isomorfos) y como el

ultimo es no degenerado entonces el primero también lo es.

Corolario 4.4.11: Sea R un anillo con uno, RP un modulo
proyectivo con elemento unimodular y E = End(RP). Entonces
(i) Si C={1-a | a € E} entonces el anillo de fracciones por
la derecha EIC™' existe y E[C'] =~ E/E .
(ii}) Las siguientes topologfas lincales por la derecha de E son
equivalentes:
(a) La topologfa finita en E = End(RP).
(b) La topologia de Gabriel por la derecha perfecta
9‘=(1S1€E|lnC¢:z)
(c) La topologfa I' del Teorema 3.5.1 (con T = EO).

Demostracién: (i) Se sigue de [83, Exercise XI.6.18] junto con el
hecho de que Eo es s-unitario por la derecha, como se vio en la
Proposicién 3.4.2.

(ii) Vamos a ver primero que las topologfas de (a) y (c) son
equivalentes. Sea Up, p € P un elemento del filtro de vecindades del
cero para la topologia finita. Entonces p-Up= 0. Como p € P entonces,
por la Proposicion 3.4.2, y con la notacion de dicha proposicion, se

i i ini "o = . =
tiene un subconjunto finito (xocl)l=1" (xa} tal que x Z(xx X,

a €1

X = cuenci > ue 1 S
Z’l‘zlx xocl x(zr1‘=1xocl) y en consecuencia tenemos que E(Zr;=1xal)

s Uu. Reciprocamente,  si e € Eo entonces ZI; lIm a es
P n =

finitamente generado; entonces si {f‘a. pa) es una base dual para P,

. m
existe m € IN—(Q) y (fa,Pa)

1=1 tal que para todo x € Z’l\_llm a, X =

y J
= . . . i C’
ZT:lx foc Py - En consecuencia, nj Up < nE(al,...,an).
J J OCJ
Finalmente, si x,...xe€ E y U=n(x,...,x) es una vecindad
1 n. 0 E1 n

del cero en la topologfa I, existe a € Eo tal que X = xa porque EO cs

s-unitario por la derecha. Entonces 1-a € U y (1-a)E €U con

157



(1-a)E € F. Reciprocamente, si 1 € ¥ y l-a € I, para alguna a € Eo
entonces nE(a) = (l—a)nE(a) S I. Esto prueba que (b) y (c) son

equivalentes.

Corolario 4.4.12: Sean R y S anillos con uno, P € R-méd vy
Q € S-méd mobdulos proyectivos con elemento unimodular tales que
End(RP) ~ End(SQ). Sean R[ y S.l los ideales traza del contexto de
Morita (R,S,P’,Q’) del Teorema 4.4.7. Si 1 estid contenido propiamente
en R y C1= { l—vx | x e I} entonces R tiene anillo .de fracciones por
la derecha, R[C;l] ~ R/I. La misma propiedad se verifica con J y S en

lugar de I y R.
Demostracion: Es [83, Exercise XI1.6.18] y el Teorema 4.4.7.

LLos dos resultados siguientes nos muestran, primero, una
condicién necesaria y suficiente para que dados.dos anillos R y S con
uno, y dados dos mddulos proyectivos con elemento unimodular P € R-méd
¥y Q € S-méd los anillos de endomorfismos de P y Q sean isomorfos, y
segundo, una condicién suficiente para que dado un anillo R y un
médulo proyectivo, extsta un anillo S, y médulos proyectivos con
elemento unimodular en R-m6d y S-méd tales que sus anillos de

endomorfismos sean isomorfos.

Proposicion 4.4.13: Sean R y S anillos con uno y P € R-mdéd,
Q € S-méd moédulos proyectivos con elemento unimodular. Entonces
End(RP) s End(SQ) si y s6lo si existe un sumando directo P’ de P tal
que’ End(RP’) ~ S, sHomR(P’,P) =, sQ' y ademas el homomorfismo natural

P——> HomR(Tr‘R(P’),P) es isomorfismo.

Demostracién: Sea Q'= HomR(P’,R). Entonces (R,S,P',Q') es el
contexto derivado de P’. Como HomR(TrR(P’).P) % P entonces P pertenece
a la categoria cociente R‘U [69, Proposition 1J. Como Q = HomR(P’,P)

entonces Q pertenece a S‘U [69, Theorem 3]. En consecuencia, P y Q se
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corresponden bajo la equivalencia entre Ru y S‘U lo cual implica que RP
y SQ tienen anillos de endomorfismos isomorfos.

La otra implicacién es el Teorema 4.4.7.

Proposicién 4.4.14: Sea R un anillo con uno y P'e R-méd un médulo
proyectivo. Si TrR(P’) es proyectivo como R-moédulo por la izquierda,
HomR(TrR(P’),P’) Py End(RTrR(P')) = R entonces existe un anillo
S = End(RP’) y moédulos proyectivos con elemento unimodular P = P’eR y

Q

HomR(P’.R)G)S tales que tienen anillos de endomorfismos isomorfos.

Demostracién: Se desprende de que (R,S,P’,HomR(P’,R)) es un
contexto normalizado por la izquierda, junto con el reciproco del

Teorema.4.4.2.

Observacién 4.4.15: La Observaciéon 4.3.7 hecha a la Proposicion
4.3.6 tiene su analogo con la Proposicién 4.4.13 en vista de que el
ejemplo que aparece en la mencionada observacién se construye con

moédulos libres.

Clases de anillos que verifican unicidad.

Este caso (y otros muy cercanos) ha sido frecuentemente
considerado en la literatura [2, 3, 11, 12, 16, 63, 64]. Nosotros
vamos a abordarlo de manera analoga a como hicimos para el caso de

generadores.

Definiciones 4.4.16: Decimos que una pareja de anillos R y S
tiene "contextos de Morita normalizados por la izquierda y proyectivos.
triviales" y abreviamos CNPT(R,S) si para todo contexto de Morita
(R,S,P,Q) normalizado por la izquierda con RP y SQ proyectivos, se
tiene que RP es progenerador. En particular, decimos que R verifica

CNPT(R,R) para autocontextos y que R verifica CNPG(R) cuando, para
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todo anillo S, y todo contexto de Morita (R,S,P,Q) normalizado por la
izquierda con RP y sQ proyectivos se tiene que RP es genecrador. Nbétese
que si R y S verifican CNPG(R) y CNPG(S) entonces se tiene CNPT(R,S).

Diremos que R tiene IPFG si para todo ideal proyectivo RI de R
tal que el morfismo canénico R —— HomR(I,R) es isomorfismo se tiene
que RI es finitamente generado (Cfr. Propiedad P).

Las definiciones de Aut-Pic y Pic(R)-trivial ya se dieron en las
paginas 133 y 134 respectivamente. Vamos a ver cémo se relacionan

entre si{ estas condiciones. Sea R un anillo:

Proposicién 4.4.16: R verifica CNPG(R) si y sélo si R tiene

"endomorfismos finitos invariantes en proyectivos con unimodular”.

Demostracién: Supongamos primero que R verifica CNPG(R) vy
consideremos RP y sQ tales que 6:End(RP) —_— End(SQ) es un
isomorfismo de anillos con RP, SQ proyectivos cen elemento unimodular.
Entonces, con la notacién E = End(sQ). Eo= B(fEnd(RP)), E(’,= fEnd(SQ),
EO= EeE, E(’)= EfE, R = eEe, P =z eE, S = fEf, Q = fE tenemos que
(eEe,fEf,eEf,fEe) es el contexto de Morita del Teorema 4.4.7 y por
hipétesis eEf es generador. Asi, eEfEe = eEe y por lo tanto
EeE = EeEfEeE ¢ EfE. Por lo tanto 6(fEnd(RP)) c fEnd(SQ).

Reciprocamente, si (R,5,P,Q) es un contexto de Morita normalizado
por la izquierda con RP y sQ proyectivos, haciendo M = P o R,
N =Q ® S tenemos entonces que 6:End(RM) _— End(sN) es un
isomorfismo de anillos (véase la demostraciéon del Corolario 4.4.10)
tal que si eM — > R y f:N——S, se tiene M8 (f) =P vy
Né(e) = Q. Por hipétesis, S(fEnd(RM)) =4 fEnd(SN) lo cual implica que
End(sN)f‘ genera a é(fEnd(RM)) y en consecuencia RP = M8 () =
=2 eEnd(RM)B_x(f) = 6(e)End(sN)f es generador de R-méd.

Proposiciéon 4.4.17: Si R verifica IPFG entonces R verifica

"endomorfismos finitos invariantes en proyectivos con unimodular”.
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Demostracion: Con argumentos completamente analogos a los de las
Proposicién 4.3.8 se pude demostrar que si R verifica IPFG entonces,
si P € R-méd es un médulo proyectivo con elemento unimodular,
E = End(RP) y Eo= fEnd(RP) entonces Eo es un ideal minimal respecto de
las propiedades: (i) EO es un E-médulo por la izquierda proyectivo;

(ii) E es Eo—cer‘rado.

Como ejemplos de estos anillos tenemos una amplia clase:

Noetherianos, Semi-perfectos, Kasch.

Observacién 4.4.18: El hecho de que R verifique CNPG(R) y Aut-Pic
no implica que verifique IPFG. Por ejemplo, sea R un producto infinito
de anillos de divisién n[NDn. Entonces R es un anillo regular abeliano
(o fuertemente regular) [35] y ®[NDn = Z6c(R) verifica End(RZ()c(R)) &
% R, ademds, Z46c(R) es proyectivo y estd propiamente contenido en R.
Por lo tanto, R no verifica IPFG. .

Ahora supongamos que existe un (R,S,P,Q) normalizado por la
izquierda con RP y SQ proyectivos. Por el Lema 4.4.8, los ideales
traza RI y SJ son proyectivos; ademas, HomR(I,P) =, RP y End(RI) % R,
Como R es regular von ‘Neumann entonces P =: ® e ARea' Por lo anterior,

RI = TrR(P) - TrR(roeARea) - ZousATr‘R(Reoz) = ZoceARech = z:ousAReoc
porque R es regular abeliano y entonces los idempotentes conmutan.

Asf, podemos asegurar que existe un epimorfismo escindido P y L

Aplicamos HomR(I,_) y tenemos P ——— R epimorfismo escindido. Por lo
tanto RP es generador y en consecuencia R verifica CNPG{R).
Finalmente, de 1[35, Theorem 3.4] se desprende de inmediato que R

verifica Aut-Pic.

Asf, IPFG (como P) es una propiedad con "buena" descripcién,
pero sdlo es suficiente para obtener la unicidad para la clase M de
los moédulos proyectivos con elemento unimodular. A continuacién,
enunciamos una condicién necesaria y suficiente para lo mismo; en

términos de dos anillos con uno, R y S.
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Proposicién 4.4.19: R y S verifican CNPT(R,S) si y sélo si para
todo P € R-méd y Q € S-mdd, proyectivos con elemento unimodular y todo
isomorfismo de anillos 6:End(RP) _— End(sQ), se tiene que & esta

inducido por una equivalencia de Morita.

Demostracion: Si R y S verifican CNPT(R,S) entonces el resultado
se desprende del ~Teorema 4.4.7. Recfprocamente, si (R,S,P,Q) es un
contexto de Morita normalizado por la izquierda con RP y SQ basta
observar que, por hipétesis, haciendo M =P @ R y N =Q o S tencmos
que S(fEnd(M)) = fEnd(sN) lo cual, por la Observaciéon 4.2.8 implica

que RP y SQ son progeneradores.

Corolario 4.4.20: La clase M de los modulos proyectivos con
elemento unimodular sobre la clase X de los anillos noetherianos por
la izquierda, semi-perfectos y Kasch por la -izquierda verifican la
unicidad en el sentido de equivalencias de Morita; es decir si RM y sN
son proyectivos con elemento unimodular con R y S en cualesquiera de
las clases mencionadas entonces todo isomorfismo de anillos entre
End(RM) y End(SN) estd inducido por una equivalencia de categorfas

entre R-méd y S-méd.

Isomorfismos semilineales

Comenzamos con condiciones suficientes. Sea R un anillo. En
(63, p.80] se puede ver que si R verifica Pic(R)-trivial entonces para
cualesquiera P, Qt € R-mo6d proyectivos con unimodular y cualquier
isomorfismo de anillos 6:End(RP) —_— End(SQ), é esta inducido por un
isomorfismo semilineal entre P y Q. Podemos reducir la clase sobre la
que se impone la condiciéon Pic(R)-trivial y obtener otra condicion

suficiente.
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Proposicién 4.4.21: Si R verifica IPFG y Aut-Pic entonces para
cualesquiera P, Q € R-méd proyectivos con elemento unimodular e
isomorfismo 6:End(RP) _ End(RQ) se tiene que & estd inducido por

un isomorfismo semilineal entre P y Q.

Demostracién: Sean e € End(RP) y fe End(RQ) los idempotentes
tales que RPe &, RR y RQf =3 RR. Como R verifica IPFG entonces
P'= P& () y Q= Q8(e) son progeneradores. Ademdas, por el Teorema
4.4.7 End(RP’) % R lo cual, por la propiedad Aut-Pic implica que
existe un isomorfismo de anillos T:R —— R y un isomorfismo
T-semilineal entre RP’ y RR, el cual, componiéndolo con 't_l nos da un
R-isomorfismo por la izquierda, w:RP’ ] RR. Este, a su vez, induce
un automorfismo ¢:R —— R que, por la Observacién 4.2.13 implica que
existe un isomorfismo o-seminatural n__:HomR(R,_) HomR(P’,_). Si
componemos P —— HomR(R,P) _ HomR(P'.P) —— Q tenemos un

ismorfismo e-semilineal, el cual claramente induce &.

Es claro que Pic(R)-trivial implica IPFG + Aut-Pic, pero el
reciproco no lo sabemos. Por otro lado se tiene que IPFG no implica
Pic(R)-trivial. Por ejemplo, si D es un dominio de Dedekind tal que no
es DIP entonces, como D es noetheriano {42, p.606] tenemos que D
verifica IPFG. Por (42, pp.628-629]) sabemos que Pic(D) =1 si y sblo
si D es un DIP. Por lo tanto D, en este caso no puede tener grupo de
Picard trivial. Y en consecuencia, no tiene Pic(D)-trivial.

A partir de la Observacién 4.4.18 y de que Pic(R)-trivial
implica IPFG tenemos que CNPT(R,R) junto con Aut-Pic no implica
Pic(R)-trivial, y tampoco implica IPFG junto con Aut-Pic. La primera
es una condicién necesaria y suficiente para que cualquier isomorfismo
entre los anillos de endomorfismos de dos médulos proyectivos esté
inducido por un isomorfismo semilineal y nos da una idea de cudles
anillos pueden verificar la unicidad (en el sentido de isomorfismos
semilineales), como por ejemplo en un anillo semi-perfecto basico [l11,

Proposition 3.10]. Con un argumento completamente analogo al del
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Teorema 4.2.15 se puede demostrar el siguiente resultado con el que

terminamos esta memoria

Teorema 4.4.24: R verifica CNPT(R,R) y Aut-Pic si y sb6lo si para
cualesquiera P, Q € R-mdéd proyectivos con elemento unimodular e
isomorfismo de anillos G:End(RP) —_— End(RQ) se tiene que & estad

inducido por un isomorfismo semilineal entre P y Q.
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