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Resumen

El Razonamiento Espacial Cualitativo juega un papel muy importante en Inteligencia
Artificial y las Ciencias de la Computacion debido sobre todo al interés que despierta en
distintas areas de aplicacién como, por ejemplo, los robots méviles, los sistemas de infor-
macién geografica, las bases de datos espaciales o la composicién de textos. Las técnicas
cualitativas de razonamiento y representacién espacial ofrecen una forma de interaccion
con los datos espaciales mas intuitiva y cercana a la forma de pensar de las personas que

las técnicas puramente cuantitativas.

Son varios los aspectos a tener en cuenta a la hora de formalizar el razonamiento
espacial desde el punto de vista cualitativo. Por un lado estan los aspectos ontoldgicos,
es decir, cudles son las entidades espaciales basicas (puntos, regiones, lineas, etc.) y las
posibles relaciones entre ellas (topolégicas, direccionales, de distancia, etc.). Por otro
lado tenemos que elegir un lenguaje formal adecuado que nos permita representar los
problemas de razonamiento asociados a dichas entidades y relaciones. Por 1ltimo tenemos
que identificar mecanismos eficientes para resolver dichos problemas. La combinacion
de todos estos aspectos ha dado lugar a una amplia variedad de modelos posibles para

razonamiento espacial cualitativo.

Esta tesis supone una aportacién mas al campo del Razonamiento Espacial Cualitativo,
ofreciendo mejoras en algunos modelos ya existentes y proporcionando otros nuevos. La
tesis se centra en modelos que consideran un espacio bidimensional en el que las entidades
espaciales de interés son regiones del plano o regiones aproximadas por rectangulos con
lados paralelos a los ejes del plano. Las posibles relaciones entre las entidades son relaciones
direccionales cardinales del tipo norte, sur, este, oeste, etc. Los modelos propuestos se
basan en dos formalismos muy utilizados para razonamiento cualitativo: los problemas
de satisfaccion de restricciones y las logicas modales. Ademds, en la tesis se investiga
la conexién entre estos modelos espaciales y los modelos existentes para razonamiento

temporal cualitativo.

La tesis se estructura en dos partes claramente diferenciadas. La primera parte esta de-
dicada al razonamiento espacial con relaciones cardinales basado en restricciones: se es-
tudia un modelo existente de relaciones cardinales entre regiones y se proponen nuevos
algoritmos para resolver diversos problemas de razonamiento. La segunda parte esta de-
dicada al razonamiento espacial con logicas modales: se propone una nueva légica modal
para el razonamiento espacial con direcciones cardinales entre rectangulos, se estudian sus

propiedades, su expresividad y el problema de la validez de las férmulas.
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Capitulo 1

Introduccion

El Razonamiento Cualitativo es el area de la Inteligencia Artificial dedicada a re-
presentar de forma discreta o simbolica los aspectos continuos del mundo fisico que nos
rodea [For97]. Como se indica en [For97, WdK91], dos observaciones motivan principal-

mente su interés:

1. Habitualmente las personas utilizan el sentido comin para interaccionar diariamente
con el mundo fisico que les rodean. Dicho sentido se caracteriza por utilizar en
mayor medida una abstraccion cualitativa de la informacién que un conocimiento

cuantitativo completo.

2. Los cientificos e ingenieros utilizan este tipo de razonamiento en la conceptualizacién
inicial de un problema o en la interpretacion de los resultados de experimentos,

calculos o medidas de caracter cuantitativo.

El principal objetivo del Razonamiento Cualitativo es hacer explicito este tipo de cono-
cimiento cualitativo y proporcionar las técnicas de razonamiento automaéaticas adecuadas
de tal modo que un ordenador pueda predecir, diagnosticar y explicar el comportamiento
de un sistema fisico de forma cualitativa y sin tener que recurrir a un modelo cuanti-
tativo, ya sea porque dicho modelo es computacionalmente intratable o simplemente no
existe [CHOI]. Si bien los modelos cualitativos s6lo proporcionan una solucién aproximada,

son capaces de adaptarse de forma sencilla a la incertidumbre de los datos espaciales.

Dos de las variables fisicas que se han estudiado con mayor interés en Inteligencia
Artificial en general, y en el Razonamiento Cualitativo en particular, son el tiempo y el
espacio. La informacién cualitativa temporal es informacién del tipo “La crisis econémica
mundial se produjo durante la presidencia de Zapatero”, donde sélo se especifica el or-
den entre los instantes finales e iniciales de los dos eventos. Por otro lado, la informacion

cualitativa espacial es informacion del tipo “Murcia esta al sureste de Madrid y limita
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con Alicante, Almeria y Albacete”. En ambos casos no se utiliza ninguna informacion
numeérica exacta ni aproximada de la posicion o distancia entre las entidades temporales
y espaciales. Las areas del Razonamiento Cualitativo que tratan con la informacion cua-
litativa temporal y espacial se conocen como Razonamiento Temporal Cualitativo
y Razonamiento Espacial Cualitativo [CHOI] respectivamente. A la combinacién de am-

bos tipos de razonamiento se le conoce como Razonamiento Cualitativo Espacio-Temporal

[GN0Z, BOWZ02)

La complejidad asociada a los problemas de representaciéon y razonamiento con el
tiempo y el espacio es directamente proporcional a la dimensién de cada uno de ellos. La
concepcion del tiempo en Inteligencia Artificial ha sido tradicionalmente unidimensional
(un orden lineal discreto o denso, total o parcial), donde se han identificado bésicamente
dos tipos de entidades temporales (puntos e intervalos) y un conjunto reducido de re-
laciones entre ellas. Sin embargo, en el espacio se pueden considerar varias dimensiones
y por lo tanto las entidades espaciales y sus relaciones son mas numerosas y complejas.
Seguramente, esta mayor simplicidad del dominio temporal ha sido el motivo de que la
comunidad cientifica haya estudiado preferentemente y con mayor profundidad los pro-
blemas derivados del razonamiento temporal. De hecho, como veremos a lo largo de esta
tesis, muchos resultados obtenidos del razonamiento temporal han sido utilizados para

resolver problemas del razonamiento espacial.

1.1. Razonamiento Espacial Cualitativo

El objetivo principal en el Razonamiento Espacial Cualitativo es capturar el conoci-
miento acerca del espacio de la manera mas cercana posible al sentido comtn, y propor-
cionar métodos para trabajar con la informacion espacial sin tener que recurrir a modelos
cuantitativos que generalmente son computacionalmente intratables o dificiles de forma-

lizar.

En esta seccién vamos a introducir algunos aspectos relativos a la representacion y
razonamiento en el espacio desde un punto de vista cualitativo. Dentro de la complejidad
del dominio espacial nos limitaremos tan sélo a aquellos aspectos que estén directamente
relacionados con el trabajo desarrollado en esta tesis. Algunas referencias que recopilan

diversos temas del razonamiento espacial cualitativo son [CHOIl, Her94) [ET98a].

LA partir de ahora, a no ser que se diga lo contrario, cuando hablemos de forma general sobre razo-
namiento, razonamiento espacial o razonamiento temporal, lo haremos siempre desde el punto de vista
cualitativo.



1.1. RAZONAMIENTO ESPACIAL CUALITATIVO

1.1.1. Estructura del Espacio

Desde un punto de vista matematico la nocion de espacio mas habitual es la de espacio
euclideo. Un espacio euclideo es un espacio vectorial normado sobre el conjunto de los
nimeros reales (R) donde la norma es el producto escalar ordinario. Los elementos bésicos
son puntos y se definen como una n-tupla (z1, zs, . .., x,) donde z; € Ry n es la dimension.
Utilizaremos R™ para referirnos a un espacio euclideo n-dimensional (a R? se le conoce
como plano euclideo). Un espacio euclideo es a su vez un espacio métrico, con la funcién de
distancia euclidea habitual entre puntos, y un espacio topolégico inducido por la funcion

de distancia anterior, al que llamaremos espacio topoldgico euclideo.

A continuacién vamos a profundizar un poco més en el concepto de espacio topolégico
y sus propiedades. De forma abstracta un espacio topolégico (X, 7) es una estructura
formada por un conjunto X y una coleccién de subconjuntos de X (1), que satisfacen los

siguientes axiomas:

1. El conjunto vacio y X pertenecen a 7.
g, X er.

2. La unién de toda coleccion de conjuntos de 7 pertenece a 7.
VS C1,Upes O €T

3. La interseccion de cualquier coleccion finita de 7 pertenece a 7.
01,0267:>01ﬂ0267.

La coleccién 7 recibe el nombre de topologia de X. Los conjuntos que pertenecen a 7
reciben el nombre de conjuntos abiertos, y sus complementarios en X reciben el nombre
de conjuntos cerrados. En el caso de R™ la topologia consiste en los subconjuntos B C R”
tales que para cualquier punto x de B existe un ntumero € > 0 de tal manera que el
conjunto {y € R" | d(z,y) < €} estd totalmente incluido en B, siendo d la distancia

euclidea.

Algunos operadores interesantes que se pueden definir en un espacio topoldgico son los
de interior, clausura y frontera de un conjunto A C X (denotados como Int(A), Cl(A) y
Fr(A) respectivamente). El interior de A se define como el conjunto abierto mas grande
que esta contenido en A. La clausura de A se define como la interseccion de todos los
conjuntos cerrados que contienen a A, y la frontera de A se define en términos de los
dos anteriores como la clausura menos el interior de A (Fr(A) = CI(A) \ Int(A)). En
la Figura [[.1] se muestra un ejemplo de estas propiedades en R2. Interior y clausura son
operadores duales, es decir, Int(A) = X \Cl(X \ A) y Cl(A) = X \ Int(X \ A). Es mas,
un espacio topoldgico puede ser definido equivalentemente a partir del operador interior

o del operador clausura satisfaciendo los siguientes axiomas para todo A, B C X:
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[ AN ( — - AN
rC Oy T
( / ( -~ /
\———‘\\// \———-\\//
A Int(4)
Cl(4) Fr(d)

Figura 1.1: Interior, clausura y frontera de un conjunto de puntos en R2.

(a) (b) (©) (d)

Figura 1.2: Ejemplos de conjuntos en el plano: (a), (b) y (¢) son conectados, mientras
que (d) es desconectado. (a) es camino conectado, (b) es fuertemente conectado y (c) es
convexo.

Int(X)=X Cllo)=o

Int(AN B) = Int(A)NInt(B) CI(AUB)=CIl(A)UCl(B)
Int(A) C A AcCCl(A)

Int(A) C Int(Int(A)) Cl(CI(A)) Cc Cl(A)

Un homeomorfismo o transformacion topoldgica es uno isomorfismo entre dos espacios
topoldgicos que preserva las propiedades topologicas como, por ejemplo, las de conjunto
abierto, conjunto cerrado, interioridad y frontera. Intuitivamente el concepto de homeo-
morfismo refleja cémo dos espacios topoldgicos son idénticos pero vistos de otra manera,
por ejemplo, si nuestro espacio topolégico es plano podriamos estirarlo y distorsionarlo
todo lo que quisiéramos siempre que no lo doblemos o lo cortemos. Si el resultado de
aplicar un homeomorfismo a un conjunto A es otro conjunto B, decimos que A y B son

topologicamente equivalentes.

La conectividad (connectedness) es otra propiedad interesante en un espacio topolégi-
co. Un subconjunto A de X se dice que es conectado (o conexo) cuando no se puede
representar como la unién disjunta de dos o més subconjuntos abiertos no vacios. En otro

caso se dice que es desconectado. Dentro de los conjuntos conectados podemos distinguir

4
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Espacial
Punto Extendido
1-Extendido 2-Extendido
A
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A A A
v W v
Arco Simple Lazo Simple Region conectada
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Figura 1.3: Jerarquia de objetos espaciales en R2.

entre camino conectados y fuertemente conectados. Un subconjunto A de X es camino
conectado si cualquier par de puntos perteneciente a A pueden ser unidos por un camino
dentro del propio conjunto (Figura [[2(a)). Un subconjunto A de X es fuertemente-
conectado si Int(A) es camino conectado (Figura [L2H(b)).

Por tltimo, definimos el concepto de conjunto convero. Un subconjunto C' de R™ es
convexo si para cada par de puntos del conjunto C, la linea recta que los une también
estd contenida en C' (Figura [L2H(c)).

1.1.2. Entidades Espaciales

En esta seccién vamos a definir la ontologia del espacio, es decir, vamos a definir los
distintos tipos de objetos o entidades espaciales que se pueden definir en el plano euclideo.
Para tal fin adoptamos la clasificacion elaborada por Worboys y Duckham en [WD04].
La Figura muestra una posible jerarquia de entidades espauciales. La entidad més
general (la raiz) es la entidad espacial. En el siguiente nivel tenemos puntos y objetos
de tipo extendido que se especializan en objetos extendidos de una o dos dimensiones
(1-extendido y 2-extendido). Dentro de los objetos l-extendidos estén los arcos, los lazos
(arcos con los extremos unidos), los arcos simples y los lazos simples (que no se entrecruzan
consigo mismos). Un segmento o linea recta acotada es un tipo concreto de arco simple.

De hecho, todo arco simple es topoldgicamente equivalente a un segmento. Del mismo
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punto aislado

arco aislado o

punto ausente

A B = Cl(Int(A))

Figura 1.4: Objeto espacial no regular y regular.

modo, la circunferencia seria un ejemplo de lazo simple.

En cuanto a los objetos 2-extendidos una region se define como un subconjunto de
R? cerrado y regular. Con regular queremos decir que no estd formado por la mezcla de
puntos aislados, lineas y otros objetos 2-extendidos. Formalmente, S C R? es cerrado
regular si S = Cl(Int(S)). La Figura [[4 muestra un objeto 2-extendido A no regular y
su correspondiente objeto 2-extendido regular B = Cl(Int(A)).

Por ultimo, una region conectada, como indica su nombre, es una regién que cumple
la propiedad de ser conexa o conectada. Dentro de las regiones conectadas podemos tener

regiones camino conectadas, fuertemente conectadas y regiones convexas.

1.1.3. Relaciones Espaciales

En el Razonamiento Cualitativo Espacial las situaciones espaciales se representan espe-
cificando las relaciones entre las entidades consideradas. Las relaciones cualitativas entre
entidades espaciales pueden ser direccionales (a la izquierda de, arriba), de distancia (cer-
ca, lejos), de tamano (méas grande que, mas pequeno que), topoldgicas (dentro de, tocando
con) o combinaciones de las anteriores. Las relaciones topoldgicas y direccionales son, sin

duda, las mas estudiadas en razonamiento espacial.

Relaciones Topolégicas

Las relaciones topoldgicas son aquellas relaciones entre entidades espaciales (normal-
mente definidas como conjuntos de puntos) que se definen independientemente de su forma
o de su posicién mutua. Las relaciones se derivan del estudio de las propiedades topologi-
cas vistas anteriormente. Asi, por ejemplo, “A es parte propia de B”, “A se superpone

con B” o “A tiene el borde conectado con el borde de B” son relaciones topolégicas.
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Relaciones Direccionales y Cardinales

Las relaciones direccionales describen la posicion relativa de un objeto (objeto prima-
rio) con respecto a otro (objeto de referencia) en el espacio. Asi, por ejemplo, “A estd a la
derecha de B” o “A esta encima de B” son relaciones direccionales. Al contrario que las
relaciones topoldgicas, las direccionales dependen directamente de la forma de los objetos
y el sistema de referencia cobra importancia en el razonamiento. De acuerdo con Levinson

[Levo6] podemos distinguir entre tres tipos de sistemas o marcos de referencia:

1. Intrinsecos. En un sistema de referencia intrinseco la posicion relativa entre el objeto
primario y el objeto de referencia viene dada por alguna propiedad intrinseca del
objeto de referencia (por ejemplo su parte frontal o su parte trasera). En este caso,

las relaciones direccionales se conocen generalmente como relaciones de orientacion.

2. Relativos. En un sistema de referencia relativo, se utiliza un tercer objeto (por
ejemplo la persona que describe la situacion) como origen de referencia dando lugar
a una relacién de orientacion ternaria en la que intervienen el objeto primario, el
objeto de referencia y el objeto origen. Asi, por ejemplo, una pelota (objeto primario)
puede estar situada a la izquierda de una silla (objeto de referencia) desde el punto

de vista de una persona que describe la situacién (objeto origen).

3. Absolutos. Una marco de referencia es absoluto cuando no se utilizan ni un tercer
objeto ni una propiedad intrinseca como referencia. En su lugar se utiliza algun
factor externo global que sirva para fijar la las orientacién de todos los objetos

involucrados.

Cuando se considera un sistema de referencia absoluto, se fija una direcciéon de refe-
rencia de tal forma que la direccion entre dos objetos se puede representar en términos
de relaciones binarias con respecto a la direccion de referencia dada. Un caso particular
son las relaciones cardinales (norte, sur, este, oeste, etc.), que son utilizadas normalmen-

te para describir situaciones de posicién entre objetos en un espacio a gran escala o un

espacio geografico [Kui7g].

1.1.4. Formalismos

Hasta ahora hemos visto los elementos necesarios para representar conocimiento sobre
el espacio (estructura del espacio, entidades espaciales y sus relaciones). En este punto
nos centramos en los mecanismos formales para representar el conocimiento espacial de
manera que podamos desarrollar sistemas inteligentes que nos permitan razonar con dicho

conocimiento. De forma analoga a como se hace en razonamiento temporal, podemos

7
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distinguir entre razonamiento espacial basado en logicas formales y razonamiento espacial

basado en restricciones.

El razonamiento espacial basado en logicas formales utiliza un lenguaje logico formal,
ya sea clasico, de primer orden, de orden superior o modal. Dicho lenguaje esta defini-
do por una sintaxis que da lugar a las formulas bien formadas de la légica, en las que
ademds de las primitivas y conectores 16gicos habituales se definen otras primitivas y
operadores interpretados todos ellos sobre ciertas estructuras espaciales (regiones de un
espacio topolégico, puntos, rectangulos, etc.). Desde un punto de vista l6gico los principa-
les problemas de razonamiento son el problema de la satisfacibilidad (determinar si una
férmula es verdadera en alguna interpretacién), el problema de la validez (determinar si
una férmula es verdadera en todas las interpretaciones) y el problema de model checking

(determinar si una férmula es verdadera en una interpretacion dada).

Por otro lado, en el razonamiento espacial basado en restricciones el conocimiento
espacial se suele representar mediante un conjunto de relaciones binarias (con una estruc-
tura algebraica) que pueden interpretarse como restricciones de las propiedades espaciales
de las entidades que estamos describiendo. Dentro de este formalismo podemos resolver
tareas de razonamiento como inferir nuevas restricciones a partir de la informacién dada
(que suele ser incompleta e imprecisa), decidir si las restricciones espaciales son consis-

tentes o encontrar una representacién lo mas explicita posible de dicha informacién.

Si hacemos una breve comparacion entre ambos, el razonamiento espacial basado en
restricciones es menos expresivo que el basado en logicas formales. De hecho, el primero
se pude considerar como un caso particular del segundo ya que la representacién del
conocimiento toma la forma de expresiones de la légica de primer orden cuantificadas
existencialmente: 3z ... 3z, A\, ; V ges B(wi, 5), donde @y ... x,, son variables que toman
valores en el dominio de las entidades espaciales, A es el conjunto de relaciones posibles y
R(z;, ;) es una restriccién binaria que limita los posibles valores que pueden tomar x;, ;.
El problema de resolver una férmula de este tipo se conoce como Problema de Satisfaccion
de Restricciones (CSP). Como ventaja, los métodos de razonamiento asociados a los
modelos basados en restricciones suelen ser mas eficientes que los asociados a modelos
basados en logicas formales. Pero en general, los problemas que se plantean en ambos
formalismos tienen una dificultad computacional elevada (suelen ser NP-completos para

los primeros e incluso indecidibles para los segundos, en el peor de los casos).

Desde el punto de vista del razonamiento espacial basado en restricciones el objetivo es
encontrar clases y subclases de algebras de relaciones suficientemente expresivas y cuyos
problemas de razonamiento asociados sean tratables (es decir, que tengan complejidad
computacional polinomial). En el campo de las 1dgicas para razonamiento espacial el

objetivo suele ser encontrar sistemas légicos suficientemente expresivos cuyo problema de
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satisfacibilidad /validez de las férmulas sea decidibleﬁ o al menos semi—decidible@.

1.1.5. Aplicaciones

Son muy diversas las aplicaciones del razonamiento espacial cualitativo en distintas
areas de la Inteligencia Artificial y de las Ciencias de las Computaciéon. Por ejemplo, en
los Sistemas de Informacién Geogréfica (SIG), las bases de datos espaciales, la navegacién

de robots, la composicién de documentos o la visién por computador.

Los SIG son sistemas informaticos utilizados para capturar, modelar, almacenar, recu-
perar, compartir, manipular, analizar y visualizar informacién geografica [WD04]. Estos
sistemas se estan convirtiendo en una herramienta cada vez mas utilizada para la plani-
ficacion de negocios, gestion de recursos medioambientales o para proporcionar servicios
basados en la localizacion del usuario. Los SIG actuales trabajan con una gran cantidad
de informacién almacenada en formato vectorial o raster (mapas digitalizados), lo cual
provoca que su manejo sea poco intuitivo para un usuario no experto. El razonamiento
espacial cualitativo puede aplicarse en este dominio para abstraernos de esa gran cantidad

de informacién numérica y facilitar las tareas propias de un SIG utilizando un lenguaje

de consulta més cercano al lenguaje natural [EM95, [SGA06] [Fra96, BCI9T].

Las bases de datos espaciales son bases de datos optimizadas para almacenar datos
sobre objetos en el espacio (normalmente mediante estructuras geométricas como lineas,
puntos o poligonos). Las técnicas de razonamiento espacial cualitativo pueden utilizarse
para facilitar la integracién de datos espaciales [EGAQI], comprobar la consistencia de
consultas espaciales y reducir el espacio de busqueda [Ege94]. También pueden aplicarse
para realizar tareas de descubrimiento de conocimiento espacial con técnicas de mineria

de datos o para inferir nuevas relaciones espaciales que no estdn almacenadas

explicitamente [AEG95].

Otra de las dreas de aplicaciéon del razonamiento espacial cualitativo es la navega-
cion de robots auténomos. Este problema ha sido tratado tradicionalmente con técnicas
cuantitativas y métodos numéricos. Sin embargo, la utilizacién de modelos cualitativos
puede facilitar los problemas de navegacion hacia un objetivo cuando se dispone de infor-
macién poco precisa [ET98b], o en la exploracién de dreas desconocidas para reducir el

intercambio de informacién entre robots [SS07].

El razonamiento cualitativo espacial también ha sido aplicado en el reconocimiento y

2Existe un algoritmo tal que para cada férmula de la légica es capaz de decidir correctamente, en un
nimero finito de pasos, si la férmula es satisfacible/vélida o no.

3Existe un algoritmo tal que para cada férmula de la légica es capaz de decidir correctamente, en un
numero finito de pasos, si la férmula es satisfacible/vélida, pero en caso de que no lo sea el algoritmo no
es capaz de decirnoslo, por ejemplo porque no termina nunca.
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el analisis de la estructura de documentos escritos [FM91), [A7e02] o pdginas web [GBOG];
en la visualizacién de escenas a partir de su descripcion cualitativa [Her94] o en el control

de tréfico a partir de imégenes de video [FCH99].

1.2. Objetivo de la Tesis

La hipétesis de partida que ha motivado esta tesis es que los formalismos sobre razo-
namiento temporal cualitativo tales como el dlgebra de intervalos [AIIR3], el dlgebra de
rectdangulos [BCACI8, BCAC9] o las légicas de intervalos [GMS04], pueden ser de gran
utilidad para mejorar las técnicas ya existentes de razonamiento espacial cualitativo o

para desarrollar otras nuevas, ya sea tanto a nivel algebraico como logico.

El objetivo principal de esta tesis es proponer mejoras en los modelos existentes de
razonamiento espacial cualitativo con relaciones direccionales y proponer nuevos modelos
y técnicas de razonamiento haciendo uso de resultados previos en razonamiento temporal

cualitativo.

1.3. Alcance de la Tesis

El trabajo realizado en esta tesis y los resultados obtenidos se centran en los siguientes

aspectos concretos del Razonamiento Espacial Cualitativo:

a) Estructura del espacio. En el contexto de esta tesis nos limitaremos a trabajar
con el plano euclideo. En la parte de la tesis dedicada a la representacion légica
del razonamiento espacial relajaremos la definicién anteriormente dada de espacio y
utilizaremos simplemente estructuras espaciales definidas por el producto cartesiano

D? donde D es un conjunto totalmente ordenado cualquiera.

En principio, nos centramos en un espacio de escala geografica, que se define como
aquel espacio que se encuentra por encima de la escala de cuerpo humano y que no
se puede observar a simple vista [Kui78]. Sin embargo, los modelos aqui presentados
pueden aplicarse a escalas inferiores siempre y cuando las entidades y relaciones

sean compatibles.

b) Entidades espaciales. Los modelos que se presentan en esta tesis utilizan objetos
espaciales 2-extendidos de tipo regién. En ocasiones trabajaremos con objetos mas

concretos como regiones rectangulares.

c) Relaciones espaciales. Los modelos de razonamiento espacial obtenidos en esta

tesis utilizan relaciones direccionales binarias sobre un sistema de referencia abso-

10
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luto. Concretamente utilizan relaciones direccionales cardinales del tipo norte, este,

sureste, etc.

d) Formalismos para razonamiento. Por un lado utilizaremos técnicas de razo-
namiento basado en restricciones (concretamente basadas en CSP binarios), y por
otro lado, emplearemos las 16gicas formales (concretamente légicas modales) para

representar y razonar con las relaciones espaciales.

e) Dominio de aplicacién. En esta tesis no se considera ningtin dominio espacial de
aplicacion en concreto. Realizamos un estudio de caracter tedrico, pero los modelos
que aqui se presentan pueden utilizarse en cualquier dominio espacial siempre y
cuando encajen con los aspectos descritos en los puntos a) a d). Aunque, en varias
ocasiones, utilizaremos ejemplos del dominio geografico ya que es el méas adecuado

para las relaciones cardinales.

1.4. Estructura de la Tesis

El resto de la tesis se organiza en tres partes.

En la primera parte (Capitulos 2], By M) se trata el problema del razonamiento espacial

con direcciones cardinales como un problema de satisfaccion de restricciones:

= En el Capitulo 2 repasamos brevemente los conceptos fundamentales sobre proble-
mas de satisfaccion de restricciones y redes de restricciones. Los dominios considera-
dos son infinitos y las restricciones se representan mediante relaciones binarias, por
lo que introducimos la terminologia béasica sobre dlgebras de relaciones binarias. Se
describe el problema fundamental de la consistencia de una red y se muestran esque-
mas algoritmicos generales para resolver este problema y otros problemas relacio-
nados. Por 1ltimo se revisan varios modelos de interés para razonamiento temporal

y espacial basados en CSPs con algebras de relaciones binarias.

= El Capitulo [ se centra en un modelo existente de razonamiento espacial con di-
recciones cardinales basado en restricciones, al que llamamos modelo DC [GE97,
[Goy00], [SK04], [SK05]. Describimos con detalle este modelo, indicando posibles domi-
nios de regiones, tipos de relaciones y operaciones con relaciones. Después revisamos
un algoritmo previo para decidir la consistencia de una red [SK05] de relaciones car-
dinales bésicas entre regiones posiblemente desconectadas y proponemos un nuevo
algoritmo que mejora el tiempo de ejecucion y ademas sirve para obtener soluciones

diversas para la red.

11
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= En el Capitulo ] proponemos una variante del modelo de relaciones cardinales di-
reccionales, que llamamos modelo DCR, para razonar con relaciones cardinales rec-
tangulares, que relacionan regiones aproximadas por sus rectangulos minimos. En

concreto:

e Estudiamos el vinculo existente entre las relaciones cardinales rectangulares y
las relaciones del dlgebra de rectangulos [BCAC98], estableciendo un método
de traduccién de relaciones cardinales rectangulares a relaciones del algebra de

rectangulos y viceversa.

e Teniendo en cuenta la conexion anterior, indentificamos una subclase tratable
de DCR formada por el conjunto de relaciones cardinales rectangulares conve-
xas. Para esta subclase proponemos métodos para resolver el problema de la

consistencia y el problema de la red minima.

e Probamos que el problema de la consistencia de una red de restricciones de
DCR es NP-completo. Por tultimo, se propone un algoritmo con backtracking
para decidir la consistencia de una red de restricciones de DCR, aprovechando

la tratabilidad de la subclase de relaciones convexas.

En la segunda parte (Capitulos [y [A]) se trata el problema del razonamiento espacial

cualitativo con direcciones cardinales desde el punto de vista de las logicas modales:

s En el Capitulo Bl introducimos los conceptos fundamentales sobre logicas modales
y hacemos un breve repaso de las principales logicas modales existentes para razo-
namiento espacial. Para terminar planteamos el problema de extender las logicas
modales temporales basadas en intervalos para dar lugar a una logica espacial de

rectangulos.

= En el Capitulo [6] presentamos SpPNL, una nueva légica modal para razonamiento
espacial con direcciones cardinales donde los objetos espaciales involucrados son

rectangulos. En concreto:

e Definimos la sintaxis y semantica de la légica y abordamos el problema de la

satisfacibilidad de las féormulas bien formadas, que resulta ser indecidible.

e Proponemos un teorema de representacion para marcos espaciales rectangula-
res y un método de decisién correcto y completo basado en arboles semanticos
para SpPNL.

e Analizamos el poder expresivo de SpPNL mediante algunos ejemplos en el
dominio geografico y mostramos como es posible expresar en el lenguaje de
SpPNL el problema de la consistencia de una red de restricciones del algebra

de rectangulos.

12



e Para terminar, identificamos un fragmento decidible de la légica SpPNL utili-

zando una técnica de composicién de légicas temporales.

La tercera y ultima parte de la tesis contiene el Capitulo [7, donde se hace un resumen
de los principales resultados obtenidos en esta tesis y se plantean una serie de problemas

abiertos, que a nuestro parecer, necesitan ser investigados en mayor detalle.
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Restricciones

15






Capitulo 2

Razonamiento Espacial Cualitativo

Basado en Restricciones

En este capitulo hacemos un breve repaso de los conceptos fundamentales sobre pro-
blemas de satisfaccion de restricciones (CSP, Constraint Satisfaction Problem) y élgebras
de relaciones. Después se plantea el problema del razonamiento temporal y espacial como
un caso de CSP y revisamos varios modelos de interés para el razonamiento temporal y

espacial con restricciones que nos serviran como punto de partida.

2.1. Problemas de Satisfaccion de Restricciones

El razonamiento basado en restricciones es un paradigma de representacién e infe-
rencia de conocimiento sobre el que se ha llevado a cabo una intensa investigacion tanto
tedrica como aplicada en diversos campos de las Ciencias de la Computacion, y de la
Inteligencia Artificial en particular. En [Tsa93l [Dec03] [Apt03] podemos encontrar una

amplia recopilacion de técnicas de razonamiento usadas en CSPs. Dado que los resulta-

dos presentados en esta tesis hacen uso de técnicas generales de los CSP adaptadas al
razonamiento temporal y espacial, vamos a introducir algunos conceptos basicos sobre

problemas de satisfaccion de restricciones.

Formalmente un CSP consiste en un conjunto finito U = {x1, z9, ..., x,} de variables
y un conjunto finito € de restricciones sobre ellas. Cada variable z; puede tomar valores
de un determinado dominio D; y las restricciones limitan los valores que pueden tomar

las variables simultaneamente.

Una restriccion sobre un subconjunto {x;,,z;,,...,x; } de k variables de U, se espe-
cifica mediante una relacion k-aria R;, ;, .. ;, que representa un subconjunto del producto

cartesiano de los dominios de las variables involucradas, esto es, R;, i, i, € D;, x D;, X
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... X D;,. Se dice que una k-tupla (v;,, vs,, ..., v;, ), que representa una asignacion o ins-
tanciacién para k variables: x;; = v;,,j € {1,...,k}, satisface la relacion R; ;, . ;, si
(Viys Vigy -+ -3 Vi) € Ry i i- Unan-tupla S = (v, vg,...,v,) € Dy X Dy X ... X D, es una

solucion para el CSP si existen proyecciones de los valores de S que satisfacen todas las

restricciones del conjunto €.

El problema esencial que se plantea en un CSP es el problema de la consistencia (o
satisfacibilidad), que consiste en decidir si existe al menos una solucién. Si existe una
solucién se dice que el CSP es consistente (o satisfacible) y en otro caso se dice que es
inconsistente. Cuando un CSP es consistente se puede pasar a resolver otras tareas de

razonamiento, tales como:

1. Encontrar una solucion o instanciacién consistente para las variables.

2. En CSPs con dominios infinitos se considera el problema de encontrar un escenario
consistente, que consiste en una seleccion de relaciones precisas entre cada par de
variables escogidas de un conjunto finito de posibles relaciones. Las relaciones de un

escenario consistente se satisfacen en alguna solucion.

3. Buscar todas las soluciones, si los dominios son finitos, o buscar todas las relaciones
satisfacibles en caso de CSPs infinitos. Las relaciones satisfacibles o viables son

aquellas que forman parte de algin escenario consistente.

4. Encontrar una solucion optima de acuerdo con una funcion objetivo especifica que
se establece teniendo en cuenta algin tipo de conocimiento sobre el dominio de

aplicacion. Son los denominados problemas de optimizacion.

5. Encontrar una solucion parcial, que consiste en una asignacion consistente para un

subconjunto de variables del CSP.

6. Reducir al minimo los valores para cada variable o cada relacién. Esto supone en-
contrar una representacion equivalente del problema lo mas explicita posible, donde
se descartan valores de las variables o relaciones entre variables que no forman parte

de ninguna solucion o escenario consistente.

2.2. Razonamiento Temporal y Espacial Cualitativo
basado en CSPs

Los CSPs clésicos tratan con wariables simbdlicas a las que se le asignan valores o

etiquetas de dominios finitos, y por tanto las restricciones sobres las variables consisten
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2.2. RAZONAMIENTO TEMPORAL Y ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN CSPS

en relaciones finitas. Ejemplos tipicos son el problema de las n-reinas y el problema del
coloreo de un grafo. Por otra parte, los CSPs infinitos tratan con variables numéricas cuyo
dominio es infinito. Los problemas que surgen en el campo del razonamiento temporal y

espacial pueden formalizarse mediante CSPs infinitos.

Existe una amplia variedad de modelos de razonamiento temporal y espacial que usan
técnicas basadas en CSPs, algunos de los cuales revisaremos brevemente en secciones

posteriores. Todos estos modelos comparten las siguientes caracteristicas:

1. El CSP es binario, es decir, utiliza relaciones binarias para restringir el valor de
las variables. Se usa la notacién infija x; R;; x; para representar a las restricciones

binarias, donde R;; es la relacion se establece entre las variables z;, x;.

2. Las variables toman valores de dominios infinitos y densos, por ejemplo de Q, R o,

en general, de R".

3. Como consecuencia de lo anterior, las relaciones binarias entre variables tienen un
numero infinito de elementos, por lo que se representan usando un conjunto finito
de simbolos. Por ejemplo, en razonamiento temporal se suele utilizar el simbolo ‘<’
para representar la relacion “antes que”, formada por los pares de puntos temporales

{(z,y) | = < y}, donde x,y pertenecen a Q o R.

Un CSP binario infinito puede representarse mediante una red de restricciones, dada
por un grafo dirigido etiquetado donde cada nodo se corresponde con una variable y cada

arco se etiqueta con simbolos de relacién.

2.2.1. Algebras de Relaciones Binarias

Dado que en los CSPs infinitos no se pueden representar las relaciones de forma exten-
sional, una manera de formalizar las tareas de razonamiento cualitativo es estableciendo
un algebra o calculo para operar simbdlicamente con un nimero finito de relaciones bi-
narias. En razonamiento temporal y espacial cualitativo lo usual es partir de un conjunto
B de relaciones binarias sobre cierto dominio D, de tal manera que B constituye una
particién de D x D, o lo que es lo mismo, las relaciones son JEPD (Jointly Erhaustive
and Pairwise Disjoint). A las relaciones de B se les llama relaciones atémicas o bdsicas
INS02, y cada una se representa mediante un simbolo, como por ejemplo <, > 6 =

para relaciones binarias entre instantes de tiempo.

A partir del conjunto de relaciones basicas B se considera el dlgebra booleana R, for-
mada por todos los subconjuntos de B junto con las operaciones de unién, interseccion

y complementacion, esto es, R = (25,U,N,", @, B), donde & es la la relacion vacia y el
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CAPITULO 2. RAZONAMIENTO ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN RESTRICCIONES

propio conjunto B es la relacion universal, que se corresponde con la unién de todas las
relaciones basicas y por tanto contiene todos los pares de D x D. En un CSP basado en
relaciones JEPD, cuando se desconoce la relacion entre dos variables se utiliza la relacion
universal para establecer la restriccion inicial entre ellas. Como cada par de elementos del
dominio estda relacionado por una de las relaciones basicas, podemos representar conoci-
miento preciso en el dominio estableciendo restricciones mediante las relaciones de B. El
conocimiento impreciso o indefinido se puede representar mediante la uniéon de relacio-
nes basicas, que llamaremos relaciones disyuntivas. Una relacion disyuntiva R definida
como unién de relaciones basicas de la forma R = Ule ri,k > 1,r; € B, se representa
simbdlicamente como elemento de 25 de la forma R = {ry,...,7}. Teniendo en cuenta la
representacion de relaciones disyuntivas como conjuntos de simbolos de relacién, se entien-
de que la restriccion z; {ry,..., 7} z; equivale a la disyuncion (z; rq z;) V- -V (z; 7% Ty).
En adelante usaremos letras minusculas para referirnos a las relaciones atémicas de B y
letras mayusculas para las relaciones de 25, posiblemente disyuntivas. Si se quiere desta-
car en la notacion las variables relacionadas usaremos subindices. Asi R;; o r;; indica que

la relacion se establece entre las variables x; y ;.

Para que un calculo con relaciones binarias sea de utilidad en técnicas de propa-
gacion de restricciones tipicas de los CSPs, es necesario que el algebra booleana R =
(25,U,N,7, 2, B) se extienda con operaciones adicionales de composicién (o) e inversa
(71) de relaciones, siendo estas operaciones cerradas en 2. También es deseable que se
incluya la relacion de identidad Id, que contiene todos los pares de elementos considerados

iguales en el dominio. Las operaciones de composicién e inversa se definen formalmente:

RioRy={(2,2) e DxD|3JyeD: 2 RiyANyRsz} (2.1)
R ={(y,x) e Dx D] (z,y) € R} '

El célculo simbélico en 28 de las operaciones de unién, interseccién y complementacion

de relaciones es sencillo, pues se corresponde con las operaciones tipicas de la teoria de
conjuntos. Sin embargo, el calculo simbdlico de la composicion y la inversa de relaciones
basicas depende de la propia semantica de las relaciones. Los simbolos de relacion que
representan la composicion de dos relaciones basicas cualesquiera se guardan en una tabla
que recibe el nombre de tabla de composicion o tabla de transitividad. Las relaciones
inversas de las basicas suelen formar parte del propio conjunto B de relaciones bésicas. En
otro caso también habria que guardar en una tabla los simbolos de relacion de la inversa de
cada relacion bésica. Una vez que se sabe cémo calcular simbdlicamente la composicién (o
inversa) de relaciones atémicas, se puede obtener facilmente la composicién (o inversa) de
relaciones disyuntivas como la unién en 27 de la composicién (o inversa) de las relaciones

basicas que la forman.
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2.2. RAZONAMIENTO TEMPORAL Y ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN CSPS

En determinados dominios puede ocurrir que el conjunto de relaciones binarias 28 del
algebra booleana R no sea cerrado bajo la operaciéon composicion, en el sentido de que el
conjunto de pares de elementos resultante no se corresponde con ninguna relacién de 25.
Eso implica que la composicién de relaciones bésicas no se puede tabular y por tanto la
composicion no se puede calcular simbolicamente. En estos casos el algebra se extiende
con una operacién interna llamada composicidn débil (weak composition) [RL03] [LR04].
La composicién débil R; o,, Ry es la menor relacién de 28 que contiene a todos los pares de
elementos de la composicién R o Ry definida en (1)) y, por tanto, puede considerarse que

es la relacion del dlgebra que mejor aproxima a la composicién. Formalmente se define:
Rioy Re={reB|3x,y,z€D:aRiyANyRozANzrz}

El resultado del calculo simbdlico de la composiciéon débil de dos relaciones basicas cua-
lesquiera puede guardarse en una tabla de transitividad, que luego puede ser usada para
calcular la composicién débil de relaciones disyuntivas. Cuando la composiciéon es una
operacién cerrada en 28 se cumple que ambos tipos de composicién coinciden, en el sen-
tido de que la relaciones obtenidas al aplicar las dos operaciones se corresponden con el
mismo conjunto de tuplas. Si no es asi, se da el caso de que existen tuplas (z, z) para las
que (z,z) € Ry, o, Ryj tal que (z,2) ¢ Ry, o Ry;. Por ejemplo, en el dlgebra de intervalos
de Allen [AII83] ocurre que la operacién de composicién es interna, con lo que Ry o Ry
y Ry o, Ry coinciden. Sin embargo, en el dlgebra de intervalos discreta, que tiene una
estructura andloga excepto que los intervalos se interpretan sobre Z en lugar de R, no
coinciden ambos tipos de composiciones. Lo vemos con un ejemplo, el par de intervalos
([1,3],[4,7]) no pertenece a la relacién b o b, porque no existe otro intervalo entero J tal
que [1, 3] este antes que (before) J y J esté antes que [4,7]. Sin embargo, se considera
que b = bo, b, con lo cual el par de intervalos ([1, 3], [4,7]) si que pertenece a la relacién
b o, b.

Una estructura R = (25,U,N,7, 2, B,0,,7 1), donde B es un conjunto de relaciones
bésicas JEPD, Id € By r~! € B,Vr € B se considera un dlgebra de relaciones binaria. Si
ademas la composicién débil coincide con la composicion se tiene un dlgebra de relaciones
propia [LM94, DWM99] [LR04]. Un &lgebra de relaciones propia requiere ser cerrada bajo
composicion. No obstante, a efectos practicos de razonamiento basado en restricciones, se
puede usar un algebra de relaciones no propia, incluso se puede partir de un algebra de
relaciones binaria mas relajada, donde se exigen menos propiedades al conjunto de rela-
ciones y a las operaciones, que se puede llamar dlgebra de restricciones, por diferenciarla
de un algebra de relaciones en sentido estricto [NS02, [LR04].
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2.2.2. Consistencia y Red Minima

En razonamiento temporal y espacial cualitativo el principal problema que debe re-
solverse es el de decidir la consistencia de una red de restricciones. Si este problema es
decidible entonces la tratabilidad o intratabilidad de otras tareas de razonamiento de
interés practico depende de la complejidad del problema de la consistencia. Desafortuna-
damente, en la mayoria de modelos conocidos formalizados mediante CSPs con algebras de
relaciones el problema de la consistencia es intratable, aunque decidible. Por este motivo
se han planteado diferentes algoritmos polinomiales de propagacién de restricciones que
consiguen diversos niveles de consistencia local en una red de restricciones. Estos algorit-
mos so6lo aseguran que todas las subredes de cierto nimero de variables son consistentes,
no que la red completa sea consistente. Sin embargo, en algunos modelos se ha probado
que cierto nivel de consistencia local es suficiente para asegurar la consistencia de una

red, lo cual significa que el problema de decidir la consistencia es tratable.

Se dice que una red es k-consistente si toda solucion parcial para cualquier combinaciéon
de k — 1 variables de una red de restricciones puede extenderse a una soluciéon parcial
considerando cualquier otra variable adicional. Cada k define un nivel de consistencia y
para k = 3 se tiene nivel muy comun de consistencia local que es equivalente al concepto
de camino-consistencia Mac77]. Un método de propagacién de restricciones muy
usado en razonamiento temporal y espacial para obtener una red camino-consistente es el
algoritmo PC (Path Consistency). Este algoritmo usa la composicién para inferir nuevas
relaciones entre cada dos variables y con la interseccién se actualiza cada relacion binaria
a partir de la relaciéon conocida y la inducida por composicién, consiguiendo asi una
reduccién de relaciones atémicas correspondientes a tuplas que no pueden formar parte
de una solucién. Las relaciones actualizadas se propagan al resto de la red en el proceso de
aplicaciéon de composicién e interseccién. Basicamente lo que se hace es revisar todas las
tripletas de variables (x;,x;, ;) € U y se realiza la siguiente operacion de actualizacién

hasta que se alcance un punto fijo:
Rij — Rij O (Riy o Ryy)

Si se obtiene la relacién vacia como resultado de aplicar la operacién anterior entonces el
CSP es inconsistente. En otro caso, tras finalizar el algoritmo, el CSP puede ser consistente
0 no, es decir, la camino-consistencia no asegura que el CSP sea consistente pero en algunos
formalismos de razonamiento temporal y espacial es condicion suficiente para afirmar que
lo es. En cualquier caso, un algoritmo de camino-consistencia reduce la extension de las
relaciones para asegurar la consistencia entre cada tres variables y permite deducir nuevas
relaciones entre variables inicialmente no restringidas. En este sentido puede considerarse

una técnica de inferencia. Existen diversas variantes del algoritmo PC para forzar la
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2.2. RAZONAMIENTO TEMPORAL Y ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN CSPS

Entrada: Una red de restricciones Mt = (€,%Y), donde € = {x; R;; x;}, x;,x; € U,
1<i,j<n.

Salida: Una red de restricciones camino-consistente equivalente a 91 o ‘Fallo’ si se
detecta una inconsistencia.

Algoritmo PC
@ — U <icj<, RELATED PATHS(4, j)
Mientras () # & Hacer
Seleccionar y eliminar un camino (i, 7, k) de @
t «— Rij N Rzk 9 Rkj
Si t = & Entonces Devolver ‘Fallo’
Si (t # R;;) Entonces
Rij — 1
Rji — ¢!
() < (Q URELATED PATHS(i, j)
10. FinSi
11. FinMientras

© 0N Tt W

Procedimiento RELATED PATHS(%, j)
1. Devolver {(i,j,k), (k,i,j) |1 <k <n,k#i,k#j}

Figura 2.1: Algoritmo PC de van Beek [vB92]

camino-consistencia en una red de n variables en tiempo O(n?). En la Figura 1] se
muestra una adaptacién del algoritmo PC-2 de Mackworth [Mac77] al caso de CSPs que
usan un algebra de relaciones.

Como comentabamos anteriormente, puede ser que el conjunto de relaciones de un
algebra R no sea cerrado bajo la operacién de composicion. En ese caso se sustituye la
operacién de composicién por la de composicién débil en el algoritmo PC y entonces
hablamos de un algoritmo de camino-consistencia débil (algoritmo PC-débil) o algoritmo
de clausura algebraica [RLO5]. El algoritmo PC consigue que la red sea 3-consistente (en
el sentido de que cualquier instanciacion consistente para dos variables puede extenderse a
una tercera variable), mientras que el algoritmo PC-débil tan sélo asegura que cada subred
de tres variables es consistente y las relaciones binarias cumplen R;; C (R;; oy, Ry;), para
todo tripleta de variables. Esta diferencia puede tener su importancia a la hora de obtener
una solucion de la red a partir de una solucién parcial. Tras aplicar el algoritmo PC-débil,
puede haber tuplas (v,z) € R o, Ri; tal que (v,2) ¢ Ry, o Ryj, lo cual implica que
la asignaciéon z; = v,z; = z no puede extenderse a la variable z;, porque no existe un
valor y del dominio tal que (v,y) € Rix ¥ (y,2) € Ry;. Sila operacién de composicion es
interna, tras el algoritmo PC podemos asegurar que la asignacién z; = v,x; = z puede
extenderse a una solucion parcial considerando x; o cualquier otra variable adicional. Sin

embargo, en el hecho de que un algoritmo de clausura algebraica sea valido para decidir
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la consistencia no influye que la composicion sea débil o no. Existen modelos donde el
algoritmo PC-débil sirve para decidir la consistencia de una red de restricciones y otros

donde no sirve. Parece ser que lo que importa es que el dominio de las variables sea
ordenado o estructurado [RLO5).

Dado un subconjunto S de relaciones de cierto algebra R con conjunto de relaciones
JEPD By conjunto total de relaciones 2%, llamaremos CSPSAT(S) al problema de decidir
la consistencia de una red cuyas relaciones pertenecen a S. El caso general CSPSAT(25)
suele ser intratable, por lo que resulta de gran interés encontrar subconjuntos S para
los que sea posible resolver CSPSAT(S) en tiempo polinomial. En estos casos se dice
que S es un conjunto de relaciones tratable, y si ademas S es cerrado bajo composicion,
interseccién e inversa entonces se dice que S es una subclase tratable del algebra R. Una
subclase tratable es una subclase mazimal tratable si al anadir cualquier otra relacién a

S, el cierre algebraico del conjunto ampliado resulta una subclase intratable.

Cuando CSPSAT(S) es decidible entonces es posible aplicar un método efectivo ba-
sado en backtracking que resuelve el problema general CSPSAT(25) [LR97, [RNO7]. Para

que este método sea lo méas eficiente posible es deseable que se cumplan varias condicio-

nes [LRI7]:
1. El problema CSPSAT(S) debe ser tratable.

2. Todas las relaciones de 25 se deben obtener como unién de relaciones de S (el con-
junto S divide a 28 exhaustivamente), lo cual implica que el conjunto de relaciones

basicas B debe estar incluido en S.

3. El célculo de la composicion o composicién débil debe ser eficiente. Si se utiliza una

tabla de composicion, ésta debe poder almacenarse y ser accesible eficientemente.

4. § debe ser el subconjunto de relaciones mas amplio que cumpla las condiciones
anteriores, ya que esto permite reducir el factor de ramificacién en la busqueda por
backtracking.

El algoritmo de backtracking de la Figura es una generalizacion del algoritmo
propuesto en [LRI7]. El algoritmo utiliza la funcién DECIDIR que debe ser un procedi-
miento de decisién correcto y completo para CSPSAT(S). La llamada al algoritmo PC
(que podria sustituirse por un algoritmo PC-débil) es opcional y se utiliza como pre-
procesamiento para restringir el espacio de buisqueda. Para ser usada es necesario que el
conjunto de relaciones S sea una subclase del algebra R. Si la funcién DECIDIR se ejecuta
en tiempo polinomial entonces el algoritmo CONSISTENCIA es exponencial en el nimero

de restricciones. Ademas, si el algoritmo PC es valido para decidir la consistencia de
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Entrada: Una red de restricciones entre puntos M = (€,Y), donde € = {x; R;; z,},
Rij € 25 z;,; € U, 1 < 4,j < n, y un subconjunto S C 25 que divide a 2°
exhaustivamente y para el que CSPSAT(S) es decidible.

Salida: ‘Verdadero’ si y sélo si 1 es consistente.

Algoritmo CONSISTENCIA

1. PC(™M)

2. Si PC(M) devuelve ‘Fallo’ Entonces Devolver ‘Falso’

3. SiNo elegir una restriccion no procesada x; R;; x; y dividir
Rij en Sl,...,Sk € S tal que 51U"'USk:Rij

4. Si no se puede dividir ninguna restriccion

Entonces Devolver DECIDIR()
Para cada S;(1 <1 < k) Hacer
Rij < 5
Si CONSISTENCIA () Entonces Devolver ‘Verdadero’
FinPara
Devolver ‘Falso’

© 00N o

Figura 2.2: Algoritmo de backtracking para decidir la consistencia [RNO7].

CSPSAT(S) entonces en el paso 4 se puede suprimir la llamada a la funcién DECIDIR y

devolver directamente ‘Verdadero’.

Otros problemas fundamentales en razonamiento temporal y espacial basado en alge-
bras de relaciones son los problemas de etiquetado minimo (minimal labeling problems).
Cuando las restricciones iniciales del problema son disyuntivas interesa hacer mas explicito
el conocimiento incompleto sobre estas restricciones. Como una relacién binaria disyuntiva
consiste en uniones de relaciones basicas cuyos simbolos etiquetan al arco correspondiente
en la red de restricciones, lo que se hace es descartar aquellos simbolos de relaciéon que no
forman parte de ningtin escenario consistente, o lo que mismo, no se satisfacen en ninguna
solucion. La relacion resultante se llama relacion minima. Una red de restricciones donde
cada arco esta etiquetado con relaciones minimas se llama red minima y al problema de
obtener dicha red a partir de una dada, con relaciones de cierto conjunto §, lo llamaremos
CSPMIN(S). Resolver este problema supone encontrar una red equivalente a la original,
en el sentido de que tiene exactamente las mismas soluciones, pero con un conocimiento

explicito mas preciso del problema.

Los problemas CSPSAT(S) y CSPMIN(S) en razonamiento temporal con élgebras de
relaciones son polinomialmente equivalentes bajo Turing reduccién [GS93], resultado que
se puede extender a modelos de razonamiento espacial con propiedades algebraicas simi-
lares. Intuitivamente, el algoritmo de decisiéon que resuelve CSPSAT(S) puede ser usado
para calcular la relacion minima R;; entre cualquier par de variables x;,z;. Basta con

instanciar el algoritmo con la red original excepto con una relaciéon bésica de R;; cada
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oll=[<[<l>[2][#]?]2]
=|=|<|Z<|>|2|#]|"7|@
<l <|<|<|?2|?7|7|7|@
[Relacién [ < [>|=[<|>[£[?[2] [<[<[<[<[7|7[7[7]@
Simbolo | < |>|=|<|>|# gl [>>121?2]>[>]?]7]@
Inversa > | < > <|# |7 O >N > 7172 >1>?77|9
LI £ 22?27 ?]@
o | G RO O IO O VO BV %
ololo|lo|lo|lo|lo|o|o
(a) (b)

Tabla 2.1: Relaciones del algebra de puntos y tabla de composicién.

vez y considerar aquellas con las que la red es consistente. Si hay un nimero finito de
relaciones basicas, como es el caso de algebras con relaciones JEPD, la complejidad de
obtener una relacién minima es la misma que la del problema de la consistencia. Para
resolver CSPMIN(S), a falta de otro algoritmo especializado més eficiente, se puede aplicar
un método consistente en calcular todas las relaciones minimas iterando el procedimiento
anterior para cada relacién. Como hay O(n?) relaciones basicas en un CSP de n varia-
bles esto asegura que CSPMIN(S) es tratable si y s6lo si CSPSAT(S) lo es. Aqui se pone
de manifiesto la importancia de encontrar algoritmos eficaces para resolver el problema

esencial de la consistencia de una red de restricciones.

2.3. Modelos de Relaciones Temporales

Un problema de ranzonamiento temporal cualitativo puede considerarse como un caso
particular de un problema de satisfaccién de restricciones donde las variables representan
objetos temporales (como instantes o intervalos) y las restricciones representan conjuntos

de relaciones temporales permitidas entre ellos.

Los modelos mas representativos para razonamiento temporal cualitativo formalizados
como CSP son el dlgebra de puntos de Vilain y Kautz [VKS6] y el dlgebra de intervalos
de Allen [AII83]. En esta seccién haremos un breve repaso de estos dos formalismos ya
que han servido como base para otros modelos de razonamiento espacial que veremos en
el capitulo siguiente. [gualmente nos seran de gran utilidad para resolver algunos de los

problemas que se plantean en esta tesis.
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Entrada: Una red de restricciones entre puntos M = (€,Y), donde € = {x; R;; z,},
Rij S 281”“, Ti T4 € U, 1<14,5 <n.

Salida: Una asignacion consistente para las variables de U o ‘Fallo’ si la red es incon-
sistente.

Algoritmo CSPAN

1. Identificar las componentes fuertemente conexas (CFCs) de 91 utilizando sélo
los arcos (relaciones) etiquetados con {<}, {<} y {=}. Sean 5i,...,5,, las CFCs
encontradas.

2. Construimos una red nueva M = (€,W), con T = {5;,...,5,} y € =
{Sk fsz Sl}, Rk:l € 2Bpa y Sk, S; € QA]

3. Para k,l < 1,...,m Hacer

4. Rkl 7

5. Para cada x; € Sy, z; € S; Hacer

6. Rkl — Rkl N Rij

7. Si ]?kl = & Entonces Devolver ‘Fallo’

8. FinPara

9. FinPara

10. Reemplazar cualquier etiqueta (relacién) {<} que quede en N por {<}.

11. Ejecutar un orden topolédgico en M utilizando solamente los arcos etiquetados

con {<}.

Figura 2.3: Algoritmo CsPAN [vB92].

2.3.1. Algebra de Puntos

En el dlgebra de puntos (PA, Point Algebra) de Vilain y Kautz [VK86], dados dos
puntos p; y pj, las tres relaciones basicas entre ellos vienen dadas por el conjunto B, =
{<,>,=} que expresan de forma exacta y excluyente la posicién relativa de los puntos
en un eje temporal denso: el punto p; puede ser anterior (<), posterior (>) o igual (=)
al punto p;. Por tanto las relaciones disyuntivas entre dos puntos son las formadas por
el conjunto 28 = {= < < > > #,? @}, donde ? = {<,>,=} es la relacién universal
(ver la Tabla 2IF(a)). Formalmente, el dlgebra de puntos es un algebra de relaciones
propio que estd formada por el dlgebra booleana de los 8 simbolos de 257« ampliada con

las operaciones internas de inversién (7!) y composicién (o). La tabla de composicién se
muestra en la Tabla 2.1}H(b).

Una subclase del algebra de puntos de especial interés es el dlgebra de puntos convexa,
con las mismas operaciones del PA, pero donde se excluye la relacién #. Los conjuntos
de pares de valores que definen las relaciones de esta subclase son conjuntos convexos y

esto supone que los algoritmos de razonamiento para este modelo sean mas eficientes.

El problema de decidir si una red de restricciones del PA es consistente puede resolverse

en O(n?) con un algoritmo de camino-consistencia, donde n es el nimero de variables. En
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Relacién basica Inversa Ilustracién Puntos extremos
I before J (b) J after I (bi) Loy It < Jo
I meets J (m) J met by I (mi) s It=J-
I overlaps J (o)  J overlaped by I (0i) = I—<J <I,

It < J*
I starts J (s) J started by I (si) 1, I—=J,IT<Jt
I during J (d) J contains I (di) A I—>J It <Jt

—
I finishes J (f) J finished by I (f7) N It=Jt I~ >J"
I equals J (e) J equals I (e) — I—=J,It=Jt
—

Tabla 2.2: Relaciones bésicas del algebra de intervalos.

[vB92], Van Beek propone un algoritmo més eficiente, llamado CSPAN (ver la Figura 23)),
que determina la consistencia y adicionalmente encuentra una solucién en O(n+e), donde
e es el nimero de arcos en la red de restricciones. El algoritmo se basa en la bisqueda
de componentes fuertemente conexas en el grafo de restricciones para obtener un grafo
reducido, donde los arcos estan etiquetados sdlamente con las relaciones <, > o 7. Si sobre
el grafo reducido se lleva a cabo una ordenacién topoldgica entonces puede obtenerse una

asignacion consistente para las variables (es decir, una solucién).

2.3.2. Algebra de Intervalos

En el dlgebra de intervalos (IA, Interval Algebra) de Allen [AIIS3], las variables re-
presentan intervalos temporales. Un intervalo en un eje temporal denso se define como
J = [J7,J"] donde J—, J* son los puntos inicial y final (J~ < J¥). El conjunto de
relaciones basicas se corresponde con las 13 posibles posiciones relativas de otro intervalo
I con respecto a J (ver la Tabla [22]).

Sea B, = {f,d,s,o,m,b,e, fi,di,si,oi,mi,bi} el conjunto de relaciones béasicas. For-
malmente el dlgebra de intervalos es un dlgebra de relaciones propia formada por el algebra
booleana de los 8192 subconjuntos posibles de 25« ampliada con las operaciones de compo-
sicién (o) e inversa (7!). La inversa de una relacién disyuntiva R = {ry,..., 7}, r; € Bia,
puede obtenerse como R~ = {r;!, ... ,r,;l} y la composicion de relaciones disyuntivas

RoR ={ror | r € R,7” € R} puesto que las operaciones de inversa y composicién
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2.3. MODELOS DE RELACIONES TEMPORALES

son distributivas con respecto a la unién. La composicién de dos relaciones basicas viene
dada por la tabla de transitividad que se puede ver en la Tabla

Desafortunadamente todos los problemas de razonamiento interesantes sobre el alge-
bra de intervalos son NP-duros. En particular el problema de la consistencia es NP-
completo [VK86]. Por tanto resolver estas tareas es bastante costoso, y es interesante
considerar subclases del algebra de Allen que tengan mejores propiedades computaciona-

les. Las mas significativas son:

a) Subclase continuous endpoint: conjunto de relaciones que pueden expresarse como

una conjuncion de relaciones del algebra de puntos convexa entre los puntos extremos

de los intervalos [VKvB90].

b) Subclase pointisable: conjunto de relaciones que pueden expresarse como una con-

juncién de relaciones del algebra de puntos [VKvB90, vB92).

¢) Subclase ORD-Horn: conjunto de relaciones del A que pueden expresarse como
conjuncion de restricciones de ORD-Horn sobre los puntos limite de los intervalos.
Una restriccion de ORD-Horn se entiende aqui como una disyuncién de cualquier
numero de literales negativos a # b y como mucho un literal positivo de la forma
a =boa <b. Eslaunica clase maximal tratable que contiene a todas las relaciones
bésicas del IA y cubre un 10 por ciento del dlgebra completa [NB95].

Para las subclases continuous endpoint y pointsable los problemas de la consisten-
cia, busqueda de una solucion y red minima se resuelven trasladando las relaciones entre
intervalos a conjunciones de relaciones entre puntos y aplicando los algoritmos correspon-
dientes para el algebra de puntos. Para la subclase ORD-Horn se aplica el algoritmo PC

para decidir la consistencia.

Relaciones Convexas y Preconvexas

Otra forma alternativa de caracterizar subclases tratables del dlgebra de intervalos sin
recurrir a una traduccién al dlgebra de puntos es la propuesta por Ligozat [Lig91), Lig94]
Lig98b]. Segin Ligozat, un intervalo [J~, J*] define una particién de la linea temporal en
5 zonas: la zona 0 es | —oo, J [, lazona les {J },lazona2es|J ,J[ lazona3es {J"}y
la zona 4 es |J*, oo[. Cada relacién bésica de un intervalo [/, I'] con respecto a [J~, J 7]
esta determinada completamente por el par ordenado de niimeros correspondientes a las
zonas particionadas por J a las que I~, I pertenecen. Utilizando este par de nimeros,
Ligozat establece un orden parcial sobre B;, que define un reticulo como el de la Figura 2.4+
(a). Otra manera de representar las relaciones entre intervalos es mediante regiones en el

plano euclideo (Figura [Z4+(b)). Un intervalo [I~, 1] estd en la relaciéon R con respecto
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[o“b [bi d [di [o [02' [m mi[s [si f fi [e
b ? b, o, | b b b, o, | b b, o, | b b b, o, | b b
m, m, m, m,
d, s d, s d, s d, s
bi ? bt bi, bt bi, bi bi, bi bi, bi bi bi bi
ot, ot, ot, ot,
mi, ma, ma, ma,
d, f d, f d, f d, f
d b bi ? b, o, | b, b bi d bi, d b, o, | d
m, ot, ot, m,
d, s mi, mi, d, s
d, f d, f
di b, o, | bi, o, di o,di, | ot, o,di, | ot, di, di di, di di
m, oi, o1, fi di, fi di, fi, o si,
di, di, dur, st st ol
fi mi, con,
st
o b bi, o, d, | b, o, | b, o, | o, b oi, o di, d, s, | b, o, | o
oi, s m, ot, di, fi,o | o m
di, di, dur, st
mi, fi con,
st e
oi b, o, | bi oi,d, | bi, o, bi, o,di, | bi oi,d, | oi, oi ot, oi
m, f ot, o1, ot, fi f bi, di,
di, mi, dur, mi mi St
fi di, con,
st e
m b bi, o, d, | b b o, d, | b fs m m d, s, | b m
ot, fi, e o
ma,
di,
s%
mi b, o, | bi oi,d, | bi oi,d, | bi s, st, | bi d, f, | bi mi mi mi
m, f f e 01
di,
fi
s b bi d b, o, | b, o, | oi,d, | b mi s s, 81, | d b,m, | s
m, f e
di,
fi
st b, o, | bi oi,d, | di o,di, | ot o,di, | mi s, st, | si 01 di st
m, f fi fi e
di,
fi
f b bi d bi, o, d, | b, m bi d bi, f fs f
oi, s oi, ot, fi, e
ma, mi mi
di,
st
fi b bi, o, d, | di o ot, m st, o di I, fi fi
oi, s di, oi, fi, e
mi, st di
di,
st
e b bt d di o o1 m mi s st I fi e

Tabla 2.3: Tabla de composicion de

{d,s, f}, con = {di, si, fi}.

relaciones bdasicas entre intervalos
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I
Si
4| di si oi mi bi
3
+ fi e f .
5 fi J 2 I f
T o d i)
s
s o Lol
[ - —
b ) D1 D2 I
oL e

Figura 2.4: Reticulo y representaciéon en el plano de las relaciones entre intervalos.

a un intervalo fijo [p1,p2] si y sélo si [I7, 7] pertenece a cierta regién en el semiplano
definido por la inecuacién I~ < IT. La dimensidn de una relacién bésicas, denotada por
dim(r), se define como la dimensién de la regién asociada en el plano, y la dimensién de
una relacién R € 25« es la dimension maxima de sus relaciones bésicas. Asf pues, tenemos
relaciones basicas de dimension 2: b, bi, o, oi, d, di; de dimensién 1: m, ma, s, si, f, fi,y
e es la unica relacion basica de dimension 0.

A partir del reticulo, Ligozat define dos subclases:

a) Lasubclase de relaciones convezas: las relaciones convexas son el conjunto de relacio-
nes que se corresponden con intervalos en el reticulo. Un intervalo [ry, 73], 71,79 € B;,
del reticulo esta formado por todas las relaciones bésicas mayores que r; y menores
ro (ambas incluidas). Por ejemplo, la relacién {m,o, s, fi,e} es convexa ya que se

corresponde con el intervalo [m, e].

b) La subclase de relaciones preconvezas: esta clase incluye a las relaciones convexas y

a las que se obtienen a partir de éstas suprimiendo atomos de dimension inferior a
2.

Ligozat demuestra que tanto la subclase de relaciones convexas como la de relaciones
preconvexas son subclases tratables para las que el algoritmo PC es vélido para decidir
la consistencia. Es mas, Ligozat demuestra que en el algebra de intervalos la subclase
de relaciones convexas coincide con la subclase continuous endpoint y que la subclase de

relaciones preconvexas coincide con la subclase ORD-Horn.
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5 8 O O

DC(x,y) EC(x,y) TPP(x,y) TPP ' (x,y)

x disjoint y x meets y x coveredBy )y x coversy

30 © ©

PO(xy)  EO(xy)  NTPP(xy) NTPP'(xy)

xoverlapsy xequalsy xinsidey x contains y

Figura 2.5: Ejemplo de las relaciones de RCC8 y del modelo de 4 y 9 intersecciones.

2.4. Modelos de Relaciones Espaciales

En el Razonamiento Espacial Cualitativo es muy comun considerar uno o varios as-
pectos del espacio como la topologia, las direcciones o la distancia para desarrollar un
sistema de relaciones cualitativas entre las entidades espaciales que cubran estos aspectos
y que sean de utilidad desde un punto de vista de su aplicacion en determinados dominios.
En esta seccion vamos a hacer un repaso de los principales modelos para razonamiento
espacial basado en restricciones. Nos centraremos principalmente en aquellos que tra-
tan los aspectos topoldgicos y direccionales del espacio para los que se han desarrollado

formalismos basados en CSP.

2.4.1. Relaciones Topologicas

En la mayoria de los modelos de razonamiento espacial con relaciones topolédgicas las
entidades espaciales involucradas suelen ser entidades 2-extendidas (de tipo regién segin
la clasificacién realizada en la Seccién [[LT2).

El calculo de relaciones topoldgicas mas utilizado en razonamiento espacial es el RCCS,
que estd formado por 8 relaciones basicas: DC, EC, PO, EQ, TPP, NTTP, TPP~'y
NTTP~!. Estos simbolos son las abreviaturas de DisConnected, Externally Connected,
Partially Overlapping, EQual, Tangential Proper Part, Non Tangential Proper Part y las
relaciones inversas de las dos ultimas (en la Figura se puede ver un ejemplo de cada
relacion). E1 RCCS tiene su origen en una teoria de légica de primer orden conocida como
Region Connection Calculus (RCC) [RCC92] . Esta teorfa estd basada en la primitiva
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2.4. MODELOS DE RELACIONES ESPACIALES

DC(z,y) = ~C(z,y)

P(z,y) = Vz[C(z,2) — C(z,y)]

PP(x,y) = P(zx,y) N—P(y,z)

EQ(z,y) = P(z,y) APy, )

O(z,y) = 3[P(z,2) A P(2,y)]

PO(z,vy) = O(x,y) N—P(z,y) N—P(y,x)
EC(z,vy) = C(x,y) N —=O(z,vy)

TPP(x,y) = PP(x,y) NIzZ[EC(z,x) N EC(z,y)]
NTTP(z,y) = PP(x,y) N—3z[EC(z,2) N EC(z,y)]
TPP Y (z,y) = TPP(y,x)

NTTP Y (z,y) = NTTP(y,x)

Tabla 2.4: Definicion de las relaciones de RCCS.

C(z,y) que se define como “la regién z estd conectada con la regién y”, o en términos del
operador clausura, C'(x,y) se cumple si Cl(x) NCl(y) # @. Esta primitiva es una relacién

reflexiva y simétrica, y satisface los siguientes axiomas:

1. Vz[C(x, z)]

2. Va,y[C(z,y) — C(y, x)]

A partir de esta primitiva se pueden definir varias relaciones topolégicas entre las que se

encuentran las 8 anteriores (Tabla 2.4]).

Un modelo mas sencillo que el RCCS8, llamado RCC5, es aquel en el que no se tienen en
cuenta las fronteras de las regiones, es decir, no se distingue entre DC'y EC' y entre T'PP
y NTPP. Estas relaciones se combinan para dar lugar a la relacién DR (DiscRete) y PP
(ProperPart), respectivamente. Asi, el conjunto de relaciones de RCC5 estéd formado por
las siguientes relaciones: DR, PO, PP, PP~' y EQ.

Otra forma de obtener un conjunto JEPD de relaciones topoldgicas se basa en los
conceptos de frontera y de interior de las entidades espaciales. Dados dos objetos espa-
ciales X y Y, se definen las fronteras Fr(X), Fr(Y'), y los interiores Int(X), Int(Y), y se
consideran todas las posibles combinaciones de las intersecciones entre ellos. Es decir, se

consideran los siguientes conjuntos:
Fr(X)n Fr(Y), Fr(X)nInt(Y),
Int(X) N Int(Y), Int(X)N Fr(Y).

Cada uno de estos conjuntos puede ser vacio o no vacio. Los posibles resultados varian
entre (0,9, 9, 9) v (-, -9, -, =), y cada una de la 16 posibles combinaciones da

lugar a una sola relacién topoldgica entre X e Y. Si restringimos el dominio de los objetos
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Relacién topolégica Fr(X)NFr(Y) Int(X)NInt(Y) Fr(X)NnInt(Y) Int(X)NFr(Y)
X disjoint Y 1%/ %) 1%/ %)
X meets Y %) %) 1% 1%
X equals Y ] - 1% %)
X inside Y [ %) %) [%]
X coveredBy Y %) %) %) %)
X contains Y 1%/ %) 1%/ %)
X convers Y %) 1% 1% 1%
X overlaps Y %) 1% %) 1%

Tabla 2.5: Relaciones topoldgicas en el modelo de 4-intersecciones.

espaciales a sélo regiones de tipo celd7 entonces solo 8 de las 16 combinaciones son
posibles (ver la Tabla 20y la Figura 2.5 para un ejemplo). Este modelo recibe el nombre
de modelo de 4-insersecciones [EF91]. Dicho modelo ha sido extendido teniendo en cuenta
también el operador topologico complemento o exterior para poder estudiar también las
relaciones entre objetos espaciales distintos a celdas (p.e. lineas, puntos). En este caso las
relaciones binarias espaciales entre dos objetos se clasifican comprobando la intersecciéon
de las 9 combinaciones de los tres operadores aplicados a los objetos. Este modelo es
conocido por modelo de 9-interseccciones [Ege91]. Del mismo modo, en el modelo de
9-intersecciones si consideramos entidades espaciales de tipo celda podemos obtener el

mismo conjunto de 8 relaciones topoldgicas que en el modelo de 4-intersecciones.

Aunque el conjunto de relaciones basicas del modelo de 4-intersecciones es el mismo
que el de RCCS8 existen diferencias entre ambos. En primer lugar en el modelo de 4-
intersecciones las entidades espaciales consideradas son celdas mientras que en RCCS se
considera el dominio de regiones regulares que permiten agujeros o estar desconectadas.
En segundo lugar, las propiedades computacionales difieren considerablemente cuando
ambos modelos se plantean como un CSP. Razonar con el algebra de relaciones de RCC8
es mas simple que razonar con el modelo de 4 o 9 intersecciones. Para RCCS8 se han
identificado varias subclases tratables (varias de ellas maximales, incluyendo todas las re-
laciones bésicas) para los que se puede resolver el problema CSPSAT y el de la red minima
en tiempo polinomial empleando un algoritmo de camino-consistencia. Ademads se ha de-
mostrado que CSPSAT para el dlgebra completa de RCC8 es NP-completo [Ren99, [CP05].
Sin embargo para el modelo de intersecciones el problema de la consistencia de relaciones
bésicas es equivalente al problema de decidir si un grafo es un grafo de intersecciéon de
curvas en el plano (string graph problem) [GPP95], problema que es NP-completo [SSS03].

Una discusién mas amplia de estos y otros modelos de relaciones topolégicas basados

en restricciones y de sus propiedades computacionales se puede encontrar en [Ren(2).

'Una celda es una regién fuertemente conectada y que no tiene agujeros, o lo que es lo mismo, es
topolégicamente equivalente al llamado disco unidad cerrado definido como el conjunto C' = {(z1,x2) €
R? | 2% + 23 < 1}).
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n
W ne
w e
sw se
s
(a) Modelo basado en conos (b) Modelo basado en proyecciones
14
12 13
11
107
8

(c) Star calculus

Figura 2.6: Modelos de relaciones cardinales entre puntos.

2.4.2. Relaciones Direccionales

Dentro del razonamiento espacial basado en restricciones con relaciones direccionales
podemos clasificar los distintos modelos existentes segiin el marco de referencia utilizado
y dependiendo de si tratamos con puntos o con entidades espaciales 1- o 2-extendidas. En
esta tesis estamos interesados en los modelos que utilizan sistemas de referencia absolutos
que sirvan para razonar con direcciones cardinales. Otros modelos con direcciones que
utilizan otros sistemas de referencia los podemos encontrar en [MJ90, Her93), [ZF96].

Relaciones Direccionales entre Puntos

En el caso de puntos espaciales destacamos el trabajo de Frank [Fra96], que enumera
cuales deberian ser las propiedades deseables para un céalculo de direcciones cardinales en

un espacio geografico (es decir, las direcciones son del tipo norte, sur, noreste, etc.). En
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eq n e s w ne nw se Sw
(==) =>) G5 =59 (K9 3> (>) 3,9 (K<)

Tabla 2.6: Correspondencia entre el dlgebra de relaciones cardinales y el algebra de puntos.

dicho trabajo Frank propone dos formalismos para determinar los sectores que representan
las direcciones con respecto a un punto de referencia: el modelo basado en conos y el modelo
basado en proyecciones. En el primero, los sectores son conos con un grado de apertura
de 2% grados, donde n es el nimero de relaciones basicas direccionales (Figura 2GH(a)).
En el modelo basado en proyecciones, los ejes de coordenadas dividen el espacio en 4
semiplanos, que junto con los 4 semi-ejes mas el punto de referencia dan lugar a 9 zonas

donde podemos situar al punto primario (Figura 2.6H(b)).

Las propiedades algebraicas del modelo basado en proyecciones han sido estudiadas
en profundidad por Ligozat [Lig98a]. El conjunto de relaciones JEPD basicas consta de
9 elementos. Este modelo, conocido como algebra de relaciones cardinales, puede verse
como una extension bidimensional del algebra de puntos, ya que una relacién basica se
puede definir como una tupla (r,,7,) donde r, (resp. r,) es la relacién entre los puntos
proyectados en el eje = (resp. eje y). La Tabla muestra la correspondencia entre las
relaciones cardinales y las del dlgebra de puntos. Al igual que en el algebra de interva-
los, Ligozat define un orden parcial entre las relaciones basicas e identifica las subclases

tratables de relaciones converas y preconvexas, siendo esta ultima una subclase maximal.

Otro modelo formal de direcciones cardinales basados en puntos espaciales es el Start
Calculus de Renz y Mitra [RM04], que es una generalizacién de los dos modelos anteriores.
La principal diferencia con los anteriores es que el nivel de granularidad de las relaciones
es variable y no fijo, es decir, el niimero de relaciones y su seméntica es parametrizable
en el modelo, lo cual permite adaptarse a varias situaciones. Concretamente, fijada una
direccién de referencia d y un punto p, se hace una particion del espacio por m rectas
que pasan por p formando cada uno de ellos un angulo 9;,1 < i < m con respecto a la
direccion de referencia d. De esta forma se divide el espacio en 4m + 1 zonas incluyendo
los 2m semi-rectas resultantes de las m rectas, las 2m semi-areas que quedan entre las
semi-rectas y el propio punto p. El ejemplo de la Figura[Z0l(c) muestra un modelo posible
de star calculus donde m = 4y §; = 30, d5 = 60, 63 = 120, 64 = 150; cada posible relacion
se enumera con un valor entre 0 y 15, siendo las relaciones pares las correspondientes a
las semi-rectas y las impares a las semi-areas delimitadas por cada dos semi-rectas.

El modelo basado en proyecciones tiene varias ventajas con respecto al modelo basado
en conos. En primer lugar, la estructura propuesta por este modelo es idéntica a aquella
proporcionada por los sistemas de posicionamiento basados en la latitud y la longitud.

En segundo lugar, en este modelo el mecanismo de inferencia basado en la composicion
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MBB(Espariia)

mbb(b)

MBB(Portugal)

NW N

Sw S SE / ¢
S
(c) (d)

Figura 2.7: Modelos de relaciones direccionales para entidades extendidas: aproximacion
por puntos (a), aproximacién por mbbs (b), aproximacién por mbb del objeto referencia
basado en proyecciones (c), y aproximacién por mbb del objeto referenciado basado en
conos y proyecciones (d).

da lugar a relaciones mds precisas en comparacién con el modelo basado en conos [Fra96].
Por otro lado, el modelo basado en conos es mas adecuado cuando queremos utilizar mas
relaciones cualitativas que las 9 proporcionadas por el modelo basado en proyecciones.
Ademas, el modelo basado en conos es mas representativo para situaciones en las que las

direcciones estd limitadas por cierto angulo de visién [RMO04].

Relaciones Direccionales entre Entidades Extendidas

Una forma de tratar con relaciones direccionales entre entidades espaciales extendidas
es aproximar estas mediante otros objetos espaciales mas simples. Por ejemplo, podemos
utilizar un punto representativo (por ejemplo, el centroide) para aproximar las entida-
des espaciales y realizar razonamiento direccional usando los formalismos mencionados

anteriormente (Figura 277H(a)).

Otra forma muy utilizada de tratar con objetos espaciales extendidos es aproximando-
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los por el rectdngulo minimo que los contiene (mbb) (minimum bounding box o minimum
bounding rectangle). Los rectdangulos minimos son muy utilizados en Bases de Datos Es-
paciales y en Razonamiento Espacial [MJ90, [AEG94], [PSTE95], porque su repre-
sentacion es sencilla (por ejemplo, usando los puntos de la esquina superior derecha y la
esquina inferior izquierda). Esta aproximaciéon mediante rectangulos permite utilizar un
modelo basado en proyecciones, como el de Frank, pero en lugar de puntos se proyectan los
lados del rectangulo minimo (Figura 2Z7H(b)). Un cédlculo bastante expresivo que permite
razonamiento con relaciones direccionales entre objetos aproximados por rectangulos es
el dlgebra de rectingulos [BCACI8, BCACI9|, que describiremos con cierto detalle en el
Capitulo [

Un problema que surge con los modelos aproximados por puntos y rectangulos es que
la informacién relativa a las regiones originales puede ser inexacta o contradictoria. Por
ejemplo, segtn la aproximacion por puntos, un pais como Espana estaria al noreste de
Portugal (ver la Figura27H(a)), relacion que se puede considerar inadecuada. Mediante la
aproximacién por rectangulos se pierde también informacién cuando las regiones no son
convexas o tienen forma diagonal. Por ejemplo, la FiguraZ7(b) indica que los rectangulos
minimos de las regiones a y b se superponen, pero la situacién real es que a y b estan

desconectadas.
Para solventar estos problemas, algunos autores [GE97, [Goy00, [SK05] proponen un

modelo relaciones cardinales entre regiones donde sélo se aproxima la regién de referencia
por su rectangulo minimo. En la Figura 277 (c) aparece un ejemplo de una regién b (pri-
maria) que se extiende al norte, noreste y este de la regién a (referencia), que se considera
aproximada por su mbb. En un modelo donde ambas regiones se aproximan por rectangu-
los, la situacién seria la indicada en la Figura 277+ (b), de la que se deduce ademds que la
region b se extiende también dentro de los limites del mbb de la region a, lo cual no es
cierto. Dedicaremos completamente los capitulos B y M al modelo de relaciones cardinales
entre regiones propuesto por Skiadopoulos y Koubarakis [SK05], ya que los principales

resultados obtenidos en esta primera parte de la tesis se basan en dicho modelo.

Una familia de modelos para regiones, presentada recientemente en [SS07], combina
caracteristicas de los modelos de relaciones cardinales entre regiones basados en proyec-
ciones y basados en conos (ver Figura[Z7}(d)). La familia contiene un nimero infinito de
modelos, donde cada modelo se identifica por un tnico valor para ¢ (0° < ¢ < 90°) (el
angulo para las lineas que particionan el espacio). Se han calculado las operaciones de com-
posicién e inversa pero no se han propuesto atn algoritmos para resolver los principales

problemas de razonamiento.

Por 1ltimo, los formalismos anteriores que aproximan el objeto de referencia por su

rectangulo minimo, aunque muy expresivos, proporcionan poca informacién cuando el
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objeto primario se encuentra dentro del mbb del objeto de referencia. En el ejemplo
de la Figura 27 (a), el modelo nos dirfa que Portugal se encuentra dentro del mbb de
Espana pero no nos dice que esta, por ejemplo, en el interior al oeste. Este tipo de
relaciones son muy habituales en los Sistemas de Informacién Geogréfica para analizar la

situacion de regiones dentro de paises. Varios autores han tratado este tipo de relaciones

[AEG94, LW.JWO03].

2.4.3. Razonamiento Espacial con Varios Tipos de Relaciones

En esta seccion mencionamos algunos trabajos realizados sobre razonamiento espacial
en el que intervienen varios tipos de relaciones a la vez, debido al interés que despierta este
tipo de modelos en los tltimos anos. Estos tipos de modelos espaciales permiten inferir
informacion sobre un tipo de relacién espacial a partir de los otros tipos de relaciones que

forman parte del modelo.

Segtin Sharma [Sha96] un sistema automadtico para razonamiento espacial que trabaje
con varios tipos de relaciones debe poder razonar de forma independiente con cada tipo
de relacién, o con varias combinaciones de relaciones de diferentes tipos o con tuplas de
relaciones que formen una relacién integrada. De este modo podemos distinguir varios

tipos de razonamiento:

1. Homogéneo. Aquel en el que se deriva un tunico tipo de relacién espacial a partir
de otras dos relaciones espaciales del mismo tipo. Por ejemplo, inferir “A esta des-
conectado de C” (topoldgica) dado que “A estd desconectado de B” (topoldgica)
y “B contiene a C” (topoldgica). Este es el tipo de razonamiento estandar con un

s6lo tipo de relacion.

2. Heterogéneo. Aquel en el que se deriva una relacién espacial de cualquier tipo a
partir de dos relaciones espaciales de distinto tipo. Por ejemplo, inferir “A esta al
Norte de C” (direccional) dado que “A esta en el interior de B” (topoldgico) y que

“B estd al norte de C” (direccional).

3. Mizto. Aquel en el que se deriva una relacion espacial de un tipo de la composicién
de dos relaciones espaciales de otro tipo distinto. Por ejemplo, inferir “A esta des-

conectado de C” dado que “A esta al norte de B” y que “B esta al norte de C”.

4. Integrado. Aquel en el que se deriva cada tipo de relacion espacial dado dos conjuntos
de tipos idénticos de relaciones espaciales. Por ejemplo, inferir “A esta desconectado
y al norte de B” a partir de que “A esta conectado y al norte de B” y que “B

estd conectado y al norte de C”.
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Los mecanismos de razonamiento espacial homogéneo, heterogéneo y mixto se pueden
considerar conjuntamente como un mecanismo de razonamiento combinado que trabaja
con tipos de relaciones espaciales individuales. A diferencia del razonamiento combinado,

el razonamiento integrado trabaja con conjunciones de tipos de relaciones.

En esta linea de investigacién podemos destacar los trabajos de Frank [Frad6] y el de
Clementini et dl. [CEFH9T] sobre relaciones direccionales y de distancia entre puntos. En
cuanto a la combinaciéon de relaciones topolégicas y direccionales recordamos el trabajo
del propio Sharma [Sha96] que proporciona las tablas de composicién para el razonamien-
to heterogéneo, mixto e integrado entre regiones convexas aproximadas por rectangulos
minimos. En |Li07] se presenta un modelo que combina RCC8 con un célculo de direccio-
nes cardinales llamado DIR9, que es una subclase del dlgebra de rectangulos. En [SLO4]
los autores presentan un modelo de razonamiento integrado de las relaciones RCCS8 con
el modelo de direcciones cardinales de Goyal y Egenhofer [GE9T7]. Por tltimo, Gerevini
y Renz [GR02] combinan las relaciones RCC8 con relaciones de tamano cualitativas y

cuantitativas entre regiones.



Capitulo 3

Razonamiento con Relaciones

Cardinales entre Regiones

Una vez introducidos los conceptos bésicos sobre CSPs y los principales modelos para
razonamiento temporal y espacial basado en restricciones, en este capitulo nos centramos
en un modelo de razonamiento espacial con relaciones cardinales entre regiones, al que nos
referimos aqui abreviadamente como modelo DC' (de Direccional Cardinal). Estudiamos
los problemas de la consistencia y busqueda de una solucién para redes de relaciones
basicas entre regiones, y proponemos un algoritmo para resolver estos problemas, que
aporta mejoras en cuanto a tiempo de ejecucion y posibilidades de extensién respecto a

algoritmos previos.

La estructura del capitulo es la siguiente:

» En la Seccién Bl presentamos una introduccion al modelo DC de relaciones cardina-
les entre regiones. Mostramos los conceptos principales, la terminologia, operaciones
y tipos de relaciones y los resultados mas relevantes conocidos sobre el problema de
la consistencia. Aportamos una pequena prueba de que la operacién de inversa de
una relacion no es cerrada en el conjunto de relaciones cardinales, en contra de una

afirmacion anterior.

= En la Seccién se describe detalladamente el algoritmo DIS-BCON, propuesto
por Skiadopoulos y Koubarakis [SK05], que decide la consistencia de una red de
restricciones cardinales bdsicas entre regiones en O(n’), donde n es el nimero de

variables involucradas.

» En la Seccién B3] presentamos una variante del algoritmo DIS-BCON para compro-
bar la consistencia de una red de restricciones cardinales basicas entre regiones, que

supone una mejora del tiempo de ejecucién de O(n®) a O(n*). También introduci-
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mos los cambios necesarios para que el algoritmo propuesto, DIS-BCSsoOL, pueda
proporcionar una solucion de la red en el caso de que sea consistente, cosa que no

hace el algoritmo original.

» En la Seccion B.4] discutimos sobre las ventajas e inconvenientes del algoritmo que
proponemos frente al algoritmo de Zhang et al. [ZLLYO0S8] que resuelve el mismo
problema. Este algoritmo se adapta también para el problema de la consistencia de
relaciones cardinales basicas entre regiones conectadas y sugerimos los cambios que
habria que hacer en nuestro algoritmo para resolver el mismo problema. Justificamos
que, en lo que se refiere a la busqueda de muiltiples soluciones y a las posibilidades de
integracion con relaciones cuantitativas para aumentar la expresividad del modelo,
nuestra propuesta resulta mas adecuada, e incluso la tunica que, hasta la fecha, que

admite integracion con relaciones cuantitativas con cambios minimos.

3.1. El Modelo DC de Relaciones Direccionales Car-

dinales entre Regiones

En esta seccion presentamos una introduccion al modelo DC de relaciones cardinales
entre regiones propuesto originalmente por Goyal y Egenhofer [GE97, y formaliza-
do posteriormente por Skiadopoulos y Koubarakis [SK04], [SK05]. Mostramos los conceptos
principales, la terminologia y los resultados mas relevantes sobre el problema fundamental

de la consistencia.

3.1.1. Regiones, Tiles y Direcciones Cardinales

Recordamos que una region se definia en la Seccién como un objeto o figura
bidimensional regular del plano. En términos maés precisos, una regién es un subconjunto
cerrado de R? que cumple la propiedad de coincidir con la clausura topoldgica de su interior
(es regular). Esto excluye a los puntos, a los segmentos y demds figuras de una dimension,

y a los objetos bidimensionales formados por unién de figuras de distinta dimension.

Sea b una regién y sean x e y los dos ejes de coordenadas del plano euclideo. Los
stmbolos b, (resp., b ) y b, (resp., b)) denotan el infimo (resp., supremo) de la proyeccién

de la regién b sobre los eje x e y.

Definicién 3.1 (Rectdngulo Minimo). FEl rectdangulo minimo que contiene a la region b,

denotado con mbb(b) (minimum bounding box de b), es el rectingulo de lados paralelos

x

Figura[31). Nos referiremos a by, by, b, , b, como a los puntos extremos de mbb(b).

a los ejes del plano dado por las lineas rectas v = b, © = bl y = by, y= b; (ver la
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yll
| |
NW@®) | N@®) | NE®)
by +— — mbb(b) -
W(b) b (B(b) E(b)
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SW(b) | S(b) } SE(b)
b bt x

Figura 3.1: Tiles y mbb con respecto a la region b.

Definicién 3.2 (Rectangulo Trivial y No Trivial). A cualquier rectingulo con lados pa-
ralelos a los ejes del plano euclideo y con drea mayor que cero lo llamaremos rectangulo
no trivial. Un rectangulo trivial es un punto o parte de la frontera de un rectingulo no

trivial, y por tanto, no es una region.

Proposicién 3.1. Si b es una region del plano entonces mbb(b) es un rectangulo no trivial

y se cumple que by < bf Nb, < by

Dominios de Regiones

En el modelo DC se pueden considerar distintos tipos de regiones, atendiendo a si
tienen una forma homogénea, como un rectangulo, o si son conectadas o desconectadas.

Nosotros consideramos los siguientes dominios para las regiones:

1. El propio conjunto de todas las regiones regulares. Denotaremos con DIS a dicho
conjunto. Como sabemos DIS admite cualquier objeto espacial 2-extendido regular

que puede ser conectado o desconectado y posiblemente con agujeros.

2. Regiones fuertemente conectadas, entendiendo que son regiones cuyo interior es
camino conectado (existe un camino entre cada dos puntos dentro de la region).
Denotaremos con CON a dicho conjunto. Este es el tipo de dominio considerado

originalmente para el modelo DC.

3. Por 1ltimo, consideraremos el conjunto REC' = {mbb(a) | a« € DIS}. Este conjunto
contiene a todos los rectangulos de lados paralelos a los ejes x,y del plano euclideo,
ya que cada rectangulo de este tipo se corresponde con el rectangulo minimo de

cierta region regular a.

Claramente se tiene que REC C CON C DIS. En el resto del capitulo se introduce la

terminologia usada en el modelo DC comun a los tres dominios y usaremos el término
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DOM para referirnos a cualquiera de estos tres dominios.

Tiles del Plano y Direcciones Cardinales

En el modelo DC estamos interesados en cémo cierta region primaria a esté relacionada
con otra region de referencia b por medio de una relacion direccional de tipo cardinal. La
region b se aproxima por mbb(b) y las lineas que se prologan de mbb(b) dividen el plano
en 9 tiles (o éareas) representadas por t(b), donde t es un simbolo de direccion cardinal
de tile (abreviadamente ‘simbolo de tile’) y puede ser uno de los incluidos en el siguiente
conjunto 7' = {B, S, SW, W, NW,N, NE E, SE }. Las tiles periféricas se sitiian en las
8 direcciones cardinales usuales South, SouthWest, West, NorthWest, North, NorthFast,
FEast, SouthFEast, con respecto a la regién de referencia. La tile central B(b) coincide con
mbb(b), de ahi el nombre del simbolo B (‘en el Boundig box de’). En la Figura 3] se
pueden observar las diferentes tiles en las que se divide el plano considerando la regién de
referencia b. Las tiles son cerradas, ilimitadas (a excepcion de la central) y su unién es R2.
Dos tiles cualesquiera son disjuntas en su interior. Pero como cada tile incluye parte de

las lineas que la delimitan, dos tiles pueden compartir un punto o una linea de frontera.

es un simbolo de direccion cardinal multi-tile (abreviadamente ‘simbolo multi-tile’) que
sirve para denotar la unién de las tiles situadas en ciertas direcciones con respecto a una
regién de referencia, concretamente, ty:ty: . ..ty (b) = [J_, #:(b). En adelante, por unicidad
en la representacion, consideramos un orden para escribir los simbolos multi-tile, que es el
que viene dado por el orden en que aparecen enumerados anteriormente los simbolos de 7.
Por ejemplo, debemos entender que B:S:W y W:B:S denotan lo mismo, pero usaremos la
primera expresiéon en lugar de la segunda atendiendo al orden establecido para la escritura

de los simbolos multi-tile.

3.1.2. Relaciones Cardinales. Satisfacibilidad

A continuacién definimos formalmente las relaciones cardinales dentro del modelo DC,
que permiten establecer restricciones binarias entre variables de tipo regiéon de DOM y
establecemos las condiciones que se deben dar para que una restriccién con relaciones car-
dinales sea satisfacible. Abusando de la notacién, usaremos los simbolos de tile y multi-tile
para representar relaciones binarias, ademas de usarlos para denotar a las tiles del plano

situadas en las diferentes direcciones cardinales con respecto a una region de referencia.

Definicién 3.3 (Relacion Cardinal Bésica). Una relacion cardinal basica es una relacion
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binaria, denotada por un simbolo de tile o multi-tile ty: - - -ty (k > 1), que se define como:

tl:...:tk:{<a7ﬁ)EDOM2|Og:0{1U...UO&k, OzzEDOM,1§Z§/{:
Nag Cti(B),...,a Ct(B)}

Una relacion bdsica tq: - - -ty se llama relacion de tile cuando k = 1; en otro caso se dice

que es una relacion multi-tile.

Definicién 3.4 (Restriccién Cardinal Basica. Satisfacibilidad). Una formula aty: - - -ty b,
donde a,b son variables sobre DOM vy ty:---:t; es una relacion cardinal bdsica, se dice
que es una restriccion cardinal basica. La restriccion aty:---:t, b es satisfacible si existe
una asignacion de regiones a = o, b = 3 tal que (o, B) € ty:-- - :ty.

En adelante usaremos el término ‘satisfacible’ para restricciones o relaciones indis-
tintamente. Obsérvese que la condicién (o, 3) € t3:---:t; podria escribirse como a C
ty:---:tx(F), que indica que la regién « estd incluida, como conjunto de puntos, en la
union de las tiles respecto a la region ( situadas en las direcciones cardinales indicadas
en cada simbolo de tile. Para comprender mejor la semantica de las relaciones cardinales
béasicas vamos a analizar con mas detalle las condiciones que deben cumplirse para ser

satisfacibles. Primero consideramos el caso mas simple de relaciones de tile.

Para una relacion de tile ¢ se cumple por definicién que a t b si o C £([3), siendo («, 3)
el par de regiones asignado a las variables. Por ejemplo, si t = N entonces la restriccion
a N b establece que a es una region que ocupa parte de la tile norte de b y no se extiende
hacia otras direcciones, intuitivamente significa que a es una region situada al norte de
b. Pues bien, en estos casos la restriccion a t b puede expresarse de forma equivalente en
términos de restricciones de orden entre los extremos de los rectangulos minimos mbb(a) y
mbb(b), es decir, como un conjunto de restricciones binarias del dlgebra de puntos convexa
(ver Seccién 2237]). Teniendo esto en cuenta, la satisfacibilidad de cada relacién de tile se

puede caracterizar de forma alternativa como se indica en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. Las restricciones cardinales con relaciones de tile entre regiones son
l6gicamente equivalentes a restricciones de orden entre los puntos extremos de los rectdngu-

los minimos de las regiones, como se indica a continuacion:
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aBb & b <a; Naf <bIAb <a; Nay <bF
aShb & oaf <b,Ab; <ap ANaf < b

aSWb & af <b; Nay <b,

aWb @ajgb;/\by_ga;/\aggb;

a NWbL < a;fgb;/\b;jga;

aNb & bf <a; Nb; <a; Naf <bf

a NEb < bf <a; Nbf <a,

a Eb @biﬁa;/\by_ga;/\aggb;

aSEb & biga;/\aigsz

Una restriccion cardinal con relacién multi-tile del tipo aty:---:tx b puede descom-

ponerse en un conjunto de restricciones cardinales mas simples con relaciones de tile y
otras restricciones adicionales de union de regiones. Teniendo en cuenta que la restric-
cién aty:-- -t b se satisface si existe una asignacién de regiones a = «a,b = 3 tal que
(o, B) € ty:-- - :tx y teniendo en cuenta la definicién de la relacién cardinal basica, pode-
mos observar que la restriccion original equivale a un conjunto de restricciones en los que
interviene la variable b, la variable a y k variables asociadas a ella a?, ..., a}, que reciben

el nombre de variables componentes de a con respecto a b.

Cada una de estas variables componentes a’ representa una porcién de la regién de a
que ocupa parte de la tile ¢; de la region de b y se debe cumplir, por tanto, la restriccion
simple abt; b. Para que este conjunto de restricciones con relaciones de tile entre variables
componentes sea equivalente a la restriccion original entre a y b hay que asegurar que
la variable a representa a la regiéon formada por la unién de porciones de region de las

variables componentes.

Proposicién 3.3. La restriccion cardinal aty:-- -t b con relaciones multi-tile es equiva-
lente a la conjuncion de las siquientes restricciones sobre las variables a, b y las variables
componentes a’, ..., al de a con respecto a b:

= Restricciones de tile: a}ty b, -+, al t;b.

= Restricciones de unién: a = a U---Uad}.
Ejemplo 3.1. La restriccion cardinal basica a W:NW:N b es satisfacible por la asigna-
ciona = a y b= [0, donde o y 3 son las regiones dibujadas en la Figura[Z.2 Es mds,
la region a se puede particionar en 8 regiones de tal forma que a = a3 U an U ag y las
restricciones componentes a8 W b, a5 NW b y a4 N b se satisfacen por las asignaciones

al{ = Qq, ag = Qo, ag = a3, respectivamente.
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Figura 3.2: Restriccion cardinal basica: dos regiones que satisfacen a W:NW:N b.

Definicién 3.5 (Relacién Cardinal Disyuntiva). Una relacién cardinal disyuntiva es
una relacion formada por union de dos o mds relaciones cardinales bdsicas y se repre-
senta como {ry,...,rn},m > 1. Una restriccion cardinal disyuntiva a {ry,...,r,} b es

satisfacible si y solo siary bV ---Va ry blo es.

Las restricciones cardinales disyuntivas sirven para expresar conocimiento incompleto
o indefinido sobre la posicién relativa de dos regiones. Por ejemplo, si R = {N:NE, E} la
restriccion a R b, equivalentemente a N:NFE bV a E b, es facil de interpretar a partir de
los simbolos de tile e indica que la regién a se encuentra parte al norte y parte al noreste
de b, o bien esta situada al este de la regién b. Usaremos el término relacion cardinal
para referirnos a las relaciones béasicas o disyuntivas del modelo DC. Como es habitual,
usaremos letras mintsculas r para referirnos a una relacion bésica y R para cualquier tipo

de relacion cardinal.

3.1.3. Conjuntos de Relaciones Cardinales Basicas

Al considerar un dominio u otro para las regiones se obtienen modelos de relaciones
cardinales distintos, en el sentido de que tratan con conjuntos de relaciones basicas di-
ferentes, como veremos en esta secciéon. Sin embargo, los distintos modelos comparten
conceptos esenciales, por lo que usamos el término ‘modelo DC’ (sin més) para referirnos
a un formalismo que usa relaciones cardinales entre regiones, sin hacer distincion entre
los dominios de las mismas. Al diferenciar entre los tres dominios definidos en la Seccién
B.IT para las regiones, se establecen tres conjuntos de relaciones cardinales bésicas, que
particionan cada una al producto cartesiano del dominio considerado. Son, por tanto,
conjuntos de relaciones JEPD, a partir de los cuales se definird una estructura algebraica

para operar con las relaciones.

Consideremos en primer lugar el dominio mas general DIS, que contiene a todas las

regiones regulares del plano, posiblemente desconectadas. Denotamos con Bgs al con-
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junto que contiene a todas las relaciones basicas r que satisfacen dos regiones regulares

cualesquiera a, b del plano. Ya que en DIS se permiten regiones regulares de todo tipo,

combinacién de todos los simbolos de tile, por tanto hay ¥?_, (?) = 511 relaciones en
este conjunto. El conjunto potencia 254 estd formado por todas las relaciones bésicas y
disyuntivas en DIS.

En el dominio CON de regiones fuertemente conectadas, el conjunto de relaciones
bésicas es un subconjunto propio de By;s, formado por las posibles relaciones cardinales

basicas entre regiones fuertemente conectadas:
Bcon: {T elgdis ’ Ela,ﬁ € CON :ar ﬁ}

B.on, n0 permite relaciones del tipo S:N o N E:SFE ya que estas relaciones sélo se satisfacen
entre regiones desconectadas. De esta forma, el conjunto B, se restringe a sélo 218 de las
512 relaciones de By (en el Apéndice [A Tl se enumeran todas las relaciones). El conjunto

potencia 25¢n contiene a todas las relaciones cardinales bésicas y disyuntivas en CON.

Por 1ltimo, consideramos el dominio de regiones en REC'. Las regiones consideradas
son rectangulos paralelos a los ejes x e y del plano. Denotamos con B,.. al conjunto de
relaciones cardinales rectangulares basicas. Este conjunto es un subconjunto propio de

Bon, puesto que REC € CON. Luego podemos definir B,... como:
Bree = {1 € Beon | Ip1,p2 € REC = py 1 pa}

Hay un total de 36 relaciones en B,.., que son las siguientes:

{B,S,SW,NW N, NE, E, SE, S:SW, BW, NW:N, N:NE, B:E, S:SE, SW:W,
B:S, E:SE,W:NW,B:N, NE:E, S:SW:SE, NW:N:NE, BW:E B:S:N, SW:W:NW |
NE:E-SE, B:S:SW:-W, BW:NW:N, B:S:E:SE, B-N:NE:FE,

B:S:SW.-W:NW:N, B:S:N:-NE:E:SE, B:S:SW.W:E.SE, BW:NW:N:NEFE,
B:S:SW-W:NW:N:NE:E:SE}.

El conjunto 257 contiene a todas las relaciones cardinales basicas y disyuntivas en REC.
A las relaciones de este conjunto se les llama relaciones cardinales rectangulares, porque

son todas las relaciones de tipo cardinal que pueden darse entre rectangulos.

Ejemplo 3.2. La relacion W:E pertenece a Bgs y no a Beon, ya que no existen dos
regiones a y b conectadas tales que a W:E'b. Por otro lado, la relacion W:NW:N pertenece

a Beon y por tanto a Bgs, pero no pertenece a Bi.., ya que no existen dos rectangulos a vy

b tales que a W NW:N b.
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(a) (B,a) € N oy, N, pero (6,a) ¢ NoN (b) (B,a) € No, N, y (B,a) € NoN

Figura 3.3: Composiciéon débil vs composicién en el modelo DC.

3.1.4. Operaciones con Relaciones Cardinales

Dado un dominio DOM , donde DOM puede ser REC, CON o DIS, denotamos con
Baom al conjunto de relaciones cardinales basicas en dicho dominio. En el modelo DC con
dominio DOM se considera el algebra Rypm = (254m, U, N, ", @, Baom, 0w, inv), formada
por el algebra booleana con conjunto de relaciones 25¢m  junto con las operaciones de
composicién débil (o,,) e inversa débil (inv). Estas dos operaciones se definen del siguiente

modo:

Ry oy, Ry ={r € By | Ja,b,c € DOM :a Ri b Nb Ryc Narc}

3.1
inv(R) = {r € Baom | Ja,b € DOM :bra Na R b} (3.1)

En el algebra del modelo DC se utiliza la composicién débil porque la composiciéon no es
una operacién interna. Eso supone que las tuplas resultantes no pueden describirse con
los simbolos de relacién del algebra, o lo que es lo mismo, la composicion no se puede
calcular de forma simbdlica en 284m . Por ejemplo, si tenemos dos regiones o, 3, como las
de la Figura B.3-(a), entonces (3,a) ¢ N o N, porque no hay espacio para una tercera
region v tal que B N vy v N a. Pero (3,a) € N o, N porque N es una de las relaciones
bésicas incluidas en N o, N, al existir regiones b, ¢, a talesque b N ¢ Ac N a ANb N a. En
la Figura B3H(b) tenemos un ejemplo de esto dltimo, considerando a = a,b = 3,¢ = 7.
En este caso se cumple que (3,a) € N o, Ny (3,a) € N o N. La composicién débil se
considera la mejor aproximacién a la composicién real, al ser la menor relacién de 28m
que contiene al conjunto de tuplas de toda la extensién de la composicién. En [SK04] se
describe un algoritmo para calcular de forma simbdlica la composicion débil de relaciones

cardinales bésicas para los dominios CON y DIS. A partir de la tabla de composicion
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a a a

J a

(a) bS:SW:SEa (b) bS:SW a (c) bS:SEa (d)bSa

Figura 3.4: Relaciones bésicas de inv(N).

débil que se obtiene, se puede calcular simbdlicamente la composicion débil de relaciones
disyuntivas como unién en 254 de la composicion débil de todos los pares de relaciones
bésicas:

k m
{rl,...,rk}ow{r’l,...,r;n}:UUriowr;

i=1j=1

La definicién usual de inversa de una relacién cardinal seria
R~ ={(b,a) € DOM x DOM | (a,b) € R}

Esta operacién tampoco es cerrada en 25¢m  porque R~ contiene menos tuplas que las que
se pueden representar con una relacion del algebra, como comprobaremos a continuacion.
Por eso usamos una operacion aproximada inv, a la que llamamos tnversa débil por distin-
guirla de la inversa real. En [SK04] se destaca que la inversa de una relacién cardinal bésica
no es una relacién cardinal bésica. Por ejemplo, inv(N) = {S:SW:SE,S:SW, S:SE, S}.
Para comprender por qué, tenemos en cuenta la definicién de inv(R), particularizando
para R = N, y comprobamos que si a N b entonces las posibles relaciones basicas que se
satisfacen entre b y a son las indicadas para inv(N). En la Figura B4 se ilustran casos
representativos de a y b tal que a N by br a, siendo r una relacién basica distinta en cada
caso. Se tiene que b S:SW:SEa, bS:SWa, bS:SEa v bSa y esos son todos los casos
posibles de br a siendo a N b.

En trabajos previos no se diferencia entre operacion de inversa e inversa débil, porque
no se analiza si la definicién de inv(R), dada en (B.1]), representa exactamente a las tuplas
de la relaciéon R™!. Aqui probamos que la inversa de una relacién cardinal no es una
relacion del algebra R4, v que la inversa débil proporciona la mejor aproximacion en

2Bdom para la inversa.

Lema 3.1. La operacion de inversa no es interna en 284m y para cualquier relacion
cardinal R se cumple que inv(R) es la menor relacién de 2Bdom  en sentido de niimero de

dtomos, que contiene a las tuplas de R™*.
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Demostracion.

Por definicién de R~! se cumple que a Rb < b R™'a y por tanto (a,b) € R implica
que (b,a) € R™1. Sir es la relacién basica que se satisface entre b y a tenemos que r es uno
de los simbolos de relacién de inv(R), por definicién de inversa débil. Por tanto, el par
(b, a) forma parte también del conjunto de tuplas de inv(R). Esto implica que la relaciéon
inv(R) contiene a todas las tuplas de R~! y se cumple la implicacién a Rb = binv(R) a,
para cualquier par de regiones a, b del dominio. De lo anterior y de la definicién de inv(R)
se desprende que no existe una relacion R’ con menos atomos que R y que contenga a
R7L

Por otra parte, el hecho de que b inv(R) a no implica necesariamente que a R b,
puesto que R puede ser bésica y inv(R) disyuntiva. Por ejemplo, consideremos el caso
de R = N y supongamos que bS:SWay a N:NEb. Entonces se cumple que binv(N) a,
puesto que inv(N) es disyuntiva y contiene a la relacion S:SW. Sin embargo, no es cierto
que a N b, puesto que hemos partido de que a N:N E by sabemos que las relaciones bésicas
son JEPD, por lo que son disjuntas dos a dos. Este razonamiento indica que en inv(N)
hay més tuplas que en N~!, porque no se cumple a N b < binv(N)a. Como inv(N) es
la menor relacién en 2B84m que contiene a las tuplas de N~', resulta que esta relacién
inversa no es una relacion del algebra. Por tanto el conjunto de relaciones cardinales no

es cerrado bajo la operacion de inversion de relaciones. O

En se afirma que la inversa de una relacién cardinal inv(R) es la relacion
cardinal que satisface b inv(R) a < a R b, para cualquier par de regiones a,b € DOM.
Pero del lema anterior deducimos que esa afirmacién es falsa, porque en ese caso inv(R)
coincidirfa con R™! para cualquier relacién, cosa que ya hemos visto que no es cierta. Al
ser la inversa de una relacion basica una relacién disyuntiva, se necesita especificar tanto
la relacion entre a y b como la relacion entre b y a para describir con exactitud la posicion
relativa de dos regiones a y b mediante relaciones cardinales. Al no ser la composicién ni
la inversion operaciones internas, el algebra de restricciones R 4o, del modelo DC no es
un algebra de relaciones propia, ni siquiera es un algebra de relaciones binaria en sentido
estricto, pues la relacion identidad no se incluye en el conjunto de atomos y la inversa de

una relacion béasica no es una relacién béasica.

3.1.5. Red de Restricciones Cardinales. Consistencia

En el modelo DC con cierto dominio DOM , podemos formalizar los problemas de razo-
namiento espacial con direcciones cardinales como CSPs, mediante redes de restricciones

cardinales:

Definicién 3.6 (Red de Restricciones Cardinales). Una red de restricciones cardinales
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consiste en un conjunto de variables U = {aq,...,a,} sobre DOM y un conjunto € de
restricciones entre variables especificadas mediante relaciones cardinales del algebra R gom, -
Una red de restricciones cardinales es consistente (o satisfacible) si eziste una solucién
dada por una n-tupla (aq, ..., a,) € DOM™ tal que todas las restricciones cardinales en

¢ se satisfacen por la asignacion a; = a;, 1 < i < n.

El principal problema de razonamiento asociado a una red de restricciones cardinales
es el de decidir si es consistente o no, que llamaremos CSPSAT (254m). En la Seccién 2.2.2]
vimos que el problema de la consistencia de una red, en formalismos basados en algebras
de relaciones binarias, suele ser intratable cuando se considera el conjunto completo de
relaciones. También es este el caso en el modelo DC, de hecho veremos que CSPSAT (2540m)
es NP-completo en todos los casos de dominio DOM que estudiamos en esta tesis. Una
manera de abordar este problema es encontrando un subconjunto de relaciones S para
el que CSPSAT(S) sea tratable y que contenga al menos a todas las relaciones bésicas.
De esta forma es posible aplicar un algoritmo exponencial con backtracking que vaya

comprobando todas las subredes tratables.

Por lo tanto, la primera cuestion es si existen algoritmos eficientes para decidir la con-
sistencia en el caso de relaciones cardinales basicas. Ya que en el modelo DC las relaciones
son JEPD y es posible calcular la operacién de composicién débil [SK04], existe la posibili-
dad de que el algoritmo PC-débil pueda decidir la consistencia de una red de restricciones
cardinales bésicas [RL05] (como ocurre en RCC8 [RCCY2]). Desafortunadamente esto no
es asi en el caso de los dominios DIS y CON, como se demuestra en [SK04]. Como apor-
tacién de esta tesis, en el Capitulo Ml probamos que el algoritmo PC-débil si que es valido
para decidir la consistencia de una red de relaciones béasicas con dominio REC. Es mas,
identificamos una subclase tratable del modelo DC con dominio REC, que resulta ser la

primera subclase tratable encontrada que incluye relaciones cardinales disyuntivas.

Dado que el algoritmo PC-débil no es adecuado para resolver los problemas CSPSAT (
Bais) o CSPSAT(B.,n), es necesario disenar algoritmos especificos para resolver eficiente-
mente estos problemas (un modelo donde pasa lo mismo es en el Star Calculus [RMO04]).
En la literatura podemos encontrar varios algoritmos ad hoc que resuelven versiones mas

simples del problema de la consistencia con relaciones cardinales bésicas:

1. El problema de la consistencia de pares ha sido resuelto en [CF04]. Se trata de de-
cidir si una restriccion cardinal basica a r b es consistente con la restriccién cardinal
basica b r’ a donde r,r’" € B.,,. Los autores proponen un algoritmo que se ejecuta

en tiempo constante para resolver este problema.

2. En [KMO03] se propone un algoritmo de orden O(n*) basado en grafos dirigidos para

decidir la consistencia de una red de restricciones cardinales basicas entre regiones
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conectadas, pero excluyendo relaciones que contienen el simbolo de tile B.

3. Skiadopoulos y Koubarakis [SKO5| presentan el primer algoritmo, de complejidad
O(n®), para decidir la consistencia de una red de restricciones cardinales bésicas
entre regiones. En el articulo citado se dejaba abierta la cuestion de si el problema

de la consistencia es decidible o no cuando se consideran regiones conectadas.

4. En [NMSOT] se establecia la decibilidad del problema de la consistencia de redes
con relaciones cardinales basicas entre regiones conectadas y se proponia un método

para decidir la consistencia.

5. Recientemente Zhang et al. [ZLLY08] han presentado un algoritmo de compleji-
dad O(n?) para decidir la consistencia relaciones cardinales bdsicas entre regiones

desconectadas y una adaptacion para el dominio de regiones conectadas.

En la Seccion proponemos una mejora del algoritmo de decision de Skiadopoulos y
Koubarakis para regiones desconectadas, que consigue rebajar la complejidad a O(n?) y
sirve ademas como algoritmo que genera una solucion para la red. Luego justificamos en

la Seccion B4 la ventaja de nuestra propuesta frente al algoritmo de Zhang et al..

3.2. Algoritmo DIS-BCon para Consistencia de Re-

laciones Basicas entre Regiones

El método mas sencillo para decidir la consistencia de redes de restricciones basicas
en formalismos de razonamiento temporal y espacial basados en algebras de restricciones
es un algoritmo de camino-consistencia (débil o no) o algoritmo de clausura algebraica.
Para el algebra de puntos, algebra de intervalos, dlgebra de rectangulos y el RCCS8, por
nombrar a algunos de los modelos mas conocidos que se introducen en capitulos anterio-
res, es suficiente un algoritmo de clausura algebraica para comprobar la consistencia de

restricciones con relaciones bésicas.

Skiadopoulos y Koubarakis demuestran en [SK04] que un algoritmo de clausura alge-
braica en el modelo DC no sirve para decidir la consistencia de una red de restricciones con
relaciones cardinales basicas, tanto si se considera el dominio de regiones DIS como en
el dominio de regiones conectadas CON. Los mismos autores demuestran en [SK05] que
el problema CSPSAT(By;s) es decidible, proponiendo el primer algoritmo diseniado ad-hoc
para comprobar la consistencia de relaciones basicas entre regiones. Este algoritmo, al que
llamamos aqui DIS-BCON, es de complejidad O(n®), donde n es el ntimero de variables

de la red. En esta seccién haremos un resumen detallado de este algoritmo, mas complejo
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CAPITULO 3. RAZONAMIENTO CON RELACIONES CARDINALES ENTRE REGIONES

que los algoritmos tipicos de consistencia, ya que las mejoras y modificaciones propuestas

en las siguientes secciones se basan en él.

El algoritmo DIS-BCON toma como entrada una red 91, formada por un conjunto € de
restricciones con relaciones cardinales basicas de By, y un conjunto U con n variables de
regiones en DS, y devuelve ‘Consistente’ si 1 es consistente y en caso contrario devuelve
‘Inconsistente’. El algoritmo es constructivo, en el sentido de que trata de probar que la
red es consistente comprobando que existe una solucién para la misma y construyéndola
en parte, en lugar de apoyarse en propiedades algebraicas del conjunto de relaciones. La
correccién del algoritmo se basa en un hecho fundamental y es que si la red es consistente
entonces debe existir una solucion que asigna regiones formadas por unién de rectangu-
los no triviales a las variables. Los rectangulos son representables mediante puntos, lo
que implica que la satisfacibilidad de las restricciones cardinales puede ser comprobada
mediante operaciones sencillas del dlgebra de puntos (ver Seccion 23] Capitulo B]) y
operaciones de interseccion de rectangulos, lo cual hace abordable el problema de chequeo
de la consistencia.

Deciamos en la seccion anterior que una restriccion basica multi-tile como atq:---:t, b

se puede descomponer de forma equivalente (Proposicién B.3]) como conjuncién de:
» Restricciones de tile: a8t b, -+, ab t;.b.
= Restricciones de unidn: a = al U---Ual.

A su vez, cada restriccién individual de tile a? t; b equivale a una conjuncién de restricciones
de orden (Proposicién B.2)) entre los puntos extremos de las proyecciones de cada variable
componente a? de a y la variable de referencia b. Estos son los puntos que definen los
rectdngulos minimos mbb(a;) y mbb(b). En adelante, por ‘puntos extremos’ nos referiremos
de forma equivalente a los puntos que definen el rectangulo minimo (mbb) de una regién
o a los puntos extremos de la proyecciéon de la regién en los ejes = e y del plano. Podemos
considerar que cada variable de regién v en una restriccién cardinal basica (de tile o

multi-tile) tiene asociada una tupla (v, , v}, v, ,v}) de variables de puntos extremos.

Y Y
El algoritmo DIS-BCON, que presentamos resumido en la Figura B3 funciona en

esencia de la siguiente forma:

» Paso S0. Para cada restriccién multi-tile aty:---:t5 b, (k > 1), se introducen nue-

vas variables componentes de a con respecto a b, que son las del conjunto V? =

{a},... ab}.

s Paso S1. Para cada restriccion aty:---:t; b se introduce la tupla de variables de

puntos extremos asociada a la variable primaria, a sus variables componentes (si
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Entrada: Una red M1 = (¢,%Y), donde € es un conjunto de restricciones con relaciones
cardinales bésicas de By;s v U es un conjunto de n variables en DIS.
Salida: ‘Consistente’ si 91 es consistente; ‘Inconsistente’ en otro caso.

Algoritmo DIS-BCoN
Paso S0: Introducir nuevas variables componentes.
e Para cada restricciéon multi-tile atq:---:tp b (k > 1) se anade el conjunto de
variables componentes V? = {a},...,a}} .

Paso S1: Traduccién a restricciones de orden.
e Introducir variables de puntos extremos asociados a cada variable de regién y
transformar las restricciones cardinales en restricciones de orden.
e Se obtiene una red M de restricciones de orden entre puntos extremos
NO « TRANSFORMA( )

Paso S2: Verificacién de restricciones de orden.
e Si cSPAN(MO) devuelve ‘Inconsistente’ Entonces Devolver ‘Inconsistente’
SiNo Obtener una solucién II€ para la red de puntos N°.
e A partir de II obtener una asignacién inicial de rectangulos £ para
todas las variables.
e A partir de ©9% obtener una asignacién maximal de rectdngulos ¢ para las
variables componentes que respete las restricciones de orden.

Paso S3: Verificaciéon de restricciones de union.

e Comprobar que a partir de la asignacién maximal ¢ para variables componentes
se puede obtener una solucién para las variables de regién originales que satisfaga
las restricciones de union.

Si GLOBALCHECKNTB(X?) devuelve ‘Falso’ Entonces Devolver ‘Inconsistente’

Devolver ‘Consistente’

Figura 3.5: Algoritmo DIS-BCON.

la relacién es multi-tile) y a la variable de referencia. Se anaden las restricciones
de orden entre los puntos implicadas por cada restricciéon individual de tile y res-
tricciones adicionales entre puntos para representar la posicién relativa de mbb(a)
y mbb(b) teniendo en cuenta las tiles en conjunto de la relacion cardinal. Se intro-
ducen ademas restricciones de orden que aseguran que los puntos extremos definen
rectangulos minimos no triviales para las variables de region y que el rectangulo
asociado a cada variable componente esté incluido en el rectdngulo de su variable
primaria. Este paso lo lleva a cabo la funcion TRANSFORMA, que como resultado

devuelve una red del algebra de puntos convexa 91°.

» Paso S2. Se comprueba si la red M es consistente. Si no lo es entonces la red
original tampoco es consistente, pues necesariamente han de cumplirse las restric-
ciones de orden. En otro caso se obtiene una solucién I1¢ para esta red de puntos.

Esta solucién para puntos extremos define una asignacién inicial de rectdngulos ¢!
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a W:NW:Nb aS:SW:Wc
bBa cBa

Figura 3.6: Tlustracion del Ejemplo B3l

para las variables de region originales y las variables componentes. A partir de es-
ta asignacion inicial puede obtenerse una asignaciéon maximal de rectdngulos %.¢
para variables componentes, que supone una soluciéon para las variables de regién

considerando unicamente las restricciones de orden.

» Paso S3. La asignacién inicial de rectdngulos ¢ obtenida en el paso anterior para
las variables originales no es necesariamente una solucion para la red de restricciones
cardinales. Esto es debido a que las relaciones cardinales no tienen por qué ser
rectangulares, por lo que los rectangulos obtenidos no satisfacen necesariamente las
relaciones cardinales. Lo que se hace en este paso es comprobar si a partir de la
asignaciéon maximal de rectdngulos ¥¢ para variables componentes puede obtenerse
una asignacién para las variables primarias que satisfaga las restricciones de unién
entre ellas. En definitiva, se comprueba si existe una solucién donde a cada variable
original se le asigna una regién formada por unién de rectangulos no triviales, de
manera que las regiones satisfacen todas las relaciones cardinales. Esa comprobacion
la lleva a cabo la funcién GLOBALCHECKNTB.

Los tres pasos principales S1,52, 53 los pasamos a describir a continuacién con mas
detalle. Para ilustrar cada paso del algoritmo utilizaremos la red de restricciones del

siguiente ejemplo.

o6



3.2. ALGORITMO DIS-BCON PARA CONSISTENCIA DE RELACIONES BASICAS ENTRE REGIONES

Ejemplo 3.3. Sea una N wuna red de restricciones cardinales bdsicas formada por las

siguientes restricciones:
¢ ={a W:NW:N b, a S:SW:W ¢, b Ba, b B:S¢, ¢cBa, c B:Nb}

y el conjunto de wvariables de regiones B = {a,b,c}. Las Figuras [3.8-(a), [30-(b) y
[3.0-(c) muestran tres regiones que satisfacen las restricciones entre pares de regiones
{a W:NW:N b,b B a}, {a S:SW:W ¢,c B a} y {b SW ¢,c B:N b}, respectivamen-
te. Aunque las regiones dibujadas son consistentes dos a dos, no eriste una asignacion
que satisfaga todas las restricciones a la vez, es decir, la red N es inconsistente. Para
ver que esto es asi consideremos la Figura [3.0-(d). La restriccion a W:NW:N b obliga
a que la region I (rodeada con un circulo de linea discontinua) sea parte de la region a,
mientras que la restriccion a S:SW:W ¢ obliga a que I no sea parte de a, lo cual resulta

ser inconsistente.

3.2.1. Paso S1: Traduccién a restricciones de orden

El primer paso del algoritmo DIS-BCON utiliza la funcién TRANSFORMA de la Figura
[B.7 para traducir cada restricciéon cardinal basica en un conjunto de restricciones de orden
entre puntos extremos asociados a las variables de region, de manera que la satisfacibilidad
de la restriccién cardinal implica la satisfacibilidad de las restricciones de orden obtenidas.
Basicamente la funcion TRANSFORMA funciona del siguiente modo. Para cada restriccion
en € de la forma at;y:---:t; b se anaden variables de puntos para representar los puntos
extremos de las proyecciones de las regiones primaria y de referencia, o lo que es lo
mismo, los puntos que definen los rectangulos minimos mbb(a) y mbb(b). Si las relacién
entre estas variables es multi-tile (k > 1) se anaden ademés las variables de puntos para
cada variable componente a?, donde a? € V! = {d},...,al}. En los pasos T'1 a T4 de
la funcién TRANSFORMA se anaden restricciones de orden entre las variable de puntos
implicadas por la restricciéon cardinal aty:---:t; b, teniendo en cuenta si la relacion es

multi-tile o no.

En el paso T'1 se introducen las restricciones de orden entre puntos extremos equivalen-

tes a las restricciones individuales de tile indicadas en la Proposicién B2y que recordamos
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1.
2.

NS otk w

© ®©

33
34

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.

22.
23.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

Funcion TRANSFORMA

Para cada restriccién a ¢1 : --- : ¢t b en € Hacer
Introducir en YO las variables de puntos extremos asociadas a las variables de
regién primaria a y de referencia b.
Paso T1: Restricciones entre puntos extremos implicadas por relaciones
individuales de tile.
Si k =1 Entonces
Afadir a €€ las restricciones de orden correspondientes a a ¢ b segin
Prop.
SiNo Para i <+ 1,...,k Hacer
Introducir en YO las variables de puntos extremos asociadas a la
variable componente af.
Afadir a €9 las restricciones de orden correspondientes a a’ t; b
FinPara
FinSin
Paso T2: Restricciones de rectangulos no triviales para las variables de regién
Anadir a €9 las restricciones {a; < a;,a, < aj by <bi b, <b/}
Si k > 1 Entonces

Para i« 1,...,k Hacer
Anadir a €9 las restricciones {(a}); < (ab)F, (a}), < (a?);}
FinPara
FinSin

Paso T3: Restricciones de inclusién de rectdngulos minimos de variables
componentes en el de su variable primaria.

Si k > 1 Entonces
Para i« 1,...,k Hacer
Anadir a €9 {a; < (a));, (a))F < af,ay < (ad)y, (a})f < aj}
FinPara
FinSin

Paso T4: Restricciones de posicién relativa de mbb(a) y mbb(b) implicadas por
por relacién multi-tile.
Si k > 1 Entonces

Si {t1,...,tx} C{NFE, E,SE} Entonces anade {b} <a,}

SiNo Si {t1,...,tx} C{NE,E,SE,N, B, S} Entonces anade {b; <a}

Si{t1,...,tx} C{NW,W,SW} Entonces anade {a <0}

SiNo Si {t1,...,tx} C {NW,W,SW, N, B, S} Entonces anade {a; < b/}

Si {t1,...,tx} € {NW,N, NE} Entonces anade {b; < a, }

SiNo 8i {t1,...,t} C{NW,N,NE,W, B, E} Entonces anade {b, < a, }

Si{t1,...,tx} € {SW,S,SE} Entonces anade {a, <b, }
SiNo 8i {t1,...,tx} C{SW,S,SE,W, B, E'} Entonces anade {a; < b;}
FinSi
. FinPara

. Devolver N°

Figura 3.7: Funciéon TRANSFORMA.
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a continuacion:

v Bu DEN u;ﬁv;/\viﬁu;ﬁ/\u;ﬁvy_/\vgjgu;
vSu & vf <uy Ay <o Avf <

vSWu <& ngu;/\vggu;

vWu & viﬁu;/\u;ﬁv;/\viﬁu;

v NWu & vf <uy Auf <oy

v Nu & uf <v; Auy <vp Avf <uf

v NEu < u;fgv;/\ujgvzj

v Eu @u;*ﬁv;/\u;ﬁv;/\v;gu;

vSEu & uf <v; Avf <uy

En el paso T2 se introducen restricciones de rectangulo no trivial, que son restricciones
de orden que evitan que los puntos extremos asociados a las variables a,b y cada a’
definan rectangulos triviales, lo que supondria que las variables originales no pueden ser
instanciadas con regiones de DIS (Proposiciéon BT]). En el paso T3 se fuerza a que cada
variable componente a? represente una subregién o porcién de la regién de la variable a.
Para ello se introducen restricciones de orden entre los puntos extremos de a y cada a?,
que aseguren la inclusién de cada rectangulo minimo de una variable componente en el
rectangulo minimo asociado a su variable primaria. Por iltimo, en el paso 7'4 se introducen
restricciones de orden para representar la posicién relativa entre mbb(a) y mbb(b) en el

caso de que la relacion cardinal sea multi-tile.

Las nuevas variables de puntos y las restricciones de orden entre ellas que se introducen
en los pasos anteriores forman una red del dlgebra de puntos MY = (€9,TY), que se

retorna al algoritmo principal.

Ejemplo 3.4. Consideremos la red de restricciones del Ejemplo[33. La funcion TRANS-
FORMA procesard en primer lugar la restriccion a W:NW:N b. Las variables componentes
al, ab, al representan las subregiones de a tales que a® W b, a5 NW b y a5 N b. Estas
restricciones cardinales de tile se traducen a las siguientes restricciones de orden, que se
anaden al conjunto €© y las variables de puntos se anaden 0°:

Restriccion o} W b: (ab)f < by, b, < (ab),, (a})} <0bF.

Restriccion a NW b: (a8)f <b;, b} < (d}), .

Restriccion ay N b: (a§)F <bF, bf < (a}),, by < (a});.

En el paso T2 se introducen en el conjunto €°, para cada variable v € {a,b,al, a5, a5},

IN

las siguientes restricciones de orden: v; <wvi yv, <uvf.
A continuacion, en el paso T3, para cada variable componente v € {a8, a5, a%}, se
introducen en el conjunto €© las restricciones de orden que indican que cada v es una

subregion de a: a; < v, vy <af, a; <vg yvy <af.
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Por dltimo, en el paso T4 como {W, NW, N} es un subconjunto de {NW, W, SW, N,
B,S}y y {NW,N, NE,W, B, E} se introducen en €° las siguientes restricciones de orden:
af <bf yb, <a,.

De forma similar se procederia con el resto de restricciones cardinales en €.

3.2.2. Paso S2: Verificacion de las Restricciones de Orden

En este paso se resuelve la red de puntos M°, por ejemplo con el algoritmo Cs-
PAN [vB92] (ver Figura R3)), que ademds de comprobar la consistencia puede obtener
una solucién para los puntos. Si CSPAN(IY) devuelve ‘Inconsistente’ entonces el algorit-
mo DIS-BCoON devuelve también ‘Inconsistente’, pues no se cumplen las restricciones de
orden implicadas por las restricciones cardinales. En otro caso se obtiene una solucion
de puntos TI9, que asigna nimeros a las variables de puntos extremos asociadas a las
variables de region. Recordamos que la tupla de variables de puntos correspondiente a
una variable de region representa a los puntos extremos de las proyecciones de la region
el eje x e y y por tanto sirven para definir el rectdngulos minimo (mbb) de la variable.
Asi que a partir de I1 puede obtenerse una asignacién inicial de rectdngulos 2% para las

variables de regién originales y las variables componentes.

Sea v una variable de region, ya sea primaria, componente o de referencia. El rectangu-
lo inicial p que se asigna a la variable v es el rectangulo definido por los puntos del
plano (p;, p, ) (esquina inferior izquierda) y (p;, p;) (esquina superior derecha), donde
(P2 Py o, p?‘j) son las soluciones que I1¢ asigna a la tupla de variables de puntos extre-
mos proyectados (v, Uy s v, v; ) asociada a la variable v. Los rectangulos iniciales «, 3,
asignados a una variable primaria a y a su variable de referencia b, respectivamente, en
principio no suponen una asignacién consistente con la relaciéon cardinal entre estas va-
riables, ya que la relacién puede no ser rectangular. En adelante nos referiremos a estos
rectangulos como mbb(«) y mbb(3), por diferenciarlos de los rectangulos asignados a las

variables componentes.

Una vez obtenida una asignacién inicial de rectdngulos 9%, se construye una asig-
nacion mazimal de rectdngulos X.° para variables componentes, que sigue respetando las
restricciones de orden entre puntos extremos. Para ello se considera, por cada par de va-
riables a,b y cada variable componente a’ del conjunto Vel rectdngulo inicial p? para
a? y se extiende en cada direccién posible hasta tocar la linea mas cercana de las que
delimitan a los rectdngulos mbb(«v) y mbb(/3) asignados inicialmente a las variables a y b.
Al término de este paso se tiene un rectdngulo maximal o asignado a la variable compo-
nente a’. Podemos considerar que el rectangulo maximal es el mayor de los rectdngulos
que se pueden asignar a la region a’ que est4 incluido dentro de mbb(a) y dentro de la tile

t;(b). A partir de la solucién de puntos II¢ se obtiene pues una asignacién maximal de
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mbb(c) mbb(7) mbb(c) mbb(y)

a3b

= |
+
A A

- & |

a mbb([) “mbb(f)
B B
(a) (b)

Figura 3.8: Asignaciones iniciales y maximales del Ejemplo

rectangulos X2 = {o? ... 0%} para las variables componentes V! = {a%, ... al} y para
cada restriccién multi-tile aty:- - - :t; b. Al conjunto de todos rectangulos maximales asig-
nados a las variables componentes lo llamamos X¢ y a partir de ¢l se pasa a comprobar,
en el paso P3 del algoritmo DIS-BCON, si finalmente puede obtenerse una soluciéon para
la red.

Ejemplo 3.5. Continuemos con las restricciones del Ejemplo [3.3:
¢C={a W:NW:N b, a S:SW:W ¢, b Ba, b B:S ¢, ¢cBa, c BN b}

En el Ejemplo vimos como se obtenia el conjunto €° de restricciones de orden en-
tre puntos extremos. A partir de este conjunto se puede construir la red del dlgebra de

puntos N con las restricciones de € vy las variables de puntos extremos proyectados

(v, v, v, ,v)) para cada v € {a,b,c, ab,ab,al, a$,as,as, b§,b5, &, 5. La red MO es

x ) x ?

consistente y se puede obtener una asignacion inicial de rectingulos a partir de una solu-

cion para puntos; por ejemplo, la que asigna a las variables de region a, b, c, los rectangulos

mbb(c), mbb(3), mbb(7) y a las variables componentes ab,al, a3, a$,as, as, b$, b5, ¢4, los

rectingulos a®,ab,ab, af, a5, a5, 55,55, v°,15 de la Figura[Z8-(a) respectivamente.

A continuacion se pueden extender los rectangulos iniciales de las variables compo-

nentes en todas las direcciones hasta que toquen las lineas mds cercanas que delimitan los

rectangulos de las regiones primaria y de referencia de la variable componente. Por ejem-

x

que toque la linea y = B, , al sur hasta que toque la linea horizontal x = «

plo, podemos extender of al oeste hasta que toque la linea vertical y = « , al este hasta

, Y al norte
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Funcién GLOBALCHECKNTB(X?)
1. Para cada variable a en U Hacer

2. Sean V1 ... VPm los conjuntos de variables componentes de a introducidos
en el paso SO del algoritmo DIS-BCoON.

3. Sean X%, ..., %% los conjuntos de rectdngulos maximales de X¢ asignados
a las variables de Vabl7 e Vabm, respectivamente.

4. Si CHECKNTB(XZY, ..., %) devuelve ‘Falso’ Entonces Devolver ‘Falso’

5. FinPara

6. Devolver ‘Verdadero’

Funcién CHECKNTB(XA, ... %bm)
1. Para cada s en X2 U--- U Xl Hacer

2. Q — {s}

3. Para cada S en {X01, ... ¥lm] Hacer

4. Q — o

5. Para cada s’ en S y cada q en () Hacer
6. Si s’ N ¢ es un rectdngulo no-trivial
7. Entonces Q' — Q' U {s' Ngq}
8. FinPara

9. Si Q' = @ Devolver ‘Falso’

10. Q+— Q'

11. FinPara

12. FinPara

13. Devolver ‘Verdadero’

Figura 3.9: Pseudo-cédigo para las funciones GLOBALCHECKNTB y CHECKNTB.

hasta la linea x = 3. La Figura [2.8(b) muestra como quedarian todos los rectdngulos
de la asignacién maximal para las variables componentes ab,as, al y a$,as,a§ y se puede
comprobar que sus puntos extremos satisfacen todas las restricciones de orden en €°. Eso
supone también que la asignacion mazimal X° obtenida en este ejemplo satisface todas las

restricciones individuales de tile en que se descompone cada restriccion cardinal bdsica.

3.2.3. Paso S3: Verificacion de las Restricciones de Union

La asignacion inicial de rectdngulos 3 obtenida para las variables originales en el
paso S2 del algoritmo no es necesariamente una solucién para la red de restricciones
cardinales. Tan solo se han verificado las restricciones de orden que se derivan de las
relaciones cardinales, teniendo en cuenta fundamentalmente las relaciones individuales
de tile en que se descompone una relaciéon cardinal, no las relaciones cardinales multi-
tile. Segun las restricciones de union que se derivan de una restriccion cardinal multi-tile
como aty:---:tx b, debe ser a = al{ U---u az. Como las restricciones de unién resultan
complicadas de comprobar, pues las regiones pueden tener formas muy diversas, lo que

se hace es considerar la union de los rectangulos para variables componentes obtenidos a
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partir de la asignaciéon maximal X°. Por tanto, la variable a deberfa ser instanciada con
la unién de los rectdngulos maximales para las variables de V. esto es, con el conjunto
by esta unién no es necesariamente un rectdngulo, pues la relacién cardinal puede no

ser rectangular.

Ahora bien, como la variable primaria a puede estar relacionada con varias varia-
bles de referencia mediante relaciones multi-tile, pongamos por caso con las del conjunto
{b1,...,bn}, entonces hay que comprobar que las asignaciones maximales para cada con-

junto Vabj, 1 < 5 < m, de variables componentes son compatibles entre si. Esto quiere

bm

om con las distintas uniones de rectangulos en que se

decir que los conjuntos ¥, ... %
puede partir la regiéon de a, deben tener una interseccién (), <j<m Egj formada por unién de
rectangulos no triviales que satisfaga las relaciones cardinales entre la variable a y todas
las del conjunto {by, ..., b, }. Tal interseccién existe si y sélo si los conjuntos 321, ... 3bm
satisfacen el siguiente predicado, que llamamos NTB (de ‘Non-Trivial Box’, o rectdngulo

no-trivial):

Predicado NTB: Para todo s € S;U---US,, existe una tupla (sq,...,sy,) €
Sy X+ xSy, tal que mbb(s)Nmbb(s1)N- - -Nmbb(s,,) es un rectangulo no-trivial,

donde cada S; es un conjunto finito de regiones.

El predicado NTB requiere que la interseccién de m + 1 rectangulos no triviales
(mbb(s), mbb(sy1),...,mbb(s,,)) sea un rectangulo no trivial. Esta comprobacién puede
realizarse operando con los puntos extremos proyectados de los rectangulos. Por ejemplo,
dados dos rectangulos no triviales cualesquiera ¢ y d, de lados paralelos a los ejes del

plano, su interseccién ¢ = c¢Nd es un rectangulo definido por:
¢, =maxf{c; d;}, qf =min{c}, d}
q, =max{c,,d;}, qf =min{cS, d;

Y el rectangulo ¢ es un rectangulo no trivial si ¢; < ¢f A g, < g .

La funcién CHECKNTB de la Figura [3.9 controla, para cierta region a € 0, si los con-

juntos X1, . .. 3P con los rectangulos maximales obtenidos para los conjuntos de varia-
bles componentes V', ... Vb respectivamente, satisfacen el predicado NTB. Obsérvese
que los conjuntos ¥%, ... 3% no son uniones de regiones arbitrarias, como se indica en

la formulacion del predicado NT' B, sino uniones de rectangulos, por tanto, en este caso
mbb(s) = s, para cualquier rectdngulo s de estos conjuntos. Si CHECKNTB (3% ... 3bm)
devuelve ‘Verdadero” eso implica que la variable a puede ser instanciada con (), <j<m I
y esta asignacion satisface las relaciones cardinales entre la variable a y las variables de
referencia {b1, ..., b, }. Si CHECKNTB (X%, ... ) devuelve ‘Falso’ eso implica que la

red es inconsistente, pues no se satisfacen las relaciones cardinales entre la variable a y
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las variables con las que se relaciona por relaciones multi-tile.

El predicado NTB ha de comprobarse para cada variable de ‘U que sea variable prima-
ria en una restriccion multi-tile, con objeto de saber si admite una asignacion consistente.
De esto se encarga la funcion GLOBALCHECKNTB (FiguraB.9), que a partir de la asigna-
cién maximal de rectdngulos ¢ llama a la funcién CHECKNTB una vez por cada variable
a € ‘Y, pasandole como argumento los conjuntos de rectangulos maximales obtenidos pa-
ra los conjuntos de sus variables componentes. Si en alguna de estas llamadas la funciéon
CHECKNTB devuelve ‘Falso” entonces GLOBALCHECKNTB a su vez devuelve ‘Falso’ al
algoritmo principal y por tanto DIS-BCON devuelve ‘Inconsistente’. En caso contrario,
tras finalizar el Paso S3, se puede concluir que la red es consistente, pues puede obtenerse
una solucién que asigna a cada variable una regién formada por unién de rectangulos no
triviales (pertenece a DIS), o un sélo rectdangulo no trivial (su rectangulo inicial obtenido

en el Paso S2), si la variable no aparece como variable primaria en restricciones multi-tile.

3.2.4. Complejidad y Correccién del Algoritmo

Teorema 3.1. Sea N una red de restricciones cardinales bdasicas en el dominio de regiones
DIS. El algoritmo DIS-BCON decide correctamente si M es consistente en O(n®), donde

n es el numero de variables de regiones en N.

La demostracién se incluye con todo detalle en [SK05]. La correccién del algoritmo se

basa en que la red N es consistente si y s6lo si se cumplen las condiciones siguientes:

1. La red M obtenida en el Paso S1, con las restricciones de orden entre puntos

extremos, es consistente.

2. Los conjuntos de rectdngulos maximales {32, ... 2=} obtenidos en el Paso S2

satisfacen el predicado NTB, para toda variable a de ‘U.

3. La funcién CHECKNTB del Paso S3 decide correctamente si los conjuntos 3%,

..., Xl de rectdngulos maximales para cierta variable primaria a, satisfacen el
predicado NTB.

En cuanto a la complejidad computacional, observamos que una red de restricciones
cardinales bésicas con n variables tiene O(n?) restricciones. Se introducen O(n?) variables
componentes y variables de puntos extremos asociadas. El problema de la consistencia en
la red de puntos MY en realidad trabaja con O(n?) variables de puntos. Por otra parte,
examinando la funcién TRANSFORMA, podemos ver que se afiaden sélo O(n?) restricciones
alared de puntos. Por tanto, ya que el algoritmo CSPAN es de orden O(p+e¢), donde p es el

niumero de variables de puntos y e es el niimero de restricciones, la complejidad del proceso
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b c d

mbb(a) mbb(5) mbb(a)

%

mbb(c)

o€ o’

Bb(p)

mhb(f)

mbb(y)

mbb(y)

(a) (b) (© @

Figura 3.10: Ejemplo de aplicacion de la funciéon CheckNTB.

de comprobacién de consistencia de MY y obtencién de solucién para puntos es O(n?).
El proceso de asignacién maximal de rectdngulos es O(n?), pues se consigue en tiempo
constante para cada variable componente y hay O(n?) variables de este tipo. Por otro
lado, la funcién CHECKNTB trabaja en tiempo O(n?), ya que los bucles de las lineas 1 y
3 son O(n) y el de la linea 5 realiza como mucho O(n?) intersecciones, ya que el conjunto
Q puede tener un maximo de O(n?) elementos. Esto es asf porque para cada variable a,
el rectdngulo mbb(a) puede partirse en O(n?) piezas o rectdangulos maximales de variables
componentes, pues hay O(n) variables con las que se relaciona a y las restricciones de
orden introducidas suponen dividir mbb(a) en O(n) lineas horizontales y verticales. El
conjunto () no puede contener mas elementos (rectangulos) que las posibles piezas en
que se divide mbb(a), puesto que la interseccién de dos rectangulos es un rectangulo. Por
tanto, el tamano méximo de @ es O(n?). Finalmente la funcién CHECKNTB es llamada
O(n) veces por la funcion GLOBALCHECKNTB, lo cual supone una complejidad global
del algoritmo DIS-BCoN de O(n®).

Ejemplo 3.6. Consideremos de nuevo la red de restricciones cardinales bdsicas del Ejem-
plo [3.3:

C={a W:NW:N b, a S:SW:W ¢, b Ba, b B:S ¢, ¢cBa, c BN b}

Sean Y% = {ab, a5, a8} y B¢ = {a$,a5, a5} los conjuntos de asignaciones mazimales a
variables componentes de a que se muestran en el Ejemplo (ver también la Figura
[Z8-(b)). Podemos comprobar que el predicado NTB no se cumple para estos conjuntos
ya que, por ejemplo, para o € X2 no eriste un rectdngulo s € ¢ tal que o} N s sea
un rectingulo no trivial. Entonces CHECKNTB (X8, %¢) devolveria ‘Falso’, por lo que
la funcion GLOBALCHECKNTB también devuelve ‘Falso’ y por tanto el algoritmo DIS-

BCON devuelve ‘Inconsistente’.
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Entrada: Una red M1 = (¢,%Y), donde € es un conjunto de restricciones con relaciones
cardinales bésicas de By;s v U es un conjunto de n variables en DIS.

(N) Una variable booleana GENERA para generar o no una solucién.

(N) Salida: ‘Consistente’ o una solucién si 91 es consistente; ‘Inconsistente’ en otro caso.

Algoritmo DIS-BCsoL
Paso 0: Introducir nuevas variables componentes.
Paso 1: Traduccion a restricciones de orden.
Paso 2: Verificacién de restricciones de orden.
(N) Paso 3: Verificacion de restricciones de union.
e Comprobar si existe una soluciéon y obtenerla en caso afirmativo.
Si GLOBALCHECKNTB2(X?) devuelve ‘Falso’ Entonces Devolver ‘Inconsistente’
(N) Paso 4: Generar la salida.
Si GENERA=0 Entonces Devolver ‘Consistente’
Sean (aq,...,an) las regiones solucién asignadas en GLOBALCHECKNTB2.
Devolver (aq,...,0n)

Figura 3.11: Algoritmo DIS-BCsoL.
Otro ejemplo es el que se muestra en la Figura [Z10. Sean ¥t = {8, a5, a5, af, al},
Y = {af, a5} y X4 = {ad,ad,ad} (casos (a) a (c), resp.) los conjuntos de asignacio-
nes maximales para la variables componentes de a con respecto a las variables b, ¢ y d,

correspondientes a las restricciones
{a NW:N:NE:E:SE b, a N:NFE ¢, a B:E:SE d}.

Es fdcil de comprobar que la funcion CHECKNTB (38, 3¢, 3%) devuelve ‘Verdadero’ y por
tanto se cumple el predicado NTB. Por ejemplo, para s = ob € X0 la tupla (o, af, af) €
¥ x 3¢ x B4 cumple que ob Nab NasnNad es un rectangulo no trivial, con lo cual esa
interseccion estaria en la conjunto Q al finalizar el bucle externo para s = of (ver Figura
[Z10-(d)). Con el resto de rectingulos pasa lo mismo, siempre hay una tupla de rectdngulos
en Y2 x 3¢ x X4 con interseccion no trivial. La Figura[3I0-(d) muestra (en gris) la region
YenvenYd. Es de destacar que la funcién CHECKNTB sdlo comprueba que se satisface
NTB, no se obtiene la interseccion de los conjuntos de rectangulos mazimales vy, por tanto,

no se asigna ninguna region a la variable primaria.

3.3. Optimizacion del Algoritmo de Consistencia y

Biusqueda de una Soluciéon

El principal resultado que presentamos en esta seccién es una variante del algoritmo

DIS-BCoN para chequeo de consistencia de una red de restricciones cardinales basicas
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entre regiones de DIS, que supone una mejora del tiempo de ejecucién de O(n®) a O(n?).
También introducimos los cambios necesarios para que el algoritmo pueda proporcionar
una solucion de la red en el caso de que sea consistente, cosa que no hace el algoritmo
original de Skiadopoulos y Koubarakis. En DIS-BCON el chequeo de la consistencia se
basa en comprobar si existe una solucion y para ello se van obteniendo asignaciones local-
mente consistentes para determinado grupo de variables y relaciones, pero este algoritmo

no acaba de obtener la solucién de la red.

Llamaremos DIS-BCSsOL al nuevo algoritmo que proponemos, que aparece resumido
en la Figura 3.11l Las modificaciones con respecto al algoritmo DIS-BCON se preceden
con (N). El algoritmo DIS-BCsoL puede llamarse con una variable booleana GENERA
con valor 0, para usarlo simplemente como algoritmo de chequeo de consistencia, o con
valor 1 para que devuelva la solucién encontrada. Asi que este algoritmo funciona como

algoritmo de decisién o como algoritmo de busqueda de una solucion.

3.3.1. Modificacion del Paso S3 de Verificacion de Restricciones

de Union

Proponemos una optimizacién de la funcion CHECKNTB del Paso S3, que reduce
la complejidad de la misma de O(n?) a O(n?). También modificamos esta funcién y la
GLOBALCHECKNTB para que, ademas de realizar las comprobaciones finales para la
consistencia de la red, pueda obtenerse una solucion. La Figura muestra las nuevas
funciones CHECKNTB2 y GLOBALCHECKNTB2.

Descripcién de las funciones del Paso 3

La funcién CHECKNTB2 se usa para comprobar que se cumple el predicado NTB
para los conjuntos X%, ..., %% de rectangulos maximales de cierta variable primaria a
con respecto a cada una de sus variable de referencia by, ...,b,,. En caso de cumplirse el
predicado entonces CHECKN'TB2 devuelve a GLOBALCHECKNTB2 una regién que en
principio es solucién para la variable a. En otro caso devuelve una region vacia, que es

senal de que se ha detectado inconsistencia.

En la primera parte de la funcién CHECKNTB2 (Paso C'1) se calcula la interseccién
Yhn...NXP vy se guarda en el conjunto Q. Inicialmente @ contiene sélo el conjunto %
y luego, en el bucle mas externo (linea 2), se considera el resto de conjuntos por turno.
Supongamos que se han procesado los conjuntos ¥ a Zg""l, 1 < k-1 < m. En este
caso, () contiene al final de la iteracién para k — 1 todos los rectangulos no triviales de
la interseccién ﬂ;:ll Y%, En la siguiente iteracién se considera X% y se entra en un bucle

interno (linea 4) para calcular X% N Q. Para ello se considera cada rectdngulo s € X% y
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Funcién GLOBALCHECKNTB2(X?)
1. Para cada variable a en ‘U Hacer
2. 8i a no tiene variables componentes Entonces

3. a « mbb(a) //rectangulo inicial obtenido en X% del Paso 2 de DIS-BCsoL
4. SiNo

5. Sean V1 ... VPm los conjuntos de variables componentes de a

6. Sean 221, ce EZ’" sus respectivos conjuntos de rectdngulos maximales en %¢
7. a+« CHECKNTB2(XU, ... ¥bm)

8. Si a = @ Entonces Devolver ‘Falso’

9. FinSiNo

10. FinPara

11. Devolver ‘Verdadero’

Funcién CHECKNTB2 (X, .. %bm)

Paso Ci: Calcular la interseccién de los conjuntos ¥b1, ... Ybm,

. QX

2. Paracada Sen {%% ... %0} Hacer

3. Q — o

4. Para cada s en S Hacer

5. Q' — o

6. Para cada ¢ en Q) Hacer

7. Si sMq es un rectangulo no trivial Entonces
Q// - Q”U{sﬂq}

8. FinPara

9. Si Q" = & Entonces Devolver &

10. Q/ - Ql U Q//

11. FinPara

12. Q — Q'

13. FinPara

Paso C2: Comprobar que se cumple el predicado NTB y retornar regién.

14. Para cada s en X% U---U X" Hacer

15. Si no existe ¢ en @ tal que s N ¢ es un rectangulo no trivial Entonces
Devolver @

16. FinPara

17. Devolver )

Figura 3.12: Funciones GLOBALCHECKNTB2 y CHECKNTB2
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se itera ahora sobre cada ¢ € @) (bucle linea 6). Si se cumple que sMNq es un rectangulo no
trivial se anade esta intersecciéon a un nuevo conjunto auxiliar Q. Si tras la finalizacién
del bucle més interno Q" es vacio entonces no se cumple el predicado NTB y la funcién
CHECKNTB2 devuelve Q" (regién vacia). En otro caso, los elementos de Q)" se anaden un
conjunto @' (linea 10), que al final contiene todos los rectdngulos no triviales resultantes
de la intersecciéon X% N Q. Luego se asigna @' a @ (linea 12) y la funcién contintia con

br41
a

el resto de conjuntos ¥, ... X0 Después de la tltima iteracién del bucle externo

tendremos que Q = (", 2% v todos sus elementos son rectangulos no triviales.
=1 a

En la segunda parte de la funcion CHECKNTB2 (Paso C'2) se comprueba si los con-
juntos Y% ... ¥ verifican el predicado NTB, partiendo de que la interseccién de to-
dos ha quedado almacenada en (). Para ello se comprueba que para cada rectangulo
s € Xhy...uXbn (bucle linea 14) existe al menos un rectangulo ¢ € Q tal que sNq es un
rectangulo no trivial (bucle implicito en linea 15). En caso afirmativo, la funcién devuelve
@, que es la regién que se asignara a la variable a en la funcién GLOBALCHECKNTB2.
En caso contrario, la funcién devuelve una regién vacia, que es senal de inconsistencia,

porque no se cumple el predicado NTB.

La funcion GLOBALCHECKNTB2 usa un bucle para considerar cada una de las va-
riables de la red por turno. Si la variable a de cierta iteracién es una variable que sélo se
relaciona con otras mediante relaciones de tile entonces se le asigna el rectangulo inicial
que se ha calculado en el paso 2 del algoritmo. En otro caso se realiza una llamada a la
funcién CHECKNTB2 y se le asigna la regién devuelta por esta funcién. Si alguna re-
gion es vacia entonces GLOBALCHECKNTB2 devuelve ‘Falso’ y el algoritmo DIS-BCsoL
devuelve ‘Inconsistente’. En otro caso, la funcion GLOBALCHECKNTB2 devuelve ‘Verda-
dero’ y ademas habréa obtenido una asignacion para variables, que estara disponible para
que el algoritmo DIS-BCSOL proporcione una tupla solucién para la red, dada por los

valores asignados a las variables.

3.3.2. Complejidad y Correccién del Algoritmo Modificado

El algoritmo DIS-BCSOL tiene la misma estructura que el algoritmo original DIS-
BCoN excepto por los cambios comentados en el Paso 3 de verificacion de restricciones
de unién. Mostraremos que las modificaciones introducidas en las funciones CHECKNTB
y GLOBALCHECKNTB son validas para el chequeo de la consistencia y la obtencién de

una solucién. También comprobaremos que la complejidad total del algoritmo se reduce

de O(n®) a O(n?).

Lema 3.2. Sean X%, ... %0 los conjuntos de rectangulos mazimales para las variables

componentes de a con respecto a las variables de referencia by, ..., by,,. La funcion CHE-
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CKNTB2 devuelve una region no vacia si y sélo si los conjuntos ¥4, ... X0 satisfacen
el predicado NTB.

Demostracién.

Por la discusion anterior, sabemos que cuando la funcion CHECKN'TB2 ha procesado
en el paso C1 los conjuntos ¥, .. .,EZ’“’I, 1 < k—1 < m, se tiene que @ = ﬂi.:ll i
y, ademas, por la forma de ir anadiendo rectangulos a (), este conjunto contiene todas
las intersecciones oy N --- N op_1 que cumplen que son rectangulos no triviales, donde
(01,...,00_1) € 8% x --. x M2t Por tanto, cuando se considera el conjunto X', si
la funcién devuelve un conjunto vacio en la linea 9 es porque existe un s € X% cuya
interseccion con cualquier elemento de () es vacia o trivial. Eso implica que no se cumple

el predicado NTB. En otro caso, al terminar el paso C'1 tenemos que

Q:ﬂEZi :U(alﬂ---ﬂam), tal que (o; € X2, 1 Siﬁm)/\ﬂai es no trivial.
i=1 =1

El hecho de que @ sea la unién de todas las intersecciones no triviales de rectangulos
correspondientes a todas las tuplas (o1,...,0,,) € 3% x .-+ x ¥’ no quiere decir que
los conjunto X2, ..., ¥0m satisfagan el predicado NTB. Esto es debido a que el paso C1,
s6lo se limita a calcular dicha unién de intersecciones no triviales y no a verificar que
“para todo s € ¥ U .- U ¥ existe una tupla (op,...,0,) € X2 x - x ¥ tal que
sN (o1 N---Naoy) es un rectangulo no trivial”, como deberia ser para asegurar que se
satisface el predicado NTB. Es precisamente en el paso C2 cuando se verifica tal condicion,
como queda claro a partir del cédigo de dicho paso y del contenido de (). Entonces, si
CHECKNTB2 devuelve una region vacia en la linea 15 es debido a que no se satisface
NTB, en otro caso CHECKN'TB2 devuelve @), que es una region de DIS, y es senal de
que se cumple NTB. Luego CHECKNTB2 devuelve una regién no vacia si y solo si los

conjuntos X2, ... ¥P= satisfacen el predicado NT B, como querfamos probar. O]

Ejemplo 3.7. Consideremos de nuevo el Ejemplo [3.8, con las restricciones de una red

completa
C={a W:NW:N b, a S:SW:W ¢, b Ba, b B:S ¢, ¢cBa, c BN b}

Las asignaciones iniciales a = mbb(a),b = mbb(3),c = mbb(vy) para las variables y los
conjunto se rectdngulos marimales para variables componentes X = {ab, a5, a8} y 2¢ =
{af, a5, a5} se muestran en la Figural3.8-(b). En este ejemplo se mostraba como la funcion
CHECKNTB comprueba que los conjuntos de asignaciones maximales no satisfacian el
predicado NTB. Ahora comprobamos que la funcion CHECKNTB2 también detecta que

no se cumple NTB y devuelve una region vacia. Al principio Q = X2 y en la linea 2
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se considera el conjunto XS, del cual se selecciona el primer rectangulo of. Como este
rectangulo no interseca con ninguno de los de () entonces quedaria Q" = &, por lo que

CHECKNTB2 devuelve esta region vacia.

Lema 3.3. La funcion GLOBALCHECKNTB2 devuelve ‘Verdadero’ si y solo si la red de
restricciones cardinales bdsicas de entrada al algoritmo DIS-BCSOL es consistente. En
caso de ser consistente, las asignaciones obtenidas para las variables son una solucion de

la red.

Demostracion.

Observamos que la funcién GLOBALCHECKNTB2 es andloga a la funcién GLOBAL-
CHECKNTB del algoritmo DIS-BCON, en cuanto a lo que se refiere a las comprobaciones
finales de consistencia de la red. La tinica diferencia se da en la funciéon CHECKNTB2 vy,
por el Lemma B2 esta funcién comprueba correctamente si los conjuntos de rectangulos
maximales para las variables componentes satisfacen el predicado NTB, de la misma forma
que lo hace la funcién CHECKNTB. Por tanto, GLOBALCHECKNTB2 devuelve ‘Verda-
dero’ si y s6lo GLOBALCHECKNTB devuelve ‘Verdadero’. Ademas, por la correccién del
algoritmo DIS-BCON (ver Seccién B24), sabemos que GLOBALCHECKNTB devuelve
‘Verdadero’ si y solo si la red es consistente, puesto que este algoritmo de chequeo de con-
sistencia finaliza con la llamada a esta funcién en el Paso 3. Por tanto, la nueva funcion

GLOBALCHECKNTB2 devuelve ‘Verdadero’ si y sélo si la red es consistente.

Ahora justificamos por qué las asignaciones obtenidas para las variables originales en
la funcién GLOBALCHECKNTB2 son una solucién de la red. De nuevo hay que remitirse
a la correccién del algoritmo DIS-BCON. Aunque este algoritmo no obtiene una solucion,
Skiadopoulus y Koubarakis [SK05] demuestran que en el caso de que la red sea consistente,
se puede obtener una solucion para la misma partiendo de las asignaciones de rectangulos
iniciales ¥ y maximales ¥, obtenidas tras resolver la red de puntos M. La solucién que
se propone consiste en asignar a cada variable a que no tenga variables componentes su
rectangulo inicial a = mbb(«a), obtenido en el Paso 2. Esto es lo que se hace en la funcién
GLOBALCHECKNTB2 para este tipo de variables. Si la variable a tiene componentes,
porque se relaciona mediante relaciones multi-tile, entonces se le puede asignar la region
que resulta de la interseccion de sus conjuntos de rectangulos maximales, una vez que se
sabe que estos conjuntos satisfacen en predicado NTB. Es decir, si X%, ... %% son los
conjuntos de rectangulos maximales para las variables componentes de a con respecto a
todas sus variables de referencia by, ..., b,,, entonces una posible regién solucién para a
vendria dada por a = X% N ... N ¥~ Esta es precisamente la regién que devuelve la
funcion CHECKNTB2 y GLOBALCHECKNTB2 se la asigna a la variable a. De manera
analoga se procederia con el resto de variables, de una en una, sin importar el orden. Por
tanto, podemos afirmar que GLOBALCHECKNTB2 obtiene una solucién cuando la red es
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consistente. O]

Ejemplo 3.8. En el Ejemplo se mostraba un conjunto de restricciones que tienen a

a como variable primaria:
{a NW:N:NE:E:SEb, a N:NE ¢, a B:E:SE d}

Las asignaciones iniciales para variables originales son a = mbb(a),b = mbb((),c =
mbb(7),d = mbb(§) y los conjuntos mazximales para variables componentes de a son ¥t =
{ab, b, b, of, o}, 3¢ = {af, a5} y 3¢ = {af,af,ad} (Figura[3I0). Estos conjuntos
satisfacen el predicado NTB y asi lo detecta la nueva funcion CHECKNTB2. Cuando
GLOBALCHECKNTB2 realiza la llamada CHECKNTB2 (X2, 3¢, 324) | esta funcidn calcula
la interseccion de los conjuntos y la guarda en el conjunto Q). Después comprueba que se
cumple NTB y retorna QQ, que es la region que se asignard a la variable a como posible

solucion. Esta region es la que se muestra en gris en la Figura[310-(d)).

Supongamos que la red completa tiene las siguientes restricciones

¢= {a NW:N:NE:E:SEb, a N:NE ¢, a B:E:SE d,

b B a, b NE c, b SE d,
c S:SW a, c SW b, c S:SW d,
d B-W:NW:N a, d NW b, dN:NE c}.

Esta red es consistente. La funcion GLOBALCHECKNTB2 realiza sucesivas llamadas a
CHECKNTB2 para las variables a,c,d por turno. No hay llamada correspondiente a la
variable b, porque la relacion entre esta variable y cada una de las otras es una relacion
de tile y por tanto b no tiene variables componentes. Se puede comprobar que para las
variables ¢ y d, las intersecciones de sus conjuntos respectivos de rectingulos mazximales
coinciden con sus rectdngulos iniciales mbb(y) y mbb(d). Por tanto, la funcion GLOBAL-

CHECKNTB2 obtiene la siguiente solucion para la red:
a=X'NYNYd b=mbb(B), c=XNN =mbb(y), d=%4NX5 = mbb().

Teorema 3.2. Sea M = (€,V) una red de restricciones cardinales bdsicas en el dominio
de regiones DIS. El algoritmo DIS-BCSOL decide correctamente si la red es consistente
Y, en caso de ser consistente, obtiene una solucion para la misma. El orden de complejidad

del algoritmo es O(n*), siendo n el nimero de variables de U.

Demostracion.

La correccion del algoritmo, tanto para comprobar la consistencia como para obtener

una solucion, se deduce del hecho que el algoritmo DIS-BCON es correcto para decidir la
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consistencia, de que DIS-BCSOL tiene una estructura analoga y de que los cambios in-
troducidos en las funciones CHECKNTB y GLOBALCHECKNTB preservan la correccién
de las comprobaciones finales de consistencia (Lemas yB3)). Ademas, esta tltima fun-
cion construye correctamente una solucién para la red en caso de que ésta sea consistente,

como se indica en el Lema

En cuanto a la complejidad computacional, se mantienen los pasos 0 a 2 del algoritmo
original, que son de tiempo O(n?), como ya se discutié en la Seccién B.24l Por otro lado,
la primera parte de la funciéon CHECKN'TB2 (lineas 1 a 11) se ejecuta en O(n?), ya que
el nimero de iteraciones del bucle externo de la linea 2 es O(n), el de la linea 4 realiza
un nimero constante de iteraciones (hay 9 rectdngulos como mucho en S) y el bucle
més interno en la linea 6 es O(n?). Esto tltimo es debido a que el niimero méaximo de
elementos en el conjunto @ es O(n?), como ya se argumenté en el andlisis de la funcién
CHECKNTB original y el contenido de () sigue siendo el mismo en la nueva funcién. La
segunda parte de CHECKNTB2 (lineas 14 a 17) se ejecuta también en O(n?). La funcién
GLOBALCHECKNTB2 es O(n?), porque realiza O(n) llamadas a CHECKNTB2. Asf que
O(n*) es la complejidad global del algoritmo DIS-BCSOL. [

3.4. Discusion

En esta seccién comparamos nuestro algoritmo para consistencia y busqueda de una
solucién de una red de relaciones cardinales béasicas entre regiones, con otro algoritmo
reciente para el mismo problema propuesto por Zhang et al. [ZLLY0§|. Este algoritmo se
adapta también para el problema de la consistencia cuando las regiones son conectadas y
sugerimos los cambios que habria que hacer en nuestro algoritmo para resolver el mismo

problema.

La principal ventaja del algoritmo de Zhang et al. es su eficiencia, pues puede com-
probar si la red es consistente en O(n?). Sin embargo, este algoritmo sélo es capaz de
proporcionar una solucién, ademas bastante restrictiva, mientras que el que proponemos,
basado en la aproximaciéon de Skiadopoulos y Koubarakis, puede adaptarse para obtener
multiples soluciones y para permitir la integracion con restricciones de tipo métrico o
cuantitativo sobre los puntos extremos de los rectangulos minimos asociados a las varia-

bles.

3.4.1. Descripcién del algoritmo de consistencia Pixels-BCsol

Pasamos a describir brevemente en algoritmo de Zhang et al., al que nos referiremos

de ahora en adelante como PIXELS-BCSOL. Los pasos esenciales son los siguientes:
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Parte de una red 9t de restricciones cardinales béasicas entre las variables U =
{v1,...,u,}, todas de tipo regién de DIS.

1. Obtiene dos redes basicas del algebra de intervalos N, y N,, donde cada par de
relaciones r7; y rgj son las relaciones entre los intervalos proyectados en el eje x y
en el eje y, respectivamente, de mbb(v;) y mbb(v;). Estas relaciones entre intervalos

son implicadas por las relaciones cardinales entre cada par de variables (v;, v;).

2. Obtiene, si es posible, una soluciéon candnica digitalizada para la red de intervalos,

donde los puntos extremos de los intervalos son enteros entre 0 y 2n — 1.

3. A partir de la solucién de intervalos obtiene una asignacién inicial de rectangulos
para las variables de la forma v; = mbb(v;). Cada uno de estos rectangulos, definido
por los puntos de los extremos proyectados de mbb(v;), estd formado por unién de
pixeles, que son rectangulos de area 1 x 1. De esta forma se establece un marco

digital de n? pixeles como maximo, que encierra a los mbb de todas las variables.

4. Modifica la asignacion inicial de rectangulos digitalizados a variables para excluir
aquellos pixeles que no deben formar parte de la regién soluciéon para la variable
en cuestion, debido a las restricciones cardinales entre esa variable y las demas. Se

obtiene asi una regién digitalizada para cada variable.

5. Se comprueba si la region digitalizada obtenida para cada variable es una solucion
mazimal canonica. Para ello se comprueba por cada par de variables si las regiones
satisfacen las relaciones cardinales, por un proceso de comprobacién de inclusién
de pixeles de la region primaria en las tiles, digitalizadas y acotadas por el marco

digital, del mbb de la region de referencia.

6. Si se consigue obtener una solucién maximal canénica entonces la red es consistente;

en otro caso es inconsistente.

3.4.2. Consistencia y Solucion de Redes de Relaciones Basicas

entre Regiones Conectadas

Para el problema de comprobar la consistencia de relaciones basicas entre regiones,
Zhang et al. muestran una modificacion del algoritmo PIXELS-BCSOL que consiste en
incluir un paso previo al paso 5, donde se comprueba si cada region digitalizada obtenida
en el paso anterior es una region conectada. Para ello se construye un grafo con un nodo
por pixel y se incluyen arcos entre pares de pixeles adyacentes. Se aplica un algoritmo de

componentes fuertemente conexas y se comprueba si hay una tinica componente conexa
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cuyo mbb coincida con el de la region. Si esta condicién no se cumple entonces la red es

inconsistente. En otro caso se pasa a comprobar si es una solucion maximal candnica.

Para adaptar el algoritmo DIS-BCsoOL de manera que decida correctamente la con-
sistencia y obtenga una solucién con regiones conectadas, habria que hacer algo parecido,
solo que tras el paso 3 de verificacién de restricciones de orden y obtenciéon de una asig-
nacién para las variables. Faltaria probar que dicha asignacion, que se sabe es consistente
con las relaciones cardinales, esta compuesta por regiones conectadas. Para ello se proce-
deria de forma analoga a al algoritmo anterior. Para cada variable habria que calcular las
componentes conexas de su region y verificar que sélo hay una. No es necesario probar que
el rectangulo minimo de dicha componente coincide con el de la regién asignada, porque
la satisfacibilidad del predicado NTB lo asegura. Si hay mas de una componente conexa
la red es inconsistente; en otro caso la red es consistente y la asignacion para variables

obtenida en la funcion GLOBALCHECKNTB?2 es una solucién para la red.

3.4.3. Comparacion y Posibilidad de Extensién de Ambos Al-

goritmos

Los algoritmos PIXELS-BCsoL y DIS-BCsoOL son semejantes en el sentido de que
para comprobar la consistencia ambos parten de una asignacion inicial de rectangulos pa-
ra las regiones, que es consistente con las relaciones de orden derivadas de las relaciones
cardinales, y a partir de ahi se intenta construir una solucién para cada regién forma-
da por union de rectangulos mas pequenos incluidos en su rectangulo inicial. La forma
de obtener la solucién varia sustancialmente, pues el algoritmo PIXELS-BCSOL no usa
variables componentes e impone restricciones fuertes en la construccion de la solucion,
con objeto de disminuir la complejidad de O(n*) a O(n?). Como algoritmo de decisién
para el problema de la consistencia, PIXELS-BCSOL es mas adecuado que el algoritmo

DIS-BCsoL, por ser mas eficiente.

Flexibilidad en la Obtencién de una Solucién

Aclaramos las limitaciones del algoritmo PIXELS-BCSOL en cuanto a la forma de
obtener una solucién y justificamos la ventaja que supone usar DIS-BCsoOL, no como
algoritmo de decision, sino como algoritmo de busqueda de una solucién. En el algoritmo
PixeLs-BCsoL los rectangulos iniciales para las variables son digitales, formados por
union de pixeles, y el marco en que se incluyen todos ellos es de tamano no superior a
n? pixeles, siendo n el niimero de variables. En el algoritmo DIS-BCSOL los rectdngulos
iniciales para las variables no tienen estas restricciones. Los puntos extremos de dichos

rectangulos vienen dados por la soluciéon generada por el algoritmo CSPAN. Este algoritmo
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se basa en una ordenacién topologica de los nodos que representan las variables de puntos
y el valor asignado a cada punto es arbitrario, siempre que respete el orden topoldgico.
Asi pues, la asignacién inicial del rectangulos en el algoritmo DIS-BCSOL no impone
ninguna limitacion en cuanto al area y a la asignacion de valores a los puntos proyectados.
Esto supone que la soluciéon que finalmente se obtiene para las variables de region no tiene
por qué ser unica, basta con cambiar la soluciéon de puntos generada por el algoritmo
CSPAN. El algoritmo PIXELS-BCSOL, por contra, s6lo permite generar una tinica solucion
digitalizada PIXELS-BCSOL, pues la correccién del mismo se basa en la existencia de una
unica solucién maximal candnica, que es precisamente la solucién generada en caso de que

la red sea consistente.

Integracion con restricciones cuantitativas

Aunque queda fuera del alcance de esta tesis el estudio de restricciones de tipo métrico
o cuantitativo para razonamiento espacial, merece la pena senalar que en la literatura hay
diversos formalismos para razonamiento espacial y temporal que integran relaciones cua-
litativas y cuantitativas entre diversos tipos de entidades. Por ejemplo, para la integracion
de relaciones cualitativas y métricas entre puntos [Mei96l [KL91], para relaciones cualita-
tivas entre intervalos (o rectdngulos) y restricciones métricas entre sus puntos extremos

[Con00], integracién de relaciones topolégicas y métricas sobre el tamano o distancia de

las regiones [GR02], etc.

Estos modelos para razonamiento temporal o espacial cualitativo combinado con re-
laciones métricas se basan fundamentalmente en el problema temporal simple, STP de
Dechter et al. [DMP91]. Un STP es un tipo de problema de satisfaccién de restricciones
donde las variables representan puntos y las restricciones son del tipo z; [inf, sup| z; y
establece una restriccion sobre la distancia de los puntos de la forma: inf < z; —x; < sup.
Se permite también que los intervalos sean abiertos y no acotados. En general, el problema
de la consistencia o busqueda de una solucién en estos modelos es NP-duro y los casos

tratables suelen tener mayor complejidad que sus correspondientes problemas cualitativos.

La integracion de relaciones cardinales entre regiones y relaciones métricas no ha sido
estudiada previamente y puede resultar de interés para lenguajes de consultas a bases de
datos espaciales, recuperacién de imagenes, sistemas de informacién geografica con coor-
denadas proyectadas, etc. En el caso de una red de relaciones bésicas entre regiones, se
tiene que las relaciones de orden entre puntos extremos de los rectangulos minimos de las
regiones son relaciones del algebra de puntos convexa y una red de este tipo aumentada
con relaciones métricas entre las distancias de los puntos extremos puede resolverse en
tiempo polinomial ciibico. Por tanto, se puede aumentar la expresividad de las restriccio-

nes cardinales basicas anadiendo relaciones métricas entre los puntos proyectados de las
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regiones, tanto en el eje x, como en el eje y. De esta forma, ademas de restricciones de
orden, se pueden expresar restricciones sobre la anchura o altura de las regiones teniendo
en cuenta sus proyecciones, por ejemplo estableciendo que “la distancia entre el extremo
derecho de la proyeccion de la region a y el extremo izquierdo es de exactamente 14 uni-
dades, (o entre 12 y 25,30 unidades)”, etc.; o restricciones de separacién entre regiones,
como “la distancia entre el extremo derecho de la proyeccion de la regién a y el extremo

izquierdo de la regién b es entre 0 y 2,5 (o mayor de 3)”, etc.

También es posible establecer restricciones métricas sobre la anchura, altura o separa-
cion relativa entre los intervalos proyectados de las dos regiones a partir de un modelo com-
binado de relaciones cualitativas y métricas entre puntos y duraciones [NSWM02|, [NSM03],
para expresar restricciones del tipo “la anchura entre las regiones b y a difiere en 15,75
unidades (o entre cierta cantidad y otra)”, o “la regién a es de menor altura que la regién
b”, etc.

Cabe destacar que el algoritmo DIS-BCSOL puede usarse como punto de partida para
resolver el problema de la consistencia y bisqueda de un solucién de una red donde se
integran relaciones cardinales basicas entre regiones y relaciones métricas entre las dis-
tancias de los puntos extremos de las proyecciones de las regiones, realizando los cambios
convenientes en el paso de transformacién a restricciones de orden y en el paso de verifica-
cion de restricciones de orden y obtencién de una solucion para los puntos extremos. Sin
embargo, el algoritmo PIXELS-BCSOL no ofrece esta posibilidad, por lo discutido ante-
riormente sobre la inflexibilidad en la obtencién de una asignacién inicial para rectangulos

de las regiones, que conduce a una tnica solucién para la red.






Capitulo 4

Razonamiento con Relaciones

Cardinales entre Rectangulos

En este capitulo introducimos una variante del modelo de relaciones cardinales direc-

cionales, que llamamos modelo DCR, para razonar con relaciones cardinales entre regiones

aproximadas por sus rectangulos minimos. Este modelo para razonamiento espacial cuali-

tativo resulta ser menos expresivo que el que considera relaciones cardinales entre regiones

cualesquiera, debido a que se hace una aproximacion por rectangulos tanto de la region

de referencia como de la primaria. En contrapartida, la simplicidad del modelo permite

que las tareas de razonamiento sean mas eficientes. El modelo DCR puede ser interesante

en determinadas aplicaciones para las que es suficiente con aproximar las regiones por
rectangulos [Gue89, MJ90, [PSTE9S, [AEG94].

El capitulo se estructura del siguiente modo:

En la Seccion 1] hacemos un repaso del cédlculo de relaciones entre rectangulos
conocido como dlgebra de rectingulos [BCACIS].

En la Seccién se estudia el vinculo existente entre las relaciones cardinales rec-

tangulares y las relaciones del algebra de rectangulos.

En la Seccién .3 se identifica una subclase tratable de DCR formada por el conjunto

de relaciones cardinales rectangulares convexas.

En la Seccién [£4] se ofrecen métodos para resolver el problema de la consistencia y
el problema de la red minima para la subclase de relaciones cardinales rectangulares

convexas de DCR.

Para terminar el capitulo, en la Seccién se demuestra que el problema de la
consistencia de una red de restricciones de DCR es NP-completo. También se de-

muestra que el problema es NP-completo para un subconjunto propio de relaciones
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de DCR que incluye a las relaciones convexas. Por tltimo, se propone un algoritmo
de backtracking para decidir la consistencia de una red de restricciones de DCR,

aprovechando la tratabilidad de la subclase de relaciones convexas.

4.1. El Algebra de Rectdangulos

El dlgebra de rectingulos (RA, Rectangle Algebra) es el nombre que dan Balbiani,
Condotta y del Cerro [BCdC98] a la extension bidimensional del dlgebra de intervalos
de Allen (IA). Previamente, Hans Guesgen [Gue89| fue el primero en proponer un célculo
espacial basado en dicha extension. El RA es un formalismo para el razonamiento cualita-
tivo basado en restricciones sobre rectangulos cuyos lados son paralelos a los ejes de una
base ortogonal de R%. Aunque inicialmente se concibié como un célculo para razonamiento
temporal bidimensional, su utilidad en el dominio espacial es inmediata: el RA es sufi-
cientemente expresivo para establecer relaciones espaciales tanto de tipo direccional como

topoldgico entre objetos rectangulares u objetos espaciales aproximados por rectangulos.
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Un rectangulo p se caracteriza totalmente por la tupla (p,, p,), que se corresponde con
los dos intervalos proyectados del rectangulo p sobre los ejes x e y del plano. Una relacion
rectangular bdsica es un par r = (r,,r,), donde 7, es la relacién bdsica del algebra de
intervalos proyectada en el eje = (x-proyeccion de r) y r, es la relacién basica del algebra
de intervalos proyectada en el eje y (y-proyeccion de r). Una restriccion rectangular bdsica
p (14, 1y) q se satisface si y sélo si las restricciones de intervalos p, 7, ¢ ¥ py 7y ¢y también

se satisfacen.

El conjunto de todas las relaciones basicas B, es el formado por el producto cartesiano
del conjunto de relaciones basicas del dlgebra de intervalos B;,, es decir, B,, = B;, X B;, =
{(ry,ry)| 72,7y € Big}, siendo |B,,| = 13 x 13 = 169. Estas relaciones son muy expresi-
vas ya que pueden representar tanto relaciones direccionales, tales como encima (norte),
debajo(sur), izquierda-de,. . ., como relaciones topologicas como disjunto de, tocando con,

dentro de, ..., entre rectangulos.

En [PSTE95] podemos encontrar una figura con ejemplos representativos de pares de
rectangulos para cada una de las relaciones bésicas entre rectangulos. Hemos adaptado
esta figura para mostrar una tabla con una fila por cada y-proyeccion y una columna
por cada z-proyeccion de una relacién basica de RA (Figura [L1]). Cada entrada T'[r,, r,]
de la tabla contiene dos rectangulos representativos, p (claro) y o (oscuro), que cum-
plen p (ry,7,) 0. Asi, por ejemplo, si un rectangulo p estd por debajo y a la derecha del
rectangulo ¢ y p no toca a ¢, entonces la relacion entre p y ¢ es (bi, b) porque p, b; ¢, vy
py b qy. La posicién T'[b, bi] de la matriz de la Figura Il ilustra esta situacién.

Para representar y razonar con conocimiento incompleto sobre la posicién relativa
entre dos rectangulos, se utiliza el conjunto 25« que incluye a todas las relaciones bésicas
y disyuntivas. El dlgebra de rectdngulos viene dada por el conjunto 257, junto con las
extensiones del las operaciones del IA. Aparte de las operaciones del algebra booleana
generada por el conjunto de relaciones basicas, el RA dispone, como es usual en dlgebras
de relaciones binarias, de las operaciones de composicion e inversa, que se definen a partir

de las operaciones del TA:
» Composicién: Ro S = {(r,,7y) © (Sz,8y) | (rz,7y) € R, (4, 5,) € S}, donde (ry,r,) o0
(Sz:8y) = (re 0 85) X (ry 0 5y).

= Inversa: R~ = {(ry,7,)"" | (rs,7y) € R}, donde (1, 1r,) " = (r;', 7).

Al igual que en el algebra de intervalos, se puede establecer un orden parcial <,, entre

relaciones rectangulares béasicas a partir del orden parcial <;, del TA (ver Capitulo 2
Figura2Z4}(a)):
(Tr; 7Ay) Sra (Sx7 Sy) = (Tx Sia Sx) A (ry Sia Sy)-

El orden parcial <,, define un reticulo (B,,, <,q), que contiene relaciones de dimensién 0
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a 4, siendo dim((ry,r,)) = dim(r,) + dim(r,). La dimensién de una relacién disyuntiva
R € 2B es la dimensién maxima de sus relaciones bésicas.

Como el RA es una extension del TA, éste hereda la misma dificultad computacio-
nal. Balbiani et dl. demuestran que el problema de la consistencia de una red del RA

(CSPSAT(25)) es NP-completo, aunque se han identificado varios fragmentos tratables

[BCAC98, BCACY99]. Estos son:

a) Subclase convezra. Contiene a las relaciones del RA que se obtienen como el pro-
ducto cartesiano de dos relaciones convexas del TA. Son aquellas relaciones que se
corresponden con intervalos en el reticulo (B4, <.q)-

b) Subclase preconveza saturada. Contiene las relaciones del RA que se obtienen como

el producto cartesiano de dos relaciones preconvexas del TA.

¢) Subconjunto de relaciones fuertemente preconvexas. Para caracterizar a este con-
junto de relaciones Balbiani et dl. [BCdC99] definen el conjunto W de relaciones
débilmente preconveras, que son las equivalentes en el RA a las relaciones preconve-
xas del dlgebra de intervalos. Se dice que R es una relacion fuertemente preconvexa
si para toda relacion convexa S se tiene que RN S es una relacién de W. Se des-
conoce si el subconjunto de relaciones fuertemente preconvexas es cerrado bajo la

operacién de composicion, por tanto no se puede afirmar que este conjunto sea una

subclase del RA.

El problema de la consistencia de una red de restricciones para todas las subclases anterio-
res es resoluble en tiempo polinomial mediante el algoritmo PC o mediante un algoritmo
de camino consistencia débil (usa una aproximacion convexa de la composicién) para el
caso ¢). Ademds, se cumple la siguiente relacién de inclusiéon propia entre los subconjun-
tos tratables anteriores: a) C b) C ¢). El conjunto de relaciones fuertemente preconvexas
constituye el subconjunto tratable, que incluye a las 169 relaciones basicas, méas amplio
identificado hasta la fecha para el algebra de rectangulos, aunque sigue siendo una cuestion
abierta si es maximal y cerrado bajo la operacion de composicion.

En [BCAC02|, Balbiani et dl. estudian la generalizacién del dlgebra de intervalos y del
algebra de rectangulos para cualquier dimension p > 1 a la que llaman dlgebra de bloques,
donde el conjunto de relaciones basicas esta formado por las relaciones que pertenecen al
producto cartesiano B;, X - -+ X Bj,.

p veces

82



4.2. EL MODELO DCR Y EL ALGEBRA DE RECTANGULOS

mbb(a)

Figura 4.2: Ejemplo de relacién cardinal rectangular. mbb(a) B:N:N E:E mbb(b).

4.2. El Modelo DCR y el Algebra de Rectangulos

En el capitulo anterior, Seccion B.1], se definian los distintos tipos de relaciones cardi-
nales direccionales, las operaciones comunes entre ellas y el concepto de satisfacibilidad
de restricciones con relaciones cardinales. Las relaciones cardinales se clasificaban segiin

el dominio de las regiones.

Llamabamos B,.. al conjunto de relaciones cardinales rectangulares bdsicas, que son
las que se pueden dar entre dos rectangulos minimos mbb(a) y mbb(b), siendo a,b regio-
nes regulares cualesquiera. Estas relaciones se definen siempre entre rectangulos de lados
paralelos a los ejes del plano. Al dominio de estos rectangulos lo llamédbamos REC'. Hay
un total de 36 relaciones en B,.., que son las siguientes:

{B,S, SW,NW, N, NE, E, SE, S:SW, BW, NW:N, N:NE, B:E, S:SE, SW:W,
B:S, E:SE,W:NW,B:N, NE:E, S:SW:SE, NW:N:NE, BW:E B:S:N, SW:W:NW |
NE:E-SE, B:S:SW:-W, BW:NW:N, B:S:E:SE, BN:NE:FE,

B:S:SW.-W:NW:N, B:S:N:-NE:E:SE, B:S:SW.W:.E.:SE, BW:NW:N:NE:FE,
B:S:SW.-W:NW:N:NE:E:SE}.

Al considerar las regiones aproximadas por sus rectangulos minimos se tiene que la

relacion cardinal r entre mbb(a) y mbb(b) no tiene por qué coincidir con la relacién cardinal

r’ entre la region primaria a y la de referencia b, como se puede observar en el Ejemplo

ZnI]

Ejemplo 4.1. La Figura [{.3 muestra dos regiones a y b tales que a B:N:E b, pero la
relacion existente entre mbb(a) y mbb(b) es mbb(a) B:N:N E:E mbb(b).

Las relaciones cardinales rectangulares se introducen en para calcular la com-
posicion débil de relaciones cardinales. Nosotros introducimos el modelo DCR como un

calculo para razonamiento cualitativo que considera el dlgebra de restricciones cardinales
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rectangulares. Este algebra viene dada por (25¢¢,U,N,~, &, Byec, 0w, inv), formada por el
algebra booleana con conjunto de relaciones 254m  junto con las operaciones de composi-
ci6én débil (o) e inversa débil (inv), que son las mismas del modelo DC pero restringidas

a relaciones del conjunto 2Brec.

En el resto de la seccion investigamos la conexién entre el modelo DCR y el dlgebra de
rectangulos. Deciamos en la Seccién [1] que el RA considera que las relaciones se definen
sobre el conjunto de rectangulos de lados paralelos a los ejes del plano, que coincide
por tanto con el dominio REC' considerado para las relaciones cardinales rectangulares.
Aunque los conjuntos de relaciones en el modelo DCR y en RA no son las mismas, el hecho
de que una restriccién en uno de los modelos sea satisfacible implica que una restriccion
en el otro también lo es. Analizamos a continuacién cuando se dan dichas implicaciones

y las consecuencias que de ellas se derivan.

4.2.1. De Relaciones Cardinales Rectangulares a Relaciones del

Algebra de Rectangulos

Sabemos que las relaciones bésicas del algebra de rectangulos son de la forma r =
(ry,ry), donde 7, es la z-proyeccion de r, r, es la y-proyeccién y ambas proyecciones
son relaciones basicas del dlgebra de intervalos. En total hay 13 x 13 relaciones béasicas
en el conjunto B,, de relaciones béasicas de RA. Ampliamos la tabla de la Figura [T
que muestra ejemplos de rectangulos para cada una de las relaciones bésicas de RA, con
informacion adicional sobre la relacion cardinal bésica entre cada par de rectangulos.
Asi pues, mostramos en la Figura [£3] una tabla con una fila por cada y-proyecciéon y una
columna por cada z-proyeccién de una relacién de RA y cada entrada T'[r,, ] de la tabla
contiene dos rectangulos representativos «, 3 tal que a (r,,r,) 3 y ademds se incluye la

relacion cardinal rectangular basica r. tal que ar. (3.

A partir de los ejemplos representativos mostrados en la tabla podemos comprobar que
para cada relacién basica (r,, r,) de RA existe una tinica relacién bésica r. de DCR tal que
a(ry,ry) b= ar.b, para cualquier par de rectangulos a,b € REC. La implicacién anterior
es equivalente a decir que (r,,7,) C 7, considerando que las relaciones son conjuntos de
pares de rectangulos. También podemos comprobar a partir de la tabla que una misma
relacion basica de DCR contiene a los pares de rectangulos de varias relaciones basicas de

RA. Por tanto la inclusién anterior es propia, esto es, (1,,7,) C re.

Teniendo en cuenta estas observaciones definimos una funcién 7, que permite ‘traducir’
una relacion bésica r. del modelo DCR en una relacién disyuntiva de RA de la siguiente

forma:
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Figura 4.3: Relaciones basicas de RA y DCR.

TT . BT‘@C 287.“

(4.1)
T.(r.) =4{r € B,y | r Cr.}

Haciendo un andlisis de todos los casos mostrados en la Tabla [£.3 obtenemos T,.(7.),

para cualquier r. € B,.. segun se indica en la Tabla [4.]

Como se puede observar a partir de esta tabla, para cada relacion basica r. de DCR la
relacién disyuntiva 7).(r.) se corresponde con el producto cartesiano de dos relaciones dis-
yuntivas del dlgebra de intervalos IA. Asi pues 7,(r.) = K; x K, donde K;, K; son una de

las siguientes seis relaciones, que agrupamos en el conjunto K = { Ky, Ky, K3, K4, K5, Kg}:

Ky ={m,b}, Ky={fi,o}, Kz={d,s, [ e}

: o - (4.2)
K,=A{di}, Ks5={si,oi}, Kg={mi,bi}.
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Una vez que sabemos traducir adecuadamente cada relacion cardinal rectangular bési-
ca, extendemos la funcion 7T, para obtener la traducciéon de cualquier relacion cardinal

rectangular:
TT . QBrec SN 28711

T.({r1,....rm}) = U, To(ri)-

Ejemplo 4.2. Consideremos la relacion cardinal R = {N,NE}. Consultando la Tabla
[£-1) se obtiene la traduccion de cada relacion bdsica de R y a partir de ahi tenemos que

T.(R) = T,(N)UT,(NE) = {d, s, f, e} x {mi, bi }U{mi, bi} x {mi, bi} = Ksx KeUKgx K.

(4.3)

Puesto que cada elemento de K x K = K2 es la imagen de una relacién bésica de
DCR, a partir de la definicién de 7T, en la Ecuacién ([£3) podemos deducir que 2K* eg el
conjunto imagen de 7). Ademas, K? es un subconjunto propio del conjunto 257 de todas
las relaciones del algebra de rectdngulos, ya que no toda relaciéon de 257 resulta de la
traduccion de una relacién cardinal rectangular. Las relaciones cardinales rectangulares
unicamente reflejan relaciones de direccion y orientacién entre rectangulos y pueden utili-
zarse para abstraerse de las restricciones topoldgicas y de otras restricciones geométricas
sobre los limites de los rectangulos, como si se tocan o estan alineados verticalmente, etc.
Por lo tanto, el modelo DCR es conceptual y algebraicamente mas simple que el algebra
de rectangulos, ya que parte de 36 relaciones bésicas, en lugar de 169 y consecuentemente

el numero total de relaciones es mucho menor en el modelo DCR.

El siguiente lema muestra que una restriccion con relaciones cardinales rectangulares

es satisfacible si y solo si la restriccion con la relacion traducida segin 7). es satisfacible.

Lema 4.1. Para toda relacion cardinal R € 25 se cumple que R y T,(R) contienen los

mismos pares de rectingulos. Como consecuencia a Rb < aT,.(R)b.

Demostracién.

Comprobamos que R y T,.(R) son en realidad la misma relacién, que se representa con
simbolos distintos en cada modelo. En efecto, dos pares de rectangulos (o, ) € R siy
sélo si (a, B) € 1, para alguna relacién r; de R. Segun la Ecuaciéon (@), T,(r;) = {r €
B,. | r C r;}. Cada par de rectangulos (a, 3) € r; estd incluido también en alguna relacién
r € Byq, por ser B,, un conjunto exhaustivo de relaciones. Al considerar que T,.(r;) contiene
todas las relaciones bésicas de B,, tales que r C r; resulta que la relacién traducida 7. (r;)
contiene exactamente los mismos pares que r;. Por tanto, como conjuntos de pares de
rectdngulos 7, (R) = R, ya que por la Ecuacién [L3)) tenemos 7,(R) = U~ T(r;). O

El Lema [T resulta de gran utilidad a la hora de decidir la consistencia de una red
de relaciones cardinales rectangulares. Con ese objetivo en mente vamos a ver como se

puede traducir una red de restricciones binarias en el modelo DCR a una red equivalente
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r. : relacién basica de DCR T,(r.) : relacién disyuntiva de RA  K; x K;
B {d,s, f,e} x{d,s, f,e} K3 x K3
S {d,s, f,e} x {m,b} K3 x Ky
N {d,s, f,e} x {mi,bi} K3 x Kg
E {mi,bi} x {d,s, f,e} K¢ x K3
w {m,b} x {d,s, f,e} Ky x K3
NE {mi,bi} x {mi, bi} K¢ x Kg
NW {m,b} X {mz,bz} Ky x Kg
SE {mz,bz} X {m,b} K@ X Kl
SW {m,b} X{m,b} K1 XKl
S:SW {fi,0} x {m,b} Ky x K
S:SE {si,0i} x {m,b} K5 x Ky
NW:N {fZ,O} X {mz,bz} Kg X Kﬁ
N:NE {st,0i} x {mi,bi} K5 x Kg
B:W {fi,o} x{d,s, f,e} Ky x K3
B:E {si,oi} x {d,s, f,e} K5 x K3
B:S {d,s, f,e} x {fi,o} K3 x Ko
B:N {d,s, f,e} x {si,0i} K3 x K5
W:.SW {m,b} X {fZ,O} K1 X K2
W:NW {m, b} x {si,0i} K x K5
E:SE {mz,bz} X {fZ,O} K6 x Ko
NE:E {mi,bi} x {si,oi} K¢ x K5
S:SW:SFE {dl} X {m,b} K4 X Kl
NW:N:NE {di} x {mi,bi} Ky x Kg
B:W:E {di} x {d,s, f,e} Ky x K3
B:S:N {d,s, f,e} x {di} K3 x Ky
SW:N:NW {m, b} x {di} K1 x Ky
NE:E:SE {mi,bi} x {di} K¢ x K4
B:S:SW.W {o, fi} x {o, fi} Ky x Ky
B:W:NW:N {o, fi} x {si,0i} Ky x K5
B:S:E:SE {si,0i} x {o, fi} K5 x Ky
B:N:NE:E {si,0i} x {si,0i} Ky x K5
B:S:SW:W:NW:N {o, fi} x {di} Ky x Ky
B:S:N:NE:E:SE {si,0i} x {di} Ky x Ky
B:S:SW.W:E:SE {di} x {fi,0} Ky x Ky
B:W:NW:N:NE:E {di} x {st,0i} Ky x K5
B:S:SWW:NW:N:NE:E:SE | {di} x {di} Ky x Ky

Tabla 4.1: Traduccién de relaciones basicas de DCR a relaciones de RA
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en el modelo RA. Sea 9t = (U, €) una red de DCR, es decir, una red con un conjunto
de variables U que toman valores en REC y un conjunto de restricciones binarias € con

relaciones del conjunto 257<. Podemos extender la funcién T, a redes de restricciones, de
modo que T,(N) = (7,(V),T,(€)) es una red de RA dada por:

T,(0) =B

(4.4)
TT(Q:) - UaRbec CLTT(R) b.

i - {

Teorema 4.1. Sea N una red de DCR. N es consistente si y solo si T,.(N) es consistente.

Demostracién.

Sabemos que M = (Y, ), con L = {ay,...,a,}, es consistente si y s6lo si existe
una asignacion de rectangulos a variables que satisface todas las restricciones a; R a; del
conjunto €. Por el Lemald1] a; Ra; siy solo si a; T.(R) a;. Por lo tanto, 9 es consistente

si y solo si T,.(MN) es consistente. O

El Teorema [l muestra que existe un modo de razonar con relaciones de DCR me-
diante la traduccién a relaciones de RA. De esta forma, los algoritmos para detectar la
consistencia de una red de RA se puede aplicar para decidir la consistencia de una red
de DCR, una vez que ésta tltima se ha traducido a una red de relaciones del algebra de
rectangulos. Volveremos a este resultado en la Seccién 3] para identificar una subclase

de modelo DCR para la que el problema de la consistencia es tratable.

4.2.2. De Relaciones del Algebra de Rectangulos a Relaciones

Cardinales Rectangulares

Siguiendo con la conexion entre relaciones del modelo DCR y relaciones de RA, estamos
interesados ahora en obtener una funcién inversa de T,., para traducir cualquier relacion
de RA a una relacién de DCR. Sin embargo 7} no es invertible, ya que T}, : 25rec —— 25ra
no es biyectiva. En ese caso tendremos en cuenta la relacion cardinal rectangular que
mejor aproxime a una relacion de RA. Para ello definimos el concepto de cierre cardinal

de una relacién del dlgebra de rectangulos.

Definicién 4.1. Llamamos cierre cardinal de una relacion R € 28 o la menor relacion

cardinal rectangular R, € 257 que contiene a todos los pares de rectingulos de R.

Proposicién 4.1. La funcion T, : 2B« — 2Brec  definida recursivamente como:
)

T(R)— Tr_l(Ki XKJ> S (REBTCL)/\(RGKl XKj),Ki XKj GICQ
¢ N To(r))U...UT(rpm) st R={r1...,rm},ri € B
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obtiene el cierre cardinal de R, para cada R € 25,

Demostracion.

En primer lugar observamos que el conjunto I de las seis relaciones K; de A mostradas
en la Ecuacién ([A2]) es una particiéon del conjunto B;, de relaciones basicas de IA. Luego
KC? es una particién de B,, y por tanto para cada relacién basica r = (r,,7,) de RA existe
exactamente una relacién bésica r. de DCR tal que T.(r.) = K; x K, donde K; x K; € K?
v (re,ry) € K; x K; (ver la Tabla [I]). Estd claro que r. = T '(K; x Kj) es el cierre
cardinal de r, ya que es la relacion cardinal rectangular més pequena que contiene los
pares de r. Para el caso de una relacién disyuntiva de RA, tal como R = {ry...,r,},
debemos considerar la menor relacién cardinal rectangular que contiene a todos los pares
de todas las relaciones basicas de R y sera la unién del cierre cardinal de cada relacion
bésica. Asi es como se indica en el caso recursivo de la definiciéon de 7T,. Por tanto la
funcion T, calcula correctamente el cierre cardinal de cualquier relacién del algebra de

rectangulos. O]

Ejemplo 4.3. Sea la relacion R = {(d, mi), (bi,bi)}. Calculamos T.(R) = T.((d,mi)) U
T.((bi,bi)) = T (K3 x Kg) UT YK x Kg), ya que (d,mi) € {d,s, f,e} x {mi,bi} =
K3 x Kg y (bi,bi) € {mi,bi} x {mi,bi} = K¢ x Kg. Segin la Tabla[f1T,(N) = K5 x Kg
yT.(NE) = K¢ x Kg, asi que T.(R) = {N, NE}.

Lema 4.2. Para toda relacion R € 25 5 todo par (a,b) € REC? se cumple que a Rb =
aT.(R)b.

Demostracion.

Es consecuencia inmediata de la definicién de cierre cardinal. Tenemos que T.(R)
obtiene la menor relacién cardinal que contiene los pares de R (Proposicion [A.1]). Luego
R C T.(R) y por tanto si a Rb (que equivale a (a,b) € R) entonces a T.(R) b (que equivale
a (a,b) € T.(R)). O

La funcién T, se puede extender a redes de RA, de modo que dada 9t = (7, €),

T.(0) = 0

To(€) = Uappee a Te(R) b. (4.5)

ren -

Obtener T.(M) tiene su utilidad para calcular la red minima equivalente a una red de
relaciones cardinales rectangulares. Trataremos el problema del célculo de la red minima
en la Seccion 4.2

Otra posible aplicacion de la funcion T, esté en el calculo de las operaciones de compo-

sicién débil e inversa del dlgebra del modelo DCR. En [SK04] se propone un método para
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calcular la composicién de dos relaciones cardinales arbitrarias y [SK05] se indica cémo
calcular la inversa. Los métodos propuestos son complicados, por lo que aqui proponemos

una forma de simplificar estos cédlculos en el modelo DCR usando las funciones T, y 7.

Proposicion 4.2. Las operaciones de composicion e inversa débil en el modelo DCR se

pueden calcular como:

Ry 0y Ry = Tu(T,(Ry) 0 T,(Ry)), ¥ Ry, Ry € 25ree
inv(R) = T.(T.(R)™"), ¥ R € 2B,

Demostracidn.

Sabemos que si R es una relacién cardinal rectangular entonces T,.(R) es la misma
relaciéon que R en el sentido de que ambas contienen los mismos pares de rectangulos (ver
Lema []). Por tanto T,.(R;) o T,(Rs) = R; o Ry. Lo que ocurre es que la composicién
Ry o Ry no es una operacién cerrada considerando el conjunto de relaciones cardinales
rectangulares 25, como comentdbamos en la SecciénB.1l Esto quiere decir que la relacién
Ry o Ry contiene un conjunto de pares de rectangulos que no se corresponde con ninguna
relacion de 257, La composicién débil obtiene la menor relacién cardinal rectangular que
contiene (estrictamente) a Ry o Ry. Por tanto Ry o,, Ry coincide con T.(T,.(Ry) o T,(Ry)),
ya que T, obtiene la menor relacion cardinal rectangular que contiene a todos los pares de
rectangulos de T,.(Ry) o T,.(Ry), que es lo mismo que decir que contiene a todos los pares
de Ry o Rs.

Para la operacién de inversa débil la idea es parecida. Tenemos que 7}.(R) es la misma
relacién que R, luego R™! coincide como conjunto de pares de rectdangulos con T,.(R)™ .
Ahora bien, R~! tampoco es una operacién cerrada en 257 y la menor relacién cardinal
rectangular que contiene a R~ viene dada por inv(R). Por tanto, como T,(T,(R)™')
denota también a la menor relacién cardinal que contiene a todos los pares de R~!, debe
ser inv(R) = T.(T.(R)™). O

Para utilizar la composicién débil de forma practica, se debe pre-calcular una tabla
de 36 x 36 entradas como se indica en la Proposicién 4.2, para almacenar el resultado
de la operacién aplicada a relaciones basicas de DCR. Una vez que se conoce la inversa
de cada relacién basica, para relaciones disyuntivas es mejor obtener Ry o, Ry como
U”"iERlJ’jERZ 10,7, en lugar de calcular T,.(7.(R;)oT,(Rs)). El calculo de la composicién de
relaciones disyuntivas como unién composiciones de relaciones bésicas se puede optimizar
como se indica en [LR97] para el caso de algebras con un nimero muy grande de relaciones
basicas. Se puede aplicar una estrategia similar para el caso de la inversa débil, aunque el

calculo de esta operacion es menos costoso.
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4.3. La Subclase de Relaciones Cardinales Rectangu-

lares Convexas

En esta seccién identificamos un subconjunto de relaciones del modelo DCR que es
cerrado para las operaciones del algebra subyacente. En secciones posteriores comproba-
remos que los problemas de decidir la consistencia y el calculo de la red minima pueden
resolverse en tiempo polinomial cuando se considera esta subclase del modelo DCR y
resultan ser problemas intratables con el conjunto completo de relaciones cardinales rec-

tangulares.

4.3.1. Reticulo del Modelo DCR

En el dlgebra de intervalos y de rectangulos la representacion de las relaciones bésicas
mediante un reticulo tiene interés para identificar las relaciones convexas, que forman
subclases tratables en ambos modelos. Ahora comprobamos como se puede identificar un
reticulo en el conjunto de relaciones basicas B,... de DCR a partir del reticulo de relaciones

bésicas del adlgebra de intervalos y su extensién a rectangulos.

A partir de la Tabla [L1] podemos observar que la traduccién de cualquier relacién

basica de DCR se expresa como el producto cartesiano de dos relaciones del algebra de
intervalos, esto es, T,.(r) = K; x K, donde K;, K; € K = { Ky, Ky, K3, K4, K5, K¢}, siendo

Kl = {m, b}, K2 = {fi,O}, Kg = {d, S, f,e}
K4 = {dZ}, K5 = {S’L.,O’L.}, K6 = {mz, bl}

El conjunto K es una particién del conjunto B;, de relaciones basicas de IA y podemos
establecer un orden parcial en el conjunto IC inducido por el orden parcial <;, definido

para B;, (ver Seccién 2.3.2)), de la siguiente manera:
VKi,Kj ek: K; <g Kj S T Zia Tn, Vr, € K;,r, € Kj.

El orden parcial <y define un reticulo (IC, <x) mostrado en la Figura .4 que resulta
ser una version condensada del reticulo (B;,, <;,) del dlgebra de intervalos. En lugar de
tener un nodo por cada relacién basica de [A, tenemos un nodo que agrupa las relaciones
béasicas de IA que pertenecen a la misma parte en K (ver la Figura [L5+(a)) y ademads
cada K € K resulta ser un intervalo del reticulo (B, <;,). Recordamos que un intervalo
[r7,7%] en un reticulo de relaciones basicas de TA contiene a todas las relaciones bésicas
r tales que 1~ <;o 7 <o . Como vemos, cada relacién de K contiene exactamente una

relacién basica de dimension 2 del algebra de intervalos: b, bz, 0, o1, d, di. Por tanto cualquier
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Figura 4.4: El reticulo (IC, <x).
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Figura 4.5: Agrupacion de relaciones bésicas en el reticulo (B;,, <;,) y en el plano.

relacion de K es de dimensién 2, puesto que la dimension de una relacion disyuntiva es la
méaxima dimensién de sus relaciones bésicas [Lig98b].

La representacién en el plano de las relaciones basicas de IA, que mostrabamos en
la Figura 4] de la Seccién .32 puede adaptarse para considerar sélo las 6 regiones
correspondientes a la particion K (ver la Figura 35H(b)). Se puede observar también
aqui como cada region es de dimensién 2, ya que las regiones limitrofes correspondientes
a las relaciones basicas de dimensién 1 en TA ahora estan incluidas en una de las regiones

de K.
El reticulo (B4, <,q) de RA, se define a partir del orden del reticulo de TA:

Y (ra,1y), (1, 7y) € Brat (12, 7y) <pa (15,73) € (re <ia 75) A (ry <ia 7).

Ahora consideramos el conjunto K? = K x K. Este conjunto es una particién del conjunto
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B, de relaciones bésicas de RA y cada relaciéon K; x K; € K? es de dimension 4, puesto
que contiene una relacion basica de RA de dimension 4. El orden parcial <y se puede
extender a K? de forma analoga a como se extiende el orden parcial entre relaciones bésicas

de TA a relaciones bésicas de RA:
VKl X Kj,Km X Kn < ICZ . Kz X Kj SICQ Km X Kn <~ (Kz SIC Km) A (KJ SIC Kn)

El orden parcial <y define una versién condensada del reticulo (B,,, <,,) de RA. Cada
nodo del reticulo (K?, <x2) agrupa las relaciones basicas de RA que pertenecen a la misma

parte en K? y cada K; x K; € K? resulta ser un intervalo del reticulo (B, <,4).

Por tltimo, a partir del orden en K? establecemos un orden parcial en el conjunto Bye.

de relaciones basicas del modelo DCR:
Vrr' € Bree: 7 <pee 7' & Tr(1) <g2 T,.(1"). (4.6)

El reticulo (Byee, <ree) del modelo DCR, se puede representar por un grafo de 36 nodos,
donde cada nodo se corresponde con una relacién basica del conjunto B,.. y se incluye un
arco de r a 1’ siy sblo si r <p___ 1" (ver la Figura [@0]). El reticulo (B,ec, <;e) resulta ser
isomorfo a (K?, <x2). En efecto, puesto que la traduccién de cualquier relacién r € B,
viene dada por T,.(r) = K; x K;, donde K;, K; € K?, entonces resulta que por cada nodo
del grafo de (Byec, <ree) tenemos exactamente un nodo del grafo de (K2, <x:) y por cada
arco de 7 a r’ en el primer grafo tenemos un arco de T,(r) a T,.(r") en el segundo, ya
que el orden <,.. se define a partir del orden <y2 (ver Ecuacién (6])). Por otra parte,
como cada relacion 7,.(r) = K; x K, es de dimension 4, podemos considerar que todas las

relaciones basicas y disyuntivas en el modelo DCR son de dimension 4.

4.3.2. Relaciones Convexas de RA y DCR

Recordamos que una subclase tratable del dlgebra de intervalos es la subclase convexa
(C-IA), que segin Ligozat contiene a las relaciones convexas de IA. Cada relaciéon
convexa se corresponde con un intervalo del reticulo (B;,, <;,) de IA. Extendiendo el con-
cepto de relacién convexa a dos dimensiones se define una relacion convexa del algebra de
rectangulos como una relacién que se corresponde con un intervalo del reticulo (B,q, <)
de RA. Decir que una relacién R de RA es un intervalo del reticulo (8,4, <,,) es equiva-
lente a decir que R es el producto cartesiano de dos relaciones convexas del algebra de

intervalos, esto es, R = R, x R,, donde R,, R, € C-IA .

A continuacién definimos las relaciones convexas dentro del modelo DCR de forma

analoga a como se hace en A y RA.
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Figura 4.6: Reticulo (Brec, <pec)-

Definicién 4.2. R es una relacion convexa de DCR si R se corresponde con un intervalo

del reticulo (Bree, <ree) del modelo DCR.

Puesto que sabemos que toda relacién de DCR contiene los mismos pares de rectangu-
los que la relacién traducida al algebra de rectangulos entonces resulta natural que el

concepto de convexidad esté relacionado en ambos modelos.

Lema 4.3. R es una relacion conveza de DCR si y solo si T,.(R) es una relacion convexa
de RA. Equivalentemente, R es una relacion convexa de DCR si y sélo si T.(R) es el

producto cartesiano de dos relaciones convexas de IA.

Demostracién.

R es una relacién convexa del modelo DCR si, por definicién, se corresponde con un
intervalo en el reticulo, es decir, R = [r~,r"] y este intervalo contiene todas las relaciones

bésicas r € Bye. tales que r~ <,ee 1 <,ec 1. Puesto que el reticulo (Bee, <,ec) €s isomorfo a

94



4.8. LA SUBCLASE DE RELACIONES CARDINALES RECTANGULARES CONVEXAS

(K2, <j:2), tenemos que [r~, 7] es un intervalo del primero si y s6lo si [T,.(r~), T,.(r™)] es un
intervalo del segundo. Al ser (K%, <x2) una versién condensada del reticulo de RA, resulta
que al considerar todas las relaciones basicas incluidas en alguna relacién del intervalo
[T.(r7), T,(r")] se obtiene un intervalo del reticulo (B4, <,,) dado por [min< {T,(r7)},
maz<, {T.(r*)}], donde min<, {T,(r")} es la relacién minima segin el orden <,, de
entre todas las relaciones bésicas de T,.(r~) y maz<, {T,.(r")} denota la relaciéon maxima
de T,.(r*). Luego R = [r—,r*] siy sélo si T,(R) = [min<, {T,(r")}, max<, {T,(r")}]. Por
tanto R es convexa si y sélo si T,.(R) es convexa. Como consecuencia de la caracterizacién
alternativa de relaciones convexas en RA, podemos afirmar que R es una relacién convexa

de DCR si y sélo si T,.(R) es el producto cartesiano de dos relaciones convexas de IA.

]

Ejemplo 4.4. Vamos a comprobar que la relacion R = {N, NE, N:NE} es una relacion
cardinal rectangular convexa. Tenemos que T,.(R) = T,(N) UT,.(NE)UT,.(N:NE) =
{d,s, f,e} x {mi,bi} U {mi,bi} x {mi,bi} U {si,oi} x {mi,bi}, o lo que es lo mismo
T.(R) = {d,s, f,e, si,ot,mi,bi} x {mi,bi}. Luego T,(R) es una relacion convera de RA
puesto que coincide con el producto cartesiano de dos relaciones convexas de IA. Puede
comprobarse que cada una es un intervalo del reticulo (Bia, <;,) mostrado en la Figura[f.J
(a). Se puede comprobar también que T,.(R) se corresponde con el intervalo [(s, mi), (bi, bi)]

del reticulo (Bya, <;a). Segin el Lemal[{.3 podemos afirmar que R es una relacion convera
de DCR.

Lema 4.4. Si R es una relacion convexa de RA entonces T,(R) es una relacion convezxa
de DCR.

Demostracion.

Puede ser que R € 2’C2, o lo que es lo mismo, que R sea la imagen de una relacion
cardinal rectangular. En ese caso R = T,(T.(R)) y por el Lema [L3 tenemos que 7.(R) es
convexa, puesto que 7,.(T.(R)) lo es por hipétesis de partida. En otro caso R C T,.(T.(R)).
Como R es convexa entonces se corresponde con un intervalo [r~, r*] del reticulo (B4, <,4)
y por definicién T.(R) = |J T.(r). Probamos que T.(R) = [T.(r~),Tc(r")] y por

tanto es convexa.

re[r—,rt]

El orden <j2 depende en definitiva del orden de las relaciones basicas de RA incluidas
en cada relacion K; x K; € K% Asi que 1~ <,, 7 <,q 77 si y s6lo si T,(T.(r7)) <ge
T(T.(r)) <gz T.(T.(r")) y como el reticulo (Byee, <ree) s isomorfo a (K2, <x2) se tiene

que T.(r7) <pee To(1) <pee To(r™). De lo anterior se deduce que T.(r) € T.(R) < T.(r) €
[Te(r™), To(r™)], luego T.(R) = [To(r™), T.(r1)]. O
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Algoritmo GENERA C-DCR

1. C-DCR — )

2. Para cada intervalo [K; , K;'] en (K, <x) Hacer
3. Para cada intervalo [K;, K] en (K, <x) Hacer
4. R0

5. Para cada K; € [K; , K;'| Hacer

6. Para cada K; € [K;, K] Hacer
7. R~ RUTYK; x K;)

8. FinPara

9. FinPara

10. C-DCR +— C-DCRUR

11. FinPara

12. FinPara

Figura 4.7: Algoritmo para generar el conjunto de relaciones convexas de DCR.

4.3.3. La Subclase Convexa del Modelo DCR

Es un hecho probado que el conjunto C-RA de relaciones convexas del dlgebra de
rectangulos, junto con las operaciones de interseccion, composicién e inversa, constituye
una subclase tratable del dlgebra de rectangulos [BCdC98]. Demostramos ahora que se
llega a una conclusién analoga considerando el conjunto de relaciones cardinales rectan-

gulares convexas.

Sea C-DCR el conjunto de todas las relaciones convexas del modelo DCR. Observamos
primero que todas las relaciones basicas de B, son convexas, ya que T,(r) = K; x Kj,
es una relacion convexa de RA, puesto que cada K € K es una relacién convexa de IA
(es un intervalo de su reticulo). Veamos ahora cuédntas relaciones hay en el conjunto C-
DCR. Puesto que R es convexa si y sélo si T,.(R) es convexa (Lema [3) y el reticulo
(Bree, <ree) €s isomorfo a (K2, <x2), entonces para saber cuantas relaciones convexas hay
en C-DCR basta con saber cuantos intervalos hay en el reticulo (K2, <i2). Por otra parte,
cada intervalo de (K? <x2) es una relacién convexa de RA que se corresponde con un
producto cartesiano de intervalos del reticulo (K, <y).

El ntimero de intervalos en (K%, <yx2) serd pues el cuadrado del ntimero de intervalos
en el reticulo (K, <x). Existen 20 intervalos en el reticulo (I, <x) (ver Figura[£4]) y por
tanto |C-DCR| = 20 x 20 + 1 = 401, incluyendo la relacién vacia (en el Apéndice [A.2]
se enumeran todas las relaciones convexas de DCR). El nimero de relaciones convexas
no vacias de IA es 83, y por lo tanto, hay 83 x 83 + 1 = 6890 en el conjunto C-RA de
relaciones convexas de RA. La Figura [2.7] muestra un algoritmo sencillo para generar el

conjunto C-DCR basado en la definicién de T} y el Lema A3

A continuacién demostramos que el conjunto C-DCR de relaciones cardinales rectan-
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gulares convexas, junto con las operaciones interseccién, composicion débil e inversa débil,

es una subclase del algebra del modelo DCR.

Teorema 4.2. El conjunto C-DCR es cerrado bajo las operaciones de union, interseccion,

inversa débil y composicion débil.

Demostracion.

Interseccién. Puesto que la funcion de transformacién 7T, sélo supone un renombra-
miento de relaciones y no un cambio en el conjunto de pares de rectangulos de T,.(R) con
respecto a R (Lema [3]), se deduce que T,.(Ry N Ry) = T.(Ry) N T,(Ry). Supongamos
que Ry, Ry son relaciones de C-DCR. Entonces T,(R;),T,(Ry) son relaciones de C-RA
(Lema [A3) y, ademas, T,.(Ry) N T,.(Ry) es una relacion de C-RA, puesto que el conjunto
C-RA es cerrado bajo la operacién de interseccién de relaciones. Asi pues T,.(R; N Rs) es
una relacién convexa del algebra de rectangulos, por lo que Ry N Ry es una relacion del
conjunto C-DCR (Lema [3]), como querfamos probar.

Composicién débil. Por la Proposicién 2] Ry o, Ry = To(T,(R1) o T.(R2)). Como en

el caso anterior, si Ry, Ry son relaciones de C-DCR entonces T, (R;),T,(Rs) son también

convexas y T,(Ry) o T,.(Ry) es una relacién de C-RA, puesto que el conjunto C-RA es
cerrado bajo la operacién de composicién. Por ultimo, T.(T,.(R;) o T.(R2)), que coincide

con Ry o, R, es una relacion del conjunto C-DCR, segin se deduce del Lema .4l

Inversa débil. El caso es andlogo al anterior teniendo en cuenta que inv(R) = T.(T,(R)™!)
y que la inversa de una relacion convexa del algebra de rectangulos es una relacion convexa.

]

Del teorema anterior se deduce que el conjunto de relaciones convexas C-DCR junto

con las operaciones de intersecciéon, composicion débil e inversa débil es una subclase del
modelo DCR.

4.4. Tratabilidad de la Subclase Convexa de DCR

La subclase convexa del dlgebra de recténgulos es tratable [BCdC98]. Aprovecharemos
las conexiones que hemos identificado en secciones anteriores entre el dlgebra de rectangu-
los y el modelo DCR para demostrar el problema fundamental CSPSAT(C-DCR) (decidir
la consistencia de una red con relaciones de C-DCR) se resuelve en tiempo polinomial,
por lo que la subclase convexa de DCR es tratable y es la primera subclase tratable iden-
tificada que incluye relaciones cardinales no béasicas entre regiones regulares del plano.
Otros problemas de razonamiento tipicos con redes convexas de DCR, como encontrar

una solucién u obtener la red minima también resultan tratables.
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4.4.1. Consistencia y Solucién en Redes Convexas

Sabemos que cualquier relacién convexa R de RA se puede expresar como el producto
cartesiano de dos relaciones convexas del algebra de intervalos. Esto es, R = R, X R,,
donde R,, R, € C-IA. Deciamos que R, es la x-proyeccion de Ry R, es y-proyeccion de

R y nos referiremos a ambas como proyecciones de la relacion R.

Definicién 4.3. Una red convezra de IA es una red donde todas las relaciones pertenecen
al conjunto C-IA. De forma andloga decimos que una red convera de RA o DCR es una

red donde todas las relaciones pertenecen a C-RA o C-DCR, respectivamente.

A toda red convexa del algebra de rectangulos se le puede asociar dos redes convexas

del algebra de intervalos.

Definicién 4.4 (Proyecciones de una Red Convexa). Sea M una red convera de RA.
Denotamos con N, a la x-proyeccion de N, que es la red de convera de A con las mismas
variables de N y cada relacion R sustituida por la xz-proyeccion de R. De forma andloga

N, es la y-proyeccion de N.

La consistencia de una red convexa de RA puede comprobarse directamente en el
algebra de rectangulos o indirectamente comprobando la consistencia de sus proyecciones

en el algebra de intervalos, como indica la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3 ([BCACI]]). Una red conveza M de RA es consistente si y sélo si sus
proyecciones N, y N, son consistentes. Ademds, si N es camino-consistente entonces N

es consistente.

Para comprobar la consistencia de cada proyecciéon de la red, se puede aplicar el
algoritmo PC, ya que este algoritmo es un método valido para decidir la consistencia de

una red de relaciones convexas del dlgebra de intervalos [VKvB9()].

Ahora demostramos que comprobar la consistencia de una red convexa del modelo

DCR es un problema de complejidad semejante a su andlogo en RA.

Teorema 4.3. El problema CSPSAT(C-DCR) se puede resolver en tiempo polinomial.

Demostracién.

Sea 91 una red de la subclase convexa del modelo DCR con n variables. Sabemos que
N consistente si y sélo si T,.(N) es consistente (Teorema [A.1]) y toda relacién binaria en
T,.(7M) es una relaciéon convexa del dlgebra de rectangulos (Lema [3]). Por un lado, el
algoritmo PC' sirve para decidir la consistencia de una red convexa de RA con n variables

en O(n?) (Proposicién 3, [BCACIY]), asi que se puede utilizar para decidir la consistencia
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de T,,(MN) y por tanto de M sin aumento de complejidad, ya que la traduccion de DN a T,.(N)

segtin lo indicado en la Ecuacién (£4) puede hacerse en O(n?).

Por otro lado, se da el caso de que T,.(0) es consistente si y s6lo si sus proyecciones
T,.(M), v T,,(MN), son consistentes (Proposicién [.3]), con lo que podemos aplicar el algo-
ritmo PC' a las proyecciones de T,.(91) para comprobar si son consistentes, cada una en

O(n?). Se puede obtener cada proyecciéon en O(n?). En total este método requiere O(n?).

Alternativamente, existe un tercer método que asintoticamente es mas eficiente. Con-
siste en pasar de 9 a 7,.(M), obtener T,,(N), vy 1,(N), vy ‘traducir’ cada proyecciéon al
algebra de puntos (PA), para comprobar la consistencia de cada una en PA con el algorit-
mo CSPAN, que trabaja en tiempo cuadratico [vB92]. Este método es posible puesto que
cada restriccion con relaciones convexas entre intervalos se puede expresar de forma equi-
valente como restricciones convexas entre los puntos extremos de los intervalos [vBC90).

En total este método tiene una complejidad de O(n?). O

Entre métodos propuestos en la demostracion del teorema anterior para decidir la
consistencia de una red convexa de DCR no incluimos ninguno que use directamente las
operaciones del algebra de este modelo. Recordamos que las operaciones de composicion e
inversa no son internas en el conjunto 25-<, por lo que en el algebra del modelo DCR y en
la subclase C-DCR se usan las versiones débiles de estas operaciones. Al ser la composicién
y la inversa operaciones débiles sélo podemos optar a aplicar un algoritmo de camino-
consistencia débil (PC-débil, ver Seccién [Z2.7]). En la Figura . mostramos el algoritmo
PC-débil adaptado para incluir comprobaciones adicionales en la actualizacion la relacion
inversa, teniendo en cuenta que inv(inv(R)) no es necesariamente igual a R, como sucede
en algebras de relaciones y en otras algebras de restricciones con composicion débil pero
con inversa interna (por ejemplo, RCC8 [RCC92)).

El siguiente resultado nos indica que el algoritmo PC-débil sirve para decidir la consis-
tencia de una red convexa de DCR, en el sentido de que si la red obtenida como resultado
de la aplicacién del algoritmo no incluye ninguna relacién vacia (es PC-débil) entonces la

red original es consistente.

Teorema 4.4. Sea N una red de la subclase convexa del modelo DCR. Si N es una red
PC-débil entonces es consistente. Como consecuencia, el algoritmo PC-débil es un método

valido para decidir la consistencia de una red convexa de DCR.

Demostracién.

Consideremos la red 7,.(9t). Sabemos que toda relacién binaria en 7, () es una relacién
convexa del dlgebra de rectdangulos (Lema [3]). Sea T,.(91)’ la red resultante al aplicar el
algoritmo PC a T,.(M) y sea T,(R;;)" una relaciéon cualquiera en 7,(M)". Si N’ es la red

resultante de aplicar el algoritmo PC-débil, entonces DV es una red de relaciones cardinales
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Entrada: Una red de restricciones M = (€,Y), donde € = {x; R;; z;}, R;; € R,
Tiy Tj S Q], 1< ’l,] <n.

Salida: Una red de restricciones PC-débil equivalente a 9t o ‘Fallo’ si se obtiene alguna
relacion vacia.

Algoritmo PC-débil

1 Para 1 <i,5 <n Hacer

2 Rij — Rij N m’u(Rﬂ)

3 @ < Ui<icj<, RELATED PATHS(i, j)

4 Mientras () # () Hacer

5. Seleccionar y eliminar un camino (i, 7, k) de @
6 t «— Rij N (Rzk Ow Rk])

7 Si (t # R;;) Entonces

8

10. () < Q URELATED PATHS(i, j)
11. FinSi
12. FinMientras

Procedimiento RELATED PATHS(i, j)
L. Devolver {<Zaj7 ) (k7Z7])| §k§n7k7él7k7£j}

Figura 4.8: Algoritmo PC-débil

rectangulares convexas ya que el conjunto C-DCR es cerrado bajo las operaciones de
interseccién, composicion débil e inversa débil (Teorema [2]). Ahora demostraremos que
R}, = T.(T,(Ri;)"), para cualquier relacién R;; de 9V. Por la Proposicién podemos
reemplazar la operacién R;; «— R;; N (R, 0y Rij) por Rij «— To(T(Ri;)) N To(T(Rix) ©
T,.(Ry;)) v la operacién Rj; <+ Rj; Ninv(R;;) por Rj; < T.(T.(R;i)) NT.(T,(R;;)~"). Por
tanto, R;; — T.(T.(Ri;) N (T,(Ri) o T,(Rkj))) v Rji «— T.(T.(Rj;) N T.(R;;)~ ). Cada
vez que una relacion R;; se actualiza, la relacién resultante es el cierre cardinal de su
correspondiente relacién actualizada en 7,.(91). Podemos concluir que la red 9t obtenida
con el algoritmo PC-débil coincide con la clausura cardinal de la red 7,.(91)" obtenida por
el algoritmo PC aplicado a la red traducida T, (M), esto es, W' = T,(7,.(MN)’). Esta igualdad
implica que N es PC-débil si y sélo si T,.(MN)’ es camino-consistente.

Por la Proposicién sabemos que si T,.(9)" es camino-consistente entonces T,.(1)
es consistente. Supongamos que 7,.(9)" es camino-consistente. Eso quiere decir que debe
existir una solucion dada por una asignacién consistente de rectangulos a variables, o equi-
valentemente, un escenario consistente de 7,.(91)’. Dicho escenario es una subred de T,.()’
formada por las relaciones basicas de RA {r;; }1<; j<n que se satisfacen entre los rectangu-
los asignados a variables. Puesto que 9 = T.(7,.(M)") tenemos que {1.(74;) }1<ij<n seria

un escenario consistente para la red PC-débil 9V, ya que el Lema [L.2] establece que si una
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relacion entre rectangulos es satisfacible también lo es el cierre cardinal de la relacién. De
lo anterior se deduce que si una red de DCR es PC-débil entonces es consistente. El algo-
ritmo PC-débil obtendria una red equivalente a la original, y si ninguna relaciéon es vacia
entonces la red es consistente; en otro caso seria inconsistente. Con lo cual el algoritmo
PC-débil es valido para determinar si una red DCR es consistente. Ademads, este algoritmo
es de orden O(n?), siendo n el nimero de variables de la red. El orden de complejidad
es el mismo que en el algoritmo PC aplicado al algebra de intervalos o rectangulos, pues
el orden es independiente del niimero de relaciones béasicas, aunque cuanto menor es el

numero de estas relaciones mas eficiente es el algoritmo. O

Algoritmos para Resolver el Problema de la Consistencia

A continuacién resumimos los métodos que proponemos para resolver el problema
CSPSAT(C-DCR). Partimos de una red convexa 9t de DCR con n variables.

1. Algoritmo indirecto basado en RA:

= Obtener 7,(91) por traduccion de N.
» Calcular 7,,(MN)" «— PC (T, (MN)).

= Si alguna relacién en 7,.(M) es vacia entonces la red 91 es inconsistente; en otro

caso It es consistente.
Complejidad: O(n?).

2. Algoritmo indirecto basado en TA:

Obtener T,.(M) por traduccién de N.
Obtener proyecciones 1,(N), y T,.(MN),.
Calcular T,.(N)), « PC (T,(N),) y T,(N),, « PC (T,(N),).

T

Si alguna relacién en T,.(MN),, o T,,(N);, es vacia entonces la red I es inconsis-

tente; en otro caso M es consistente.
Complejidad: O(n?).
3. Algoritmo indirecto basado en PA:

= Obtener 7,.(MN) por traduccién de N.
= Obtener proyecciones 1,.(MN), v T,.(N),.

= Traducir 7,,(M), a una red NI de PA equivalente; traducir 7,(91), a una red
M/ de PA equivalente.
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= Aplicar CSPAN a ML y N/’ si CSPAN devuelve ‘inconsistente’ con alguna de las

redes entonces la red M es inconsistente; en otro caso N es consistente.
Complejidad: O(n?).
4. Algoritmo directo:

« Calcular 0 «— PC-débil(N).

= Si alguna relaciéon de 9V es vacia entonces la red DM es inconsistente; en otro

caso I es consistente.
Complejidad: O(n?).

Un analisis empirico completo para comparar la eficiencia de estos algoritmos se en-
cuentra fuera del alcance de esta tesis. Un andlisis tedrico revela que el algoritmo 3 es
asintéticamente mejor. Pero requiere mas pre-procesamiento, lo que significa O(n?) para
cada obtener cada una de las cinco redes intermedias. Las redes de puntos tienen cada
una 2n variables, en lugar de las n variables de la red de partida, y hay aplicar CSPAN
a cada una, lo cual supone una complejidad de O(5n?) + O((2n)?). El algoritmo 4 tiene
la ventaja de que no requiere ninguna traduccién a redes intermedias. Puede aplicarse

directamente el método de propagacion basado en camino-consistencia.

Biusqueda de una Solucién para una Red Convexa

En el capitulo anterior mostrabamos cémo obtener una asignacién inicial de rectangu-
los compatible con las restricciones de orden derivadas de las restricciones cardinales entre
regiones cualesquiera, aunque dicha asignacion no era necesariamente una solucion para
la red. La idea ahora es parecida, s6lo que al ser las relaciones cardinales rectangulares
y convexas, sabemos que las restricciones se pueden traducir sin pérdida de informacién
a restricciones del algebra de rectangulos, de intervalos o de puntos. En definitiva, resol-
viendo dos redes del algebra de puntos de forma independiente y combinando resultados

se puede obtener una solucién de rectangulos para la red convexa de DCR.

Consideramos que un rectangulo p soluciéon para una variable v se representa por los
4 puntos extremos de las proyecciones de p en los ejes z e y del plano, teniendo en cuenta
que los intervalos p,, p, de las proyecciones se representan con su par de puntos extremos,
esto es, p, = (0, 0%) ¥y py = (p, , P, ). El algoritmo indirecto para decidir la consistencia
de una red convexa de DCR puede adaptarse sin coste adicional para generar una solucion
de la red, esto es, una asignacion consistente de rectangulos para las variables, como se

indica a continuacion:

Algoritmo para obtener una solucién:
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Partimos de una red convexa 9t de DCR con n variables.

1. Obtener T,.(91) por traduccion de MN.
2. Obtener proyecciones T,.(N), v T,(N),,.

3. Traducir T,(MN), a una red N de PA equivalente; traducir T,.(91), a una red N} de
PA equivalente.

4. Aplicar cSPAN a M y NI y generar una solucién S, para la primera y S, para la

segunda, si no se detecta inconsistencia; en otro caso ‘Fallo’.

5. Sean v, y v, las variables de intervalos en 7,.(M), y 1,(N), correspondientes a la
variable v en T,(M), que coincide con la variable v en M. Sean (v, ,v;) vy (v, ,v,)
las variables de puntos en MY y N} asociadas a los variables de intervalos v, y v,.
La solucién para cada variable v de 91 viene dada por los valores asignados segun

S, al par de variables (v, v, ) y los valores asignados segin S, al par (v, ,v, ).

El algoritmo CSPAN realiza una ordenacion topoldgica de los nodos a partir del orden par-
cial que se extrae de las restricciones entre los puntos. Una vez que se obtiene un orden
total se puede obtener una asignacion de nimeros racionales a los nodos que representan
las variables de puntos. La asignacion es arbitraria y puede variarse para generar distin-
tas soluciones. Todo lo discutido en la Seccion B4 sobre la posibilidad de integracién con
relaciones métricas entre puntos extremos de los rectangulos, para aumentar de forma tra-
table la expresividad, vale para la subclase C-DCR de relaciones cardinales rectangulares

convexas.

4.4.2. El Problema de la Red Minima

Ahora analizamos el problema de obtener la red minima equivalente a una red convexa
de DCR y lo hacemos recurriendo de nuevo al dlgebra de rectangulos y al algebra de
intervalos. Sabemos que para una red convexa de IA el algoritmo PC obtiene la red
minima equivalente en O(n?®) [WBC90]. Aunque el problema de la red minima no se ha
considerado para RA, demostramos que se puede llegar a la misma conclusion para una

red convexa de RA.

Proposicion 4.4. Sea N una red una red convexa de RA con n variables. El algoritmo

PC obtiene la red minima equivalente a M en O(n?).

Demostracion.

Sea D" la red resultante al aplicar el algoritmo PC a 9. Resulta que 9T es una red

convexa de RA, puesto que el conjunto C-RA de relaciones convexas de RA es cerrado
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bajo las operaciones de interseccién, composicién e inversa. Podemos afirmar que las
proyecciones " y 7 de 9™ son redes convexas de A, pues de lo contrario 9™ no serfa
convexa. Al estar basadas las operaciones de RA en las operaciones de IA se puede deducir
ademds que las proyecciones M7' y M son redes camino-consistentes. Ademas, ;" y N
son redes minimas, puesto que una red de intervalos convexa que es camino-consistente
es también minima [vBC90], es decir, toda relacién bésica entre cada par de variables
es factible (la relacion bésica se satisface en alguna solucién de la red, aparece en algin
escenario consistente).

Comprobamos que 9™ es una red minima. Serd minima si todas las relaciones basicas
(r2,7,) € R™ son factibles, donde R™ = R" x R es cualquier relaciéon de 9™. Tenemos
que 7, es una relacion factible en 91" y r, es también factible en 9V, por ser ambas
redes minimas. Entonces existe un solucién para N tal que o, r, (,, para cierto par
de intervalos (o, ;) y de forma analoga se puede decir que oy, r, 3, para cierto par de
intervalos (o, 3,). Por tanto, el par de rectdngulos dado por o, x oy, y 3, x 3, satisface
Qy Xy (T2, 7y) B X By. Eso significa que toda relacién (r,, r,) € R™ se satisface en alguna

solucion, por lo que toda relacion R™ en 90U es minima. O

De lo anterior se deduce que la red minima 1" equivalente a una red convexa 91 de
RA se puede obtener directamente aplicando el algoritmo PC, o indirectamente haciendo

N — N x M. Con esta expresion resumimos las operaciones necesarias para calcular

m
Yy

obteniendo luego R™ « R;" X RJ', es decir, recuperando relaciones minimas R™ de

N™ a través del producto cartesiano de las relaciones minimas R;" y R;* de 9" y 917,

primero las proyecciones minimas ', 97", aplicando PC a cada proyeccién de N, y

respectivamente.

Teorema 4.5. El problema de obtener la red minima equivalente a una red convexa de

DCR puede resolverse en O(n?), siendo n el mimero de variables de la red.

Demostracion.

Sea 91 una red convexa de DCR y sea 9T su red minima equivalente, donde ca-
da R]} es la relacion minima que contiene a todas las relaciones bésicas factibles entre
cualquier par de variables v; y v;. Demostramos cémo obtener 2™ y cémo de eficiente
es el proceso. Podemos obtener 7T,.(M) y calcular T,,(M)™ «— PC (T,(N)). Como ca-
da relacién 7, (R;;)™ entre las variables v; y v; de T,.(91)™ es minima (Proposicion E.4)
eso significa que T,(7,(R;;)™) es la relacién minima correspondiente a R;; en ™, esto
es, R} = T.(T,(Ri;)™). Esto es asi puesto que, por definicién, T.(7,(R;;)™) es la me-
nor relacién que contiene a todos los pares de rectangulos de T,(R;;)™ y eso implica
que si v; T,.(R;;)™ v; entonces v; Te(T.(Ri;)™) v;. Ast pues, R} = T.(T,(R;;)™) para cada
relacién minima 7, (R;;)™ en T,(R;;)™, por lo que la red minima equivalente a la red
convexa de DCR se obtiene haciendo " «— T.(T,.(M)™) (como en la Ecuacién (H)).
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Este cdlculo requiere un tiempo O(n?), puesto que obtener T,(91) es O(n?), calcular
T,(N)™ «— PC (T,(N)) es O(n?) y obtener N™ «— T.(T,,(MN)™) es O(n?). O

El siguiente resultado demuestra que el algoritmo PC-débil (Figura [£8) también ob-

tiene la red minima equivalente de una red convexa de DCR.

Teorema 4.6. Sea N una red convexa de DCR. El algoritmo PC-débil obtiene la red
minima equivalente a N en O(n®), donde n es el nmimero de variables de regiones de

REC.

Demostracién.

Sea M™ la red obtenida al aplicar el algoritmo PC-débil sobre 9 y sea T,.(MN)™ la red
resultante al aplicar el algoritmo PC sobre la red T,.(MN). En la demostracién del Teorema
.4l se prueba que que N™ = T(T,.(MN)™), es decir, toda relacién R}} de N™ es de la forma
R = T.(T,(R;;)™). Por la Proposicién 1.4l sabemos que T,.(R;;)™ es minima en 7,.(9N)™
y esto implica que R} es minima en 9™, por lo argumentado en la demostracion del

Teorema L5 El coste de obtener la red minima equivalente a 9t aplicando el algoritmo
PC-débil es O(n?). m

Algoritmos para Obtener la Red Minima

A continuacién resumimos los métodos para calcular la red minima equivalente a una
red convexa de DCR, basados en la Proposicion [£4] y los Teoremas y Partimos

de una red convexa 9t de DCR con n variables.

1. Algoritmo indirecto basado en RA:

= Obtener 7,(9) por traduccion de N.
» Calcular la red traducida minima 7,.(0)™ «— PC (T,.(N)).
= Obtener la red minima por cierre cardinal ™ « T,(7,.(MN)™).
Complejidad: O(n?).
2. Algoritmo indirecto basado en ITA:
= Obtener 7,(M) por traduccién de N.

» Obtener las proyecciones T,,(N), y T,.(MN),.

» Calcular las proyecciones minimas 7,.(M)7 < PC (T,,(N)..).
T.(N)y « PC (T,(N),).
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= Obtener la red traducida minima por el producto cartesiano de las proyecciones
minimas T, (90)™ « T,.(MN);* x T,.(N);".

= Obtener la red minima por cierre cardinal M «— T,.(7,.(91)™).
Complejidad: O(n?).
3. Algoritmo directo:

» Calcular M «— PC-débil (N).

s D" es la red minima.

Complejidad: O(n?).

Los tres algoritmos son de complejidad O(n?), pero el algoritmo 2 parece ser més inefi-
ciente puesto que requiere mas traducciones de redes entre modelos y dos aplicaciones del
algoritmo PC. El algoritmo 3 es el mejor para calcular la red minima ya que no necesita
ningin preprocesamiento ni traduccién con 7, ni T, si tenemos precalculadas las tablas

de composicién e inversa.

4.5. Relaciones Cardinales Rectangulares no Conve-

Xas

Si consideramos el conjunto completo de relaciones cardinales rectangulares, que in-

cluye relaciones no convexas, el problema de decidir la consistencia se vuelve intratable.

Teorema 4.7. CSPSAT(25<) es NP-completo.

Demostracién.

Sea 9t una red de DCR. El problema de decidir la consistencia de 9 esta en NP, ya que
un algoritmo no determinista puede adivinar una subred 91, donde todas las relaciones
son basicas. Cada relacién basica es convexa, por lo que la consistencia de 91, se puede
decidir en tiempo polinomial, por el Teorema Para demostrar que CSPSAT(257<) es
NP-duro se puede usar la reduccién del problema 3SAT al problema de la consistencia
de un conjunto de restricciones cardinales entre regiones conectadas que se muestra en
[SK05], ya que en dicha reduccién los autores construyen una red donde sélo se utilizan

relaciones cardinales rectangulares. O

Nebel y Biirckert [NB95|] demostraron que existe una tinica subclase maximal tratable
para el algebra de intervalos que incluye a todas las relaciones bésicas. Esta subclase es

la que considera el conjunto de relaciones que pueden ser expresadas mediante claisulas
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de ORD-Horn entre los puntos extremos de los intervalos (ver Seccién 223.2). El conjunto
mas amplio de relaciones tratables descubierto hasta ahora para el algebra de rectangulos
es precisamente el que incluye a las relaciones entre rectangulos que se pueden expresar
mediante clausulas de ORD-Horn entre los puntos extremos de las proyecciones de los
rectdngulos [BCAC99]. Sin embargo, no se ha podido demostrar que esta subclase sea
maximal, en el sentido de que al anadir cualquier otra relacién la subclase generada a
partir de la ampliacion es intratable. Ni siquiera se sabe si existe otra subclase tratable

que contenga a todas las relaciones basicas de RA.

Todas las relaciones de subclases tratables identificadas para el dlgebra de rectangulos
cumplen al menos la condicion de preconvexidad: dim(I(R) \ R) < dim(R), donde I(R)
es el cierre convero de R, o menor relacién convexa que contiene a R. Una relacion
que cumple esta condicion diremos que es una relacion preconvezra. Todas las relaciones
convexas son también preconvexas, puesto que dim(/(R) \ R) = 0 al ser I[(R) \ R = @.
Para el dlgebra de intervalos Ligozat demuestra que cumplir la condicién de
preconvexidad es equivalente a afirmar que la relacion es de tipo ORD-Horn. Sin embargo,
no todas las relaciones preconvexas del dlgebra de rectangulos (llamadas weak preconvezr en
[BCAC99]) son de tipo ORD-Horn. De hecho, el conjunto de relaciones que se caracterizan

solo por cumplir la condicién de preconvexidad no es tratable.

Proposicién 4.5. Si R es una relacion no convera de DCR entonces T,.(R) no es pre-

convexa.

Demostracion.

Si R no es convexa entonces IR no se corresponde con un intervalo en el reticulo de
DCR, lo que significa que I(R) \ R contiene al menos una relacién bésica de dimensién 4
(ver Seccién B3T]). Por tanto, 7,.(R) es una relacién no convexa de RA, por el Lema 3]
y dim(I(T,.(R))\ T,(R)) = dim(T.(R)) = 4. Al no cumplir la condicién de preconvexidad

T.(R) no es preconvexa. O

Como consecuencia, toda relacién R no convexa de DCR no es representable mediante
clausulas de ORD-Horn, ya que T,.(R) no es ni siquiera preconvexa. No es una cuestién facil
determinar si existe o no una subclase tratable de modelo DCR que contenga estrictamente
al subconjunto C-DCR de relaciones convexas. Ahora comprobamos que si al conjunto C-

DCR se le anaden cierto tipo de relaciones no convexas se obtienen subclases no tratables.

4.5.1. Relaciones con Proyecciones no Convexas

Sabemos que si R es una relacién cardinal rectangular no convexa entonces T,.(R)
no es preconvexa. Eso no implica que las proyecciones T,(R), o T,(R), tengan que ser

necesariamente no convexas.
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Ejemplo 4.5. Sea la relacion cardinal rectangular
R ={B:W:NW:N, B:W:E}

Se tiene que T,(R) = {o, fi} x {si,oi} U{di} x {d,s, f,e}. Entonces T,(R), = {o, fi,di}
y T,(R), = {si,oi,d,s, f,e} son convexas, sin embargo T,(R) no es preconvezra porque
(T, (R))\T,(R) contiene una relacion basica como (o,d) que es de dimension 4, al igual
que T,(R).

En el algebra de intervalos existen relaciones no convexas que sin embargo son precon-
vexas y resultan tratables. Comprobamos ahora que cualquier proyeccién no convexa de
una relacion de DCR es necesariamente no preconvexa, o lo que es lo mismo, no existen
relaciones estrictamente preconvexas que puedan ser proyeccion de la traduccion de una
relacién de DCR.

Proposicién 4.6. Si T.(R), (o T.(R),) es una proyeccion no conveza de una relacion
cardinal rectangular R entonces R no es convexa y ademds T,(R), (o T,(R),) no es

preconvexa.

Demostracion.

Que R no es convexa estd claro observando que 7,.(R) no es convexa. Esto ultimo es
cierto porque las relaciones convexas de RA se pueden expresar como producto cartesiano
de relaciones convexas de A y por tanto sus proyecciones son siempre convexas. Por otra
parte, al ser 2K* el conjunto imagen de T, resulta que si 7,(R), no es convexa entonces
tampoco es preconvexa. Esto es asi porque T,.(R), no es un intervalo en el reticulo de K
y eso implica que I(T,.(R).) \ T,(R), contiene al menos una relacién bésica de dimensién
2, puesto que cada K; € K es de dimension 2, que es la maxima dimension posible para
una relacién entre intervalos. Por tanto 7,.(R), no es preconvexa porque no cumple la
condicién de preconvexidad. De forma andloga se llega a la conclusién de que si T,.(R),

no es convexa entonces tampoco €S preconvexa. ]

Nebel y Biirckert [NB95] demostraron que cualquier subconjunto de relaciones del
algebra de intervalos que contenga a las relaciones basicas, que sea cerrado bajo intersec-
cién, composicién e inversa (es una subclase de [A) y contenga una relacién que no es de

tipo ORD-Horn debe contener a una de las siguientes relaciones:
Ny ={di,si,oi,d, f}, Ny ={oi,si,di,o,fi}
Nt =1{d, s,o, fi,di}, Ny'=1{o,d,s,f,oi}

Ligozat llama a estas relaciones no preconvexas “relaciones esquina” (corner relations),

porque se corresponden cada una con una esquina de la representacién del intervalo [o, oi]
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en el reticulo de TA. Se ha demostrado que cualquier subclase que incluya a las relaciones
basicas y a cualquiera de las relaciones esquina es intratable. A partir de ahi Nebel y
Biirckert probaron que cualquier subclase del dlgebra de intervalos que contenga estricta-
mente a la subclase H de relaciones de ORD-Horn es intratable, con lo que esta subclase
es maximal respecto a la tratabilidad. El problema de la consistencia para la subcla-
se H se resuelve aplicando el algoritmo de camino-consistencia. Esta subclase contiene

estrictamente al conjunto C-1A de relaciones convexas del algebra de intervalos.

Definicién 4.5. Liamamos relacion esquina maxima a las relaciones esquina del reticulo
de IC que contienen a todas las relaciones bdsicas de una las relaciones esquina y son las
siguientes:

E, = K, UKy U K3 = {di, si,oi,d,s, f,e}

Ey = K;UKyU Ky ={oi,si,di,o, fi}

Es=K;UKyUK,y={d,s, f e5o,fidi}

E,=KyUK3;UKs =Ao, fi,d, s, f,e,oi,si}

Las relaciones esquina méxima también son no preconvexas porque dim(I(E;) \ E;) =
2 = dim(E;). Las llamamos de esquina mdzima porque si se anade otra relacion K; C
[0, 0] la relacién obtenida seria el propio intervalo [Ky, K5] = Ko U K3 U Ky U K5, que es
una relacién convexa que se corresponde con el intervalo [0, 0i] del reticulo de TA. En lo
que sigue usamos la funcién T}, : 28« — 2K para obtener T}, (R) como la menor relacién
de 2% que contiene a todas las relaciones bésicas de R. De esta forma Tw(Ny) = Ey y
Te(Ny) = Ey, Ti(N; ') = B3 y To(N; ') = Ey.

Proposicion 4.7. Sea C-K el conjunto de relaciones convexas de IA que se corresponden
con intervalos del reticulo de IC, esto es C-K = 28 N C-IA. Si R, es cualquier relacion
no preconvexa del conjunto 2% entonces a partir de las relaciones de C-K U {R,} vy las
operaciones del dlgebra de intervalos puede generarse una relacion R tal que Ti(R) es una

relacion esquina mdxima.

Demostracién.

Procedemos a un analisis de casos similar al que se muestra en para probar
que se puede generar algebraicamente una relacion esquina a partir de relaciones convexas
de TA y cualquier otra relacién no preconvexa de IA. La diferencia es que aqui usamos el
conjunto de relaciones de C-K y cualquier otra relacién no preconvexa R,, de 2%. Al ser R,
no preconvexa I[(R,) \ R, debe contener al menos una de las relaciones Ky, K3, Ky, K5 y
no a Ky, Kg, pues estas relaciones son la minima y maxima, respectivamente, del reticulo
de K y si pertenecen a I(R,) también pertenecen a R,. Veamos los posibles casos de
relaciones incluidas en I(R,) \ R,.
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1. I(R,

)\ R, contiene a K. Eso significa que las relaciones bésicas de Ky no estan en

R,,. Entonces podemos distinguir dos subcasos: R, N K; =2y R, N K, # &

)

2. I(R,

Si R, N K; = @ entonces debe ser R, N Ky # @y R, N K3 # @ pues en otro
caso I(R,,) \ R, no contiene a K,. Se puede comprobar que R, o K5 contiene a
todos los dtomos de la relacién esquina N; y no a la relacion o ni fi. Por tanto
se puede obtener R = (R, 0 K5)N|[o, 0i] y esta relacién cumple que Ty.(R) = Ej.
Si R, N Ky # & se consideran varios casos:

e Que R,NK, # @y R,NK3 # &, en cuyo caso se considera R/, = R,, N o, 0i]
y ahora R/ es una relacién del tipo 1.a), por lo que se obtiene R = (R!, o K5)N
[0,0i] y Tx(R) = Ej.

e Que R,NK, # @y R,NK3 = &. En este caso se obtiene R = (K50R,,)N][o, 0i]
y Ti(R) = Es.

e Que R,NKy=@y R,NK;# @. Se puede obtener R = (R, o K5) N o, oi]
y Tx(R) = Ej.

e Que R, N Ky = @y R,N K3 = @. En este caso se usa Kz U K5 =

{d, s, f,e, si,oi} para componer y puede hacerse porque es una relacién conve-
xa. Entonces R = Ty, (R, o (K3 U K5) N o, 01]) vy Tp(R) = E,.

)\ R,, contiene a K. Consideramos las relaciones K1 U Ky, K3y K5U K. Debe

ser R, N (K1 UKy) #@y R,N (K5U Kg) # @ para que Ky esté en I(R,) y no en
R,,. Eso implica que se puede obtener R = (R,, o K3) N [o, 0i], tal que Tx(R) = Ej.

3. I(R,

)\ R, contiene a Kj. Este caso es andlogo al caso 1. Podemos distinguir dos

subcasos: R, N K1 =9y R,NK| # &

a)

Si R,NK; = @ entonces debe ser R, NK,; # &y R,NK3 # & pues en otro caso
I(R,)\ R, no contiene a K5. Se puede comprobar que R, o Ky contiene a todos
los 4tomos de la relacién esquina N; ' y no a la relacién oi ni si. Por tanto se
puede obtener R = (R, o K3) N [0, 0i] y esta relacién cumple que Ty(R) = Es.
Si R, N Ky # @ se consideran varios casos:

e Que R,NK, # @y R,NK3 # &, en cuyo caso se considera R/, = R,, N o, 0i]
y ahora R/, es una relacion del tipo 3.a), por lo que E3 = Ti((R], 0 K3) N o, oi]).
e Que R,NK, # @y R,NK3=. En este caso Fy = T}.((Ky0 R,) N o, oi]).
e Que R,NK, =2y R,NK; # @. En este caso Ey = T((R,, o K3) N o, 01]).
e Que R, N Ky = @y R,N K3 = @. En este caso se usa K3 U K5 =

{d, s, f,e, si,oi} para componer y puede hacerse porque es una relacién conve-
xa. Entonces Fy = Ti(R, o (K3 U K5) N o, 0i]).
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4. I(R,)\ R, contiene a K3. Este caso es andlogo al caso 2. Consideramos las relaciones
KUKy, Ky y KsUKg. Debe ser R,N(K1UK>5) # @y R,N(K5UKg) # & para que
Kyestéen I(R,) y noen R,. Eso implica que se puede obtener R = (R,,0K4)N|o, 0i])
tal que Ti(R) = FEs.

]

Ahora consideramos el subconjunto C-DCR que contiene a las relaciones convexas de
DCR y probamos que al anadir cualquier relacion Ry con proyeccién no convexa se puede
generar algebraicamente una relacién cardinal del tipo T.(F; X B;,), o bien, T.(B;, x E;).
Estas relaciones tienen un proyeccién que es la relacion universal de TA y la otra proyeccion
es una relacion esquina maxima y las llamaremos relaciones cardinales rectangulares tipo

esquIna.

Lema 4.5. Si Ry es una relacion de DCR tal que T,(Ry), o T,(Ry), es no conveza
entonces a partir de las relaciones de C-DCR U {Rx} y las operaciones del dlgebra del

modelo DCR se puede generar una relacion cardinal rectangular tipo esquina.

Demostracion.

Si la proyeccién T,.(Ry), no es convexa entonces tampoco es preconvexa (Prop. 0.
Para los distintos casos de relacién no preconvexa analizados en la Proposicion [ se puede
generar algebraicamente una relacién cardinal rectangular tipo esquina. Mostramos cémo
se genera en el primer caso y en el resto el proceso es analogo.

Si (T, (Rn).)\T,(Ry). contiene a Koy T,.(Ry),.NK; = & entonces sabemos que F; =
Tw((T.(Rn ). 0 K5)NJo, 0i]). Sean las relaciones cardinales rectangulares Ry = T.(K5 X B;,)
y Ry = T,([o, 0i] X Bi,), ambas convexas. Operando con relaciones cardinales rectangulares
obtendriamos la relacién tipo esquina T.(E; X Bi,) = (Ry 0, R1) N Re. En efecto, por
la Proposicién tendriamos (Ry o, R1) N Ry = T.((T,.(Ry) o K5 X B;a) N[0, 01] X Byy).
Entonces (T,.(Rx) o K5 X B;,) N o, 0i] X B;, es una relacién R cuya z-proyecciéon cumple
R, = Tyx(E1) y la y-proyeccion es la relacién universal. Por tanto (Ry o, Ry) N Ry =
T.(RyxBis) = Te(Ey x B;g). Sila proyeccién no convexa fuera 7. ( Ry ), entonces de manera
analoga se puede generar la relacion tipo esquina T,.(B;, X F1) realizando las operaciones
(Ry oy R1) N Ry, donde en este caso Ry = T.(Bj, X K5) vy Ry = T.(B;s X |0, 01]). O

Llamamos C-DCR U {R} a la menor subalgebra del modelo DCR generada por el con-

junto de relaciones convexas junto a otra relacién adicional R. Cuando R es una relacion

con una proyeccién no convexa entonces la subclase C-DCR U { R} resulta intratable, pues
el problema de decidir la consistencia es NP-completo. Este resultado se muestra en el

siguiente teorema.
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Teorema 4.8. Si Ry una relacion cardinal rectangular tal que T,(R), o T,(R), es no
conveza entonces CSPSAT(C-DCR U {Ry}) es NP-completo.

Demostracién.

La pertenencia a la clase NP estd clara ya que C-DCR U { Ry} es una subclase de 257
y por el Teorema 7 CSPSAT(25) es NP-completo. El conjunto C-DCR U { Ry} debe

contener una relacién cardinal tipo esquina, puesto que el Lema asegura que puede

generarse algebraicamente una relaciéon de este tipo a partir de las relaciones de C-DCRU
{Ry}. Veamos que existe una reduccion polinomial de 3SAT a CSPSAT(C-DCR U{Rn}).
Para tal propésito adaptamos la reduccién, mostrada en [NB95], del problema 3SAT al

problema de la consistencia de una red de IA construida a partir de una relaciéon esquina
y relaciones convexas. Nosotros tenemos que considerar los posibles casos de relacion
cardinal tipo esquina: T,(E; X Bo) v Te(Bia X E;), 1 < i < 4. S6lo mostramos la reduccién
para relaciones tipo T.(F; x B;,), pues la reduccion para las relaciones tipo esquina con
y-proyeccién no convexa es andloga. Por claridad usamos la notaciéon T.(R), donde R es
una relacién del algebra de rectangulos en lugar de usar directamente la relacion cardinal,

que tendria una expresion mas larga.

Partimos de que C-DCR U {Ry} contiene a la relacién T,.(F; x By,) = T.({di,
st,oi, d, s, f,e} x B;,). Sea D = {C;} un conjunto de clausulas, donde C; = 1,1V l; 2V l; 3.
Construimos una red 91 con variables que representan regiones rectangulares y restriccio-

nes binarias en las que sélo se usan relaciones cardinales de esta subclase. A cada literal
l; ; se asocia un par de regiones X ;,Y;; v se establece la restriccién con la relacién tipo
esquina:

Xi; T.({di, si,oi,d, s, f,e} x Big) Y;

Se considera la relacién cardinal convexa T..({b, m, o, fi, di} x3;,) y se anaden las siguientes

restricciones para cada clausula C;:

Xi,l Tc({ba m,o, fZ7 dZ} X Bia) }/;,3
Xi72 TC({b7 m, o0, flv dl} X Bia) Yri,l
Xi,3 Tc({b7 m,o, fZ7 dZ} X Bia) }/;,2

Se considera la relacién cardinal convexa T.({b,m,o, fi,d,s, f,e} x B;,) y por cada par

li j, lpm de literales complementarios se aniaden las siguientes restricciones:

Xk,m TC({b7 m, o, fza d7 S, f> 6} X Bia) Y;,j
Xi»j TC<{b7 m; 0, fla da S, f> 6} X Bia) Yk,m

Sabemos por el Teorema Bl que M es consistente si y sélo si 7,.(M) es consistente. Por

otra parte, dado que para cualquier relacién R de la red se tiene que T,.(R), es la relacién
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{di,si,0id,s, f.e} @

i7d7s7f’e}
7:7d7s7f7e}

{b7m7o7fz7di}

Figura 4.9: Relaciones para la cldusula C; y literales complementarios l; ; y li,, de la
reduccién del caso 1.

universal entre intervalos, resulta que 7,.(91) es consistente si y s6lo si la red de IA con las

x-proyecciones es consistente. Luego D es consistente si y sélo si 7,.(MN), es consistente.

En el grafo parcial de la Figura se muestran las relaciones de 7,.(M), que afectan a las
variables correspondientes a los literales de cada clausula C; y a las variables de literales
complementarios, donde ahora las variables representan intervalos. Si todas las parejas
de intervalos X, ;, Y;; de un literal de la clausula C; se relacionan mediante alguna de
las relaciones de Fj \ {di} entonces la red T,(M), resulta inconsistente y en otro caso
es consistente. Esto es asi porque {si,o0i,d,s, f,e} o {bi,mi,oi, f,d} = {bi,mi,oi, f,d},
con lo cual al componer relaciones por camino-consistencia se tendria la relacion inducida
Xiq {bi,mi, o1, f,d} Y3 que es la inversa de la relacién {b,m, o, fi,di} que se establece
en la red 7T, (M), entre esas variables. Pero si al menos una pareja de intervalos X ;, Y;
se relacionan mediante la relacion di la red es consistente. Asi pues, podemos interpretar
que el literal [; ; es verdadero cuando la relacion entre X; j e Y; ; es {di} y es falso en otro

caso.

Por otra parte tenemos que asegurar que si satisface la relacién {di} entre los inter-
valos X ;, Y; ; correspondientes a un literal entonces esa relacién no se satisface entre los
intervalos del literal complementario, pues en otro caso seria como interpretar un literal
y su complementario como verdaderos simultdneamente. Las relaciones establecidas en
T.(M),. para los intervalos de literales complementarios impiden esta situacién porque la
subred que resulta considerando la relacién {di} entre Xy ,,,Y;; y también entre X ;, Yy
resulta inconsistente.

Por tltimo comprobamos que con esta transformacién del conjunto de clausulas D en la
red My posteriormente en 7,.(M),., que claramente se puede hacer en tiempo polinomial, se
tiene que D es satisfacible si y sélo si T,.(MN), es consistente. La red N, o equivalentemente

T.(M).., es consistente si y sélo si al menos un par de intervalos correspondientes a un
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literal [;; de cada clausula C; se relacionan mediante {di} (el literal /; ; toma el valor
verdadero) y la relacion entre intervalos del literal complementario es una relaciéon del
conjunto Fj \ {di} (el literal complementario toma el valor falso). Por todo lo expuesto
anteriormente se deduce que D es satisfacible si y sélo si 7,.(9), es consistente. Por tanto
el problema 3SAT se reduce al problema de decidir la consistencia de la red 91 construida
solo a partir de relaciones cardinales rectangulares convexas y la relaciéon tipo esquina
T.(Ey X Big).

Partimos de que C-DCRU{Rx} contiene a la relacién T.(Fy x B;,). Ahora
construimos una red M y a partir de ella la red 7,.(M), considerando que por cada literal

l; + se establece la restriccion con la relacién esquina maxima FEy = {oi, st, di, 0, fi}:

) ) ) y» Y
Xi,j {Oi, Si, dZ, 0, fZ}Y;J

y para cada clausula C; se anaden las siguientes restricciones convexas:

Y;"l {b, m,o, fl, dl} Xi’g
Yi,2 {b, m, o, fZ, dl} Xi’g
Y;,3 {ba m,o, fl7 dl} Xi,l

Por cada par [; j, I, de literales complementarios se anaden las mismas restricciones

que en el caso 1. Si todas las parejas de intervalos Xj ;,

C; se relacionan mediante alguna de las relaciones de Es \ {oi} entonces la red 7,.(MN),

Y;; de un literal de la cldusula

resulta inconsistente y en otro caso es consistente. Podemos interpretar que el literal [; ;
es verdadero cuando la relacién entre X, ; e Y; ; es {0i} y es falso en otro caso. Ademas, si
se satisface la relacion {oi} entre los intervalos correspondientes a un literal entonces esa
relacién no se satisface entre los intervalos del literal complementario, por las restricciones
establecidas en T,.(M), para los intervalos de literales complementarios. Por razonamiento
analogo al caso 1 se deduce que D es satisfacible si y sélo si T,.(M), es consistente. Por
tanto el problema 3SAT se reduce también al problema de decidir la consistencia de la red
M construida soélo a partir de relaciones cardinales rectangulares convexas y la relacion
tipo esquina T.(Ey x B;,).

C-DCRU{Ry} contiene a la relacién T.(E5 x B,,). Construimos una red

N y a partir de ella la red T, (M), considerando que por cada literal [; ; se establece la

restriccién con la relacién esquina maxima Fs = {d, s, f, e, 0, fi,di}:
X@j {d7 S, f7 €, 0, fza dZ} Y;,j

Para cada clausula C; se anaden las mismas restricciones que en el caso 2 y por cada par
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li j, lkm de literales complementarios se anaden las restricciones:

}/i,j {b7 m,o, f'la d) S, f7 6} Xk,m
Yk,m {b7 m,o, fZ> d7 S, fa 6} Xi,j

Si todas las parejas de intervalos Xj ;, Y; ; de un literal de la cldusula C; se relacionan
mediante alguna de las relaciones de F3\ {d} entonces la red 7T,.(M), resulta inconsistente
y en otro caso es consistente. Interpretamos que el literal [; ; es verdadero cuando la
relacién entre X; ; e Y; ; es {d} y es falso en otro caso. Si se satisface la relacién {d} entre
los intervalos correspondientes a un literal entonces esa relacion no se satisface entre los
intervalos del literal complementario, por las restricciones establecidas para los intervalos
de literales complementarios. De lo anterior se deduce que D es satisfacible si y solo si
T.(M). es consistente. Por tanto el problema 3SAT se reduce al problema de decidir la
consistencia de la red 9 construida solo a partir de relaciones cardinales rectangulares
convexas y la relacién tipo esquina T.(E3 X By,).

C-DCRU{Ry} contiene a la relacion T.(E,; x B;,). Construimos una red
N y a partir de ella la red 7,(91), considerando que por cada literal /; ; se establece la

restriccién con la relacién esquina maxima Fy = {o, fi,d, s, fe, oi, si}:
Xij{o, fi,d,s, fe,oi,si} Y,

Para cada clausula C; se anaden las mismas restricciones que en el caso 1 y por cada par
li j, lgm de literales complementarios se anaden las mismas restricciones que en el caso
3. Si todas las parejas de intervalos X ;, Y; ; de un literal de la clausula C; se relacionan
mediante alguna de las relaciones de F3\ {0} entonces la red T,.(9), resulta inconsistente
y en otro caso es consistente. Interpretamos que el literal [; ; es verdadero cuando la
relacién entre X; ; e Y; ; es {0} y es falso en otro caso. Si se satisface la relacién {o} entre
los intervalos correspondientes a un literal entonces esa relacion no se satisface entre los
intervalos del literal complementario, por las restricciones establecidas para los intervalos
de literales complementarios. De lo anterior se deduce que D es satisfacible si y solo si
T.(M). es consistente. Por tanto el problema 3SAT se reduce al problema de decidir la
consistencia de la red 91 construida solo a partir de relaciones cardinales rectangulares
convexas y la relacién tipo esquina T,.(Ey X B;,).

Del analisis de casos anterior concluimos que el problema 3SAT se reduce al problema
de decidir la consistencia de una red 91 de relaciones cardinales rectangulares convexas
y cualquiera de las relaciones tipo esquina T.(FE; X B;,). Por tanto, existe una reduccién
polinomial de 3SAT a CSPSAT(C-DCR U {Ry}), siendo Ry cualquier relacién cardinal

rectangular con z-proyeccion no convexa y de forma analoga se llega a la misma conclu-
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sion cuando la y-proyeccion de Ry es no convexa. Por tanto, al ser el problema 3SAT
NP-completo y CSPSAT(C-DCR U {Ry}) perteneciente a NP se deduce que este ultimo
problema es NP-completo. O]

4.5.2. Relaciones con Proyecciones Convexas

Como consecuencia del Teorema [£.§] 1a subclase de relaciones cardinales rectangulares
convexas no puede aumentarse con relaciones no convexas que tengan proyecciones no
convexas sin que se pierda la tratabilidad. Pero, ;qué ocurriria si anadimos un relacion R
no convexa tal que T,.(R), y T,(R), son relaciones convexas? En este caso no podemos
afirmar que la subclase generada sea intratable. Sin embargo, existen relaciones de DCR no
convexas con proyecciones convexas a partir de las cuales puede generarse algebraicamente

una relacion con proyeccién no convexa.

Un ejemplo sencillo es la relacion R = {SW, B:S:SW:W, S}, para la que T,.(R) =
{b,m} x {b,m} U {o, fi} x{o, fi}U{d,s, f,e} x {b,m}. Tanto T, (R), como T,(R), son
relaciones convexas de IA. Consideremos la relacién convexa R, = {SW, S:SW,S}. En-
tonces RNR. = R; = {SW, S}, y T.(R;) = {b,m,d, s, f,e} x{b,m} parala que T,(R;), no
es preconvexa. Por el Lema 4.5 una relacion cardinal rectangular tipo esquina puede ser
derivada algebraicamente a partir de C-DCRU {R;} y eso implica segin el Teorema
que CSPSAT(C-DCR U {R;}) es NP-completo. Pero no estd claro que este problema sea

intratable para cualquier relacién R no convexa con proyecciones convexas que se anada

al conjunto C-DCR. Por tanto no podemos afirmar que la subclase C-DCR sea maximal

con respecto a la tratabilidad.

4.5.3. Algoritmo de Backtracking para Relaciones Cardinales

Rectangulares

Para manejar conjuntos no tratables de relaciones cardinales rectangulares se pueden
utilizar algunas técnicas para mejorar el tiempo de los algoritmos de busqueda por back-
tracking. En razonamiento espacial ya se han estudiado heuristicas similares para redes
de relaciones topolégicas [RNOI]. En el Capitulo 2 Seccién describimos un algorit-
mo general eficiente basado en backtracking para decidir la consistencia de un conjunto
de restricciones. Este algoritmo puede aplicarse al modelo DCR y que se cumplen las

condiciones necesarias:

1. El calculo de la operacion de composicién es eficiente, como sugerimos en la Seccién
4.2l
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Entrada: Una red de restricciones cardinales rectangulares 9t = (&,0), donde € =
{x; Ry z;} tal que z;,2; € Wy Ry € 28 y el conjunto C-DCR C 25ree.
Salida: ‘Verdadero’ si y sélo si I es consistente.

Algoritmo CONSISTENCIADCR
1.
2.
3.

© 0N

PC-débil(M) (algoritmo de la Figura [.g))
Si PC-débil(M) devuelve ‘Fallo’ Entonces Devolver ‘Falso’
SiNo elegir una restriccion no procesada x; [2;; x; y dividir
Rij en Sl,...,Sk € C-DCR tal que SiU---US, :Rij
Si no se puede dividir ninguna restriccion Entonces
Devolver ‘Verdadero’
Para cada S;(1 <[ < k) Hacer
Rij — 5
Si CONSISTENCIADCR/(91) Entonces Devolver 'Verdadero’
FinPara
Devolver ‘Falso’

Figura 4.10: Algoritmo de backtracking para decidir la consistencia de un conjunto de
restricciones cardinales rectangulares.

2. Hemos identificado un subconjunto tratable de relaciones cardinales rectangulares

convexas para el que hemos propuesto varios métodos polinomiales para decidir el
problema de la consistencia.

. El subconjunto tratable de relaciones convexas contiene a las 36 relaciones bésicas

del modelo DCR mas otras 364 relaciones disyuntivas, lo cual puede ayudar a re-
ducir significativamente el factor de ramificacion en la busqueda. En nuestro caso,
una relacién cardinal rectangular cualquiera puede verse como la unién de relacio-
nes cardinales rectangulares convexas y no solamente como la unién de relaciones

basicas, lo que disminuye el tamano de las etiquetas.

. El algoritmo PC-débil es un procedimiento completo para decidir la consistencia

del subconjunto convexo de relaciones rectangulares. En este caso nos sirve también
como un método de preprocesamiento y poda (especialmente para problemas de

gran tamano).

El algoritmo CONSISTENCIADCR (ver Figura [£10) es una variacién del algoritmo

general mostrado en la Seccién Como el algoritmo PC-débil decide la consistencia

de una red de restricciones cardinales convexas, en el paso 4 no es necesario llamar a la

funcién DECIDIR cuando todas las relaciones son convexas ya que se ha comprobado la

consistencia en el paso 1.
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Capitulo 5

Razonamiento Espacial Cualitativo

Basado en Légicas Modales

Al contrario que los problemas de satisfaccion de restricciones (CSP), las logicas per-
miten un razonamiento estructurado sobre dominios que, en general, pueden ser infinitos
y con una capacidad de calculo que se ve aumentada gracias a la utilizaciéon de opera-
dores como los cuantificadores (en el caso de las légicas de primer orden), la disyuncién
generalizada y la negacién (permitiéndonos utilizar todo el poder expresivo del algebra
booleana). Por ejemplo, con un algebra de relaciones podemos expresar como mucho in-
formacién incompleta del tipo (@ Ry bV a Ry b) A (a Ry ¢V a Ry ¢), donde Ry y Ry
son dos relaciones binarias cualesquiera. Sin embargo, con las légicas es posible expresar
informacién incompleta entre cualquier par de variables: (a Ry b) V (a Ry ¢); o reglas del

tipo “si @ Ry b entonces a Ry ¢”.

En este capitulo definiremos los conceptos basicos sobre logicas modales. Posterior-
mente haremos un repaso del trabajo existente sobre 16gicas modales para el razonamiento
espacial. Por ultimo, planteamos el problema de extender las logicas modales temporales

basadas en intervalos para dar lugar a una légica espacial de rectangulos.

5.1. Conceptos Generales sobre Logicas Modales

Dentro de la logica formal, las 16gicas modales se ocupan de enunciados afectados por
modalidades del tipo “posiblemente” y “necesariamente”. La logica modal es intencional,
en el sentido de que el valor de verdad de un enunciado que contiene expresiones modales

no depende exclusivamente del valor de verdad de sus enunciados componentes.
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5.1.1. Sintaxis y Semantica

El lenguaje de la l6gica (proposicional) modal puede verse como una extensién del
lenguaje (proposicional) clasico. Al alfabeto clédsico se le anaden operadores modales o
modalidades sobre férmulas, denotados generalmente con ¢ y O (informalmente: “es posi-
ble que” y “es necesario que”). El lenguage bdsico modal proposicional tiene una estructura
similar a la del lenguaje de la légica clasica proposicional, anadiendo una regla para el

operador modal:

¢u=pl=g[oNnY] 00, (5.1)

donde p € AP, siendo AP el conjunto de todas las variables proposicionales.

El resto de operadores clésicos (—, <>, V, etc.) se pueden expresar a partir de =y A, ya
que {—, A} forma un conjunto completo de conectivas légicas. Asi, por ejemplo, ¢ — ¢
es equivalente a ¢ A —p. El operador modal [J tampoco es necesario anadirlo al lenguaje

modal ya que ¢ y [ son operadores duales, es decir, (¢ = —~O—¢.

En la légica proposicional clésica una interpretacion para una féormula consiste en
una asignaciéon de valores de verdad (consistente y completa) para todas las variables
proposicionales que aparecen en ella. En el lenguaje modal las asignaciones de valores
de verdad son relativas a mundos posz’ble. Un modelo para el lenguaje modal es una
tripleta (W, R, V), en la que W es un conjunto de mundos, R C W x W es una relacion
de accesibilidad, y V es una funcién que asigna, para cada mundo w, el conjunto V(w)
de todas y solamente todas las variables proposicionales verdaderas en w. El par (W, R)
recibe el nombre de marco. Por ejemplo, dada una féormula cualquiera ¢ de la logica
definida por la gramatica de la Ecuacién (&1]), podemos definir recursivamente la verdad
o satisfacibilidad de ¢ con respecto a un mundo w en un modelo M (simbdlicamente

M, w I+ ¢) como se indica a continuacion:
1. M wlFpsiysélosipeV(w),
2. M,wIF —¢ siy sélo si no se cumple que M, w IF ¢,
3. MywlFo Asiysolosi Miwl-o¢y M,w -,
4. M,wlF Q¢ siy sblo si existe w' € W tal que si w R w' entonces M, w' I+ ¢.

Esta definicion de verdad se puede generalizar y decir que ¢ es satisfacible globalmente

con respecto a un modelo M (M I ¢) si es verdad para todo w € W. Asimismo, decimos

!Esta forma de interpretar las l6gicas modales en base a mundos posibles y relaciones de accesibilidad
recibe el nombre de semdntica relacional o semdntica de Kripke debido a su autor Saul Kripke [K1i59].
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5.1. CONCEPTOS GENERALES SOBRE LOGICAS MODALES

Nombre Férmula Condicién sobre R

K (¢ — ¢) — (Ho — Ue)

T O¢p — ¢ Reflexiva Vzlr R )

4 O¢ — O0¢ Transitiva Va,y,z [t RyAy Rz — z R Z]
B ¢ — OO¢ Simétrica Ve, ylrt Ry —y R x]

D g — O Serial VaJylx R y]

5 Q¢ — OO Euclidea Ve,y,zlt RyAz Rz —y R Z]

Tabla 5.1: Axiomas mas comunes de la logica modal.

que ¢ es vdlida si es verdad en todo modelo (denotado con IF @), v ¢ es vdlida con respecto

a un marco (W, R) si es verdad en todo modelo M basado en dicho marco.

La relacion R es binaria si las modalidades son unarias, ternaria si las modalidades
son binarias, etc. Intuitivamente, W es el conjunto de los mundos posibles y R es la
relacién de accesibilidad entre ellos. Entonces, R expresa una posibilidad relativa. En
principio, no todo lo que es posible en un mundo es posible en otro mundo. Supongamos
tres situaciones: wy, wy, wo. El mundo wy es la situacion actual, en la que el ministro Sr. x
ha participado en un acto de corrupcién (que necesariamente habia de ser descubierto) y
ha quedado destituido del cargo. El mundo w; es una situacién anterior en la que el Sr. z
estaba pensando en participar en el acto de corrupcion y ws es una situacion exactamente
igual a la actual excepto en que el Sr. x no ha participado en el acto de corrupcién y
no ha sido destituido. Hay un sentido del término “posible” en el que el enunciado “Es
posible que el Sr. x no sea destituido” es verdadero en w; pero no en wy. De modo que
wy es un mundo posible relativo a wy, pero no relativo a wy. Expresamos esta posibilidad

relativa diciendo que w; R ws (ws es accesible desde wy), pero no wy R ws.

5.1.2. Logicas modales normales

Los tipos de légicas modales en las que estamos interesados son las llamadas [dgicas
normales, es decir, la familia de 16gicas que se obtienen de extender la l6gica modal basica
K. La logica K contiene todas las tautologias de la légica proposicional clasica, el axioma

O(p — q) — (Op — Ogq), v es cerrada bajo las siguientes reglas de inferencia:
= Si g, ¢ — ¢ € K entonces ¢ € K (Modus Ponens).
» Si¢ € Ky pes verdadero en ¢ entonces ¢lp|p] € K. (Sustitucion Uniforme).

» Si ¢ € K entonces O¢ € K (Necessitation).

La Tabla B muestra los axiomas mas comunes y la condicién implicada sobre la
relacion de accesibilidad. La Tabla B2l muestra varias 16gicas modales normales derivadas

de la combinacién de tales axiomas.
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CAPITULO 5. RAZONAMIENTO ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN LOGICAS MODALES

Nombre Axiomas Condicién sobre R

K K Ninguna restriccién

T K, T Reflexiva

K4 K, 4 Transitiva

S4 K, T, 4 Preorden (reflexiva y transitiva)
S5 S4, Bo T,5 Equivalencia

D K, T Serial

Tabla 5.2: Lenguajes modales mas comunes.

Ademas, las légicas modales que estudiaremos son légicas multi-modales, es decir,
pueden contener mas de un operador modal (. Cada modalidad ¢; se asocia con una
relacién de accesibilidad distinta R; C W x W, y por tanto M, w IF $;¢ si y s6lo si existe
w' € W tal que si w R; w' entonces M, w' |- ¢.

5.1.3. Decidibilidad y Complejidad

Los problemas computacionales mas relevantes sobre 16gicas modales son el problema

de la satisfacibilidad, el problema de la validez y el problema de model checking,

El problema de la satisfacibilidad (resp. validez) consiste en determinar si una férmula
¢ es satisfacible (resp. valida). Asi, decimos que una légica modal es decidible cuando
el problema de la satisfacibilidad (resp. validez) es decidible, es decir, es posible (sin
tener en cuenta restricciones de tiempo y espacio) escribir un algoritmo que tome una
formula modal como entrada y termine después de un ntimero finito de pasos diciéndonos
correctamente si la férmula es verdadera en algiin modelo (resp. en todos los modelos).
Satisfacibilidad y validez son problemas duales, en el sentido de que una férmula ¢ es
valida si y sélo si =¢ no es satisfacible, y por tanto si encontramos un método para
resolver uno de los problemas entonces el mismo método nos sirve para resolver el otro

problema.

El problema de model cheking se puede enunciar de forma general del siguiente modo:
dado un modelo M, y una formula ¢, devolver el conjunto de mundos en M que satisfacen
¢. Esta técnica es utilizada en la comprobacién de sistemas hardware y software, repre-
sentados mediante l6gicas temporales, para detectar la ausencia de ciclos o de estados no
deseados que pueden provocar que el sistema falle. Aunque el problema de model cheking
es de gran interés se le ha prestado mas atencion al problema de la satisfacibilidad y
validez de las férmulas en el dominio de las l6gicas temporales y espaciales. Nosotros,
en las logicas propuestas en esta tesis, también nos centraremos en el problema de la

satisfacibilidad y la validez.

La complejidad asociada al problema de la satisfacibilidad/validez depende de la

semantica de la logica modal. En general podemos decir que toda légica modal cuyas
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5.2. LOGICAS MODALES ESPACIALES

ST,(p) = P(a)

ST, (—¢) = ﬁST (¢)
STa(oNg) = STy(¢) ASTu(p)

ST (0:i9) = ( (2, 9) A ST,(6))
ST,(Lig) = Vy(Ri(w,y) — STy(0))

Figura 5.1: Traduccion estandar de la légica modal a la 16gica de primer orden.

relaciones de accesibilidad puede expresarse en logica de primer orden es como mucho
semi-decidible. Esto es asi porque es posible traducir las formulas de la 16gica modal a
las férmulas de la 1égica de primer orden mediante una traduccion estandar [BvB06] (ver
la Figura 5.0]). En el caso més simple, si consideramos un lenguaje modal bédsico como el
descrito anteriormente (Ecuacién (5I)), sobre el que no establecemos ninguna restriccién
sobre la relacion de accesibilidad, el problema de la satisfacibilidad es decidible. Una forma
sencilla de ver esto es que la traduccion estandar anterior puede reducirse al fragmento
de la logica de primer orden con dos variables (fragmento de la légica de primer orden

en el que cada férmula contiene sélo dos variables), cuyo problema de satisfacibilidad es
decidible (NEXPTIME-completo) [BvB06].

El problema surge cuando trabajamos con lenguajes modales no basicos, donde am-
pliamos la logica con otros axiomas que introducen restricciones sobre las relaciones de
accesibilidad. Estas modificaciones pueden elevar el coste computacional de los problemas
de decisién, pudiendo llegar a ser fuertemente indecidibles (ni siquiera semi-decidibles).
Este es el caso de muchas de las l6gicas modales espaciales y temporales que veremos en

las siguiente secciones y en en el capitulo siguiente.

5.2. Logicas Modales Espaciales

El interés de la aplicacién de logicas modales para razonamiento cualitativo se debe
principalmente a que suponen un compromiso entre expresividad y eficiencia. Por un la-
do, las légicas modales son teorias formales que permiten expresar propiedades con un
nivel de complejidad mayor que las teorias basadas en satisfaccién de restricciones, apro-
ximandose a la expresividad de una logica de primer orden. Por otro lado, los problemas
de razonamiento para este tipo de légicas son computacionalmente menos costosos que
los de las teorias de primero orden.

En la literatura, se han dado diferentes interpretaciones a los mundos y a la relacién
de accesibilidad, y las 16gicas modales han sido aplicadas en diferentes contextos. Cuando,
por ejemplo, los mundos se interpretan como instantes temporales, y la relacién de acce-

sibilidad es una relacién de orden total entre los instantes, entonces a la logica se le da el
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CAPITULO 5. RAZONAMIENTO ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN LOGICAS MODALES

nombre de ldgica temporal (de puntos): el operador modal ¢ se interpreta como existe en

el futuro, y su dual como siempre en el futuro.

En esta tesis estamos interesados en las ldgicas modales espaciales que son aquellas
donde los mundos posibles son objetos espaciales (puntos, lineas, rectangulos, etc.) sobre
alguna estructura espacial definida previamente (espacio topoldgico, espacio geométrico
afin, espacio geométrico métrico, plano euclideo, etc.), y las conectivas légicas y operadores
modales hacen referencia, segin el caso, a alguna propiedad espacial (relacién topolégica,
direcciénal, de proximidad, etc.) entre los objetos. La variedad de posibles clases de ob-
jetos y relaciones da lugar a un amplio abanico de posibles l6gicas espaciales. Un estudio
reciente de las principales teorias matemaéticas del espacio (desde lenguajes de restriccio-
nes hasta lenguajes de primer o segundo orden) lo podemos encontrar en [APHvBOT], y
méas concretamente sobre légicas modales en [AvB02] y [vBBO7].

En esta seccion nos centraremos unicamente en las logicas modales aplicables en el
campo de la Inteligencia Artificial para la representacién y razonamiento cualitativo en

el espacio desde un punto de vista topolégico y direccional.

5.2.1. Légicas Modales con Relaciones Topolégicas

Los trabajos existentes sobre logicas modales con relaciones topoldgicas se centran
en la interpretacién topoldgica de la logica S4 y en la interpretacién de los operadores

modales como relaciones del calculo RCC.

Interpretacién Topoldgica de la Logica S4

En el contexto de las logicas modales para el razonamiento con relaciones topoldgicas,
el punto de partida es la interpretacién topoldgica de la 16gica modal S4, que tiene su origen
en los trabajos de Tarski y McKinsey ([Tarb6, MT44]). El lenguaje bésico de la légica
modal topoldgica estd formado por el conjunto AP de todas las variables proposicionales,
la conectivas booleanas —, A, y los operadores modales [1, . Un modelo topoldgico es un
espacio topolégico (X, 7) junto con una funcién de evalucién V : X + 247, La verdad
de una férmula modal en un puto x sobre un modelo topolégico M = (X, 7, V) se define

inductivamente del siguiente modo:

» M,z psiysélosipeV(x) para cada p € AP;

= M,z IF —¢ siy soélo sino es cierto que M, x IF ¢;

s MxlFoNpsiysolosi Myxl-¢y M,z ¢

» M,zl-Opsiysélosi U er(x e UANVy e U : M,y - ¢);
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s MzlFQpsiysolosiVU e r(x e U —JyelU: Mzl ¢).

La utilizacién de la l6gica S4 como una logica para razonamiento topoldgico se deduce
directamente de interpretar el operador modal O (resp. {) como el operador interior (resp.
el operador clausura) en un espacio topologico. Es facil ver que los axiomas de la légica
S4 se corresponden con los axiomas necesarios para definir un espacio topologico a partir
del operador interior [Ben96].

Dicha légica ha sido extendida con otros operadores para aumentar su capacidad

expresiva. En este sentido, recordamos aqui el trabajo de Bennett [Ben94l, [Ben96], pos-
teriormente extendido por el mismo Bennett, junto con Cohn, Wolter y Zakharyaschev,
en [BCWZ02]. En [Ben94|, Bennett propone interpretar las regiones como sub-conjuntos
de un espacio topolégico dado, y muestra como es posible utilizar tanto el calculo pro-
posicional clasico como el céalculo intuicionista, junto con ciertos vinculos de meta-nivel
acerca de la deduccion de féormulas, para el razonamiento espacial topoldgico. De esta
forma, un problema de restricciones espaciales puede resolverse a través de la satisfacibi-
lidad de una férmula l6gica. En [Ben96], Bennett extiende su metodologia a través de la
l6gica modal S4 e interpreta el operador modal en un sentido topolégico como el opera-
dor de interior. En el mismo trabajo, se dota a la légica anterior de un operador modal
universal, y un operador de convexidad que llama convez-hull, traduciendo un esquema
axiomatico de primer orden en un esquema modal y realizando al mismo tiempo una
comparacion entre las féormulas de la 16gica modal y las 8 relaciones bésicas del calcu-
lo RCC. Posteriormente, en [BCWZ02], los autores consideran un sistema multi-modal
para el razonamiento espacio-temporal basado en el trabajo de Bennett. Otro trabajo
relacionado con este tema lo encontramos en [Nut99], donde Nutt describe rigurosamente
los fundamentos de la traduccién de relaciones topolégicas en una légica modal, introdu-
ciendo relaciones topoldgicas generalizadas. Por ltimo, Kontchakov et dl. [KPHWZ0S]
estudian las propiedades computacionales de varias lgicas espaciales (entre ellas la 16gica
S4 con la modalidad universal) a las que afiaden las restricciones de conectividad ¢(r) y
c=k(r) cuyo significado es “la regién r es conexa” y “la regién r contiene como mucho k

componentes conexas”, respectivamente.

Es importante destacar que los resultados anteriores explotan basicamente la propie-
dad de modelo finito y la decidibilidad de la légica clasica proposicional, de la 16gica modal

S4, y algunas de sus extensiones.

Légica Modal Topolégica basada en RCC

Al contrario que los trabajos anteriores, otro importante sistema légico que utiliza

todo el poder de la légica modal para el razonamiento sobre el espacio, en lugar de
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utilizarlo solamente para la soluciéon de restricciones, es la ldgica modal con relaciones
topoldgicas de Lutz y Wolter [LW06]. Lutz y Wolter presentan un conjunto de légicas
modales donde las variables proposicionales son interpretadas como regiones del espacio
topoldgico y las referencias a otras regiones se realizan a través de operadores modales
interpretados como relaciones topologicas. Los operadores topolégicos estudiados son el
conjunto RCCS8 y su version reducida RCC5. En cuanto al tipo de regiones se consideran
de forma general aquellas regiones que son subconjuntos regulares, cerrados y no vacios de
un espacio topologico dado. Lutz y Wolter analizan las propiedades computacionales y la
expresividad de esta légica modal para distintas interpretaciones. Consideran un espacio
euclideo R™ (n > 1) sobre el que definen varias estructuras topolégicas: 1) el conjunto de
todos los subconjuntos cerrados no vacios de un espacio topoldgico; 2) el conjunto de todos
los hiper-rectangulos; 3) subestructuras de las estructuras anteriores. En general, todas las
logicas modales basadas en las estructuras anteriores resultan ser indecidibles y algunas
de ellas ni siquiera llegan a ser recursivamente enumerables. De especial interés para esta
tesis es la logica modal RCC5 de relaciones topolédgicas sobre la estructura definida por
todos los hiper-rectangulos de un Espacio Euclideo (R?); Lutz y Wolter demuestran que el
problema de la satisfacibilidad de esta logica no es ni siquiera recursivamente enumerable,
lo que significa que no es posible construir un método de deduccién semi-decidible para

esta légica en concreto.

5.2.2. Légicas Modales con Relaciones Direccionales

Los trabajos existentes sobre logicas modales con relaciones direccionales se limitan
a estructuras en las que los mundos son puntos pertenecientes a un espacio definido por
el producto cartesiano de dos conjuntos totalmente ordenados. La ldgica de compds y la

l6gica de conos son un ejemplo de este tipo de logicas.

Légica de Compas

La ldgica de compds (Compass Logic) [Ven90, [MR99] es una légica modal proposicional
que se caracteriza por cuatro operadores modales, denotados con los simbolos ¢, ¢, & y
$. Las variables proposicionales se interpretan sobre puntos pertenecientes a un marco
espacial del tipo F = H x V donde H y V son dos conjuntos totalmente ordenados
cualesquiera que no tienen por qué ser iguales. Las férmulas de la légica de compéds se

obtienen a partir de la siguiente sintaxis abstracta:
p:u=p|9[dNG| 0P| 0] 0P| OO

Los modelos son del tipo M = (F,v) donde v : F +— 247 es la funcién de evaluacién.
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& pAv g
OPAG O (gAOp)

DAP g

oD gAY p

(a) (b)

Figura 5.2: Ejemplos de férmulas verdaderas de la 16gica de compés (a) y la légica de
conos (b).

Los operadores modales se interpretan como las cuatro principales direcciones cardinales

entre dos puntos dados: norte, sur, este, y oeste. Su semantica es la siguiente, donde M

es un modelo y (h,v) € F:

M, (h,v) Ik psiy sélo sip € v((h,v));

M, (h,v) Ik =¢ si y sélo si no se cumple que M, (h,v) IF ¢;

M, (h,v) IF ¢ A1) siy sblosi M, (h,v)IF ¢y M, (h,ov) -,

M, (h,v) IF ¢ siy sélo si v € V tal que v <v' 'y M, (h,v') IF ¢;
M, (h,v) IF ¢ siy sélo si v € V tal que v < vy M, (h,v') IF ¢;
M, (h,v) - & siy sélosi Ih' € H tal que h < h' y M, (h',v) I ¢;

M, (h,v) - &¢ siysélosi In' € H tal que ' <vy M, (h,v) Ik ¢.

La Figura .2} (a) muestra el ejemplo de un modelo en la 16gica de compés.

Esta 16gica tiene su origen en un trabajo de Venema [Ven9(] sobre la propiedad de

completitud y expresividad de la 16gica temporal modal HS [HS91] basada en las rela-

ciones de intervalos de Allen. En este articulo se indaga la posibilidad de interpretar los

intervalos temporales sobre estructuras lineales como puntos en el espacio bidimensional.

Asimismo, se definen los operadores modales de la 16gica de compéas en términos de los

operadores modales de HS. Posteriormente, en [MR99], Marx y Reynolds estudian en

mayor profundidad las propiedades de la légica de compas y demuestran que el problema

de la validez es RE-completo (y por tanto indecidible) para la clase de todos los marcos

espaciales. La demostracion se basa en una reduccién del problema de dominé (o tiling

problem) [Ber66].
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Légica de Conos

Otra logica modal reciente para razonamiento con direcciones cardinales es la ldgica
de conos (Cone Logic) [MPS09]. En esta 16gica las variables proposicionales también se
interpretan sobre puntos definidos por el marco espacial F = H x V formado por el pro-
ducto cartesiano de dos 6rdenes lineales, pero que en este caso son densos. Esta logica se
caracteriza por cuatro modalidades que se corresponden con los cuatro cuadrantes resul-
tantes de dividir el espacio mediante dos ejes perpendiculares que se cortan en un punto
de referencia dado. Las férmulas de esta logica se definen recursivamente del siguiente

modo:

pu=pl=p[oNne| S| 9| 9|00

Entonces, dado un modelo M y un punto (h,v) € F:

w M, (h,v) IF &¢ siy sélo si I(B,v") € F tal que (B',v") # (h,v),h < h,o <0y
M, (R, 0") |- ¢,

» M, (h,v) IF ©¢ siy sélosi I(B,v') € F tal que (B',v") # (h,v),h < hyo < vy
M, (B, 0") I ¢

w M, (h,v) IF &¢ siy sélo I(W,v") € F tal que (W', v") # (h,v),h < W0 <wvy
M, (R, 0") |- ¢,

» M, (h,v) IF ©¢ siy sélosi I(,v') € F tal que (B',v') # (h,v),h < h,v' <oy
M, (1, ) IF 6.

La Figura[0.2}(b) muestra el ejemplo de un modelo en la légica de conos.

Segin la clasificacién de Frank [Fra96], la légica de conos es un modelo basado en
conos para el razonamiento espacial con relaciones cardinales. Al contrario que la légica
de compas, que es un modelo basado en proyecciones, el problema de la satisfacibilidad
de las férmulas de la logica de conos es decidible (PSPACE-completo).

5.3. Una Légica de Rectangulos

Como hemos podido ver en la seccién anterior, en el razonamiento espacial basado en
logicas modales, se ha prestado mayor atencién al estudio de las propiedades topoldgicas
de las entidades espaciales que a . Con respecto a las relaciones cardinales, el poco trabajo

existente se ha centrado en el estudio de légicas de puntos. Por lo que sabemos, no existen
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en la literatura logicas espaciales con relaciones direccionales o cardinales sobre entidades
espaciales extendidas.

Al igual que el dlgebra de rectangulos ha supuesto la extension bidimensional del
algebra de intervalos de Allen (ver Secciones [11]y 2.3]), desde el punto de vista 16gico no
se ha realizado ningin trabajo parecido hasta la fecha. En esta seccién se plantea este
problema. Comenzaremos haciendo un breve repaso sobre el trabajo existente en logicas
modales de intervalos. A continuacién introduciremos formalmente una légica modal para

razonar de forma completa con rectangulos en el espacio.

5.3.1. Logicas Modales Basadas en Intervalos Temporales

Dado un orden parcial estricto (o conjunto parcialmente ordenado) D = (D, <), un
intervalo en D es un par de puntos [do, d;] tal que do,d; € Dy dy < dy, y se dice que es
estricto si dg < dy y singular si dy = dy. El conjunto de todos los intervalos sobre D lo

denotaremos con [(ID). Llamaremos estructura de intervalo al par (D, 1(ID)).

La estructuras de intervalos pueden clasificar en base a la propiedad del intervalo y

del ordenamiento parcial a partir del que se construye. Una estructura se dice:
1. Lineal o Total si cada dos puntos es comparable;

2. Discreta si cada punto con sucesor o predecesor tiene un sucesor o predecesor inme-

diato en cada camino que empieza o termina en él:

Ve,ylr <y — Jz(zr < zAz<yAVw(z <wAw <y — 2z <w)),
Veylr <y — Fz(z<zAz<yAVw(rz <wAw<y—w< 2));

3. Densa si para cada par de puntos comparables existe un tercer punto entre ellos:

Ve,yle <y — Jz(z < 2z Az <vy)];

4. Ilimitada superiormente (resp. inferiormente) si cada punto tiene un sucesor (resp.

predecesor);

5. Dedekind completa si cada conjunto de puntos no vacio e ilimitado superiormente

tiene un limite superior minimo (o supremo).

Otras estructuras de especial interés son aquellas que se basan generalmente en los
conjuntos N, Z, Q y R (conjuntos naturales, enteros, racionales y reales, respectivamente)

dotados con su orden estandar.

131



CAPITULO 5. RAZONAMIENTO ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN LOGICAS MODALES

Las relaciones posibles entre los intervalos pueden ser las 13 relaciones de Allen que
ya vimos en la Seccién [2.3.2)

La sintaxis y la semantica de una logica modal proposicional genérica basada en in-
tervalos se construye de forma similar a una légica proposicional estandar como la vista
en la Secciéon BTl pero con la particularidad de que el conjunto de mundos posibles
es el conjunto I(D) de todos los intervalos. Los modelos son del tipo M = (D, I(D), V)
donde V : (D) + 247 es una funcién que asigna a cada intervalo el conjunto de variables
proposicionales que son verdaderas en dicho intervalo. La seméntica de los operadores
modales temporales depende de las relaciones temporales entre intervalos que se quieran

representar.

Son varias las propuestas de formalizacion de lenguajes temporales basados en este
tipo de estructuras de intervalos. Las logicas modales mas expresivas sobre intervalos
temporales son la légica HS [HS91] y la légica CDT[Ven91]. La 16gica HS contiene todos
los operadores modales correspondientes a las 13 relaciones de Allen. Los operadores
modales primitivos son (B) (begins), (E) (ends), (A) (met by) y sus reciprocos (B),
(E) y (A). A partir de estos operadores se pueden definir cualquier otro operador modal
asociado a una de las 13 relaciones de Allen. Asi, por ejemplo, la semantica asociada al

operador (B) es la siguiente:

M, [do,dl] I- <B>¢ & ddy € D,do < dy < dj tal que M, [do,dQ] I- ¢

La l6gica HS es altamente indecidible, en particular en [HS91] se muestran resultados
relativos a la no decidibilidad y completitud del problema de la satisfacibilidad de las
formulas de HS en diversas clases de modelos basados en los 6rdenes lineales més comunes.

Al contrario que la légica HS, la logica CDT es una légica en la que los operadores
modales son binarios. Consta de tres operadores, a saber, C', D y T cuya semantica es la
siguiente:

= M, [dy,di]IF ¢Cp < 3dy € D,dy < dy < dy tal que M, [dy,ds] IF ¢y M, [da, di] IF ¢;
= M, [dy,di]IF ¢Dp < Idy € D, dy < dy tal que M, [dy, do] I- ¢ y M, [dy, di] I ;
e M, [do,dh] - 6T & 3dy € D, dy > di tal que M, [dy, do] - ¢ y M, [do, do] I .

La légica HS es un subconjunto de la logica CDT ya que es posible definir sus operado-
res a partir de las formulas de CDT. De la indecidibilidad de HS se deriva inmediatamente

la indecidibilidad de CDT sobre la mayoria de las clases de ordenes lineales.

Varios fragmentos de HS han sido estudiados restringiendo el nimero de modalidades
temporales permitidas. En [BMGT08] se puede ver una clasificacién, desde el punto de
vista de la decidibilidad, de varios fragmentos de HS.
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5.3.2. La Légica PNL

De especial interés para esta tesis es el fragmento de HS que utiliza sélo las modalidades

correspondientes a las relaciones meets y met by del dlgebra de intervalos de Allen. Esta
légica es conocida como Propositional Neighborhood Logic (PNL [GMSO03]).

La logica PNL admite varias formulaciones dependiendo de si permite intervalos sin-
gulares o sélo estrictos. En el primer caso la légica (denotada por PNLT) utiliza los

operadores modales O; (meets) y O, (met by) cuya semdantica es:

] ]\4+7 [do,dl] I+ <>l¢ = Eldg € D tal que d1 S dg y MJr, [dl,dg] [+ ¢,

L] M+, [do,dl] I <>7«¢ < ddy, € D tal que dy < dy y M+, [dg,do] I ¢

En el caso estricto (PNL™) los operadores modales se denotan por (A) (met by) y (A)

(meets) y su semantica es la siguiente:

L] Mi, [do,dl] I <A>Q§ & ddy € D tal que dy < dy y Mi, [dl,dg] = Qb,

L] M_, [do,dl] I- <Z>¢ < ddy; € D tal que dy < d(] y M_, [dg,do] I ¢

La formulacién més expresiva de PNL se denomina PNL™™, que es similiar a PNL™

pero anadiendo la constante 7 cuya semantica es:
M+, [dojdl] IF 7 < dy=d.

Como se muestra en [GMS03], la 16gica PNL es suficientemente expresiva para definir
propiedades temporales interesantes como el operador diferencia, la modalidad universal,
y por tanto permite simular nominales. Ademas, en [GMS03] se formula un procedimiento
de semi-decision basado en un método de arbol semantico para el problema de la validez.
Posteriormente, en [BMS07] se analiza la decidibilidad de la légica interpretada sobre
estructuras de intervalos en Z y se propone un método 6ptimo de decision basado en
arboles semanticos. En [BGMS07] se demuestra la decidiblidad de la 1égica PNL™ sobre
todas las clases de estructuras basadas en ordenes lineales, finitos e infinitos mediante
una reduccién del problema de la satisfacibilidad para el fragmento de dos variables de la
logica de primer orden sobre estas clases de estructuras. De esta reduccion se obtiene que
el problema de la satisfacibilidad de PNL es NEXPTIME-completo.

5.3.3. La Légica RL

A continuaciéon vamos a formalizar mediante un lenguaje modal la l6gica asociada

al algebra de rectangulos. Para ello, en primer lugar vamos a extender la definicion de
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estructuras de intervalos a estructuras de rectangulos. Luego mostraremos la sintaxis y
la seméantica de la légica y estudiaremos el problema de la satisfacibilidad/validez de las

formulas.

Dados dos conjuntos totalmente ordenados (érdenes totales) H = (H, <) (horizontal)
y V= (V, <) (vertical), llamaremos marco espacial a una estructura del tipo F = H x V.
Un rectdngulo en F viene definido por cuatro puntos ((h,v), (h',v")) tal que h,h' € H,
v, €V y h<h,v <. Al conjunto de todos los rectdangulos sobre F lo denotaremos

con O(F). Llamaremos marco rectangular o estructura rectangular al par (F, O(FF)).

Un marco rectangular puede verse como el producto cartesiano de dos estructuras de
intervalos. De igual modo que las estructuras de intervalos, hablamos de marcos espaciales
lineales, discretos densos, ilimitados superiormente, Dedekind completos, N, Z, Q o R
cuando H y V son (al mismo tiempo) de alguno de estos tipos. Adviértase que todos los

marcos espaciales son lineales por la propia definicion.

El lenguaje proposicional de la Ldgica de Rectingulos (RL, Rectangle Logic) consiste
en el conjunto AP de variables proposicionales, cualquier conjunto completo de operadores
clasicos (como A y —), y un conjunto de 168 operadores modales unarios {(,, ,,), donde
el par (rp,7y) € Biw X Big\(e,e) (donde By, es el conjunto {e, b, bi, m, mi, o, 01, s, si, d,di
f, fi} de las 13 relaciones bésicas del algebra de intervalos). Cada operador modal se
corresponde con una relacién atémica (r,,7,) del dlgebra de rectangulos. Las férmulas se

definen mediante la siguiente gramética abstracta:

¢u=p| =0 dNG| Oyri)@-

Denotaremos con Uy, ,,) a la modalidad universal dual de (., ). La semdntica de
RL viene dada en términos de modelos rectangulares M = (F, O(F), V), donde (F, O(F))
es un marco rectangular y la funcién de evaluacién V : O(F) — 247 asigna a cada
rectangulo ((h,v), (h',v")) el conjunto de variables proposicionales V({(h,v), (k',v"))) que
son verdaderas en él. La verdad de una férmula sobre un rectangulo ((h,v), (h',v")) en un

modelo M se define por induccion en las formulas del siguiente modo:

M, {(h,v), (R, v")) IF psiysélosipeV(((h,v),(h,v))), para toda p € AP;

M, {(h,v), (W' V")) IF =¢ si y sélo si no se cumple que M, ((h,v), (h',v")) IF ¢;

M, {((h,v), (W, 0")) IF ¢ Apsiysélosi M, ((h,v), (R, V) IF ¢
y M, {(h,v), (K, v")) IF ;

w M, ((h,v),(W,0")) IF O, r)® siy s6lo si existe un rectangulo ((A”,v"), (K", v™)) tal
que <<h7 ,U)7 (I,L/7 /U/>> (rh, TU) <(h//7 /U//)7 (h////7 /U/”)>, y M’ <(h///7 ,U//>’ (h///, ,U///)> “_ d)
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Por ejemplo, la semdntica para los operadores modales Q.e), Oumm)s Cime) ¥ Qem)

seria:

w M, ((h,v), (W, V")) IF Quee siy solo si existe B, A" € H tal que A’ < h"” < by
M, {((h",v), (R V")) I+ ¢;

= M, {(h,v), (W, V")) IF O@mm)@ siy sélo siexiste h” € Hy v" € V tal que A’ < h”,v" <
vy M (R0, (R,07)) I 6

w M, ((h,v),(W, V")) IF Qune ¢ siy solo si existe h” € H tal que b’ < h” y M, ((W,v),
(h",0") IF ¢;

= M, {(h,v), (W, V")) IF Orem)@ siy sélo si existe v” € V tal que v' <"y M, ((h,v'),
(1, 0") I ¢,

A pesar de que no conocemos estudios previos sobre una logica de este tipo, se puede
intuir que RL es indecidible, ni siquierea recursivamente enumerable, por lo menos si se
interpreta sobre la misma clase de marcos de los hiper-rectangulos de la légica modal
de relaciones topolégicas de Lutz y Wolter [LW06]. De forma simplificada, es posible
expresar mediante una traduccion directa todas las relaciones de RCCS8 sobre rectangulos
utilizando las 169 relaciones del algebra de rectangulos. Esto significa que la logica modal
de relaciones topolédgicas formado por todos los rectangulos de un espacio euclideo seria
un fragmento de RL y por lo tanto el problema de la satisfacibilidad de RL serfa al menos

tan dificil como el problema de la satisfacibilidad de dicha légica de relaciones topologicas.

Otra forma mas directa de demostrar la indecidibilidad de RL consiste en utilizar una
reduccion del problema del domind sobre el plano Z X Z (Z x 7. domino problem, también
conocido por Z x Z tiling problem). La reduccién del problema del dominé es una técnica
muy utilizada para demostrar la indecidibilidad de muchas logicas multidimensionales.
Por ejemplo, como dijimos en la Seccién [5.2.2] el problema de la satisfacibilidad de las
férmulas de la légica de compéas [MR99] se ha demostrado mediante esta técnica, pero

utilizando una variante del problema del dominé en el plano N x N.

El problema del dominé en Z x Z se define del siguiente modo:

Definicién 5.1 (Problema del Dominé sobre Z x Z). Dado un conjunto T = {t,... tx}
finito de tipos de fichas (rectangulares y del mismo tamano), el problema del dominé con-
siste en decidir si es posible cubrir completamente el plano O = {(i,7) : i,j € Z} con
copias repetidas de los tipos de fichas. Para cada tipo de ficha t; € T, sean derecha(t;),
izquierda(t;), arriba(t;) y abajo(t;) los colores correspondientes a los lados de t;. Se dice

que T cubre el plano O si existe una funcion f: O — T tal que
derecha(f(n,m)) = izquierda(f(n+ 1,m))

135



CAPITULO 5. RAZONAMIENTO ESPACIAL CUALITATIVO BASADO EN LOGICAS MODALES

arriba(f(n,m)) = abajo(f(n,m+ 1)).

Teorema 5.1 ([Ber66]). El problema del dominé sobre Z x Z es co-RE-completo, 1y por

lo tanto indecidible.

Para codificar el problema del dominé en RL vamos a hacer uso de las variables
proposicionales u y ti,...,tx. La variable u se utiliza para marcar cuales son las celdas

donde es posible colocar las fichas t;.

En primer lugar definimos la modalidad universal del siguiente modo:

COud=0A(  /\  09).

r€Bie X Bia\(e,e)

Consideremos las siguientes féormulas:

Bl =uA Dall(“ - (O(m,e)u A Q(e,m)u));

B2 - Dall(u - /\TEBMXBia\{b,m,e,mi,bi}X{b,m,e,mi,bi} DT—‘U);
BS - Dall(u = Vf:l ti);

By = Oan(u — Af oy iy~ (6 A )

B5 = Da”(u - Vderecha(ti):izquierda(tj)(ti A Q(m’e)tj));
Bg = Da”(u - Varm’ba(ti):abajo(tj)(ti A O(e,m)tj))-

Las formulas B; y By discretizan el plano H x V y establecen una disposicién concreta
de las celdas u, que deben estar colocadas adyacentes unas a otras. La féormula B, descarta
aquellas celdas que no nos sirven. Las férmulas Bs y By codifican las fichas, estableciendo
que las fichas deben coincidir con una celda y que dos fichas distintas no pueden ocupar
una misma celda. Por tltimo las férmulas Bs y Bg codifican las condiciones que deben

cumplir los lados de las fichas.

Lema 5.1. Sea 7 = By A By A B3 A By A\ Bs N\ Bg. Dado un conjunto finito de fichas T,

la formula ®7 es satisfacible si y solo si T puede cubrir O.

Teorema 5.2. FEl problema de la validez de las formulas de RL en la clase de todos los

marcos espaciales es RE-completo.

Demostracién.

Por un lado, el problema de la satisfacibilidad es co-RE-duro como consecuencia del
Lema[B.1ly del Teorema 5.1l Por otro lado, el problema de la satisfacibilidad es recursiva-

mente enumerable ya que como se indica en [MR99] los marcos espaciales se puede definir
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de forma finita en légica de primer orden, y por lo tanto, podemos utilizar la traduccion
estandar de la 16gica modal a la l6gica de primer-orden [BvB0G]. Por lo tanto, el problema
de la satisfacibilidad es co-RE-completeo, y el problema complementario de la validez es
RE-completo. O

5.3.4. Fragmentos Decidibles de RL

La indecidibilidad de RL nos lleva a plantearnos la necesidad de explorar fragmen-
tos mas sencillos, con un poder expresivo parecido y computacionalmente mas eficien-
tes. Una forma de actuar en este sentido es imponer fuertes restricciones sintacticas y/o
semanticas sobre la légica (del mismo modo que se ha hecho con las légicas modales de
intervalos [Mon05]). Algunas de estas estrategias (que se podrian aplicar conjuntamente

o independientemente) son:

1. Restringir los operadores modales a un subconjunto reducido y suficientemente ex-

presivo.

2. Restringir las clases de las estructuras rectangulares sobre las que se interpreta RL.
Por ejemplo, sobre el producto cartesiano de cualquier par de conjuntos totalmente

ordenados, densos o discretos.

3. Utilizar restricciones semanticas de localidad, es decir, restringir la relacion entre el
valor de verdad de una féormula en un rectdangulo y sus valores de verdad sobre sus
sub-rectangulos. Por ejemplo, se puede restringir una variable proposicional de tal
forma que sea verdadera en un rectangulo si y sélo si es verdadera sobre todos los

sub-rectangulos en su interior.

4. Combinar l6gicas de intervalos (con buenas propiedades de decidibilidad) consigo

mismas mediante técnicas de combinacién de légicas que preserven dicha decidibi-

lidad [EG96].

El trabajo realizado en el capitulo siguiente se centra en los puntos 1, 2 y 4 que acaba-
mos de describir. Introduciremos una nueva légica modal de rectangulos que consta de tan
solo cuatro modalidades, pero que posee el suficiente poder expresivo para representar,

bajo ciertas condiciones, todas las relaciones del algebra de rectangulos.






Capitulo 6

La Logica SpPNL

En este capitulo presentamos SpPNL (Spatial Propositional Neighbourhood Logic), una

nueva légica modal espacial para el razonamiento con rectangulos o regiones aproximadas

por rectangulos. SpPNL puede considerarse como la extensién bidimensional de la légica
de intervalos PNL (ver Seccién [(.3.1]).

Este capitulo se estructura como sigue:

En la Seccién 6] se define el lenguaje de la 16gica SpPNL, su sintaxis y su seméntica.

En la Seccién se enuncia un teorema de representacion para los marcos rectan-
gulares de SpPNL.

Una vez presentada la logica SpPNL, en la Seccion [6.3] se muestra su poder expresivo
mediante ejemplos de propiedades interesantes que se pueden definir en el lenguaje
y ejemplos de aplicaciones en el dominio geografico. Ademas, veremos como resolver
el problema de la consistencia de una red de restricciones del dlgebra de rectangulos

utilizando la légica SpPNL.

En la Seccion se demuestra que el problema de la satisfacibilidad de las férmulas
de SpPNL es indecidible.

En la Seccién 6.0 se presenta un método de semidecisién basado en un arbol seménti-

co para el problema de la validez de SpPNL.

Para finalizar este capitulo, en la Seccién se estudia un fragmento decidible de

SpPNL resultante de aplicar una técnica de temporalizacion sobre la 16gica PNL.
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6.1. Sintaxis y Semantica

El lenguaje de SpPNL esta formado por el conjunto de variables proposicionales AP,
las conectivas légicas =y A, y las modalidades (E), (W), (N), (S). El resto de conectivas
logicas, asi como las constantes T y L, se definen de la forma habitual. Las formulas bien
formadas de SpPNL, denotadas por ¢, 1, ..., se definen recursivamente como se expresa

a continuacién (donde p € AP):

¢pu=pl-¢lone|(E)¢|(W)o|(N)o|(S)e.

Dados dos conjuntos totalmente ordenados H = (H,<) y V = (V, <), llamabamos
marco rectangular a la estructura (F, Q(F)) donde F = (H x V) es un marco espacial
y O(F) es el conjunto de todos los objetos espaciales (rectangulos), es decir, O(F) =
{{(h,v), (R,0")) | h <KW, v <2, h,h € Hov,v" € V}. La semantica de SpPNL viene dada
en términos de modelos espaciales del tipo M = (F,O(F), V) donde V : O(F) — 247 es
una funcion de asignacion espacial. La relacion de verdad de una férmula ¢ de SpPNL en
un rectangulo ((h,v), (h',v")) de un modelo M se define recursivamente como se indica a

continuacion:

w M, {((h,v),(W,v")) IFpsiysélosipe V(((h,v),(h, v))), para todo p € AP;
w M, {(h,v), (W V")) IF=¢ siy sblo si no se cumple que M, ((h,v), (I,v")) |- ¢;

w M, {(h,v), (W, 0"))IF oA siysélosi M, {((h,v),(W,v))IF ¢y M, ((h,v), (h,v))IF
(G

M, {((h,v),(h',v")) IF (E)¢ siy sélo si existe un h” € H tal que ’ < h”,y M, {(I,v),
(R, 0") I @

M, {((h,v), (K, v") IF (W)¢ siy sélo si existe un h” € H tal que h” < h,y M, {(h",v),
(h, V') IF &;

M, ((h,v), (R, v")) IF (N)¢ si y sélo si existe un v” € V tal que v' < v”, y M, {(h,v'),
(W, 0") I o

M, {((h,v), (K, v") IF (S)¢ siy solo si existe un v € V tal que v" < v, y M, {(h,v"),
(W, v)) IF ¢.

Como es habitual, denotamos por [X] al operador dual de la modalidad (X), donde (X)
€ {(E), (W), (N),(S)}, y por M |- ¢ para indicar que ¢ es una férmula vdlida en M. La
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(H, <)

Figura 6.1: Ejemplo de férmulas verdaderas en un modelo de SpPNL.

Figura 6.1l muestra un ejemplo de un modelo espacial de SpPNL. Intuitivamente, las mo-
dalidades permiten desplazarnos (verticalmente u horizontalmente) desde un rectangulo

de referencia a otros rectangulos adyacentes compartiendo siempre uno de sus lados.

A continuacion se dan algunos ejemplos de formulas validas sencillas que nos permi-

tiran hacernos una idea aproximada de la expresividad de SpPNL:

1. p — [E}{W)p (es decir, si p es verdadero en el rectdngulo actual, entonces sin
importar a qué rectangulo adyacente nos movamos al este del rectangulo actual,

siempre somos capaces de regresar a p);

2. (WHYW)T A(E)W)p) — pV (WYE)E)p vV (WYW)(E)p (es decir, el dominio

horizontal es un orden lineal);

3. (N)(E)p — (E)(N)p (es decir, las relaciones N y E son conmutativas).

6.2. Teorema de Representacion

En esta seccion abordamos el problema de encontrar una representacién correcta y
completa en logica de primer orden para los marcos rectangulares. Como se pudo ver en
el capitulo anterior, en la literatura sobre razonamiento espacial con légicas modales, se
ha prestado mayor atencién a algunas teorias como el calculo de conexién de regiones. Sin
embargo, por alguna razén, no se han estudiado hasta la fecha teoremas de representacion
para marcos espaciales (basados en relaciones direccionales). Algunos resultados parecidos
en el dominio espacial los podemos encontrar en [LW06], y en [BCAC9S].
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Definicién 6.1. Un marco rectangular abstracto (MRA) es una tripleta (U, E, N, donde
U es un conjunto no vacio, y E,N CU x U.

Para nosotros, los marcos rectangulares abstractos son estructuras de primer orden for-
madas a partir de un universo no vacio U y dos relaciones binarias E (este) y N (norte).
El principal problema es definir las condiciones adecuadas en primer orden sobre E y
N de manera que un marco rectangular abstracto sea isomorfo a un marco rectangular
(concreto) tal y como se definié en la Seccién 6] Los elementos de U se llamarén objetos
(abstractos). Intuitivamente, E (resp., N) se corresponde con la relaciéon (mi,e) (resp.,
(e,mi)) del dlgebra de rectangulos. Como se observa en [BCdCO8], estas dos relaciones

son suficientes para expresar cualquier otra relacion del dlgebra de rectangulos.

Definicién 6.2. Sea MRA = (U, E,N) un marco rectangular abstracto. Entonces, la
relacion W C U x U se define como: Vo, y(zWy < yEzx), y la relacion S C U x U se
define como: Va,y(xSy < yNzx).

Para cada secuencia Si,...,S, € {E,W,N,S}, denotamos a la composicién de las re-
laciones Si,...,Sg por S;...Sg. Ahora, sean Ry = EW UEEW U EWW, R, = SN U

SNN USSN, y considérense las siguientes condiciones en logica de primer orden:

= Dos objetos iguales tienen los mismos extremos:

A1) Va,y(32(zEz A 2Wy) — Vz(zEz — zWy));
2) Va,y(3z(aWz A 2Ey) — Vz(aWz — 2Ey));
) (3=(
) (3=(

>

3) Vr,y(Fz(xNz A 2Sy) — Vz(xNz — 2Sy));
4) Va,y(Fz(xSz A zNy) — Vz(2Sz — zNy));

o>

= Los marcos rectangulares abstractos son planos:

Bl) EW C WEEUEEWUE donde E es la relacién de igualdad, i.e. Vz,y, z[z Ey A
tEz — y = zV IwVk(zEk — yEw ANwEk) AVE(EWw — kWz AwiWy)) V
Jw(\Vk(yEk — zEw ANwEE) AVE(EWw — kWy A wWz2))];

B2) Va,y, z[sWy ANaWz — y = 2V Jw(Vk(Wk — yWw A wWk) ANVE(kEw —
kEz NwEy))V Iw(Vk(yWk — z2Ww A wWk) AVE(kEw — kEy N wEz))];

B3) Vz,y,z[tNy AN eNz — y = 2z V Jw(Vk(zNk — yNw A wNk) A VE(kSw —
ESz ANwSy)) V Iw(Vk(yNk — zNw AN wNk) AVk(kSw — kSy A wSz))];

B4) Vx,y, z[zSy AN xSz — y = zV Jw(Vk(zSk — ySw A wSk) AN Vk(kNw —
ENzANwNy))V Jw(Vk(ySk — zSw A wSk) AVE(kNw — ENy A wNz))];

= Las relaciones son pseudo-transitivas:
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Cl) EEE C EE,ie. Va,y,z,w(xEy NyEz A zEw — 3k(zEk N kEw));

C2) WWW CWW,ie Va,y,z,w(@Wy ANyWz A zWw — Jk(aWk N kWw));
C3) NNN C NN, ie. Vz,y,z,w(xNy A\yNz A zNw — TFk(xNk N kNw));
C4) SSS C SS,ie Va,y, z,w(xSy ANySz A zSw — Fk(zSk AN kSw));

Los objetos abstractos tienen una area no vacia:

O

1) Vo, y, z,w(@zEy AyWz A zWw — x # w);
D2
D3
4) Vx,y,z,w(xSy ANyNz A zNw — x # w);

Vo, y, z,w(xNy ANySz A zSw — x # w);

) (
) (
) Va,y, 2, w(@Wy AyEz A zBw — x # w);
) (

O

Los marcos rectangulares abstractos son normales:

El) Vz,y(Vz(2Ex < zEy) ANVz(zWz «— 2Wy) AVz(zNz < zNy) A Vz(zSz <
25y)) — & =y;

Los marcos rectangulares abstractos son estandar (no tienen ‘agujeros’):

F1) Va,y,z(xEy ANyNz — Jk(zNk N kEZ));
F2) Vo, y, z(xWy ANySz — Jk(zWk N kSz));

Los marcos rectangulares abstractos son conectados:

G1) EW(Ry) U EEW (Ry) UEWW (Ry) y WE(Ry) UWEE(Ry) UWW E(Ry) son

la relacién universal en U,

G2) SN(R,) U SNN(R,) U SSN(R;) y NS(R;) U NSS(Ry) U NNS(R,) son la

relacion universal en U.

Teorema 6.1 (Teorema de Representacion). Todo marco rectangular abstracto que cum-

pla las condiciones A-G es isomorfo a un marco rectangular (concreto).

Demostracion.

Sea (U, E, N) cualquier MRA que cumpla todas la condiciones anteriores. Construimos

un marco rectangular subyacente basado en los puntos de F = (H x V) y el conjunto de

todos los rectangulos en dicho marco espacial.

En primer lugar, tenemos que definir los puntos extremos de los objetos abstractos.

Sea u un objeto abstracto cualquiera para el universo U. Identificamos las coordenadas

horizontales minimas como sigue::

hmin(u) = {x € U | x2W Eu},
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y las coordenadas verticales minimas como:

vmin(u) = {zx € U | tSNu}.

Del mismo modo, podemos definir las funciones hmax(u) y vmax(u). Tenemos que re-
lacionar de algiin modo las coordenadas horizontales y verticales. Para hacerlo, primero
vemos que las relaciones EW, WE, NS,y SW son relaciones de equivalencia en U (por
las condiciones A). Esto quiere decir que los conjuntos Prmin = {[tpmin@) | v € U},
Phmaz = {[Uhmazw) | © € U}, y sus homdlogos verticales son particiones de U. Es facil

observar que las funciones A\, y \,, definidas como:

AM[Wlhmaz(w)) = []nmin(z)

donde uFEzx, y
)\([u]vmaax(u)) = [x]vmin(ax)

(donde uNz), son isomorfismos. De esta manera fijamos nuestra atencién en el conjunto
de coordenadas minimas (tanto en horizontal como en vertical). Definimos ahora los con-
juntos H = Ppynin (y denotamos a sus elementos con h,h/,...) y V = Pypin (v,0,...), ,

por cada uno de ellos, también definimos la relacion < como sigue:

h < h' < hWWEER,

v<v —vSNNvV.

Las relaciones < son dérdenes totales estricto. Restringimos nuestra atencion a la re-
lacién < definida en el conjunto H, ya que el razonamiento realizado es completamente

analogo para V. Para mostrar que < ordena totalmente a H tenemos que demostrar que:

1. < es irreflexiva. Supongamos que h < h para algun h € H. Esto significa que existe
algtin u € U tal que [tu]pmin(u)W EE[u]pmin(u), es decir, uW E Eu, lo cual se contradice

con la condicién D.

2. < es transitiva. Supongamos que h < h' y h' < h” para algun h,h',h" € H.
Esto quiere decir que algin w,v,w € U se cumple que [u]pminfW EE[V]hmin], ¥
que [V]pminfu) W EE[W]pminp), €s decir, ulWWEEv y vW EEw. Por las condiciones A,
tenemos que EWE C E|y, por tanto, se cumple que ulW EE FEw. Por las condiciones
C, resulta que uW EEw, es decir, [u]pmin)W EE[W]|hmin(w), ¥, por tltimo, h < h”.

3. < es lineal. Supongamos que h < h' y que h < h” para algun h,h',h” € H. Esto
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quiere decir que para algin u, v, w € U se cumple que [u]pminjyW EE[V]nminj), ¥ que
(U] hminfu) W E E[W]hminfe), €s decir, uW EEv y ulWW EEw. Ahora, por las condiciones
B, para algin t € U debe ser el caso en el que uWt y que existen t',t" € U
con tEt, tEt", t'Fv, y t"Ew. Por las condiciones B, tenemos tres posibilidades:
(i) t' = t", que implica, por las condiciones A, que v = w, y, por consiguiente,
que hmin(v) = hmin(w), es decir, K’ = h”; (ii) existe algin objeto abstracto z
tal que t'Ez y ese z para cada objeto abstracto k, zEk < t"Ek, es decir, zEw,
lo cual implica que vEt, t'Ez, v zEw, es decir vW EEw o, en otras palabras,
hmin(v) < hmin(w) por definicién; (iii) similar a (ii), pero intercambiando los roles
det' y t.

4. < es total. Directamente de las condiciones G.

Por tltimo, sea H = (H, <) y V = (V, <), y sea O(F) = {{(h,v), (W,v)) | h < h' v <V,
h,h' € H v,v" € V}. Tenemos que demostrar que O(F) es isomorfo a U. Considérese la

siguiente funcion p : U +— O(F) definida como

Claramente [t|pmin(u) < [Whmaz(u) ¥ [ hminw) < [U]hmaz(), 10 que significa que (([@]pmin(u),
[UWvmin(u))s (AU rmaz(u))s A([]omazw)))) €s un rectangulo bien definido en O(F). Tenemos

que demostrar que p es un isomorfismo.

1. p es inyectiva. Sea p(u) = p(v). Entonces (([u]nmintu): [Uominw)): (A([U]rmaz()),
)‘([u]vmax(u))» debe igual a <([U]hmin(v)7 [U]vmin(v))v ()‘([U]hmax(v))7)‘([U]vma:0(v)))> (com-
ponente a componente). Por definicién, para todo ¢,t' tal que uEt y vEt' (resp.,
W, N, S), tenemos que [t|pminf = [t'|aminy)- Por las condiciones A, tenemos que v y
v ‘ven’ los mismos objetos abstractos en cada una de las cuatro direcciones, y, por

las condiciones E, u = v.

2. p es suprayectiva. Sea h,h' € H, v,v' € V., y sea ((h,v),(h,v")) € O(F), y te-
nemos que demostrar que existe algin u € U tal que p(u) = ((h,v), (h',v")). Si
((h,v), (W,v")) € O(F), entonces h < h' y v < v/, y existe t,s,w,z € U tal que,
[t hmin) = Ps[S]hmin(s) = IS [W]ominw) = V,[2]omin(z) = v'. Por definicién, tenemos que
tWEEsy wSNNz, lo que implica la existencia de algin ¢, w’ € U tal que tW Et/,
t'Es, wSNw', y w' Nz. Ahora, de la existencia de ¢, w’, podemos demostrar que es
posible ir desde t' a w’ (y en el sentido contrario) por medio de elementos de U (explo-
tando las condiciones G, es decir , el conexionismo del marco rectangular abstracto),

y deducir la existencia de cierto objeto u € U tal que [t]pmin(w) = MU hmazw) = I,
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(U ymin(u) = Vs [V]vmaz) = ' (por las condiciones F), que es exactamente el objeto

abstracto que estamos buscando.

3. p respeta las relaciones. Es inmediato por las definiciones.

6.3. Poder Expresivo y Posibles Aplicaciones

En esta seccion daremos ejemplos sencillos que nos sirvan para mostrar el poder ex-
presiva de SpPNL. Antes de pasar a ejemplos méas practicos consideremos las siguientes
expresiones que nos seran de utilidad:

hor(¢) = [W][W][E]¢ A [W][E][E]¢ A [E][E][W]e A [E][W][W]¢,
ver(¢) = [S][S][N]¢ A [S][N][N]¢ A [N][N][S]¢ A [N][S][S]¢

El operador hor(¢) (ver(¢)) establece que la férmula ¢ se satisface en todo rectangulo
cuya coordenada horizontal (vertical) sea la misma que la del rectangulo actual. Gracias

a estos operadores en SpPNL es posible definir el operador diferencia del siguiente modo:

[#1(¢) = hor(¢ Aver(9)),

y por tanto, podemos simular la modalidad universal, 1a modalidad existencial:

G(o) = o N[#]o, E(¢) = -G(—9),

y los nominales:
n(p) =p A [#](-p),

donde G(¢) significa que ¢ se satisface en todo rectangulo y n(p) significa que p no se

satisface en ningun otro rectangulo que no sea el actual.

6.3.1. Ejemplos en el Dominio Geografico

Jugando con los cuatro operadores modales de SpPNL podemos definir otras relacio-
nes cardinales naturales tales como sureste o noroeste. Por ejemplo, podemos definir el

operador modal sureste como:
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(SE)¢ = (E}S)oV (E)S)(S)oV (E)ENS)o Vv
(E)(E)(S)(S)¢-

Podemos observar que la definicién anterior incluye a cualquier regién al sureste de la
region actual, sin importar si sus M BB se tocan o no(en cualquiera de los dos ejes).
Ademads, en SpPNL es posible expresar 2 de las 8 relaciones topolégicas de RCC8 (las

relaciones desconectado e igual) en el espacio topoldgico de todos los rectangulos.

Como otro ejemplo sencillo, podemos traducir a SpPNL la siguiente frase del lenguaje
natural tomada prestada del contexto geogréafico: supongamos que al sureste de la region
actual existe una region que contiene agua (w), al noroeste de la cual no hay ningin drbol
(t). Podemos deducir que existe al menos una region al este de la actual (con ningin lado
en comiun con ella) que no tiene drboles. Esta afirmacion puede expresarse mediante la

siguiente formula vélida:

(S)(E)(w A(E)T A=(N)(E) ) — (E)(E)-t.

Por tultimo, el siguiente ejemplo muestra como expresar propiedades de distancia
(métricas) en SpPNL. Supongamos que queremos realizar una tarea de razonamiento
sobre un plano de una ciudad con el objetivo de comprobar que se cumplen ciertas condi-
ciones. Aunque SpPNL no tiene la capacidad de expresar propiedades métricas, podemos
asumir que para la mayoria de aplicaciones en el dominio geografico es posible establecer
un tipo de limites sobre los modelos. Partiendo de esta suposicién, podemos simular una
matriz sobre la cual existe una nocién de unidad espacial (Figura [6.2]). Hay que destacar
que este tipo de divisién del espacio, en unidades rectangulares (normalmente cuadradas),
es muy utilizada en los Sistemas de Informacion Geogrdfica para la representacion de da-

tos espaciales, donde reciben el nombre de estructura o representacion raster [WDO04].

Sea u; j la representacion de una unidad espacial. Queremos que nuestro modelo quede
encajado dentro de dichas unidades. Para ello, hacemos uso de los nominales. Supongamos,
en el contexto de nuestro ejemplo, que necesitamos sélo k, unidades en la dimension
horizontal y unicamente k, unidades en la vertical. Consideremos el siguiente conjunto de

formulas:
i=ky,j=hy,

A Cluy —w),

i=1,j=1

n(p1) A (E)(n(p2) A (E)(nlps) A ... .0))),
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Ul ky éui'ky Ufox, by
S Uy N Y
U2

pr | P2 L Di: P«

Upg | Uag | D Ui U1

Figura 6.2: Matriz de unidades espaciales.

i=ky

/\ G(n(p:) = (n(uir) A (N)(n(uiz) AN)(--) - 0)),

i=ky,j=ky

N Gluiy = (Byui).
i=1,j=1
Para que este marco de trabajo sea 1til, tenemos que asumir que toda letra proposicional

con la que queramos trabajar se sitiia inicamente sobre multiplos de nuestras unidades:

A G(p — (E)(S)u A (N)(E)u A (W){N)u A (S)(W)u)).
peAP\{u,u; j,pi }

Con esta configuracién espacial, podemos razonar no sélo sobre las propiedades légicas
de los rectangulos, sino también, hasta cierto punto, sobre las distancias relativas entre
objetos siempre que sea en términos de las unidades establecidas. Por ejemplo, considere-
mos la siguiente afirmacion espacial del lenguaje natural: todo colegio tiene al menos un
punto de acceso publico. Podemos abstraer la sentencia anterior del siguiente modo: si un
area estd etiquetada con ‘Colegio’, entonces existe al menos un unico drea, localizado en
el mismo borde y a no mds de una unidad de distancia de una esquina, y estd etiquetado

con ‘Punto de acceso’. Formalmente, en SpPNL, esta afirmacién se escribiria como:

G(Colegio — NE—FEsquinaPuntoAccV SE—FEsquinaPuntoAccV
SW —EsquinaPuntoAcc N NW — EsquinaPuntoAcc),
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SHE—=EE
=< | =
—e| =
clele
cle
¢
14 |
=€ === =
= |c —
==l - -
clelels ‘- /g-{éi;;

Figura 6.3: Ejemplo de aplicacién de SpPNL.

donde

NE—EsquinaPuntoAcc = (N)(E)(uA

(W)(u A (S)((u A (PuntoAcc V (S)(u A PuntoAcc)))))V
(S)(u A (W) ((u A (PuntoAcc V (W) (u A PuntoAcc))))),

y de forma similar para X —FEsquinaPuntoAcc, con X € {SE,SW,NW}.

Consideremos ahora el siguiente requerimiento de seguridad: desde un punto de acce-
so no debe haber menos de una unidad de distancia a la siguiente calle. Esta sentencia
se puede abstraer como: entre cualquier par de unidades de drea, etiquetadas respecti-
vamente con 'Punto de Acceso” y ’Calle”’, debe haber al menos un drea unidad que no

esté etiquetado con ’Calle ”. Utilizando la siguiente expresion

WnidadDist(q) = ~(E)(¢'V (N)g"V (S)q') A=(N) (¢ V (W)q') A ~(W)(q"V (S)¢') A ~(S)d,

donde ¢ = ¢ A u, podemos formalizar el requerimiento como se indica a continuacion:

G(PuntoAcc — 1UnidadDist(Calle)).

En la Figural@.3]se puede ver una posible representacion grafica que satisface las férmu-
las y restricciones anteriores. Por falta de espacio se ha utilizado la variable proposicional

¢ para marcar las zonas consideradas como Calle, es decir, G(c — Calle).

149



CAPITULO 6. LA LOGICA SPPNL

si

]
[ [ [P
-\ HE- e

di

10 i

e - B B

Figura 6.4: Las 25 relaciones basicas del RA que pueden expresarse directamente en
SpPNL.

6.3.2. Comparativa con el Algebra de Rectangulos

En esta seccion utilizaremos la l6gica SpPNL para resolver el problema de la sastisfa-
cibilidad de una red de restricciones del dlgebra de rectangulos (ver la Seccion B]). En el

lenguaje de SpPNL solo es posible expresar directamente 25 de las 169 relaciones béasicas
del RA (ver la Figura [6.4]).

Sea R = {ry,ra,...,r,} una relacién de RA, donde cada r; es una relaciéon bésica
de RA. Denotdbamos por B,, al conjunto de relaciones basicas del RA. Asi pues, toda

relacion de RA pertenece al conjunto 257, lo cual significa que hay 2'% relaciones posibles.

Definiciéon 6.3. Sea O(F) el conjunto de todos los rectangulos definidos en un marco
espacial F = (H x V), donde H y V son conjuntos totalmente ordenados. Llamaremos
restriccién rectangular a la expresion (O; R O;), donde O;,0; € O(F) y R es una relacion
de RA. Una red de restricciones rectangulares M es un par (O, €) donde © C O(F) y €

es un conjunto de restricciones rectangulares entre elementos de O.
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Dada una red de restricciones rectangulares N, el principal problema es saber si es consis-
tente o no. Una red de restricciones rectangulares es consistente si y sélo si la informacién

espacial representada por 1 es coherente.

Definicién 6.4. Una red de restricciones rectangulares (O, €) es consistente si y sdlo si

existe una instancia concreta de todo el conjunto O que respete todas las restricciones en
¢.

A continuaciéon mostraremos como es posible comprobar la consistencia de una red
de restricciones rectangulares O comprobando la satisfacibilidad de la correspondiente
féormula ¢(N) en SpPNL. Para ello, primero mostraremos como es posible expresar una
relacion de RA (bésica o no bésica) en SpPNL. Utilizaremos la simulacién de nominales
introducida al principio de la Seccion para traducir relaciones basicas en férmulas de
SpPNL. En general, considérese una restriccion rectangular (O; R O;). Supongamos que
el conjunto de variables proposicionales AP’ contiene dos letras proposicionales p(O;) y
p(O;). Ahora, queremos escribir una férmula ¢z (O;, O;) tal que, para cualquier modelo es-
pacial M = (F,O(F), V), tenemos que M, ((h,v),(h',v")) Ik ¢r(O;, O;) siy sélo si, dandose
el caso en el que p(0;) € V({(h,v), (R',v"))), entonces p(O;) € V({(h",v"), (K", v"))) para
algin rectangulo ((h”,v"), (K", v")) tal que ((h,v), (h',v")) R ((h",v"), (R",v")).

Definicién 6.5. Dada una restriccion rectangular (O; R O;), decimos que la formula
or(O;, Oy), expresada en SpPNL, satisface (O; R O;) si y sélo si ¢pr(O;, O;) satisface la

propiedad anterior.

Para empezar consideraremos primero las relaciones basicas. Seran necesarias 169
formulas distintas para traducir todas las relaciones basicas. Podemos dividir dichas re-

laciones en tres grupos como se indica a continuacion.

Relaciones basicas directas. Son las 25 relaciones basicas que se pueden expresar direc-
tamente en SpPNL. Por ejemplo, la restriccion (O; (e, e) Oy) puede expresarse mediante
la férmula p(O;) — p(O3). Otro ejemplo serfa la restriccion (Op (b,b) Oz), que puede
expresarse con la formula p(O;) — (E)(E)(N)(N) p(Oy).

Lema 6.1. Para toda restriccion rectangular (O; v O;) donde r es una relacion bdsica
directa de RA, existe una formula ¢,.(O;,0;) en SpPNL que satisface (O; v Oy).

Relaciones basicas parcialmente indirectas. Una relacion bésica parcialmente indi-
recta r = (14, 7;) es una relacién bdsica en la que exactamente una de sus componentes
puede expresarse directamente en SpPNL. Centrandonos en un solo eje, hay 5 relaciones
de Allen que se pueden expresar en SpPNL, que son {e,m,b,mi,bi}. Esto quiere decir
que hay 80 relaciones bésicas parcialmente indirectas: si r = (r;,7;) es una relaciéon par-

cialmente indirecta, entonces r; puede tomarse de un conjunto de 5 relaciones de Allen, y
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0,

_________

(a) (b)

Figura 6.5: Ejemplos de relaciones basicas no directas entre rectangulos. Restriccion
Oy (di,bi) Oq (a), y restriccion O (o,0i) Oy (b).

r; del conjunto que queda de 8 relaciones de Allen, o al contrario. Por ejemplo, la relacién
(di, bi) es parcialmente indirecta. Resulta que, si (O; r O;) es una restriccién rectangular
formada por una relacién parcialmente indirecta, haciendo uso de como mucho dos (simu-
laciones de) nominales es posible escribir una férmula ¢,.(O;, O;) en SpPNL que satisface

r.

Considere por ejemplo la restriccién Oy (di, bi) Os representada en la Figura [6.5H(a).
La variable proposicional denotada por R; representa un nominal que se puede utilizar
para expresar la relacién (di,bi). Considérese la férmula ¢q;pi(O1,02) = p(O1) — (E)
n(pr,) A (W) (E)(E) ((E)(E) n(pr,)A (S)(S) (p(O2))), donde p(Oy), p(O,) son variables
proposicionales que representan objetos, y pg, es una variable proposicional utilizada para

simular un nominal.
Proposicién 6.1. La formula ¢a; piy (O, O2) satisface la restriccion Oy (di, bi) Os.

Demostracion.

Supongamos que existe un modelo espacial M tal que M, ((h,v), (1, v")) Ik G (aipi (On,
O3). Esto quiere decir que M, ((h,v), (F/,v")) IF p(O1) — (E) n(pgr,) A (W)(E) (E) ((E)(E)
n(pr,) N (S)(S) (p(O2))). Suponga ahora que p(O;) € V({(h,v), (F',v"))). En este caso,
tenemos que en algin objeto ((h',v), (ﬁ,v’)} tal que ' < h se satisface PRy, Y NO se
satisface en ninguna otra parte. Asi pues, como en el objeto ((h,v), (h/,v")) se satisface
(WY(E) (E) ((E)(E) n(pgr,) N (S)(S) (p(Os))), la tnica forma posible de poner p(Os) es
justo sobre un objeto ((h”,v"), (b, v")) tal que h < A", k" < I', y v" < v. Por lo tanto,
((h"; "), (K", v")) cumple la relacién (di, bi) con respecto a ((h,v), (h',v")). O

El siguiente lema requeriria una demostracion similar para cada uno los 80 casos distintos.

Lema 6.2. Para cada relacion bdsica parcialmente indirecta r existe una formula ¢,(O;,

O;) en SpPNL que satisface la restriccion rectangular (O; r O;).
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Relaciones basicas indirectas. Una relacién bésica indirecta r = (r;, ;) es una relacion
basica de RA tal que ninguna de sus componentes puede ser expresada directamente
en SpPNL. Como hemos visto antes, 8 de las 13 relaciones de Allen (implicadas en las
proyecciones de dos objetos sobre el mismo eje) no pueden ser expresadas directamente
en SpPNL. Dichas relaciones pertenecen al conjunto B;, \ {e,m, b, mi, bi}, donde B, es el
conjunto de todas las relaciones de Allen. Esto quiere decir que hay 64 relaciones basicas
indirectas: si r = (r;,7;) es una relaciéon bésica indirecta, entonces r; y r; pueden tomarse
de un conjunto de 8 relaciones de Allen. Por ejemplo, la relacién (o,0i) es indirecta.
Resulta que si r es una relacion basica indirecta, haciendo uso de como mucho cuatro
(simulaciones de) nominales, es posible escribir una férmula ¢,(0;, O;) en SpPNL que
satisface (O; r O;).

Consideremos por ejemplo la restriccion Oy (o0,0i) Os, representada graficamente en
la Figura [6.5+(b). Las variables proposicionales Ry, Ry, R3 y R4 representan letras propo-
sicionales que pueden utilizarse como simulaciones de nominales para conseguir expresar
la relacién (o, 0i). Considérese la férmula ¢(o0i)(O1,02) = p(O1) — n(pgr,) A (W)n(pg,)
A (E) (E) (W) (W]=pr, A W] W]=pr, AAW) (W) pr, A (n(pr,)NMN)n(pr,) A (S) (S)
(N) (p(O2)AIN] ~pr, A IN]IN]-pr, AXNY (N) pr,))).

Proposicién 6.2. La formula ¢, 0 (O1, O2) satisface la restriccion rectangular Oy (o, 0i)
Os.

Demostracion.

Supongamos que existe un modelo espacial M tal que M, ((h,v), (I, V")) IF ¢ (0,0i)(O1,
Oz), vy M, ((h,v),(h,v")) IF p(O;). Esto quiere decir que el mismo rectangulo ((h,v),
(h',v")) hace verdadero a pg,, vy que pg, es falso en cualquier otro lugar. Ademds, por
(W)n(pg,), tenemos que en algin rectangulo ((h”,v), (h,v’)) con h” < h la letra proposi-
cional pgr, es verdadera, y no lo es en ninguna otra parte. Ahora, la inica forma de poner
PR, €s en algin rectangulo ((h,v), (/,v')) tal que su proyeccién en el eje z, [h, B'], se su-
perpone al intervalo [h, h']. De esta forma, pg, es verdadera en ((h,), (W, 7)) pero no en
ninguna otra parte, y pg, es verdadera en algiin rectangulo ((h, '), (R/,v")), con v’ < v”,
y en ningin otro lugar. Usando la misma estrategia que antes, p(Oz) debe ponerse en
algiin rectangulo ((h,0), (R, v')) tal que su proyeccién en el eje y [0, '] tenga la relacién

overlaps con [v,v']. O
De nuevo, examinando los diferentes 64 casos es posible probar el siguiente lema.

Lema 6.3. Para cada relacion bdsica indirecta r, existe una formula ¢,(O;, O;) en SpPNL

que satisface O; r O;.

Ahora consideremos una relacién disyuntiva R = {r1,...,r,}. Dicha relacion se inter-

preta como una disyuncién légica. Asi pues la restriccién rectangular (O; R O;) se cumple
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siy sélo si se cumple \/7", ((O; ¢ Oy)). Por lo tanto, obtenemos los siguientes resultados.

Lema 6.4. Dada una restriccion rectangular del tipo (O; R O;), donde R = {ry, ... .1y},
la formula ¢r(O;,0;) = 1 (¢r,(0;,04)) en SpPNL satisface (O; R Oy).

Por 1ltimo, nos queda por demostrar el resultado principal, es decir, que para toda red
de restricciones rectangulares existe una férmula en SpPNL que es satisfacible si y sélo si 9
es consistente. Considérese una red de restricciones rectangulares cualquiera 91 = (€, 0),
donde U = {04,...,0,} vy € ={0k, Ri O}, 1 < ki, ks <n, 1<k <cdondec=|C|
Para una restriccién dada del tipo (O, Ry Og,), donde Ry = {ry,...,r,}, abusando
un poco de notacién, denotaremos por ¢g, (Ok,, Ok,, Ri) a la formula en SpPNL que
satisface Ry, donde Ry, es el conjunto de todas las variables proposicionales pg, utilizadas

para simular nominales en ¢g, (O, , O,). Considérese la siguiente férmula:

(b(m) = /\(E(n(p(Ol)))) N /\(G(¢Rk (Oku Okzﬂ %k)))v

donde para cada i, p(O;) es una letra proposicional y para todo 1 < s,t < ¢, si s £t
entonces R, NR; = J.

Teorema 6.2. Sea M = (O, €) una red de restricciones rectangulares. Entonces N es

consistente si y solo si la formula ¢p(M) en SpPNL es satisfacible.

6.4. Indecidibilidad

En esta seccion demostramos que el problema de la satisfacibilidad de las férmulas
SpPNL es indecidible. Para tal fin, demostramos que el problema de la satisfacibilidad de
la 16gica de compds (introducida en la Seccién £2.2), que resulta ser indecidible [MR99),
puede reducirse polinomialmente al problema de la satisfacibilidad de la légica SpPNL.
Como sabemos, tanto la légica de compas como SpPNL se interpretan sobre marcos
espaciales del tipo F = H x V donde H y V son conjuntos totalmente ordenados. En el
contexto de la siguiente demostracion, tanto para SpPNL como para la légica de compés
no importa si el marco espacial se construye sobre el producto cartesiano de dos conjuntos
idénticos o no. Por simplicidad, en el resto de la seccién, trabajaremos sobre la hipotesis
de que las dos légicas se interpretan sobre el marco espacial F = H x V, con H = V.
Utilizaremos las letras f,g,... para denotar a las féormulas de la logica de compas de

manera que podamos diferenciarlas de las férmulas de la l6gica SpPNL.

Teorema 6.3 (Indecidibilidad de la Légica de Compds [MR99]). El problema de la sa-

tisfacibilidad de la logica de compas es co-RE-completo.
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Considérese la siguiente traduccion 7 de las férmulas de la 16gica de compds a las
formulas de SpPNL:

= 7(p) = p;

w 7(=f) =27(f);

= 7(fAg)=T(f) AT(9);
= 7(0f) = (N)7(f);

= 7(0f) = (E)7(f);

= 7(Of) = [NISHS)T(f);
= 7(0f) = [EWHW)7(f).

Ahora demostramos que para cualquier formula f de la l6gica de compas se cumple que f
es satisfacible si y sélo si la férmula 7(f) de SpPNL es satisfacible. Consideramos una clase
particular de modelos de SpPNL. Dado un conjunto finito AP de variables proposicionales
y cualquier modelo M = (F,O(F),V) de SpPNL entonces decimos que M es upright
local (con respecto a AP) si, para toda letra proposicional p € AP y todo rectdngulo
(W, "), (h,v)), tenemos que p € V(((h',v'), (h,v))) si y sélo si p € V(((h",v"), (h,v)))
para todo h” < h y v" < v. Esta clase de modelos de SpPNL se caracterizan por una
evaluacién uniforme de las letras proposicionales de AP sobre todos los objetos que tienen
la misma esquina superior derecha. Esta restriccion de localidad se puede definir en el

lenguaje de SpPNL mediante la siguiente formula:

AAP) =\ G((p < INIEI[SIWIp) A (=p « [N]E][S][W]-p))

peEAP

donde G es el operador universal ya definido anteriormente en la Seccién El tamano

de A(AP) es polinomial en orden de |AP|.

Lema 6.5. Dado un modelo M de SpPNL y un conjunto finito de variables proposicionales
AP, M I+ A(AP) si y solo si M es upright local con respecto a AP.

Demostracion.

(=) Por contradiccién, supongamos que M = A(AP) y que M no es upright local con
respecto a AP. Si M no es upright local entonces existen dos rectdngulos ((h',v'), (h,v)) v
((h",v"), (h,v)) para algin b < h,v" <vy h" # W, 0" # v tales que p € (W', v), (h,v))
y —p € ((R",v"), (h,v)). Como M IF A(AP) y p € AP, por la relacién de verdad definida
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sobre SpPNL, tenemos que M, ((k',v"), (h,v)) IF A(AP) y por tanto p € ((h"”,v"), (h,v))
para todo rectangulo con A" < h,v” < v. Si hacemos h"' = h"” y v"" = v” tenemos que
pA—p € (K", v"), (h,v)) lo cual no es posible.

(«<=) De nuevo, por contradiccién, supongamos que M es upright local y que M W
A(AP). Si M ¥ A(AP) entonces existe un rectangulo ((h’,v’), (h,v)) en el que, para
algin p € AP, no se satisface p; = (p < [N][E][S][W]p) o no se satisface @y = (—p <

= (p < (N)(E)S)HW)-p),
y por la semantica de SpPNL se tiene que si p € V(((h',v’), (h,v))) entonces existe un
rectangulo ((h”,v"), (h,v)) con h” < h',v" <o’ tal que p ¢ V({(h",v"), (h,v))), lo cual no
es posiple por la hipotesis de que M es upright local. Lo mismo sucede si consideramos

[N][E][S][W]=p). Sino se satisface ¢, entonces se satisface -y

que no se satisface @s. O]

Sea AP|s el conjunto de todas las variables proposicionales que aparecen en f. Utili-
zando una técnica similar a la que podemos encontrar en [BMGOG], es posible demostrar
que 7(f) es satisfacible sobre los modelos upright local de SpPNL si y sélo si f es satis-
facible. Para ello hay que proporcionar una traduccién adecuada entre los modelos de la

logica de compds y los modelos upright local de SpPNL, y viceversa.

Lema 6.6. Sea f una formula cualquiera de la logica de compads, entonces f es satisfacible
si y solo si T(f) N A(AP|s) es satisfacible en la clase de todos los modelos upright local
de SpPNL.

Demostracién.

En primer lugar, consideremos la siguiente traduccion de los modelos M de la logica
de compas a los modelos upright local de SpPNL: sea M = (F,v) un modelo de la 16gica
2A’P

de compés donde F es un marco espacial y v : F +— es una funcién de evaluacion,

entonces 7(M) se define como 7(M) = (F, O(F), V) donde O(F) = {{(h,v), (W,v")) | h <
R v <o A(hv), (W,0) € F} y V: OF) — 247 se define como p € V(((h,v), (h',v")))
para todo (h,v) € F tal que h < h/;v </, si y sélo si p € v((h,v')), para todo p € AP.

Procedamos con la demostracion por induccién sobre las formulas f de la légica de

compas.

» Caso base. p es satisfacible en M si y sélo si existe un punto (h',v") para el que
p € v((W,v")). Por otro lado, 7(p) A A(p) es satisfacible en 7(M) si y sélo si existe
((h,v), (W, v")) tal que 7(M),{(h,v), (K, V")) IFpy 7(M), {((h,v), (R, v")) IF A(p).

Por la traduccién 7(M), p € v((h',v")) siy sélo si p € V({((h,v), (h',v"))) para todo
(h,v) con h < h' y v < ',y por tanto 7(M),((h,v), (h',v")) I p, y por el Lema
B35, 7(M), ((h,v), (K, v")) IF A(p) siy s6lo si 7(M) es upright local. Por lo tanto,

concluimos que p es satisfacible en M siy s6lo si 7(p) AA(p) es satisfacible en 7(M).
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» Supongamos ahora que f es satisfacible para algin modelo M siy sélo si 7(f) A
A(AP|¢) es satisfacible para 7(M) (hipdtesis inductiva), es decir, supongamos que
M, (W, v')IF fsiysolosiT(M),((h,v), (R, 0")) IF7(f) NA(AP|f). Los casos de —f

y f A g son triviales. Veamos a continuacion los casos para los operadores modales.

» (Of). Of es satisfacible para algin modelo M si y sélo si existe (h/,v') tal que
M, (W, V") IF Of vy por tanto existe v” > v’ tal que M, (h',v") IF f.

Por otro lado, 7(0 f)AA(AP|s) es satistacible en 7(M) siy solo si existe ((h,v), (h',v"))
tal que 7(M), ((h,v), (R',v")) IF (N)T(f) AN A(AP|;), si y sélo si existe v > v’ tal
que (M), {((h,v"), (W', 0")) IF 7(f) N A(AP|).

Por la hipétesis inductiva O f es satisfacible en M y (h',v") si y sblo si 7(Of) A
A(AP|y) es satistacible en 7(M) y ((h,v), (R, 0")).

» (Of). Of es satisfacible para algin modelo M si y sélo si existe (h/,v') tal que
M, (b, 0") IF O f y por tanto existe v < v’ tal que M, (W', v") IF f.

Por otro lado, 7(¢ f)AA(AP|f) es satisfacible en 7(M) siy sélo si existe ((h,v), (R, v'))
tal que 7(M), ((h,v), (W, v")) Ik [N](S)Y{S)T(f) AN A(AP|s) , siy sélo si

V"' > 0" (M), (R0, (B, 0") TE(SYSYT(f) A A(AP|f) <
F" <" (M), ((h, "), (W, ")) IF (S)T(f) NA(AP|;)

Fo* <" <" T (M), ((h,v"), (B, 0") IF7(f) N A(AP[f).

Por la hipétesis inductiva ¢ f es satisfacible en M y (h',v") si y sblo si 7(Of) A
A(AP|f) es satisfacible en 7(M) y ((h,v), (R, v")).

» (Of, ©f). De forma similar a Of y ¢ f.

]

Teorema 6.4. El problema de la satisfacibilidad de SpPNL sobre la clase de todos los

marcos rectangulares no es decidible.

Demostracion.

Por reduccién al absurdo, supongamos que el problema de la satisfacibilidad de SpPNL

es decidible, entonces por el Lema el problema de la satisfacibilidad de la logica de

compas también lo es, lo que nos lleva a una contradiccién con el Teorema [6.3] O]

Adicionalmente, podemos afirmar que el problema de la validez de las féormulas de

SpPNL sobre marcos rectangulares es RE-completo. Por la reduccion anterior del pro-

blema de la satisfacibilidad de la légica de compas, el problema de la satisfacibilidad de
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SpPNL es al menos co-RE-duro, y por lo tanto el problema complementario de la validez
es RE-duro. La pertenencia a RE se puede obtener de dos formas. Por un lado, como con-
secuencia de los teoremas de correccién y completitud del método de deduccién basado
arboles seméanticos propuesto en la Seccién [0l Por otro lado, observando que la clase
de marcos espaciales (y por lo tanto la de los marcos rectangulares) se puede definir en

16gica de primer orden mediante una traduccién estandar [MR99].

6.5. Deduccién basada en un Arbol Semantico

En esta seccion proponemos un método de deduccion terminante, correcto y completo
basado en un &arbol semantico para el problema de la validez, y por lo tanto de la no
satisfacibilidad, de las formulas de la légica SpPNL. Es decir, dada una férmula ¢ €
SpPN L como entrada, si el método termina y devuelve ‘Falso” entonces ¢ no es satisfacible
(y por lo tanto —¢ es vélida). En otro caso, no podemos decir nada sobre la satisfacibilidad
de ¢ (validez de —¢) ya que, como se demostré en la seccién anterior, se trata de un

problema semi-decidible.

Dentro de la légica modal, el método de arbol semantico que aqui presentamos se
clasifica dentro de los llamados métodos explicitos (ver [DGHP99]), es decir, aquellos en los
que la relacién de accesibilidad se representa explicitamente mediante algin mecanismo de

etiquetado de féormulas. Este método comparte muchas caracteristicas con los propuestos

en [GMS03] y [GMSS05] para légicas modales de intervalos.

6.5.1. El Método

Empezaremos dando la definicién de algunos conceptos basicos sobre arboles semanti-

COS:

Definicién 6.6 (Arbol Finito). Un arbol finito es un grafo dirigido conexo y finito en el

que cada nodo, excepto uno (la raiz), tiene exactamente un arco de entrada.

Definicién 6.7 (Sucesor). Un sucesor de un nodo n es otro nodo n' tal que existe un arco

desde n an'.
Definicién 6.8 (Hoja). Una hoja es un nodo que no tiene sucesores.

Definicién 6.9 (Camino, Rama). Un camino es una secuencia de nodos ny, ..., ny tales
que, para cada v =0,...,k —1, n; 1 es un sucesor de n;. Una rama es un camino desde

la raiz hasta una hoja.
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Definicién 6.10 (Altura de un Nodo). La altura de un nodo n es la longitud mdzima
(nimero de arcos) de un camino desde n a una hoja. Sin,n’ pertenecen a la misma rama
y la altura de n es menor que (resp. menor o igual que) la altura de n', se denota con n

<n' (resp.n < n').

Definicién 6.11 (Férmula Etiquetada, Decoracién de un Nodo). Si C, = (Cy, <) y
C, = (C,, <) son dos conjuntos finitos totalmente ordenados, una férmula etiquetada,
con etiqueta en C = (C, x C,), es un par (¢, ((hi,v;), (hg,v1))), donde ¢ € SpPNL y
((hiyvj), (hg,v)) € O(C). Para un nodo n en un drbol T, su decoracién v(n) es una
tripleta ((¢, ((hi,vj), (hi,w))), C,uy), donde (¢, ((hi,vj), (hi,v1))) es una formula etique-
tada, con etiqueta en C, y u, es una funcion de bandera local que asocia los valores 0 o

1 con cada rama B en T que contiene a n.

El valor 0 de la funcién de bandera local para un nodo n con respecto a una rama B

significa que n puede expandirse en B.

Definicién 6.12 (Arbol Decorado). Un érbol decorado es un drbol en el que cada nodo

tiene una decoracion v(n).

Para cada arbol decorado, utilizamos también una funcion global de bandera u que actia
sobre los pares (nodo, rama hasta ese nodo), y que se define como u(n, B) = u,(B). Para
cada rama B en un arbol decorado, denotamos por Cp al marco espacial que pertenece
a la decoracién del nodo hoja de B (y, de forma similar, nos referimos a C,,, y C,,,), y
para todo nodo n en un arbol decorado, denotamos por ®(n) a la férmula perteneciente
a su decoracion. Si B es una rama, entonces B - n es el resultado de la expansion de B
con el nodo n. De forma similar, B -n; |...| ng es el resultado de la expansién de B con

k nodos sucesores inmediatos (dando lugar a k ramas que extienden a B).

Definicién 6.13 (Regla de Expansién). Dado un drbol decorado T, una rama B pertene-
ciente a T, y un nodo n € B tal que v(n) = ((¢, ((hi,v;), (hi,v1))),C,u), conu(n, B) =0,
la regla de expansion para B y n se define como a continuacion se indica (en todos los

casos, u(n’, B") = 0 para todos los nuevos pares (n', B') de nodos y ramas):

1. Si ¢ = =), entonces expandir la rama a B - ng, con v(ng) = ((¢, ((hi,vj), (h,

Ul)>)7 Chg, u);

2. St ¢ =1 N0, entonces expandir la rama a B -ng -ny, con v(ng) = (¢, ((hi,v;), (hg,
Ul)>)7 CBu U) Yy V(TL1> = ((07 <(hivvj)7 (hk,Ul))), CB: u);

3. Si ¢ = =(¢ N), entonces expandir la rama a B-ng | n1, con v(ng) = (=, ((hi, v;),
(hkavl»)vCBuu) Y V(n1> = ((_'97 <(hivvj)7 (hkvvl»)? CBvu);
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10.

Si ¢ = [EJv y existe h, € Cp,,, tal que hy < h, y ese h, no se ha utilizado ain para

expandir el nodo n en B, entonces tomar el menor h, y expandir la rama a B - ng,

con V(nO) = ((wa <(hk>vj)’ (hoa Ul)>)v Cs, U);

Si ¢ = [W|y y existe h, € Cp,, tal que h, < h; y ese h, no se ha utilizado ain para

expandir el nodo n en B, entonces tomar el mayor h, y expandir la rama a B - ng,

con V(n()) - ((¢7 <(h0’vj)7 (hivvl»)? CBvu);

Si ¢ = [Ny y existe v, € C,,, tal que v; < v, y ese v, no se ha utilizado ain para

expandir el nodo n en B, entonces tomar el menor v, y expandir la rama a B - ny,
con V<n0> = ((1/}7 <(h’i7vl)7 (h'ka U0)>)7 (CBu u);'

Si ¢ = [S|Y y existe v, € Cp,, tal que v, < vj y ese v, no se ha utilizado ain para

expandir el nodo n en B, entonces tomar el mayor v, y expandir la rama a B - ng,

con v(ng) = (¢, ((hi, vo), (hi,v;))), Cp,u);

Si ¢ = (E), entonces, si hyim es el dltimo elemento de Cy,,, expandir la rama a

B g | - MmN | - - [y, donde:

a) para todo h, € Cp, tal que hy < h,, (k <z <k+m), v(n,) = (¢, {(hg,v;),
(hzavl)>)7 CBJU);

b) para todo k < z < k+m, sea (C;lB el orden lineal obtenido al insertar un nuevo
elemento h,, justo después de h., y v(nl,) = ((¢, ((hx,v)), (hw,v))), C},,u);

Si ¢ = (W), entonces, si hy es el primer elemento de Cy,,,, expandir la rama a

B -ng|...ni—1ng| ... |nk, donde:

a) para todo h, € Cp, tal que h, < h;, (0 <z < 1), v(n,) = (¢, {(hs, vj), (A,
Ul)>)7 (CBJU‘);

b) para todo 0 < z < i, sea (C%B el orden lineal obtenido de insertar un nuevo
elemento h,, justo antes de h., y v(n.) = (¢, ((hw,v)), (hi,n))), C, ., u);

Si ¢ = (N, entonces, si vy es el iltimo elemento de C,,, expandir la rama a

vB s

B g nigm|ngg] - 0y, donde:

a) para todo v, € C,, tal que vy < v,, (I < z <1+ m), v(n.) = ((¢¥, ((hi,v1),
(hk7vz)>)7 (CB,U);

b) para todo | < z <1+ m, sea (C;B el orden lineal obtenido de insertar un nuevo

elemento (%7 jUStO deSPUéS de Vzy Y ]/(nlz) = ((¢7 <(hi,'Ul), (hka Uw)>)7 C, U’);

vR?
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11. Si ¢ = (S)y, entonces, si vy es el primer elemento de C,,, expandir la rama a

B-ngl...[nj_1|ng| ... |n}, donde:

a) para todo v, € C,, tal que v, < v;, (0 < z < j), v(v,) = (¢, ((hi, vs), (hg,
Uj)))? CBvu);

b) para todo 0 < z < j, sea (C;LB el orden lineal obtenido al insertar un nuevo

elemento v, justo antes de v., y v(nl,) = ((¢, ((hi,vw), (he,v5))), C ., u);

Por dltimo, para todo nodo m (# n) en B y para toda rama B' que extiende a B, sea
u(m, B") = u(m, B), y para toda rama B’ que extiende a B, u(n,B’) = 1, a menos que

¢ = [XJ¢ (en tal caso u(n,B") =0).

A continuacién, definimos los conceptos de ramas abiertas y cerradas. Decimos que
un nodo n en un arbol decorado 7 esté disponible en un rama B si'y sélo si u(n, B) = 0.
La regla de expansion es aplicable a un nodo n en una rama B si el nodo esta disponible
en B y la aplicacion de la regla genera al menos un nodo sucesor con una nueva férmula
etiquetada. Es segunda condicién es necesaria para evitar bucles a la hora de aplicar la

regla sobre las modalidades universales.

Definicién 6.14 (Rama Cerrada y Abierta). Una rama B es cerrada si y sdlo si existen
dos nodos n,n' € B tales que v(n) = ((¢, ((hi, v;), (hi,w))),C,u) yv(n') = ((—o, ((hi,v;),

(hi, v1))), C, u) para alguna formula ¢. En caso contrario se dice que es abierta.

Definicién 6.15 (Estrategia de Expansion). Definimos la estrategia de expansién para

una rama B en un drbol decorado T, como se indica a continuacion:

(i) Aplicar la regla de expansion a la rama B si y sdlo si estd abierta, y

(i1) si B estd abierta, aplicar la regla de expansion al primer nodo disponible que nos
encontremos desde la raiz a la hoja de B para el que la regla de expansion es aplicable

(si es que existe).

Un drbol semdntico inicial para una férmula ¢ € SpPNL es el arbol decorado 7 con
sélo un nodo raiz tal que v(raiz) = ((¢, ((ho,vo), (h1,v1))),C,0), donde C, = {hg, hi}
(ho < hy1), Cy = {vo,v1} (vo < v1). Por ltimo, definimos un drbol semdantico para SpPNL

de la siguiente manera.

Definicién 6.16. Un arbol semantico para una formula ¢ € SpPNL es cualquier drbol de-
corado finito isomorfo a un drbol decorado finito T obtenido al expandir el drbol semdntico
inicial para ¢ por medio de la aplicacion sucesiva de la estrategia de expansion sobre las

ramas existentes.
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Mo : ((<E><W>p A <E> [W]"p, ((h07 U0)7 (h’17 U1)>)7 (C%v 1)

ni: (((E><W)p, <(h0’ vO)v (hlv U1)>)’ C(JJB’) 1)

na : ((EY[W]-p, {(ho, vo), (h1,v1))),CE, 1)

ns : ((<W>p7 <(h17'U0)1 (hz,’l)l))),(c}g, 1)

e

Ng - (([W}_‘ZL <(h177}0)7 (h2,’U1)>),(ClB,O) ns - (([W]_‘pv <(h17U0)7 (h377~71)>)7(c2370) nis - (([W]_'p7 <(h1,’l}o), (h3,’l}1)>),(c3370)

n6 : (. {(ho, vo), (h1,1))), C%,0) ns : ((p, {(ha, vo), (h1,v1))), C, 0)
n7: ((=p, ((ho, vo), (h1,11))),CE,0)  no ((_‘p»<(h07U0)‘7(h17U1)>)7(C;13:0) ni1 = ((p, {(ha, vo), (h1,v1))), C3,0)

X nio - ((“]L ((h4,’l}0),(h1,1}1))),(c4}3,0) ni2 : ((“pv ((h4,1}0),(h17’1)1)>),(c5370)

X X

Figura 6.6: Un arbol semantico cerrado para la férmula (E)(W)p A (E)[W]|—p.

Del mismo modo que ocurre en la légica clasica, un arbol semantico para SpPNL esta ce-

rrado si y sélo si cada una de sus ramas esté cerrada, en otro caso esta abierto.

Ejemplo 6.1. La Figura [6.8 muestra un ejemplo de un drbol semdntico para la formula
(E)(W)p A (E)[W]=p. Como se puede ver, el drbol resultante tiene todas sus ramas ce-
rradas. En la Tabla[G 1l se describen los marcos espaciales utilizados en la resolucion del

arbol semdantico.

6.5.2. Correcciéon y Completitud

Definicién 6.17. Dado un conjunto S de formulas etiquetadas con etiquetas en C, se
dice que S es satisfacible en C si eziste un modelo espacial M = (F,O(F), V), tal que F
es una extension de C y M, ((hi,vj), (hi, v)) IF ¢ para toda (¢, ((hi,v;), (hi, v1))) € S.

Si S contiene tan solo una féormula etiquetada, la idea de satisfacibilidad de una férmula

(etiquetada) en C es equivalente al concepto de satisfacibilidad dado en la Seccién

Teorema 6.5 (Correccién). Si ¢ € SpPNL y un drbol semdntico T para ¢ es cerrado,

entonces ¢ no es satisfacible.

Demostracién.

Lo demostraremos por induccién sobre la altura h de un nodo n en el arbol semantico
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i ha | Cle |
0 {ho,hl}(ho < hl) {Uo,'l}l}(’l)g < ’U1>
1 {ho,hl,hg}(ho < h < hg) {'U(),Ul}(’UU < U1>
2 {ho,hl,hg,hg}(hg < h < hg < h2) {Uo,Ul}(UO < U1>
3 {ho,hl,hg,hg}(hg < hy <hy < hg) {Uo,Ul}(Ug < U1>
4 {ho, hl, hg, hg, h4}(h4 < ho < hl < h3 < hQ) {Uo,vl}(’l)g < 1)1)
5) {ho, hl, hg, hg, h4}(h0 < hy <hy <hs< h2) {Uo,Ul}(’UU < ’Ul)

Tabla 6.1: Marcos espaciales para el arbol semantico de la Figura

7 en el que si toda rama que incluya a n es cerrada, entonces el conjunto S(n) de todas las
formulas etiquetadas en las decoraciones de los nodos entre n y la raiz no es satisfacible
en C, donde C es el marco espacial de la decoracion de n. Si h = 0, entonces n es
una hoja y la tnica rama B que contiene a n estd cerrada. Esto quiere decir que S(n)
contiene a las férmulas etiquetadas (¢, ((hq, v;), (hi, 1)) v (=, ((hi, v;), (hg,v)))) para
alguna férmula . Témese cualquier modelo M = (F, O(F), V), tal que F es una extensién
de C . Como sabemos M, ((h;, vj), (hg,v)) I ¢ siy sélo si M, ((hi, v;), (hi,v)) I ). Por
eso, S(n) no es satisfacible en C . Por el contrario, supéngase h > 0. Entonces o n ha sido
generado como uno de los sucesores, pero sin ser el ultimo, cuando se ha aplicado la regla
de expansién de A, o la regla de expansién ha sido aplicada a alguna féormula etiquetada
(¢, ((hi,v), (hi,vp))) € S(n) —{®(n)} para extender la rama en n. Trataremos este dltimo
caso ya que el primero se puede resolver del mismo modo. Sea C la estructura espacial de
la decoracion de n. Podemos observar que toda rama que pasa por cualquier sucesor de n
tiene que ser cerrada, por tanto la hipotesis inductiva se aplica a todos los sucesores de n.
Consideramos los posibles casos de aplicacién de la regla de expansion en n, ocupandonos

solo de los més interesantes:

» Sea 1) = {HA;. Entonces existen dos nodos ng, ny € B tales que v(ng) = ((&o, ((hs, v;),
(hi, m))), C,u), v(n1) = ((&1, ((hi, v5), (hi, 1)), C,u), y, sin pérdida de generalidad,
ng es el sucesor de n y ny es el sucesor de ng. Ya que toda rama que contiene
a n esta cerrada, entonces cada rama que contiene a mn; estd cerrada también.
Por la hipétesis inductiva, S(n1) no es satisfacible en C ya que n; < n. Debido
a que todo modelo en C que satisface a S(n) tiene que, particularmente, satisfacer
a (o A &1 (i, v5), (ha, v))), y de ahi (§o, (i, v5), (hs v))) v (&1, ((ha, v5), (B v1))),
se sigue que S(n), S(ng), y S(n1) son equi-satisfacibles en C. Por lo tanto, S(n) no

es satisfacible en C.

= Sea 1) = [N]{. Supongamos por contradiccién que S(n) es satisfacible en C. Entonces,
debido a que ([N, ((hi,v;), (hi,v))) € S(n), existe un modelo M = (F,O(F),
V) tal que F es una extensién de C y M, ((h;,v;), (hi,v)) IF [NJE. Por lo tanto,
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para todo v,, € C, tal que v; < v,,, tenemos que M, ((h;,v;), (hx,vm)) IF & Por
construccion, el sucesor inmediato de n es n; tal que, para un elemento v, con
v < Vo, (& {(hi,v1), (hy,vm))) pertenece al adorno de ny. Por hipétesis inductiva, ya
que n; < n, S(ny) no es satisfacible en C. Por lo tanto, dicho modelo M no puede

existir y S(n) no es satisfacible en C.

= Sea ) = (N)&. Siasumimos por contradiccion que S(n) es satisfacible en C, existe un
modelo M = (F,O(F), V) tal que IF es una extensién de Cy M, ((h;, v;), (hi,v;)) IF 0
para todo (0, ((h;, v;), (hg,v))) € S(n). En particular, M, ((h;, v;), (hg, vm)) |- € para

algiun v,, tal que v; < v,,. Considérense dos casos:

1. Si v, € C,, entonces v,, = v, para algin v; < v,. Pero entre los sucesores
de n existe un nodo n, donde v(n,) = ((&, ((hi,v), (hx,v,))),C,u), y ya que
ne < m, por hipétesis inductiva S(n,) = S(n) U{(&, ((hi,v), (hx,v,)))} no es

satisfacible en C, lo cual es una contradiccién, y S(n) no es satisfacible en C.

2. Si v, ¢ C,, entonces existe un o tal que | < oy v, < v,. Por eso, existe
un sucesor n, de n tal que v(n,) = ((&, ((hi, v), (hi, v0))), CoU {vo}, u), y ya
que n, < n, por hipétesis inductiva S(n,) = S(n) U{(&, ((hi,v), (h,v,)))} no
es satisfacible en C' (obtenido de anadir v, a C,) lo cual, de nuevo, es una

contradiccién, y S(n) no es satisfacible en C.

= El resto de casos se tratan de forma parecida.
O

Definicién 6.18. Si 7y es el drbol semdntico inicial de una formula ¢ de SpPNL, el
arbol semdntico limite 7 de ¢ es el drbol decorado (posiblemente infinito) obtenido del
siguiente modo. Primero, para todo i, T;11 es el drbol semdntico obtenido por la aplicacion
simultanea de la estrategia de expansion en cada rama de T;. Después, ignoramos todas

las banderas de los adornos de los nodos en cada T;. De este modo, obtenemos una serie

de inclusiones de drboles decorados: T, C 1o C ..., y definimos T = U 7.
i=0

Adviertase que la serie de inclusiones anterior debe estabilizarse en algiin 7; si éste se

cierra, o si la regla de expansién no es aplicable en ninguna de sus ramas. Si 7 es un

— o

arbol semdntico limite, asociamos con cada rama B en 7 el marco espacial Cp = |J Cp,,
i=0

donde, para todo 7, Cp, es el marco espacial de la decoracion de la hoja de la sub-rama B;

de B en 7;. Las definiciones de ramas cerradas y abiertas se aplican de forma inmediata
a7l.
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Definicién 6.19. Una rama en un drbol semdntico (limite) es saturada si no existen
nodos en dicha rama a los que se pueda aplicar la regla de expansion. Un drbol semdntico

(limite) es saturado si toda rama abierta es saturada.

A continuacién veremos que el conjunto de todas las formulas etiquetadas en una rama
abierta de un arbol semantico limite tiene las propiedades de saturacién de un conjunto

de Hintikka de logica de primer orden.

Lema 6.7 (Lema de saturacién). Todo drbol semdntico limite es saturado.

Demostracion.

Dado un nodo n en un arbol semantico limite 7, denotamos por k(n) a la distancia
(ntimero de arcos) entre n y la raiz de 7. Dada una rama B en 7, demostraremos por
induccion en k(n) que después de cada paso de la expansién de dicha rama donde la regla
de expansion es aplicable a n (porque n acaba se ser introducida, o porque un nuevo punto
ha sido introducido en el marco espacia de B), dicha regla es aplicada posteriormente en
B para ese nodo. Supongase que la hipétesis inductiva se cumple para todos los nodos
con distancia a la raiz menor que 1. Sea k(n) = [ y la regla de expansién es aplicable para
n. Si no existen nodos entre la raiz (inclusive) y n (exclusive) a los que se puede aplicar
la regla de expansién en ese momento, la siguiente aplicacion de la regla de expansién en
B es en n. De otra manera, considérese el nodo n* mas cercano a n entre la raiz y n al
que se le puede aplicar la regla de expansién o serd aplicable en B poco después al menos
una vez (tal nodo existe porque sélo hay un nimero finito de nodos entre n y la raiz).
Ya que k(n*) < k(n), por la hipétesis inductiva la regla de expansién ha sido aplicada
subsecuentemente a n*. Entonces la préxima aplicacién de la regla de expansién en B
tiene que haber sido en n lo cual completa la induccién. Ahora, asumiendo que una rama
en un arbol semantico limite no es saturada, considérese el nodo n mas cercano a la raiz
en dicha rama en el que la regla de expansién es aplicable. Si ®(n) no es una modalidad
universal, entonces la regla de expansién se vuelve aplicable en n en el paso en el que n
es introducida, y por la afirmaciéon anterior, la regla ha sido aplicada subsecuentemente,
momento en el cual el nodo se ha vuelto no disponible, lo cual contradice el supuesto.
Supéngase que ®(n) = [N]i. Entonces una aplicacién de la regla en B crearia un sucesor
con la etiqueta (v, ((hi, 1), (hg,vm))) en B. Pero v;, v, v, ya han sido introducidos en
algtin paso (finito) de la construccién de B y en el primer paso cuando los tres, asi como
n, han aparecido en la rama, la regla de expansion se ha vuelto aplicable en n, por lo
que ha sido aplicada subsecuentemente en B y dicha aplicacién debe haber introducido
la etiqueta (v, ((h;,v;), (hg,vm))), lo cual, se contradice, de nuevo, con la suposicién. Lo

mismo ocurre con el resto de modalidades universales. ]

Como corolario del resultado anterior, tenemos que si ¢ es una férmula de SpPNL y
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T es el arbol seméntico limite de ¢, entonces para toda rama abierta B en 7, se cumplen

las siguientes propiedades de cierre:

(i) para un nodo n € B tal que v(n) = ((—=, ((hs, v;), (hg, v1))), C,u), existe un nodo
no € B tal que V(”o) = (W, <(hi7vj)7 (hkavl)>)7 (C>u0);

(ii) para un nodo n € B tal que v(n) = ((vo A ¢1, ((hi, vj), (hi,v))), C, u), existe un
nodo ng € B tal que v(ng) = ((¢o, ((hi,vj), (i, v))), C,up) y un nodo n; € B tal
que v(ny) = (¢, (7, v3), (he, 1)), C, wa);

(iii) para un nodo n € B tal que v(n) = ((=(¢o A1), ((hi,v;), (hi, v1))), C,u), existe un
nodo ny € B tal que v(ng) = ((—%o, ((hi, vj), (g, v))), C,up) 0 un nodo ny € B tal
que v(n1) = (=41, ((hi, v5), (i, 00)), C, un);

(iv) para un nodo n € B tal que v(n) = (((N)¢, ((hi,v;), (hg, v1)), C, u), entonces, pa-
ra algin v,, € C, tal que v; < v, existe un nodo ny € B tal que v(ng) = ((¢,
((hiyv), (hg,vm))), C' ') (y de forma similar para el resto de modalidades existen-
ciales);

(v) para un nodo n € B tal que v(n) = ([N, ((hi,v;), (hi,v;)), C,u), entonces para
todo v, € C, tal que v; < v, existe un nodo ng € B tal que v(ng) = ((¢, ((hs, v),

(hiyvm))), C' ') (v de forma similar para el resto de modalidades universales).

Lema 6.8. Si el drbol semantico limite para una formula ¢ € SpPNL es cerrado, entonces

algun drbol semdntico finito para ¢ es cerrado.

Demostracién.

Supongamos que el arbol semantico limite para ¢ es cerrado. Entonces cada rama se
cierra en algin paso finito de la construccién y entonces permanece finito. Debido a que la
regla de expansién siempre produce un ntimero de sucesores finito, todo arbol semantico
finito tiene un ntimero finito de ramas, y por lo tanto también lo tendra el arbol semantico
limite. Entonces, por el lema de Konig, el arbol semantico limite, al ser un arbol con un
nimero finito de ramas en cada ramificacion y con un nimero finito de hojas al final
de cada rama, y ademas sus ramas son finitas, entonces debe ser finito, por lo que su
construccion se estabiliza en algin paso. Llegado a este punto obtenemos como resultado

un arbol seméantico cerrado construido para ¢. O]

Teorema 6.6 (Completitud). Sea ¢ € SpPNL una formula vdalida. Entonces eziste un

arbol semantico cerrado para —¢.
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Demostracion.

Demostraremos que el arbol limite 7 para —¢ es cerrado utilizando el lema anterior.
Por contraposicién, supongamos que 7 tiene una rama abierta B. Sea Cp el marco espacial
asociado con B y sea S(B) el conjunto de todas las férmulas etiquetadas en B. Consi-
deremos el modelo espacial que parte de ¢l, donde para todo objeto ((h;,v;), (hg,vi)) ¥y
p € AP, p € V({(hi,v;), (hg,v))) sty sblo si (p, ((hi,vj), (hi, v7))) € ®(B). Demostramos
por induccién en ¢ que, para todo (¢, ((h;, v;), (hi, v))) € S(B), M, ((hi, vj), (hg, v)) IF -

» Sea 1) = p o =—pdonde p € AP. Por definicién si (—p, ((hi,v;), (he,v))) € S(B)
entonces (p, ((hi,v;), (hi,v))) ¢ S(B) ya que B esta abierta,;

= Sea 1) = ==&, Entonces por las consecuencias del lema de saturacion, (€, ((hi, v;),
(hi, w))) € S(B), y por hipétesis inductiva M, ((h;,v;), (hg,v1)) IF €. Por lo tanto
M7 <<h17 Uj)v (hk7 Ul)) I+ 1/}7

» Sea ¢ = &y A& . Entonces por el lema de saturacion, (o, ((hi, v;), (hi,v1))) € S(B)
y (&, ((hi,vj), (hg,v1))) € S(B). Por hipétesis inductiva, M, ((hi, v;), (hi, v)) IF &
Yy M7 <(h17 vj)) (hk7 Ul)) I+ 517 por tanto M7 <(h17 Uj)) (hk,’l]l)) I 77Z))

» Sea ¢ = (& A &). Entonces por el lema de saturacion, (=&, ((hi,vj), (hg, v)))
€ S(B) o (=&, ((hi,v)), (hg,v))) € S(B). Por hipétesis inductiva M, ((h;, vj),
(hi,v)) IF =& o M, ((hi,vy), (hi,v)) IF =&, por tanto M, ((hi,v;), (hg,v)) IF 1

» Sea 1) = (N)¢. Entonces por el lema de saturacién, (&, ((hy, v), (hg, vm))) € S(B) vy
para algin v,, € C,, tal que v; < v,,. Asi, por hipdtesis inductiva, M, ((h;, v;), (hi, m))
I &, y por tanto M, ((hi,v;), (hg,v;)) IF 9 (y de forma similar para el resto de mo-
dalidades existenciales);

= Sea ¢ = [NJ¢. Entonces por el lema de saturacién, para todo v, € C,, tal que
v < U, (& ((hi,v), (hg,vm))) € S(B). Por esta razon, para cualquier v,,, por
hipétesis inductiva M, ((h;, v;), (hi, vm)) IF €. Por tanto, M, ((hi, vj), (hg, v)) IF .

Esto completa la induccién. En concreto, obtenemos que —¢ se satisface en M, lo cual

se contradice con la suposicion de que ¢ es valida. O

Ejemplo 6.2. Sea ¢ = (E)(W)p — [E](W)p una férmula de SpPNL. Para comprobar si ¢
es una formula valida podemos obtener el drbol semdntico para —¢ = (EY(W)pA(E)[W]-p.
Como vimos en el Ejemplo[61] el drbol semdntico para —¢ es cerrado, por lo que podemos

concluir que —¢ no es satisfacible y por lo tanto que ¢ es vdlida.
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6.6. Una Subclase Decidible: SpPNL;

En las secciones anteriores se ha visto que SpPNL, a pesar de su sencillez, es una légica
muy expresiva. Sin embargo el problema de comprobar si una férmula es satisfacible es
un problema no decidible. En esta secciéon nos plantemos dar respuesta a la siguiente

cuestion:

. Es posible encontrar alguna subclase de la logica SpPNL cuyo problema de satisfacibili-
dad/validez sea decidible?

6.6.1. Temporalizaciéon de la Légica PNL

En esta seccién aprovecharemos los resultados de decibilidad de la légica PNL (intro-
ducida en la Seccién (3]]) para obtener una légica espacial basandonos en una técnica
de composicion de légicas temporales. Para tal fin, a partir de ahora, cuando hablemos
de PNL nos referiremos a su formulacién mas estricta (PNL™), es decir, aquella en la que

unicamente se permiten intervalos estrictos.

La técnica de temporalizacion [FG92l, [FGI6] es la forma més simple de combinar dos
légicas (temporales). En el caso de 1égicas temporales basadas en puntos sobre flujos
de tiempo lineales, la utilizaciéon de dicha técnica permite trasladar algunos resultados
positivos, como la completitud y la decidibilidad, de dos légicas (temporales) a la légica
combinada. Que sepamos, no existe en la literatura ningin intento de temporalizar 16gicas
temporales basadas en intervalos. Ya que queremos combinar la légica PNL consigo misma,
denotaremos por (A);, y (A);, a los operadores modales de PNL en el dominio ‘horizontal’,
y por (A), y (A), a aquellos utilizados en el dominio ‘vertical’. Uno de nuestros objetivos
es demostrar que la logica combinada resultante PNL(PNL) es una subclase (estricta)
de la 16gica SpPNL. Asi pues, la denotaremos como SpPNL; (donde ¢ indica que se ha
utilizado la técnica de temporalizacién). Las férmulas de SpPNL; se denotaran con ¢, . ..
(ya que, como veremos, se tratan también de férmulas de SpPNL), y son generadas por

la siguiente sintaxis abstracta:

pu=fl=0|dNd| (Ao | (A)no,

donde f es una formula habitual de PNL tal que para toda ocurrencia de los operadores
modales (A) y (A) se han reemplazado por (A), y (A),, respectivamente. Intuitivamente,
una formula de SpPNL; es una férmula de PNL donde, en lugar de letras proposicionales,
utilizamos férmulas de PNL. Por medio del operador modal més externo nos movemos,
por asi decirlo, horizontalmente en un dominio lineal, mientras que con los operadores

modales mas internos nos movemos verticalmente. El método de temporalizaciéon permite
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6.6. UNA SUBCLASE DECIDIBLE: SPPNLp

A

%[Ul[ho,hl] ;'Ul[hz’h}] é'l)l[h‘th]

'U([]ho,hl] ,U([)hz,h;] ,U([)h4,h5] | g

hy o 3 hy s <H, <>
[h45hs]

Figura 6.7: Ejemplo de modelo resultante de la temporalizacién de PNL.

a las dos légicas interactuar de una forma muy restringida, es decir, primero nos movemos
utilizando un légica, y luego la otra. En cuanto a la seméantica, consideramos un conjunto
totalmente ordenado H = (H, <) tal que, para todo intervalo [h;, h;] (h; < h;) del con-
junto I(H) se define una funcion de evaluacion parcial v : I(H) — 9% (donde denotamos

por M al conjunto infinito de todos los modelos posibles de PNL) como el modelo de

PNL v([h;, hj]) = (Vihhsl T(yhbil) plhahil) - donde Vihihil = (Vihohil <) es un conjunto
totalmente ordenado, en el que identificamos un punto vohi’hj]. Por lo tanto, un modelo de
SpPNL; es una tupla M = (H, I(H), ). La Figura muestra un ejemplo de como seria

un modelo de SpPNL;.
Dado un modelo M de SpPNL;, un intervalo [h;, h;] de dicho modelo, y una férmula

¢ de SpPNL;, la relacién de verdad se define como sigue:

1. M, [h;, h;] IF f, donde f es una férmula de PNL, si y sélo si para algin vy tal que

vy, pertenece al dominio de v([h;, hj]) v vo < vk, €l modelo de PNL N = v([h;, hj])

es tal que N, [U([)h“hj}, v,[gh“hj]] = f;

2. M, [hi, hj] IF =) siy s6lo si no es el caso en el que M, [h;, hj] IF 1,
3. M, [hi,hj] IF ¢ A siysélosi M, [h;, hj| IF ¢y M, [hi, hj] IF;
4. M, [h;, hi] IF (A)pa) sty sélo si existe hy tal que h; < hy y M, [h;, hy] IF
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CAPITULO 6. LA LOGICA SPPNL

5. M, [h, hj] IF (A)pa siy sélo si existe hy tal que hy, < by y M, [hi, hj] IF 1.
Ejemplo 6.3. La siguiente formula es una formula de SpPNL;:
p A {An(g V [Al=p),
mientras que la siguiente no lo es:

(Ao A)n(p A (A)n(A)q)-

6.6.2. SpPNL; como un Fragmento de SpPNL

En esta seccion demostraremos que SpPNL; es un fragmento propio de SpPNL. Por
simplicidad nos restringiremos a marcos espaciales numerables, es decir, aquellos marcos

espaciales definidos sobre conjuntos numerables y totalmente ordenados.

Teorema 6.7. Sobre marcos numerables, se cumple que SpPNL, C SpPNL.

Demostracion.

En primer lugar obsérvese que la relacién SpPNL C SpPNL; no es posible, ya que la
gramatica abstracta de SpPNL; ni siquiera nos permite construir algunas formulas validas
de SpPNL. Por tanto, tenemos que al menos SpPNL; # SpPNL. Para demostrar el resto
del teorema, necesitamos una traducciéon £ que preserve la satisfacibilidad tanto para los
modelos como para las férmulas. Sea M = (H, I(H), ) un modelo cualquiera de SpPNL,
y definamos al modelo £(M) = (F, O(F), V) de SpPNL como sigue: (i) F = H x V, donde
V es un conjunto numerable, totalmente ordenado, isomorfo a V[h*’h*/], siendo VI #*1 un
conjunto de las componentes verticales de M de méxima cardinalidad; (ii) V se define
de tal modo que para cada letra proposicional p, p € V(((h,v;), (K,v;))) si y s6lo si
p € VI ([, v5]) donde [v;,v;] € I(V) (v; y v; son el i-ésimo y j-ésimo elementos de V)
y V es el dominio lineal de v([h, h']). La traduccién £ se puede extender a férmulas como

se indica a continuacién, dénde ¥ y 7 son féormulas de SpPNLy:

= &) = p;

n §() = —E(W);

n SWAT) =€) ANE(T);
w S((A)ny) = (E)E(4);

= S((An) = (W)E(¥);
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6.6. UNA SUBCLASE DECIDIBLE: SPPNLp

= {((A)utp) = (N)eh;
= E((A)uy) = (S)Y.

y por tanto, para toda férmula ¢ de SpPNL;, ¢ es satisfacible si y s6lo si £(¢) es satisfacible.
En concreto, es posible demostrar por doble induccién que, si M = (H, I(H), ) es un
modelo de SpPNL;, entonces M, [h, 1] IF ¢ si y sélo si existe un objeto ((h,v)(h',v')) tal

que (M), ((h, v), (', v)) IF £(). =

6.6.3. Decidibilidad y Poder Expresivo de SpPNL;

En esta seccién, veremos que el problema de la satisfacibilidad para SpPNL; es deci-
dible. Para ello, utilizaremos los resultados de decidibilidad de PNL.

Teorema 6.8 ([BGMS07, BMSQOT]). El problema de la satisfacibilidad de PNL interpre-
tada en la clase de todos los conjuntos totalmente ordenados es NEXPTIME-completo.

Tomando prestada la terminologia de [FG92], definimos las férmulas monoliticas de

SpPNL; como se indica a continuacion.

Definicién 6.20. Sea ¢ € SpPNL;. Cualquier sub-formula i de ¢ se dice que es mo-
nolitica si y sélo si es una formula proposicional clasica, o es una formula de SpPNL; tal

que el operador mds exterior pertenece a {{A)y, (A)y, [Alv, [A]u}-

Por ejemplo, p A (A),p v (A),(p V q) son férmulas monoliticas, mientras que (A),(A),p
no lo es. Claramente, las férmulas monoliticas son férmulas estandar de PNL.

Teorema 6.9. El problema de la satisfacibilidad de las formulas de SpPNL; interpretado

en la clase de todos los marcos espaciales (respectivamente, marcos espaciales numerables)
es NEXPTIME-completo.

Demostracion.

En primer lugar demostraremos que el problema de la satisfacibilidad de las formulas
de SpPNL; pertenece a la clase NEXPTIME. La idea es que las formulas monoliticas
se pueden ‘simular’ mediante letras proposicionales tomadas del vocabulario AP’ de tal
forma que AP’ N AP = &. Queremos reemplazar las férmulas monoliticas con letras
proposicionales, y luego comprobar la satisfacibilidad de la férmula de PNL resultante.
Considérese la siguiente traduccion ~ de las férmulas de SpPNL; a las férmulas de PNL.
Sea ¢ una férmula de SpPNL; y, de la complejidad de ¢, definase, v(f) = p/, donde
p' € AP’ es una variable proposicional nueva, y f es una férmula monolitica maximal (en

el sentido de que no existe otra formula monolitica g tal que f es una sub-férmula de g),

171



y, luego, extiéndase v a férmulas tan sélo substituyendo cada ocurrencia de (A);, (resp.,
(A);) con (A) (resp., (A)). En primer lugar demostraremos que, para toda férmula ¢ de
SpPNL;, ¢ es satisfacible si y sélo si cierta férmula v*(¢) de PNL es satisfacible. Luego,
utilizaremos el resultado de decidibilidad de PNL. Para toda férmula ¢ de SpPNL,, la
férmula v(¢) ya es una férmula de PNL, pero, claramente, no es equisatisfacible a ¢, por
lo que tenemos que modificarla. El problema es que en ~y(¢) las letras proposicionales que
reemplazan a las formulas monoliticas son todas distintas. Tenemos que identificar aquellas
férmulas monoliticas que tienen el mismo significado (es decir, los mismos modelos), y
formalizar dicha restriccién en el lenguaje de PNL. Sea F el conjunto de todas las férmulas
monoliticas maximales en ¢. Para cada par f,g € F (es decir, f,g € PNL), tenemos que
f, g son equisatisfacibles si y soélo si la formula f < ¢ es satisfacible en PNL, lo cual
es decidible (por el Teorema [6.8]). Denotemos con [All] al operador universal en PNL;, y
sea fi1, fo, ..., fr el conjunto de todas las féormulas del tipo f <> g descritas mas arriba.
Tenemos que v*(¢) es v(¢) A A [All]f;. Claramente, se puede deducir ficilmente un

algoritmo de decisién correcto, completo y finito.

Por 1ltimo, es facil comprobar que el problema de la satisfacibilidad de SpPNL; es
NEXPTIME-duro ya que claramente tenemos que PNL C SpPNL;. O

Para terminar considérese el siguiente ejemplo de sentencia en lenguaje natural tomada
prestada del dominio geografico: Si al norte de la region actual existe una region (cuya
anchura es la misma que la de la region actual) que cumple la propiedad py, y al sur de
la region actual no hay ninguna region que cumple la propiedad py, entonces al este de la
region actual debe existir una region que cumple la propiedad ps

Ahora, somos capaces de formalizar dicha sentencia en la logica SpPNL; como se indica

a continuacion:

» Si al norte de la region actual existe una region que cumple la propiedad py: (A),p1 V

<A>v <A>vp1;

» (S1) al sur de la region actual no existe ninguna region que cumple la propiedad po:

_'<A>vp2;

= FEntonces al este de la region actual debe existir una region que cumple la propiedad

p3- <A> hP3,

con lo que podemos concluir en la formula:

((A)opr V (A)o{A)upr) A ~(A)up2 — (A)nps.
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Capitulo 7

Conclusiones y Trabajos Futuros

El objetivo general del trabajo presentado en esta memoria de tesis ha sido mejorar
y proponer nuevas técnicas para el Razonamiento Espacial Cualitativo con direcciones
cardinales entre regiones rectangulares o que pueden ser aproximadas por rectangulos.
Para ello, se han utilizado dos formalismos bien conocidos en Inteligencia Artificial: los

problemas de satisfaccién de restricciones y las logicas modales.

Principales Aportaciones y Conclusiones

Desde el punto de vista del razonamiento basado en restricciones se han estudiado

varios problemas abiertos relacionados con el modelo de relaciones cardinales (modelo

DC) [GE97, [Goy00, [SK04, [SK05] y las principales aportaciones son las siguientes:

= El primer problema estudiado ha sido el de la consistencia de una red de restricciones
basicas en el dominio mas general de regiones. Hemos propuesto una mejora del
algoritmo original de Skiadopoulos y Koubarakis [SK05] que reduce la complejidad
de O(n®) a O(n*). El algoritmo mejorado no sélo sirve como algoritmo de decisién
para el problema de la consistencia sino que ademas puede obtener una solucién para
la red, cosa que no hacia el algoritmo original. También hemos discutido las ventajas
de nuestro algoritmo frente a otro algoritmo mas eficiente propuesto recientemente
por Zhang et al. [ZLLY0S], en cuanto a la flexibilidad para obtener una solucién y
las posibilidades de ampliacion del modelo para aumentar la expresividad mediante

integracion con restricciones cuantitativas.

= Dado que el problema general de la consistencia en DC es NP-completo y sélo se
conocen algoritmos polinomiales para redes con relaciones basicas, lo cual supone
una limitacion importante, hemos considerado conveniente estudiar un caso parti-

cular del modelo DC, que llamamos DCR. El dlgebra de restricciones de este modelo
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contiene 36 relaciones basicas, que son las que se satisfacen entre regiones rectangu-
lares, frente a las 512 posibles del modelo DC. Hemos analizado la conexion entre
relaciones del dlgebra de rectangulos y relaciones de DCR, lo que nos ha permitido

establecer un método para traducir convenientemente relaciones de un tipo a otro.

= Basandonos en las propiedades de convexidad del algebra de rectangulos hemos a
establecido una propiedad similar para las relaciones de DCR. Hemos probado que
las relaciones que cumplen la propiedad de ser convexas, junto a las operaciones del
algebra, constituyen una subclase tratable que contiene a las 36 relaciones bésicas
de DCR y a 364 relaciones disyuntivas més. Esta subclase convexa de DCR es el

primer conjunto tratable identificado que incluye relaciones cardinales disyuntivas.

= Respecto a la tratabilidad de la subclase convexa, hemos demostrado que una adap-
tacion del algoritmo clasico de camino-consistencia sirve para decidir la consistencia
y obtener la red minima equivalente a una red de restricciones del fragmento trata-
ble en orden polinomial ciibico. Se han propuesto otros métodos eficientes para los
problemas de la consistencia, obtener una solucién (orden cuadrético y cibico) y
obtener la red minima (orden ctibico), mediante un proceso de traduccién al dlgebra

de rectangulos, algebra de intervalos y algebra de puntos.

= Se ha demostrado que el problema de decidir la consistencia de una red de relaciones
cualesquiera en DCR sigue siendo NP-completo, por lo que hemos propuesto una al-
goritmo basado en backtracking para el problema de la consistencia. Dicho algoritmo
aprovecha la tratabilidad de la subclase convexa y el método de camino-consistencia

para reducir el espacio de busqueda.

= Los resultados alcanzados nos llevan a la conclusion de que el modelo DCR es
un formalismo para razonamiento espacial que supone un buen compromiso entre
simplicidad, expresividad y eficiencia, lo que lo hace adecuado para ser utilizado en
diversos dominios de aplicacion donde sea aceptable representar objetos mediante
rectangulos y restricciones entre objetos mediante relaciones de direccion de tipo

cardinal o andlogas.

Desde el punto de vista de la légica modal las aportaciones y conclusiones han sido

las siguientes:

= Se ha comprobado la conveniencia de utilizar las 16gicas proposionales modales para
razonar con relaciones espaciales. Del estudio del estado del arte en logicas espaciales
se concluye que, desde el punto de vista légico, se ha prestado mayor atencion a las

logicas con relaciones topoldgicas y que el poco trabajo existente sobre logicas de

176



direcciones cardinales utiliza los puntos como entidades espaciales basicas. Partiendo
de esta observacion, y estableciendo un paralelismo con el razonamiento basado en
restricciones, se ha formalizado una ldgica modal de rectangulos (16gica RL) basada
en las relaciones del dlgebra de rectangulos. Se ha demostrado su indecidibilidad y

se han propuesto estrategias para encontrar fragmentos decidibles.

= Se ha estudiado SpPNL, un fragmento de la légica modal de rectangulos que utiliza
solo 4 operadores modales y que puede verse como la extension bidimensional de
la l6gica temporal PNL. Mediante una reduccién del problema de la validez de la
logica de compads, se ha demostrado que el problema de la validez de SpPNL es
RE-completo. Ademas, se ha formalizado un teorema de representacién de marcos
espaciales para esta légica y se ha propuesto un método de deduccién terminante,

correcto y completo basado en arboles seméanticos para el problema de la validez.

= Se ha comprobado el poder expresivo de SpPNL y su capacidad para ser aplicada
en tareas de razonamiento espacial con direcciones cardinales. Ademas, se ha de-
mostrado que la logica SpPNL, a pesar de su sencillez, es suficientemente expresiva

para resolver una red de restricciones del dlgebra de rectangulos.

= Por dltimo, mediante una técnica de temporalizacion, se ha combinado la logica
modal de intervalos PNL consigo misma para obtener un fragmento de SpPNL. Se
ha comprobado que la l6gica resultante, llamada SpPNL;, aunque es menos expresiva
que SpPNL, conserva las propiedades de decidibilidad de PNL (el problema de la
satisfacibilidad es NEXPTIME-completo). Por lo que sabemos, nunca se ha utilizado
la técnica de temporalizacién (o cualquier otra de combinacién de légicas) con légicas

basadas en intervalos.

Otro de los objetivos perseguidos en esta tesis ha sido el de resaltar la conexién existen-
te entre el Razonamiento Espacial Cualitativo y el Razonamiento Temporal Cualitativo.
Los modelos de razonamiento espacial con relaciones direccionales que hemos visto en esta
tesis se basan en las proyecciones de las entidades espaciales sobre un eje ortogonal bidi-
mensional. Cuando estas entidades son puntos o son regiones aproximadas por rectangulos
entonces las proyecciones en cada eje se pueden considerar instantes o intervalos tempo-
rales. Por tanto, podemos recurrir a técnicas del razonamiento temporal para resolver los
problemas asociados a los modelos espaciales que se basan en el producto cartesiano de
estas estructuras temporales.

En la Tabla [l se muestra de forma esquematica la relacion existente entre los distintos
modelos basados en proyecciones vistos en esta tesis y sus modelos correspondientes en el
dominio temporal. Los simbolos C, — y = representan las distintos tipos de relaciones

entre los modelos: M; C Ms indica que el modelo M; es una subclase o submodelo de
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I Espacial Temporal |

Puntos

Restricciones | Algebra de relaciones cardinales [Fra96, [Ligd8a] & PA [VKS6]

Regiones

1
RA [Gue’9, BCIC98| = 1A [AlIR3]

1
Modelo DCR (Capitulo M)
N
Modelo DC (Capitulo B)
Puntos
Légica Modal Légica de Compds [MR99) — HS [HS91]
Légica de Conos [MPS09]
Regiones N
SpPNL; (Seccién [6.6])
N = PNL [GMS03]
SpPNL (Capitulo [a])
N

RL (Seccién £33

* Subclases pointsable y continuous endpoint del dlgebra de intervalos.

Tabla 7.1: Modelos de razonamiento espacial basados en proyecciones.

My, My — Ms indica que M; se puede traducir al modelo My y M} = Ms indica que My

es una extension bidimensional del modelo M;.

Trabajos Futuros

Proponemos ahora una serie de cuestiones y posibles trabajos futuros relacionados con

la tesis presentada.

= Uno de los problemas de este modelo es que el algebra de restricciones no tiene al-
gunas propiedades deseables para el razonamiento con relaciones cardinales [Fra96].
En particular esta el hecho de que no se puede representar la posicion relativa exacta
entre dos regiones a no ser que para cada relacion se especifique también su inversa,
pues la inversa de una relacion bésica es una relacion disyuntiva. Seria conveniente
estudiar si el problema de la consistencia en redes en las que se permita al menos la
relacion universal como relacién disyuntiva sigue siendo polinomial. De esta forma
se podria tratar con informacion incompleta, cuando se desconoce la relacién entre
dos regiones o cuando se conoce la relaciéon entre una region primaria y otra de
referencia pero se desconoce o no interesa especificar la relacién inversa, cuando las
regiones se intercambian. Si esto no fuera posible, porque el problema resulte ser
N P-completo, una posibilidad es obtener un modelo donde las relaciones tengan

un significado méas preciso, que expresen de forma mas exacta la posicion entre dos
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regiones.

= Otro problema del modelo DC es que no se puede decidir la consistencia de una
red de restricciones basicas mediante un algoritmo de camino-consistencia, por lo
que parece necesario que los algoritmos sean especificos y de tipo constructivo. La
cuestién es si es posible encontrar un algoritmo para decidir la consistencia de una
red de restricciones basicas basado en técnicas mas comunes de CSPs basados en
algebras de relaciones (otros niveles de consistencia, comprobacién de propiedades
que aseguren la consistencia, etc.). De esta manera seria mds sencillo establecer
si existe alguna subclase tratable con relaciones disyuntivas que incluya a todas
las relaciones basicas del modelo DC y aplicar técnicas ya conocidas para diversos

problemas de razonamiento.

s Para el modelo DCR hemos identificado la subclase tratable de relaciones rectangu-
lares convexas. §Es esta la subclase maximal? ;Puede haber varias clases tratables
maximales? Para esta tltima cuestién, aunque no hemos dado una demostracién
formal, hemos propuesto un resultado parcial y varios ejemplos que demuestran que
al anadir relaciones no convexas dan lugar a subclases no tratables. Esta cuestiéon
permanece abierta, lo mismo que permanece abierta la cuestion de determinar si la

clase de relaciones fuertemente preconvexas del algebra de intervalos es maximal.

» La integraciéon de relaciones cardinales entre regiones y relaciones métricas no ha sido
estudiada previamente y puede resultar de interés para lenguajes de consultas a ba-
ses de datos espaciales, recuperacién de imagenes, sistemas de informacion geografi-
ca con coordenadas proyectadas, etc. Como ya se comenté al final del Capitulo
(Seccién B.4.3), el modelo DC puede extenderse para que tenga en cuenta también
restricciones cuantitativas entre los extremos proyectados de las regiones. En el ca-
so de restricciones cardinales basicas, el algoritmo DIS-BCSoOL podria adaptarse

facilmente para este fin.

En relacion a las légicas RL y SpPNL:

= Fl lenguaje de la légica RL se ha definido con 168 operadores modales asociados al
algebra de rectangulos. Del mismo modo que en la légica de intervalos HS es posible
expresar las 13 relacioens de Allen a partir de los operadores begins y ends [Ven90],
ies posible encontrar un conjunto mas reducido de operadores para RL que puedan

expresar las 169 relaciones entre rectangulos?

= Formalizar un sistema axiomatico correcto y completo para la logica SpPNL del
mismo modo que se ha hecho para la 16gica temporal PNL [GMS03], e implementar

y evaluar el método de arbol semantico.
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» Identificar més fragmentos decidibles de RL y SpPNL aplicando alguna de las estra-
tegias descritas en la Seccién [5.3.4l Un resultado reciente en este sentido lo podemos
encontrar en [BMSS09], donde se ha publicado un fragmento decidible de SpPNL
en el que s6lo se admiten los operadores modales (N) y (E), pero con una semantica
mas relajada. La idea es poder tener en un futuro una clasificacion completa de los
fragmentos decidibles e indecidibles de RL en la misma linea que el trabajo realizado
en [BMGT08] con los fragmentos de la l6gica HS.

Por ultimo, en esta tesis sélo se han investigado los modelos propuestos desde un
punto de vista tedrico. Interesaria pues, aplicarlos algin dominio real como los Sistemas

de Informacién Geografica, las bases de datos espaciales o en el campo de la robdtica.

Publicaciones Relacionadas

En relacion con la produccion cientifica, esta tesis estd avalada por el siguiente conjunto
de publicaciones. Los resultados relacionados con el modelo DC han sido publicados en los
congresos ECAT2006 [NS06] (modelo DCR) y IJCAI2007 (algoritmo de consisten-
cia del modelo DC). Los resultados relacionados con la 16gica SpPNL se han publicado en
los congresos TIME2006 [MS06b] (presentacion de SpPNL), CMPI2006 [MS06a] (compa-
rativa con el dlgebra de rectdngulos), IJCATI2007 [MNSO7h] (método de &rbol semdntico),
EUROCAST2007 [MNSO07d] (16gica SpPNL;) v en la revista Annals of Mathematics and
Artificial Intelligence [MNSOTa).



Apéndice A

Conjuntos de Relaciones Cardinales

A.l.

Conjunto de Relaciones Cardinales Basicas en

el Dominio de Regiones Conectadas

A continuacion se listan las 218 relaciones cardinales posibles entre regiones conecta-

das:

S

N

B

NW:N

S:SE

B:E

NW:N:NE
S:SW:SE

B:E:SE

B:S:SE

B:S:E
SW:-W:NW:N
S:NE:E:SE
B:W:E:SE
B:W:NE:E
B:W:NW:N
B:SW:W:NW
B:S:W:N
B:W:N:NE
B:S:W:SE
SW:W:NW:N:NE
S:SW:NE:E:SE
B:SW:W:NW:N
B:W:NW:N:NE
B:W:NW:N:E
B:W:N:NE:E
B:W:NW:NE:E
B:SW:W:N:NE
B:W:NW:E:SE
B:W:NE:E:SE
B:S:W:N:SE
B:S:W:NW:E
S:SW:W:NW:N:NE
S:SW:N:NE:E:SE
B:S:SW:W:NW:N
B:SW:W:NW:N:NE
B:SW:W:NW:N:E
B:S:SW:W:NW:E
B:S:W:NW:N:E
B:SW:W:N:NE:E
B:S:SW:W:N:NE
B:SW:W:N:E:SE
B:SW:W:NE:E:SE

SW

NE

S:SW

N:NE

B:S

S:SW.Ww

N:NE:E

B:S:SW

B:SW:W

B:S:W

B:S:N
W:NW:N:NE
S:SW:E:SE
B:S:SW:N
B:S:N:SE
B:N:NE:E
B:NW:N:NE
B:W:N:E
B:N:E:SE
B:SW:W:N
W:NW:N:NE:E
S:SW:W:E:SE
:NW:N:NE:E
:N:NE:E:SE
:S:N:NE:E
:S:N:E:SE
:S:N:NE:SE
:NW:N:E:SE
:SINW:N:SE
:S:SW:N:SE
SW:W:N:E
B:S:W:N:NE
SW:W:NW:N:NE:E
S:SW:W:NE:E:SE
B:W:NW:N:NE:E
:NW:N:NE:E:SE
SINW:N:NE:E
STW:NW:N:NE
:S:W:N:NE:E
S:INW:N:E:SE
W:NW:N:E:SE
S:SW:NW:N:E
S:SW:NW:N:SE

Tk

T Ww
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w

E

SW:wW

NE:E

B:W

SW:-W:NW
NE:E:SE
B:W:NW
B:NW:N

B:W:N

B:W:E
NW:N:NE:E
S:SW:W:SE
B:W:NW:E
B:SW:W:E
B:S:E:SE
B:NE:E:SE
B:S:N:E
B:S:SW:E
B:NW:N:E
NW:N:NE:E:SE
S:SW:W:NW:SE
B:S:NE:E:SE
B:S:SW:E:SE
B:S:W:E:SE
B:S:SW:W:E
B:SW:W:E:SE
B:S:SW:NE:E
B:SW:W:NE:E
B:SW:W:NW:E
B:S:NW:N:E
B:W:N:E:SE
W:NW:N:NE:E:SE
S:SW-W:NW:E:SE
B:S:N:NE:E:SE
B:S:SW:NE:E:SE
B:S:W:NE:E:SE
B:W:N:NE:E:SE
B:S:W:N:E:SE
B:S:SW:W:NE:E
B:S:SW:N:NE:E
B:S:W:NW:NE:E
B:SW:W:NW:NE:E

NW

SE

W:NW

E:SE

B:N

W:NW:N
S:E:SE

B:N:NE

B:NE:E

B:N:E
S:SW:W:NW
N:NE:E:SE
B:S:N:NE
B:S:NW:N
B:S:SW:W
B:S:SW:SE
B:S:W:E
B:S:W:NW
B:S:NE:E
S:SW-W:NW:N
S:N:NE:E:SE
B:S:SW:W:SE
B:S:SW:W:NW
B:S:SW:W:N
B:S:W:NW:N
B:S:SW:NW:N
B:S:W:NW:SE
B:S:SW:N:NE
B:S:NW:N:NE
B:S:W:N:E
B:S:W:NE:E
B:S:SW:N:E
S:NW:N:NE:E:SE
S:SW:W:NW:N:SE
B:S:SW:W:E:SE
B:S:SW:W:NW:SE
B:S:SW:W:N:SE
B:S:SW:N:E:SE
B:S:SW:W:N:E
B:S:W:NW:N:SE
B:S:W:NW:E:SE
B:S:W:N:NE:SE
B:S:NW:N:NE:SE
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B:SW:W:NW:E:SE
S:SWW:NW:N:NE:E
S:SW:W:N:NE:E:SE
B:SW:W:NW:N:NE:E
B:S:W:NW:N:NE:E
B:W:NW:N:NE:E:SE
B:S:SW:W:N:NE:SE
B:SW:W:N:NE:E:SE
B:S:SW:W:N:NE:E
B:S:SW:W:N:NE:E:SE
B:S:SW:W:NW:N:NE:E
S:SWW:NW:N:NE:E:SE

B:S:SW:NW:N:NE
SW:W:NW:N:NE:E:SE
S:SW:W:NW:NE:E:SE
B:S:NW:N:NE:E:SE
B:S:W:N:NE:E:SE
B:S:SW:N:NE:E:SE
B:SW:W:NW:N:E:SE
B:S:SW:NW:N:E:SE
B:S:W:NW:N:E:SE
B:S:SW:W:NW:NE:E:SE
B:SW:W:NW:N:NE:E:SE
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE

res Convexas

B:W:NW:NE:E:SE
S:W:NW:N:NE:E:SE
S:SWW:NW:N:E:SE
B:S:SW:W:NE:E:SE
B:S:SW:W:N:E:SE
B:S:SW:W:NW:E:SE
B:S:SW:NW:N:NE:E
B:S:SW:W:NW:NE:E
B:SW:W:NW:NE:E:SE
B:S:SW:W:NW:N:E:SE
B:S:W:NW:N:NE:E:SE

B:S:SW:N:NE:SE
S:SW:NW:N:NE:E:SE
S:SW:W:NW:N:NE:SE
B:S:SW:W:NW:N:SE
B:S:SW:W:NW:N:E
B:S:SW:W:NW:N:NE
B:S:W:NW:NE:E:SE
B:S:W:NW:N:NE:SE
B:S:SW:NW:N:NE:SE
B:S:SW:W:NW:N:NE:SE
B:S:SW:NW:N:NE:E:SE

Conjunto de Relaciones Cardinales Rectangula-

En la siguiente tabla se enumera el conjunto formado por las 400 relaciones cardinales

rectangulares convexas generado por el algoritmo GENERA C-DCR de la Figura (4.7

Relacion DCR

Intervalos K-reticulo

B
{s}

(N}

{B:S}

{B:N}

{B:S:N}

{N, B:N}

{B, B:N}

{B, B:S}

{S, B:S}

{B:N, B:S:N}

{B:S, B:S:N}

{B, N, B:N}

{N, B:N, B:S:N}

{B, S, B:S}

{S, B:S, B:S:N}

{B, B:S, B:N, B:S:N}

{B, N, B:S, B:N, B:S:N}
{B, S, B:S, B:N, B:S:N}
{B, S, N, B:S, B:N, B:S:N}
(w3

{sw}

(NW)

{SW:w}

{W:NW}

{SW:W:NW}

{NW, W:NW}

{W, W:NW}

{W, sSw:w}

{SW, SW:w}

{W:NW, SW:W:NW}
{SW:W, SW:W:NW}

{W, NW, W:NW}

{NW, W:NW, SW:W:NW}
{W, SW, SW:W}

{SW, SW:W, SW:W:NW}
w,
w,
w,
w.
(=)
(5B}

(NE}
{E:SE}
{NE:E}
{NE:E:SE}
{NE, NE:E}

SW:W, W:NW, SW:W:NW }

NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW}
SW, SW:W, W:NW, SW:W:NW}

SW, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW}
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[K3] x [K3]

[K3] x [K1]

[K3] x [K6]

[K3] x [K2]

[K3] x [K5]

[K3] x [K4]

[K3] x [K5, K6]

[K3] x [K3,K5]

[K3] x [K2, K3]

[K3] x [K1, K2

[K3] x [K4, K5)

[K3] x [K2, K4]

[K3] x [K3,K5, K6]

[K3] x [K4, K5, K6]

[K3] x [K1, K2, K3]

[K3] x [K1, K2, K4]

[K3] x [K2, K3, K4, K5]
[K3] x [K2, K3, K4, K5, K6)
[K3] x [K1, K2, K3, K4, K5]
[K3] x [K1,K2, K3, K4, K5, K6]
[K1] x [K3]

[K1] x [K1]

[K1] x [K6]

[K1] x [K2]

[K1] x [K5]

[K1] x [K4]

[K1] x [K5, K6]

[K1] x [K3, K5]

[K1] x [K2, K3]

[K1] x [K1, K2

[K1] x [K4, K5]

[K1] x [K2, K4]

[K1] x [K3, K5, K6]

[K1] x [K4, K5, K6]

[K1] x [K1, K2, K3]

[K1] x [K1, K2, K4]

[K1] x [K2, K3, K4, K5)
[K1] x [K2, K3, K4, K5, K6
[K1] x [K1, K2, K3, K4, K5
[K1] x [K1,K2,K3, K4, K5, K6)
[K6] x [K3]

[K6] x [K1]

[K6] x [K6]

[K6] x [K2]

[K6] x [K5]

[K6] x [KA4]

[K6] x [K5, K6)



A.2. CONJUNTO DE RELACIONES CARDINALES RECTANGULARES CONVEXAS

[ Relacién DCR [ Intervalos K-reticulo |
{E, NE:E} [K6] x [K3, K5]
{E, B:SE} [K6] x [K2, K3]
{SE, E:SE} [K6] x [K1, K2]
{NE:E, NE:E:SE} [K6] x [K4, K5
{E:SE, NE:E:SE} [K6] x [K2, K4]
{E, NE, NE:E} [K6] x [K3, K5, K6]
{NE, NE:E, NE:E:SE} [K6] x [K4, K5, K6]
{E, SE, E:SE} [K6] x [K1, K2, K3
{SE, E:SE, NE:E:SE} [K6] x [K1, K2, K4]
{E, E:SE, NE:E, NE:E:SE} [K6] x [K2, K3, K4, K5]
{E, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE} [K6] x [K2, K3, K4, K5, K6
{E, SE, E:SE, NE:E, NE:E:SE} [K6] x [K1, K2, K3, K4, K5
{E, SE, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE} [K6] x [K1, K2, K3, K4, K5, K6
{B:W} [K2] x [K3]
{S:SW} [K2] x [K1]
{NW:N} [K2] x [K6]
{B:S:SW:W} [K2] x [K2]
{B:W:NW:N} [K2] x [K5]
{B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K4]
{NW:N, B:-W:NW:N} [K2] x [K5, K6]
{B:W, B:W:NW:N} [K2] x [K3, K5]
{B:W, B:S:SW:W} [K2] x [K2, K3]
{S:SW, B:S:SW:W} [K2] x [K1, K2]
{B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K4, K5]
{B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K2, K4]
{B:W, NW:N, B:2W:NW:N} [K2] x [K3, K5, K6]
{NW:N, B:BW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N } [K2] x [K4, K5, K6]
{B:W, S:SW, B:S:SW:W} [K2] x [K1, K2, K3]
{5:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K1, K2, KA4]
{B:W, B:S:SW:W, B-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K2,K3, K4, K5]
{B:W, NW:N, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K2,K3,K4, K5, K6]
{B:W, S:SW, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K1,K2, K3, K4, K5]
{B:W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K2] x [K1,K2,K3, K4, K5, K6]
{B:E} [K5] x [K3]
{S:SE} [K5] x [K1]
{N:NE} [K5] x [K6]
{B:S:E:SE} [K5] x [K2]
{B:N:NE:E} [K5] x [K5]
{B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K4]
{N:NE, B:N:NE:E} [K5] x [K5, K6]
{B:E, B:N:NE:E} [K5] x [K3, K5]
{B:E, B:S:E:SE} [K5] x [K2, K3]
{S:SE, B:S:E:SE} [K5] x [K1, K2]
{B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K4, K5]
{B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K2, K4]
{B:E, N:NE, B:N:NE:E} [K5] x [K3, K5, K6
{N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K4, K5, K6]
{B:E, S:SE, B:S:E:SE} [K5] x [K1, K2, K3
{S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K1,K2, K4]
{B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K2,K3, K4, K5]
{B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K2,K3,K4, K5, K6]
{B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K1,K2, K3, K4, K5]
{B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K5] x [K1,K2,K3, K4, K5, K6]
{B:W:E} [K4] x [K3]
{S:SW:SE} [K4] x [K1]
{NW:N:NE} [K4] x [K6]
{B:S:SW:W:E:SE} [K4] x [K2]
{B:W:NW:N:NE:E} [K4] x [K5]
{B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K4]
{NW:N:NE, B:-W:NW:N:NE:E} [K4] x [K5, K6]
{B:W:E, BBW:NW:N:NE:E} [K4] x [K3, Kb5]
{B:W:E, B:S:SW:W:E:SE} [K4] x [K2, K3]
{S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K4] x [K1, K2]
{B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K4, K5]
{B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K2, K4]
{B:W:E, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E} [K4] x [K3, K5, K6]
{NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K4, K5, K6]
{B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K4] x [K1, K2, K3]
{S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K1, K2, K4]
{B:W:E, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K2, K3, K4, K5]
{B:W:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, B:W:NW:N:NE:E, [K4] x [K2, K3, K4, K5, K6]

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4] x [K1,K2, K3, K4, K5]

{B:W:E, S:SW:SE, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, B:W:NW:N:NE:E, [K4] x [K1,K2,K3, K4, K5, K6]
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{E, B:E} [K5, K6] x [K3]

{SE, S:SE} [K5, K6] x [K1]

183



APENDICE A. CONJUNTOS DE RELACIONES CARDINALES

Relacion DCR

Intervalos K-reticulo

{NE, N:-NE}

{E:SE, B:S:E:SE}

{NE:E, B:N:NE:E}

{NE:E:SE, B:S:N:NE:E:SE}

{NE, NE:E, N:NE, B:N:NE:E}

{E, NE:E, B:E, B:N:NE:E}

{E, E:SE, B:E, B:S:E:SE}

{SE, E:SE, S:SE, B:S:E:SE}

{NE:E, NE:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{E:SE, NE:E:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE}

{E, NE, NE:E, B:E, N:NE, B:N:NE:E}

{NE, NE:E, NE:E:SE, N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{E, SE, E:SE, B:E, S:SE, B:S:E:SE}

{SE, E:SE, NE:E:SE, S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE}

{E, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{E, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}
{E, SE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}
{E, SE, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E,
B:S:N:NE:E:SE}

{B, B:E}

{S, S:SE}

{N, N:NE}

{B:S, B:S:E:SE}

{B:N, B:N:NE:E}

{B:S:N, B:S:N:NE:E:SE}

{N, B:N, N:NE, B:N:NE:E}

{B, B:N, B:E, B:N:NE:E}

{B, B:S, B:E, B:S:E:SE}

{S, B:S, S:SE, B:S:E:SE}

{B:N, B:S:N, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B:S, B:S:N, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE}

{B, N, B:N, B:E, N:NE, B:N:NE:E}

{N, B:N, B:S:N, N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, S, B:S, B:E, S:SE, B:S:E:SE}

{S, B:S, B:S:N, S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE}

{B, B:S, B:N, B:S:N, B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, N, B:S, B:N, B:S:N, B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, S, B:S, B:N, B:S:N, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, S, N, B:S, B:N, B:S:N, B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, B:W}

{S, S:SW}

{N, NW:N}

{B:S, B:S:SW:W}

{B:N, B-W:NW:N}

{B:S:N, B:S:SW:W:NW:N}

{N, B:N, NW:N, B:-W:NW:N}

{B, B:N, B:W, B:W:NW:N}

{B, B:S, B:W, B:S:SW:W}

{S, B:S, S:SW, B:S:SW:W}

{B:N, B:S:N, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{B:S, B:S:N, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N}

{B, N, B:N, B:W, NW:N, B:-W:NW:N}

{N, B:N, B:S:N, NW:N, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{B, S, B:S, B:W, S:SW, B:S:SW:W }

{S, B:S, B:S:N, S:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N}

{B, B:S, B:N, B:S:N, B:W, B:S:SW:W, B:-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}
{B, N, B:S, B:N, B:S:N, B:W, NW:N, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}
{B, S, B:S, B:N, B:S:N, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}
{B, S, N, B:S, B:N, B:S:N, B:W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N}

(W, B:W}

{SwW, S:SW}

{NW, NW:N}

{SW:w, B:S:SW:W}

{W:NW, B:-W:NW:N}

{SW:W:NW, B:S:SW:W:NW:N}

{NW, W:NW, NW:N, B-W:NW:N}

{W, W:NW, B:W, B:W:NW:N}

{W, SW:W, B:-W, B:S:SW:W}

{SW, SW:W, S:SW, B:S:SW:W}

{W:NW, SW:W:NW, B-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{SW:W, SW:W:NW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N}

{W, NW, W:NW, B:W, NW:N, B:-W:NW:N}

{NW, W:NW, SW:-W:NW, NW:N, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{W, SW, SW:W, B:W, S:SW, B:S:SW:W}

{SW, SW:W, SW:W:NW, S:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N }
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X

X

X

K5, K6] x [K6]

K5, K6] X [K2]

K5, K6] X [K5]

K5, K6] x [K4]

K5, K6] x [K5, K6

K5, K6] x [K3, K5]

K5, K6] x [K2, K3]

K5, K6] x [K1, K2]

K5, K6] x [K4, K5]

K5, K6] x [K2, K4]

K5, K6] X [K3, K5, K6]
K5, K6] x [K4, K5, K6]
K5, K6] x [K1, K2, K3]
K5, K6] x [K1, K2, K4
K5, K6] x [K2, K3, K4, K5]
K5,K6] x [K2, K3, K4, K5, K6
K5, K6] x [K1,K2, K3, K4, K5)
K5, K6)

K1, K2, K3, K4, K5, K6]
K3, K5] x [K3]

K3,K5] x [K1]

K3,K5] x [K6]

K3,K5] x [K2]

K3, K5] x [K5]

K3, K5] x [K4]

K3, K5] x [K5, K6]

K3, K5] x [K3, K5]

K3, K5] x [K2, K3]

K3, K5] x [K1,K2]
K3,K5] x [K4, K5]

K3, K5] x [K2, K4]

K3, K5] x [K3,K5, K6
K3, K5] x [K4, K5, K6]
K3,K5] x [K1, K2, K3]
K3, K5] x [K1, K2, K4]
K3,K5] x [K2, K3, K4, K5]
K3,K5] x [K2,K3, K4, K5, K6]
K3,K5] x [K1,K2, K3, K4, K5]
K3, K5)

K1, K2, K3, K4, K5, K6]
K2, K3] x [K3]

K2, K3] x [K1]

K2, K3] x [K6]

K2, K3] x [K2]

K2,K3] x [K5]

K2, K3] x [K4]

K2, K3] x [K5, K6]

K2, K3] x [K3, K5]

K2, K3] x [K2, K3]

K2, K3] x [K1, K2

K2, K3] x [K4, K5

K2, K3] x [K2, K4]
K2,K3] x [K3, K5, K6]
K2,K3] x [K4, K5, K6]
K2, K3] x [K1, K2, K3
K2, K3] x [K1, K2, K4]
K2, K3] x [K2, K3, K4, K5]
K2, K3] x [K2, K3, K4, K5, K6]
K2, K3] x [K1, K2, K3, K4, K5]
K2, K3

K1, K2, K3, K4, K5, K6
K1, K2] x [K3]

K1, K2] x [K1]

K1, K2] X [K6]

K1, K2] X [K2]

K1,K2] x [K5]

K1, K2] x [K4]

K1, K2] x [K5, K6]

K1, K2] x [K3, K5]

K1, K2] x [K2, K3]
K1,K2] x [K1, K2]

K1, K2] x [K4, K5]

K1, K2] x [K2, K4]
K1,K2] x [K3, K5, K6
K1, K2] x [K4, K5, K6
K1,K2] x [K1, K2, K3]
K1,K2] x [K1, K2, K4]




A.2. CONJUNTO DE RELACIONES CARDINALES RECTANGULARES CONVEXAS

Relacion DCR [ Intervalos K-reticulo |

{W, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:-W, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K1,K2] x [K2,K3, K4, K5]

(W, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N, | [K1,K2] x [K2, K3, K4, K5, K6]
B:S:SW:W:NW:N}
{w, Ssw, SwW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:W:NW:N, [K1,K2] x [K1,K2, K3, K4, K5]
B:S:SW:W:NW:N}

{w, sSw, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W, [K1, K2] X
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N} [K1, K2, K3, K4, K5, K6]
{B:E, B:W:E} (K4, K5] x [K3]

{S:SE, S:SW:SE} (K4, K5] x [K1]
{N:NE, NW:N:NE} (K4, K5] x [K6]
{B:S:E:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K4, K5] x [K2]
{B:N:NE:E, BBW:NW:N:NE:E} [K4, K5] x [K5]
{B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4, K5] x [K4]
{N:NE, B:N:NE:E, NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E} [K4, K5] x [K5, K6]
{B:E, B:N:NE:E, B:W:E, B-W:NW:N:NE:E} [K4, K5] x [K3, K5]
{B:E, B:S:E:SE, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE} [K4, K5] x [K2, K3]
{S:SE, B:S:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K4, K5] x [K1, K2]
{B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4, K5] x [K4, K5]
{B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K4, K5] x [K2, K4]
{B:E, N:NE, B:N:NE:E, B:W:E, NW:N:NE, B:-W:NW:N:NE:E} [K4, K5] x [K3, K5, K6]
{N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E, [K4, K5] x [K4, K5, K6]
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:E, S:SE, B:S:E:SE, B-\W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K4, K5] x [K1, K2, K3]
{S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, [K4, K5] x [K1, K2, K4]

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE, [K4, K5] x [K2,K3, K4, K5]
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, NW:N:NE, [K4,K5] x [K2,K3, K4, K5, K6]
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, S:SW:SE, [K4,K5] x [K1,K2, K3, K4, K5]
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, S:SW:SE, [K4, K5] X
NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K1, K2, K3, K4, K5, K6]
{B:W, B:W:E} (K2, K4] x [K3]

{S:SW, S:SW:SE} [K2, K4] x [K1]
{NW:N, NW:N:NE} (K2, K4] x [K6]
{B:S:SW:W, B:S:SW:W:E:SE} (K2, K4] x [K2]
{B:W:NW:N, B:-W:NW:N:NE:E} [K2, K4] x [K5]
{B:S:SW:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K2, K4] x [K4]
{NW:N, BBW:NW:N, NW:N:NE, BW:NW:N:NE:E} (K2, K4] x [K5, K6]
{B:W, B:-W:NW:N, B:W:E, B-W:NW:N:NE:E} [K2, K4] x [K3, K5]
{B:W, B:S:SW:W, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE} [K2, K4] x [K2, K3]
{S:SW, B:S:SW:W, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K2, K4] x [K1, K2]
{B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K2, K4] x [K4, K5]
{B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K2, K4] x [K2, K4]
{B:W, NW:N, BBW:NW:N, B:W:E, NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E} [K2, K4] x [K3, K5, K6]
{NW:N, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E, [K2, K4] x [K4, K5, K6]
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE} [K2, K4] x [K1, K2, K3]
{S:5W, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, [K2, K4] x [K1, K2, K4]

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:W, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE, [K2, K4] x [K2, K3, K4, K5]
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:W, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:W:E, NW:N:NE, [K2, K4] x [K2,K3, K4, K5, K6]
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:W:E, S:SW:SE, [K2,K4] x [K1,K2, K3, K4, K5]
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:W:E, S:SW:SE, [K2, K4] X
NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE} [K1,K2, K3, K4, K5, K6]

{B, E, B:E} K3, K5, K6] x [K3]

{S, SE, S:SE} [K3, K5, K6] x [K1]

{N, NE, N:NE} [K3, K5, K6] x [KG6]

{B:S, E:SE, B:S:E:SE} (K3, K5, K6] x [K2]

{B:N, NE:E, B:N:NE:E} K3, K5, K6] x [K5]

{B:S:N, NE:E:SE, B:S:N:NE:E:SE} [K3, K5, K6] x [K4]

{N, B:N, NE, NE:E, N:NE, B:N:NE:E} (K3, K5, K6] x [K5, K6]

{B, B:N, E, NE:E, B:E, B:N:NE:E} (K3, K5, K6] x [K3, K5]

(B, B:S, E, E:SE, B:E, B:S:E:SE} [K3, K5, K6 x [K2, K3]

{S, B:S, SE, E:SE, S:SE, B:S:E:SE} (K3, K5, K6] x [K1, K2]

{B:N, B:S:N, NE:E, NE:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K3, K5, K6] x [K4, K5]

{B:S, B:S:N, E:SE, NE:E:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE} [K3, K5, K6] x [K2, K4]

{B, N, B:N, E, NE, NE:E, B:E, N:NE, B:N:NE:E} K3, K5, K6 x [K3, K5, K6
{N, B:N, B:S:N, NE, NE:E, NE:E:SE, N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE} [K3,K5,K6] x [K4, K5, K6]
{B, S, B:S, E, SE, E:SE, B:E, S:SE, B:S:E:SE} (K3, K5, K6] x [K1, K2, K3]

{S, B:S, B:S:N, SE, E:SE, NE:E:SE, S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE} (K3, K5, K6] x [K1, K2, K4]
(B, B:S, B:N, B:S:N, E, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, | [K3, K5, K6] x [K2, K3, K4, K5

B:S:N:NE:E:SE}
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APENDICE A. CONJUNTOS DE RELACIONES CARDINALES

Relacion DCR

Intervalos K-reticulo

{B, N, B:S, B:N, B:S:N, E, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, N:NE, B:S:E:SE,
B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, S, B:S, B:N, B:S:N, E, SE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, S:SE, B:S:E:SE,
B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{B, S, N, B:S, B:N, B:S:N, E, SE, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, S:SE, N:NE,
B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE}

{E, B:E, B:W:E}

{SE, S:SE, S:SW:SE}

{NE, N:NE, NW:N:NE}

{E:SE, B:S:E:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{NE:E, B:N:NE:E, BBW:NW:N:NE:E}

{NE:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{NE, NE:E, N:NE, B:N:NE:E, NW:N:NE, B-W:NW:N:NE:E}

{E, NE:E, B:E, B:N:NE:E, B-W:E, BBW:NW:N:NE:E}

{E, E:SE, B:E, B:S:E:SE, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE}

{SE, E:SE, S:SE, B:S:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{NE:E, NE:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{E:SE, NE:E:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:E:SE,

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{E, NE, NE:E, B:E, N:NE, B:N:NE:E, BBW:E, NW:N:NE, B-W:NW:N:NE:E}

{NE, NE:E, NE:E:SE, N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, NW:N:NE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{E, SE, E:SE, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:-W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{SE, E:SE, NE:E:SE, S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{E, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E,
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{E, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{E, SE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{E, SE, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E,
B:S:N:NE:E:SE, B:-W:E, S:SW:SE, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, W, BW}

{s, SW, S:SW}

{N, NW, NW:N}

{B:S, SW:W, B:S:SW:W}

{B:N, W:NW, B-W:NW:N}

{B:S:N, SW:W:NW, B:S:SW:W:NW:N}

{N, B:N, NW, W:NW, NW:N, B:W:NW:N}

{B, B:N, W, W:NW, B:W, B:W:NW:N }

{B, B:S, W, SW:W, B:W, B:S:SW:W}

{S, B:S, SW, SW:W, S:SW, B:S:SW:W}

{B:N, B:S:N, W:NW, SW:W:NW, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{B:S, B:S:N, SW:W, SW:W:NW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N}

{B, N, BN, W, NW, W:NW, B:-W, NW:N, B:W:NW:N}

{N, B:N, B:S:N, NW, W:NW, SW:W:NW, NW:N, B:-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N }
{B, S, B:S, W, SW, SW:W, B:W, S:SW, B:S:SW:W}

{S, B:S, B:S:N, SW, SW:W, SW:W:NW, S:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N}

{B, B:S, B:N, B:S:N, W, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, B:S:SW:W, B:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N}

{B, N, B:S, B:N, B:S:N, W, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, NW:N, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{B, S, B:S, B:N, B:S:N, W, SW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{B, S, N, B:S, B:N, B:S:N, W, SW, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW,
NW:N, B:S:SW:W, B:-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N}

{W, B:W, B:-W:E}

{SW, S:SW, S:SW:SE}

{NW, NW:N, NW:N:NE}

{SW:W, B:S:SW:W, B:S:SW:W:E:SE}

{W:NW, BBW:NW:N, B:W:NW:N:NE:E}

{SW:W:NW, B:S:SW:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{NW, W:NW, NW:N, BBW:NW:N, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E}

{W, W:NW, B:W, B:W:NW:N, B:W:E, B:-W:NW:N:NE:E}

{W, SW:w, B:W, B:S:SW:W, B:-W:E, B:S:SW:W:E:SE}

{SW, SW:W, S:SW, B:S:SW:W, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{W:NW, SW:-W:NW, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:W:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{sSw:w, SW:W:NW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, B:S:SW:W:E:SE,

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{W, NW, W:NW, B:W, NW:N, B:W:NW:N, B:W:E, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E}
{NW, W:NW, SW:W:NW, NW:N, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, NW:N:NE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{W, SW, SW:w, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:-W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}
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[K4, K5, K6]

[K4, K5, K6
[K4, K5, K6

[K4, K5, K6
[K4, K5, K6]

[K4, K5, K6

X

X X X X X X X X X X

X

K2, K3, K4, K5, K6]
1, K2, K3, K4, K5]

1, K2, K3, K4, K5, K6]

[K3]
[K1]
[K6]
[K2]
(5]
(4]
[K5, K6]
[K3, K5]
[K2, K3]
K1, K2]
[K4, K5]

(K2, K4]

[K3, K5, K6)
[K4, K5, K6)

[K1, K2, K3]
[K1, K2, K4]

[K2, K3, K4, K5]

X

K2, K3, K4, K5, K6]

K4, K5, K6

[
[
[
[K1, K2, K3, K4, K5]
[
[

X

X

K1,K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3] x [K3]

(K1, K2, K3] x [K1]

[K1, K2, K3] x [K6]

(K1, K2, K3] x [K2]

[K1, K2, K3] x [K5]

[K1, K2, K3] x [K4]

[K1, K2, K3] x [K5, K6]

[K1, K2, K3] x [K3, K5]

(K1, K2, K3] x [K2, K3]

(K1, K2, K3] x [K1, K2]

(K1, K2, K3] x [K4, K5]

(K1, K2, K3] x [K2, K4]

[K1, K2, K3] x [K3, K5, K6
[K1, K2, K3] x [K4, K5, K6)
[K1, K2, K3] x [K1, K2, K3]
(K1, K2, K3] x [K1, K2, K4]
(K1, K2, K3] x [K2, K3, K4, K5)
(K1, K2, K3] x
[K2, K3, K4, K5, K6]

(K1, K2, K3] x
[K1, K2, K3, K4, K5]

(K1, K2, K3] x
(K1, K2, K3, K4, K5, K6

(K1, K2, K4] x [K3]

(K1, K2, K4] x [K1]

(K1, K2, K4] x [K6]

(K1, K2, K4] x [K2]

[K1, K2, K4] x [K5]

(K1, K2, K4] x [K4]

[K1, K2, K4] x [K5, K6]

[K1, K2, K4] x [K3, K5]

(K1, K2, K4] x [K2, K3]

(K1, K2, K4] x [K1, K2]

[K1, K2, K4] x [K4, K5]

(K1, K2, K4] x [K2, K4]

[K1, K2, K4] x [K3, K5, K6]
[K1, K2, K4] x [K4, K5, K6
(K1, K2, K4] x [K1, K2, K3]




A.2. CONJUNTO DE RELACIONES CARDINALES RECTANGULARES CONVEXAS

Relacion DCR

[ Intervalos K-reticulo

{Sw, Sw:w, SW:W:NW, S:SW, B:S:SW:W,
B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{W, SW:w, W:NW, SW:W:NW, B:W, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N,
B:W:E, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{W, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N, B:W:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, B:W:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{W, SwW, SW:W, W:NW,
B:S:SW:W:NW:N, B:W:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{w, Sw, NWwW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:W:E, S:SW:SE, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, B:W, B:E, B:W:E}

{S, S:SW, S:SE, S:SW:SE}

{N, NW:N, N:NE, NW:N:NE}

{B:S, B:S:SW:W, B:S:E:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{B:N, BBW:NW:N, B:N:NE:E, BBW:NW:N:NE:E}

{B:S:N, B:S:SW:W:NW:N, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{N, B:N, NW:N, B:W:NW:N, N:NE, B:N:NE:E, NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E}

{B, B:N, B:-W, B:W:NW:N, B:E, B:N:NE:E, B:-W:E, B-W:NW:N:NE:E}

{B, B:S, B:W, B:S:SW:W, B:E, B:S:E:SE, B-\W:E, B:S:SW:W:E:SE}

{S, B:S, S:SW, B:S:SW:W, S:SE, B:S:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

B:S:SW:W:NW:N, S:SW:SE,

SW:W:NW, B:W, S§:SW, B:S:SW:W, B:W:NW:N,
S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:W:NW:N:NE:E,

{B:N, B:S:N, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:S, B:S:N, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE,

B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N, B:N, B:W, NW:N, B:W:NW:N, B:E, N:NE, B:N:NE:E, B:-W:E, NW:N:NE,
B:W:NW:N:NE:E}

{N, B:N, B:S:N, NW:N, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, N:NE, B:N:NE:E,
B:S:N:NE:E:SE, NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S, B:S, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:W:E, S:SW:SE,
B:S:SW:W:E:SE}

{s, B:S, B:S:N, S:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, S:SE,
B:S:N:NE:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B, B:S, B:N, B:S:N, B:W, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E,
B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N, B:S, B:N, B:S:N, B:-W, NW:N, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E,
N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, BBW:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S, B:S, B:N, B:S:N, B:W, S:SW, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E,
S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

B:S:E:SE,

{B, S, N, B:S, B:N, B:S:N, B:W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N, B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, S:SW:SE, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, B:W:NW:N:NE:E,

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, E, B:W, B:E, B:W:E}

{S, SE, S:SW, S:SE, S:SW:SE}

{N, NE, NW:N, N:NE, NW:N:NE}

{B:S, E:SE, B:5:SW:W, B:S:E:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{B:N, NE:E, B:BW:NW:N, B:N:NE:E, BBW:NW:N:NE:E}

{B:S:N, NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{N, B:N, NE, NE:E, NW:N, B:W:NW:N, N:NE, B:N:NE:E, NW:N:NE,
B:W:NW:N:NE:E}

{B, B:N, E, NE:E, B:W, BBW:NW:N, B:E, B:N:NE:E, B-W:E, BBW:NW:N:NE:E}
{B, B:S, E, E:SE, B:W, B:S:SW:W, B:E, B:S:E:SE, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE}

{S, B:S, SE, E:SE, S:SW, B:S:SW:W, S:SE, B:S:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{B:N, B:S:N, NE:E, NE:E:SE, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:N:NE:E,
B:S:N:NE:E:SE, BW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B:S, B:S:N, E:SE, NE:E:SE, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, B:S:E:SE,

B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N, B:N, E, NE, NE:E, B:W, NW:N, B:-W:NW:N, B:E, N:NE, B:N:NE:E, B:W:E,
NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E}

{N, B:N, B:S:N, NE, NE:E, NE:E:SE, NW:N, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N,
N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S, B:S, E, SE, E:SE, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:W:E,
S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{S, B:S, B:S:N, SE, E:SE, NE:E:SE, S:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, S:SE,
B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B, B:S, B:N, B:S:N, E, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:W, B:S:SW:W, B:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N, B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E,
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N,B:S, B:N, B:S:N, E,NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:W, NW:N, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
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(K1, K2, K4]

(K1, K2, K4]

[K1, K2, K4]

[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5]
[K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5]

[K3, K5, K6]

[K4, K5, K6]

[K1, K2, K3
[K1, K2, K4]

[K2, K3, K4, K5]

X X X X X X X X X X X

X

X

[K2, K3, K4, K5, K6]
[K2, K3, K4, K5, K6]
[K2, K3, K4, K5, K6]
[K2, K3, K4, K5, K6]

[K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5, K6] x
[K2, K3, K4, K5, K6] x
[K2, K3, K4, K5, K6] x
[K2, K3, K4, K5, K6] x
[K2, K3, K4, K5, K6] X
[K2, K3, K4, K5, K6] X
[K2, K3, K4, K5, K6] x

[K2, K3, K4, K5, K6] X
[K2, K3, K4, K5, K6]

[K2, K3, K4, K5, K6]

[K2, K3, K4, K5, K6]
[K2, K3, K4, K5, K6]

[K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K4] x K1, K2, K4]

[K1, K2, K4] x [K2, K3, K4, K5]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6]

X
X
X
[K3]
[K1]
[K6]
(2]
[£5]
[£4]
[K5, K6]
[K3, K5]
[K2, K3]
[K1, K2]
[K4, K5]
[K2, K4]
[K3, K5, K6]
[K4, K5, K6]
[K1, K2, K3]
[K1, K2, K4]
X
X
X
X
[K3)
(K1]
[K6]
(K2]
[K5]
(4]
[K5, K6]
x [K3, K5]
X [K2, K3]
X [K1, K2]
x [K4, K5]
[K2, K4]
X
X
X
X
X
X

[K2, K3, K4, K5, K6]
[K2, K3, K4, K5, K6]




APENDICE A. CONJUNTOS DE RELACIONES CARDINALES

Relacion DCR

[ Intervalos K-reticulo

{B, S,B:S, B:N, B:S:N, E,SE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:W, S:SW, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B, S,N, B:S, B:N, B:S:N, E,SE, NE, E:SE, NE:E, NE:E:SE, B:W, S:SW, NW:N,
B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E,
B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, S:SW:SE, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, W,B:W, B:E, B:ZW:E}

{S, SW, S:SW, S:SE, S:SW:SE}

{N, NW, NW:N, N:NE, NW:N:NE}

{B:S, SW:W, B:S:SW:W, B:S:E:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{B:N, W:NW, B:W:NW:N, B:N:NE:E, BBW:NW:N:NE:E}

{B:S:N, SW:W:NW, B:S:SW:W:NW:N, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{N, B:N, NW, W:NW, NW:N, B:W:NW:N, N:NE, B:N:NE:E, NW:N:NE,
B:W:NW:N:NE:E}

{B, B:N, W, W:NW, B:-W, B:-W:NW:N, B:E, B:N:NE:E, B:-W:E, BW:NW:N:NE:E}
{B, B:S, W,SW:W, B:W, B:S:SW:W, B:E, B:S:E:SE, B-W:E, B:S:SW:W:E:SE}

{S, B:S, SW, SW:W, S:SW, B:S:SW:W, S:SE, B:S:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}
{B:N, B:S:N, W:NW, SW:W:NW, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:N:NE:E,
B:S:N:NE:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:S, B:S:N, SW:W, SW:W:NW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N,
B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N,B:N, W,NW, W:NW, B:-W, NW:N, BBW:NW:N, B:E, N:NE, B:N:NE:E, B:-W:E,
NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E}

{N, B:N, B:S:N, NW, W:NW, SW:W:NW, NW:N, B:-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N,
N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, NW:N:NE, B:W:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S,B:S, W,SW, SW:W, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:W:E,
S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{S, B:S, B:S:N, SW, SW:W, SW:W:NW, S:SW, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N, S:SE,
B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B, B:S, B:N, B:S:N, W,SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:-W:E,
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N, B:S, B:N, B:S:N, W,NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:-W, NW:N, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B, S,B:S, B:N, B:S:N, W,SW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW, B:S:SW:W,
B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE,
B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
{B, S,N, B:S, B:N, B:S:N, W,SW, NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, B:W, S:SW,
NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, S:SE, N:NE, B:S:E:SE,
B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, S:SW:SE, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, W,E, B:W, B:E, B:W:E}

{S, SW, SE, S:SW, S:SE, S:SW:SE}

{N, NW, NE, NW:N, N:NE, NW:N:NE}

{B:S, SW:W, E:SE, B:S:SW:W, B:S:E:SE, B:S:SW:W:E:SE}
{B:N, W:NW, NE:E, BBW:NW:N, B:N:NE:E, BBW:NW:N:NE:E}
{B:S:N, SW:-W:NW, NE:E:SE, B:S:SW:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{N,B:N, NW, W:NW, NE, NE:E, NW:N, B:-W:NW:N, N:NE, B:N:NE:E, NW:N:NE,
B:W:NW:N:NE:E}

{B, B:N, W,W:NW, E,NE:E, B:W, B:W:NW:N, B:E, B:N:NE:E, B:W:E,
B:W:NW:N:NE:E}
{B, B:S, W,SW:W,
B:S:SW:W:E:SE}

{s, B:S, SwW, SW:W, SE, E:SE, S:SW, B:S:SW:W, S:SE, B:S:E:SE, S:SW:SE,
B:S:SW:W:E:SE}

{B:N, B:S:N, W:NW, SW:W:NW, NE:E, NE:E:SE, B:-W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N,
B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B:S, B:S:N, SW:W, SW:W:NW, E:SE, NE:E:SE, B:S:SW:W, B:S:SW:W:NW:N,
B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, B:S:SW:W:E:SE, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, N,B:N, W,NW, W:NW, E,NE, NE:E, B:-W, NW:N, B:W:NW:N, B:E, N:NE,
B:N:NE:E, BBW:E, NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E}

{N, B:N, B:S:N, NW, W:NW, SW:W:NW, NE, NE:E, NE:E:SE, NW:N, B:W:NW:N,
B:S:SW:W:NW:N, N:NE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, NW:N:NE, BBW:NW:N:NE:E,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S,B:S,W,SW, SW:W, E,SE, E:SE, B-\W, S:SW, B:S:SW:W, B:E, S:SE, B:S:E:SE,
B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE}

{S, B:S, B:S:N, SW, SW:W, SW:W:NW, SE, E:SE, NE:E:SE, S:SW, B:S:SW:W,
B:S:SW:W:NW:N, S:SE, B:S:E:SE, B:S:N:NE:E:SE, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE,
B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

B:S:E:SE,

B:S:N:NE:E:SE,

E,E:SE, B:W, B:S:SW:W, B:E, B:S:E:SE, B:W:E,

{B, B:S, B:N, B:S:N, W, SW:W, W:NW, SW:W:NW, E,E:SE, NE:E,
NE:E:SE, B:W, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E, B:S:E:SE,
B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, B:S:SW:W:E:SE, B:W:NW:N:NE:E,

B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}
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[K2, K3, K4, K5, K6] X
[K1, K2, K3, K4, K5]

[K2, K3, K4, K5, K6] X
[K1, K2, K3, K4, K5, K6]
[K1,K2, K3, K4, K5] x [K3]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K1]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K6]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K2]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K5]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [KA4]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K5, K6]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K3, K5]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K2, K3]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K1, K2]
[K1, K2, K3, K4, K5] x [K4, K5
(K1, K2, K3, K4, K5] x [K2, K4]
[K1, K2, K3, K4, K5] X
[K3, K5, K6

[K1, K2, K3, K4, K5] X
[K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5] X
(K1, K2, K3]

[K1, K2, K3, K4, K5] X
(K1, K2, K4]

[K1, K2, K3, K4, K5] X
[K2, K3, K4, K5]

[K1, K2, K3, K4, K5] X
[K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5] X
[K1, K2, K3, K4, K5]

[K1, K2, K3, K4, K5] X
[K1, K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] x [K3]
[K1, K2, K3, K4, K5, K6] x [K1]
[K1, K2, K3, K4, K5, K6] x [K6]
[K1, K2, K3, K4, K5, K6] x [K2]
[K1, K2, K3, K4, K5, K6] x [K5]
[K1,K2, K3, K4, K5, K6] x [KA4]
(K1, K2, K3, K4, K5, K6 X
[K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
[K3, K5]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
[K2, K3]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
(K1, K2

(K1, K2, K3, K4, K5, K6 X
[K4, K5]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
(K2, K4]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
[K3, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
[K4, K5, K6

[K1, K2, K3, K4, K5, K6] X
[K1, K2, K3]

[K1,K2, K3, K4, K5, K6] X
[K1, K2, K4]

(K1, K2, K3, K4, K5, K6 X
(K2, K3, K4, K5]




Relacion DCR

[ Intervalos K-reticulo

{B, N,B:S, B:N, B:S:N, W,NW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, E,NE, E:SE,
NE:E, NE:E:SE, B:W, NW:N, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E,
N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:-W:E, NW:N:NE, B:S:SW:W:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S§,B:S, B:N, B:S:N, W,SwW, SW:W, W:NW, SW:W:NW, E,SE, E:SE,
NE:E, NE:E:SE, B:W, S:SW, B:S:SW:W, B:W:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E,
S:SE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B:W:E, S:SW:SE, B:S:SW:W:E:SE,
B:W:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

{B, S,N, B:S, B:N, B:S:N, W,SW, NW, SW:W, W:NW, SW:-W:NW, E,SE, NE, E:SE,
NE:E, NE:E:SE, B-W, S:SW, NW:N, B:S:SW:W, BBW:NW:N, B:S:SW:W:NW:N, B:E,
S:SE, N:NE, B:S:E:SE, B:N:NE:E, B:S:N:NE:E:SE, B-W:E, S:SW:SE, NW:N:NE,
B:S:SW:W:E:SE, BBW:NW:N:NE:E, B:S:SW:W:NW:N:NE:E:SE}

[K1,K2, K3, K4, K5, K6]
[K2, K3, K4, K5, K6]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6]
[K1, K2, K3, K4, K5]

[K1, K2, K3, K4, K5, K6]
[K1, K2, K3, K4, K5, K6]
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Apéndice B

Diseno e Implementacion del Modelo
DC

En este apéndice se presenta una propuesta de diseno e implementacién de una libreria
software para razonamiento espacial con direcciones cardinales basado en restricciones.
Esta libreria implementa el modelo DC y los algoritmos descritos en los Capitulos @ y
Ademas, esta libreria implementa varios de los modelos de razonamiento espacial y

temporal del Capitulo 2] ya que son necesarios para implementar el modelo DC.

En el diseno se ha utilizado el paradigma de la programacién orientada a objetos y
para la implementaciéon se ha empleado el lenguaje de programacién Java en su version
5.0.

B.1. Descripcion de la Libreria

En esta seccion utilizamos la notacién UML para la descripcién de los componentes

de la librerfa. La librerfa se organiza en cuatro paquetes principales (ver Figura [B.1):

1. Paquete csp. Contiene las clases para implementar un red de restricciones y para
definir algebras de relaciones de forma abstracta. Ademas incluye la implementacion

del algoritmo de camino-consistencia descrito en la Figura 2.1 del Capitulo
2. Paquete temporal. Este paquete se divide a su vez en tres paquetes:

a) Paquete point. Implementa todo lo relacionado con el algebra de puntos.
Incluye una implementacién del algoritmo cSPAN [vB92] que utiliza el algoritmo
de Tarjan [Tar72] para detectar las componentes fuertemente conexas en una

red de restricciones.
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1] [ ] 1] 1

csp spatial temporal util

1]

temporal::point

1]

spatial::rectangular

[ 1

temporal::interval

[ ]

| spatial::cardinal

—

cardinal::DC

Figura B.1: Paquetes de la libreria para razonamiento espacial basado en restricciones.

b) Paquete interval. Implementa todo lo relacionado con el dlgebra de interva-

los: relaciones, tabla de transitividad, reticulo, etc.
3. Paquete spatial. Este paquete se divide a su vez en los siguientes paquetes:

a) Paquete rectangular. Implementa todo lo relacionado con el élgebra de

rectangulos. Este paquete hace uso del paquete interval.

b) Paquete cardinal. Que consta unicamente del paquete DC' con la imple-
mentacién del modelo DC asi como de la subclase DCR. de relaciones cardinales
rectangulares. Incluye ademas los algoritmos de consistencia DIS-BCON (Sec-
cién B2) y DIS-BCsoL (Seccién B3)) y el algoritmo para generar todas las

relaciones de la subclase de relaciones cardinales rectangulares convexas.

4. Paquete wutil. Contiene utilidades software con inferfaz grafica que utilizan los
algoritmos de los paquetes anteriores. Estas utilidades se describen en la siguiente

seccion.

En la Figura[B.2 se muestra un diagrama UML de las principales clases de la libreria.
Como se puede ver, el software se ha disenado para que se puede extender facilmente
con otros algebras de relaciones que utilicen el algoritmo PC como técnica para decidir la

consistencia de una red de restricciones.
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B.1.

DESCRIPCION DE LA LIBRERIA

Figura B.2: Clases principales de la libreria para razonamiento espacial basado en restric-

ciones.

«uses»

]
BasicRelation |

csp::ConsistencyAlgorithm

————

«uses»

+initialize()
+propagateConstraints()
+stopPropagation()

csp::PC2Algorithm

N . 1
—\ll'/Bastelatlon |

csp::CSPNetwork

1 -constraints

csp::BinaryConstraint

: . 1
. BasicRelation |

— =

N
7

csp::Variable

1 1

S

o
%

1 1

«interfaz»
csp::ConstraintOperations «uses»
+compose() | ___ N

+inverse()
+identityConstraint()
+universeConstraint()
«uses»

csp:

«interfaz»
:BasicRelation

< ____________ -

2\

point::BasicPointRelation

-relation

csp::Relation

'l BasicRelation

2\

«interfaz»
Set

point::PointRelation

interval::BasiclntervalRelation

interval::IntervalRelation

-pair 1

rectangular::BasicRectangularRelation

rectangular::RectangularRelation

DC::BasicCardinalDirectionRelation

DC::CardinalDirectionRelation
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= CompositionfInverse Tool E'EITZJ
Operation Type of Relation
® Composition () Inverse Cardinal Relation (CON) IE v |

Relations fyi Bnintion

- ‘ - interval Relation —
Retation 1: |MN:NEE ctangular Relation =|
Relation 2: [N:NEB ctangular Cardinal Relati ||

|

Result

(4){NEN:NENEE N NEE)

Figura B.3: Herramienta Composition/Inverse Tool.

= CSP Solver E\@@

Parameters
CSP Network Input File: jralizofh palial-reasoning jemplo_3.8_tesis csp: Browse ]
CSP Network Output File: spaclal y Temporalisofwareispatial-reasoningidataicsp nu1| Browse |
Basic Relation Type: |wmm - |
Algoritn: |PC2 |

Log Level: IDEBUG -
Start
Output

DEBUG - ---nnv 0 oooemee [=]

INFO - 1. Selected path: [d, b, a]= Q{7)

DEBUG - 2. temp = ([d.b,{1 MW o [b,a (BN}

termnp = (o, (1 300NV, NB, VAN NI, BV, BN VI BNV BN BN, BNV )
DEBUG - 3.1emp = ([0, (1 {EW-NWIN ~temp) = (02,01 BV NWNY

DEBUG -

# CSP Netwark

# =
#Variables =
[« Ti] »

Exit

Figura B.4: Herramienta CSP Solver.

B.2. Herramientas y Utilidades

Composition/Inverse Tool Se trata de una aplicacién visual para calcular las ope-
raciones de composicion e inversa de varios tipos de algebras de relaciones. La Figura[B.3]
muestra una captura de pantalla.

La forma de usarla es sencialla: en primer lugar se selecciona el tipo de operacién
que se desea calcular (composicién o inversa), luego se seleccién el tipo de relacién (de
puntos, intervalos, rectangular, cardinal o cardinal rectangular) y por ultimo se introducen
las relaciones para las que se quieren calcular las operaciones. La sintaxis correcta para

introducir las relaciones se describe en la Seccion [B.3l
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¢ Basic Cardinal Direction Consystency Checking
Pictorial Representation

Load Random Network (DIS) |
Random Network (CON) Rectanguiar Closure ]

] Fillboxes [¥] Show grid | Zoom In | Zoom Out

# CEP Network
: ‘

# Variables
- P =

#[3,b,c.d |
# Constraints [

2 [a,b,(1)(NW N NE-E SE]|
2 [a,0,(1){N.NE})

% [a,d,(1NBESE)

# [ba (1HEY

# (b, (1)(NE)] i

DIS-BCon
DIS-BCSol
CON-BCSol
Load Boxes

Solutions i ! i |
[‘Initial | Maximal | Final | iiES R Rl
lEN-n,zmaw»l |

T

:
g
I

[4]

4]

1 1] 1 ¥

Figura B.5: Herramienta Basic Cardinal Direction Consistency Tool.

CSP Solver La herramienta CSP Solver es una aplicacién para comprobar la consis-
tencia sobre redes de restricciones de varios tipos de relaciones utilizando algoritmos de
propagacion como camino-consistencia. La Figura [B.4 muestra la ventana principal de la
herramienta. Los parametros de entrada son el fichero que contiene la red de restricciones
que se quiere resolver, el tipo de relaciones que contiene la red (de puntos, intervalos,
rectangulos o cardinales) y el tipo de algoritmo de propagacién de restricciones que se va
a utilizar (PC2 o 4-Consistencia). Como salida, el programa genera un fichero con la red
resultante de aplicar la propagacién de restricciones (si no se han encontrado inconsisten-

cias).

Basic Cardinal Direction Consistency Tool Esta herramienta (ver la Figura [B.H)
nos permite trabajar con los algoritmos de consistencia DIS-BCoN y DIS-BCSOL sobre
redes de restricciones con relaciones cardinales basicas. Ademads, nos permite presentar de

forma visual las soluciones de las variables de region involucradas.

La herramienta nos permite generar aleatoriamente una red de restricciones con rela-
ciones cardinales basicas, o nos permite leerla desde un fichero. Podemos elegir entre el
algoritmo DIS-BCON o el algoritmo DIS-BCSoL para decidir la consistencia de la red.

Una vez ejecutado el algoritmo es posible visualizar las soluciones iniciales, maximales y
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finales de forma sencilla. La Figura [B.5 muestra la ejecucién del algoritmo DIS-BCsoL
para la red de restricciones del

B.3. Sintaxis de los ficheros de restricciones

A continuacién describimos el formato de los ficheros de entrada para las herramientas
anteriores. Basicamente, en cada linea se introduce una restriccion distinta, pudiendo dejar
lineas en blanco e introducir comentarios utilizando el simbolo # al principio de la linea.

Los comentarios son ignorados.

La sintaxis BNF para las restricciones es la siguiente:

<RESTRICCION> ::= <VARIABLE1>_<VARIABLE2>=<RELACION>
<RELACION> ::= <PAR> | <IAR> | <RAR> | <DC>

donde <VARIABLE1> y <VARIABLE2> pueden ser cualquier cadena alfanumérica que em-
piece por una letra y <RELACION> es una cadena que representa la relacién. Segtn el tipo

de relacion tendra un formato u otro:

= Relacion del algebra de puntos. La sintaxis BNF es la siguiente:

<PAR> ::= [‘{’] <BPAR> (,<BPAR>)* [‘}’]
<BPAR> ::= ‘<’ | > | ‘=
Ejemplos:

a_b = <,>

b_c = {<,=}

a_c = {<,>,=}

= Relacion del algebra de intervalos. La sintaxis BNF es la siguiente:

<IAR> ::= [‘{’] <BIAR> (,<BIAR>)* [‘}’]
<BIAR> ::= elsl|silflfiloloilmImild|di|b]|bi
Ejemplos:

b_c = {mi,di,b}

a_c = {oi,m}

a_b = e,f,o01
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= Relacion del algebra de rectangulos. Las relaciones rectangulares se pueden ex-
presar de 3 formas distintas: mediante disyuncién de relaciones rectangulares basi-
cas, mediante el producto cartesiano de dos relaciones de intervalos o mediante rela-
ciones cardinales rectangulares. En este ultimo caso se realiza una traduccién entre
la relacion cardinal (si es rectangular) a una relacién del dlgebra de rectdngulos. La

sintaxis BNF es la siguiente:

<RAR> ::= [<BRAR> | <BDC>] (,[<BRAR> | <BDC>])* | <IAR> ‘x’ <IAR>
<BRAR> ::= ‘(’<BIAR>:<BIAR>¢)’

Ver el siguiente punto para la definicion de la sintaxis de <BDC>.

Ejemplos:

a_b = (b:m),(s:f)
b_c = {b,f,drx{di,fi}
NE:N,N:B:S,(s:f)

a_c

= Relaciéon del Modelo DC. La sintaxis BNF es la siguiente:

<CR> ::= <BDC> (,<BDC>)* | U
<BCR> ::= <DIR>(:<DIR>)=*
<DIR> ::=N | S| E| W/| NE | NW | SE| SW | B

El simbolo U se utiliza para indicar que la relacién cardinal universal, es decir, la

formada por la disyuncién de las 218 relaciones cardinales del modelo DC.

Ejemplos:
a_b = N:B:W
b_c =T

a_c N:B:NE,SE:S:SW,B:E:SE:S
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