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Introduction

The general framework of this memaoir is ttieory of integration of functions with values in
Banach spaced#istorically, the starting point of the research on vector integration goes back to the
origins of Banach space theory, and among the pioneering works we can cite those due to Graves
[Gra27], Bochner [Boc33], Birkhoff [Bir35], Gel'fand [Gel36], Dunford [Dun35, Dun36, Dun37]
and Pettis [Pet38]. The reader can find a comprehensive information about these beginnings in the
monograph by Diestel and Uhl [DU77] and [Hil53].

The Lebesgue integral (for real-valued functions) admits several approaches which usually
lead to different extensions of the notion of integral in the case of functions with values in Banach
spaces. According to Fremlin and Mendoza [FM94, p. 127].

The ordinary functional analyst is naturally impatient with the multiplicity of defini-
tions of ‘integral’ which have been proposed for vector-valued functions, and would
prefer to have a single canonical one for general.use

TheBochner integrahas been widely used during all these years, with a remarkable repercus-
sion within Banach space theory (Radon-Nikodym property), see [Bou83] y [DU77]. However,
simple examples show that this notion of integrability is quite restrictive, since it requires that the
functions have “essentially” separable range. On the other handPettie integra) which does
not need such requirement, reached its maturity in the 70’s and 80’s thanks to the contributions
of authors like Talagrand, Fremlin, Edgar, Musial, etc., that brought on a substantial impact in
measure theory, see [Tal84], [Mus91] y [Mus02].

Unlike the previous ones, the notion of integral introduced by Garrett Birkhoff in [Bir35] has
hardly been studied, in spite of playing a relevant role in the setting of vector integration. Roughly
speaking, in this memoir we intend to:

= Analyze in detail théBirkhoff integralof vector-valued functions, as well as its correspond-
ing versions within the settings a@itegration with respect to vector measusedintegra-
tion of multi-valued functions

= Compare these methods of integration with others which are well known (Bochner, Pettis,
McShane, Debreu, etc.).

= Characterize, in terms of vector integration, some properties of the Banach spaces where the
(multi-) functions take their values.

The original results we include are mostly taken from our papers [CRO05], [Rod05a], [Roda],
[Rod05b], [Rodb], [Rodc], [CR04] and [Rod06]. We next summarize the content of this work.
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Chapter 1. Preliminaries

This auxiliary chapter is devoted, on the one hand, to fix the notation and terminology used
throughout this memoir and, on the other hand, to give a brief introduction to fundamental topics
like: series in Banach spaces, vector measures, measurability in Banach spaces, the Bochner and
Pettis integrals, stable families of measurable functions, liftings in measure spaces, etc. Our aim is
to make easier the reading of the remaining chapters. The majority of the results included are well
known and are presented without proof.

For the convenience of the reader, at the end of this memoir we have also inclGdéjkeat
index, where the number appearing together each symbol or term simply indicates, as usual, the
page where it has been defined.

Chapter 2. The Birkhoff integral of vector-valued functions
In this chapter we study in detail the Birkhoff integral of functions defined on a complete
probability spacéQ, >, u) with values in a Banach spack, || - ||).

Birkhoff's motivation to propose his definition of integral arose friffnéchet’s [Frel5] ele-
gant interpretation of the Lebesgue integrgBir35, p. 357], where the latter is obtained as a limit
of infinite Riemann sumseplacing in the usual definition of the Riemann integral the intervals
with arbitrary measurable setand consideringountable partitiongnstead of finite ones. To be
more precise:

Theorem (Fréchet).A function f: Q — R is Lebesgue integrable if and only if, for eagh> 0,
there is a countable partitioh = (A,) of Q in X such that

> u(An)sup(f(An)) =S wu(An)inf(f(An)) <e,

the series being well defined (i.e. the restrictidn_fis bounded whenever(A,) > 0) and abso-
lutely convergent. In this casé, f du is the only point belonging to the intersection

ﬂ{ [Zy(An) inf(f(An)), Z,u(An)sur(f(An)) : (An) is a countable partition of2 in

such that the series are well defined and absolutely conveygent

Fréchet presented his approach to the Lebesgue integral as follows, [Frel5, p. 249]:

This way of presenting the theory of integration due to Mr. Lebesgue has the advan-
tage, over the way Mr. Lebesgue presented his theory himself, that is very much close
to the views of Riemann-Darboux to which many students are familiar with

In the case of vector-valued functions, Birkhoff set up his integral by usim@pnditionally
convergent series:
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Definition 2.1.1 & Corollary 2.1.3 ([Bir35]). Let f: Q — X be a function. I = (An) is a
countable partition ofQ in %, the function f is said to be summable with respecf ti the
restriction f|, is bounded whenever(A,) > 0 and the set of sums

I(f,r) = {Zu(An)f(tn) t eAn}

is made up of unconditionally convergent series. The function f is said to be Birkhoff integrable if
for eache > O there is a countable partition of Q in Z for which f is summable and

diam(J(f,IN)) <e.
In this case, the intersection
ﬂ{co(J(f,F)) : f is summable with respect [0

contains a unique point, denoted @) |, f du and called the Birkhoff integral of f.

The relationship of the Birkhoff integral with the Bochner and Pettis integrals was analyzed
by Birkhoff [Bir35], Pettis [Pet38] and Phillips [Phi40], showing that:

= for any functionf : Q — X, we always have:
f Bochner integrable= f Birkhoff integrable = f Pettis integrable

and the corresponding “integrals” coincide;
= none of the reverse implications holds in general,
= Birkhoff and Pettis integrability are equivalent wh¥ris separable

The previous results have been collected in Section 2.1, which is devoted to present a self contained
introduction to the Birkhoff integral. We prove that the notion of Birkhoff integrability coincides
with the unconditional Riemann-Lebesgue integrabjlitycently studied by Kadets, Tseytlin and
others in [KT00, KSS02]:

Proposition 2.1.4 ([CRO5]).Let f: Q — X be a function. The following conditions are equiva-
lent:

(i) f is Birkhoff integrable;

(i) fis unconditionally Riemann-Lebesgue integrable, that is, thereci¥xwith the following
property: for eache > 0 there is a countable partitio, of Q in X such that, for every
countable partitio = (A,) of Q in X finer thanl",. (i.e. each A is contained in some ele-
ment ofl ;) and every choice E (t,) inT (i.e. t, € A, for every n), the serieF,, u(An) f (tn)
is unconditionally convergent and

> 1A (1) x| <e.



o Introduction

In this case, x= (B) [, f du.

One of the most remarkable features of Birkhoff’s integration theory is the possibility of char-
acterizing the integrability of a vector-valued functiédn Q — X in terms of the pointwise
compact family of real-valued functions

Z,={xof: x €By.} CR®

(whereBy.. denotes the closed unit ball of the topological d¥alof X). In this direction, the
notion that appears associated to Birkhoff integrability is the so-c8tadgain property{Bou]
of a family of real-valued functions.

Definition 2.2.1.We say that a family? c R®? has the Bourgain property if, for eagh> 0 and
each Ac X with u(A) > 0, there exist A ... ,Ay C A, A € X with u(A;) > 0, such that

122105@'/\) <e foreveryhe 7

(where we writeosgh|, ) = supf{|h(t) — h(t")]:t,t" € A}).

The Bourgain property is stronger than the notion of stability in Talagrand’s sense and has been
widely studied in the literature, see e.g. [GGMS87, Mus91, Mus02, RS85], mostly in connection
with the Pettis integral theory. For instance, a classical result of Riddle and Saab [RS85] states that
a bounded function fQ — X* is Pettis integrable if the family(f,x) : x € By} € R? has the
Bourgain property

The fundamental tool to characterize the Birkhoff integrability bbandedunction f via the
family Z; is a result of Talagrand (Corollary 2.2.12), taken from [GGMS87], sayingithatform-
ly bounded family#’ ¢ R? has the Bourgain property if and only if it is a family of small oscilla-
tion, that is, for eacte > O there is a finite partitiorm” of Q in X such thaty o 1 (A) osqh|,) < &
for every he 5. As a consequence we obtain the following theorem.

Theorem 2.3.2 (JCRO5]).Let f: Q — X be a bounded function. The following conditions are
equivalent:
(i) f is Birkhoff integrable;
(i) the family Z has the Bourgain property;
(iii) there is a norming set B By. (i.e. ||x|| = sup{|x"(x)| : x* € B} for every xe X) such that
the family Z g = {xX"o f :x* € B} C R® has the Bourgain property.

Notice that, in particular, our Theorem 2.3.2 improves the previously mentioned result of Rid-
dle and Saab. On the other hand, as regards non necessarily bounded functions, we have the fol-
lowing characterization.

Theorem 2.3.7 ([CRO5]) & Proposition 2.3.14 ([Roda])Let f: Q — X be a function. The
following conditions are equivalent:

() f is Birkhoff integrable;
(i) the family Z is uniformly integrable and has the Bourgain property;
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(iii) there is a convex norming set®By. such that the family Z; is uniformly integrable and
has the Bourgain property. '

A few remarks about this result follow:

(a) In general, it is not possible to eliminate the convexity assumption in condiiipn(as
we show in Example 2.3.21), although this can be done, for instance, (yemw*) is
separable (Corollary 2.3.28).

(b) The implication(i)=-(ii) improves a result of Fremlin [Freb] which ensures that the fami-
ly Z; associated to a Birkhoff integrable functidns always stable in Talagrand’s sense.

(c) As an application, we provide a proof of the fact thila¢ indefinite Pettis integral of a
Birkhoff integrable function has norm relatively compact raf@erollary 2.3.8), a property
originally proved by Birkhoff [Bir35] that is not satisfied by all Pettis integrable functions,
as shown by Fremlin and Talagrand [FT79]. Recall that the range of the indefinite integral
of a Pettis integrable function is norm relatively compact if and only if such function is the
limit of a sequence of simple functions for tRettis seminormdefined by

Iflle= sup [ x'of| du.

X*EBy

In Section 2.4 we use the previous characterizations in order to replace Pettis integrability with
Birkhoff integrability in some known results, which are therefore reinforced.

Riddle, Saab and Uhl [RSU83] proved thitX is separable and K is a compact Hausdorff
topological space, then a bounded functionkf — X* is universally scalarly measurable if and
only if it is universally Pettis integrabl@he term “universally” means “with respect to each Radon
measure oiK”). In Corollary 2.4.17 we prove that these conditions are actually equivalent to the
fact that the function isiniversally Birkhoff integrable

The following “weak” version of the Radon-Nikodym property of a Banach space was intro-
duced by Musial in [Mus79].

Definition 2.4.1. We say that X has the weak Radon-Nikodym property (WRNP) if, for each
complete probability spacé&Q,Z, u) and every countably additive ang-continuous measure

v . Z — X, with o-finite variation, there is a Pettis integrable function: € — X such that
v(E) = (Pettig [¢ f du for every E€ .

An important characterization due to Musial, Ryll-Nardzewski, Janicka, Haydon and Bour-
gain (see e.g. [Dul89, Chapter 6] or [Tal84, Chapter 7]) statesttaes not contain subspaces
isomorphic to/t if and only if X has the WRNP; the latter is the case if and only if the “identity”
function I: By. — X* is universally Pettis integrablén the previous equivalences we can replace
“Pettis” with “Birkhoff”, as follows.
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Theorems 2.4.19, 2.4.22 (JCR05]) and 2.4.25bhe following conditions are equivalent:

(i) X does not contain subspaces isomorphi¢'to
(i) for each complete probability spa¢®,2, i) and every countably additive-continuous
measurev : ¥ — X*, with o-finite variation, there exists a Birkhoff integrable function
f : Q — X* such thatv(E) = (B) J¢ f du for every Ec %
(iii) the “identity” function | : By. — X* is universally Birkhoff integrable.

It is worth mentioning here that, as a consequend@ ef(ii), in Chapter 3 we obtain a partial
solution to a problem posed by Fremlin [Fre95, Fre94] regarding the representation of vector
measures as indefinite integralsMéShaneantegrable functions.

As we have already said, the notions of Birkhoff and Pettis integrability coincide for functions
with values in separable Banach spaces. In addition, by virtue of our characterization of the WRNP
in dual spaces, this equivalence also holds for functions with values in the dual of separable Banach
spaces without subspaces isomorphié‘t@Corollary 2.4.24). In Section 2.5 we will show that the
coincidence of Birkhoff and Pettis integrability characterizes separability inside a wide class of
Banach spaces: theeakly Lindel6f determinedpaces (that includes, for instance, all weakly
compactly generated ones). More precisely, we have the following results.

Theorems 2.5.1 and 2.5.2 ([Rod05a]puppose that X is weakly Lindel6f determined.

(i) If X is not separable, then there exist a complete probability sp@c&, 1) and a bounded
Pettis integrable function fQ — X that is not Birkhoff integrable.

(i) If the density character of X is greater than or equal to the continuum, then there exists a
bounded universally Pettis integrable function[®, 1] — X that is not Birkhoff integrable.

In the particular casX = c,([0,1]), the constructions employed in the proof(dj allow us
to obtain a counterexample to the analogue of Lebesglmisinated convergence theordar
the Birkhoff integral (Example 2.5.4). This means another difference with the Bochner and Pettis
integrals, for which such a result is always true (for the norm and weak topologies, respectively).

Chapter 3. The Birkhoff and McShane integrals with respect to vector measures

In this chapter we will consider several theoriesriégration of vector-valued functions with
respect to vector measureSiven two Banach spacesandY, a measurable spa¢@,%) and a
countably additive measuge: ~ — Z(X,Y) (where.Z(X,Y) stands for the Banach space of all
the continuous linear mappings frofto Y), the “integral” with respect to of a simple function
with values inX, sayf = z{‘zlxixpﬁ, can be defined in a natural way as

K du:iu(#\xxi)ev,

that is, substituting the product by scaldsx X — X with the canonical bilinear mapping
Z(X,Y)x X — Y. In general, the different notions of integral analyzed in this chapter involve
Riemann sums of the forry, u(A)(f(t)).
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The first studies on integration of vector-valued functions with respect to vector measures
go back to the origins of Banach space theory, see [Hil53]. Possibly, during this time the most
extended method has been that of Bartle [Bar56], which was generalized and studied extensively
by Dobrakov in a long series of works initiated in [Dob70a], see [DP04, Pan95] and the references
therein. Within the setting of this chapter, the differences betweeBainie bilinear *-integral
and theDobrakov integralare simply language matters. In order to formulate the definition we
need to introduce some terminology.

Recall that thecontextual semivariatiof u is the functionfi : £ — [0,+o| defined by
(A) =sup|| 3L, u(A)(%)]l, where the supremum is taken over all the finite partitiohs! ,
of Ain X and all the finite collection§x ), in By. Throughout this chapter we assume thas
complete anatontinuous(i.e. for every decreasing sequen&);_, in X with ;-1 E, =0, we
have Imy [i(E,) = 0). The continuity ofii ensures thai (Q) < +co.

Definition 3.1.14 ([Bar56, Dob70a]) A function f: Q — X is called Dobrakov integrable with
respect tou if there is a sequence of simple functiops 2 — X converging to fii-a.e. such
that, for each E< ., there exist$imy [ fo du. In this case, the limitD) [, f du =lim, [, fa du
is independent of the sequendg) and is called the Dobrakov integral of f with respeciuto

For instancejl is always continuous in the following particular cases:

(a) Integration of vector-valued functions with respect to scalar measthas is,X =Y and
1(E)(x) = v(E)x, wherev is a probability measure cn In this case, a functiof: Q — X
is Dobrakov integrable with respect oif and only if it is strongly measurable and Pettis
integrable with respect to.

(b) Integration of real-valued functions with respect to vector measutes is,X = R and
u(E)(a) =av(E), wherev : ¥ — Y is a countably additive measure. In this case, a function
f : Q — R is Dobrakov integrable with respect toif and only if it is integrable in the
sense of Bartle, Dunford and Schwartz [BDS55] with respeet(see [DS88]). The Bartle-
Dunford-Schwartz integral has been studied extensively by several authors, among whom
we can cite Lewis [Lew70, Lew72], Kluvanek and Knowles [KK76] and, more recently,
Curbera [Cur92, Cur94, Cur95] and Fernandeal.[FMN " 05].

Regarding the question of considering a “Birkhoff type” integral for real-valued functions and
vector measures, Lewis [Lew72, p. 307] claimed:

The paper of Garrett Birkhoff [Bir35] is apparently the first to relate unconditional
convergence and integrability (for vector functions and scalar measures) in Banach
spaces. However, the methods of Birkhoff are not easily adaptable to our setting

We next see how the difficulties disappear if we define the integral “refining partitions”, that
is, modifying in the obvious way the definition of the unconditional Riemann-Lebesgue integral
(Proposition 2.1.4). In fact, the same method can be applied to vector-valued functions and vector
measures, obtaining the notion $tintegral studied by Dobrakov in [Dob88]. It seems that Do-
brakov was unaware of the Birkhoff integral, and his motivation to introduc&thetegral arose
directly from the work of Kolmogorov [Kol30, Tik91] on integration theory.
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Definition 3.2.1 ([Dob88]).A function f: Q — X is called S-integrable with respect t@, with
S-integral ye Y, if for eache > O there is a countable partition, of Q in Z such that, for every
countable partition” = (A,) of Q in X finer thanl", and every choice F (t,) in I, the series

S nt(An)(f(tn)) is unconditionally convergent antly , 1 (An)(f(tn)) —Y|| < €. The vector y= Y
(necessarily unique) is denoted &) [, f du.

The relationship between the Dobrakov integral andShéntegral is made clear in Theo-
rem 3.2.9, due to Dobrakov himself [Dob8&:function f: Q — X is Dobrakov integrable if
and only if it is strongly measurable and-fitegrable (in this case, the respective integrals coin-
cide). Notice that this result generalizes the fact that the notions of Birkhoff and Pettis integrability
coincide for strongly measurable functions. On the other hand, in the case of integration of real-
valued functions with respect to vector measures, we have obtained the following

Corollary 3.2.11.Under the assumptions of (b), a function ® — R is integrable in the sense
of Bartle, Dunford and Schwartz with respectudf and only if it is S-integrable with respect
to u. In this case, the respective integrals coincide

As we have already mentioned, every Birkhoff integrable function is the limit, for the Pettis
seminorm, of a sequence of simple functions. In the case of vector-valued functions and vector
measures, we carotensure, in general, the norm relative compactness of the range of the “indefi-
nite integral” of evenS*-integrable function. However, it is yet possible to approximate by simple
functions:

Theorem 3.2.13 ([Rodc])Let f: Q — X be a function that is Sintegrable with respect tq.
Then for eactx > O there is a simple function gQ — X such that

‘(S*)/Efdu—/Egduuge.

Section 3.3 is devoted to study tMcShane integral of vector-valued functions with respect
to vector measuresn the framework of integration with respect to scalar measures, this notion
of integral, introduced by McShane in [McS69, McS83], has been widely analyzed during the last
years. The case of vector-valued functions defined0ofi was considered by Gordon [Gor90],
Fremlin and Mendoza [FM94]. Later, Fremlin [Fre95] generalized this integral for functions de-
fined on an arbitrary quasi-Radon topological measure spBcg ., 0), that is, a topological
spacgT,¥) with a non negative, finite and complete meadiyren ac-algebra¥’ O ¥, such that
0 is t-additive and inner regular with respect to closed sets (e.g. a compact Hausdorff topological
space with a Radon measure).

In order to recall the definition of the McShane integral we need to introduce more terminol-
ogy. A gaugeon (T,%) is a functiond : T — ¥ such that € o(t) for everyt € T. A partial
McShane partitiorof T is a finite collection{(E;,t;) : 1 <i < p}, where(E,) is a disjoint family
in. andt; € T for every 1<i < p. We say that such a ‘partition’ subordinateto 6 if E; C o (t;)
for every 1<i < p. Itis worth it to emphasize that, thanks to thadditivity of 6, for each gaugé
on (T,%) and eachp > 0, we can always find a partial McShane partitigi;,t;) : 1 <i < p}
of T subordinate t& such tha® (T \ U, E) < 7.

sup
Eecx
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Definition 3.3.2 & Proposition 3.3.10 (Fremlin).Let f: T — X be a function. We say that f
is McShane integrable, with McShane integrat X, if for eache > 0 there exist a gaugé on
(T,¥) andn > O such that

p
H_Zle(Ei)f(ti)—xH <e

for every partial McShane partitiofi(E;,t;) : 1 <i < p} of T subordinate t& with the property
thato (T \UP,E) <n.

The relationship between the Birkhoff, McShane and Pettis integrals has been discussed by
Fremlin [Fre95, Freb], showing that, for a given functibnT — X, we have

f Birkhoff integrable=- f McShane integrable= f Pettis integrable

and the corresponding integrals coincide. None of the reverse implications holds in general, see
[Freb, FM94], although the three notions of integrability are equivalextigf separable.

Naturally, in order to set up the McShane integral with respect to a vector measure we need to
add some “suitable” additional assumptions to the measurable §paEgand the vector measure
u:z— Z(X,Y). To be precise, throughout Section 3.3 we supposertia is a topology o2
and thati satisfies the following properties:

(ax) for everyE € X and everye > 0 there isG € 7, G D E, such thafi(G\ E) < ¢;
(B) for every (non empty) upwards directed famii/C 7, we have

inf{il(UZ\G): Ge¥}=0.
Equivalently, any (some) control measurewois quasi-Radon.

Definition 3.3.9 ([Rodb]). Let f: Q — X be a function. We say that f is McShane integrable
with respect tqu, with McShane integral ¥ Y, if for eache > 0 there exist a gaugé on (Q, 1)
andn > 0 such that

H.i‘u(Ei)(f(ti)) —yH <e

for every partial McShane partitiofi(E;,t;) : 1 <i < p} of Q subordinate to5 with the property
that 1(Q\UP_, E;) <. The vector e Y (necessarily unique) is denoted () [, f dpu.

We have already mentioned that Fremlin [Freb] proved that any Birkhoff integrable function,
defined on a quasi-Radon topological measure space, is McShane integrable. Possibly, our main
contribution to the theory of the McShane integral with respect to vector measures is the following
extension of that result.

Theorem 3.3.17 ([Rodb]) Let f: Q — X be a function. If f is Sintegrable with respect ta,
then f is McShane integrable with respecut@nd (S) [, f du = (M) [, f du.

A consequence of the previous theorem is the fact that, under the assumptions of the particular
case (b)a function f: Q — R is McShane integrable with respect gioif and only if it is inte-
grable in the sense of Bartle, Dunford and Schwartz with respec{&md the respective integrals
coincide) see Corollary 3.3.19. In general, we have the following characterization.
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Corollary 3.3.18 ([Rodb]). Let f: Q — X be a strongly measurable function. The following
conditions are equivalent:

(i) fis Dobrakov integrable;
(i) fis S-integrable;
(iii) f is McShane integrable.
In this case(D) [, f du = (S) [o f du = (M) [, f du.

On the other hand, bearing in mind the McShane integrability of any Birkhoff integrable func-
tion (defined on a quasi-Radon topological measure space), our characterization of the WRNP in
dual Banach spaces (Chapter 2) allows us to provide a partial answer to the following problem
posed by Fremlin in [Fre94] and [Fre95, 4G(c)]:

Suppose thatT,¥,.#,0) is a quasi-Radon topological measure space, that Z is a
Banach space and that: . — Z is a function. ¢ Under what conditions willbe
the indefinite integral of a McShane integrable function from T to Z?

Corollary 3.3.21. The following conditions are equivalent:

() X does not contain subspaces isomorphiélto

(i) for each quasi-Radon topological measure sp@tes,.”, 6) and every countably additive
6-continuous measure: . — X*, with o-finite variation, there is a McShane integrable
function f: T — X* such thatv(E) = (M) J¢ f d6 for every Ec ..

Fremlin showed in [Fre95] thahe range of the indefinite integral of any McShane integrable
function, defined on a quasi-Radon topological measure space, is nhorm relatively coRrpatt
lin's proof is complicated and involves techniques of stable families of measurable functions.
Curiously, when analyzing the more general case of vector-valued functions and vector measures,
we have found a simpler proof of that result, which admits the following extension in terms of
“approximation” by simple functions.

Theorem 3.3.22 ([Rodc])Let f: Q — X be a function that is McShane integrable with respect
to u. Then for eacte > O there is a simple function gQQ — X such that

‘(M)/Efdu—/Egd,qus.

It is well known that the normed space of all (scalar equivalence classes of) Dunford inte-
grable functions (defined on a probability space), equipped with the Pettis rsonmt, complete
in general, and the same holds for the subspaces made up of all Birkhoff, McShane or Pettis inte-
grable functions. However, Diaz, Fernandez, Florencio and Paul [DFFP95] proved that the spaces
of Dunford and Pettis integrable functions are alwaltsabornologicaland, in particularbpar-
relled, which allows us to apply the “uniform boundedness” and “closed graph” theorems to linear
mappings defined on them with values in Banach spaces.

The results of [DFFP95] are based on a general principle that states that a normed space with
a “suitable” Boolean algebra of projections is ultrabornological. In the last section of this chapter

sup
Eex
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we apply this criterion to the normed spaces of (equivalence classes of) vector-valued functions
(Dobrakov,S* or McShane) integrable with respect to a vector measure, equipped with the norm
given by the semivariation of the indefinite integral (which is the natural generalization of the
Pettis norm to this context). Thus, our Theorems 3.4.10, 3.4.17 and 3.4.25 say eadhatne

of these spaces is ultrabornological (resp. barrelled) if and only if, for each atom A tie
operatoru (A) has closed rangeNotice that this condition is fulfilled automatically in the case (a)

of integration of vector-valued functions with respect to scalar measures.

Chapter 4. The Birkhoff and Pettis integrals for multi-valued functions

Since the pioneering works of Aumann [Aum65] and Debreu [Deb67], the theory of integra-
tion of multi-functions(also called correspondences or multi-valued functions) has been widely
studied. This development has been to a large extent due to the applications which this theory pro-
vides in Mathematical Economics, Optimization, etc. The monographs by Castaing and Valadier
[CVT7T], Klein and Thompson [KT84], Aubin and Frankowska [AF90] and the recent survey by
Hess [Hes02] contain a good deal of information in this respect.

In this chapter we study the integration of multi-functions defined on a complete probability
space(Q,Z, u) with values in the familycwk(X) of all (non empty) convex and weakly compact
subsets of a Banach spaxeln general, the different methods that we consider share a common
feature: the integrability of a multi-functioR : Q — cwk(X) can be reinterpreted in terms of
the single-valuedfunction j o F, where | is a suitable isometric embedding ofvk(X) (which,
endowed with the Hausdorff distanbe becomes a complete metric space) in a Banach space.
Recall that theHausdorff distancéetween two set§,D € cwk(X) is defined by

h(C,D) =inf{n >0: CC D+nBy, DCC+nBy}.

The particular embeddingthat we next introduce is a standard tool in the study of the hyperspace
(cwk(X), h).
Lemma 4.1.4.Given Ce cwk(X) and x € X*, we writed*(x*,C) = sup{x*(x) : x € C}. Then the
mapping j: cwk(X) — /l«(By.) defined by (C)(x*) = §*(x*,C) satisfies the following proper-
ties:
(i) j(C+ ) (C) + j(D) for every CD € cwk(X);

(i) j(AC) =Aj(C) for everyA > 0and every G= cwk(X);

(i) h(C,D)= H]( ) — j(D)]|« for every GD € cwk(X);

(iv) j(cwk(X)) is closed infe(By.).

As we have already mentioned, the study of the integrability of a vector-valued function is
considerably simplified when the Banach space where the function takes its vadegsiable
Therefore, since we are going to analyze the integrability of a multi-funétio@ — cwk(X)
through the compositionj o F, it is natural to ask under what conditions we can ensure that
spartj(cwk(X))) is separable or, equivalently, th@wk(X), h) is separable. It is well known that
the family ck(X), made up of all the (non empty) convex and norm compact subsexs isf
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h-separable if (and only ifX is separable. As regardsvk(X), we have the following characteri-
zations.

Proposition 4.1.10 ([CR04]).Suppose that Xhas the Radon-Nikodym property (e.d. X sepa-
rable). Then(cwk(X), h) is separable if and only if X is finite-dimensional

Proposition 4.1.12.Suppose that X is a dual Banach space. Ttevk(X), h) is separable if and
only if X is separable and has the Schur property

The notions of integral for multi-functions that we consider in this chapter generalize in a
natural way the Bochner, Birkhoff and Pettis integrals (the latter in the separable case). The coun-
terpart of the Bochner integral was introduced by Debreu [Deb67] for multi-functions with values
in ck(X), although it can be extended to the case of multi-functions with values/kiX), as
pointed out by Byrne [Byr78]. The book [KT84] is a convenient reference about the Debreu inte-
gral, whose definition is next recalled.

Definition 4.1.27.A multi-function F: Q — cwk(X) is called Debreu integrable if the compo-
sition joF : Q — /w(By.) is Bochner integrable. In this case, the Debreu integral of F is the
unique elementDe) [, F du € cwk(X) satisfying [(De) [oF du) = (Bochnej [, joF du.

We stress that, in fact, this notion of integrability does not depend on the particular embed-
ding j (with the properties mentioned in Lema 4.1.4) that we are considering.

On the other hand, the Pettis integral of multi-functions, introduced in [CV77, Chapter V,
84], has been subject of study in the last years, see e.g. [Amr98, EAHO00, HZ02, Zia97, Zia00].
Within this theory it is assumed thtis separableit is well known that this hypothesis ensures
that a multi-functionF : Q — cwk(X) admitsstrongly measurablselectors (that is, functions
f:Q — X suchthaff (t) € F(t) for everyt € Q) if the functiond* (x*,F) = 6*(x*,F(-)) : Q — R
is measurable for every € X*.

Definition 4.2.1. Suppose that X is separable. A multi-function @ — cwk(X) is said to be
Pettis integrable if

(i) &*(x*,F) e L (u) for every x € X*;

(i) for each Ac Z, there is(P) [, F du € cwk(X) such that

5*<x*,(P)/F du) :/6*(x*,F)du for every X € X*.
A A

The following result (due to Castaing and Valadier [CV77], EI Amri and Hess [EAHO00] and
Ziat [Zia97, Zia00]) generalizes to the case of multi-functions a classical characterization of Pettis
integrability for single-valued functions with values in separable Banach spaces. In view of its
significance for the rest of the chapter, we have decided to include a proof.

Theorem 4.2.3.Suppose that X is separable. Let: ©2 — cwk(X) be a multi-function. The
following conditions are equivalent:

() F is Pettis integrable;
(i) the family{o*(x*,F) : X" € By.} is uniformly integrable;
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(i) &6*(x*,F) is measurable for every">xc X* and each strongly measurable selector of F is
Pettis integrable.

In this case, for each A %, we have

(P)/ Fdu= {(Pettis)/ fdu: f:Q— Xis a Pettis integrable selector of}
A A

Notice that, given a multi-functiofr : Q — cwk(X), we have(e,., joF) = 8*(x*,F) for
everyx® € X*, wheree,. € B, (B,.)" is the “evaluation” a*. Thus, the Pettis integrability dF
/oo (By s

guarantees that the single-valued functjerr is “Pettis integrable with respect to the norming set
{6 X" €By.} CB, B, - It is natural to ask ourselves whether there is some relation between
00 x*

the Pettis integrability oF and that ofj o F. We next summarize the partial answers we know.

Propositions 4.2.7 ([CR04]) and 4.2.10 & Remark 4.3.165uppose that X is separable. Let
F : Q — cwk(X) be a multi-function. Let us consider the following conditions:
(i) joF is Pettis integrable;
(i) F is Pettis integrable.
Then (i)=(ii) and, in this case, we have (P) [,F du) = (Pettig [, joF du for every Ac 3. On
the other hand, (i) y (ii) are equivalent in each of the following cases:
» if (F(Q),h) is separable (e.g. Q) C ck(X));
= if the family{5*(x*,F) : X" € By. } is stable.

In general, (ii) does not imply (i).

In Section 4.3 we discuss the natural generalization oftinkhoff integralto the case of
multi-functionsF : Q — cwk(X), comparing it with the Debreu and Pettis integrals.

Definition 4.3.1 ([CRO4]).Let F: Q — cwk(X) be a multi-function. We say that F is Birkhoff
integrable if the compositionojF : Q — /(By.) is Birkhoff integrable. In this case, the Birkhoff
integral of F is the unique eleme(B) [, F du € cwk(X) satisfying

i(® [ Fau)=(®) [ joF du.

Similarly to what happens with Debreu integrability, the notion of Birkhoff integrability admits
an “intrinsic” characterization that does not depend on the embeddRecall that a series, C,
of elements otwk(X) is said to beunconditionally convergerit, for arbitrary choices¢, € C,,
the seriesy ,x, converges unconditionally iX. If this is the case, we know that the set of sums
SnCn = {3nXn: % € Cp} also belongs tewk(X) (Lemma 4.1.17).
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Corollary 4.3.2 ([CR04]). Let F: Q — cwk(X) be a multi-function. The following conditions
are equivalent:

() F is Birkhoff integrable;

(i) there exists G= cwk(X) with the following property: for everg > 0 there is a countable
partition ', of Q in X such that, for every countable partitidn= (A,) of Q in Z finer
thanl", and any choice = (tn) in T, the series , 1 (An)F (tn) is unconditionally convergent
and

h(;,u(A,QF(tn),C) <e.

In this case, C= (B) |, F dyu.

As in the case of single-valued functions, the Birkhoff integral for multi-functions is interme-
diate between the Debreu and Pettis integrals:

Corollary 4.3.6 & Theorem 4.3.7 ([CRO4]).Let F: Q — cwk(X) be a multi-function. If F is
Debreu integrable, then F is Birkhoff integrable, witB) |, F du = (De) [, F du. The converse
holds if X is finite-dimensional

Corollaries 4.3.12 and 4.3.13 ([CR04])Suppose that X is separable. Let R — cwk(X) be a
multi-function.

() If F is Birkhoff integrable, then:

= F is Pettis integrable;

= F admits strongly measurable selectors;

= each strongly measurable selector of F is Birkhoff integrable;
= for each Ac Z we have

(B)/ Fdu= {(B)/ fdu: f:Q— Xis aBirkhoff integrable selector of}:.
A A

(i) Suppose thatF (Q),h) is separable (e.g. B2) C ck(X)). Then F is Birkhoff integrable if
and only if it is Pettis integrable.

Recall that, when one considers single-valued functions with values in a separable Banach
space, Birkhoff and Pettis integrability are equivalent; moreover, under these conditions, we also
know that both notions of integrability agree with that of Bochner for bounded functions. The fol-
lowing results show that in the case of multi-functions such equivalences are not valid in general.

Corollary 4.3.11 (JCR04]) Suppose that Xhas the Radon-Nikodym property (e.d. X separa-
ble). The following conditions are equivalent:

(i) every Birkhoff integrable multi-function HO, 1] — cwk(X) is Debreu integrable;
(i) every bounded Birkhoff integrable multi-function |, 1] — cwk(X) is Debreu integrable;
(iii) X is finite-dimensional.

Theorem 4.3.15 ([CRO04]) Suppose that X is infinite-dimensional and thatiXseparable. Then
there exists a bounded Pettis integrable multi-function|@, 1] — cwk(X) that is not Birkhoff
integrable
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Chapter 5. Absolutely summing operators and integration of vector-valued functions

In the last chapter of this memoir we relate vector integration to the theory of absolutely
summing operators. Recall that an operator (i.e. linear and continuous mapping) between Banach
spacesi: X — Y is calledabsolutely summinifi, for each unconditionally convergent serigsxn
in X, the serie§ u(xn) is absolutely convergent. Since absolutely summing operators improve the
summability of sequence$t is not surprising that they also improve the integrability of vector-
valued functions;’as mentioned in [DJT95, p. 56]. Roughly speaking, in this chapter we intend to
find answers to questions of the following type:

Let us consider two notions of integrability A and B for functions defined on a com-
plete probability spac€Q,, u) with values in a Banach space, such that every A-
integrable function is also B-integrable. Let X — Y be an absolutely summing
operator between Banach spaces. If @ — X is a B-integrable function, ¢ is the
composition w f : Q — Y A-integrable?

Apparently, Diestel [Die72] was the first in considering questions of this nature, showing that

(i) the composition u f is Bochner integrable for every strongly measurable and Pettis inte-
grable function f: Q — X;
(i) the linear mapping

0: Pn(u,X) — LY(u,Y), f—uof,

is continuouswherePy (1, X) denotes the space of all (scalar equivalence classes of) strong-
ly measurable and Pettis integrable functions fi@Qro X, equipped with the Pettis norm.

In fact, Diestel also proved that, whenis atomless, both conditions (i) and (ii) are equivalent to
requiring thatu is absolutely summing.

On the other handssuming thaj is perfect Belanger and Dowling showed in [BD88] that
f: Q — X if a bounded Pettis integrable function, then fiis scalarly equivalent to a Bochner
integrable functionMore recently, Marraffa [Mar04] has proved the analogue of Diestel’s result
for McShane integrable functions defined on a compact Hausdorff topological space endowed with
a Radon measure.

Our starting point is the following lemma, which ensures us that in order to determine if the
composition of a Dunford integrable function with an absolutely summing operator is Bochner
integrable, we only need to check if such composition is strongly measurable.

Lemma 5.2.2 ([Rod06]).Let f: Q — X be a Dunford integrable function and:@2 — Y a
function that is scalarly equivalent toouf. The following conditions are equivalent:

() gis Bochner integrable;
(i) gis strongly measurable.

In particular, uo f is Bochner integrable if and only if it is strongly measurable
It is well known that every absolutely summing operator is weakly compact. Combining this

fact with the results of Edgar [Edg77] on scalar equivalence with strongly measurable functions,
we can improve the previously mentioned theorem of Belanger and Dowling:
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Theorem 5.2.3 ([Rod06])Let f: Q — X be a Dunford integrable function. Then @ is scalarly
equivalent to some Bochner integrable functign @ — Y.

Let D(u,X) be the normed space of all (scalar equivalence classes of) Dunford integrable
functions fromQ to X, equipped with the Pettis norm. As we have already said, although this
space is not complete in general, it is always barrelled and, therefore, we can apply the “closed
graph theorem” to linear mappings defined on it with values in a Banach space. In particular,
thanks to this technique we can extend condition (ii) of Diestel's result, showing that the linear
mapping

0:D(u,X) — LY(u,Y), ursuy,

is continuous (Corollary 5.2.7).

Heilid [Hei88] studied the class of the (non negative and finite) measures on(Baire
for which the identityl, : X — X is Dunford integrable, calledveakly summable measures
In [Hei88, 8.2.5] the following problem was pose@iven a weakly summable measufeon
Baire(X,w), we can consider the image measua—! on Baire(Y,w). ¢Does there exist a (non
negative and finite) measur on Borel(Y, || - ||) extendingdu! such that § es Bochner inte-
grable with respect tad? As an application of Theorem 5.2.3, in Proposition 5.2.5 we show that
this question has affirmative answer.

Notice that, by Lemma 5.2.2 and Pettis’ Measurability Theoi€a{X) is separable, thenwf
is Bochner integrable for every Dunford integrable function( — X. Thus a question arises:
¢what Banach spaces do satisfy that every absolutely summing operator define anith
values in another Banach space has separable range? In Corollary 5.3.7 we show that this property
holds true for a wide class of Banach spaces including, amongst others, the weakly countably
J -determined (e.g. weakly compactly generated) spaces and the Asplund ones.

In general, the composition of an absolutely summing operator and a Dunford integrable func-
tion is not Bochner integrable (Examples 5.3.22 y 5.3.23). However, the situation changes if we
consider functions with stronger integrability properties. For instance:

Proposition 5.3.15 ([Rod06]).Let f: Q — X be a Birkhoff integrable function. Themd is
Bochner integrable

More generally, we have the following theorem, which relies on some results of Talagrand (see
[Tal84, Section 10-2]) relating the stability with t@nt measurabilityof functions of the form
h: Q x K — R, whereK is a compact Hausdorff topological space with a Radon measurk and
is measurable in the first variable and continuous in the second one.

Theorem 5.3.9 ([Rod06]).Let f: Q — X be a Pettis integrable function. Let us consider the
following statements:

(i) There is a w-compact norming set K By.. such that, for each Radon measuwren K, the
family {x* o f : x* € supfv)} is stable (whersupgv) stands for the support of).
(if) There is a w-compact norming set K By.. such that, for each Radon measuwren K, the
function
f 1 QxK—R, f(t,x"):=(X"of)(t),
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is u x v-measurable.
(iii) For each absolutely summing operator v defined on X with values in another Banach space,
the composition v f is Bochner integrable.
Then (i)}=(ii) =(iii). Moreover, under Martin’s axiom, all the conditions are equivalent provided
that u is perfect (in this case, (i) and (ii) hold true for any wompact norming set K By.).

The following two results are applications of Theorem 5.3.9.

Corollary 5.3.10 ([Rod06]).Let f: Q — X be a function such thatZs stable. Then u f is
strongly measurable. If, in addition, f is Dunford integrable, thenfuis Bochner integrable

Proposition 5.3.14 ([Rod06]).Suppose that X is isomorphic to a subspace of a weakly Lindelof
space of the form ). Then w f is Bochner integrable for every Dunford integrable function
f:Q— X.

Finally, regarding the behaviour of the McShane integral, we have proved the next results.
The first one extends the work of Marraffa [Mar04] to the case of functions defined on arbitrary
guasi-Radon topological measure spaces.

Propositions 5.3.18 and 5.3.20 ([Rod06]).et (T,%,.#,0) be a quasi-Radon topological mea-
sure space and fT — X a function.

(i) If fis McShane integrable, thenouf is Bochner integrable.
(i) If f is Dunford integrable, then o f is McShane integrable.
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Esta memoria se enmarca dentro deelaria de integracion de funciones con valores en es-
pacios de BanacltHistéricamente, el punto de partida de las investigaciones en integraciéon vec-
torial se sitlla en los origenes de la teoria de los espacios de Banach, y entre los trabajos pioneros
podemos destacar los de Graves [Gra27], Bochner [Boc33], Birkhoff [Bir35], Gel'fand [Gel36],
Dunford [Dun35, Dun36, Dun37] y Pettis [Pet38]. El lector puede encontrar informacion completa
sobre estos inicios en la monografia de Diestel y Uhl [DU77] y en [Hil53].

La integral de Lebesgue (para funciones reales) admite diversas construcciones que, usual-
mente, dan lugar a diferentes extensiones de la nocion de integral en el caso de funciones con
valores en espacios de Banach. Siguiendo a Fremlin y Mendoza [FM94, p. 127]:

El analista funcional ordinario es, por naturaleza, impaciente ante la multiplicidad de
definiciones de ‘integral’ que se han propuesto para funciones vectoriales, y preferiria
tener una Unica integral canonica para uso general

La integral de Bochneha sido ampliamente utilizada durante todos estos afios, con una no-
table repercusiéon dentro de la teoria de los espacios de Banach (propiedad de Radon-Nikodym),
véase [Bou83]y [DU77]. Sin embargo, ejemplos sencillos muestran que esta nocion de integrabili-
dad es demasiado restrictiva, al requerir que las funciones tengan rango “esencialmente” separable.
Por su parte, lintegral de Pettisque no precisa de tal exigencia, alcanzé su madurez en los afios
70y 80, gracias a las contribuciones de autores como Talagrand, Fremlin, Edgar, Musial, etc., que
causaron un impacto considerable en la teoria de la medida, véase [Tal84], [Mus91] y [Mus02].

A diferencia de las anteriores, la nocion de integral introducida por Garrett Birkhoff en [Bir35]
apenas ha sido estudiada, pese a que juega un papel relevante en el contexto de la integracion
vectorial. En lineas generales, en esta memoria nos proponemos:

= Analizar con detalle lantegral de Birkhoffde funciones vectoriales, asi como sus corres-
pondientes versiones dentro de los contextos de la integracion respecto de medidas vecto-
riales y la integracion de multi-funciones.

= Comparar estos métodos de integracion con otros bien conocidos (integrales de Bochner,
Pettis, McShane, Debreu, etc.).

= Caracterizar, en términos de integracion vectorial, algunas propiedades de los espacios de
Banach donde las (multi-) funciones toman valores.
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La mayor parte de los resultados originales que incluimos estan tomados de nuestros articulos
[CRO5], [Rod05a], [Roda], [Rod05b], [Rodb], [Rodc], [CR04] y [Rod06]. A continuacion real-
izamos un resumen del contenido de esta memoria.

Capitulo 1. Preliminares

Este capitulo de caracter auxiliar esta dedicado, por una parte, a fijar la notacién y terminologia
basicas empleadas a lo largo de la memoria y, por otra, a realizar una breve introduccién a temas
fundamentales como: series en espacios de Banach, medidas vectoriales, medibilidad en espacios
de Banach, integrales de Bochner y Pettis, familias estables de funciones medibles, liftings en
espacios de medida, etc. Nuestra intencion es facilitar la lectura de este trabajo. La mayoria de los
resultados que aparecen son bien conocidos y se presentan sin demostracion.

Para la conveniencia del lector, al final de la memoria también hemos incluidalice ter-
minolégico, en el que el nimero que aparece junto a cada simbolo o término indica simplemente
la pagina donde ha sido definido.

Capitulo 2. La integral de Birkhoff de funciones vectoriales

En este capitulo vamos a estudiar con detalle la integral de Birkhoff de funciones definidas en
un espacio de probabilidad compléf, >, 1) con valores en un espacio de Ban@gh|| - ||).

La motivacion de Birkhoff para proponer su definicién de integral surgio tieddgante inter-
pretacién de Fréchet [Frel5] de la integral de Lebesgu@ir35, p. 357], en la que ésta se obtiene
como un limite desumas de Riemann infinitaeemplazando en la definicién habitual de la in-
tegral de Riemann los intervalos poonjuntos medibles arbitrariog considerandgarticiones
contablesen lugar de particiones finitas. Mas precisamente:

Teorema (Fréchet).Una funcién f: Q — R es integrable Lebesgue siy soélo si, para cada0,
existe una particion contable = (A,) deQ enX tal que

Zu( )sup( f (An Z“ Ay inf(f(Ay)) <e,

donde las series estan bien definidas (i.e. la restriccin ésta acotada cuandp(A,) > 0) y
son absolutamente convergentes. En tal cggd,du es el Gnico punto en la interseccion

ﬂ{ [Z p(Aq)inf(f Z/,L Ysup(f( ))} : (A,) es una particion contable d@ enX

tal que las series estan bien definidas y son absolutamente conveﬂgentes

En palabras de Fréchet [Frel5, p. 249]:

Esta manera de presentar la teoria de integracién debida al Sr. Lebesgue tiene la
ventaja, respecto de la manera en que la present6 el propio Sr. Lebesgue, de que es
mucho mas cercana a los puntos de vista de Riemann-Darboux con los que muchos
estudiantes estan familiarizados.
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En el caso de funciones vectoriales, Birkhoff utilizé en su definicién siewesdicionalmente
convergentes:

Definicion 2.1.1 y Corolario 2.1.3 ([Bir35]).Sea f: Q — X una funcién. SI' = (A,) es una
particion contable de&2 enZ, la funcion f se dice sumable respectoldsi la restriccion f, es
acotada cuand@(A,) > 0y el conjunto de sumas

I, = {;M(A@f(tn) ty eAn}

esta formado por series incondicionalmente convergentes. La funcién f se dice integrable Birkhoff
si para cadae > 0 existe una particion contablé de Q en X para la que f es sumable y
diam(J(f,I")) < e. Ental caso, la interseccion

ﬂ{co(J(f,F)) : f es sumable respecto dié

contiene un Unico punto, denotado [@) [, f du y llamado la integral de Birkhoff de f.

La relacion de la integral de Birkhoff con las integrales de Bochner y Pettis fue analizada por
Birkhoff [Bir35], Pettis [Pet38] y Phillips [Phi40], mostrando que:

= para una funciérf : Q — X, siempre se cumple:
f integrable Bochner= f integrable Birkhoff=- f integrable Pettis

y las respectivas “integrales” coinciden;
= ninguno de los reciprocos es valido en general;
= integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes cudhdsseparable

Estos resultados han sido recopilados en la Seccidn 2.1, que esta dedicada a realizar una introduc-
cion autocontenida a la integral de Birkhoff. También hemos probado que la nocion de integra-
bilidad Birkhoff coincide con la detegrabilidad incondicional de Riemann-Lebesgestudiada
recientemente por Kadets, Tseytlin y otros autores en [KT00,'K3B

Proposicién 2.1.4 ([CRO05]).Sea f: Q — X una funcién. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;

(i) f es incondicionalmente integrable Riemann-Lebesgue, es decir, exiske con la si-
guiente propiedad: para cada > 0 existe una particion contablg, de Q en X tal que,
para cada particion contabl€ = (A,) deQ enX mas fina qud . (i.e. cada A esta con-
tenido en algun elemento di¢) y cada eleccion F (tp) enl (i.e. t, € A, para todo n), la
seriey 1t (An) f(tn) es incondicionalmente convergente y

> 1A (1) x| <e.
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En este caso, % (B) [, f du.

Uno de los aspectos mas destacables de la teoria de integracion de Birkhoff es la posibilidad
de caracterizar la integrabilidad de una funcion vectdriall — X en términos de la familia
puntualmente compacta de funciones reales

Z ={xof: x €B,.} CR?

(dondeBy.. denota la bola unidad cerrada del dual topolégi¢ale X). En este sentido, la nocion
gue aparece asociada a la integrabilidad Birkhoff es la llameaji@edad de BourgaifBou] de
una familia de funciones reales.

Definicion 2.2.1.Se dice que una familisZ” C R? tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
€ >0y cada Ac Z conu(A) > 0, existen 4,...,An C A, A € Zconu(A) >0, tales que

min osqh|pq) <& paratoden e 7

1<i<n

(donde escribimossath|, ) = sup{|h(t) — h(t')| :t,t' € A}).

La propiedad de Bourgain es mas fuerte que la nocion de estabilidad en el sentido de Talagrand
y ha sido ampliamente estudiada en la literatura, véase e.g. [GGMS87, Mus91, Mus02, RS85],
fundamentalmente en conexion con la teoria de la integral de Pettis. Por ejemplo, un resultado
clasico de Riddle y Saab [RS85] afirma quea funcion acotada fQ — X* es integrable Pettis
si la familia {(f,x) : x € B, } C R tiene la propiedad de Bourgain

La herramienta fundamental para caracterizar la integrabilidad Birkhoff de una fuamén
tada f a través de la famili&Z; es un resultado de Talagrand (Corolario 2.2.12), tomado de
[GGMS87], que nos dice quena familia uniformemente acotad#” C R< tiene la propiedad
de Bourgain si y solo si es de oscilacion pequefia, es decir, para €ad® existe una parti-
cion finital’ de Q enZ tal quey . u(A) osdh|,) < € para toda he 7. Como consecuencia
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2 ([CR05]).Sea f: Q — X una funcidn acotada. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
(i) f esintegrable Birkhoff;
(i) lafamilia Z; tiene la propiedad de Bourgain;
(iii) existe un conjunto normante®By.. (i.e. ||X|| = sup{|x"(X)| : x* € B} para todo xc X) tal
que la familia Gg= {x*o f :x* € B} ¢ R® tiene la propiedad de Bourgain.

Notese que, en particular, nuestro Teorema 2.3.2 mejora el resultado de Riddle y Saab co-
mentado anteriormente. Por otro lado, en lo que respecta a funciones no necesariamente acotadas,
disponemos de la siguiente caracterizacion.
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Teorema 2.3.7 (J[CRO5]) y Proposicién 2.3.14 ([Roda]pea f: Q — X una funcion. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;
(i) la familia Z; es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain;
(iii) existe un conjunto normante y convexa By. tal que la familia Z z es uniformemente
integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Sobre este resultado se pueden realizar algunas observaciones:

(a) En general, no es posible eliminar la hipotesis de convexidad en la condiigjo(co-
mo mostramos en el Ejemplo 2.3.21), aunque esto si se puede hacer, por ejemplo, cuando
(By-,W") es separable (Corolario 2.3.28).

(b) Laimplicacion(i)=-(ii) mejora un resultado de Fremlin [Freb] que asegura que la fafjilia
asociada a una funcién integrable BirkhéfSiempre es estable en el sentido de Talagrand.

(c) Como aplicacion, proporcionamos una prueba delgirgegral indefinida de Pettis de una
funcion integrable Birkhoff tiene rango relativamente compacto en ng@oeolario 2.3.8),
una propiedad, demostrada originalmente por Birkhoff [Bir35], que no satisfacen todas las
funciones integrables Pettis, como mostraron Fremlin y Talagrand [FT79]. Recordemos que
el rango de la integral indefinida de una funcion integrable Pettis es relativamente compacto
en norma si y solo si dicha funcion es el limite de una sucesion de funciones simples en la
seminorma de Pettislefinida mediantéf ||, = SURe,, Jo Xt o f|du.

En la Seccién 2.4 utilizamos las caracterizaciones anteriores para reemplazar integrabilidad
Pettis por integrabilidad Birkhoff en algunos resultados bien conocidos que, de esta manera, son
mejorados.

Riddle, Saab y Uhl [RSU83] probaron qu#,X es separable y K es un espacio topoldgico
compacto Hausdorff, entonces una funcién acotad& f— X* es universalmente escalarmente
medible si y sdlo si es universalmente integrable Péttisérmino “universalmente” quiere de-
cir “respecto de cada medida de Radonkeéh En el Corolario 2.4.17 demostramos que estas
condiciones equivalen, de hecho, a que la funciéruséaersalmente integrable Birkhoff

La siguiente version “débil” de la propiedad de Radon-Nikodym de un espacio de Banach fue
introducida por Musial en [Mus79].

Definicion 2.4.1.Se dice que X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym (WRNP) si, para cada
espacio de probabilidad complet®,Z, 1) y cada medida contablemente aditivarycontinua

v :Z — X, con variaciéno-finita, existe una funcion integrable Pettis 2 — X de manera
quev(E) = (Pettig J f du para todo E€ Z.

Una importante caracterizacion debida a Musial, Ryll-Nardzewski, Janicka, Haydon y Bour-
gain (véase e.g. [Dul89, Chapter 6] o [Tal84, Chapter 7]) afirmaXque contiene subespacios
isomorfos & si'y s6lo si X tiene la WRNP siy s6lo si la funcion “identidad” IB,. — X* es
universalmente integrable Pettide nuevo, en el resultado anterior podemaos sustituir “Pettis” por
“Birkhoff”, como sigue.
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Teoremas 2.4.19, 2.4.22 (JCRO05]) y 2.4.2Bbas siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene subespacios isomorfod a
(i) paracada espacio de probabilidad complé®, >, i) y cada medida contablemente aditiva
y u-continuav : < — X*, con variaciono-finita, existe una funcion integrable Birkhoff
f:Q— X*talquev(E) = (B) J¢ f du para todo Ec€ Z;
(i) la aplicacion “identidad” | : By. — X* es universalmente integrable Birkhoff.

Cabe mencionar aqui que, como consecuenci@)eg(ii), en el Capitulo 3 obtenemos una
solucién parcial a un problema propuesto por Fremlin [Fre95, Fre94] relativo a la representacion
de medidas vectoriales como integrales indefinidas de funciones integvid@ésine

Como ya hemos comentado, las nociones de integrabilidad de Birkhoff y Pettis coinciden para
funciones con valores en espacios de Banach separables. Ademas, en virtud de nuestra caracteri-
zacion de la WRNP en duales, esta equivalencia también se cumple para funciones con valores en
duales de espacios de Banach separables sin subespacios isondb@eralario 2.4.24). En la
Seccidn 2.5 vamos a mostrar que la coincidencia de la integrabilidad Birkhoff con la integrabilidad
Pettis caracteriza la separabilidad dentro una amplia clase de espacios de Bardthiliante
Lindel6f determinadogyue incluye, por ejemplo, a todos los espacios débilmente compactamente
generados). En concreto, tenemos los siguientes resultados.

Teoremas 2.5.1y 2.5.2 ([Rod05a]pupongamos que X es débilmente Lindel6f determinado.

(i) Si X no es separable, entonces existen un espacio de probabilidad cof@hlEt@) y una
funcion acotada integrable Pettis: 2 — X que no es integrable Birkhoff.

(i) Sielcaracterde densidad de X es mayor o igual que el continuo, entonces existe una funcion
acotada universalmente integrable Pettis[0,1] — X que no es integrable Birkhoff.

En el caso particulak = c,([0,1]), las construcciones empleadas en la pruebgip@os
permiten obtener un contraejemplo para el analogaetmkema de la convergencia dominada
de Lebesgueara la integral de Birkhoff (Ejemplo 2.5.4). Esto representa otra diferencia con las
integrales de Bochner y Pettis, para las que dicho resultado si es valido (en las topologias de la
norma y débil, respectivamente).

Capitulo 3. Las integrales de Birkhoff y McShane respecto de medidas vectoriales

En este capitulo vamos a considerar distintas teoriastegracion de funciones vectoriales
respecto de medidas vectorial@&ados dos espacios de BanackY, un espacio mediblgQ, )
y una medida contablemente aditiua: ~ — £ (X,Y) (donde Z(X,Y) denota el espacio de
Banach de todas las aplicaciones lineales y continuas eeY), la “integral” respecto de de
una funcion simple con valores &) digamosf = zi”:lxixﬂ, se puede definir de manera natural
como

K du—iu(#\)(xoev,
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es decir, sustituyendo el producto por escalesX — X por la aplicacion bilineal candnica
Z(X,Y) x X — Y. En general, las diferentes nociones de integral que vamos a analizar en este
capitulo involucran sumas de Riemann de la fofna(A;)(f(t)).

Los primeros estudios sobre integracion de funciones vectoriales respecto de medidas vecto-
riales se remontan a los origenes de la teoria de los espacios de Banach, véase [Hil53]. Durante
todo este tiempo, el método mas extendido ha sido, posiblemente, el de Bartle [Bar56], que fue
generalizado y estudiado ampliamente por Dobrakov en una larga serie de trabajos iniciada en
[Dob70a], véase [DP04, Pan95] y las referencias que alli se proporcionan. Dentro del contex-
to en el que vamos a trabajar, las diferencias entreiéegral bilineal de Bartley la integral
de Dobrakowse reducen simplemente a cuestiones de lenguaje. Antes de formular la definicién
necesitamos introducir algo de terminologia.

Recordemos que Bemivariacion contextuale i es la funcioni : ¥ — [0, 40| definida por
f(A) =sup|| 31 1u(A)(X)], donde el supremo se toma sobre todas las particiones fiAjids,
deAenXy todas las colecciones finitds)! ; enBy. A lo largo del capitulo vamos a suponer
quefl es completa gontinua(i.e. para cada sucesion decrecie(fig)_, enZ con(\;_;En = 0,
se tienelmy {1 (E,) = 0). La continuidad d¢i garantiza quéi(Q) < +co.

Definicion 3.1.14 ([Bar56, Dob70a])Una funcién f: Q — X se dice integrable Dobrakov res-
pecto deu si existe una sucesion de funciones simpjest¥ — X que converge a fi-a.e. tal
que, para cada E X, existelim, [ f, du. En tal caso, el limitgD) [, f du =lim, [, fy du es
independiente de la sucesi6fy) y se llama integral de Dobrakov de f respectoide

Por ejemplofi siempre es continua en los siguientes casos particulares:

(a) Integracion de funciones vectoriales respecto de medidas escaksedecir,X =Y y
1(E)(x) = v(E)x, dondev es una medida de probabilidad EnEn este caso, una fun-
cion f : Q — X es integrable Dobrakov respecto glesi y sélo si es fuertemente medible
e integrable Pettis respecto de

(b) Integracion de funciones escalares respecto de medidas vectorededecir, X =R y
u(E)(a) = av(E), dondev : ¥ — Y es una medida contablemente aditiva. En tal caso,
una funcionf : Q — R es integrable Dobrakov respecto desi y sélo si es integrable
en el sentido de Bartle, Dunford y Schwartz [BDS55] respecty @¢ecase [DS88]). La
integral de Bartle, Dunford y Schwartz ha sido estudiada extensamente por distintos au-
tores, entre los que destacan Lewis [Lew70, Lew72], Kluvanek y Knowles [KK76] y, mas
recientemente, Curbera [Cur92, Cur94, Cur95] y Fernaetiak [FMN*05].

En lo que respecta a considerar una integral “de tipo Birkhoff” para funciones reales y medidas
vectoriales, Lewis [Lew72, p. 307] afirma:

El articulo de Garrett Birkhoff [Bir35] es, aparentemente, el primero en relacionar
convergencia incondicional e integrabilidad (para funciones vectoriales y medidas
escalares) en espacios de Banach. Sin embargo, los métodos de Birkhoff no son adap-
tables facilmente a nuestro contexto

A continuacion vamos a ver cdmo desaparecen las dificultades si definimos la integral “refinan-
do particiones”, es decir, modificando de manera obvia la definicién de la integral de Riemann-
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Lebesgue incondicional (Proposicion 2.1.4). De hecho, el mismo método puede ser aplicado a
funciones y medidas vectoriales, obteniéndose la nocid® dietegral estudiada por Dobrakov

en [Dob88]. Aparentemente, Dobrakov desconocia la integral de Birkhoff, y su motivacién para
introducir laS*-integral surgié directamente de los trabajos de Kolmogorov [Kol30, Tik91] sobre

la teoria de la integracion.

Definicion 3.2.1 ([Dob88]).Una funcién f: Q — X se dice Sintegrable respecto dg, con
S'-integral ye Y, si para cada > 0 existe una particion contablge, de Q en X tal que, para
cada particion contabld = (A,) de Q enX mas fina qud . y cada eleccion T (t,) enT, la
seriey , 1 (An)(f(tn)) es incondicionalmente convergenté ¥, i (An)(f(tn)) —y|| < €. El vector
y € Y (necesariamente Unico) se denota (87) |, f du.

La relacién entre la integral de Dobrakov y$&integral es clarificada en el Teorema 3.2.9,
debido al propio Dobrakov [Dob88lina funcién f: Q — X es integrable Dobrakov si y so6-
lo si es fuertemente medible y-fAtegrable (en tal caso, las respectivas integrales coinciden)
Notese que este resultado generaliza el hecho de que las nociones de integrabilidad de Birkhoff y
Pettis coinciden para funciones fuertemente medibles. Por otro lado, en el caso de integracion de
funciones escalares respecto de medidas vectoriales, hemos obtenido el siguiente

Corolario 3.2.11.En las condiciones de (b), una funcion ® — R es integrable en el sentido
de Bartle, Dunford y Schwartz respecto desi y sélo si es Sintegrable respecto dg. En tal
caso, las respectivas integrales coinciden

Como ya hemos comentado, toda funcién integrable Birkhoff es el limite, en la seminorma de
Pettis, de una sucesion de funciones simples. En el caso de funciones y medidas veatsales
puede garantizar, en general, la compacidad relativa en norma del rango de la “integral indefinida”
de una funciérs*-integrable. Sin embargo, todavia es posible aproximar por funciones simples:

Teorema 3.2.13 ([Rodc])Sea f: Q — X una funcién Sintegrable respecto da. Entonces
para cadas > 0 existe una funcion simple:@2 — X tal que

supH(S*)/Ef du—/Eg d,uH <e.

Ecx

La Seccion 3.3 esta dedicada a estudiantegral de McShane de funciones vectoriales res-
pecto de medidas vectorialeésn el contexto de la integracién respecto de medidas escalares, esta
nocién de integral, introducida por McShane en [McS69, McS83], ha sido ampliamente analiza-
da durante los ultimos afios. El caso de funciones vectoriales definid@slpfue considerado
por Gordon [Gor90], Fremlin y Mendoza [FM94]. Posteriormente, Fremlin [Fre95] generalizé
esta integral para funciones definidas en cualquier espacio de medida topol6gico quasi-Radon
(T,%,.,0), es decir, un espacio topol6gi€d, ¥) con una medida no negativa, finita y comple-
taf, en unas-algebray O ¥, tal qued est-aditiva y regular interiormente respecto de conjuntos
cerrados (e.g. un espacio topoldgico compacto Hausdorff con una medida de Radon).

Para recordar la definicion de la integral de McShane necesitamos introducir algo de termi-
nologia. Uncalibre en (T, %) es una funciérd : T — ¥ tal quet € §(t) para cadd € T. Una
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particion parcial de McShande T es una coleccion finitd(E;,t;) : 1 <i < p}, donde(E;) es una
familia disjuntaen”’ y t, € T paratodo X i < p. Decimos que dicha ‘particion’ ess@ibordinada

ad siE C o(t) paratodo I< i < p. Es importante destacar que, gracias a-&ditividad deo,
para cada calibré en (T,¥) y cadan > 0, siempre podemos encontrar una particion parcial de
McShane{(E;,t;) : 1 <i < p} deT subordinada @ tal que6 (T \UP  E) <7.

Definicion 3.3.2 y Proposicion 3.3.10 (Fremlin)Sea f: T — X una funcién. Se dice que f es
integrable McShane, con integral de McShane X, si para cada > 0 existen un calibr&d en
(T,¥)yunn > Otales que

p
H.;e(Ei)f(ti)—XH <e

para toda particion parcial de McShangE;.t;) : 1 <i < p} de T subordinada & cumpliendo
O(T\U,E) <n.

La relacién entre las integrales de Birkhoff, McShane y Pettis ha sido discutida por Fremlin
[Fre95, Freb], probando que, para una funciarir — X, se tiene

f integrable Birkhoff=- f integrable McShane= f integrable Pettis

y las correspondientes integrales coinciden. Ninguno de los reciprocos es cierto en general, véase
[Freb, FM94], aunque las tres nociones de integrabilidad son equivalentes ctiaadeparable.

Naturalmente, para considerar la integral de McShane respecto de una medida vectorial nece-
sitamos afiadir hipotesis adicionales “apropiadas” al espacio m¢gilie y a la medida vectorial
u:x— Z(X,Y). En concreto, a lo largo de la Seccion 3.3 vamos a suponet quUE es una
topologia e y que i satisface las siguientes propiedades:

(o) paracad& € Xy cadas > 0 existe urG € 7, G D E, tal quefi(G\ E) < ¢;
(B) para cada familia (no vacigj C t dirigida superiormente, se tiene

inf{A(U¥\G): Ge¥}=0.

Equivalentemente, cualquier (alguna) medida de contrpd de de quasi-Radon.

Definicion 3.3.9 ([Rodb]).Sea f: Q — X una funcion. Decimos que f es integrable McShane
respecto det, con integral de McShanegY , si para cada > 0 existen un calibré en(Q, 1) y
unn > Otales que

H._iu(a)(f(ti)) || <e

para toda particion parcial de McShanfgE;.t;) : 1 <i < p} de Q subordinada a cumpliendo
f£(Q\UP, E) <n.Elvector ye Y (necesariamente Unico) se denota () [, f du.

Ya hemos mencionado que Fremlin [Freb] demostré que toda funcién integrable Birkhoff,
definida en un espacio de medida topoldgico quasi-Radon, es integrable McShane. Posiblemente,
nuestra contribucién mas importante a la teoria de la integral de McShane respecto de medidas
vectoriales es la siguiente extensién de dicho resultado.
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Teorema 3.3.17 ([Rodb])Sea f: Q — X una funcién Sintegrable respecto dg. Entonces f
es integrable McShane respectoey (S°) [, f du = (M) J, f du.

Una primera consecuencia del teorema anterior es el hecho de que, en las condiciones del
caso particular (b)una funcién f: Q — R es integrable McShane respecto gesi y solo si es
integrable en el sentido de Bartle, Dunford y Schwartz respecto (@das respectivas integrales
coinciden) véase el Corolario 3.3.19. En general, disponemaos de la siguiente caracterizacion.

Corolario 3.3.18 ([Rodb]). Sea f: Q — X una funcién fuertemente medible. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f esintegrable Dobrakov;
(i) f es 3-integrable;
(iii) f esintegrable McShane.
Ental caso D) [ f du = (S') [ f du = (M) [ f du.

Por otra parte, utilizando la integrabilidad McShane de cualquier funcion integrable Birkhoff
(definida en un espacio de medida topolégico quasi-Radon), nuestra caracterizacién de la WRNP
en espacios de Banach duales (Capitulo 2) nos permite dar una respuesta parcial al siguiente
problema propuesto por Fremlin en [Fre94] y [Fre95, 4G(c)]:

Supongamos qud,¥,.7, 0) es un espacio de medida topoldgico quasi-Radon, que
Z es un espacio de Banach y que.¥ — Z es una funcién. ¢ Bajo qué condiciones
serav la integral indefinida de una funcién integrable McShane de T en Z?

Corolario 3.3.21.Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene subespacios isomorfod a

(i) para cualquier espacio de medida topoldgico quasi-Radoff,.”, 0) y cada medida con-
tablemente aditiva @-continuav : .¥ — X*, con variacidno-finita, existe una funcién
integrable McShane fT — X* tal quev(E) = (M) J¢ f d6 para todo Ec .7

Fremlin demostré en [Fre95] qua rango de la integral indefinida de Pettis de cualquier
funcion integrable McShane, definida en un espacio de medida topoldgico quasi-Radon, es re-
lativamente compacto en normba prueba de Fremlin es complicada e involucra técnicas de
familias estables de funciones. Curiosamente, al analizar el caso mas general de funciones y medi-
das vectoriales, hemos encontrado una demostracién mas sencilla de dicho resultado, que admite
la siguiente extension en términos de “aproximacion” por funciones simples.

Teorema 3.3.22 ([Rodc])Sea f: Q — X una funcién integrable McShane respectoudeEn-
tonces para cada > 0 existe una funcion simple:2 — X tal que

supH(M)/Ef du—/Eg du” <e.

Eecx

Es bien conocido que el espacio normado de todas las (clases de equivalencia escalar de)
funciones integrables Dunford (definidas en un espacio de probabilidad), equipado con la norma
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de Pettisno es completen general, y que lo mismo ocurre con los subespacios formados por todas
las funciones integrables Birkhoff, McShane o Pettis. Sin embargo, Diaz, Fernandez, Florencio
y Paul [DFFP95] probaron que los espacios de funciones integrables Dunford o Pettis siempre
sonultrabornoldgicosy, en particulartoneladoslo que nos permite aplicar los teoremas de la
“acotacion uniforme” y la “gréfica cerrada” a aplicaciones lineales definidas en ellos con valores
en espacios de Banach.

Los resultados de [DFFP95] se basan en un principio general que afirma que un espacio nor-
mado con un algebra de Boole de proyecciones “adecuada” es ultrabornoldgico. Con la ayuda de
dicho criterio, en la ultima seccién del capitulo vamos a determinar cuando son ultrabornolégi-
cos los espacios normados de (clases de equivalencia de) funciones vectoriales integrables (Do-
brakov,S" 0 McShane) respecto de una medida vectorial, equipados con la norma dada por la
semivariacion de la integral indefinida (que es la extensidn natural a este contexto de la norma de
Pettis). Asi, nuestros Teoremas 3.4.10, 3.4.17 y 3.4.25 nos dicatadaaino de estos espacios
es ultrabornolégico (resp. tonelado) si y sélo si, para cada atomo A,d# operadoru (A) tiene
rango cerradoNotese que esta condicidn se cumple automaticamente en el caso (a) de integracion
de funciones vectoriales respecto de medidas escalares.

Capitulo 4. Las integrales de Birkhoff y Pettis para funciones multi-valuadas

Desde los trabajos iniciales de Aumann [Aum65] y Debreu [Deb67], la teoria de integracién de
multi-funcionegtambién llamadas correspondencias o funciones multi-valuadas) ha experimenta-
do un gran desarrollo, debido en buena parte a las aplicaciones que esta teoria tiene en areas como
la Matematica Econdmica, Optimizacion, etc. Las monografias de Castaing y Valadier [CV77],
Klein y Thompson [KT84], Aubin y Frankowska [AF90] y el reciente “survey” de Hess [Hes02]
contienen abundante informacién al respecto.

En este capitulo vamos a estudiar la integracion de multi-funciones definidas en un espacio de
probabilidad completdQ,>, 1) con valores en la familiawk(X) de todos los subconjuntos (no
vacios) convexos y débilmente compactos de un espacio de BAn&ahgeneral, los distintos
métodos que vamos a considerar tienen un rasgo comun: la integrabilidad de una multi-funcion
F : Q — cwk(X) se puede interpretar en términos la funcignvaluada jo F, dondej es una
inmersion isométrica apropiada dek(X) (que, equipado con la distancia de Hausdby#s un
espacio métrico completo) en un espacio de Banach. Recordemosdjstateia de Hausdorff
entre dos conjuntdS, D € cwk(X) se define como

h(C,D) =inf{n >0: CCc D+nBy, DCC+nBy}.
La inmersién particulaj que introducimos a continuacion es una herramienta estandar en el estu-
dio del hiperespaciécwk(X), h).

Lema 4.1.4.Dados Ce cwk(X) y X* € X*, escribimoss* (x*,C) = sup{x*(X) : x € C}. Entonces
la aplicacion j: cwk(X) — /. (By.) definida por [C)(x*) = 6*(x*,C) satisface las siguientes
propiedades:

(i) jJ(C+D)=j(C)+ j(D) paracadaCD € cwk(X);
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(i) j(AC)=A](C) paracadal > 0y cada Cec cwk(X);
(iii) h(C,D)=||j(C)— j(D)|| para cada CD € cwk(X);
(iv) j(cwk(X)) es cerrado ef,(By.).

Como ya hemos comentado, el estudio de la integrabilidad de una funcién vectorial se simpli-
fica considerablemente cuando el espacio de Banach donde la funcion toma vadeesrabkle
Por tanto, puesto que vamos a analizar la integrabilidad de una multi-fupciOn— cwk(X) a
través de la composicioje F, es natural plantearse bajo qué condiciones podemos asegurar que
spartj(cwk(X))) es separable o, equivalentemente, guvek(X), h) es separable. Es bien conoci-
do que la familiack(X), formada por todos los subconjuntos (no vacios) convexos y compactos en
norma deX, esh-separable si (y sélo sK es separable. En lo que respectav(X), tenemos las
siguientes caracterizaciones.

Proposicién 4.1.10 ([CR04])Supongamos que*Xiene la propiedad de Radon-Nikodym (e.d. X
es separable). Entoncéswk(X), h) es separable siy solo si X es de dimension finita

Proposicion 4.1.12 Supongamos que X es un espacio de Banach dual. EntonweksX),h) es
separable siy sélo si X es separable y tiene la propiedad de Schur

Las nociones de integral para multi-funciones que vamos a considerar en este capitulo gene-
ralizan de manera natural a las integrales de Bochner, Birkhoff y Pettis (esta Gltima en el caso
separable). La contrapartida de la integral de Bochner fue introducida por Debreu [Deb67] para
multi-funciones con valores erk(X), aunque se puede extender al caso de multi-funciones con
valores ercwk(X), como sefialé Byrne [Byr78]. El libro [KT84] es una buena referencia sobre la
integral de Debreu, cuya definicion recordamos a continuacion.

Definicién 4.1.27 Una multi-funcion F: Q — cwk(X) se dice integrable Debreu si la composi-
cion joF : Q — /«(By.) es integrable Bochner. En tal caso, la integral de Debreu de F es el
unico element@De) |, F du € cwk(X) que cumple ((De) /o F du) = (Bochney [ joF du.

Cabe sefalar que, de hecho, esta nocién de integrabilidad no depende de la inmersién particu-
lar j (con las propiedades mencionadas en el Lema 4.1.4) que estamos considerando.

Por su parte, la integral de Pettis de multi-funciones, introducida en [CV77, Chapter V, 84],
ha sido objeto de estudio en los ultimos afios, véase e.g. [Amr98, EAHO00, HZ02, Zia97, Zia0Q].
En esta teoria se supone g¥iees separable como es bien sabido, esta hipdtesis garantiza que
una multi-funcionF : Q — cwk(X) tiene selectores (es decir, funcionesQ — X tales que
f(t) € F(t) paratodd € Q) fuertemente mediblesla funciond*(x*,F) = 6*(x*,F(:)): Q — R
es medible para todg € X*.

Definicién 4.2.1.Supongamos que X es separable. Una multi-funciof?— cwk(X) se dice
integrable Pettis si

(i) &6*(x*,F) e £Y(u) paratodo x € X*;

(i) paracada Ae %, existe un(P) [,F du € cwk(X) tal que

6*(x*,(P)/F du) :/5*(x*,F) du paratodo X € X*.
A A
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El siguiente resultado (debido a Castaing y Valadier [CV77], EI Amri y Hess [EAHO0Q] y
Ziat [Zia97, Zia00]) generaliza al caso de multi-funciones una caracterizacion clasica de la inte-
grabilidad Pettis para funciones univaluadas con valores en espacios de Banach separables. Dada
su importancia en el resto del capitulo, hemos optado por incluir una demostracion del mismo.

Teorema 4.2.3.Supongamos que X es separable. Sedd— cwk(X) una multi-funcion. Las
siguientes condiciones son equivalentes:
() F esintegrable Pettis;
(i) la familia {0*(x*,F) : X" € By.} es uniformemente integrable;
(i) o*(x*,F) es medible para todo*x X* y cualquier selector fuertemente medible de F es
integrable Pettis.

En tal caso, para cada A %, se tiene

(P) / F du = {(Pettig / fdu: f:Q— X esun selector integrable Pettis dé.F
A A

Notese que, dada una multi-funciérn Q — cwk(X), tenemose,., joF) = 0*(X*,F) para
todox* € X*, dondee,. € B&»(BX*)* es el funcional de “evaluacion” exi. Asi, la integrabilidad
Pettis deF garantiza que la funcién univaluaga F es “integrable Pettis respecto del conjunto
normante{e,. : X* € By.} C ng(Bx*)*". Es natural plantearse si existe alguna relacion entre la
integrabilidad Pettis d€ y la de j o F. A continuaciéon resumimos las respuestas parciales que
conocemos.

Proposiciones 4.2.7 ([CR04]) y 4.2.10 y Observacion 4.3.38upongamos que X es separable.
Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion. Consideramos las siguientes condiciones:

() joF esintegrable Pettis;
(i) F esintegrable Pettis.

Entonces (i (i) y, en tal caso, se tiene((P) [,F du) = (Pettig [, joF du para cada Ac %.
Por otro lado, (i) y (ii) son equivalentes en cada uno de los siguientes casos:

= Si(F(Q),h) es separable (e.g.[®) C ck(X));
= silafamilia{5*(x",F) : x" € By.} es estable.
En general, (ii) no implica (i).

En la Seccioén 4.3 discutimos la generalizacion natural detégral de Birkhoffal caso de
multi-funcionesF : Q — cwk(X), comparandola con las integrales de Debreu y Pettis.

Definicién 4.3.1 ([CR04]).Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcién. Decimos que F es integrable
Birkhoff si la composicion 4F : Q — /., (By. ) es integrable Birkhoff. En tal caso, la integral de
Birkhoff de F es el inico elementB) |, F du € cwk(X) cumpliendo

i(® [Fau)=(®) [ joF du.
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Al igual que ocurre con la de Debreu, la nocion de integrabilidad Birkhoff admite una ca-
racterizacion “intrinseca” que no depende de la inmergiGRecordemos que una sefygCy
de elementos dewk(X) se diceincondicionalmente convergerge para cualesquiera elecciones
Xn € Cp, la seriey , X, converge incondicionalmente &n En tal caso, sabemos que el conjunto de
sumasy ,Cy = {3 %n : Xn € Cy} también perteneceavk(X) (Lema 4.1.17).

Corolario 4.3.2 ([CR04]). Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcioén. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

() F esintegrable Birkhoff;

(i) existe un C= cwk(X) con la siguiente propiedad: para cada> 0 existe una particion
contablel', deQ enX tal que, para cada particion contable= (A,) deQ enX mas fina
querl . y cualquier eleccion = (tn) enrl, la seriey, u(An)F (tn) es incondicionalmente
convergente y

h(;,u(An)F(tn),C) <e.

En tal caso, C= (B) [ F dpu.

Anélogamente al caso de funciones univaluadas, la integral de Birkhoff para multi-funciones
es intermedia entre las de Debreu y Pettis, como indicamos a continuacion.

Corolario 4.3.6 y Teorema 4.3.7 ([CR04])Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcién. Si F es in-
tegrable Debreu, entonces F es integrable Birkhoff, @n/, F du = (De) |, F du. El reciproco
es cierto si X tiene dimension finita

Corolarios 4.3.12 y 4.3.13 ([CR04])Supongamos que X es separable. Sea&dF— cwk(X)
una multi-funcién.

() SiF esintegrable Birkhoff, entonces:

F es integrable Pettis;

F admite selectores fuertemente medibles;

cada selector fuertemente medible de F es integrable Birkhoff;
= para cada Ac X se cumple la igualdad

(B)/ Fdu= {(B)/ fdu: f:Q— X esun selector integrable Birkhoff de}F
A A

(i) Supongamos qué-(Q),h) es separable (e.g. €2) C ck(X)). Entonces F es integrable
Birkhoff si y sélo si es integrable Pettis.

Recordemos que, cuando se consideran funciones univaluadas con valores en un espacio de
Banach separable, integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes; ademas, en tales
condiciones, también sabemos que ambas nociones de integrabilidad coinciden con la de Bochner
para funciones acotadas. Los siguientes resultados muestran que en el caso de multi-funciones
dichas equivalencias no son validas en general.



Introduccion @

Corolario 4.3.11 (|[CR04])Supongamos que*Xiene la propiedad de Radon-Nikodym (e.§.e$
separable). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) toda multi-funcion integrable Birkhoff F[0, 1] — cwk(X) es integrable Debreu;
(i) toda multi-funcién acotada integrable Birkhoff:FO, 1] — cwk(X) es integrable Debreu;
(i) X es de dimension finita.

Teorema 4.3.15 ([CR04])Supongamos que X es de dimension infinita y gues$eparable. En-
tonces existe una multi-funcién acotada integrable Pettif)F1] — cwk(X) que no es integrable
Birkhoff.

Capitulo 5. Operadores absolutamente sumantes e integraciéon vectorial

En el ultimo capitulo de la memoria relacionamos la integracion vectorial con la teoria de
los operadores absolutamente sumantes. Recordemos que un operador (i.e. aplicacion lineal y
continua) entre espacios de BanachX — Y se diceabsolutamente sumant, para cada
serie incondicionalmente convergeijtex, enX, la seriey ,u(x,) es absolutamente convergente.
Dado que los operadores absolutamente sumantes mejoran la sumabilidad de las sutr@siones,
es sorprendente que también mejoren la integrabilidad de las funciones vectorietesd se
menciona en [DJT95, p. 56]. En lineas generales, en este capitulo pretendemos dar respuestas a
cuestiones del siguiente tipo:

Consideremos dos nociones de integrabilidad A y B para funciones definidas en un
espacio de probabilidad complef@,Z, 11) con valores en un espacio de Banach, de
manera que toda funcién A-integrable también es B-integrable. Sea-4— Y un
operador_absolutamente sumarmetre espacios de Banach. Si 2 — X es una
funcion B-integrable, ¢ es A-integrable la composiciénfu Q — Y ?
Aparentemente, Diestel [Die72] fue el primero en considerar cuestiones de esta naturaleza,
probando que
(i) la composicién v f es integrable Bochner para cada funcién fuertemente medible e inte-

grable Pettis f: Q — X;
(ii) la aplicacion lineal

0: Pn(u,X) — LY(u,Y), f—uof,

es continuadondePy(u, X) denota el espacio de las (clases de equivalencia escalar de)
funciones fuertemente medibles e integrables Pett@Q da X, equipado con la norma de
Pettis.

De hecho, Diestel también prob6 que, cuapdw tiene atomos, las condiciones (i) y (ii) equivalen
a queu sea absolutamente sumante.

Por otra parte, Belanger y Dowling demostraron en [BD88] quendou es perfecta, si
f : Q — X es una funcién acotada integrable Pettis, entonce$ as escalarmente equivalente
a una funcion integrable BochneMas recientemente, Marraffa [MarO4] ha probado resultados
analogos a los de Diestel para funciones integrables McShane definidas en un espacio topolégico
compacto Hausdorff equipado con una medida de Radon.
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Nuestro punto de partida es el siguiente lema, que asegura que para comprobar si la com-
posicion de una funcion integrable Dunford con un operador absolutamente sumante es integrable
Bochner, sélo necesitamos determinar si dicha composicion es fuertemente medible.

Lema 5.2.2 ([Rod06]).Sean f: Q — X una funcién integrable Dunford y gQ — Y una
funcion escalarmente equivalente a f1 Las siguientes condiciones son equivalentes:

() g esintegrable Bochner;
(i) g es fuertemente medible.

En particular, uo f es integrable Bochner siy solo si es fuertemente medible

Es bien conocido que todo operador absolutamente sumante es débilmente compacto. Combi-
nando este hecho con los resultados de Edgar [Edg77] sobre equivalencia escalar con funciones
fuertemente medibles, podemos mejorar el teorema de Belanger y Dowling que hemos menciona-
do méas arriba:

Teorema 5.2.3 ([Rod06]).Sea f: Q — X una funcién integrable Dunford. Entonces @ es
escalarmente equivalente a una funcion integrable Bochpefu—: Y.

SeaD(u,X) el espacio normado de todas las (clases de equivalencia escalar) de funciones
integrables Dunford d€ en X, equipado con la norma de Pettis. Como ya hemos comentado,
aunque este espacio no es completo en general, siempre es tonelado y, por tanto, podemaos aplicar
el “teorema de la grafica cerrada” a aplicaciones lineales definidas en él con valores en un espacio
de Banach. En particular, gracias a esta técnica podemos generalizar la condicion (i) del resultado
de Diestel, probando que la aplicacion lineal

0:D(u,X) — LY(w,Y), uwuy,

es continua (Corolario 5.2.7).

Heilid [Hei88] estudio la clase de las medidas (no negativas y finitas) en(RBawe para
las que la identidatl, : X — X es integrable Dunford, llamadasedidas débilmente sumahles
En [Hei88, 8.2.5] se plantea el siguiente probleada una medida débilmente sumaldieen
Baire(X,w), podemos considerar la medida imagéan! enBaire(Y,w). ¢ Existe una medida (no
negativa vy finita)d en Borel(Y,| - ||) que extiende atu~! y tal que |, es integrable Bochner
respecto da¥? Como aplicacién del Teorema 5.2.3, en la Proposicion 5.2.5 mostramos que dicha
pregunta tiene respuesta afirmativa.

Notese que, en virtud del Lema 5.2.2 y el Teorema de Medibilidad de RetfiX) es separa-
ble, entonces af es integrable Bochner para cada funcion integrable Dunfor@f— X. Surge
asi una pregunta: ¢ qué espacios de BaXachmplen que todo operador absolutamente sumante
definido enX con valores en otro espacio de Banach tiene rango separable? En el Corolario 5.3.7
probamos que esta propiedad se cumple para una amplia clase de espacios de Banach, que incluye,
entre otros, a los débilmente numerablemefitedeterminados (e.g. débilmente compactamente
generados) y a los de Asplund.
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En general, la composicion de un operador absolutamente sumante con una funcion integrable
Dunfordnoes integrable Bochner (Ejemplos 5.3.22 y 5.3.23). Sin embargo, la situacion cambia si
consideramos funciones con propiedades de integrabilidad mas fuertes. Por ejemplo:

Proposicién 5.3.15 ([Rod06])Sea f: Q — X una funcién integrable Birkhoff. Entonces ties
integrable Bochner

Mas en general, tenemos el siguiente teorema, que se apoya en algunos resultados de Tala-
grand (véase [Tal84, Section 10-2]) que relacionan la estabilidad qordéilidad conjuntale
funciones de la forma: Q x K — R, dondeK es un espacio topolégico compacto Hausdorff
con una medida de Radorhyes medible en la primera variable y continua en la segunda.

Teorema 5.3.9 ([Rod06])Sea f: Q — X una funcién integrable Pettis. Consideramos las si-
guientes afirmaciones:

(i) Existe un conjunto normante‘vecompacto KC By. tal que, para cada medida de Raden
en K, la familia{x* o f : x* € supf{v)} es estable (dondeupv) denota el soporte de).
(if) Existe un conjunto normanteveompacto KC By. tal que, para cada medida de Raden
en K, la funciéon
fi 1 QxK—R, f(t,x"):=(X"of)(t),

esu x v-medible.
(i) Para cada operador absolutamente sumante v definido en X con valores en otro espacio de
Banach, la composiciénosf es integrable Bochner.

Entonces (B (ii) =(iii). Mas todavia, bajo el Axioma de Martin, todas estas condiciones son
equivalentes sit es perfecta (en tal caso, (i) y (ii) se cumplen para cualquier conjunto normante
w*-compacto KC By.).

Como aplicacion del Teorema 5.3.9 obtenemos los dos siguientes resultados.

Corolario 5.3.10 ([Rod06]).Sea f: Q — X una funcién tal que Zes estable. Entonces:u es
fuertemente medible. Si, ademas, f es integrable Dunford, entondessiintegrable Bochner

Proposicion 5.3.14 ([Rod06]) Supongamos que X es isomorfo a un subespacio de un espacio
débilmente Lindelof de la forma(&). Entonces w f es integrable Bochner para cada funcion
integrable Dunford f. Q — X.

Finalmente, en lo que respecta al comportamiento de la integral de McShane, hemos probado
siguientes resultados. El primero extiende el trabajo de Marraffa [Mar04] al caso de funciones
definidas en espacios de medida topolégicos quasi-Radon arbitrarios.

Proposiciones 5.3.18 y 5.3.20 ([Rod06]pean(T,¥,.#,60) un espacio de medida topoldgico
quasi-Radony f T — X una funcién.

() Si f esintegrable McShane, entoncesfues integrable Bochner.
(i) Si f es integrable Dunford, entonces @ es integrable McShane.
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Para la conveniencia del lector, en este capitulo inicial introducimos los conceptos y resultados
preliminares sobrd@eoria de la Medidgy Espacios de Banachue vamos a emplear frecuente-
mente en esta memoria.

1.1. Notaciény terminologia generales

La terminologia empleada a lo largo de este trabajo es estandar. Los simib@og R*
denotan los conjuntos de los niUmeros naturales (enteros positivos), reales y reales positivos, res-
pectivamente. EscribimoSAB para denotar la diferencia simétrica de dos conjuntos arbitrarios
Ay B, es decirAAB = (A\ B)U (B\ A). Dado un conjuntd, el simboloZ(l) (resp.Z(l))
representa el conjunto de todos los subconjuntos (resp. subconjuntos finitp®ndecasiones
escribiremos 2= #(1). Dados dos conjunta% e Y, escribimosx” para denotar el conjunto de
todas las funciones definidas ¥ncon valores erX. El dominio de una funcidn arbitrarifi se
representa como darh). Una familia de subconjuntos de un conjunto dado se dicgida in-
feriormente(resp.superiormentgsi, para cadé&,, G, € ¢, existe urnG; € ¢ tal queG; € G, NG,
(resp.G, UG, C Gj). Unaparticionde un conjuntd es una coleccio(,),., de subconjuntos no
vacios deA, disjuntos dos a dos, coh= ;. A,. Como es habitual, escribimas; para denotar
el simbolo de Kroneckees decirds; = 1 sis=t, 6;; =0 sis#t.

Todos los espacios vectorialgsconsiderados en esta memoria son reales. fwogeccion
enV es una aplicacion line#:V — V tal quePo P = P. Dados dos conjuntos BCV yr € R,
escribimosA+B={a+b: ac A beB} yrA={ra: ac A}. Para cad&C V, utilizamos
los simbolos spdi®), co(S) y acq'S) para denotar, respectivamente, el subespacio vectorial de
generado po§, la envoltura convexa d8enV y la envoltura absolutamente convexalienV;
es decir,

co(S) = {iaivi s v, eSS a¢el0,1], _iai = 1}

v acas—{Sav:vesack 3 i<}
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Dados dos conjunto& C Q y una funcionf : Q — V, escribimosf x, para denotar la funcion
deQ enV definida porf y,(t) = f(t) sit € A, fx,(t) =0sit € Q\ A

Nuestras referencias basicas sobre topologia son [Eng77] y [Kel75]. Dado un espacio topoldgi-
co (T,%), escribimos dend, ) (resp. weightT,¥)) para denotar etaracter de densida¢resp.
elpesqg de(T, %), es decir, la menor cardinalidad de un conjunto denso (resp. de una baS$g.para
En general, se cumple la desigualdad @én$) < weightT, ).

Searl un conjunto,# unfiltroenl y g:1 — T una funcién. Decimos guexiste el limite de g
através deZ siexiste urt € T con la siguiente propiedad: para cafla ¥ cont € U, el conjunto
{iel:g(i) e U} pertenece & . En tal caso, s{T,T) es Hausdorff, escribimds= lim,_ , g(i).

El espacio vectorial de todas las funciones continuas (resp. continuas y acota@ias) e
se denota median@®T, ) (resp.C,(T,%)), o simplement€(T) (resp.C,(T)). Es sencillo com-
probar queC, (T) es un espacio de Banach con la norma

Iflleo = sup{[f(t)[: teT}.

Dado un puntd € T, utilizamos la notacio®, para representar la aplicacion lineal@d@ ) enR
definida medianté,(f) = f(t).

Se dice qudT,¥) esangélico(Fremlin, véase [Flo80, p. 30]) si es completamente regular,
Hausdorff y, para cada conjunto relativamente numerablemente confpaciq se cumple:

= Aes relativamente compacto;
» todo elemento dA es el limite de una sucesion contenidalen

Dado un conjunto no vaci@, escribimost,(Q) (o simplementé&, si no hay posibilidad de
confusién) para denotar la topologia de la convergencia puntigfelina familia.Z c R? se
dice puntualmente (resp. uniformemente) acotada gijB(§)| : h € ¢} < 4+ para cada c Q
(resp. suplh(s)|: he 7, s€ Q} < +).

Nuestra referencia basica sobre teoria de conjuntos es [R0i90]. Decimos que un conjunto es
contablesi es finito o infinito numerable. A lo largo de esta memoria los térmaandinalidad
y namero cardinalhacen referencia a un ordinal inicial. La cardinalidad de un conjGrdge
denota por #S). Escribimosw;, y ¢ para representar el primer ordinal no contable y la cardinalidad
de Z(N), respectivamente. En general se tiene la desiguaidadc. La afirmacion t, = ¢” es
independiente de ZFC y se conaoce caripétesis del Continuo

Otro axioma de la teoria de conjuntos que aparecera en este trabajo es el Ikxiada
de Martin Para formularlo necesitamos introducir algo de terminologia relativa a un conjunto
parcialmente ordenad@ Un conjuntoQ C P se dicecofinalsi para cada € P existe ung € Q tal
qgue p < g. Dos elementos s € P sonincompatiblessi no existe urp € P tal quer < pys<p.
Decimos queP satisface lacondicion de cadena numerable (CC&)cualquier conjunt® C P
formado por elementos incompatibles dos a dos es contable.

Definicion 1.1.1. Seak un nimero cardinal. Denotamos mediante (WAla afirmacion:

Para cada conjunto (no vacio) parcialmente ordenado P con la CCC y cada familia
2 formada por subconjuntos cofinales de P éf%) < «, existe un conjunto @ P
dirigido superiormente tal que QD =# 0 para todo De 2.
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El Axioma de Martin es la afirmacion “M) es cierta para todao; < x < ¢”.

Evidentemente, la Hipétesis del Continuo implica el Axioma de Martin. Por otro lado, es
relativamente consistente con ZFC suponer que se verifican simultaneamente el Axioma de Martin
y la negacion de la Hipotesis del Continuo. Para mas informacion sobre el Axioma de Martin y sus
consecuencias, remitimos al lector a [Sho75], [Fre84] y las referencias que alli se proporcionan.

Otro concepto que vamos a utilizar ocasionalmente en este trabajo esaetishal de medida
cero. Recordemos que un cardinake dice de medida cero si existe una medida de probabilidad
uenZ(x)tal queu({a}) =0 para cada < k. Un resultado bien conocido de Ulam (véase e.g.
[Fre03, 438C]) afirma que, no es de medida cero. Ademas, es compatible con ZFC suponer que
no existen cardinales de medida cero. El lector puede encontrar en [Fre03, §438] una completa
introduccion a este tema.

1.2. Teoria de la medida

El objetivo de esta seccion es introducir la terminologia elemental de la teoria de la medida
gue vamos a emplear en la memoria. Nuestras referencias estandar son [Coh93] y [Fre01].

Sea(Q,X) un espacio mediblees decirQ es un conjunto ¥ es unac-algebra e). Dado
otro espacio medibl&Q’, 3’), una funcionf : Q — Q' se dice=-3'-mediblesi f ~1(B) € Z para
cadaB € ¥'. Decimos que una funciéh: Q — R esZ-medible(o, simplementemediblg si es
>-Borel(R)-medible.

Una medida no negativa y finitan X es una funcioru : ¥ — [0,+) tal que, para cada
sucesion disjuntdE,) en %, la seriey 1 (En) es convergente, con sumdl J,, En); en tal caso,
decimos que la tern@, 2, 1) es unespacio de medida finitha medida exteriomsociada @ es
la funcionu* : 2(Q) — [0, +) definida poru*(A) = inf{u(B): Be X, AC B}. Se dice que
ues

» unamedida de probabilidadi u(Q) = 1,

= completasi, para cad® € X conu(B) = 0, cualquier subconjunto d@pertenece &.

Una funcionf : Q — R esu-mediblesi es medible respecto de la completaciof@e>, ). Se
dice queA € X es unatomode u si u(A) >0y u(B) € {O,u(A)} paratodoB C A, B € 2. Una
familia (E;),., enZ esindependientéo estocasticamente independigriese cumple la igualdad
1(Nics E) = Micy 1(E) para cada conjunto finito (no vacid)C |.

Dado un conjunté\ C Q, definimos>, := {ANE:E € X}y u,(B) :=pu*(B) paracad® € >,.
EntoncesA,Z,, u,) €s un espacio de medida finito (véase e.g. [Fre01, 214A]). NoteseQeesi
cumpleAC Cy u*(A) = u(C), se tieneu,(ANE) = u(CNE) para todck € .

A lo largo de esta memoria denota la medida de Lebesgue ewladlgebra? de todos los
subconjuntos medibles Lebesgue/@d]. Si no se especifica lo contrario, al hablarfj@de] como
espacio de medida nos estamos refiriend®4d], £, 1).

Dados dos espacios de medida finit€s,>;,;), i = 1,2, escribimosz; ® Z, para denotar
la o-algebra er2; x Q, generada por los subconjuntos de la forfjax E,, dondeE, € Z; y
E, € Z,. Lamedida productale i, y u,, denotada pop, x u,, s la inica medida no negativa
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y finita enZ; ® %, que cumple(u, x 1,)(E; x E,) = u,(E;) - u,(E,) para cadd, € 3, y cada
E, €2,

En general, s{(Q;,%;, 1) :i € 1} es una familia de espacios de probabilidad, podemos con-
siderar lac-algebra®; ., %; en[];, Q; generada por los subconjuntos de la fofya, E;, donde
E cZ paracadd clyE = Q, para cadad € | salvo una cantidad finita de indices. Es bien
conocido que existe una unica medida de probabil[dagy; en®;.,Z; cumpliendo

() (=) = e

para cada elemenfq;, E € ®;, Z; de la forma anterior. Decimos quf]ic; Qi, ®ic; Zis [ier i)
es elespacio de probabilidad productie {(Q;,>;, 1) :i € 1}.

Vamos a denotar pgf0,1}", %, 1,) el espacio de probabilidad completo obtenido tras com-
pletar el producto de una cantidad infinita numerable de copias del espacio de probabilidad trivial
({0,1},2({0,1}),v), dondev({0}) = v({1}) = 1/2. Recordemos que la-algebra producto
®yZ({0,1}) coincide exactamente con Bof€d, 1}) y que ({0, 1}",.%;.4,) es un espacio de
medida topoldgico de Radon (en el sentido de la Definicién 1.3.2) cuando se considera la topologia
usual en{0,1}". Es bien conocido que(0, 1}, %, ;) y ([0,1],£,4) son isomorfos como es-
pacios de medida (véase e.g. [Fre01, 254K]), es decir, existe una biygcc|orl] — {0, 1}
con las siguientes propiedades:

» ¢ es.Z-%,-medible yA(¢~1(E)) = A,(E) para todcE € .Z;

= ¢ les - #-medible yA,(¢(F)) = A(F) para toddF € Z.

Como es habitual, identificama® (N) con {0, 1} mediante la biyecciow : {0,1}" — Z(N)

definida pory((an)) := {n € N: a, = 1}. Recordemos que un filtre# ¢ &(N) se diceno

principal si N\ {n} € .# para cadan € N; en tal caso, el conjunty (%) c {0,1}" no es
medible siy sélo sil; (y1(#)) = 1 (por ejemplo, esto ocurre cuandd es un ultrafiltro no
principal), véase e.g. [Tal84, 13-1-1].

El siguiente concepto aparecera en ocasiones a lo largo de esta memoria. Se dice que un es-
pacio de medida finit¢Q, Z, 1) esperfecto(o queu es perfecta) si, para cada funcién medible
f : Q — Ry cada conjunt& C R tal quef~%(E) € 3, existe unB C E, B € Borel(R), tal que
u(f=1(B)) = u(f~1(E)). Por ejemplo, todo espacio de medida topologico de Radon es perfec-
to, véase e.g. [Dul89, Appendix A]. La siguiente proposicion es un caso particular de [Dul89,
Proposition A.7] y nos sera Gtil mas adelante.

Proposicion 1.2.1.Sean(Q,>, 1) un espacio de medida finito y perfectd,, ) un espacio
topolégico Hausdorff con una base contable y@ — T una funcionz-Borel(T, ¥)-medible.
Consideramos la medida (no negativa y finita) imagdm® enBorel(T,¥). Seag T — R una
funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) gesuft-medible;

(ii) la composicion g f esu-medible.

Dado un espacio de medida finit@, 2, u ), el espacio vectorial de todas las funciones reales
medibles yu-integrables definidas e se denota paZ?(u). EscribimosL!(u) para represen-
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tar el espacio de Banach formado por todas las clases de equivalencia (obtenidas identificando
funciones que coincidep-a.e.) de elementos d&*(u), con la normd| f||; = [, | f| du.

Un conjuntos# C #*(u) se diceuniformemente integrable es|| - ||,-acotado y, para cada
€ >0, existe un > 0 tal que sup. ,, [g |h| du < e paratodcE € = conu(E) < 6. La siguiente
caracterizacion de Dunford (véase e.g. [DU77, Theorem 15, p. 76] o [Fre01, 247C]) va a jugar un
papel fundamental en este trabajo.

Teorema 1.2.2 (Dunford). Sean(Q,%, u) un espacio de medida finito.¢’ ¢ .Z(u). Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) 27 es uniformemente integrable;
(ii) laimagen canonica dg# en L*(u) es débilmente relativamente compacta.

1.3. Espacios de medida topoldgicos

En esta seccién repasamos de forma breve algunos conceptos fundamentales relacionados con
lasmedidas en espacios topolégicasaditividad, medidas de Radon y quasi-Radon, medidas de
Baire, etc. Nuestra referencia basica sobre este tema es [Fre03].

Recordamos que la-algebra de Borel de un espacio topoldg{@o¥), que denotaremos por
Borel(T, %) (o simplemente BoréT)), es lac-algebra el generada pok.

Definicion 1.3.1. Un espacio de medida topoldgico es una cuatein&, >, 1), donde
(i) (T,%) es un espacio topoldgico;
(i) X esunac-algebraen T que contiene®
(i) p es una medida ek no negativa, finita y completa.

Definicién 1.3.2. Un espacio de medida topoldgicd,<,2, u) se dice de Radon $iT,%) es
Hausdorff y
1(E) =sup{u(K): KCE, Kcompact¢ paracadaEc Z.

En tal caso, decimos quees una medida de Radonen T.

Por ejemplo, la medida de Lebesgue/@i] es de Radon. M&s en general, un resultado clasi-
CO asegura que, para un espacio topolédgicalitico T, la completacion de cualquier medida no
negativa y finita definida en Bor@l) es una medida de Radon, véase e.g. [Fre03, 433C]. Recor-
damos que un espacio topoldgico Hausddrffe dice analitico si existe una aplicacion continua
y suprayectivap : NY — T (dondeN" se considera equipado con el producto de la topologia
discreta erN). En particular, todo espacfmlaco(i.e. espacio métrico completo y separable) es
analitico, véase e.g. [Fre03, 423B].

Dado un espacio topolégico Hausdarffescribimosvi™* (T) para denotar el conjunto de todas
las medidas de Radon @n

Definicion 1.3.3. Sea(T, ¥, %, u) un espacio de medida topologico. Se dice guest-aditiva si,
para cada familiad # ¢ C ¥ dirigida inferiormente com%” = 0, se tienénf{u(C):Ce ¢} =0.
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Es bien conocido que toda medida de Radoen un espacio topolégico HausdofTf,¥) es
necesariamente-aditiva, véase e.g. [Fre03, 411E]. Por tantsadorte deu, definido como

supfu) =T\ J{GeT: u(G) =0},
satisfaceu (T \ supdu)) = 0.
Dada una funcién continug: T — Sentre espacios topoldgicos Hausdorffiye M (T),
es sencillo comprobar que la completacion de la medida imadgeh en Bore(S) es una medida

de Radon el%. Por otra parte, para espacios compactos disponemos del siguiente resultado, véase
e.g. [Dul89, Proposition B.1] o [Fre03, 432G].

Proposicion 1.3.4.Sea¢ : K — L una funcion continua y suprayectiva entre espacios topoldgi-
cos compactos (Hausdorff). Entonces para cadaM ™ (L) existe unau € M*(K) tal que

¢ L(E)edomu) y u(¢ *(E))=v(E) paratodo Ec dom(v).

En el Capitulo 3 trabajaremos con la siguiente clase de espacios de medida topologicos, que
contiene a todos los de Radon.

Definicion 1.3.5. Un espacio de medida topoldgi¢®d, T, 2, 1) se dice quasi-Radon si
() u esrt-aditiva;
(i) u(E)=inf{u(G): EC G, Ge ¥} paracada Ec Z.

Dados un espacio de medida topoldgico quasi-Radon (resp. de RadGnE,u) yAC T
(resp.A € %), es facil ver qugA, |5, 25, 1) €S un espacio de medida topologico quasi-Radon
(resp. de Radon), dondg, es la topologia eA inducida port, i.e.%|, = {ANG: G € T}, véase
[Fre03, 4158B].

Finalizamos la seccion introduciendo daélgebra de Bairede un espacio topoldgico y al-
gunos conceptos relacionados con las medidas definidas en ella.

Definicion 1.3.6. Sea(T,¥) un espacio topolégico completamente regular y Hausdorff.
(i) Un conjunto cero déT,¥) es un conjunto de la formaf({0}) para alguna fc C(T,%).
(i) La o-algebra de Baire d€T, <), denotada poBaire(T,¥) (0 simplement8aire(T)), es la
o-algebra en T generada por la familia de todos los conjuntos cergrde).

Siempre se tiene Baif€) C Borel(T). La inclusion contraria no es cierta en general (si lo es,
por ejemplo, en el caso de espacios métricos).

Definicion 1.3.7. Sea(T, %) un espacio topolégico completamente regular y Hausdorff.

(i) Unamedidau enBaire(T, ), no negativa y finita, se dicesuave si para cada familig& de
conjuntos cero déT, ¥) dirigida inferiormente com% = 0, se tienenf{u(C):Ce ¢} =0.

(i) (T,%) se dice compacto en medida si cada medid®aine(T,¥), no negativa y finita, es
T-suave.

Es sencillo comprobar que cualquier espacio topoldgico (completamente regular y Hausdorff)
Lindel6f es compacto en medida (véase e.g. [Fre03, 435F]).
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1.4. Espacios de Banach

En esta seccidn introducimos la terminologia basica de la teoria de los espacios de Banach que
vamos a utilizar a lo largo de la memoria. Ademas, realizamos un breve repaso de algunas clases
especiales despacios de Banach no separablesy. débilmente Lindeldf determinados) y es-
pacios topolégicos compactos relacionados (e.g. compactos de Corson). Finalmente, presentamos
el concepto déase de Markushevicghalgunos resultados sobre la existencia de una tal base en
un espacio de Banach. Nuestras referencias estandar sobre estos temas son los libr6$][FHH
y [Fab97]. El reciente “survey” [Ziz03] ofrece una panoramica actual sobre la teoria de los espa-
cios de Banach no separables. Durante esta seXidin ||) es un espacio de Banach.

Salvo que se especifique lo contrario, al hablar de nociones topolégicds@mo “conver-
gencia”, “cerrado”, etc., nos estamos refiriendo a la topologia inducida por la norma. Escribimos

By={xeX: x| <1} y S={xeX: || =1}

El didmetrode un conjuntd C X se define como diaf®) = sup{||[x—y]|| : x,y € D}; es facil ver
que dianiD) = diam(co(D)). Escribimos|D|| = supf{||x|| : x € D}. Laoscilaciénde una funciorf
con valores eiX se define mediante osit) = sup({|| f (t) — f(t')|| : t,t’ € dom(f)} = diam(f(B));
vamos a utilizar el simbolpf|| para representar la funciém- || f(t)||.

Dado otro espacio de Banadh llamamosoperadorde X enY a toda aplicacion lineal y
continua definida e con valores efY. Denotamos potZ(X,Y) el espacio de Banach de todos
los operadores d¥ enY, con la normd|T || = sup{||T(X)|| : x € By }; cuandoY = R, escribimos
X* =2 (X,R) para denotar elual topologicade X.

Dadosx € X y x* € X*, utilizamos indistintamente las notacion@s,x) y x*(x) para repre-
sentar la evaluacion d& enx. La aplicacionjy : X — X**, definida porjy (X)(X*) = X*(x), es
una inmersion isométrica lineal d€ en X** (de manera qu& se identifica con un subespacio
cerrado deX**). Se dice qué esreflexivosi jy (X) = X**. Un conjuntoB C By. se dicenormante
si ||x|| = sup{|x*(x)| : x* € B} para cadx € X.

La topologia débil deX, denotada pow, es la topologia més gruesa para la que todos los
elementos d&X* son continuos. De manera similar, la topologia débil*de denotada pow*,
es la topologia mas gruesa para la que todos los elemenoédg, (X)) son continuos. Es bien
conocido que derfX, || - ||) = weight(By.,w*).

Sean” un conjunto no vacioy ¥ p < 4. Escribimos

lo(T)={f €R": ||f] = surp\f(y)| < oo},
ye
Co(lM) ={f €lw(I): el conjunto{y T :|f(y)| > €} es finito para cada > 0},

Pr)={fer: Hfup:(zrrf<y>\p)”"<+oo}.
ye

Sabemos quéle(I), || - [|e), (Co(M), |l - lle) Y (¢P(T),]| - |[p) son espacios de Banach; vamos a
emplear la notacion habitudl = (. (N), ¢, = ¢y(N) y /P = (P(N). Dadoy € I', escribimose,
para denotar el elemento & definido pore,(y) = 57.,7/ paratodoy €T.
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A continuacién introducimos distintas clases especiales de espacios de Banach no separables
gue apareceran a lo largo de esta memoria.

Definicion 1.4.1. Se dice que X

(i) es débilmente compactamente generado (WCG) si existe un conjunto débilmente compacto

K C X tal que X= spar{K);

(i) es débilmente numerablemen#é-determinado (WCD) si existe una sucesi#f) de sub-
conjuntos W-compactos de X con la siguiente propiedad: para cadasxXX y ue X**\ X,
existe un re N tal que xe Ky y u¢ Ky;

(iii) es débilmente Lindelof determinado (WLD)B;..,w*) es un compacto de Corson, es decir,
existe un homeomorfismo ent®,.,w*) y un conjunto compacto & [—1,1]" (para algin
I" # 0) de manera que, para cadassS, la familia{y € I' : s(y) # 0} es contable;

(iv) tiene la propiedadC) si, para cada familiaz” de subconjuntos convexos y cerrados de X
connN% = 0, existe una subfamilia contabie C ¥ tal quenZ = 0.

Para el espacio de Banaéhtenemos el siguiente diagrama de implicaciones, en el que
ninguno de los reciprocos es cierto en general, véase e.g. [BHHChapters 11-12], [Fab97,
Chapters 7-8] y [Edg79].

Separable Reflexivo

Ny

WCD

WLD +——| (Bx:,w*) angélico

Débilmente Lindelof

/

(X,w) compacto

]

Propiedad (C)

en medida

Figura 1.1: Algunas clases de espacios de Banach
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La clase de los espacios de Banach WLD es estable para subespacios cerrados, como conse-
cuencia del hecho de que toda imagen continua (Hausdorff) de un compacto de Corson también
es de Corson (Gul’ko [Gul77], Michael y Rudin [MR77], véase también [Val91]). No es dificil
comprobar que todo compacto de Corson separable es metrizable (véase e.g0FiHKer-
cise 12.56]) y, por tanto es separable siy solo si es WLOBy.,w") es separable. Mas en gene-
ral, cuandoX es WLD se tienen las igualdades d@s ,w*) = weight(By.,w*) = dengX, || - ||).

Un espacio topoldgico compacto Hausddtfse dice

» deEberleinsi C(K) es WCG o, equivalentemente,sies homeomorfo a un subconjunto

débilmente compacto de un espacio de Banach;

» deGul'’kosiC(K) es WCD.

En general, se cumplen las implicaciones
Eberlein = Gul'’ko = Corson

y ninguno de los reciprocos es cierto en general, véase e.g. [Fab97, Chapters 7-8].

A continuacién introducimos el concepto blase de Markushevidte un espacio de Banach.
La existencia de tales bases en ciertas clases de espacios sera fundamental para establecer algunos
de los resultados de la Seccién 2.5 y el Capitulo 4.

Definicion 1.4.2. Sea{(x, %) }ic; C X x X* un sistema biortogonal, es decif,(x;) = §, ; para
cadaij €. Se dice qug(x,x)};, s una base de Markushevich de X si

(i) X =sparx :i€l};
(i) para cadaxe X\ {0} existe un i | tal que X (x) # 0; equivalentemente,

X* =spar{x‘: i€ I}W‘.

Si, ademas, X=spar{x’ :i € I}”‘H, entonces decimos que la base es “shrinking”.

Un resultado clasico de Markushevich (véase e.g. [FBtH Theorem 6.41]) afirma que todo
espacio de Banadeparableposee una base de Markushevich (que podemos tomar “shrinking” si
el dual del espacio es separable). Mas adelante, Ovsepian y Pelczynski [OP75] (véase e.g. [LT77,
Theorem 1.f.4]) probaron que, en tales condiciones, dichafdase,) },. Puede ser elegida de
manera que sypy [|n|| - [|X3]] < +o0. El siguiente teorema de Plichko [Pli82] extiende este ultimo
resultado al caso de espacios de Banach no necesariamente separables.

Teorema 1.4.3 (Plichko).Si X tiene una base de Markushevich, entonces existe otra base de
Markushevich{(x;, ) }ic, €n X tal quesuge [% |- [ < +oo.

En el caso de espacios de Banach no separables la existencia de bases de Markushevich no
se puede garantizar en general. Por ejemfalono admite una base de Markushevich (John-
son [Joh70], véase e.g. [FHIA1, Theorem 6.43]). Sin embargo, como indicamos en el Teore-
ma 1.4.4, cualquier espacio de Banach WLD tiene una base de Markushevich, véase e.g. [Val91,
Corollary 3.1] o [FHH 01, Theorem 12.50]. Para una prueba de la segunda afirmacion del teore-
ma, véase [FHHO1, Proposition 12.51]. El lector puede encontrar en [VWZ94] mas informacion
sobre bases de Markushevich en espacios de Banach no separables.
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Teorema 1.4.4 (Orihuela, Valdivia). Si X es WLD, entonces existe una base de Markushevich
en X. Ademas, para cualquier base de Markushe{ighx’)},., en X y cada ke X*, el conjunto
{i el :x*(x) # 0} es contable.

Finalizamos la seccién presentando las nocionesspacio de Asplungl de compacto de
Radon-Nikodyrmque emplearemos en los Capitulos 4 y 5.

Definicion 1.4.5. Se dice que X es:

() de Asplund si todo subespacio cerrado separable de X tiene dual separable;
(i) Asplund generado si existen un espacio de Banach de Asplund Z y un operader¥ X
tal que X=T(2).

Es bien conocido quX es de Asplund si y so6lo si*Xiene la propiedad de Radon-Nikodym
(definida en la Seccion 1.8), véase e.g. [Bou83, Theorem 4.2.13].

Un espacio topoldgico compacto Hausddtfse dice deRadon-NikodyniNam87] si es ho-
meomorfo a un subconjunte*-compacto del dual de un espacio de Asplund; equivalentemente,
existe una métricd enK inferiormente semicontinua qligmenta K es decir, para cada> 0y
cada conjunto (no vaci¢) C K, existe un subconjunto relativamente abierto (no vacidj den
d-diametro menor que, véase e.g. [Nam87]. Es conocido qiBy.,w") es de Radon-Nikodym
si X es Asplund generado, véase e.g. [Fab97, Chapter 1]. La clase de los compactos de Radon-
Nikodym incluye a todos los compactos dispersos y a los de Eberlein, véase e.g. [Fab97, Propo-
sition 1.5.2]. Por otro lado, un resultado de Orihuela, Schachermayer, Valdivia [OSV91] y Stegall
[Ste91] (véase e.g. [Fab97, Theorem 8.3.5]) afirma que todo compacto de Corson y de Radon-
Nikodym es necesariamente un compacto de Eberlein.

1.5. Series en espacios de Banach

En esta seccién recordamos las definicionefaddlia sumabley serie incondicionalmente
convergenten espacios de Banach,tebrema de Orlicz-Pettigue relaciona estas nociones con
la convergencia débil de subseries yasirema de Dvoretzky-Rogessbre la existencia de series
incondicionalmente convergentes que no son absolutamente convergentes en espacios de dimen-
sion infinita. También incluimos un lema sobre sumabilidad de sucesiones dobles (Lema 1.5.6).
Los libros [KK97] y [Die84] son referencias convenientes sobre este tema. A lo largo de esta
secciénX es un espacio de Banach.

Como es habitual, dada una suces(gf) en X, diremos que la serig;_; X, esconvergente
(resp.débilmente convergenjtecon sumax € X, si existe im,¥{L; X = x en la topologia de la
norma (resp. en la topologia débil).

Definicion 1.5.1. Una familia(x;);, en X se dice sumable, con suma X, si para cadae > 0
existe un conjunto finito & | tal que|| 3,;.; X — X|| < & para cada conjunto finito & J' C I.

En este caso, el conjun{o € | : x; # 0} es contable. Obsérvese que la sumabilidagkde.
es simplemente la convergencia de la{§¢.;x : J € Z,(1)}, dondeZ,(l) se considera dotado
con el orden (dirigido) dado por la relacién de inclusion.
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Definicion 1.5.2. Sea(x,) una sucesion en X. La serjg, x, se dice incondicionalmente conver-
gente sizf;lxﬂ(n) es convergente para cada biyeccionN — N.

Es bien conocido (y facil de probar) que las dos nociones anteriormente definidas coinciden,
como resumimos en la siguiente proposicion (véase [Cho66, Theorem 10.7]).

Proposicion 1.5.3.Sea(x,) una sucesion en X. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) laseriey,xn esincondicionalmente convergente;
(ii) existe xc X tal quez‘r’f:lxn(n) es convergente con suma x para cada biyec@iéiN — N;
(iii) la familia (X) .y €S sumable, con sumacyX;
(iv) para cadas > 0 existe un conjunto finito P N tal que|| ¥ ,.oXn|| < & para cada conjunto
finito Q C N\ P.
En tal caso, y= x. Denotamos este vector mediafigx,.

La nocién natural de serie de conjuntos incondicionalmente convergente, definida abajo, sera
usada principalmente en el Capitulo 4.

Definicion 1.5.4. Sea(B,) una sucesion de subconjuntos no vacios de X. La $gfi se dice
incondicionalmente convergente si para cada eleccipa B, n€ N, la seriey X, es incondi-
cionalmente convergente. En tal caso definimos

B ::{ x:xeB,neN}.
Zn ;n n n

Observacion 1.5.5.Sea(B,) una sucesion de subconjuntos no vacios de X. EntopgBs es
incondicionalmente convergente si y solo si para cada 0 existe un conjunto finito P~ N tal
que|| ¥;oBill < € para cada conjunto finito @ N\ P.

Demostracién.Esta sencilla consecuencia de la Proposicion 1.5.3 aparece en [Bir35, p. 362].
La condicion suficiente es clara y probamossélo sipor reduccién al absurdo. Supongamos
que existes > 0 tal que para cadhl € N existe un conjunto finit@ c N\ {1,...,N} tal que

| TicqBill > €. Entonces existen una sucesi@¥,) de subconjuntos no vacios Bedisjuntos dos

a dos, y elecciones, € By, n€ Q,, ke N, tales que| 2 heq, Xn|| > € para cad& € N. Si tomamos

Xn € By arbitrario para cada € N\ U,_; Q,, entonces la familidx,) . N0 s sumable y asi la
seriey ,Xn No es incondicionalmente convergente (Proposicion 1.5.3). O

En lo sucesivo nos sera Util el siguiente criterio elemental para la sumabilidad de sucesiones
dobles en espacios de Banach.

Lema 1.5.6 ([CROS]). Sea(X, ), ke Una familia en X tal que:
(i) lafamilia (X, ),y €S sumable para cadasN;
(i) existen una familia sumablg, ), o €N X Y(an) € ¢! tales que

|3, s <

para cada conjunto finito @ Ny cada ne N.
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Entoncegx N €S sumable.

n,k)n,ke
Demostracién.Fijamose > 0 y tomamosN € N cumpliendo

Shaize v | 5 < LD

para cada conjunto finit® C N x N tal quePN({1,2,...,N} x{1,2,...,N}) = 0. Tomamos ahora
M e N, M > N, verificando

ZX”"H <— paracada K n<N (1.2)
keF
para cualquier conjunto finite C N tal queF N{1,2,...,M} = 0.

Dado un conjunto finitéd € Nx NtalqueHN({1,2,...,N} x{1,2,...,M}) =0, empleamos
la notacionH’ := {(n,k) € H: 1 < n< N}y observamos que

| 2ol =l 2 e 2w

(n7 nk eH’ (n, k)eH\H’

53 el g el g

H H/ eH H/
(nk)eH’ \ \

|

N ¢
ZN Zw\an\+e§36,

por las desigualdades (1.1) y (1.2). Por tanto, la faniijg, ), .y €S Sumable y la prueba ha
finalizado. ’ O

Concluimos la seccién citando dos resultados destacables sobre convergencia incondicional. El
primero, debido a Orlicz y Pettis [Pet38], véase [Die84, Chapter IV] o [DU77, Corollary 4, p. 22],
muestra la interaccion entre las topologias normada y débil en lo que respecta a la convergencia
incondicional.

Teorema 1.5.7 (Orlicz-Pettis). Sea(x,) una sucesion en X tal que, para cada sucesig) es-
trictamente creciente de nimeros naturales, la sgfie, x, es débilmente convergente. Entonces
> nXn €S incondicionalmente convergente.

Definicion 1.5.8. Sea(x,) una sucesion en X. La serjg, x, se dice absolutamente convergente
sila serieyy_q ||Xn|| €s convergente.

Toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente convergente, y ambas nociones
coinciden para espacios de Banach de dimension finita, véase [KK97, Chapter 1]. Esto nunca
ocurre en espacios de dimension infinita, gracias al teorema de Dvoretzky y Rogers [DR50], véase
[Die84, Chapter VI] o [KK97, Theorem 4.1.1].

Teorema 1.5.9 (Dvoretzky-Rogers)Si X es de dimension infinita, entonces existe una sucesiéon
(xn) en X tal que la seri§ , x, es incondicionalmente convergente pero no absolutamente conver-
gente.
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1.6. Medidas vectoriales

En esta seccion resumimos brevemente las definiciones y propiedades elementales de las me-
didas vectoriales y las nociones relacionadagat@ciony semivariacién Recordamos también
herramientas importantes comdebrema de Bartle-Dunford-Schwasabre la existencia dee-
didas de contraolNuestra referencia basica es [DU77]. A lo largo de esta secgi@s un algebra
en un conjuntd y X es un espacio de Banach.

Definicién 1.6.1. Una funciénv : & — X se llama medida finitamente aditiva si se tiene la
igualdadv(U", E;) = ¥, v(E;) para cada coleccion finita E. . ., Ey de elementos de/ dis-
juntos dos a dos.

Definiciéon 1.6.2.Seav : &/ — X una medida finitamente aditiva. La variacidnwles la funcion
|v|: .o/ — [0, +oo] definida por

VI(E) = supy [V(E)).

donde el supremo se toma sobre todas las colecciones finitas FE, de elementos de/ dis-
juntos dos a dos tales queE " E;. Decimos que’ tiene variacion acotada gv|(Q) < +o
(equivalentementegy| tiene rango acotado). Decimos qudiene variaciono-finita si existe una
sucesionEn) en con unionQ tal que|v|(En) < 4o para cada ne N.

Siv: .« — X es una medida finitamente aditiva, se tiengU",E) = S, |v|(E;) para
cada coleccion finit&,, ..., En de elementos des disjuntos dos a dos. También es obvio que
para cada* € X* la composiciénx* o v es una medida finitamente aditiva (con valoredRgn
Teniendo esto en cuenta, podemos formular la siguiente definicion.

Definicion 1.6.3. Seav : &/ — X una medida finitamente aditiva. La semivariacionvdes la
funcion||v|| : &7 — [0, +oo] definida por

IVI[(E) = sup |x"oV|(E).
X EBy .«
Las siguientes propiedades elementales de la semivariacion son bien conocidas, véase [DU77,
Proposition 11, p. 4].

Proposicién 1.6.4.Seav : & — X una medida finitamente aditiva. Para cadacE se tiene:

() [IVI(E) < [VI(E);

(i) |IV[[(E) =sup||s™,aV(E)]|, donde el supremo se toma sobre todas las colecciones fini-
tas E,...,En de elementos de/ disjuntos dos a dos tales queE{J", E; y todas las
colecciones finitasa....,amen[—1,1];

(iii) sup{[[v(F)|:F € Zg} < |[V[[(E) < 2sug(||[v(F)] : F € Z¢}.

De aqui en adelanfees unac-algebra en un conjuntQ.
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Definicion 1.6.5. Una funciénv : = — X se llama medida contablemente aditiva si, para cada
sucesion disjuntgE,) enz, la seriey,_, v(En) es convergente con sumélJ;,_1 En).

En tal casoy (y por tanto||v||) tiene rango acotado, véase [DU77, Corollary 19, p. 9]. De
hecho, podemos decir mucho mas:

Teorema 1.6.6 (Bartle-Dunford-Schwartz).Seav : Z — X una medida contablemente aditiva.
Entonces surangdv(E) : E € 2} es débilmente relativamente compacto.

En su clasico articulo [BDS55], Bartle, Dunford y Schwartz dedujeron este resultado como
aplicacion del siguiente, que sera una herramienta fundamental en el Capitulo 3. Para las pruebas
de ambos teoremas remitimos al lector a [DU77, Chapter I, 82].

Teorema 1.6.7 (Bartle-Dunford-Schwartz).Seav : ~ — X una medida contablemente aditiva.
Entonces existe una mediglaen > no negativa y finita tal que

(i) u(E) <||v|/(E) para cada Ec Z;
(i) para cadas > 0 existed > Otal que||v(E)|| < € para cada E<c X~ conu(E) < 9.

Una talu se llamamedida de controtle v. Es claro que, dadi € Z, tenemosu(E) = 0 si
y solo si||v||(E) = 0. En lo que respecta @), debemos destacar que, al igual que en el caso
de medidas con valores reales, esta condicion es equivalente a deeifEjue O siempre que
u(E) = 0. A continuacion aislamos este resultado de Pettis [Pet38], véase [DU77, Theorem 1,
p. 10].

Teorema 1.6.8 (Pettis).Seanv : £ — X una medida contablemente aditiva yina medida e
no negativa y finita. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) v(E) =0paracadaEc Zconu(E)=0;

(i) para cadas > 0 existed > Otal que||v(E)|| < € para cada E<c X~ conu(E) < 9.
En tal caso, decimos queesu-continua.

El siguiente resultado (véase [DU77, Corollary 10, p. 25]) se conoce habitualmente como
teorema de Vitali-Hahn-Saks

Teorema 1.6.9 (Vitali-Hahn-Saks).Seanv,, : £ — X una sucesion de medidas contablemente
aditivas yu una medida e no negativa y finita tales que

= Vv, esu-continua para cada & N;

» para cada Ec Z, existelim, vy(E) = v(E) en X.
Entonces para cada> 0 existes > Otal quesup,. [[va(E)|| < € paratodo Ec Z conu(E) < 6.
En particular,v :  — X es una medida contablemente aditiva.

Finalizamos la seccion recordando que, a diferencia del caso finito-dimensional, una medida
contablemente aditiva con valores en un espacio de Banach arbitrario puede no tener variacion
acotada. El siguiente ejemplo (véase [DU77, p. 32]) es una consecuencia inmediata del teorema
de Dvoretzky-Rogers.
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Ejemplo 1.6.10. Supongamos que X es infinito-dimensional. Entonces existe una medida con-
tablemente aditiva con valores en X que no tiene variacién acotada.

Demostracion.Por el teorema de Dvoretzky-Rogers 1.5.9, existe una sucesipen X tal que

la seriey ,x» s incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergente. No es dificil
comprobar que la funcion: #(N) — X dada powv(A) = ¥ ., Xn €S una medida contablemente
aditiva. Comoy L, [[v({n})]| = Sn.1 %] para cadan € N, se sigue que no tiene variacion
acotada. O

1.7. Maedibilidad de funciones vectoriales

Esta seccion esta dedicada a recordar las diferentes nociones de medibilidad para funciones
con valores en espacios de Banach (medibilfdadtey escala) y la relacion entre ellaggorema
de medibilidad de PetfjsEl “principio de exhaustividad"es usado aqui para deducir una caracte-
rizacion Gtil de la medibilidad fuerte (Lema 1.7.4). Ademas, mencionamos los resultados de Edgar
que describen la-algebra de Bairede un espacio de Banach equipado con la topologia débil y
gue caracterizan, en términos de la medida imagen inducida, cuando una funcién escalarmente
medible esscalarmente equivalenteuna funcion fuertemente medible. Nuestras referencias es-
tandar son [DU77] y [Tal84]. De aqui en adelaktess un espacio de Banach'®,%, i) es un
espacio de medida finito y completo.

Definicion 1.7.1. Una funcion f: Q — X se dice simple si existen A..,An €Z Y X,..., % € X
tales que f= 31X xa -

Definicion 1.7.2. Una funcion f: Q — X se dice fuertemente medible gemedible) si existe
una sucesion,f: Q — X de funciones simples tales dim, f, = f u-a.e.

Es claro que una funcidg: Q — R es fuertemente medible si y solo si es medible en el
sentido usual, esto es;Borel(R)-medible (téngase en cuenta la completitugifleEn particular,
|| f|| es medible para cada funcién fuertemente medibl®@ — X.

La caracterizacion de la medibilidad fuerte aislada en el Lema 1.7.4 es bien conocida y sera
aplicada frecuentemente a lo largo de esta memoria. La equival@reifi) puede encontrarse
en [DU77, Corollary 3, p. 42]. Incluimos aqui una demostracién para facilitar la lectura de este
trabajo e ilustrar el uso del “principio de exhaustividad”, uno de los métodos mas importantes en
teoria de la medida.

Lema 1.7.3 (principio de exhaustividad). Sea& C Z un conjunto que satisface la siguiente
propiedad:

(+) paracada Ac > conu(A) > Oexiste B &N, conu(B) > 0.
Entonces existe una particion contaljh,) deQ enX tal que A, € & cuandou (A,) > 0.

Demostracién.Sea# el conjunto formado por todas las familias contables de elementfsde
medida positiva y disjuntos dos a dos. La propiedad (+) asegur&quees vacio. Consideremos
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% dotado del orden dado por la relacién de inclusion. Usando que cualquier familia de elementos
de X con medida positiva y disjuntos dos a dos debe ser contable (par§e< ), es facil

ver que.# satisface que todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota superior. El lema
de Zorn proporciona un elemento maxinté,) € .%. Por maximalidad y (+), deducimos que
w(Q\UnEn) = 0. Esto completa la prueba. O]

Lema 1.7.4.Sea f: Q — X una funcién. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f esfuertemente medible;
(i) para cadas > 0 existen una sucesion disjuntd,) enX y una sucesiofx,) en X tales que
la funcion g: Q — X definida por g= 37 Xnx, satisfaced|f —g| < e u-a.e.;
(iii) paracadae > 0y cada Ac > conpu(A) > 0 existe B 2, conu(B) > Otal que

os(( f|g) = diam(f (B)) < &.

Demostracién.Dadoe > 0, sea#; el conjunto de todos los elementies X para los que existen
una sucesion disjunt&,) enZg y una sucesiofx,) enX tales que la funciog: Q — X definida
mediante la formulg = 371 Xaxg, satisface|f|z —g| < & ug-a.e. Es claro que € & siy solo
si existe una particion contab(é,,) deQ enZX tal queA, € &, cuandou(A,) > 0.

Supongamos qu@ se verifica y fijemog > 0. Teniendo en cuenta el Lema 1.7.3, para probar
la implicacion (i)=-(ii) basta ver quepara cada Ac = con u(A) > 0 existe Be &, NZ, con
u(B) > 0. Fijamos una sucesidh : Q — X de funciones simples tal quiri, f, = f u-a.e. La
prueba habitual del conocideorema de Egoropuede imitarse paso a paso (reemplazando
por || - ||) para extender el resultado a sucesiones de funciones vectoriales fuertemente medibles,
véase [Din67, Theorem 1, p. 94]; por tanto, exidea > conu(Q\ E) < u(A) y n€ N tales que
| fa(t) — f(t)|| < € para cada € E. Es claro queB := EN A cumple las condiciones requeridas.
Esto demuestr@)=-(ii) .

Veamos ahordiii) =(ii). Dadoe > 0, (iii) implica que para cada € X conu(A) > 0 existe
Be & nZ,conu(B) >0,y asi podemos aplicar el Lema 1.7.3 una vez mas para concluir que
Q € &;, como queriamos demostrar.

(ii)=(iii) es directa. Finalmente, veam{i§=-(i). Fijamos una sucesiog, : Q — X de
funciones de la formagy, = lezlehmxAn‘m’ donde(Anm) ey €S Una sucesion disjunta &ncon
unionQ y (Xnm) ey €S UNa sucesion ex, tal que Imy g, = f puntualmente en un cieré € =
conu(Q\E) = 0. Para cada € N podemos elegim, € N suficientemente grande cumpliendo
1(Q\Bn) <1/2" dondeB,, := &Mn,m- Definamos la funcion simpl§, := zmlxmmxAn_m y el
conjunto '

00

F:=J[)Bn

k=1n>k
Claramentep (Q\ (ENF)) =0y lim, fo(t) = f(t) para cada € ENF. Se sigue qué es fuerte-
mente medible y la prueba ha finalizado. O

Definicion 1.7.5. Una funcién f: Q — X se dice escalarmente medible si la composicianfx
es medible para cada x X*.
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La relacion entre medibilidad fuerte y medibilidad escalar fue descubierta por Pettis [Pet38],
véase [DU77, Theorem 2, p. 42].

Teorema 1.7.6 (Teorema de medibilidad de Pettis)Sea f: Q — X una funciodn. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

() f es fuertemente medible;
(i) f esescalarmente medible y existe B conu(Q\ E) =0tal que f(E) es separable.

Corolario 1.7.7. Supongamos gue X es separable. Entonces una funciéh-f— X es fuerte-
mente medible siy solo si f es escalarmente medible.

En general, las nociones de medibilidad fuerte y medibilidad escalar son diferentes. Quizas
el ejemplo mas sencillo de una funcién escalarmente medible que no es fuertemente medible lo
proporciona la aplicacior : [0,1] — ¢2([0,1]) dada porf (t) = &, donde{g : t € [0,1]} es la
base ortonormal usual d&([0,1)).

Ambas clases de medibilidad pueden ser caracterizadas en térmhag-gheedibilidad, para
ciertaso-algebrasZ en X. En lo que se refiere a medibilidad fuerte, lo siguiente puede encon-
trarse, por ejemplo, en [Coh93, Appendix E].

Teorema 1.7.8.Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

() f esfuertemente medible;
(i) fesz-Borel(X,| -|)-medibley existe E X~ conu(Q\ E) = Otal que f(E) es separable.

Un teorema de Marczewski y Sikorski [MS48], véase [Fre03, 438D], afirma que en un espacio
métrico con caracter de densidad de medida cero, toda medida de Borel no negativa y finita esta
concentrada en un conjunto separable; dentro del contexto del Teorema 1.7.8, el anterior resultado,
aplicado a la medida imagenf —! inducida por f en Bore(X, || - ||), asegura que la medibilidad
fuerte def es equivalente a sb-Borel(X, || - ||)-medibilidad si dengX, || - ||) es de medida cero
(e.g. dengX. | - ||) = o).

Edgar mostré en [Edg77] (alternativamente, véase [Tal84, 2-2-4]) que(Raive es exacta-
mente lac-algebra erK generada poX*. Asi, una funciéon f: Q — X es escalarmente medible
siy solo si f eg-Bairg(X,w)-medible En tal caso, podemos considerar la medida imagert
inducida porf en BairéX,w).

Definicion 1.7.9. Sean fg: Q — X dos funciones. Decimos que f y g son escalarmente equi-
valentes si para cada‘»x X* se tiene Xo f = Xx*og u-a.e. Si, ademas, g es idénticamente nula,
decimos que f es escalarmente nula.

El siguiente resultado aparece comentado sin demostracion en [Tal84, p. 37].

Lema 1.7.10.Sean fg: Q — X dos funciones escalarmente equivalentes. Entonces

u(f1E))=u(@E)) paratodo Ec Baireg(X,w).
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Demostracion.Definimos.ey = {E € Bairg{X,w) : ygof =y 0g u-a.e}. Se afirma que7 es
unac-algebra en X En efecto, nétese quéc ' y que SiE € 7, entonceX \ E € o7. Ademas,
dada una sucesidi,) en.<7, para cadan € N se tiene la igualdad

of = mé of = mé oQ= o -a.e.
%UnmzlEn f 1r§nr%)§an” f 1r§nna§)§ann g XUnmzlEn g u-a.e

Tomando limites obtenemos
e B © f = I'Inq1 Xy g, ° f= I'Inrp X £, °9= X £, °9 H-ae.

Por tantolJ;_; En € 7. Esto demuestra que’ es unac-algebra erX.

Por otra parte, comd y g son escalarmente equivalentes, cada X* es.«Z-medible. Pero
Baire(X,w) es lac-algebra enX generada poK*, luego Bair¢X,w) = <. Finalmente, dado
E € Baire(X,w), tenemogyg o f = yz og p-a.e. y, por tantou (f ~1(E)) = u(g~1(E)). O

Los siguientes resultados estan tomados de [Edg77], véase [Tal84, 2-3-2 y 3-4-5].

Teorema 1.7.11 (Edgar).Sea f: Q — X una funcién escalarmente medible. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

() f es escalarmente equivalente a una funcion fuertemente medible;
(i) uf—test-suave.

Corolario 1.7.12. Un espacio de Banach X es compacto en medida con su topologia débil siy sélo
si, para cada espacio de medida finito y complg®, 1), toda funcion escalarmente medible
f: Q — X es escalarmente equivalente a una funciéon fuertemente medible.

1.8. Las integrales de Bochner y Pettis

El objetivo de esta seccidn es repasar algunos aspectos bien conocidos sobre las integrales de
Bochner Pettisy Dunford El teorema de Orlicz-Pettis asegura que la integral indefinida de Pettis
es una medidaontablemente aditivadlemostramos que su variacion@dinita a través de una
representacion integral valida incluso para funciones integrables Dunford (Lema 1.8.10). También
mencionamos la equivalencia entreclampacidad relativa en norma del rango de la integral
indefinida de Pettiy la aproximacion por funciones simples (ennlerma de Pettis Nuestras
referencias basicas sobre estos temas son los libros [DU77] y [Tal84]. Para informacién adicional
sobre la integral de Pettis remitimos a los articulos [Mus91] y [Mus02]. Durante esta SEae$on
un espacio de Banach(f, 2, 1) es un espacio de medida finito y completo.

Definicion 1.8.1. Sea f: Q — X una funcién simple, £ z{‘zlxixpﬁ, donde A,...,Anc Xy
X1,---,% € X. Dado E€ Z, laintegral de f sobre E es el elemento de X definido por

/Ef du = i_iu(Ai NE)X.
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Definicién 1.8.2. Una funcion f: Q — X se dice integrable Bochner si es fuertemente medible
y existe una sucesion fQ — X de funciones simples tal glien, [, || fn — f|| du = 0.

En tal caso, para cadac > existe Imy, [ f, du. Este limite es independiente de la sucesion
(fn) y sera denotado (momentaneamente) mediante

(Bochneb/ f du (laintegral de Bochner désobreE).
E

La siguiente caracterizacion es bien conocida, véase [DU77, Theorem 2, p. 44].

Proposicion 1.8.3.Sea f: Q — X una funcion fuertemente medible. Entonces f es integrable
Bochner siy sélo §if||; := [o || f| du < +co.

La prueba usual de la completitud b&u) funciona también en el caso vectorial mostrando
que|l - ||, es una seminorma completa en el espacio vectdfialu, X) de todas las funciones
integrables Bochner definidas €hcon valores erX (véase [Din67, Theorem 3, p. 226]). El
correspondiente espacio de Banach de clases de equivalencia (obtenido identificando funciones
que coincidenu-a.e.) sera denotado piok(u, X).

Es bien conocido que el clasico teorema de Radon-Nikondgmes valido en general para la
integral de Bochner. Se dice getiene lapropiedad de Radon-Nikodym respectodéu-RNP)
si, para cada medida contablemente adiiva — X, u-continua y con variacion acotada, existe
una funcion integrable Bochnér: Q — X tal quev(E) = (Bochney [ f du para todcE € Z.
Decimos queX tiene lapropiedad de Radon-Nikodym (RN$&ttiene lau-RNP para cada medida
de probabilidad completa. Por ejemplo, todo espacio de Banach reflexivo tiene la RNP. Para un
estudio completo de la RNP remitimos al lector a [DU77] y [Bou83].

Definicion 1.8.4. Una funcion f: Q — X se dice integrable Dunford si'x f € #(u) para
cada X € X*.

El siguiente lema es el punto de partida de la teoria de las integrales de Dunford y Pettis, véase
[DU77, Lemma 1, p. 52].

Lema 1.8.5. Sea f: Q — X una funcién integrable Dunford. Entonces

() |Ifllp:=sup{[|x o ]|y X €By.} < +oo;
(i) existe una medida finitamente aditiva: > — X** con rango acotado tal que

(v¢(E),x") = / X'ofdu paracadaEeXycadaXx e X".
E

Decimos que/; es la integral indefinida de Dunford de f.

Es claro qué| - || es una seminorma (habitualmente llamaedminorma de Petfi®n el espa-
cio vectorialZ(u, X) de todas las funciones integrables Dunfordxen X.
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Definicion 1.8.6. Una funcién f: Q — X es integrable Pettis si

= f esintegrable Dunford;
» v{(E) € X paratodo Ec 3.

A veces escribiremd®ettig [¢ f du para denotar el vectov, (E).

En tal caso, el teorema de Orlicz-Pettis 1.5.7 se puede aplicar para deducir facilmente que
la medida vectorial; es contablemente aditiva, como ya observo Pettis [Pet38], véase [DU77,
Theorem 5, p. 53]:

Teorema 1.8.7 (Pettis).Sea f: Q — X una funcion integrable Pettis. Entonogses una medida
contablemente aditiva y-continua. Decimos que; es la integral indefinida de Pettis de f.

Cualquier funcion integrable Bochnér Q — X es integrable Pettis, con
(Bochnep/ fdu=v((E) paracad& cz.
E

Ambas nociones de integrabilidad coinciden cuaxXids finito-dimensional y son distintas cuando

X tiene dimension infinita, gracias al teorema de Dvoretzky-Rogers. Para ver esto Ultimo necesita-
mos recordar que, dada una sucesii enX, la seriey , x, es incondicionalmente convergente

si'y solo si la seri& ,anx, es incondicionalmente convergente para dagdac (.., véase [Die84,
Exercise 4, p. 29].

Corolario 1.8.8. Supongamos que X es infinito-dimensional, g®) > 0y queu no tiene
atomos. Entonces existe una funcién integrable Petti® f— X que no es integrable Bochner.

Demostracion.Por el teorema de Dvoretzky-Rogers 1.5.9, existe una sucesijpen X tal que
la seriey , x, €s incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergenteuGamo
tiene 4tomos y1(Q) > 0, podemos encontrar una sucesion disjiBta enZ conu(E,) > 0 para
cadan € N. No es dificil comprobar que la funcion

b 1
f= XnX
2. (B e

satisface las propiedades requeridas (téngase en cuenta que [g.$g(E NE,) /i (En))xn €S
incondicionalmente convergente para c&da ). O

Es conocido que cualquier integral indefinida de Dunford tiene variazifinita. Deducire-
mos este resultado (debido a Rybakov en el caso de funciones integrables Pettis) de la repre-
sentacion integral dada en el Lema 1.8.10 de abajo, que es un caso particular de [Mus79, Proposi-
tion 1] y depende del siguiente resultado estandar (véase, por ejemplo, [Mus91, Proposition 3.1]).

Lema 1.8.9. Seas# c R® una familia puntualmente acotada de funciones medibles. Entonces
existe una funcion medible:@ — [0, +) tal que

(i) paracadahe o7 setiendh| <gu-a.e.;
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(i) g(t) <sup{|h(t)|:he s} u-a.e.;
(iii) sid:Q — [0,4+) es medible y cumple (i) y (ii) (cambiando g pd},@ntonces ¢ ¢
u-a.e.

Lema 1.8.10 (Musial). Sean f: Q — X una funcion integrable Dunford g : Q — [0, 4-)
una funcion medible tales que
() paracadax € By. setiengx o f| < ¢ u-a.e.;
(i) ¢ <|flp-ae;
(i) si@’ :Q — [0,+) es medible y cumple (i) y (ii) (cambiangopor ¢’), entoncesp < ¢’
u-a.e.
Entonces
V¢ |(E) = / @ du paracadaEe Z.
E

Demostracion.DadosE,, ..., E, € Z disjuntos dos a dos, tenemos

;\M ||—zlseup|vf '<in%'° IXofldu</UnE<pdu~

Por tanto|v;|(E) < [z ¢ du para cade& € ~. Veamos ahora la desigualdad contraria. Fijamos
n € Ny definimos

Av={teQ:n-1<¢(t)<n}eZ
Entoncesp|, € fl(uAn). Como|v¢|(E) < [z ¢ du para cade&E € I, y |vq| es finitamente
aditiva, resulta que la restriccidanzAn es una medida no negativa y finita. Dado que, ademas,
|v;|(E) =0siu(E) =0, el clasico teorema de Radon-Nikodym, véase e.g. [Fre01, 232F], asegura

la existencia dé, € fl(uAn) tal que|v¢|(E) = Jghn du para cad& € %, . Se sigue inmediata-
mente quén, < @[, < [[f||[5, 1a, -a.€. Por otra parte, dado € By., se tiene

)/xOfdu‘_\vf x| < v (E)I| < |v¢|(E /hndu

para cad& € X, . Por tanto, [ [x" o f[ du < [ghn du para cad&E € 2, y asi|x o f[|, <h,
,UAn'a..e.

Definimosh: Q — R medianteh(t) := hy(t) sit € Ay y n€ N. Claramente, la funcion medible
h cumple(i) y (ii) (cambiandap porh), y asi(iii) aseguraque < h u-a.e. Como se tieng, < <P\An
Ua,-a.€. para cadac N, concluimos queé = h ui-a.e. Finalmente, obsérvese que para éada
tenemos

/Eq)du: gfmn“”d“—“mz/ hn di
_|.rmz\vf (ENA) =lim v, (EH(U ))<|vf E).

n=1

Esto completa la demostracion. O
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Corolario 1.8.11. Sea f: Q — X una funcion integrable Dunford. Entoncestiene variacion
o-finita.

Corolario 1.8.12. Sea f: Q — X una funcién fuertemente medible e integrable Dunford. En-
tonces

lv¢|(E) = / | f|| du para cada Ec X.
JE
En particular, f es integrable Bochner siy soloitiene variacion acotada.

Demostracién.Obviamente || f|| es una funcién medible que cumple las condiciofiey (i)

del enunciado del Lema 1.8.10. Por otra parte, por el teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6,
existeE € X con u(Q\ E) =0 tal quef(E) es separable, luegt := spar{f(E)) es separable

y, en particularB,. esw*-separable. Por el teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar un
conjunto contablgx;, : n € N} C By. tal que| f(t)|| = sup,y|(Xo f)(t)| para cada < E. Se

sigue de esta igualdad qUé|| verifica la condicior(jii) del Lema 1.8.10 y podemos concluir que
|V¢|(E) = Jg || f|| du para cad& € . La Proposicion 1.8.3 completa la prueba. O

Ya hemos mencionado que la integral indefinida de una funcién integrable Pettis es una medi-
da contablemente aditiva. Por tanto, el teorema de Bartle-Dunford-Schwartz 1.6.6 garantiza que el
rango de dicha medida siempre es débilmente relativamente compacto. En lo que se refiere a com-
pacidad relativ&en norma la siguiente equivalencia es bien conocida, véase [DU77, Theorem 5,

p. 224] 0 [Mus91, Theorem 9.1 y Remark 9.1].

Teorema 1.8.13.Sea f: Q — X una funcion integrable Pettis. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) v;(X) es relativamente compacto en norma,
(i) existe una sucesion, fQ — X de funciones simples tal glien, || f, — f ||, = 0.

Resolviendo una vieja cuestién planteada por Pettis [Pet38], Fremlin y Talagrand mostraron
en [FT79] que, en general, el rango de la integral indefinida de Pettis no es relativamente com-
pacto en norma. Stegall (véase [FT79]) uso el profutedwmema de la subsucesién de Fremlin
para deducir que tal compacidad relativa en norma siempre se tiene quasjmerfecta Otro
resultado “afirmativo” en esta direccién fue obtenido por Talagrand para espacios de Rairach
subespacios isomorfos/g(w, ) (o incluso/,(c) bajo el Axioma de Martin), véase [Tal84, 4-1-6].

Para mas informacion sobre este tema, remitimos al lector a [Tal84, Chapter 4] y las referencias
que alli se proporcionan.

Las funciones integrables Pettis para las que el rango de la integral indefirddpagable
pueden caracterizarse de la siguiente manera, véase [Tal84, 5-3-2] o [Mus91, Theorem 10.2].

Teorema 1.8.14 (Musial, Talagrand).Sea f: Q — X una funcidn. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) f esintegrable Pettis y,(X) es separable;
(i) existe una sucesion, fQ — X de funciones simples tal que
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= paracada X € X* se tiendimyx*o f, =x"o f u-a.e,;
= la familia {x* o f : X* € By., n € N} es un subconjunto uniformemente integrable
de 2 (u).

Finalizamos la seccién introduciendo la llamada integral de Gel'fand (o débil*-integral) para
funciones con valores en espacios de Banach duales, y que realmente es una generalizacion de la
integral de Dunford (cuando las funciones con valoreX e consideran con valores Xi).

Definicién 1.8.15.Una funcion f: Q — X* se llama integrable Gel'fand if,x) € .#(u) para
cada xe X.

Como se menciona en [DU77, p. 53], el mismo argumento “de grafica cerrada” usado para
probar el Lema 1.8.5 nos permite concluir el siguiente

Lema 1.8.16.Sea f: Q — X* una funcién integrable Gel'fand. Entonces

(i) sup{[|(f,x)[|; 1 x € By} < +oo;
(i) existe una medida finitamente aditiya: > — X* con rango acotado tal que

(7 (E), %) :/<f,x> du paracada Ec 2y cada xe X.
E

Decimos que; es la integral indefinida de Gel'fand de f.

1.9. Familias estables de funciones medibles

En esta seccion recordamos brevemente la nocion de fasstigdlede funciones medibles
(en el sentido de Talagrand) y algunas de sus aplicacionegtetpal de Pettisy a cuestiones
de medibilidad conjuntaRemitimos al lector a [Tal84] y [Fre03, Chapter 46] para informacién
detallada sobre este tema. A lo largo de la seccides un espacio de Banach®,%, 1) es un
espacio de medida finito y completo.

Definicion 1.9.1. Una familia.# c R® se dice estable si, para cadadA> conu(A) > 0y cada
par de nimeros reales < f3, existen kl € N tales que

“;+| (Dk’l ('%07A7 a7 B)) < “(A)kJrl )
dondey, ., denota el producto dek| copias deu y
Dyt (A a,B) == |J {(t)K}] € A" 2 h(t) < o para cadal <i <Kk,

he?
h(t;) > B paracada k-1 <i <k+1}.

En este casoy” esta formada por funciones medibles y su claus@a también es estable,
véase [Tal84, Chapter 9] o [Fre03, 465C, 465D].
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Estabilidad e integrabilidad Pettis estan relacionadas como se explica a continuacion. Dada
una funcionf : Q — X, escribimos

Z,:={X'of: x" €By.} CR%

La familiaZ; es¥p-compacta, al ser una imagen continugBg.,w*). En [Edg79] se mostré por
primera vez que la integrabilidad Pettis de una funcién integrable Durifesiequivalente a la
continuidad de la integral €z, %), véase [Tal84, 4-2-3, 4-1-5]:

Proposicién 1.9.2 (Edgar).Sea f: Q — X una funcion integrable Dunford. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f esintegrable Pettis;
(i) la aplicacion canonica t Z, — L1(u) (que envia cada funcion a su clase de equivalencia
en L}(u)) esTp-débil-continua.
(iii) la aplicacion canonica IB,. — L(u) (que envia cada'xc By. a la clase de equivalen-
ciade X o f en L}(u)) es w-débil-continua.

En tal casoy; (Z) es relativamente compacto en norma siy solo si | (resp. el ||,-continua
(resp. w-|| - ||;-continua).

Como consecuencia del Teorema 1.2.2 y la Proposicion 1.9.2, se deduce el siguiente resultado
(véase e.g. [Tal84, Theorem 4-2-2]).

Corolario 1.9.3. Sea f: Q — X una funcion integrable Pettis. Entonces & uniformemente
integrable.

Por otra parte, un conocido resultado de Talagrand (véase [Tal84, 9-5-2] o [Fre03, 465G])
asegura quepara una familia estable y uniformemente integrab#é c .#*(u), la aplicacion
canonica I: # — L1(u) esTp-| - ||;-continua En términos de la integral de Pettis, esto se
traduce de la siguiente manera:

Teorema 1.9.4 (Talagrand).Sea f: Q — X una funcion tal que Zes estable y uniformemente
integrable. Entonces f es integrable Pettis;y>) es relativamente compacto en norma.

La nocion de estabilidad juega también un papel relevante en el estudio de la medibilidad
conjunta de funciones de la forrha Q x K — R, dondeK es un compacto con una medida de
Radon yh es medible en la primera variable y continua en la segunda. A continuacién presentamos
un par de resultados en esta linea, debidos a Talagrand (véase [Tal84, Section 10-2]), que nos seran
de utilidad en el Capitulo 5.

Teorema 1.9.5 (Talagrand).Sean K un espacio topolégico compacto Hausdorff @ ik K — R
una funcion tal que

» para cada s K, la funcion t— h(t,s) es medible;

» para cadate Q, la funcion s— h(t,s) es continua.
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Supongamos que la familia
{h(-,s): se K} cR®

es estable. Entonces h @s x v)-medible para todar € M* (K).

La afirmacion “[0,1] no es la unidon de menos deubconjuntos cerrados de medida nula” se
conoce comdxioma L, véase [Tal84, 1-6-3], y es consecuencia del Axioma de Martin, como se
indica en los comentarios que siguen a la Definicién 1.18ajo el Axioma L, cuandq es per-
fecta, cualquier familia€ ,-compacta yZ p-separable de funciones mediblgs C R® es estable
véase [Tal84, Section 9-3]. Cabe destacar que en [SF93] se construye un modelo de ZFC para el
gue existen familias de funciones medibles Lebesgue, puntualmente compactas y separables, que
no son estables.

Teorema 1.9.6 (Talagrand).(Axioma L) Sean K un espacio topolégico compacto Hausdorff,
v € M (K) consupgv) = Ky h: Q x K— R una funcioén tal que

= para cada s K, la funcion t— h(t,s) es medible;
= para cadate Q, la funcion s— h(t,s) es continua.

Supongamos que es perfecta y que la funciéon de en L'(v) inducida por h, que envia cada
t € Q ala clase de equivalencia deth-) en L}(v), es fuertemente medible. Entonces la familia
{h(-,s) : se K} es estable y, en consecuencia, l{gx v)-medible.

1.10. Liftings

En esta seccion introducimos una herramienta muy util en teoria de la medida que utilizaremos
en el Capitulo 2: elifting de un espacio de medida. Presentamos el teorema de von Neumann-
Maharam sobre laxistencia de liftinggn espacios de probabilidadmpletosy algunas conse-
cuencias de las interesantes propiedades de medibilidad que tienen los conjuntos transformados
mediante un lifting (por ejemplo, la posibilidad de definir una topologia asociada conveniente). En
[ES92, Section 6.4] se puede encontrar una introduccion basica a este tema. Para un tratamiento
mas detallado remitimos al lector a [ITIT69] y [Fre02]. De aqui en adel&0tE, 1t ) es un espacio
de medida finito y completo.

Definicion 1.10.1.Un lifting enX es una aplicacior : ¥ — X tal que:
() u(AAT(A))=0paracada Ac Z;
(i) siABeZcumplenu(AAB) =0, entonceg(A) = 7(B);
(i) z(ANB)=1(A)Nt(B) paracada AB¢€ %,
(iv) 7(Q\A) =Q\ 7(A) para cada Ac .
Definicion 1.10.2.Un lifting en.Z*(u) es una aplicaciomp : £~ (u) — £~ (u) tal que:
() p(f)=f u-a.e. paracada € Z“(u);
(i) si f,ge Z*(u) coincidenu-a.e., entoncep(f) =p(Q);

(i) peslinealyp(f-g)=p(f)-p(g) paracada fge 2% (u);
(V) p(1)=1.
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Ambas nociones estan conectadas como sigue. Dado un fiféng, siempre existe un Unico
lifting pr en.Z*(u) tal quep(x,) = Xo(n) PETA cadah € . Reciprocamente, cualquier lifting
en.Z*(u) induce un unico liftingr, enZ definido porz, (A) = p(x,). véase [ITIT69, Chapter Il
Section 1] 0 [ES92, 6.4.3].

Un hecho crucial, atribuido a von Neumann (que publicé el caso particul@l, tlecon la
medida de Lebesgue) y probado por Maharam en [Mah58], es que siempre existe un lifting cuan-
do u escompleta véase [ITIT69, Theorem 3, p. 46] o [Fre02, 341K]. Es un problema abierto
determinar si ocurre lo mismo sin la hip6tesis de completitud.

Teorema 1.10.3 (von Neumann, Maharam)Siempre existe un lifting enx.

Muchas de las aplicaciones de los liftings descansan en las propiedades de medibilidad es-
peciales que tienen las uniones arbitrarias de imagenes de conjuntos medibles. En esta linea, el
siguiente resultado es bien conocido, véase [ES92, 6.4.10].

Lema 1.10.4. Seant un lifting enZ y .% C X una familia tal que FC 7(F) para cada Fe .%#.
Entonces).#7 € ZyUZ C 1(U%).

Demostracion.Definimosea := sup{u(U.%,) : #, C .# es contablé. Es facil ver que existe una
familia contableZ, C .7 tal que u(U.%#,) = a. Consideramo& := U.%, € Z. Se afirma que
7(F) C 7(E) para cada Fe .%. En efecto, dad& € .#, se tieneu(EUF) = u(E) (por la defini-
cion dea), luegou(F \E) =0y asit(F)\ 7(E) = 7(F \ E) = 0, como se queria demostrar. Asi,
EcuZ cuU{z(F):FeZ}C1(E). Comou(t(E)\E)=0y (Q,Z,u) es completo, .7 € %.
Mas todavia, el hecho de quepreserva inclusiones permite concluir qu& C t(E) C t(U.%),

lo gue completa la prueba. O

El lema anterior nos permite introducir una topologia asociada a los liftings que sera de utilidad
en el Capitulo 2. Los dos siguientes resultados pueden encontrarse en [ITIT69, Proposition 1,
p. 54].

Lema 1.10.5.Sear un lifting enZ. Entonces la familia
%= {1(A)\N: AN€Z, u(N)=0}
es una topologia ef2 contenida erk.

Demostracion.Para probar qu&’, es una topologia ef, el Gnico paso no trivial es compro-
bar que%; es cerrada al tomar uniones arbitrarias. Consideramos una fd@iljg, en ¢; y
escribimosC; = 7(A) \ N;, dondeA;,N, € Zy u(N,) = 0. Obsérvese que para cadal se tiene
7(C) = 1(t(A)) \ t(N,) = ©(A), por tantoC, C 7(C,) y el Lema 1.10.4 puede ser aplicado para
deducir queC := {J;;C, € Zy C C 7(C). Ahora podemos escribl = 7(C) \ (7(C) \ C), con
CeXZyu(r(C)\C)=0,luegoC € %;. Esto prueba que, es una topologia eR, como se queria
demostrar. O

Lema 1.10.6.Seant un lifting enZ y f € £ (u). Entonces la funciop,(f) es¢;-continua.
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Demostracion.Comenzamos probando la siguiente afirmacion.

Afirmacion: si he £~ (u) verifica h> 0 u-a.e., entoncep.(h)(t) > 0 para cada tc Q. En
efecto, tomemog € .2~ (u) tal queg?® = h u-a.e. Entoncep.(h) = (p.(g))? y asip.(h)(t) >0
para cada € Q.

Supongamos quees de la formd = y, para algurA € >. Entonces la funciop(f) = Xen)
es%;-continua, ya que(A)y Q\ 7(A) = 7(Q\ A) pertenecen &;. De la linealidad d@; se sigue
quep.(f) esé;-continua para cada funcion simpleFinalmente, para unhe £~ (u) arbitraria,
podemos encontrar una sucesigrde funciones simples que converge uniformementtqiaa.e.
Dadoe > 0, existeme N tal que—e < f,— f <& u-a.e. para cada> m. La afirmacion inicial
asegura que

—&< pr(fn)(t) _pr(f)(t) <e&

para cadd € Q y n > m. Asi, (p;(fn)) converge uniformemente hagig(f) y, por tanto, esta
funcién esé;-continua. Esto completa la prueba. O

Finalizamos la seccién probando la medibilidad de uniones de familias “pequefas” de conjun-
tos medibles. Antes necesitamos introducir la siguiente

Definicion 1.10.7. Se define
k(u)=min{#(&): & C Z, u(E) =0para cada Ec &, u*(U&) > 0}
si existen tales familiag (por ejemplo, esto ocurre gi no tiene atomos).

Obviamente, cuande(u) esta definido siempre se tieréu) > w,. Es bien conocido que el
Axioma de Martin implicax (1) = ¢ (Martin-Solovay, véase [Sho75]). La afirmacion(d) = ¢”
se conoce habitualmente corAgioma M véase [Tal84, 1-6-1]. En los casos en gug) no esta
definido, todos los resultados de esta memoria que involuckgp pson ciertos sin restriccion en
las cardinalidades o caracteres de densidad que aparecen en los enunciados, como quedara claro
en las correspondientes demostraciones.

Lema 1.10.8.Sea&” C X tal que#(&’) < k(u). Entonces)& € .

DeNmost[acién.Fijamos un litingt en = y definimosk := EN E(E) para cadeE € &. Como
7(E) D E para cad& € &, el Lema 1.10.4 nos dice qe:= |J{E : E € &} € Z. Obsérvese que
U&DOFy

U&\F c |J (E\E).

Ec&

Comou(E\ E) = 0 para cad& € &y #(&) < k(u), obtenemos

w(UE\B) =0,

Ec&

por tantoU& \ F € 2y, en consecuenciajé’ € X, como se queria demostrar. O
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Corolario 1.10.9. Sea c R® una familia puntualmente acotada de funciones medibles tal que
#() < x(u). Entonces la funcion g R? definida por dt) := sup{|h(t)| : h € 2#} es medible.

Demostracion.Obsérvese que, para caaa R, el conjunto

{teQ:g(t)y>a}= J {teQ: |h(t)|>a}
hes#

pertenece &, por el Lema 1.10.8. O
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El punto de partida de nuestra investigacion se remonta al articulo de Garrett Birkhoff [Bir35],
en el que se estudia la integracion de funciones definidas en un espacio de medida con valores
en un espacio de Banach. La idea de Birkhoff fue extender, al contexto de la integracién vecto-
rial, “la elegante interpretacion de Fréchet de la integral de Lebesgugie vamos a describir a
continuacionA lo largo de este capitulo X es un espacio de Bana@® ¥, 1) es un espacio de
medida finito y completo.

Fréchet considera en [Frel5] funcionesQ — Ry, para cada particién contalle= (Ay)
deQ en conjuntos medibles, define las integrales “superior” e “inferior” mediante las expresiones

F(£,7) =3 supf (An) (An) y 3(F.0) = 3 inf f(Aq) (A,

respectivamente, cuando ambas series estan bien definidas (¢$fg,ees acotado gi(A,) > 0)

y son absolutamente convergentes. En tal caso, siguiendo la terminologia de Fréchet, se dice que
f essumablerespecto dé€. SiTl y " son dos particiones contables @een conjuntos medibles

para las qud es sumable, siempre se tiene la desigualjafl, ") < J*(f,I"); si ademéas”’ es

mas fina qué’, entoncesd.(f,I"),J*(f,I"")] C [3.(f,I),I*(f,I)]. Por tanto, la interseccién

({[3.(f,1),J°(f,M)]: fessumable respecto d¢

no es vacia. Fréchet prob6 que dicha interseccion consiste en un UnicopuRtsi y solo sif
es integrable Lebesgue y, en tal case, [, f du. En palabras del propio Fréchet [Frel5, p. 249]:

Esta manera de presentar la teoria de integracion debida a M. Lebesgue tiene la
ventaja, respecto de la manera en que la present6 el propio M. Lebesgue, de que es
mucho mas cercana a los puntos de vista de Riemann-Darboux con los que muchos
estudiantes estan familiarizados.

Partiendo de la caracterizacién de Fréchet, Birkhoff introdujo una nueva nocién de integral
para funcioned : Q — X que, a diferencia de las de Bochner y Pettis, apenas ha sido estudiada
hasta ahora (una reciente excepcién de relevancia es [Freb]). En este capitulo analizamos con
detalle la integral de Birkhoff de funciones con valores en espacios de Banach. La mayoria de
resultados originales que incluimos estan tomados de nuestro trabajo conjunto con B. Cascales
[CRO5] y nuestros articulos [Rod05a, Roda, Rod05b].
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2.1. Introduccion a la integral de Birkhoff

En esta seccion presentamos la integral de Birkhoff y mostramos que coincide inter la
gral incondicional de Riemann-Lebesgreeientemente estudiada en [KT00, KER] (Aparta-
do 2.1.1). En el Apartado 2.1.2 repasamos la relacion de la integral de Birkhoff con las integrales
de Bochner y Pettis. Resulta que la nocién de integrabilidad Birkhoff es intermedia entre las de
Bochner y Pettis, coincidiendo con esta Ultima para funciones fuertemente medibles. Finalmente,
caracterizamos la integrabilidad Birkhoff mediante un Gnico proceso de limite que sélo involucra
sumas finitas, en la linea de la$egrales de calibrabstractas discutidas en [Fre03, Chapter 48]
(Apartado 2.1.3).

2.1.1. Definiciény propiedades elementales

Como se ha mencionado, los puntos de vista de Fréchet sobre la integral de Lebesgue inspi-
raron a Birkhoff para dar la siguiente definicion:

Definicion 2.1.1 ([Bir35]). Sea f: Q — X una funcion. SIF = (A,) es una particion contable
deQ enZ, la funcién f se dice sumable respectoldsi la restriccion ﬂAn es acotada cuando
1(An) > 0y el conjunto de sumas

AN ={ T uA) ) te Ao (2.1)

esta formado por series incondicionalmente convergentes. La funcion f se dice integrable Birkhoff
si para cadae > 0 existe una particiébn contablé de Q en Z para la que f es sumable y
diamJ(f,IN)) <e.

Para introducir la “integral” de una funcién integrable Birkhoff necesitamos el Lema 2.1.2 de
abajo, que es un caso especial de [Bir35, Theorem 9].

Dada una funciérf : Q — X, una familia contablé = (A,) formada por elementos de
disjuntos dos a dos y ur@eccion T= (ty) enTl (i.e.t, € A, para cadan), el simbolo

S(f)r’T) = Z#(An)f(tn)

denota una serie formal @ Como es habitual, decimos que otra familia contabléormada por
elementos d& disjuntos dos a dos, @sas finaquel” cuando cada elemento 8éesta contenido
en algun elemento de

Lema 2.1.2.Sean f: Q — X una funcién ¥ una particion contable d@ enZ parala que f es
sumable. SI”’ es cualquier particion contable d8 enX mas fina qud’, entonces f es sumable
respecto dé”’ y

co(J(f,I'")) c co(I(f,I)). (2.2)
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Demostracion.Escribimosl” = (A,) y ' = (A, ), dondelJ, A, , = A, para cadan, y considera-
mos los subconjuntos d¢dados poB,, := M(A;]) f(An) Yy By = H(AL) T AL

Afirmamos que ,, B, es incondicionalmente convergenfgamose > 0. Comoy By es
incondicionalmente éon\/ergente, exidtes N tal que

2
ne

para cada conjunto finits C N\ {1,...,N} (véase la Observacion 1.5.5). Fijamos

&€
<3 (2.3)

M > max{[|f(A)[l: 1<i<N, u(A) >0}

y tomamos urK € N suficientemente grande cumpliendo

S S HlAy) < <o (24)

n=1k>K

Vamos a probar que

para cada conjunto finit8C (N x N)\ ({1,...,N} x {1,...,K}). En efecto, para un t& escribi-
mos
S:={(nk)eS:1<n<N} y S ={(nk) €S: n>N}

Por un lado, la desigualdad (2.4) permite obtdhg[n Kes Bkl < &/2. Por otra parte, si defini-
mos
N’ =max{n > N: existek con(n,k) € S},

algunos célculos y la desigualdad (2.3) nos dan (con el convéfie-@)

1 (Ank)
(”J;ES” P ‘ - ‘ (n,k)eS"'u(Ank) "
< | 3 comuon]=feo 5 (En0ion)
E
|z e ae 3] <

N<n<N’ FC{N+1,.. N}

(mk)ean’kH < &. Esto prueba la afirmaciéon y, agies sumable respecto fé

Para finalizar la prueba mostraremos qi{é,I"") c co(J(f,I")). Supongamos, por reduc-
cion al absurdo, qué(f,I'") ¢ co(J(f,IN)), esto es, que existe alguna elecciBrenl’ tal que
S(f,I",T") ¢ co(J(f,I)). El teorema de separacion de Hahn-Banach garantiza la existencia de
xX* € X* tal que

X (S, T")) > sup{x*(y): ye J(f,IN}. (2.5)
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Pero, al mismo tiempo, también se tiene

X(S(F,T,T) < %u(Amk)SUIO(X* © £)(An) = Y i(An)sup(X’ o f)(An)

n

=sup{xX"(S(f,,T)): T eleccién erm } = sup{(X",y): ye J(f,IN)},

lo que contradice la desigualdad (2.5). Esto demuestra la inclusion (2.2) y la prueba ha terminado.
O

Ahora ya podemos dar la definicién de “integral” de una funcién integrable Birkhoff.

Corolario 2.1.3 ([Bir35]). Sea f: Q — X una funcion integrable Birkhoff. Entonces la intersec-
cion
ﬂ{co(J(f,r)) : f es sumable respecto dié

contiene un Unico punto, denotado [@) [, f du y llamado la integral de Birkhoff de f.

Demostracion.Por el Lema 2.1.2, el conjunto de todas las particiones contabl@seahe> para
las quef es sumable, denotado por es un conjunto dirigido cuando ordenamos las particiones
por refinamiento y, ademagco(J(f,I"))}r.p €s una red decreciente de conjuntos cerrados. El
resultado se sigue de la completitudXig el hecho de quérh_diam(co(J(f,I"))) = 0. O

La siguiente proposicion muestra, en particular, que la nociéntegrabilidad incondicional
Riemann-Lebesguestudiada recientemente en [KT00, KE8], coincide con la de Birkhoff.
Antes necesitamos introducir algo de terminologia. Dada una furiciéh—— X, denotamos por
Z; el conjunto de todos los paré, T), dondel" es una particion contable d2 en para la
que f es sumable y es una eleccion eh. Obsérvese que el Lema 2.1.2 implica gdg es un
conjunto dirigido cuando se considera la relacién

(I, T)=<(I,T") < I’ es mas fina quE.

Resulta que la convergencia de la @f,ET)}(r T)
de f:

e, equivale a la integrabilidad Birkhoff

Proposicién 2.1.4 ([CR05]).Sea f: Q — X una funcidn. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:
(i) f esintegrable Birkhoff;
(i) existe xe X con la siguiente propiedad: para cada> 0 existe una particion contable
deQ enZ tal que
HS(f,I’,T) _XH <€

para cada eleccion T eh, siendo la serie &,I", T) incondicionalmente convergente;
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(i) f es incondicionalmente integrable Riemann-Lebesgue, i.e. existé gon la siguiente
propiedad: para cad& > 0 existe una particion contable de Q enZ tal que, para cada
particion contabld™’ deQ enX mas fina qué y cada eleccién Tenl™’, la serie $f,[", T')
es incondicionalmente convergente y

ISCF, T T =yl <e.
En este caso,xy= (B) J, f du.

Demostracién.La implicacion(iii) = (ii) es obvia. Para la prueba (l§ = (i) fjamose > 0y una
particién contablé” de Q enX cumpliendo la condicidn que aparece(gn Entonces, para cada
dos eleccione$ y T’ enl, las serieS(f,[, T) y S(f,[, T') son incondicionalmente convergentes

y

IS(f, 7, T) = S(f,1, T < 2.
De esta desigualdad se deduce que para 8ad& con u(A) > 0 se tiene ogd|,) < 2e/u(A)
y, en particularf|, es acotada. Por tantd,es sumable respecto fey diam(J(f,I")) < 2e. Esto
prueba que es integrable Birkhoff.

Para ver(i)=-(iii) , simplemente observamos que la integrabilidad Birkhofffdeel Lema
2.1.2 implican que{S(f,F,T)}(RT)GS,,f es una red de Cauchy y, por tanto, converge hacia algun
yeX.

La prueba de la dltima afirmacién es como sigue. Fijamos @iX cumpliendo la propiedad
de(ii). Dadoe > 0, existe una particion contallede Q en tal quef es sumable respecto Og/

HS(f,r,T)—X” S €

para cada eleccioh enl . En particular, diartco(J(f,I'))) < 2e. Se sigue de la definicion de la
integral de Birkhoff def (Corolario 2.1.3) qué{(B) [, f du —x|| < 3¢. Comoe > 0 es arbitrario,
se tienex= (B) [, f, o que completa la demostracion. O

La equivalencidi)<(iii) en la proposicion anterior permite deducir automaticamente las si-
guientes propiedades.

Corolario 2.1.5. Si f,g: Q — X son funciones integrables Birkhoffyy 8 € R, entonces f + g
es integrable Birkhoff y

®) [ (at+Bg) du—a((®) [ fdu)+B((B) [ gdu).

Corolario 2.1.6. Sea T: X — Y un operador entre espacios de Banach. Si¥ — X es
integrable Birkhoff, entonces la composiciér T es integrable Birkhoff y

T(()/fd,u /T f du.

Finalizamos el apartado analizando el comportamiento de las restricciones (a subconjuntos
medibles) de funciones integrables Birkhoff.
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Lema 2.1.7. Sean f: Q — X una funcion integrable Birkhoff y E . Entonces la restriccion
f|g es integrable Birkhoff (respecto gg ).

Demostracion.Por la Proposicién 2.1.4 basta demostrar que la red

{S(f‘E7r7T)}(r’T)e_(/f

le

es de Cauchy. Fijamas > 0. Comof es integrable Birkhoff, la Proposicién 2.1.4 asegura la
existencia de una particion contablg= (A,) deQ enZ tal que, para cada par de particiones con-
tablesl’; y I', deQ enZ mas finas qué,, y cada par de elecciondgenl"; y T, enTl,, las series
S(f,r,,T,)y S(f,I,,T,) sonincondicionalmente convergentes/f,I,, T,) —S(f,I,,T,)|| < e&.
Consideramos la particion contableEen 2 dada por

s = {AnNE: AyNE #0}.

DefinimosI 2\F = {A,\ E : Ay \ E # 0} y fijlamos una elecci6f*\® enl&\F.

SearT™} y '}, dos particiones contables BeenZ mas finas quE§, y tomemos dos elecciones
enr} y Iy, digamosT] y T,. Entonces’; = M UF2\E y Iy = M, UF2\E son particiones contables
de Q ens més finas quéy, y T, = T UT\E y T, = TUT?\E son elecciones ef, y T,
respectivamente. Por tant8(f|c,},T)) y S(f|g,5,T;) son incondicionalmente convergentes
(porque son subseries de las series incondicionalmente conver§ehtes, T,) y S(f,I,,T,),
respectivamente) y

ISCF, 72, T0) = S(F, T, )l = IS, 7y, Ty) = S(F, TR, To) | < e

Esto prueba que la refd(f g, F,T)}(r Tes, es de Cauchy, como se queria demostrar. [
k) - E

El lema siguiente serd utilizado en las demostraciones del Lema 2.1.14 y la Proposicion 2.1.20.

Lema 2.1.8. Sea f: Q — X una funcion integrable Birkhoff. Entonces para cada 0 existe
una particion contabld”; de Q enX con la siguiente propiedad: para cada familia contable
formada por elementos dedisjuntos dos a dos, mas fina gig y cada eleccion T eh, la serie
S(f,I, T) es incondicionalmente convergente y

Jsrm @ [ fledur|<e

Demostracion.Dadoe > 0, existe una particion contabllg de Q enZ para la quef es sumable
y diam(J(f,I,)) < e. Fijamos cualquier familia contableformada por elementos dedisjuntos
dos a dos y mas fina qug,. DefinimosE = UI' y consideramos la particion contable deen>
dada por

M=TU{A\E: Ael, A\E #0}.

Comol’ es mas fina quUE,, el Lema 2.1.2 asegura qdiees sumable respecto fdéy

diam(J(f,I")) < diam(J(f,T,)) < e.



2.1 Introduccién a la integral de Birkhoff @

Por tanto,f|z es sumable respecto dey diam(J(f|g,I")) < diam(J(f,I"") < e. De la propia
definicion de(B) J¢ f|z dug se sigue que, para cualquier eleccioanl, se tiene

|sct.rm) - /f\E due|| <.

lo que completa la demostracion. O

2.1.2. Relacion con las integrales de Bochner y Pettis

En este apartado recordamos los resultados de [Bir35] y [Pet38] que relacionan la integral de
Birkhoff con las integrales de Bochner y Pettis. Para una funtid@ — X se tiene:

f integrable Bochner= f integrable Birkhoff=- f integrable Pettis

véase el Teorema 2.1.9 y el Corolario 2.1.13 mas abajo. Ninguno de los reciprocos es cierto en
general, aunque las nociones de integrabilidad Birkhoff y Pettis coinciden para funciones fuerte-
mente medibles (Corolario 2.1.16) y, por tanto, para funciones con valores en espacios de Banach
separables. El primer ejemplo de una funcion integrable Pettis que no es integrable Birkhoff se
debe a Phillips [Phi40]. En la Seccion 2.5 proporcionaremos otros ejemplos de funciones inte-
grables Pettis que no son integrables Birkhoff.

Teorema 2.1.9 ([Bir35]). Toda funcion integrable Bochner: 2 — X es integrable Birkhoff.

Demostracion.Fijamose > 0. Comof es fuertemente medible, podemos encontrar una particion
contable(A,) de Q en Z, una sucesiorix,) enX y un E € X con u(Q\ E) = 0, tales que la
funciéng: Q — X definida porg = Y, Xnx,, satisface| f(t) —g(t)|| < € para cada € E (vease
el Lema 1.7.4). Consideramos la particion contabl@dkada poi” = {Q\E,A;NE,A,NE,...}.
Claramente, para cadeac I' conu(A) > 0, se tiene ogd |,) < 2¢ 'y, por tanto,f|, es acotada.

Por otro lado, comd — g es fuertemente mediblelyff —g|| < € u-a.e., la Proposicion 1.8.3 nos
asegura qué — g es integrable Bochner y, en consecuencia, lo mismo ocurrg eoh— (f —g).
Asi

> Al = [l dn < e

Teniendo en cuenta qui (t) — Xa|| < € para cada € A,NE y cadan € N, es facil deducir que
f es sumable respecto d@ley que, ademas, diaf@(f,I")) < 2u(Q)e. Esto demuestra que es

integrable Birkhoff. O

Observacion 2.1.10.En la situacion del teorema precedente, la fundid@s integrable Pettis y,
por el Corolario 2.1.13, se tiene laigualdad

(Bochney/g'zf du = v,(Q) = (B) /Qf du.
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En vista de los Corolarios 1.8.8 y 2.1.17, las nociones de integrabilidad Bochner y Birkhoff
son distintas en general. Conectando con la integral de Riemann de funciones vectoriales, al final
de este apartado incluimos un ejemplo clasico de una furaiotadaintegrable Birkhoff que no
es integrable Bochner.

Para probar, en el caso de funciones reales, la equivalencia de las integrales de Birkhoff y
Lebesgue, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 2.1.11.Sean f: Q — R una funcion Y = (A,) una particion contable d& enX para la
gue f es sumable. Entonces

co3(F,7)) = [u( > AN, 5 (A s (A,

siendo las series involucradas absolutamente convergentes.

Demostracién.En primer lugar, mostramos que la seﬂg(An»Ou(Anwupf (An) es absoluta-

mente convergente y que su suma pertenedef & ). En efecto, dade > 0, para cada\, de
medida positiva podemos tomar un putie A, tal que f (t,) < supf(A,) < f(t,) +€/2". Te-
niendo en cuenta quees sumable respecto dededucimos que

w(AIsupf (o) < 5 u(An) (Tt + 57 ) <+
K(An)>0 u(An)>0

Por otra parte, es claro gue- Zu(An)>o“(An) supf (A,) satisface la desigualdad—y| < u(Q)e,
donde
y=S u(A)f(t)ed(f.r).
1(An)>0

Comoe > 0 es arbitrariox € J(f,I"). Analogamente, la ser'@u(An)>ou(An) inf f(A,) es absolu-

tamente convergente y su suma pertenede d").
En patrticular, se tiene

| S m(A)INFE(A), S u(Ac)supf (A)| € co3(F,T)).
1(An)>0 H(An)>0

La inclusion contraria es clara y la prueba ha terminado. O

Teorema 2.1.12 ([Frel5]).Una funcion f: Q — R es integrable Lebesgue si y solo si es inte-
grable Birkhoff. En tal casof, f du = (B) [o f du.

Demostracion.El sélo sies un caso particular de la Proposicion 2.1.9. Reciprocamente, supon-
gamos quef es integrable Birkhoff. Comenzamos probando dues mediblecon la ayuda del
Lema 1.7.4. Fijamog >0y E € Z conu(E) > 0. Comof es integrable Birkhoff, existe una
particién contablg¢A,) deQ enX para la quef es sumable y

eu(E)

<
- 2

|3 HA ) = Y (AT () (2.6)
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para cualesquiera elecciongst, € A,. TomamosN € N tal quesN ; u(AyNE) > u(E)/2 y

definimosl = {1 <n<N:u(ANE) > 0}. Se afirma que existe unal tal queosqf|, ) < €.

En efecto, si esto no es asi, entonces para oagdld podemos tomat,,t;, € AyNE tales que
f(tn) — f(t,) > €, de donde

eH(E) < 3 HAAE) (1) = F6) < 3 A (1) 1)

lo que contradice la desigualdad (2.6) y prueba la afirmacién. Esto demuestfragneedible.
Por otra parte, fijamos cualquier particion contable- (A,) de Q en X para la quef es
sumable. El Lema 2.1.11 garantiza que las series

> u(A)inff(A) y Z u ) supf (An)
1(An)>0
son absolutamente convergentes y, por tanto, se tiene
Lifldus S p(Aglinff(A)|+ 3 u(Ay)sup (Ag)| < +.
Q 1(Aq)>0 w(Aq)>0
Luegof es integrable Lebesgue. Finalmente, como

1 (An)inf f(An /fdu< B supf (Ao,
u(An)>0

el Lema 2.1.11 nos dice qyg f du € co(J(f,T)). Dado qud™ ha sido escogida arbitrariamente
entre todas las particiones para las dues sumable, se sigue qyjgf du = (B) [, f du. O

Combinando el Corolario 2.1.6, el Lema 2.1.7 y el Teorema 2.1.12, obtenemos el siguiente
Corolario 2.1.13 ([Bir35]). Sea f: Q — X una funcién integrable Birkhoff. Entonces f es inte-
grable Pettis y

v¢(E) = (B)/ flg dug paracada Ec .
E

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis
coinciden en el caso de funciones fuertemente medibles (Corolario 2.1.16). Para ello empleamos
el siguiente lema, que también nos sera de utilidad mas adelante.

Lema2.1.14 (JCRO05]).Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;
(i) existe una particion contable, = (A,) deQ enX con las siguientes propiedades:

= f[,, esintegrable Birkhoff para cada n;
= para cada particion contablé deQ enX mas fina qué , la serie

B/f d
)E’E.LLE

es incondicionalmente convergente.
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Demostracion.La implicacion(i)=-(ii) se sigue del Corolario 2.1.13, teniendo en cuenta que la
integral indefinida de cualquier funcion integrable Pettis es una medida contablemente aditiva
(Teorema 1.8.7).

Reciprocamente, veamos q(i@=-(i). Fijamose > 0. Para cada, el Lema 2.1.8 aplicado
af|,, garantiza la existencia de una particion contdile- (A, ), deA, enz, tal que

= f|,, s sumable respecto 0§,
» para cada familia finitd’ c My cada eleccié’ enl”’, se tiene la desigualdad

£
< o 2.7)

|scr.rm—@) [l du

Consideramos la particion contable Qeen X definida por™ := |J,,['". Afirmamos que f es
sumable respecto dey quediam(J(f,I")) < 2e. En efecto, fijamos una eleccidn= (t,,) enl
y, para cada, consideramos la eleccion €A dada poT" := (t,,),. Obsérvese que:

(a) para cada, la serieS(f,I'", T") es incondicionalmente convergente (ya dye es sumable
respecto d€™");

(b) ¥,x(B) fAnk f|Ank duAnk es incondicionalmente convergente (poréjues mas fina quk);

(c) para cada conjunto finit@ ¢ Ny cadan € N, la desigualdad (2.7) asegura que

3 1A = 5 (8) /Ah flo, ditn

K

£
< =
= on

(téngase en cuenta el Corolario 2.1.13, aplicaﬁp@y el hecho de que; es finitamente
aditiva). "
En vista de (a), (b) y (c), el Lema 1.5.6 nos permite concluir que la &fid",T) converge

incondicionalmente. Por tant6,es sumable respecto fe
Finalmente, de la desigualdad (2.7) se deduce

0030 30 <3 5

En particular, tenemos que di&hif,I")) < 2e. Esto demuestra quiees integrable Birkhoff. [

Corolario 2.1.15 ([Freb]). Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
() f esintegrable Birkhoff;
(i) f es integrable Pettis y existe una particion contaplg) de Q enX tal que fi, es inte-
grable Birkhoff para cada n.

Demostracion.Basta combinar el Corolario 2.1.13 con el Lema 2.1.14, usando de nuewq que
es contablemente aditiva (Teorema 1.8.7). O

Corolario 2.1.16 ([Pet38]). Sea f: Q — X una funcion fuertemente medible. Entonces f es
integrable Birkhoff si y sélo si es integrable Pettis.
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Demostracion.Supongamos qué es fuertemente medible e integrable Pettis. La medibilidad
fuerte def asegura la existencia de una particion contaBlg deQ enZ tal quef |An es acotada

para cad@\,, de medida positiva (basta aplicar el Lema 1.7.4). Entonces, paradadastriccion

f|An es integrable Bochnery, en particular, integrable Birkhoff (Proposicion 2.1.9). El resultado se
sigue ahora del Corolario 2.1.15. O

El “teorema de medibilidad” de Pettis (Teorema 1.7.6) nos permite deducir el siguiente

Corolario 2.1.17. Supongamos que X es separable. Entonces una funciédh-f— X es inte-
grable Birkhoff si y s6lo si es integrable Pettis.

Finalizamos el apartado mostrando que la integral de Birkhoff extiende a la de Riemann, a
diferencia de lo que ocurre con laintegral de Bochner. Recordamos que una fun@¢f — X
se diceintegrable Riemanrsi existe unx € X (la integral de Riemann de)fcon la siguiente
propiedad: para cada> 0 existe uné > 0 tal que, para cada familia finitd, ) de intervalos
cerrados que no se solapan, con urjid] y tales que rax A (l,) < 6, se tiene

HZ)L(Ik)f(tk)xH <e

para cualquier eleccidp € |,. Graves [Gra27] fue el primero en estudiar la integral de Riemann
en el caso de funciones con valores en espacios de Banach. Remitimos al lector a [Gor91], donde
se puede encontrar una completa exposicion sobre este tema.

Proposicion 2.1.18 ([Bir35]). Toda funcién integrable Riemann:f0,1] — X es integrable
Birkhoff, y las respectivas integrales coinciden.

Demostracion.Seax € X la integral de Riemann dé. Dado e > 0, existe una familia finita
l1,-..,In de intervalos cerrados que no se solapan, con Ufidn tales que

Hél/l(lk)f(tk)—xH <e

para puntos cualesquieac I,, 1 <k < n. Denotamos poA el conjunto formado por los extremos
de los intervalod,,...,In. Escribimos], para denotar el interior de cadigy consideramos la
particion finital” = {J,,...,Jn} U{A}. Claramente, se tiene

|S(f,I,T)—x|| <& para cualquier elecci6h enrl .
En vista de la Proposicion 2.1.&es integrable Birkhoff yB) |, f du = x. O

Toda funcién integrable Riemann es acotada y escalarmente medible. Por tanto, para fun-
ciones con valores en espacios de Barsagarablesintegrabilidad Riemann implica integrabili-
dad Bochner (basta aplicar el “teorema de medibilidad” de Pettis 1.7.6 y la Proposicion 1.8.3). Sin
embargo, al considerar espacios de Banach no separables, se pueden encontrar ejemplos sencillos
de funciones integrables Riemann que no son integrables Bochner, como el siguiente.
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Ejemplo 2.1.19 ([Pet38]). Una funcion integrable Riemann:fl0,1] — ¢ ([0,1]) que no es
integrable Bochner.

Demostracién.Fijamos un conjuntd C [0,1] que no sea medible Lebesgue y consideramos la
funcion f : [0,1] — ¢«([0,1]) dada porf (t) = Xy sit € E, f(t) = 0 en caso contrario. Como
| f|| = x no es mediblef no es fuertemente medible.

Fijamose > 0. Tomamos cualquier familia finitd, ) de intervalos cerrados que no se solapan,
con union(0,1] y tales que rax A (l,) < e. Para puntos cualesquiefac |, se tiene

HZA(Ik)f(wHW = Hth)L(Ik)x{tk} gg<tztwk)>x{t}uw <2

Por tanto,f es integrable Riemann, con integral de Riemann 0. O

o0}

2.1.3. Laintegral de Birkhoff a través de sumas finitas

Es sencillo comprobar que, para una funcgotada f: Q — X, la nocion de integrabilidad
Birkhoff y la correspondiente integral no varian si se consideran exclusivamente partfidaas
Este apartado esta dedicado a caracterizar la integrabilidad Birkhoff (para funciones no necesaria-
mente acotadas) mediante un Unico proceso de paso al limite que sélo inglo@a finitas
(Proposicién 2.1.20). Esta descripcion muestra que la integral de Birkhoff puede ser considerada
unaintegral de calibre en el sentido de [Fre03, Chapter 48].

Proposicion 2.1.20.Sea f: Q — X una funcioén. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;

(i) existe xc X con la siguiente propiedad: para cada> 0 existen una particion contablg,
deQ enX yunn > 0 tales que, para cada familia finith formada por elementos de
disjuntos dos a dos, mas fina qugy tal queu (Q\Ul') <n, se tiene

IS(F,F,T) =X <e

para cualquier eleccién T eh.
Ental caso, x= (B) |, f du.

Para la prueba de la Proposicion 2.1.20 es conveniente introducir algo de terminologia (que no
se empleara en el resto de la memoria). Escribig@gara denotar el conjunto de todos los pares
(I, T), dondel” es una familia finita formada por elementos2disjuntos dos a dosy es una
eleccion er. Dada una particion contabllgy deQ en> y unn > 0, denotamos pdi, (I'y, 1) al
conjunto formado por todos los paré@s T) < I, tales qud™ es mas fina quE, y p(Q\Ul) <n.
Escribimos% para denotar el filtro efl , generado por la base de filtro

{Ng(Fg:n) : Ty esuna particion contable @enz, n > 0}.
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Definicién 2.1.21.Sea f: Q — X una funcion. Decimos que f es F-integrable si existe el limite

lim  S(f,r,T).

(FrT)—Zq
En tal caso, empleamos la notaci@f) [, f du = I’|m(r_T)HthQ S(f,I,T).

Es claro quauna funcién f: Q — X es F-integrable si y sélo si verifica la condicion (ii)
de la Proposicion 2.1.20 (cumpliéndose ademas qug() [ f du). Para ver que la nocion de
F-integrabilidad coincide con la de Birkhoff necesitamos los dos siguientes lemas. Dadbyg
una particion contablg, deQ enZ, escribimod s := {ENA: E€ Ty, ENA# 0},

Lema 2.1.22.Sean f: Q — X una funcion F-integrable y E 3. Entonces fz :E — X es
F-integrable (respecto dgg).

Demostracion.Dadoe > 0, comof esF-integrable, existen una particion contablede Q en
y unn > 0O tales que

IS(F,70,T) = S(F, Mo T)ll < &
para cualesquierd 1, T;), (7, T,) € Mg (o, n). Filamos(I, T') € Mg, e (T2\&, 1 /2).
Tomamos}, T{), (M, T3) € M (T5,n/2) y definimos;, = F{ur’y T, = T/ UT' parai = 1, 2.
Claramente(l';,T;) y (I',, T,) pertenecen &1, (I, n) y, por tanto, se tiene

||S(f|Ea llaTll) - S(”E? r/27T2,)” = ||S(far17T1) - S(far27T2)H <e.
La F-integrabilidad def |z se sigue ahora de la completitudXe O

Lema 2.1.23.Sea f. Q — X una funcién F-integrable. Entonces la funcién = — X definida
por 6;(E) = (F) Jg f|g dug es una medida contablemente aditiva.

Demostracion.Es facil ver qued; es una medida finitamente aditiva. Por tanto, el resultado
guedara demostrado si probamos

lim 6,(E)=0.
oam ;61 (E)

Fijamose > 0. Comof esF-integrable, existen una particion contabledeQ enZy unn >0
tales qug|S(f,I, T) — 6;(Q)|| < e paracaddl,T) € My([y, 7).

Se afirma qué 6; (E)|| < 3¢ para cada E< Z conu(E) < n/2. En efecto, fijamos

» (M, Ty € nQ\E(rg\EaTI/Z) y

» (,,T,) € Mg tal quel, es mas fina quES vy || S(fg, 5, T,) — 6 (E)|| < &.
Claramente(l';,T;) y (F,Ul,, T, UT,) pertenecen &8, (I,,n), luego

10¢(BE)|l < [16¢(E) = S(f[g,l 5 T,)l
FIS(F,T U, Ty UT,) — 04 (Q)[| + [IS(, T4, Ty) — 0:(Q)]| < 3e,

como se queria demostrar. Por tantoy |, ,6;(E) = 0y, en consecuencid; es una medida
contablemente aditiva. O
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Demostracion de la Proposicion 2.1.20a prueba de€i)=-(ii) es como sigue. Ya sabemos que
es integrable Pettis y qug (E) = (B) J¢ f|g dug para cad#& < > (Corolario 2.1.13). Dade > 0,
comov; esp-continua (Teorema 1.8.7), existe yn> 0O tal que

|v¢(E)|| <& paracad& €3 conu(E) <. (2.8)

Por otra parte, el Lema 2.1.8 asegura la existencia de una particion cdrjatd€ en > verifi-
cando
IS(F,I,T) —vg (UM < e

para caddl’, T) € N, conl” mas fina qué ,. En vista de (2.8), se tiene
IS(F,T,T) = v (Q)]| < 2¢

para caddl’,T) € N (y,n). Esto demuestra quieesF-integrable y(F) [, f du = v(Q).

Reciprocamente, supongamos que la condi¢iyrse verifica. Claramente, $i es acotada,
entonces es automaticamente integrable Birkhoff. En general, é@n&-integrable, existe una
particion contablé ; = (A,) deQ enX tal que

__iu(/&)(f(ti)— (1) <1

paran suficientemente grande y puntos cualesquietac A;. En particular,f| A, €S acotada para
cadaA, de medida positiva. Por el Lema 2.1.28, esF-integrable y, por tanto, integrable
Birkhoff para cadan.

Envista del Lema 2.1.14, para terminar la prueba de la integrabilidad Birkhdfbesta com-
probar que, dada una particion contablge Q en> mas fina qué , la seriey ¢ (B) Jg f|g dug
es incondicionalmente convergente. Pero esto es una consecuencia inmediata del Lema 2.1.23 y la
igualdad

(B)/ fle dug = (F)/ flc due  paracad& el
E E

(que se sigue de la prueba (@e=-(ii)). Esto completa la demostracion. O

2.2. Lapropiedad de Bourgain

La propiedad de Bourgain de una familia de funciones reales (Definicion 2.2.1), introducida
en [Bou], fue inicialmente estudiada como una herramienta técnica, mas fuerte que la estabilidad
en el sentido de Talagrand (véase el Apartado 2.2.1), con aplicaciones a la integral de Pettis.
Riddle y Saab [RS85] observaron quea funcion acotada f Q — X* es integrable Pettis si
la familia de composicione§(x, f) : x € By} C R? tiene la propiedad de Bourgairha base de
este resultado es un teorema fundamental de Bourgain (Teorema 2.2.3): para una#amik&

con la propiedad de Bourgain, los puntosﬂ@Tp se alcanzan como limites en casi todo punto de
sucesionesontenidas en?’. Por otra parte, Musial [Mus83, Mus84] empleé estas ideas para dar
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una nueva prueba del hecho de que los duales de espacios de Banach sin subespacios isomorfos
a /! tienen la propiedad débil de Radon-Nikodym (véase la Seccion 2.4).

La propiedad de Bourgain también fue utilizada por Ghoussoub, Godefroy, Maurey y Scha-
chermayer en [GGMS87, Chapter 1V], a la hora de estudiar los operadores fuertemente regulares
deL1[0,1] en otro espacio de Banach. En aquella memoria se puede encontrar una caracterizacion
(debida a Talagrand) de la propiedad de Bourgain en términfakas de oscilacion pequefia
Dicha caracterizacion (véase el Apartado 2.2.2) sera una herramienta esencial en la Seccion 2.3,
gue esta dedicada a analizar la integrabiliBa#thoff de una funciénf : Q — X a través de la
familiaZ; = {x*o f : x* € By. }.

2.2.1. Propiedad de Bourgain y estabilidad

Definicion 2.2.1. Se dice que una familigZZ c R® tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
€ >0y cadaAc > conu(A) > 0, existen 4,...,An C A, A € Zconu(A) >0, tales que

min osqh|, ) <& paratoda he 7.
min osahl) <e p

En la siguiente proposicion resumimos algunas propiedades elementales de las familias con la
propiedad de Bourgain. A menudo seran utilizadas sin mencién explicita.

Proposicion 2.2.2.Seans7,% ¢ R? dos familias de funciones ¢ € R. Supongamos que?’
tiene la propiedad de Bourgain. Entonces:

0] 77" tiene la propiedad de Bourgain;
(i) o7 esta formada por funciones medibles;
(iii) si f: Q — R es una funcion medible, entoncls} tiene la propiedad de Bourgain;
(iv) si¢ tiene la propiedad de Bourgain, entoncg8 U< también tiene la propiedad de Bour-
gain;
(V) si¥ C 7, entonce¥ tiene la propiedad de Bourgain;
(vi) para cada AC Q, la familia de restricciones?’|, = {h|, : h € JZ} tiene la propiedad de
Bourgain (respecto dg,);
(vii) ¢ tiene la propiedad de Bourgain siy solo si para cada 0 existe Ac Zconu(Q\A) <e
tal que¥ |, tiene la propiedad de Bourgain (respectomg);
(viii) dada una particién contabléE,) deQ enZ, la familia¥ tiene la propiedad de Bourgain si
y solo si, para cada n, la famili&|¢_tiene la propiedad de Bourgain (respectoe);
(ixX) a7 tiene la propiedad de Bourgain;
(x) si¢ tiene la propiedad de Bourgain, entoncés + ¢ también tiene la propiedad de Bour-
gain.

Demostracion.(ii) y (iii) son consecuencia directa del Lema 1.7.4. Los restantes apartados se
siguen de manera inmediata de la definicién de la propiedad de Bourgain. Por ejemplo, veamos la
prueba dgvi). Fijamos urC € X tal queA C Cy u*(A) = u(C); entoncegi, (ANE) = u(CNE)

para cadd& € Z. Fijamose > 0yB € 2, conp,(B) > 0, y tomamos ufE € Z tal queB = ANE.
Comou(CNE) > 0y . tiene la propiedad de Bourgain, exist#p...,A, CCNE, A € X con
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medida positiva, tales queim_;_,0sqh|, ) < € paratoddi € 7#”. Para cada £ i <n, el conjunto
B, :=ANA € %, esta contenido eBy cumpleu, (B;) = u(CNA;) = u(A) > 0. Ademas, se tiene
min,;,0sqh|g ) < & paratodan € /. Esto demuestra qu#&’| , tiene la propiedad de Bourgain
(respecto dgxy). O

Gran parte del interés de este concepto se debe al siguiente resultado de Bourgain [Bou], véase
[RS85, Theorem 11].

Teorema 2.2.3 (Bourgain). Sean.sZ una familia con la propiedad de Bourgain yeg%zp.
Entonces existe una sucesidn) en.#” que converge hacia g-a.e.

Demostracion.Comog € %Tp, existe un ultrafiltroZZ en.s# de manera qug € U para cada
U € %.DadosAc 2y e >0, definimos

H(Ae) '={he : osqh|,) <€}

En primer lugar, observamos gpera cada Ac = de medida positiva y cada> 0, existe Bc ¥,
de medida positiva tal que?’(B,e) € % . En efecto, coma# tiene la propiedad de Bourgain,
existenB,,...,B, € X, de medida positiva tales qué& = Ji_, 7#(B;, ). Ahora, el hecho de que
7 es un ultrafiltro ensz” asegura que?’(B;, €) € % para algin Ki <n.

Por el “principio de exhaustividad” (Lema 1.7.3), para cadaN podemos encontrar una
familia contable(Anm)m de elementos d& con medida positiva, disjuntos dos a dos, tal que
1(Q\UmAnm) =0y 2 (Anm,1/n) € % para cadan. En particularB := -1 UmAnm satisface
1(Q\ B) = 0. Fijamos puntos,m € Aym Y definimosf, : Q — R mediante

fn = Z g(tnm)XAnm
m

Se afirma que
para cada € By cadan € N. (2.9)

S1w

[fn(t) —9(O)] <

En efecto, dados€ By n € N, existe unm € N tal quet € Aym. Comog € 7 (Anm, 1/n)T",
podemos encontra@y, € .77 (Anm, 1/n) tal que|gn(t) —g(t)| < 1/ny |gn(thm) — 9(tam)| < 1/n. El
hecho de que 0$gs|,, ) < 1/nnos permite concluir

I

SlWw

[fn(t) —9(t)[ = |9(tnhm) — 9(t)| < 9(tam) — Gn(tam)| + [Gn(thm) — Gn(t)| + [gn(t) — ()| <

y la desigualdad (2.9) queda demostrada.

Por otra parte, dado € N, el conjuntog_; N1 (A m, 1/K) pertenece &, por lo que
existe undi, € Ni_y N1 (A m» 1/K) cumplienddhn (t, ) —9(t, )| < 1/nparatodo K k<n
y 1< m< n. Para finalizar la prueba vamos a demostrar que 7

Iignhn(t) =g(t) paracadaecB.



2.2 La propiedad de Bourgain @

Dadost € By k € N, la desigualdad (2.9) asegura qug(t) —g(t)| < 3/k. Fijamosm e N de
manera que € Ak,m' Por la eleccion de las,'s, para cada > max{k,m} se tiene

[hn(t) = 9(t)| < [hn(t) — bt )| + bt ) — 9 )|+ 19ty ) —9(0)]
1 1

< E‘*‘ﬁ"”fk(t)—g(t)’ <

Esto demuestra quet, hy(t) = g(t) para cada € By la prueba ha finalizado. O

o

Corolario 2.2.4. Seas# c £*(u) un conjunto uniformemente integrable con la propiedad de
Bourgain. Entonces la aplicacion canonica

(A, Fp) — (LYW, |- Ily)

(que envia cada funcion a su clase de equivalencia) es continua.

Demostraciéon.Basta comprobar qUeé?Tp) C |(9)H‘H1 para cada C 7. Fijamos# C 7y
ge 7. Como.7 tiene la propiedad de Bourgain, el Teorema 2.2.3 asegura la existencia de una
sucesion f,) en.# que converge hacigu-a.e. Ademas,f,) es uniformemente integrable, luego

podemos aplicar el teorema de convergencia de Vitali (véase e.g. [Fre01, 246J]) para deducir que
(B[

limn || fa — 9|, = 0. Se sigue qui(g) € I (#) ", como se queria demostrar. O

Dado que toda familia con la propiedad de Bourgain es estable en el sentido de Talagrand
(Proposicién 2.2.5), el anterior corolario es realmente un caso particular de [Tal84, 9-5-2] (véase
la Seccion 1.9). El lector puede encontrar en [Ver96] un completo estudio sobre la continuidad de
la aplicacion canonick: (7, %p) — (LY(u),| - ||,) para ciertas familias# c £(u).

Proposicion 2.2.5.Toda familia.# ¢ R® con la propiedad de Bourgain es estable.

Demostracion.FijamosA € X cony(A) > 0y numeros reales < . ComoJ# tiene la propiedad
de Bourgain, existeA,,..., A, € 2, de medida positiva tales que para cualqhier.”Z” se tiene

min osc(hypﬁ) <B-a.

1<i<n

En particular, el conjunte = A; x ... x Ap x A} X ... X Ay € ®,,Z NO corta a

Dnn(2,A ,B) = |J {(t)2 € A1 h(t) < a paracada Ki<n,
hes#
h(t;)) > B paracada+1<i < 2n}.

Comoyuy(F) = (L1 1(A))? > 0, se sigue que
[.L;n(Dn.n(%,A, (X,ﬁ)) S ouZn(Azn\F) < ‘u(A)Zn

Por tanto,”” es estable, como se queria demostrar. O
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El reciproco de la Proposicion 2.2.5 no es cierto en general, como se muestra en [Tal84, 9-5-4].
A continuacién incluimos otro contraejemplo, que volveremos a utilizar en la Seccion 2.3. Desde
aqui hasta el final del apartado suponemosiqgie) = 1.

Ejemplo 2.2.6. Sea(E;),,_; una sucesion independiente Etial que

() Yro1i(En)(1—p(En)) = +oo;
(i) paraalgin ke N, la seriey s, u(Eq)X es convergente.

Entonces la familig x : n € N} es estable, pero no tiene la propiedad de Bourgain.

Antes de pasar a la prueba del Ejemplo 2.2.6, observamos que, para espacios de probabilidad
sin atomos, siempre existen sucesiones independientes cumpliendo las anteriores praofiedades
y (ii): basta aplicar el siguiente lema (que es bien conocido, véase e.g. [Fre01, 272X(a)]) a la
sucesiora, = 1/n. Para demostrarlo necesitamos introducir notacion adicional, que sera utilizada
también en lo sucesivo. Dado un conjunto firdo= {D,,...,Dn} C Z, denotamos po#/ (Z) la
familia de todos los conjuntos de la formig; F;, dondeF, € {D;,Q\ D;} para cada X i <m.
Noétese quer (Z) es una familia finita de elementos Hedisjuntos dos a dos, con uniéh

Lema 2.2.7. Supongamos qug no tiene atomos. Se@,);,_, una sucesion ef0, 1. Entonces
existe una sucesion independie(fg),,_; enz tal quep(E,) = a, para cada ne N.

Demostracion.Vamos a construir, por induccion en una sucesioft,,E,,... en X de manera
quen(En) = a, y la familia (E;){_, es independiente para cada N. El primer paso es sencillo:
comou no tiene atomos, podemos encontraiEyre > conu(E,) = a;, véase e.g. [Fre01, 215D].

Supongamos ahora que> 2 y que ya hemos construido una familia indtapendielﬁﬁ‘;l1
en tal queu(E) = a para cada X i <n—1. DadoA € &/ ({E,,...,E, ;}), puesto queu,
no tiene atomos, podemos encontrarifhe =, tal queu(EX) = p(A)an. Observamos que el
conjunto

En=|J{En: Ac #({E,....E, 1 }) €Z

verifica i (En) = a,. Mas todavia, la familigE;){' ; es independiente. En efecto, para cualquier
conjunto 01 C {1,...,n— 1} tenemos

<ﬂEi) mEn:U{Eﬁ: Ac ({E,....E, ,}), AC ﬂEi}

iel iel
y por tanto
“((Q E;) NEn) = (AE%({E;Enl})u(A))an —u (Q E;)an = (B a )an
ACNio E
Esto completa la demostracion. O

El Ejemplo 2.2.6 es consecuencia inmediata de los dos siguientes lemas. El primero se debe a
Fremlin (comunicacion personal), mientras que el segundo puede encontrarse en [FM94, 3B].
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Lema 2.2.8 (Fremlin). Sea(Ey);;_; una sucesion independiente Etal que
Z U(En)(1— pu(Ep)) = +oo.

Entonces la familig x_: n € N} no tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Como (En);y_; es independiente, lo mismo ocurre ¢\ En);_; (véase e.g.
[Fre01, 272F]) y, por tantaE, x (Q\ En))p_; €S una sucesion independiente en el espacio de
probabilidad product¢Q x Q,Z® %, u x u) tal que

8

i (> 1) ((Enx (Q\En)) = lﬂ(En)(l—u(En))=+oo.

FijamosA,,...,An € 2 con medida positiva. Se afirma que existewnN tal que
(A xA)N(Enx (Q\En))#0 paracadaXi<m
Para verlo razonamos por reduccion al absurdo. Supongamds$-gug™” , P, donde
P:={neN: (AxA)N(Erx(Q\Ey))=0} paracadaXi<m.

Entonces existe un4 i < mtal queznepi(u x 1) ((Enx (Q\ En)) = —+o0. Escribimos?, = {n; <
n, <...}. Por el lema de Borel-Cantelli (véase e.g. [Fre01, 273K]), tenemos

(ux (ﬂ U (B x (Q\Eny))) =1
k=1m>k
Como(u x u)(A xA) >0, se deduce
(A % A) m(ﬂ U (% (Q\Ex) ) #0,
k=1m>k

lo que contradice la definicion d& Por tanto, existe algime N verificando OSCXEJM =1para
cada 1< i < m. Se sigue qugxg : n € N} no tiene la propiedad de Bourgain, como se queria
demostrar. O

Lema 2.2.9. Sea(Ep)%_; una sucesion efl tal que, para algin k- N, la seriey % ; u(En) es
convergente. Entonces la familfgg : n € N} es estable.

Demostracion.Escribimos#” = {x : n € N}. FijamosA € Z con u(A) > 0 y nimeros reales
a < f. ClaramenteD, ; (7, A,a, ) =0 sia <06 > 1, luego en estos casos se tiene

.uZ(Dl,l(%vA’ Ol,ﬁ)) =0< .u(A)z'



@ La integral de Birkhoff de funciones vectoriales

Supongamos ahora queOa < B < 1. Como la seri& jv_; 1 (Eq)¥ converge, podemos encontrar
unN € N suficientemente grande tal q§g. y ¢t (En)* < u(A)Xy p(Eq) < p(A) para cada > N.
Por tanto, tenemos

Zwu(En)m < u(A)™ para cadan > k. (2.10)

n>

Definimosd ={1<n<N:u(AnEp) > 0}. Evidentementey (A\ En)/u(A) < 1 para cada € J,
luego existe um > k tal que

Z(um\ E)" <1,
SN uA
y asi
> H(A\E)™ < u(A)" (2.12)
ne
Por otra parte, la desigualdad (2.10) asegura que
W(ANE)™ < u(A)™. (2.12)
neN\J

Es claro que el conjunto
F— (Am\ U(Q\En)m) x (Am\ U E,T) € @y
ned neN\J

no corta a

0

Dmm(2,A ., B) = | J{(t)Z € A™: t, € Q\ E, paracada Ki<m,
n=1
t € Eq para cadan+1 <i <2m} € ®,,2.

Por otra parte, la desigualdad (2.11) conduce a

pn( AT\ (@) E0)") = o 87) (A" (U @1 )

neld ned
= (A" = (U (A\E)™) = (A"~ 3 HA\ED)">0.

neJ

De manera semejante, podemos utilizar (2.12) para deducir que
um<Am\ (U E,Q“)) > 0.
neN\J
De la identificacion canonica entig,, y um X Um Se sigue quet,,(F) > 0. Por tanto
‘u“2m<Dm-,m(%7A7 o, B)) < ‘u(A)Zm

Esto prueba que?’ = {xg :ne€ N} es estable. O
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2.2.2. Familias de oscilacion pequefia

La siguiente nocién fue introducida en [GGMS87, Chapter 1V], identificando funciones que
coinciden en casi todo punto y considerando oscilaciones “esenciales”.

Definicion 2.2.10. Sea.#” ¢ R? una familia uniformemente acotada. Se dice g#ees una
familia de oscilacion pequefia si para cada- 0 existe una particion finith deQ enZX tal que

AZ;,u(A) osdh|,) <& paratodahe 7.

S

Este apartado esta dedicado a mostrar que una familia uniformemente azbtadi®® es de
oscilacion pequefa siy sélo si tiene la propiedad de Bourgain (Corolario 2.2.12). Dicho resultado
se sigue inmediatamente del siguiente lema, que esencialmente se debe a Talagrand (véase la
prueba de [GGMS87, Proposition 1V.8] o, alternativamente, [CR05, Lemma 2.3]).

Lema 2.2.11 (Talagrand). Sea.# c R® una familia de funciones. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) 7 tiene la propiedad de Bourgain;

(i) para cadas > 0y cadad > 0 existe una particion finith deQ enZ tal que

u (U{A el : osqhl,) > e}) < 8 paracadahe 7.

Demostracion.La implicacion(ii) = (i) es sencilla. Para verla, fijames> 0 y unE € 3 de medida
positiva. Por hipotesis existe una particion fifditde Q enX tal que

u (U{A el : osahl,) > e}) < u(zE) para cadd € 7.

De esta desigualdad se deduce que, para cualgaer”, siempre podemos encontrar Are
conu(ANE) > 0 para el que ogb|,) < ey, por tanto, osh|,¢) < €. Esto pruebdii) = (i).

Reciprocamente, supongamos géetiene la propiedad de Bourgain. Fijamos- 0y § > 0.
Evidentemente, la familia

K:{geRQ: ges medible0<g<1pu-a.g /diuzﬁ}.

es un subconjunto uniformemente integrablesdy 1 ). Por tanto, la caracterizacion de Dunford
de la compacidad débil eot(u) (Teorema 1.2.2) nos permite deducir que su imagen canonica
enlL!(u), denotada poK*, es relativamente débilmente compacta. No es complicado ve€#jue
es|| - ||,-cerrado y, dado qui€* es convexo, concluimos qie' es débilmente compacto.

Fijamosg € K. ComoA3 := {t € Q: g(t) > 0} tiene medida positiva y# verifica la propiedad
de Bourgain, existen conjuntos medib!qs. . ,Ag(g) C A9, con medida positiva, tales que

i < . .
1;2&9) osc(h\Alg) <& paracadde 7 (2.13)
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Claramente, la imagen canonicaleffu) del conjunto

n(g)

V()= N{feLw: /Agfdu>0}

i=1

es un entorno abierto, en la topologia débil, de la clase de equivalengidPde la compacidad
debil deK*, existeng,, ..., g, € K tales queK C U‘j(:1V(gj).

Escribimos? = {Algj c1<j<k 1<i< n(gj)} y consideramos la particion finifade Q
en X formada por los elementos no vacios@€?) (véase la pagina 82 para la definicion). Se
afirma qud™ satisface la condicién requerida. En efecto, tomamos cualdie?” y definimos

C=|J{Aer: osqh|,) > €}.

Vamos a ver qug, no pertenece K por reduccion al absurdo. 3 € K, entoncesg. € V(gj)
para algun K j < k. Esto significa que, para cualquiexli < n(gj), tenemogu(CﬁA?J) >0y
por tanto existe uA, € I' tal queA; OA?J' #0y osc(h|pﬁ) > £. ComoA, corta aAlgi, de la definicion
derl se sigue qué\ C Algi. Por lo tanto os((h\Agj) > ¢ para cada ¥ i <n(g;), lo que contradice

(2.13). Esto demuestra qug ¢ K, es deciru(C) < é. La prueba esta completa. O

Corolario 2.2.12 (Talagrand). Una familia uniformemente acotad&’ c R tiene la propiedad
de Bourgain si y sélo si es una familia de oscilacién pequena.

Demostracién.FijamosM > 0 tal que|h(t)| < M para cadd € ¢ y cadat € Q. Supongamos
que s tiene la propiedad de Bourgain. Dado- 0, el Lema 2.2.11 asegura la existencia de una
particion finital” deQ enX tal que, para cualquidre 7, se tienqu(J{A€T : osqh|,) >€}) <&

y por tanto

AZ#(A)OSG(NA): AZ p(A) osdhl,) + AZI‘ 1(A) osahly)

< < €
osqh|y)>e osah|y)<e

<2Me+eu(Q)=2M+u(Q))e.

Esto demuestra qu&’ es una familia de oscilacion pequefia.

Reciprocamente, s#” es una familia de oscilacion pequefia, dagos0y § > 0, existe una
particion finital” deQ enZX tal que, para cualquidrc J7, se cumpley , - 1 (A) osgh|,) < edy
asi

u(U{A T :osqhl,) > e})e < Azru(A) osqh|,) < €8,

de dondeu(U{A €T :osqh|,) > €}) < §. El Lema 2.2.11 nos dice ahora qué tiene la
propiedad de Bourgain, como se queria demostrar. O
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2.3. Laintegral de Birkhoff y la propiedad de Bourgain

Como se ha puesto de manifiesto en la Secciéon 1.9, una buena forma de estudiar la integra-
bilidad Pettis de una funcién vectoriél: Q — X consiste en examinar la familia de funciones
reales

={x"of: x" €By.} CR®

En esta seccion hacemos lo mismo cornnkzgral de Birkhoff mostrando la estrecha relacion
existente entre esta nocion ygeopiedad de Bourgaifestudiada en la Seccion 2.2).

En el Apartado 2.3.1 probamos que una fun@éaotada f: Q — X es integrable Birkhoff si
y solo siZ; tiene la propiedad de Bourgain. En geneuala funcion no necesariamente acotada
f : Q — X es integrable Birkhoff si y s6lo si £s uniformemente integrable y tiene la propiedad
de Bourgain Como aplicacion deducimos que el rango de la integral indefinida de una funcién
integrable Birkhoff siempre es relativamente compacto en norma.

El Apartado 2.3.2 esta dedicado a analizar cuando, en las caracterizaciones anteriores, pode-
mos reemplazaf; por la familia

Zig={Xof:x €B} CR®

para un conjunto normante arbitraBa_ By.. Mostramos que estwo es siempre posible, aunque
si lo es, por ejemplo, cuandoes acotadaB es convexo dBy.,w") es separable. Esta cuestion
se puede reformular del siguiente modada una familia puntualmente acotagé& c R® con la
propiedad de Bourgain, ¢tiene su envolutura convaxa?’) la propiedad de Bourgain?

2.3.1. Caracterizacién de la integrabilidad Birkhoff

Fremlin [Freb] demostré que, para cualquier funcién integrable Birkhof2 — X, la fa-
milia Z; es estable. De hechd, tiene incluso la propiedad de Bourgain, como mostramos a
continuacion. Naturalmente, la prueba es semejante a la de la medibilidad de las funciones reales
integrables Birkhoff (véase la demostracién del Teorema 2.1.12).

Proposicion 2.3.1 ([CRO5]).Sea f: Q — X una funcion integrable Birkhoff. Entonceg tiene
la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Fijamose > 0 y A € Z con medida positiva. Combes integrable Birkhoff, existe
una particion contabl€ = (A,) de Q en X tal que, para cada € N y cualesquiera elecciones
t,t e Ai, se tiene

1)< 21

(X o f)(t) — (X o F)(t ‘

para cada € By.. Fijamosn € N suficientemente grande tal q¢_, £(ANA) > u(A)/2,y
definimosl = {1 <i <n:u(ANA;) > 0}. Vamos a demostrar, por reduccion al absurdo, que para
cadax” € By. se cumple

rineiln 0saX" o f|AM) <e
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En efecto, si para algixi € By. no se verifica la desigualdad anterior, entonces paraicada
podemos tomar puntdst € ANA; tales quex*o f)(t;) — (X" o f)(t/) > €. Por tanto

€

‘§“<gummaxwwn<> (2 D)) < 3R 2 Ht) = (X2 DIE)):

lo que contradice la desigualdad (2.14) y termina la prueba. O

El reciproco de la proposicion anterior no es cierto en general. En efecto, del Lema 1.7.4 se
sigue facilmente qué; tiene la propiedad de Bourgain para cada funcion fuertemente medible
f:Q — X. Por otro lado, existen funciones fuertemente medibles que no son integrables Birkhoff
(es decir, integrables Pettis, véase el Corolario 2.1.16). Un ejemplo sencillo lo proporciona la
funcion f : [0,1] — c, definida porf = 32 ;(en/A(En))xe,, donde(En)y_; es una particion
de[0, 1] formada por conjuntos medibles Lebesgue con medida positiva.

Sin embargo, si que podemos establecer la equivalencia en el caso de fuaciotaekss
gracias a la caracterizacion (dada en el Apartado 2.2.2) de la propiedad de Bourgain en términos
de familias de oscilacion pequefa.

Teorema 2.3.2 (J[CRO05]).Sea f: Q — X una funcién acotada. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;
(i) Z; tiene la propiedad de Bourgain,
(iii) existe un conjunto normante®By. tal que Z g tiene la propiedad de Bourgain.

Demostraciéon.En vista de la Proposicion 2.3.1, solo queda demotiirpe-(i). Notese que, al

ser acotadaf es sumable respecto de cualquier particién contabl® @ . Por otra parte,
comoZ; g = {X*of :x* € B} es uniformemente acotada y tiene la propiedad de Bourgain, el
Corolario 2.2.12 nos asegura gigg es una familia de oscilacién pequefia. Dads 0, existe

una particion finita = {A,,...,Ay} deQ enZ tal quey" ; u(A) osdx* o f‘/N) < € para cada

X" € B. Entonces, para cualesquiera eleccidpgsc A, tenemos

)= (A ¢ (SHAN16) - 1)

i= x*€B
n
<sup S H(A)| (X o 1)) — (X o F)(t)| <.
X*€B =
Por tanto, diarfJ(f,I")) < €. Esto demuestra quiees integrable Birkhoff. O

Como hemos comentado anteriormente, Riddle y Saab [RS85] probaron que una funcién aco-
tadaf : Q — X* es integrable Pettis si la familig(f,x) : x € B, } C R® tiene la propiedad de
Bourgain. El siguiente caso particular del Teorema 2.3.2 mejora dicho resultado.

Corolario 2.3.3 (JCRO05]). Sea f: Q — X* una funcién acotada. Entonces f es integrable
Birkhoff si y sélo si la familia{( f,x) : x € By} tiene la propiedad de Bourgain.
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Pasamos ahora a analizar el caso de funcionesecesariamente acotaddn primer lugar,
para reducirnos al “caso acotado” vamos a emplear el siguiente lema.

Lema 2.3.4 ([CRO5]).Sean B, ..., B, C X conjuntos para los que existe una constante Kital
que
i g < k.
1r£i|§nn 0sa X ]Bi) <M paracadaXx € By

Entonces existe uh< j < ntal que q es acotado.

Demostracion.Para cada X i < n, definimosC, := {x* € By. : 0sqx"|z ) < M}. Obsérvese que
cadaC; es cerrado en la topologia de la norma. CofBg. \ C, : 1 <i < n} es una familia de
subconjuntos relativamente abiertosBlg con interseccion vacia, existe un<lj < n tal que
By \C; no es denso eBy.. Por tanto,G := {x" € X" : ||x*|| < 1} ¢ By. \CjH'H, luego existen
Xy € Gy 6 > 0 tales que

X eX 1 —x| <6} CGNC;.
Fijamosx, € B;. Dadox" € By., el vectorx; + 6x" pertenece &; y, por tanto, para cadec B; se
tiene

|8X° (X)| < [(3%g + 8X*) (%) — (%5 + 6X°) (%) | + X (X) = X5 (%) | + X" (%)
< 08¢ (X +6X)[g ) +0sdXg|g, ) + 8[[Xo[| < 2M + 5], [-

Asi, |

X|| < (2M)/8 +[[%o|| para cadx € B; y, en particularB; es acotado. O

Observacion 2.3.5.La conclusién del Lema 2.3.4 es valida incluso para una sucesion infinita
B;,B,,... de subconjuntos d¥. Para comprobarlo, basta razonar del mismo modo observando
que, en este caso, la existencia de funN tal queBsy. \Cj no es denso eBy.” se puede deducir

del Teorema de la Categoria de Baire.

Corolario 2.3.6 ([CRO05]). Sea f: Q — X una funcion tal que Ztiene la propiedad de Bourgain.
Entonces existe una particion contal{l@,) de Q en X tal que la restriccion f, es acotada
cuandopu (A,) > 0.

Demostracién.Por el “principio de exhaustividad” (Lema 1.7.3), basta demostrapare cada

A € X de medida positiva existe unE&Z, de medida positiva tal que|f es acotadaVamos a

probar esto: comd, tiene la propiedad de Bourgain, existep...,E, € 2, con medida positiva
tales que

min osqx'|g ) = 1rl1i’|<nn osdx'oflg) <1 paracada’ €By.,

1<i<n

donde escribimoB, := f(E;) para cada X i < n. Por el Lema 2.3.4, existe un<l j < ntal que
B; = f(E;) es acotado. Esto completa la demostracion. O

Estamos ya en condiciones de demostrar el principal resultado de este apartado.
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Teorema 2.3.7 ([CRO05]).Sea f: Q — X una funcién. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;
(i) Z; es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Supongamos qué es integrable Birkhoff. Entonceises integrable Pettis (Coro-
lario 2.1.13) y, por el Corolario 1.9.Z, es un subconjunto uniformemente integrables&(u).
Por otro lado, ya sabemos que la integrabilidad Birkhofff desegura qué; tiene la propiedad
de Bourgain (Proposicion 2.3.1). La implicacify=-(ii) queda asi establecida.
Reciprocamente, probam@g =-(i). En vista del Corolario 2.2.4, la aplicacion canoénica

(24, %p) — (LM (), )1 11y (2.19)

(que envia cada funcién a su clase de equivalencia) es continua. Por tanto, podemos aplicar la
Proposicion 1.9.2 para deducir gties integrable Pettior otro lado, comd; tiene la propiedad

de Bourgain, existe una particion contalhe,) de Q enZ tal que la restricciorf|, es acotada
cuandou (A,) > 0 (Corolario 2.3.6). Se afirma que}An es integrable Birkhoff para cada. fEn

efecto, esto es obvio si(A,) = 0; por otra parte, cuand, tiene medida positiva, sabemos que

la restricci(’)nf\An es acotada y quE”An tiene la propiedad de Bourgain, por lo que podemos

aplicar el Teorema 2.3.2 para concluir qfng es integrable Birkhoff. Finalmente, el Lema 2.1.15
garantiza la integrabilidad Birkhoff di O

En [Bir35, Theorem 18] se demostro que toda funcion integrable Birkhoff es el limite, en la
seminorma de Pettis, de una sucesion de funciones simples. Como ya sabemos (Teorema 1.8.13),
esto equivale a decir qutrango de la integral indefinida de cualquier funcion integrable Birkhoff
es relativamente compacto en normésotros ahora podemos deducir este resultado combinando
la Proposicion 1.9.2 y la continuidad de la aplicadid@ada en (2.15).

Corolario 2.3.8 ([Bir35]). Si f: Q — X es integrable Birkhoff, entonces(Z) es relativamente
compacto en norma.

El Corolario 2.3.8 mejora un resultado de [KSR] relativo a la separabilidad del rango de la
integral indefinida de las funciones integrables Riemann-Lebesgue, que se definen como sigue.

Definicién 2.3.9 ([KT00, KSS02]). Una funcién f: Q — X se dice integrable Riemann-
Lebesgue si existexX con la siguiente propiedad: para cada> 0 existe una particion contable
I deQ enZ tal que, para cada particién contabl€ deQ enZ mas fina qué y cada eleccién T
inT’, laserie $f,",T") es absolutamente convergentgS(f, ", T') — x|| < e.

En virtud de la Proposicion 2.1.4, toda funcién integrable Riemann-Lebesgue es integrable
Birkhoff, y ambas nociones coinciden para funciones acotadas.
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Corolario 2.3.10 ([CR05]). Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

() f esintegrable Riemann-Lebesgue;
(i) Z, tiene la propiedad de Bourgain y existeeg?}(u) tal que||f|| < g u-a.e.

Demostracion.Veamos(i)=(ii). Comof es integrable Birkhoff, la famili@; tiene la propiedad
de Bourgain (Proposicion 2.3.1). Fijamos ahora una particion corfiabled,) deQ enX tal que

HS(f,r,T)—S(f,r,T/)H < 1

para cualquiera dos eleccion&€sy T’ enT, siendo las series absolutamente convergentes. En
particular,f|, es acotada cuandq(m) > 0. Es facil ver que la serigu(An)>0 || T (An) |l (An) es'
convergente y, por tanto, la funcion definida got 2 1 (An)>0 [ f(An)lxa, €s integrable. Ademas,

se tiend|f|| < g u-a.e.

Reciprocamentgji)=(i). Como||f|| < g u-a.e. yZ; esta formada por funciones medibles
(porque tiene la propiedad de Bourgaif),es uniformemente integrable y, por tanfogs inte-
grable Birkhoff (Teorema 2.3.7). Por otra parte, la desigualdfdd< g u-a.e. se puede aplicar
nuevamente para encontrar una particion contehie de Q enz tal quef|, es acotada cuan-
dou(An) >0vyla seriez#(An)wH f(An)||(An) es convergente. Claramente, esto implica que
S(f,I",T') es absolutamente convergente para cada particion coritable Q en ~ mas fina
quel y cada elecciéi’ in I'’. Finalmente, podemos utilizar la Proposicién 2.1.4 para deducir que
f es integrable Riemann-Lebesgue. O

Talagrand [Tal87] caracterizo las funciones Q — X para las que; esestabley existe
gc Z(u) cumpliendo| f|| < g u-a.e. como aquéllas que satisfacen la llamagale los grandes
nimeros existe Imn(1/n) $1.; f(t) para casi toddt;), . € QV, dondeQ" se considera equipa-
do con la probabilidad producto (suponiendo qu&) = 1). Tales funciones se conocen como
funciones integrables Talagrandhan sido ampliamente estudiadas, véase [FM94, Fre95, Freb,
HJ85, Mus94, Tal87]. Por el Teorema 1.9.4, toda funcion integrable Talagrand es integrable Pettis.

Corolario 2.3.11. Toda funcion integrable Riemann-Lebesguel¥ — X es integrable Tala-
grand.

Demostracién.Basta combinar el Corolario 2.3.10 y la Proposicion 2.2.5. O

2.3.2. Lapropiedad de Bourgain y envolturas convexas

En vista de las caracterizaciones de la integrabilidad Birkhoff del apartado anterior, la siguiente
pregunta surge de manera natural.

Pregunta 1. Sea f: Q — X una funcién para la que existe un conjunto normante By. tal
que la familia Z g es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain. ¢ Es f integrable
Birkhoff? ’
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El propésito de este apartado es investigar esta cuestion, que, como vamos a explicar mas
adelante, puede reformularse del siguiente modo.

Pregunta 2. Sea.# c R® una familia puntualmente acotada con la propiedad de Bourgain.
¢ Tiene su envoltura convega(.77’) la propiedad de Bourgain?

Ambas preguntas tienen, en general, respuesta negativa (Ejemplos 2.3.20 y 2.3.21). Por otra
parte, ya hemos visto que la Pregunta 1 tiene solucién afirmativa para funciones acotadas (Teo-
rema 2.3.2). Del mismo modo, la Pregunta 2 puede responderse afirmativamente para familias
uniformemente acotadas:

Teorema 2.3.12.Sea” c R? una familia uniformemente acotada con la propiedad de Bourgain.
Entoncesco(7¢) tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Por el Corolario 2.2.127# es una familia de oscilacion pequefia. Dads 0,
existe una particion finith deQ enZ tal quey . u(A) osah|,) < € para toda € 7#°. Tomamos
g € co(£) y escribimogy = ¥, o;h;, dondeh, € o2, o >0y 5L, o5 = 1. Entonces

S k) osdoly < 5 ) (3 o osahlo)) = 3 (5 n(A osahy) <&

Por tanto, la familia (uniformemente acotada).#6) también es de oscilacion pequefia. El Coro-
lario 2.2.12 nos dice que ¢¢7’) tiene la propiedad de Bourgain, como se queria demostrar.

Pasamos ahora a analizar la equivalencia entre las dos preguntas anteriores. En este sentido, la
Proposicion 2.3.14 muestra quea respuesta afirmativa a la Pregunta 2 nos aseguraria que la
Pregunta 1 también tiene solucion positiVara la prueba necesitamos la siguiente observacion
elemental.

Lema 2.3.13.Sea.# C R® una familia. Entonceso(.7) tiene la propiedad de Bourgain si y
sOlo siacq 77) la tiene.

Demostracion.Supongamos que €g¢’) tiene la propiedad de Bourgain. Fijambs 7. Un
sencillo calculo nos permite ver que

acq) C co(H) —co(H)+{oh: o € [-1,1]}.

Como.# tiene la propiedad de Bourgain, lo mismo ocurre con la fanfifia : o € [—1,1]} y,
por tanto, ac?’) tiene la propiedad de Bourgain. O

Proposicién 2.3.14 ([Roda]).Sea f: Q — X una funcién. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

() f esintegrable Birkhoff;
(i) existe un conjunto normante y convexa By. tal que Z g es uniformemente integrable y
tiene la propiedad de Bourgain;
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(iii) existe un conjunto normante @ By. tal que Z z es uniformemente integrablecg(Z; g)
tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Dado un conjunto normant C By., es claro que d@) y acaB) son también
normantes y cumplen las igualdade$£g;) = Zt comy Y acdZsg) = Zt acq)-

En virtud del Teorema 2.3.7, s6lo tenemos que demostrar que la congiigiémplica queZ;
es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain. Por un lado, es claro (tm%aco
es uniformemente integrable. Por otro, coBies normante, el teorema de separacion de Hahn-
Banach asegura que &) esw*-denso inBy. y, por tanto, se tiene

acdZ;g) =2, (2.16)

Como c@Z; ) tiene la propiedad de Bourgain, o mismo ocurre conZgg) (Lema 2.3.13). El
hecho de q7ue la propiedad de Bourgain se conserva al tSpalausuras nos permite deducir
queZ; tiene la propiedad de BourgairMas todavia, cada elemento de es el limite en casi
todo punto de una sucesion en @€gg) (por el Teorema 2.2.3). Por tanto, podemos utilizar el
teorema de convergencia de Vitali (véase e.g. [Fre01, 246J]) para infei, qaseuniformemente
integrable Esto completa la demostracion. O

Corolario 2.3.15 ([CRO05]). Sea f: Q — X* una funcién. Entonces f es integrable Birkhoff si y
solo si la familia{(x, f) : x € By } es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Por otro ladoja Pregunta 2 tendria solucion afirmativa si lo mismo ocurriese con la Pregun-
ta 1, como consecuencia del siguiente lemay la Proposicién 2.3.1.

Lema 2.3.16 ([Roda]). Sea# ¢ R® una familia puntualmente acotada de funciones medibles.
Entonces existen:

(i) una sucesion disjuntgd,) enZ conQ = |J,_; An,
(i) una sucesioriX,) de espacios de Banach,
(iii) una sucesion de funcioneg: A, — X,
de manera que, para cadaanN, existe un conjunto normante, B Bx: talque 4 g = <%”|An es
uniformemente integrable.

Demostracién.Como.s# esta formada por funciones medibles y es puntualmente acotada, exis-
te una funcion mediblep : Q — [0,+) tal que, para cadh € 7, se tienelh| < ¢ p-a.e.
(Lema 1.8.9). Fijamos € Ny definimosAn := {t € Q: n—1< ¢(t) <n} € Z. Claramentej?’ |,

es un subconjunto uniformemente integrable%ﬁ%(uAn). TomamosX := le (7| ) y definimos

la funcion fn : Ay — X, mediantefy(t)(g) := g(t) para cada € A, y cadag € 77|, . Obsérvese
finalmente quef, satisface la igualdad; 5 = 7|, , dondeB, = {ej: g€ 7|, } C By. es el
conjunto normante formado por todos los “funcionales evaluacion”. O

Algunas de las ideas utilizadas en la prueba del Lema 2.3.16 pueden explotarse de nuevo para
deducir el siguiente
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Corolario 2.3.17 ([Roda]). Sea.s# c R? una familia puntualmente acotada. Las siguientes
condiciones son equivalentes:
(i) co(.2) tiene la propiedad de Bourgain;
(i) 7 tiene la propiedad de Bourgain y existe una particion contglg deQ enZ tal que
H| 5, €S uniformemente acotada cuang(d,) > 0.

Demostracién.La implicacion(ii)=-(i) es consecuencia del Teorema 2.3.12. Para la prueba de
(i)=(ii), consideramos la funcioh: Q — /¢, (.7¢°) definida porf (t)(h) := h(t) para cadac Qy
cadah € /7. Entonces; g = .’ para el conjunto normang= {e;:he .7’} CB, .. Como
co(2’) tiene la propiedad de Bourgain, lo mismo ocurre con(a€9 = acqZ; ) (Lema 2.3.13)

— . .
y con su clausuracdZ; g) " = Z;. Por tanto, podemos aplicar el Corolario 2.3.6 para encontrar
una particion contabléA,) deQ enz tal que, para cadd, de medida positiva, la restriccidi,_
es acotada y, como consecuenci| A, €S uniformemente acotada. O

Corolario 2.3.18. Sea”  R® una familia puntualmente acotada y convexa con la propiedad de
Bourgain. Entonces existe una particion contafa) deQ enX tal que.Z’|, es uniformemente
acotada cuandgt(A,) > 0.

Nuestro siguiente objetivo es mostrar mediante ejemplos que, como ya hemos mencionado,
las Preguntas 1 y 2 tienen respuesta negativa en general. El Ejemplo 2.3.20 se debe a Fremlin
(comunicacion personal, véase [Roda)) y es similar al que aparece en [Fre03, 465X(0)].

Obsérvese que, como Boffg, 1]) tiene cardinalidad (véase e.g. [Fre03, 424D]), lo mismo
ocurre con la familia de todas las colecciones finitas (no vacias) de elementos dg@BDjelon
medida de Lebesgue positiva, que enumeramos ¢efpo o < c}.

Lema 2.3.19.Existe una familigJ, ), de subconjuntos finitos d@, 1], disjuntos dos a dos, tal
que J,NE # 0 para cadax < ¢y cada Ec &,.

Demostracion.Procedemos por induccion transfinita. Supongamosfjuec y que ya hemos

construido una familiaJa)OKﬁ de subconjuntos finitos d@, 1], disjuntos dos a dos, de manera

queJ, NE # 0 para cadax < B y cadaE € &,. El conjuntoA = U[Kﬁ J, tiene cardinalidad

#(A) < ¢, porque cadd,, es finito y < ¢. Como cada subconjunto de Borel no numerabl®di

tiene cardinalidad (véase e.g. [Fre03, 423K]), tenemgs A # 0 para cad& € é"ﬁ. Por tanto,

J. puede construirse tomando exactamente un pun\dépara cadd& < @@'3. Esto completa la
emostracion. O

Ejemplo 2.3.20 (Fremlin). Existe una familia puntualmente acotadé& c RI%Y tal que
(i) cada he 27 se anula en casi todo punto;
(i) 7 tiene la propiedad de Bourgain;
(iii) co(.#) no tiene la propiedad de Bourgain.
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Demostracion.Por el lema previo, existe una familid, ), .. de subconjuntos finitos d@, 1],
disjuntos dos a dos, tales qiigN E # 0 para cada < ¢ y cadakE € &,. Definimos

A = o)1y, 1€ Jpy @ <} CROY,

Obviamente, la familiazZ’ esta formada por funciones que se andlaame. y, ademas, es puntual-
mente acotada, puesto qgN Jﬁ = 0 cuandoa # B. Por otra parteZ tiene la propiedad de
Bourgain. En efecto, dado cualquier conjunto medible Lebesgug0, 1] con medida positiva,
podemos encontrar conjuntos medibles Lebesgue disjdqtdg C A con medida positiva. De la
definicion desZ” se sigue que cadac 77’ se anula e, 0 enA,.

Finalmente, notese qugy; : « < c} C co(¢) y que{y,, : o < c} no tiene la propiedad de
Bourgain. En efecto, esto Ultimo se sigue de la regularidad interibrode respecto a BorgD, 1))
y el hecho de que, dada una cantidad finita de subconjuntos de Bd@elpeon medida positiva,
digamosA,, ..., A, siempre existe um < ¢ tal quesy, = {A,...,An} y, por tanto,J, NA # 0
para cada X i <n, luego mn,_;_,0sdy;_ \Ai) = 1. Esto prueba que ¢g7’) no tiene la propiedad
de Bourgain. O

Ejemplo 2.3.21 ([Roda]). Existe una funcion escalarmente nula[0, 1] — c,(¢) tal que

(i) para cierto conjunto normante 8 BCO(C)*, la familia Z; g tiene la propiedad de Bourgain;
(i) f no es integrable Birkhoff.

Demostracion.Sea.#” ¢ RI%Y |a familia (con cardinalidad) definida en la prueba del Ejem-
plo 2.3.20. Obsérvese que para cadal0,1] existe como mucho unac 7 tal queh(t) # 0.
Definimos

f:[0,1] — cy(#), f(t)(h):=h(t) paracadac [0,1]ycadahe 7.

El conjuntoB = {¢g} : he 7} C BCO(%)* es normante y la famiIiZLB = J tiene la propiedad

de Bourgain, pero do7’) = vaco(B) no la tiene. Por tantdf, no es integrable Birkhoff (Proposi-

cion 2.3.1). Para finalizar la prueba vamos a comprobarfgeg escalarmente nula. En efecto,
como 7 esta formada por funciones que se anulan en casi todo punto, lo mismo ocurre con
acqt) = Zt acdB)” Teniendo en cuenta la identificacigg(.#)* = (1(¢), se observa inmedia-

tamente queaco(B)H'H = BCO(%,)*. Por tantoZ; .., €STp-sucesionalmente denso &py, asi,

cada elemento dg; se anulal-a.e., como se queria demostrar. O

Ya sabemos que una funcidn: Q — X en las condiciones de la Pregunta 1 es integrable
Birkhoff si y solo siexiste una particion contablgA,) de Q enZ tal que la restriccion f, es
acotada cuandg (A,) > 0 (basta combinar la Proposicion 2.3.14 con el Teorema 2.3.12). Notese
que, por ejemplo, dicha “descomposicién” siempre existe cudhti@smedible

Motivados por este hecho, a continuacion estudiamos la medibilidgd |dpara funciones
f . Q — X para las que existe un conjunto normaBte By. tal queZ; g tiene la propiedad
de Bourgain. En primer lugar, probamos que tales funciones siempre son escalarmente medibles
(Corolario 2.3.23); este resultado es, de hecho, equivalente al siguiente.
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Proposicién 2.3.22 ([Roda]).Sea# c R®? una familia puntualmente acotada con la propiedad

, T, , . .
de Bourgain. Entoncescd.#) " esta formada por funciones medibles.

L, L, . ——F
Demostracién.Supongamos, por reduccion al absurdo, que existegunacq.#) " que no es
medible. Coma@ no es medible, existed € >~ conu(A) > 0y nimeros reales < 3 tales que

p{teArglt) <a}) =u'({teA: glt) > B}) = u(A),

véase e.g. [Tal84, 1-1-5]. Definimét, = {t € Q : sup_,,|h(t)| < n} para todon € N. Como
(Hn) es una sucesion creciente con uni@rpodemos encontrar unc N suficientemente grande
verificando

1(A)

prnte A o) <o) > 2y e o > gy > KX

—
Por tanto,

w{teHanA: gt) <o})+u ({teHaiNA: g(t) > B}) > p(A) > u*(HhNA).  (2.17)

EscribimosB = H,NA. Como.Z tiene la propiedad de Bourgain, la familia de restricciones
J€|g tiene la propiedad de Bourgain respectorge(Proposicion 2.2.2v)). Ademas, 7|5 es

uniformemente acotada, luego podemos aplicar el Teorema 2.3.12 (junto con el Lema 2.3.13)
para deducir que la familiacc(%|B)Tp(B) = acc(%)]BTp(B) tiene la propiedad de Bourgain
respecto deug; en particular, esta formada por funciorlggmedibles. Teniendo en cuenta que

dg € aco(,%”)|BTp<B), concluimos que los conjuntog € B: g(t) < a} y {t e B: g(t) > B}
pertenecen az. Finalmente, la desigualdad (2.17) implica

1a(B) > ua({t € B: g(t) < a}U{t € B: g(t) > B})
— u({t€B: gt) < a}) + up({t € B: gt) > B)
— W ({teB: git) <a})+u ({teB: gt) > B)) > u*(B) = pg(B),

una contradiccién que termina la prueba. O
Ahora, la igualdad (2.16) en la pagina 93 nos permite concluir el siguiente

Corolario 2.3.23 ([Roda)). Sea f: Q — X una funcion para la que existe un conjunto normante
B C By. tal que % g tiene la propiedad de Bourgain. Entonces f es escalarmente medible.

Observacion 2.3.24.Un profundo resultado de Talagrand afirma d@eenvoltura convexa de

una familia estable y uniformemente acotada es también estatdse [Tal84, 11-2-1] o [Fre03,
465N]. Este hecho puede utilizarse para comprobar que las conclusiones de la Proposicion 2.3.22
y el Corolario 2.3.23 son ciertas incluso cuando la propiedad de Bourgain se reemplaza por la
nocion de estabilidad.
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Recordemos qu@ara una familiasz c R? puntualmente acotada de funciones medibles con
cardinalidad#(2’) < k(u), la funcion t— sup,. - |h(t)| es mediblé¢Corolario 1.10.9). Este he-
cho y nuestro trabajo previo conducen a otras soluciones parciales afirmativas para las Preguntas 1

y 2.

Corolario 2.3.25 ([Roda]). Seas# c R®? una familia puntualmente acotada cé077) < k(u).
Si 7 tiene la propiedad de Bourgain, entonaas.»#’) también tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Aplicando el Corolario 1.10.9, podemos encontrar una particion contéhle
deQ enZ tal ques?Z|, es uniformemente acotada para cad&l resultado se sigue ahora del
Teorema 2.3.12. O

Corolario 2.3.26 ([Roda]). Supongamos quiengBy.,w*) < k(u). Sea f: Q — X una funcion
escalarmente medible. Entondgefs| es medible.

Demostracion.Fijamos un conjuntev*-densaC C By. con #C) < x(u). Como
I ()] = supf|(x"c f)(t)| : X" €C} paracadacQ,
el Corolario 1.10.9 nos asegura i es medible. O

Corolario 2.3.27 ([Roda]). Supongamos quiengBy.,w*) < k(u). Sea f: Q — X una funcion.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

() f esintegrable Birkhoff;
(i) existe un conjunto normante @ By. tal que Z g es uniformemente integrable y tiene la
propiedad de Bourgain.

Demostracion.Supongamos que se cumiiie. ComoZ;  tiene la propiedad de Bourgain, pode-
mos aplicar los Corolarios 2.3.23 y 2.3.26 para deducir que existe una particion céAtaluleQ
enX tal quef|, es acotada para cadaEsta ultima condicion, junto cofii), asegura qué es
integrable Birkhoff. O

En particular,bajo el Axioma M cuando trabajamos €@, 1] equipado con la medida de
Lebesgue, la Pregunta 1 (resp. Pregunta 2) tiene respuesta afirmativa(Bidems < ¢ (resp.
#(2) < ¢). Sin suponer la validez de axiomas adicionales, se tiene:

Corolario 2.3.28 ([Roda]). Supongamos queBes w-separable. Sea fQ — X una funcion.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f esintegrable Birkhoff;
(if) existe un conjunto normante @ By. tal que Zpes uniformemente integrable y tiene la
propiedad de Bourgain.

Finalizamos el apartado con un ejemplo, debido a Fremlin (comunicacion personal), de una fa-
milia contablecon la propiedad de Bourgain tal que su envoltura convexa no tiene dicha propiedad.
Por supuesto, una tal familia no puede ser puntualmente acotada (en vista del Corolario 2.3.25).
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Ejemplo 2.3.29 (Fremlin). Supongamos que es una medida de probabilidad sin atomos. En-
tonces existe una familia contabl¢ c R< tal que

(i) 7 es uniformemente integrable;
(i) 7 tiene la propiedad de Bourgain;
(iii) co(.#) no tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Comop no tiene atomos, podemos encontrar una sucesion independ&gjite;
enX tal queu(E,) =1/(n+1) paratodmn € N (Lema 2.2.7).

Fijamosn € N. Notese que cualquiére 7 ({E,,...,En}) tiene medida positiva. En efecto, si
escribimosA =, F, conF, € {E;,Q\E;} paratodo K i <n, lafamilia(F)__, es independiente
(véase e.g. [Fre01, 272E]) y, por tanto, se tigrid) = [iL; u(F) > 0. Denotamos por#, el
conjunto de todos loé € 7 ({E,,...,En}) contenidos erk,, y definimos, para cada € o, la
funcion

p(En)

u(n) 2

hn’A Q — R, hmA =
Vamos a demostrar que la familia
H={ha: NEN, Ac o} CR?

satisface las condiciones requeridas. En primer lugiéres uniformemente integrablpuesto
que se tieneiin, [ h, o du = limy(En) = 0. Por otra parte, o) no tiene la propiedad de
Bourgain porque
_ HA)
Xe, = ———+h,,€co(#) paracadacN,
AEt u(En) ™
y la familia {xg_: n € N} no tiene la propiedad de Bourgain (por el Lema 2.2.8). Veamos final-
mente ques” tiene la propiedad de BourgaiDividimos la prueba en tres pasos.

Paso 1.- Para cada g N, cualquier he .7 es constante en todos los elementos de la particion
</ ({Ey,...,En}) salvo, alo mas, en uno de elldsscribimosh=h_ ., conme Ny C € .o/, Si
m < n, entonces para caae <7 ({E,,...,En}) setienelBCC 6B C Q \ C, luego en ambos casos
h|g es constante. $i < my tomamos urB € </ ({E,,...,En}) conC C B, entonced|, se anula
para cad®' € &/ ({E,,...,En}) distinto deB.

Paso 2.- Para cada & ~ conu(A) > 0, existe un re N tal que
1(A\B) >0 paratodd e o/ ({E;,...,En}).

Como(En)y_; es independiente ¥, u(En) = +, el lema de Borel-Cantelli (véase e.g. [Fre01,
273K]) garantiza quéE := ;-1 Un>n Em tiene medida 1. Fijamos uA € X con la propiedad
de que, para cadac N, existe unB, € «7({E,,...,En}) con u(A\ By) = 0. Vamos a ver que
u(A) = 0. Para cada € N, tenemos dos posibilidades mutuamente excluyentes:

» B, CE, yasiu(A\E,) =0;

» By CQ\E, yasiu(ANE,) =0.
Por tanto, podemos distinguir un par de casos:
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= Existe unn € N tal queu(ANEy) = 0 para todan > n. Entonces

u(A) =u(ANE) < p(|J (ANEm) =0

m=n

» Existenm; <m, <...enN tales queu(A\ En ) = 0 para todk € N. Entonces
u(A) = u(ANEm ) < u(Em) paratoddk € N.

Como imy (Em, ) = 0, se tiengu(A) = 0.
Esto completa la prueba deaso 2

Paso 3.-FijamosA € Z con u(A) > 0. Como ya hemos demostrado erPako 2 existe un
ne Ntal quep(A\B) > 0 para cad® € <7 ({E,,...,En}). En particular, la familia

< ={ANB: Be #Z({E,,...,En}), u(ANB) > 0}

tiene al menos dos elementos. Por tanto, teniendo en cueRss@ll para cadd € 57 existe
alginS e .7 tal que osth|g) = 0. Esto demuestra qu#” tiene la propiedad de Bourgain y la
prueba ha terminado. O

2.4. La propiedad débil de Radon-Nikodym en espacios de Banach
duales

La propiedad débil de Radon-Nikodym de un espacio de Banach, introducida por Musial
en [Mus79], es la condicién analoga a la propiedad de Radon-Nikodym (RNP) cuando la inte-
gral de Bochner se sustituye por la integral de Pettis. Mas precisamente:

Definicion 2.4.1. Se dice que X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym respegtdlateve-
mente,u-WRNP) si, para cada medida contablemente aditva> — X, u-continua y con
variacion o-finita, existe una funcion integrable Pettis  — X tal quev = v; (en tal caso,
decimos que f es una densidadwje Se dice que X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym
(WRNP) si tiene lat.-WRNP para cada medida de probabilidad completa

Al igual que ocurre con la propiedad de Radon-Nikodym, el espétiene la WRNP siy so6-
lo si tiene laA-WRNP (Musial, véase [Tal84, 7-2-5]). Para espacios de Banach quop&edad
de complementacion separalfeuéllos en los que todo subespacio separable esta contenido en
un subespacio separable y complementado; e.g. espacios WCG), la RNP y la WRNP son equi-
valentes, véase [Mus79]. Lo mismo se cumple para espacios de Banach compactos en medida
en su topologia débil (basta aplicar el Corolario 1.7.12¢tjculos de BanacliGhoussoub y
Saab [GS81]). Por otra parte, el dual daimes tree space Jgroporciona un ejemplo de espacio
que tiene la WRNP pero no la RNP, [Mus79].

Es bien conocido que, en el caso de espacios de Bahadhs la WRNP queda completa-
mente caracterizada de la siguiente forma (véase e.g. [Dul89, Chapter 6] o [Tal84, Chapter 7]):
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X* tiene la WRNP si 'y s6lo si X no contiene subespacios isomorfbs a

El “sélo si” se debe a Musial y Ryll-Nardzewski [MRN78], mientras que la condicién suficiente

fue demostrada por Musial [Mus79] (cuanddiene la propiedad de complementacion separable),
Janicka [Jan79] y Bourgain [Bou]; Musial dio en [Mus83, Mus84] una nueva prueba de esta impli-
cacion a través de la propiedad de Bourgain. El principal objetivo de esta seccidn es proporcionar
una caracterizacion de la WRNP en duales mediante la integral de Birkhoff (Teoremas 2.4.19
y 2.4.22). En el Capitulo 3 aplicaremos este resultado para resolver, en el caso de espacios de
Banach duales, un problema propuesto por Fremlin [Fre94, Fre95] relativo a la representacion de
medidas vectoriales como integrales indefinidas de funciones integhab8isane

2.4.1. La propiedad de Bourgain y/*-sucesiones

En este apartado mostramos la estrecha relacion que existe entre la propiedad de Bourgain y
la ausencia de sucesiones “equivalentes” (en la norma del supremo) a la base can@nica de

Definicion 2.4.2. Una sucesion acotad@,) en X se llama*-sucesion si existe udi > 0 tal que

n n
0 (i;a1-|) < le\qx‘H paracadanc Nycadag,...,a, € R.

Lema 2.4.3. Si (x,) es unat-sucesion eiX, entoncespar{x, : h € N} enX es isomorfo &.

Demostracion.EscribimosZ = spar{x, : n € N}. Como(x,) esta acotada, podemos definir una
aplicacion lineal continud : ¢! — Z medianteT ((an)) = ¥, an%,. Por otra parte(x,) es lineal-
mente independiente, por lo que podemos definir una aplicacion inepar{x, : n€ N} — /1
mediante la formula

n
s(_zlaixi) =(ay,...,an,0,...), a;,...,aneR, neN.
i=

Del hecho de quéx,) es una/-sucesion se desprende gaies continua. Por tanto, existe una
aplicacion lineal continu&: Z — /* tal queSspar{xn:neN} =s Esclaro queso T =1Id,; y que
T oS=1d,. Esto completa la demostracion. O

El Lema 2.4.5 proporciona un criterio Gtil para determinar si una sucesion uniformemente
acotada de funciones es uffasucesion. Rosenthal [Ros74] empled este resultado en la prueba
de su caracterizacion de los espacios de Banach que no contienen subespacios isofhorfos a
como aquéllos para los que toda sucesion acotada posee una subsucesion que es de Cauchy en
la topologia débil, véase e.g. [Dul89, Theorem 4.1] o [Die84, Chapter Xl]. Antes necesitamos
introducir la siguiente:

Definicion 2.4.4 ([Ros74]).Sea S un conjunto. Una sucesi(y, D,,) de pares de subconjuntos
de S se dice independiente si

(i) CyNDp=0paracadane N;
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(i) para cada par de conjuntos finitos (no vacios) y disjunt@® € N, se tiene
(NCn)N( () Dm) #0.
(neP ) (meQ )

Lema 2.4.5 (Rosenthal).Sean S un conjunto(}n,) una sucesion acotada €r(S). Supongamos
que existen numeros reales< 3 tales que la sucesidft,,Dy,) es independiente, donde

={seS: hy(s)<a} y Dn={seS: hy(s)>p} paracadancN.
Entonceg hy) es una/t-sucesion.

Demostracion.Fijamosme Ny a,,...,am € R. Vamos a probar que

<ﬁ ") (i_i‘aﬁ') < Hiaﬁhin~ (2.18)

Para ello, definimo® ={1<i<m:a >0} yQ={1<i<m:a < 0}. Como la sucesion
(Cn,Dp) es independiente, podemos encontrar

xe <Q>Ci>m(ngDi) e ye (ﬂq)m(gDi).

ieQ

(Con el convenio de que la interseccion de una familia vacia de subconjurt@sdedoS)
Por un lado, se tiene

2 an( = @R 5 A= (S1al) (@) (3 )6 @1

Por otra parte,

ig\aihi =3 &)+ 3 ali-h (}pla\) ﬁ+(l€ al)-(-@). (220

Finalmente, sumando (2.19) y (2.20) deducimos

2Hi§&hiHm Zf\h +Zanh > (B-a) (Xilaw)

lo que completa la demostracion. O

La nocion de espacio de medida topologico hereditariamente soportado (Definicion 2.4.6)
proporciona un marco general apropiado para aplicar el Lema 2.4.5 a familias uniformemente
acotadas de funciones continuas que no tienen la propiedad de Bourgain (Proposicion 2.4.9).

Definicion 2.4.6. Un espacio de medida topol6gi¢®d, T,Z, i) se dice que esta hereditariamente
soportado si, para cada A Z de medida positiva, existe und>, de medida positiva tal que
u(UNB) > 0paracadaUe T conUNB # 0.
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Ejemplo 2.4.7. Todo espacio de medida topolégico de Rad®rit, >, u) esta hereditariamente
soportado.

Demostracion.FijamosA € Borel(T,T) con medida positiva. Comg es de Radon, podemos
encontrar un conjunto compadtoC A conpu(K) > 0. Entonces el conjuntd := supg iy ) tiene
medida positiva y cumplg (U NB) = p, ((UNK)NB) > 0 para todd) € T que corte 8. [

Ejemplo 2.4.8. Seant un lifting enX y ¢, la topologia asociada definida en el Lema 1.10.5.
EntoncegQ,%;,Z, u) esté hereditariamente soportado.

Demostracion.FijamosE € Z con u(E) > 0. El conjuntoB = 7(E) NE pertenece & y tiene
medida positiva, porqug(t(E)AE) = 0. Tomamos ahord) € ¢, verificandou (U NB) = 0.
Vamos a ver que 1B = 0. En efecto, escribimdd = 7(A)\ N, dondeANe Xy u(N)=0,y
observamos que

u(t(A)Nnt(E)nE)=pnUNB)=0.

PortantoU NB C t1(A)Nt(E) = t(t(A)N7(E)NE) = 0. Esto completa la demostracion. [

La siguiente proposicion, tomada de [Mus83, Mus84] (véase [Mus91] o [Mus02]), es nuestro
punto de partida para demostrar (en el Apartado 2.4.2) que los duales de espacios de Banach
sin subespacios isomorfostatienen la WRNP, y que las correspondientes densidades pueden
escogerse de manera que sean integrables Birkhoff.

Proposicion 2.4.9 (Musial). Sean(T, %, 2, u) un espacio de medida topoldgico que esta hered-
itariamente soportado y# un subconjunto acotado dg ', %) que no contiené*-sucesiones.
Entoncess# tiene la propiedad de Bourgain.

Antes de pasar a la prueba de la Proposicién 2.4.9, necesitamos reescribir la propiedad de
Bourgain de la siguiente forma, véase [RS85, p. 520].

Lema 2.4.10.Sea” c R? una familia uniformemente acotada. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) 7 tiene la propiedad de Bourgain;

(i) paracadaAc > conu(A) >0y cada par de nimeros reales< f3, existen 4,...,A, € 2,
de medida positiva con la siguiente propiedad: para cada.p#’, existe unl <i <n de
manera quesuph(A;)) < B 6inf(h(A)) > o.

Demostracion.La implicacion(i)=>(ii) es inmediata y no requiere la hipétesis de “acotacion uni-
forme”. Reciprocamente, veam(@g =-(i). FijamosM > 0 tal que|h(t)| < M para cadd € Q y
cadah € 7, y tomamosAc 2 conu(A) >0ye >0. Escogemogy, = -M <a; <...<a, ;=M
de manera que; —a,_,; < €/2 para cada X i < n+ 1. Aplicando(ii) al conjuntoA cono = a;
y B = a,, podemos encontrar una coleccion finitg de subconjuntos medibles decon me-
dida positiva de manera que, para cdda 7, existe unB € ., tal que suph(B)) < a, 6
inf(h(B)) > a;. Si aplicamos de nuevo la condicidi) a cada elemento d¢’, con o = a, y
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B = a5, podemos encontrar una coleccion finitg de subconjuntos medibles decon medida
positiva tales que, para cabla 7, existe urB € .; tal que

suph(B)) <a, 6 inf(h(B)) > a,

sup(h(B)) < a5 0 inf(h(B)) > a,.

De esta manera, utilizando recursivamente la condi@prpodemos encontrdy;, ..., A € X, de
medida positiva de manera que, para cualduiersZ, existe un 1< j < ktal que

paracadaZi<n, suph(Aj)) <a 06 inf(h(A;))>a_,,
luego os(:h|Aj) < e. Esto demuestra qu&” tiene la propiedad de Bourgain. O

Demostracién de la Proposicion 2.4.8.0r reduccion al absurdo, supongamos gtiano tiene la
propiedad de Bourgain. Com#” es uniformemente acotada, el Lema 2.4.10 asegura la existencia
de numeros reales < f y unA € ~ de medida positiva con la siguiente propiedad:

(+) para cualquier coleccion finita,, ..., A, de elementos d&, con medida positiva, existe
unah € 77 verificando suph(A;)) > B e inf(h(A;)) < a para cada X i <k.

La demostracién se divide ahora en dos etapas.

Paso 1.- Existen una familigAnm: n€ N, 1 <m< 2"} de elementos decon medida positiva
y una sucesiofh,) en 7 tales que, para cadaa Ny cadal < m< 2", se tiene

@ Avii2m-1MAni12m=0Y A1 om-1YAv 1.2m C Anmi
(b) h,,4(t) <aparatodote Ay, ;o 4;
(c) hy,4(t) > B paratodote A, 4 o,

Para verlo, vamos a razonar por induccionnen N. El cason = 1 es como sigue. Usando
que (T, %, >, u) esta hereditariamente soportado, podemos encdBteak, con p(B) > 0 tal
queu(UNB) > 0 para toddJ € ¥ conU NB # 0. Por otro lado, la propiedad (+) garantiza la
existencia dé, € . cumpliendo suh,(B)) > B e inf(h,(B)) < a. Es claro que los elementos
deZ definidos por

Appi={teBiht)<a} y A,={teB: ht) >}

satisfacen las propiedades requeridas.
Supongamos que > 1y que ya hemos construido una coleccion
{A,:1<i<n-1,1<m<?2}

de elementos dE con medida positiva, y funcionés, ... ,h,_; € 2, cumpliendo las condiciones
(@), (b) y (c) para 1<i <n—1. Como(T,%,Z,u) esta hereditariamente soportado, para cada
1 <m< 2" !existe un conjunt®, ;€ ZA im de medida positiva tal que(U NB, ; ,,) >0
para todoU € ¥ conU N Br1m = (. Ahora podemos aplicar la propiedad (+) para encontrar
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hn € ¢ verificando sup((B,_; ,)) > B e inf(h(B,_; ,,)) < a para cada K m < 2"%. Como
antes, los conjuntos medibles

Avom1:={te€B 1 M) <a} y Apyi={teB, i, ht)>p} (1<m< 21

cumplen las propiedades deseadas. Esto completa la prueRasdel
Paso 2.- Definimos

Co={teT:hy(t)<a} y Dy={teT: hy(t)>p} paracadancN.

EntoncegC,,Dy) es una sucesion independieni efecto, fijamos un par de conjuntos finitos
(no vacios) disjunto® Q c N. Las condicionega), (b) y (c) nos permiten encontrar nimeros
naturales K m, < 2", para cada ¥ n < k:=max{PUQ}, de manera que

= Ay O Aom,

. Anmn cGCy paratodm er%

» Anm, C Dnparatodan € Q.

Por tanto((Nnep Cn) N (MheqDn) AKmK # 0. Esto prueba qu,, D) es independiente.

Finalmente, el Lema 2.4.5 asegura dbg) es una/*-sucesion et (T,), en contra de la
hip6tesis. La prueba ha finalizado. O

Observacion 2.4.11.SearK un espacio topoldgico compacto Hausdorf# C C(K) un subcon-
junto acotado. Un profundo resultado de Bourgain, Fremlin y Talagrand [BFT78], véase [Tal84,
14-1-7], asegura que son equivalentes:

(i) 2# no contieng/*-sucesiones;
(i) para cada medida de RadprenK, todos los elementos a&@ sonu-medibles.
En vista de la Proposicion 2.4.9, la siguiente condicidn es equivalente a las anteriores:

(iii) para cada medida de RadprenkK, la familia.7# tiene la propiedad de Bourgain respecto
dep.

Aplicando la Proposicion 2.4.9 en los contextos de los Ejemplos 2.4.7 y 2.4.8, podemos de-
ducir los siguientes corolarios.

Corolario 2.4.12 (Musial). Sean(T,%,%, 1) un espacio de medida topologico de Rado#un
subconjunto acotado dg,CT, ) que no contiené’-sucesiones. Entonce#’ tiene la propiedad
de Bourgain.

Corolario 2.4.13 (Musial). Seant un lifting enX y 7 ¢ R®? una familia uniformemente acotada
de funciones medibles. Bi(##) no contiene/!-sucesiones (visto como subconjunto/déQ)),
entoncep. () tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Por el Lema 1.10.6p.(#°) es un subconjunto (acotado) @g(Q,%;). Como
(Q,%;,%, 1) esta hereditariamente soportado (Ejemplo 2.48)y#) no contieng*-sucesiones,
el resultado se sigue de la Proposicién 2.4.9. O
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La nocién de integrabilidad Pettimiversal definida debajo, ha sido ampliamente estudiada
por distintos autores, véase por ejemplo [And85], [Ple98], [RSU83], [RS85] y [Tal84].

Definicion 2.4.14.Sean K un espacio topolégico compacto Hausdorff K f— X una funcion.
Decimos que f es universalmente [escalarmente medible, integrable Pettis, integrable Birkhoff]
si es [escalarmente medible, integrable Pettis, integrable Birkhoff] respecto de cada medida de
Radonu en K.

Un resultado de Riddle, Saab y Uhl [RSU83] afirma qua funcion acotada, definida en
un compacto y con valores en el dual de un espacio de Banach separable, es universalmente
escalarmente medible si y sélo si es universalmente integrable. Ratiso aplicacién de nuestro
trabajo previo, vamos a finalizar el apartado mostrando que, en la anterior caracterizacion, se puede
reemplazar integrabilidad Pettis por integrabilidad Birkhoff (Corolario 2.4.17). La prueba se basa
en la equivalencia aislada en la Observacion 2.4.11 y en la siguiente generalizacién del clasico
teorema de Luzin

Lema 2.4.15. Supongamos que X es separable. Sean K un espacio topolégico compacto Haus-
dorff, 4 una medida de Radon en K y: K — X* una funcion tal que la composicidrf,x) es
u-medible para cada x X. Entonces para cada> 0 existe un compacto E K conu(K\F) <e

tal que la restriccion fr es w-continua.

Demostracion.Fijamos un conjunto denso contalile= {x, : n € N} C By. Para cada*® € X* se
tiene la igualdad|x*|| = sup,. [X* (Xa)|, luego|| f|| esu-medible. Por tanto, existe una sucesion
disjunta(Am) en Bore(K) tal que, para cada € N, la restriccionf|,_ es acotada.

Fijamosm € N 'y tomamos un compact, C Ay tal queu (A \ Km) < €/2™1. Dadon € N,
la funcion (f,xn) | pertenece aZl(uKm) y podemos aplicar el teorema de Luzin, véase e.qg.
[Fre03, 418J], para encontrar un compakig, C Ky con (K \ Fnm) < ,s/2m+n+1 tal que la
restriccion(f,x,) |- _es continua. Nétese que el conjunto compégto= (-1 Fnm C Kn verifica
w(Km\ Fm) < £/2™1, Vamos a demostrar quBr es w-continua Para ello, fijamox € By,
n >0yt e K. Podemos encontrar ume N tal que||x, — x|| < n. Como(f,x,)[- es continua,
existe unV C Fy, entorno abierto (relativo) detal que|(f(t),xn) — (f(t'),xn)| < n para cada
t' € V. Por tanto,

[(F).) — ()01 < [0, %) — (FE) )| (1) X~ o) — (F(T), X~ Xo)
<nn-Sup|[f(S)] = (L+ supl|f(9))-n ~ para cad € K.

Se sigue quef,x) es continua, como se queria demostrar.

Comou(Am\ Fn) < €/2™ para cadan € N, tenemogu (K \ Up—1Fm) < € y podemos tomar
M e N suficientemente grande tal quéK \ UM, F) < e. El conjuntoF := UM, R, es compacto
y la restriccionf | esw*-continua, porque cadf,_esw*-continua yF N F; =0 para cada# |.
Esto completa la demostracion. O
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Proposicién 2.4.16.Supongamos que X es separable. Sean K un espacio topolégico compacto
Hausdorffy f: K — X* una funcién. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es universalmente escalarmente medible y la fami{igXZes uniformemente integrable
respecto de cada medida de Radon en K;
(i) f es universalmente integrable Birkhoff.

Demostracion.Solo nos queda demostrar la implicaci@a=(ii) . En virtud del Corolario 2.3.15,
basta ver que, fijada una medida de Ragdoen K, la familiaZnBX tiene la propiedad de Bour-
gain respecto dg; equivalentemente, vamos a comprobar pgas cadas > 0 existe un FC K
compacto coru(K\ F) < ¢ tal que Zflpr tiene la propiedad de Bourgain respecto gie. Dis-
tinguimos dos casos.

Caso particular.- f es acotaddadoe > 0, el Lema 2.4.15 nos dice que existe un compacto
FcKconuK\F)<etal queZ”F g, €S un subconjunto (acotado) @¢F). Por hipotesis,

para cada medida de Radonen F, la familia Z”F_BXT"(F) = ZfIF esta formada por funciones
¥-medibles. Asi, concluimos qLE”F B, tiene la propiedad de Bourgain respectoudéObser-

vacion 2.4.11).

Caso general.Como en la demostracion del Lema 2.4.15, podemos encontrar una sucesiéon
disjunta(Am) en Bore(K) tal que la restricciorf|, es acotada para togne N. Fijamose > 0.
Para cadan € N podemos encontrar un compadtg C Ay tal queu (An\ Km) < €/2M. Como
pn(K\Ur_; Km) < €, existe unM € N suficientemente grande tal quéK \ UM_; Kq,) < &. Con-
sideramos el compacte := [JM_, K. Aplicando elCaso particulara la funcién acotadd|,
se deduce que la familiﬁwpBX tiene la propiedad de Bourgain respectorge La prueba ha
finalizado. O

Corolario 2.4.17 ([Rod05b]). Supongamos que X es separable. Sean K un espacio topoldgico
compacto Hausdorff y fK — X* una funcion acotada. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

() f esuniversalmente escalarmente medible;
(i) f es universalmente integrable Birkhoff.

2.4.2. Caracterizacion de la WRNP mediante la integral de Birkhoff

Comenzamos el apartado mostrando éu@o tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym.
Los argumentos empleados en la prueba de este resultado (debido a Ryll-Nardzewski, véase
[Mus79]) se remontan a Sierpinski [Sie39] y seran utilizados de nuevo para extender la conclusion
atodos los duales de espacios de Banach con subespacios ison®rfde@ema 2.4.19).

Proposicion 2.4.18 (Ryll-Nardzewski)./. no tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym.

Demostracion.Trabajamos en el espacio de probabilidad compl¢@1}, %, 1,). Conside-
ramos la funcién “identidad’ : {0,1}N — /... En primer lugar, veamos quk es integrable
Gel'fand En efecto, comd es acotada, basta comprobar qfiex) es medible para cadec ",
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Fijamosx = (an) € ¢* y observamos quéf,x) = S _; an7h,, donder, : {0,1}" — R es la proyec-

cién en lan-ésima coordenada. Como cagaes medible, lo mismo ocurre cdi,x). Por tanto,

f es integrable Gel'fand (Definicién 1.8.15) y, por el Lema 1.8.16, existe una medida finitamente
aditivav = y; . £ — {« tal que

v(E)(x) = / (f,x)dA, paracad& € .7, y cadax € (*. (2.21)
E
Notese que, para caftac .7, se tiene

V(E)(en)| = ‘/E<f,aq> | = ‘/Enn diy| < 44(E) paratodmeN,

y asi||[v(E)|le < A,(E). En particular,v es contablemente aditiva,-continua y de variacion
acotada.

A continuacién probamos queno es escalarmente medibldentificamos??(N) con{0, 1}
mediante la biyecciony : {0,1} — 2 (N) dada pory((a,)) := {n€ N: a, = 1}. Fijamos
cualquier ultrafiltro no principatz ¢ 2 (N). Es conocido quey—1(%) c {0,1}" no es medible
(véase la Seccion 1.2). Definimrs € £ mediante

X*((cn)) := JLrTOL Cn paratodo(cy) € lo.

Dado(z,) € {0,1}", o bieny((z)) € %, o bieny((1—z,)) € % (porqueZ es un ultrafiltro).
En el primer caso se tienan,_,, z, = 1, mientras que en el segundm|_,, z, = 0. Por tanto,
x*of =y, noes medibley, en consecuendiao es escalarmente medible.

Finalmente, vamos a demostrar qu&o es la integral indefinida de una funcién integrable
Pettis Razonamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe una funcion integrable Pettis
g:{0,1} — ¢, tal quev = vg4. Dadon € N, la igualdad (2.21) nos dice que

/(g,en> dkl:/<f,en> dA, paracad& €.},
E E

luego(g,en) = (f,en) A,-a.e. Teniendo en cuenta qibe || = sup,. |(X*, €)| para cadx” € fe,
se deduce que= f 4,-a.e. y, por tantof es escalarmente medible, una contradiccion. [

La primera parte del siguiente teorema se debe a Haydon [Hay76], mientras que la segunda
fue demostrada por Musial y Ryll-Nardzewski en [MRN78] utilizando el hecho de adpdans
un subespacio cerrado ¥ X y una medida contablemente aditiva Z — Y* con variacion
acotada, siempre existe una medida contablemente aditiva con variacion asdtatia— X* tal
que rov' = v, donde r. X* — Y* denota el operador “restriccion’véase [MRN78, Theorem 1].
Nosotros hemos optado por seguir los pasos de Matsuda [Mat83] y proporcionar una prueba mas
directa dqg(ii).
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Teorema 2.4.19.Supongamos que X contiene un subespacio isomatfoEntonces:

(i) laaplicacion identidad i By. — X* no es universalmente escalarmente medible;
(i) X* no tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym.

Demostracion.Utilizamos las notaciones de la prueba de la Proposicion 2.4.18.YSeax un
subespacio isomorfo & y ¢, : /* — Y un isomorfismo. Consideramos la inclusiarz — X

y la composiciong :=io ¢,. Como el operador adjuntp* : X* — ¢, es suprayectivo, existe
un é > 0 tal quedB, C ¢*(By.) (por el Teorema de la Aplicacion Abierta). Evidentemente,
reemplazando el isomorfismo inici¢| por §~1¢,, podemos suponer sin pérdida de generalidad
queB, C ¢*(By.).

En{0,1}" coinciden la topologia usual y la inducida como subespaci@gdew"). Teniendo
en cuenta queé* esw*-w*-continuo, deducimos qué := (¢*)~1({0, 1}!) N By. esw*-compacto.
Consideramos la suprayeccion continpa= ¢*| : K — {0,1}. ComoA, es una medida de
Radon en{0, 1}, existe una medida de Raden : £, — [0,1] enK tal quep }(E) € 2,y
2,(E) =, (9~ 1(E)) para cad& € ., (Proposicion 1.3.4). Ahora podemos encontrar una medida
de Radoru, en(By.,w*) tal queu,(F) = u,(F NK) para cadd < Borel(By.,w*).

En primer lugar, vamos a demostrar queo es escalarmente medible respectorde En
efecto, como la funcion “identidad’: {0, 1} — /., no es escalarmente medible (véase la prueba
de la Proposicion 2.4.18), podemos encontraf vy, tal queé |{071}N no esi;-medible. El hecho
de queu, es perfecta (por ser una medida de Radon) nos permite concluir que la composicion
& o no esu,-medible, gracias a la Proposiciéon 1.2.1. Por ta@tw*\Bx* no esu,-medible. Esto
completa la demostracion d@.

La prueba d€ii) es como sigue. Notese gilg es acotada y que la composiciffy , X) = X

es medible Borel para cadac By. Por tanto,i|, es integrable Gel'fand respecto gig y el
Lema 1.8.16 nos dice que existe una medida finitamente adjltivay”K 12, — X*tal que

Vi(A)(X) = /(x*,x> du,(x") paracada e %, y cadax € X. (2.22)
A
Consideramos la medida finitamente aditia ., — X* dada por/(E) := v,(¢~1(E)). Es
facil ver, a partir de (2.22), qugv'(E)| < 4,(E) para todoE € .. Por tanto,v’ es contable-
mente aditivaj,-continua y tiene variacion acotada. Vamos a demostravjne es la integral

indefinida de una funcion integrable Pettis {i& 1} en X*. En efecto, para cadac ¢ y cada
E € ., podemos aplicar (2.22) y un cambio de variable ordinario para deducir

(@ (VDY) = (alpE). 00 = | | <0 0) dy(x)
= [ g 07009 A0 = [ (1) 0y = (V(E)y),

dondev : %, — /(. es la medida contablemente aditiva construida en la demostracion de la
Proposicion 2.4.18. Sabemos que- ¢* o v/ no es la integral indefinida de una funcién integrable
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Pettis de{0, 1}"¥ en /... Por tanto,v’ tampoco es la integral indefinida de una funcién integrable
Pettis, como se queria demostrar. O

Para demostrar el reciproco de cada una de las partes del Teorema 2.4.19 necesitamos los
dos resultados auxiliares que incluimos a continuacion; podemos encontrarlos en [Din67, 811,
Section 6] (véase también [Dul89, Proposition 6.2]) y [Dul89, Lemma 5.9], respectivamente.

Proposicién 2.4.20 (Dinculeanu).Seav : ¥ — X* una medida contablemente aditiva para la
que existe una constante MO tal que|v|(E) < Mu(E) para cada Ec X. Entonces, fijado un
lifting T enZ, existe una funcién fQ — X* con las siguientes propiedades:

@) [[f(t)|| <M para cadate Q;

(if) para cada xe X, la composicion( f,x) es medible, coincide cqm ((f,X)) y verifica

v(E)(x):/E<f,x> du paracada Ec %.

Demostracion.Fijamosx € X. La composicionv,x) es una medida contablemente aditiva que
satisface(v,x)|(E) < M||x||u(E) para cadé& € Z. Por el teorema clasico de Radon-Nikodym,
véase e.g. [Fre01, 232F], existec . (u) tal que

V(E)(X) = /E hedu paracadE € 5. (2.23)

En particular, [z [hy| du = [(v,x)|(E) < M||x||u(E) para cadéE € Xy, por tanto,/hy| < M||x||
u-a.e. Se sigue qus, € £ (u) y que|p.(hx)(t)| < M||x|| para cada € Q (véase laAfirmacion
en la prueba del Lema 1.10.6).

Dadot € Q, podemos definir un funcional line&(t) : X — R mediantef (t)(x) := p;(hx)(t).
Nétese que sypg | f(t)(X)| = suRcg, P-(M)(t)] <M, luegof(t) € X"y [|f(t)[| <M.

Para acabar, veamos que la funcibnQ — X* satisface(ii). En efecto, para cadac X,
tenemos la igualdadf,x) = p;(hx) = hx p-a.e. Asi,(f,x) es medible y verificgp,((f,x)) =
p:(hy) = (f,x). Ademas, en virtud de (2.23), se cumgie f,x) du = v(E)(x) para cadd& € .
Esto completa la demostracion. O

Lema 2.4.21.Seav : Z — X una medida contablemente aditiya;continua y con variacion
o-finita. Entonces existe una sucesion disjuf®a) enX conQ = | J7_; A, de manera que, para
cada ne N, existe M > O tal que|v|(E) < Mpu(E) para todo Ee Z .

Demostracién.Evidentemente, podemos suponer sin pérdida de generalidadtigme variacion
acotada. Como ademases contablemente aditiva, su variacipr) es una medida contable-
mente aditiva, véase e.g. [DU77, Proposition 9, p. 3]. Dado|qU&) = 0 cuandou(E) = 0,

el clasico teorema de Radon-Nikodym, véase e.g. [Fre0l1, 232F], asegura la existencia de una
funcion medibleh : Q — [0,+) cumpliendo|v|(E) = |, h du para cadé& < . Definimos
An={teQ: n—1<h(t) <n} para cadan € N. Es claro qugA,) satisface las propiedades
requeridas. O
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Ya tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar el principal resultado de esta
seccion. Vamos a seguir las ideas empleadas por Musial [Mus83, Mus84] (alternativamente, véase
[Mus91, Theorem 12.1] 6 [Mus02, Theorem 9.7]) en su demostracidn de que los duales de espacios
de Banach sin subespacios isomorfd@$ siempre tienen la WRNP.

Teorema 2.4.22 ([CRO5]).Supongamos que X no contiene subespacios isomorfbsyasea
v :Z — X* una medida contablemente aditiya;continua y con variaciors-finita. Entonces
existe una funcion integrable Birkhoff. 2 — X* tal quev = v;.

Demostracion.Distinguimos dos casos.

Caso particular.- Existe una constante MO tal que |v|(E) < Mu(E) para cada Ee€ %.
Fijamos un liftingt en Z. Por la Proposicién 2.4.20, existe una funcibnQ — X* con las
siguientes propiedades:

() [[f(t)] <M paracada e Q;
(i) para cada € X, la composicion(f,x) es medible, coincide cop.((f,x)) y se tiene la
igualdadv(E)(x) = [ (f,x) du paratoddE € Z.

Obsérvese qQuE; g = {(f,x) :x€ By} C £w(Q) no contiene’*-sucesionesEn efecto, si esto

no es asi, entonces existenain- 0 y una sucesiofx,) enBy tales que

(5 l) < | Sattx], = o 3 ax] <m 3 ax]

para cadan € N y cualesquiera,,...,a, € R. Por tanto,(x,) es una/-sucesion erx y, en

consecuencia contiene un subespacio isomorfé'gLema 2.4.3), lo que contradice la hipétesis.
Envistade (i) y (ii),ZLBX es una familia uniformemente acotada de funciones medibles que

satisfacep:(Z; g ) = Z; g . Ademas, no contiené-sucesiones, luego podemos aplicar el Coro-

lario 2.4.13 para deducir que g tiene la propiedad de Bourgain. Por tanfoes integrable

Birkhoff (Corolario 2.3.3). Finalmente, para cafl& X, tantov(E) comov, (E) pertenecen X*

y satisfacen

<M

V(E)(X) :/E<f,x> du = v,(E)(x) paratodoxe X.

Esto completa la prueba dehso particular

Caso general.Por el Lema 2.4.21, existe una particion contaldlg) de Q enX de manera
que, para cada, existe una constantd, > 0 tal que|v|(E) < Myu(E) para todoE € %, . El
Caso patrticularasegura la existencia de funciones integrables BirkhoffA, — X* tales que
V(E) = (B) Jg f|, dug para todoE € Z, . Definimosf : Q — X mediantef(t) := fy(t) para
cadat € A, y cadan.
Por un lado.f es integrable Birkhoff. En efecto, esto se sigue del Lema 2.1.14, puesto que las
restriccionesf|, = fn son integrables Birkhoff y, para cualquier particion contdblie Q enz

mas fina quéA,), la serie
> ®) [ fledue = ¥ vE)



2.4 La propiedad débil de Radon-Nikodym en espacios de Banach duales @

es incondicionalmente convergente. Por otra parte, el hecho de;eecontablemente aditiva
asegura
V(E) =3 V(ENA)) = v¢((ENA)) = v{(E) paracad& ¢ Z.
n n

Esto finaliza la demostracion. O

Corolario 2.4.23. Supongamos que X no contiene subespacios isomoffogatonces toda fun-
cion integrable Pettis gQ — X* es escalarmente equivalente a una funcion integrable Birkhoff
f:Q— X*.

Demostracion.Como vy es contablemente aditiva-continua y tiene variaciow-finita (Teore-

ma 1.8.7 y Corolario 1.8.11), podemos aplicar el Teorema 2.4.22 para deducir la existencia de una
funcion integrable Birkhofff : Q — X* tal quev; = vg. Por tanto, fijado¢™* € X**, se tiene la
igualdad

/ X" ofdu=x"(v¢{(E)) =x"(vg(E)) = / X*ogdu paracad& €z,
E E
luegox*™o f = x** og u-a.e. Se sigue quey g son escalarmente equivalentes. O

Como ya sabemos, integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes para fun-
ciones con valores en espacios de Banach separables (Corolario 2.1.17). En el caso de espacios de
Banach duales, disponemos de la siguiente extension de dicho resultado.

Corolario 2.4.24. Supongamos que X es separable y no tiene subespacios isomdtosra
tonces una funcién fQ — X* es integrable Birkhoff si y sélo si es integrable Pettis.

Demostracion.Como X es separable, lo mismo ocurre c@y..,w"). Por tanto, cualquier fun-
cion escalarmente nula: Q — X* se anula en casi todo punto. El resultado se sigue ahora del
Corolario 2.4.23. m

Recordemos que existen espacios de Banach separables sin subespacios isathotfgs a
dual no es separable; por ejemploJaines tree space JVéase e.g. [Dul89, Chapter VIII].

Un resultado de Haydon [Hay76] afirma g¥eno contiene subespacios isomorfog-asi y

solo si la aplicacion identidad :iBy. — X* es universalmente integrable Pettis (resp. univer-
salmente escalarmente medibl&hora podemos mejorar la condicion necesaria.

Corolario 2.4.25. Supongamos que X no tiene subespacios isomoffb€Emtonces la aplicacion
identidad i: By. — X* es universalmente integrable Birkhoff.

Demostracion.La familiaZ; g = {Xg , :x € By} C C(By.,w") es uniformemente acotada y no
contienelt-sucesiones (porqué no contiene subespacios isomorfogta Por tanto, podemos
aplicar el Corolario 2.4.12 para deducir quig\BX tiene la propiedad de Bourgain (equivalente-
mente,i es integrable Birkhoff; Corolario 2.3.3) respecto de cada medida de Rad&y.ew*),
como se queria demostrar. O
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Corolario 2.4.26. Supongamos que X no tiene subespacios isomorfds$eanu una medida

de Radon eriBy.,w") y AC By... Entonces para cada € A" existe una sucesiox;) en A
tal que
Ilgn Xh |Bx* =X ‘Bx* u-a.e.

Demostracién.Como acabamos de ver, la familI@BX tiene la propiedad de Bourgain respecto

deu. Por tanto, lo mismo ocurre ca‘fi[pr =7z = {x**\Bx* . X™* € By..}. El resultado se sigue
ahora del Teorema 2.2.3. O

Es conocido que, al igual que ocurre con la RNP, la propiedad débil de Radon-Nikodym se
puede caracterizar en términos de “representabilidad” de operadores, véase e.g. [Dul89, Lem-
ma 5.9]. En la Proposicién 2.4.29 proporcionamos una prueba de este hecho, cuyo punto de partida
es la siguiente observacion elemental.

Lema 2.4.27. (i) Seav:Z — X una medida contablemente aditiva para la que existe una
constante M> O tal que|v|(E) < Mu(E) para cada Ec< X. Entonces existe un unico ope-
rador T : L(u) — X tal que T(xg) = v(E) para cada Ec .

(i) SeaT:LY(u) — X un operador. Entonces la funcién: = — X definida por la férmula
v(E) :=T(xg) es una medida contablemente aditiva que curiwple) < ||T||u(E) para
cada Ec .

Demostracion.La prueba d€ii) es inmediata. Para demosti#@, consideramos el subespacio
Sc LY(u) formado por todas las (clases de equivalencia de) funciones reales simplesy@smo
u-continua, podemos definir una aplicacion lingéal S— X tal queT,(xg) = v(E) para cada

E € X. Obsérvese que, dadgs, .. .,Ep € Z disjuntos dos a dos g, ...,ap € R, se tiene

(5 ae) | = | 5 v < 3 iivice) < (S, i) =M 3 e

Por tanto,T, : S— X es continua. Com8 es denso ehl(u), existe una unica aplicacion lineal
continuaT : LY(u) — X que extiende &,. Esto completa la demostracion. O

Recordamos que una funcidn: Q — X esescalarmente acotadsi existe una constante
M > 0 tal que, para cade € By., se tiengx*o f| <M u-a.e.

Definicion 2.4.28. Decimos que un operador TL(u) — X es representable Pettis (resp.
Birkhoff) si existe una funcién:fQ — X escalarmente acotada e integrable Pettis (resp. Birkhoff)
tal que

(X*,T(g)) = / g-(x*,f)du paracadax e X*ycadage L(n).
Q

Proposicidn 2.4.29.Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodym respectade
(ii) todo operador T: L*(u) — X es representable Pettis.
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Demostracion.(i)=(ii) Fijamos un operaddrf : L!(u) — X. La funciénv : = — X definida
por v(E) := T(xg) es una medida contablemente aditiva que satigfel¢&) < ||T|u(E) para
cadaE € X (Lema 2.4.27(ii)). ComoX tiene lau-WRNP, existe una funcién integrable Pettis
f:Q— Xtalque

¢ T (xe)) = (X, V(E)) = / (¢, f) dy = / Ze- (X', f)dy  para cadE € 5 y cadax” € X.
E Q
(2.24)
Fijamosx* € By.. La igualdad anterior asegura que

/ [, )l du = X" o v|(E) < |VI(E) < [[T||w(E) paracad® €2,
E

luego|x* o f| < || T|| u-a.e. Consideramos el elemeiRp € L1(u)* definido mediante la formula
Re(9) :i= 5 0- (X", f) du. Laiigualdad (2.24) muestra g&. coincide corx* o T sobre el subes-
pacio denso de!(u) formado por todas las (clases de equivalencia de) funciones reales simples.
Por tantoR,. = X* o T. Esto demuestra qukes representable Pettis.

Reciprocamente, veam@$) =(i). Fijamos una medida contablemente aditiva-gontinua
v : X — X con variaciono-finita. Por el Lema 2.4.21, existe una sucesion disjgAtaenZ con
Q = Un_1 A, de manera que, para cada N, existeM, > 0 tal que|vy|(E) < Myu(E) para todo
E € Z, dondev, es la medida contablemente aditiva definidawgE) := v(ENA,).

Fijamosn € Ny consideramos el tinico operadir: L1(1) — X tal queTy(xg) = va(E) para
todoE € X (Lema 2.4.27ii)). Por hipétesis, existe una funcién escalarmente acotada e integrable
Pettisf, : Q — X cumpliendo

(X" oV)(ENAy) = (X" ovn)(E) = (X" Ta(xg)) = /Ex*o fodu paracad& € .

Definimosf : Q — X'mediantef := 37 ; fox, . Dadox" € By., es claro qu&” o f es medible
y satisface

Lofidu= 5 [ xotldu= 3 [xovi(A)=xov|(@) < te
Q n=17n n=1

luegox* o f € Z*(u). Ademas,

00

/x*o fdu= z/ X o fpdu = Z(x*ov)(EﬂAn) =X"(v(E)) paracad& € 3.
E n=17ENAn n=1

Por tanto,f es integrable Pettisy; = v. La prueba ha finalizado. O

Finalizamos el apartado traduciendo el Teorema 2.4.22 en términos de la representabilidad
Birkhoff de operadore® : L1(u) — X*.

Corolario 2.4.30 ([CR05]). Supongamos que X no tiene subespacios isomorfds Entonces
todo operador T: LY(u) — X* es representable Birkhoff.
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Demostracion.Basta imitar la prueba de la implicaci¢i=-(ii) de la Proposicion 2.4.29, uti-
lizando ahora eCaso particularaislado en la demostracién del Teorema 2.4.22. Notese que, de
hecho, la funciorf asi obtenida eacotada O

Cabe mencionar que Saab probo en [Saa88, Proposition 9] (utilizando ideas de [RS85]) que
X* tiene la WRNP si y solo si para cualquier operador L1[0,1] — X* existe una funcion
acotadaf : [0,1] — X*** tal queZ; tiene la propiedad de Bourgain y se cumple la igualdad

(x*,T(9)) = Jo9(x**, f) du para cada** € X** y cadag € L1(u).

2.5. Funciones integrables Pettis que no son integrables Birkhoff: el
teorema de la convergencia dominada

Como ya mencionamos en el Apartado 2.1.2, Pettis [Pet38] prob6 que su nocién de integra-
bilidad coincide con la de Birkhoff para funciones con valores en espacios de Bsaymrables
(Corolario 2.1.17), dejando abierto el caso general. Poco después, Phillips [Phi40] dio un ejemplo
de una funcion integrable Pettis, con valores/gfxr), que no es integrable Birkhoff. Curiosa-
mente, esta funcidn fue utilizada de nuevo por Riddle y Saab [RS85] para mostrar que, dada una
funcion acotada integrable Petfis Q — X*, la familia {(x, f) : X € By } no tiene, en general, la
propiedad de Bourgain.

En esta seccidn estudiamos la existencia de funciones integrables Pettis que no son integrables
Birkhoff dentro de la clase de los espacios de Bardédfilmente Lindel6f determinados (WLD)

La existencia de bases de Markushevich en tales espacios (Seccién 1.4) es fundamental para alcan-
zar nuestros objetivos. Esencialmente, mostramos que la coincidencia de las integrales de Birkhoff
y Pettis caracteriza la separabilidad dentro de esta clase de espacios (Teoremas 2.5.1 y 2.5.2).
Ademas, un caso particular de nuestras construcciones proporciona un contraejemplo al analogo
del teorema de la convergencia dominagara la integral de Birkhoff (Ejemplo 2.5.4). Esta car-
acteristica “negativa” de la integral de Birkhoff no la comparten las integrales de Bochner y Pettis,
para las que dicho resultado si es valido (para las topologias de la normay débil, respectivamente),
véase e.g. [DU77, Theorem 3, p. 45] y [Mus91, Theorem 8.1].

Teorema 2.5.1 ([Rod05a]).Si X es WLD y no es separable, entonces existen un espacio de proba-
bilidad completdQ, Z, ) y una funcién acotada integrable Pettis® — X que no es integrable
Birkhoff.

Demostracion.Por los Teoremas 1.4.4 y 1.4.3, existe una base de Markushevihdigamos
{(¥i-¥1) }icr- tal que supy [Iyi[|-[[y7 | < +oo. Definimosx, = ly; | -% € Xy x = [ly[| "2y € X*
para cada € |. Entonces{(x;,X")};; €s una base de Markushevich Xral quex’ € By. para
cadai € | y sup,, [|x]| < .

ComoX = spar{x; :i € |} no es separable, el conjuritmo es contable. Definimd® := 1 y
consideramos la-algebrax enQ formada por todos los conjuntdsC Q paralos qu& 6 Q\ Aes
contable, con la medida de probabilidad completéada po (A) = 0 siAes contabley (A) =1
si Q\ A es contable. Definimo$ : Q — X como f(i) = x; para cada € Q. Obviamentef es
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acotada. Ademas, comoes WLD, para cada’ € X* el conjunto{i € | : x*(x;) # 0} es contable
(Teorema 1.4.4). Por tantb,es escalarmente nula, luego integrable Pettis.

Por otro ladof no es integrable Birkhoff. En efecto, silo fuera, entonces existiria una particion
contable(A,) deQ enX tal que

S (A () — 3 (A (6] < 2

<3 (2.25)

para cualesquiera elecciortgg;, € B,. Pero, comdQ es un atomo d@, todos losB,’s excepto
uno (digamos, ) tienen medida 0. La desigualdad (2.25) se puede leer ahora como

1 . . k

> > sup|[f(i)—f(j)|| = sup|jx —x|| > supx'(x—x)= sup(1-4),

2 i,j€By i,j€By i,j€By i,j€By
lo que contradice el hecho de gBgtiene dos elementos distintos (de hedBpno es numerable).
Por tanto,f no es integrable Birkhoff, como se queria demostrar. O

Nuestra prueba original del siguiente resultado se inspiraba en el ejemplo dado por Kadets y
Tseytlin [KT0O] de una funcién integrable Pettis que no es integrable Birkhoff. Aqui presentamos
una construccién diferente basada en las ideas del Ejemplo 2.3.20.

Teorema 2.5.2 ([Rod05a]).Si X es WLD ylengX, || - ||) > ¢, entonces existe una funcion acotada
integrable Pettis f [0,1] — X que no es integrable Birkhoff.

Demostracién.Como en la prueba del Teorema 2.5.1, el espAci@ne una base de Markushe-
vich {(x,%) };c, tal quex” € By. para cada € | y sup,, ||%|| < . ComoX = spar{x, :i €|}
y dengX, || -||) > ¢, la cardinalidad dé es mayor o igual que y podemos fijar una aplicacion
inyectivag : ¢ — |I.

Consideramos la familiésy, : a < ¢} de todas las colecciones finitas (no vacias) de elementos
de Bore([0,1]) con medida de Lebesgue positiva. Por el Lema 2.3.19, existe una fédgilia .
de subconjuntos finitos d8, 1], disjuntos dos a dos, tales qdigNE # 0 para cada < ¢ y cada
E € &,. Definimos la funcionf : [0,1] — X mediante

X sited <
f(t) = { o) S'HEYw X6 (2.26)
0 Sit & Uge o Ja-

A continuacién comprobamos que la funcién acothdatisface las propiedades requeridas.
Para ver quef es integrable Pettisfijamos unx* € X*. Por el Teorema 1.4.4, el conjunto
{iel: x*(x) # 0} es contable. Com@ es inyectiva y losl,’s son finitos, resulta que el conjunto
{t€[0,1]: (x*o f)(t) # 0} también es contable. Por tanfoes escalarmente nulay, en particular,
integrable Pettis.
Por otra partef no es integrable BirkhofEn efecto, tenemoqp(a) of =yx,, €Z; paracada
o < ¢. Como la familia{xja :a < ¢} no tiene la propiedad de Bourgain (véase la prueba del
Ejemplo 2.3.20), se sigue de la Proposicién 2.3.1 fjune es integrable Birkhoff. Esto completa
la demostracion. O
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La funcion f construida en la prueba del Teorema 2.5.2 es inaluseersalmente integrable
Pettis como consecuencia del siguiente

Lema 2.5.3. Sea(T,%,Z,u) un espacio de medida topolégico tal q(e T) es Hausdorff. Sea
f : T — X una funcién acotada tal que, para cadaxX*, el conjunto{t € T : (x* o f)(t) # 0}
es contable. Entonces f es integrable Pettis.

Demostracion.El conjuntoA:= {t € T : u({t}) > 0} es contable y pertenece a B@el¥) C .

Como la restriccionf|, es acotada y so6lo toma una cantidad contable de valores, se sigue que
es integrable Bochner (Proposicion 1.8.3) y, por tanto, integrable Pettis respgctofler otra

parte, para cadd € X*, la composicion* o f\Q\A se anula en tod@ \ A salvo en un subconjunto
contable. Esto implica qué|,, , es escalarmente nula y, asi, integrable Pettis respeqvg\Qe

Por tanto,f es integrable Pettis respectogecomo se queria demostrar.

A continuacion mostramos un ejemplo que deja claro que, para la integral de Birkhoff, el
analogo del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue no es cierto en general.

Ejemplo 2.5.4 ([Rod05a]). Existe una sucesién uniformemente acotada de funciones integrables
Birkhoff f, : [0,1] — c,(c) que converge puntualmente a una funcion@,1] — c,(¢) que no
es integrable Birkhoff.

Demostracion.Seaf : [0,1] — ¢;,(¢) la funcion asociada mediante la formula (2.26) a la base
de Markushevich usugl(ey,€},)} o< €nCy(c). La prueba del Teorema 2.5.2 revela queo es

integrable Birkhoff. Escribimos, = {ta,l7 ... ,ta.n(a)} para cadax < ¢. Dadon € N, definimos

n n
Dn:={tgn:n(a)>n}, En:i=|JD,, hhi=fyp, fui="frg = > he
k=1 K=

Entonceq f,) es una sucesion uniformemente acotada que converge puntualmerfara de-
mostrar que cadé#, es integrable Birkhoff basta comprobar que chgl@s integrable Birkhoff.
Para ello, fijamos € Ny € > 0. Tomamos cualquier particion fini{€, , ... ,Cn} de[0, 1] formada
por conjuntos medibles Lebesgue tales gagm, _ A (C,) < €. Obsérvese que, para cualesquiera
elecciones, € C,, se tiene o

m

|5 2@omit

k=1

< max <
LS 1gkagm“ck) <k,

puesto quén |, = f|y esinyectiva. Por tantdy, es integrable Birkhoff. O

Observacion 2.5.5.Es claro que las funcionef, construidas en la demostracién del Ejem-
plo 2.5.4 son incluso integrables Riemann.

Bajo el Axioma M, la hipétesis “defX, || - ||) > ¢” del Teorema 2.5.2 no se puede debilitar.
Para verlo necesitamos el siguiente resultado.
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Proposicion 2.5.6 ([Roda]).Supongamos quiengBy.,w*) < k(1) y que(X,w) es compacto en
medida. Entonces toda funcién escalarmente medibl@ £— X es fuertemente medible.

Demostracion.Como (X,w) es compacto en medida fy es escalarmente medible, existe una
funcion fuertemente mediblp: Q — X que es escalarmente equivalente @orolario 1.7.12).
Definimos la funciorh = f — gy fijamos un conjuntev'-densaC C By. con #C) < x(u). Como

h es escalarmente nuld[i(t)|| = sup{|(x* o h)(t)| : X* € C} para cada € Q, deducimos qué se
anulau-a.e. Por tantof es fuertemente medible. O

Corolario 2.5.7. (Axioma M) Supongamos quengB,.,w") < ¢ y que(X,w) es compacto en
medida. Entonces toda funcion escalarmente medibl®,fl] — X es fuertemente medible.

Corolario 2.5.8 ([Roda]). (Axioma M) Supongamos que X es WLD. Las siguientes condiciones
son equivalentes:
() densX, |- |) <
(i) toda funcién escalarmente medible [D,1] — X es fuertemente medible;
(iii) toda funcion integrable Pettis :f[0, 1] — X es integrable Birkhoff;
(iv) toda funcién acotada integrable Pettis [0,1] — X es integrable Birkhoff.

Demostracidén.X es compacto en medida para su topologia débil y se tienen las igualdades
dengBy.,w") = weightBy.,w") = dengX, || - ||)
(véase la Seccion 1.4). O

Finalizamos el apartado estudiando la existencia de funciones escalarmente nfedibles
valores en espacios de Banach WLD, cuya “norihB|l no es medible (comparese con el Coro-
lario 2.3.26).

Proposicién 2.5.9 ([Roda]). Supongamos que X es WLD y glengX, || - ||) > ¢. Entonces para
cada¢ < RI% existe una funcién escalarmente nula[®,1] — X tal que|| f|| = |¢|.

Demostracion.ComoX es WLD, tiene una base de Markushevigk;,x")};, (Teorema 1.4.4).
Normalizando, podemos suponer dug| = 1 para cadac |. Dado que #) > dengX, || - ||) > ¢,
existe una aplicacion inyectiva : [0,1] — |. Definimos una funcidrf : [0,1] — X mediante
f(t) =¢(t)x ) Paracadac [0,1]. Es claro qué| f|| = |¢| y quef es escalarmente nula (gracias
ala dltima a?)rmamon del Teorema 1.4.4). La prueba ha finalizado. O

Corolario 2.5.10. (Axioma M) Supongamos que X es WLD. Entonces las condiciones (i)—(iv) del
Corolario 2.5.8 son equivalentes a:

(v) para toda funcion escalarmente medible[®, 1] — X, la funcion|| f || es medible.
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A lo largo de este capitulo, X e Y son espacios de Band€h ¥) es un espacio medible

Los primeros intentos de establecer una teorimtgracion de funciones vectoriales respec-
to de medidas vectorialese remontan a los origenes de los espacios de Banach, véase [Hil53].
En esta linea, el método de Bartle [Bar56], posteriormente generalizado por Dobrakov [Dob70a],
es quizas el mas utilizado. La nocion de integrabilidad de Bartle-Dobrakov considera exclusiva-
mente funciones “fuertemente medibles”, es decir, funciones que podemos aproximar en “casi
todo punto” por una sucesion de funciones simples. Para construir la integral, en esta teoria se
reemplaza el producto por escalai®x X — X por la aplicacién bilineal continua candénica
Z(X,Y) x X — Y, de manera que la integral de una funcién simipte z{‘zlxiggpH respecto de
una medida vectorigl : £ — £ (X,Y) se define como el vectgi ; u(A) (%) €Y.

En este capitulo analizamos dos métodos de integracion de funciones vectoriales, no nece-
sariamente fuertemente medibles, respecto de medidas vectoriales. Por un lado, estudiamos la
S*-integral de Dobrakov [Dob88], que, inspirada en los trabajos de Kolmogorov [Kol30, Tik91]
sobre la teoria de la integracion, resulta ser la extensién natural de la integral de Birkhoff a este
contexto. Por otro lado, consideramos la correspondiente generalizacion de la liategos
de McShangMcS69, Fre95]. La mayor parte de los resultados originales que incluimos en este
capitulo estan tomados de nuestros articulos [Rodb, Rodc].

3.1. Preliminares

Esta seccion estd dedicada fundamentalmente a introducir la nocgemndeariacion con-
textualde una medida con valores #1(X,Y) (Apartado 3.1.1), que generaliza el concepto de
semivariacion de una medida vectorial y ha sido empleada como herramienta auxiliar dentro de
las teorias de integracién de Bartle y Dobrakov (Apartado 3.1.2).



@ Las integrales de Birkhoff y McShane respecto de medidas vectoriales

3.1.1. Semivariacion contextual de una medida vectorial

Definicién 3.1.1. Seau : ~ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva. La semivariacion
contextual deu es la funciénii : £ — [0, +oo] definida por

E) :suq i_n E (xi)H,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones fi(ia8 , de E en> y todas las colec-
ciones finitagx;)!_; en B;.

La siguiente proposicion resume algunas propiedades elementales de la semivariacion contex-
tual que utilizaremos frecuentemente durante este capitulo.

Proposicion 3.1.2.Seau : ¥ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva. Entonces:
() [lull(E) < A(E) < |u|(E) para cada Ec Z;
(i) p(E) < ( ) paracadaEF € 2 con EC F;
(i) A(Up=1An) < Sho1fi(An) para cada sucesioy,) enz.

Demostracion.Para ver(i) fijamosE € Z. De las propias definiciones se sigue directamente la
desigualdagl (E) < |u|(E). Tomamos ahora una particion finig, ... ,E,deE enXy g € [—1,1]
para cada X i < n. Entonces

0| <aE).

’ XeBy

5 a0 - sy

Por tanto,|u||(E) < i(E) (aplicamos la Proposicion 1.6(#) ), como se queria demostrar.

La propiedad(ii) es inmediata. Finalmente, consideramos una sucésgignen Z. En vista
de (ii), podemos suponer sin pérdida de generalidadqueA,, = 0 para cada # m. Tomamos
una particion finiteg, , . . ., E, deUy_; An enXy una coleccior,, ..., x, € By. Para cada € N se
tiene

PGSl E)
Por tanto,
k %)
| 3. @00)]| = HZ(Z w(E A )5
(ZluEmAn >H<ZHZ“EﬂAn H iﬁ

n=1"i
Esto completa la demostracion. O

A continuacién mostramos algunos casos particulares de especial interés.
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Ejemplo 3.1.3. Seav una medida erz no negativa y finita. Definimog : £ — £ (X, X) me-
dianteu(E)(x) = v(E)x. Entoncest es una medida contablemente aditiva§E) = v(E) para
cada Ec %.

Ejemplo 3.1.4. Seav : ¥ — Y una medida contablemente aditiva. Definimas — Z(R,Y)
medianteu (E)(a) = av(E). Entoncesu es una medida contablemente aditiva(g) = ||v||(E)
para cada Ec 2.

Demostracion.Esto es una reformulacion de la Proposicion 1(6)4 O

Los dos ejemplos anteriores quedan englobados dentro del siguiente. Recordamgsaiue el
ducto tensorial inyectivde X eY, denotado poK&,Y, es la completacion del producto tensorial
algebraicoX ® Y equipado con la tnica nornja || tal que

n
= sup X (%) -y (y,
.= P[5 X )-¥ )

Y €B,«
para cad,...,X, € X y caday,,...,yn € Y (véase e.g. [DU77, Chapter VIII]). Evidentemente,
se tiene la desigualddk @yl < ||x||||ly|| paratodaxe X ey €Y.

n
X @Y,

Ejemplo 3.1.5. Seav : Z — Y una medida contablemente aditiva. Definimos una fungién
en X con valores en? (X,X®.Y) medianteu(E)(x) = x® v(E). Entoncesu es una medida
contablemente aditivag(E) = ||v||(E) para cada E€ %.

Demostracion.Tomamos una sucesion disjuri#y,) en>. Entonces

w(OA) |- s O A= MO &)

X€By
para todon € N. Por tanto, im, || S¢_; 1(A) — (Ux=1 A || = 0. Esto demuestra que es una
medida contablemente aditiva.
FijamosE € Z y una particion finitg E; ) ; deE enX. Dadosx,,..., X, € By, tenemos

n n

3 EX)|, = |3 xv(E) :xi‘ép‘zl E))
yeBy.
< sup 3 Iy oV)(E)| < sup Iy o vI(E) = V(E).
y*€B« i= y*eB,«

Asi, i(E) < ||v||(E). Por otro lado, fijamosx € By y x* € By. tales quex*(x) = 1. Para cua-
lesquieraa,, ...,an € [—1,1], se tiene

n

Savell- 2

n

|3 @9y (v(E))

€

i(enx)e@v(E)
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Por tanto||v||(E) = [i(E), como se queria demostrar. O

Dado cualquier espacio de Banach de dimension infinita, siempre podemos encontrar una
medida contablemente aditiva con valores en €l que no tiene variacion acotada (Ejemplo 1.6.10).
Teniendo esto en cuenta, el siguiente ejemplo (véase [Dob70a, Example 5, p. 517]) muestra que,
a diferencia de lo que ocurre con la semivariacion “ordinaria”, la semivariacién contextual de una
medida contablemente aditiva puede tomar el valer

Ejemplo 3.1.6. Seau : = — X* = Z(X,R) una medida contablemente aditiva. Entonces
Q(E) = |u|(E) paracadaEecZX.

Demostracion.FijamosE € Z. Ya sabemos qug(E) < |u|(E) (Proposicion 3.1.2i)). Por otra
parte, dada una particion finifg, ... ,E, deE enZ, para cada > 0 y cada 1< i < n podemos
encontrar urx; € By tal que||u(E)|| < u(E;)(x)+ €/n. Por tanto,

5 Iu(E)] < 3 WE))+& < A(E)+e,

Se sigue quéu|(E) < [i(E). Esto completa la demostracion. O

Para desarrollar satisfactoriamente las teorias de integracion consideradas en este capitulo, es
conveniente exigir un control adicional sobre la semivariacién contextual de las medidas vectoria-
les. En este sentido, nos vamos a restringir al caso en que la semivariacion contextual satisface la
propiedad que aislamos a continuacion, véase [Dob70a, p. 515] y [Dob71, p. 17].

Definicion 3.1.7. Seau : £ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva. Se dice fjues
continua si, para cada sucesion decreciefttg)>_, enX con(\;_; En =0, se tiendimy fi(E,) = 0.

Como la variacion de una medida vectorial contablemente aditiva es siempre una medida no
negativa, véase e.g. [DU77, Proposition 9, p. 3], podemos aplicar la Proposiciér(iBda?a
deducir el siguiente:

Corolario 3.1.8. Seau : ~ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva con variacion acota-
da. Entoncegt es continua.

Por otro lado, el teorema de Bartle, Dunford y Schwarz sobre existencia de medidas de control
(Teorema 1.6.7) garantiza quex los casos patrticulares aislados en los Ejemplos 3.1.4y 3.1.5, la
semivariacion contextual es continua

La siguiente caracterizacién (véase [Dob71, Lemma 2]) sera una herramienta fundamental
durante todo este capitulo. En particular, nos dice que una medida contablementeuaditiva
valores enZ(X,Y) tiene lapropiedad-* (siguiendo la terminologia de [Bar56, Definition 2])
respecto de la aplicacion bilineal canénita £ (X,Y) — Y si y solo sifi es continua.
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Lema 3.1.9 (Dobrakov). Seau : £ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(i) [t escontinua;
(i) existe una medid@ enZ no negativa y finita tal que

= OE < [i(E) para cada Ec Z;
= 1imya) ofL(A) =0.

En tal caso, decimos qué es una medida de control de

Demostracién.La prueba d€ii) = (i) es inmediata y sélo utiliza quimﬁ(A)Hoﬁ(A) =0.

Veamos(i)=-(ii). Comopu es contablemente aditiva, el Teorema 1.6.7 garantiza la existencia
de una medida enX no negativa y finita tal qug es¥-continua yd(E) < ||u||(E) para cada
E € Z. En particulard (E) < [1(E) para cad& € Z (por la Proposicion 3.1.@)).

Por otra parte, fijamos una sucesidy,) enZ tal qued(Bn) < 1/2™ para todan € N. Defi-
nimosk, = Uy,», Bm € Z para cada € N. Como el conjuntd- = (-, F € Z cumpled(F) =0,
tenemogii (F) = 0. Néotese quéF, \ F) es una sucesién decreciente con interseccion vacia, y la
continuidad dgi asegura que € limy i (Fn) < ft(F)+1imy ft(Fy\ F) =0, luego Imp fi(Bm) = 0.

Este argumento demuestra q'uel;(A)_,oﬂ(A) =0. O

Como aplicacion podemos deducir el siguiente resultado, véase [Bar56, p. 346] y [Dob70b].

Corolario 3.1.10. Seau : ¥ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva./Bes continua,
entoncegi(Q) < +oo.

Demostracién.Fijamos una medid& enZ no negativa y finita tal quémﬂ(E)Hoﬁ(E) = 0 (apli-
camos el Lema 3.1.9). En particular, podemos encontrad un0 tal quefi(E) < 1 para cada
E € 2 conu(E) < 4. Fijamos una familia contable (quizas vadia)) de atomos d& de manera
queB = Q\ U,An € Z no contiene 4tomos d8. Asi, podemos encontrar una coleccion finita
B,...,B, de elementos dE& tales unJikzl B,=By ¢(B,) <6 para cada K i <k, vease e.g.
[Fre01, 215D]. Por otra parte, pakhe N suficientemente grande el conjurc= U,’}‘zlAn e
cumpled(Q\ (BUA)) < §. Comoji(An) = ||u(An)]|| para cada ¥ n < N, deducimos

N
A(Q) <a(Q\ (BUA)) Z +zlu <1+Z|lu )|+ k< oo,

como se queria demostrar. O

El reciproco del Corolario 3.1.10 no es valido en general. A continuacibn mostramos un ejem-
plo tomado de [Dob70a, Example 7, p. 517].

Ejemplo 3.1.11 (Dobrakov). Existe una medida contablemente aditiva?(N) — Z(¢1,c,)
tal que

() 2(Q) < +oo;
(i) & no es continua.
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Demostracién.Consideramos una particidh= J;,_; I tal que #l,) = n para toda € N. Defi-
nimosy* = (1/n)e, € ¢, para cad& € I, n€ N.

Fijamos(x,) € /1. Como(y¥) es una sucesion acotadagpla seriey , .y es incondicional-
mente convergente. Ademas, para cualquier conjunto finito (no Vacidy se tiene

[so =1 3,0( 3, el =seelF] 3 5l nen)
gsup{i(k ;I \xk\): neN}gsup{%: smnﬂ}-u(xk)ul,
luego
kZExkkamssup{i: E Nl # 0} - 103 (3.1)

para cada conjunto (no vacig)c N.

Por tanto, podemos definir una medida finitamente aditiva??(N) — . (¢*,c,) mediante
la formulau (E)((%)) = 3 ek xkyk. Para ver que escontablemente aditivdijamos una sucesion
decrecient¢E, ) en #(N) tal que(_; E, = 0. Vamos a demostrar quieni, i (E, ) = 0. En efecto,
dadok € N, definimosn, = min{nec N: E NI, # 0} (suponemos sin pérdida de generalidad que
E, # 0). Entonces), < n,, paratodk € N. Como(’_; E, = 0, tenemos supm, : k € N} = +oo
y

Ii{nsup{% BNl # (Z)} = Ii{nri =0.
La desigualdad (3.1) permite concluir qire) . (E, ) = 0, como se queria demostrar.

Afirmamos qugi(N) < 1. En efecto, fijamos conjuntos (no vaci&s)...,En C N disjuntos
dos a dos. Dado&), ..., (X" € B,,, como para cad& e N existe a lo mas un £ i < mtal que
k€ E, setiene

A%
m

(3%

i=
k

W

IGICHI R b

< SUp{i(%ﬂ(i |XL\)) : neN} <1

E

M |

Esto demuestra qye(N) < 1.

Finalmente, definimo&, = U,.>,Im para todon € N. Claramente(E,) es decreciente y
Nh=1En = 0. Para cada € N se tiene la igualdag, ., u({k})(g) = ¥, Y= en; por tanto,
[L(En) = 1. Asi, 1 no es continua. La prueba ha finalizado. O

La aparicion dec, en el ejemplo anterior no es casual: Dobrakov [Dob70a, *-Theorem] de-
mostro quesi Y no contiene subespacios isomorfos,ayqu : = — Z(X,Y) es una medida
contablemente aditiva, entonc@ises continua si (y solo siji(Q) < +. La prueba utiliza la
caracterizacion de Bessaga y Pelczynski [BP58] (véase e.g. [DU77, Corollary 5]) de los espa-
cios de Banacly sin subespacios isomorfoscg como aquéllos para los que una sefigy, es
incondicionalmente convergente siy sOlGs§ily*(yn)| < 4+ para cadg™ € Y*.
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Definicion 3.1.12.Seau : £ — Z(X,Y) una medida contablemente aditiva. Decimos gues
completa si, para cada E X con1(E) = O, cualquier subconjunto de E pertenec2.a

Dada una medida contablemente aditiva> — Z’(X,Y) con semivariacion contextual con-
tinua, es claro qu@ es completa si y sélo si [alguna, toda] medida de contrgl @&s completa
(Lema 3.1.9). Fijamos una medida de controfideigamoss. Sea(Q,Z,, ¥,) la completacion de
(Q,Z,9). Un argumento estandar permite extender (de manera (niaa)na medida contable-
mente aditiva, : £, — £ (X,Y) tal qued, es una medida de control @g. Ademas, tenemos
Uy |s = 1. Evidentementey, es completa.

Durante el resto de este capitulp,; ~ — .Z(X,Y) es una medida contablemente aditiva tal
quejl es continua y completa, y fijamos una medida de comtrdé fi.

Noétese que, para cadac Z, la restriccion deu a 2, denotada pop, es contablemente
aditiva y tiene semivariacion contextual continua y completa. De hegh@s una medida de
control defig.

3.1.2. Laintegral de Bartle-Dobrakov

La nocién de integral de funciones vectoriales respecto de medidas vectoriales introducida por
Bartle [Bar56] fue generalizada por Dobrakov [Dob70a] al caso de medidas, definidlasélos,
que son contablemente aditivas para la topologia de la convergencia puntiéKe¥). En este
trabajo nos restringimos a la situacién original considerada por Bartle, en la que las medidas estan
definidas erv-algebras y son contablemente aditivas para la topologia de la norma.

Definicion 3.1.13.Sea f: Q — X una funcién simple, £ 5L xx,, donde 4,...,Aye Xy
X1,---,% € X. Dado Ec Z, laintegral de f sobre E es el elemento de Y definido por

JRETE iu(&ma(m.

El teorema de Vitali, Hahn y Saks 1.6.9 permite reformular ligeramente la definicién original
de la integral de Dobrakov en los siguientes términos, véase [Dob70a, Theorem 7].

Definicién 3.1.14.Una funcién f: Q — X se dice integrable Dobrakov respectogai existe
una sucesion de funciones simples @ — X que converge a fi-a.e. tal que, para cada E Z,
existelim, ¢ fn du. En tal caso, el limitgD) [, f du = lim, [, f, du es independiente de la
sucesion fn) y se llama integral de Dobrakov de f respectode

Observacion 3.1.15.En el marco de este capitulo, las diferencias entreimdéegral bilineal de

Bartle [Bar56] y la integral de Dobrakov se reducen simplemente a cuestiones de lenguaje. En
efecto, dados tres espacios de Bandch y Z, una aplicacion bilineal continug: X x Z — Y

y una medida contablemente aditiga > — Z, podemos considerar la medida contablemente
aditivapu : ¥ — Z(X,Y) definida poru(E)(x) = ¢(x,0(E)). Entonces tiene lapropiedad-*
respecto de siy solo sifi es continua (Lema 3.1.9). En tal caso, una fundidm) — X es
*-integrable Bartlerespecto dé# y ¢ si y solo sif es integrable Dobrakov respecto dglas
respectivas integrales coinciden), véase [Bar56, Theorem 9].
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Es inmediato comprobar que la famillyu) de todas las funciones de en X que son in-
tegrables Dobrakov respecto giees un subespacio vectorial &€, y que la aplicacion “in-
tegral” f — (D) [ f du es lineal. Notese que para caflac D(u) y cadaA € %, la restric-
cion f|, es integrable Dobrakov respecto dg. Mas todavia, la funcion; : £ — Y dada por
I+ (A) := (D) [a f|s du, €s una medida contablemente aditivaéscontinua, como consecuencia
inmediata del teorema de Vitali, Hahn y Saks 1.6.9.

Algunos de los resultados de este capitulo dependen de las siguientes propiedades conocidas
de la integral de Dobrakov, véase [Dob70a, Theorems 5, 16] o [Bar56, Theorems 3, 4, 10].

Proposicion 3.1.16 (Bartle, Dobrakov).Sea f: Q — X una funcion acotada y fuertemente
medible respecto de. Entonces € D(u) y

|© [ au < A(0)-sup| (1)

Proposicion 3.1.17 (Bartle, Dobrakov).Sean(f,) una sucesion en () y f: Q — X una
funcion tales que

s limyfp=f fl-a.e;

= existelimyl; (E) para cada E€ 2.
Entonces fe D(u) y I¢(E) = limy1; (E) uniformemente en E Z.

En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, una funciénQ — X esintegrable en el sentido
de Bartle, Dunford y SchwarfBDS55] respecto de, por definicion, si y solo si es integrable
Dobrakov respecto da. Los libros [DS88, 1V.10], [KK76] y los articulos [Lew70, Lew72] y
[Cur92, Cur94, Cur95] son referencias relevantes sobre la integral de Bartle-Dunford-Schwartz.

Por otro lado, en la situacién considerada en el Ejemplo 3.1.3, una fufciéh— X es
integrable Dobrakov respecto gesi y solo si es fuertemente medible e integrable Pettis respecto
dev (Pettis [Pet38], véase el Corolario 3.2.10).

Para mas informacion sobre las integrales de Bartle y Dobrakov, remitimos al lector a los
articulos [Dob70a], [Dob71], [DP04] y [FGV99], el “survey” [Pan95] y las referencias que alli
se proporcionan. Otros trabajos recientes sobre integracion de funciones vectoriales respecto de
medidas vectoriales son [JO98, JR03, PdLB98, Ste01].

3.2. LaS'-integral

En esta seccion estudiamos $&integral de Dobrakov [Dob88], que es la generalizacion
natural de lantegral de Birkhoffal caso de funciones y medidas vectoriales. En el Apartado 3.2.2
establecemos su relacién con la integral de Bartle-Dobrakov: resulta que una funcion es integrable
Dobrakov si y sélo si es fuertemente medibl&fyintegrable. Finalmente, el Apartado 3.2.3 esta
dedicado a discutir la aproximacién por funciones simples y la compacidad relativa en norma del
rango de la integral indefinida de una funcnintegrable.
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3.2.1. Definicion y propiedades elementales

A lo largo de este capitulo vamos a utilizar el simb8&(é,I", T) para denotar la serie formal
Sni(An)(f(th)), dondef : Q — X es una funcion; = (A,) es una familia contable formada por
elementos d& disjuntos dos a dosV = (t,) es una eleccion en.

Definicion 3.2.1 ([Dob88]).Una funcién f: Q — X se dice Sintegrable respecto de si existe
y € Y con la siguiente propiedad: para cada> O existe una particion contablE de Q enX

tal que, para cada particion contable’ de Q en X mas fina qud™ y cada elecciéon TenTl”’,

la serie §f,I",T’) es incondicionalmente convergentd§(f,I'",T') —y|| < e. El vector ye Y

(necesariamente Unico) se llamai@tegral de f respecto dg y se denota pofS*) |, f du.

Cabe sefialar que en [DM85] se considera una variante Seitdegral, llamadas-integral
que solo involucra particiones finitas.

Es claro que el conjunt8*(u) de todas las funciones d&en X que sonS‘-integrables res-
pecto deu es un subespacio vectorial ¥€, y que la aplicaciorf — (S) Jo f du es lineal. Por
otra parte, en vista de la Proposicion 2.1.4%antegral coincide con la integral de Birkhoff en el
caso de medidas no negativas y finitas:

Corolario 3.2.2. En las condiciones del Ejemplo 3.1.3, una funcion¥ — X es integrable
Birkhoff respecto dev si y sélo si es Sintegrable respecto da. En tal caso, las respectivas
integrales coinciden.

A continuacién incluimos una serie de resultados auxiliares que extienden al caso de medidas
vectoriales algunas de las propiedades elementales de la integral de Birkhoff.

Lema 3.2.3.Sean fe S'(u) y E € 2. Entonces la restriccion|f es 3-integrable respecto de.
Emplearemos la notacion (E) = (S) [¢ f|g dug.

Demostracion.Basta imitar la prueba del Lema 2.1.7. O

Como aplicacion inmediata obtenemos el siguiente lema.
Lema 3.2.4.Sean fe S*(u) y E € Z. Entonces jg € S'(1) y (S°) [o fxg du = 1;(E).

Demostracion.Fijamose > 0. Comof | esS-integrable respecto de- (Lema 3.2.3), existe una
particion contabld’§ deE enZ tal que||S(f,I",T’) —1,(E)|| < € para cada particién contable
[’ deE en3; mas fina qué § y cada eleccio’ enl”, siendo la seri&(f,I’, T') incondicional-
mente convergente. Definimbg =5 U {Q\ E}.

Tomamos una particion contaldle= (A,) deQ enZ mas fina qué ;, y una eleccionm = (t,)
enl. Comol'’ = {A,: Ay C E} es una particion dE enX; mas fina qué'g yT' ={th: Ay CE}
es una eleccion elY, la serieS(fx, I, T) = f|,',T’) es incondicionalmente convergente y
[S(fxe.T.T)—1;(E)|| < &. Portantofye € S'(u) y (S') Jo fae du = 1(E). O

Dadaf € S*(u), es sencillo ver que la funcian : > — Y es una medida finitamente aditiva.
De hecho,i; es contablemente aditiv@omo se afirma en [Dob88, Lemma 1 (1)]. Para verlo
necesitamos la siguiente generalizacion del Lema 2.1.8.
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Lema 3.2.5 ([Rodb]). Sea fe S*(u). Entonces para cada > 0 existe una particion contable,
deQ enZ con la siguiente propiedad: para cada familia contabléormada por elementos de
disjuntos dos a dos, mas fina qg y cada eleccion T eh, la serie $f,I", T) es incondicional-
mente convergente y

IS(F.F.T) =1 (UN)| < e (3.2)

Demostracion.Seal”, una particion contable c@ enZ de manera que, para cada particién con-
tablel deQ enX mas fina qué ; y cada eleccioft enl, la serieS(f,I", T) es incondicionalmente
convergente §S(f,F, T) —1,(Q)|| < e.

Fijamos una familia contable = (A,) formada por elementos dedisjuntos dos a dos, mas
fina quel ,, y tomamos una elecciéh = (t,) enl". DefinimosA = |J, An,

M ={E\A: Ecl,, E¢A},

y fijamos una eleccién arbitrari@® enl™.
Comorl Ul es una particion contable deenZ mas fina qué , la serieS(f,r Ur’', TUT’)

es incondicionalmente convergente y, por tanto, lo mismo ocurre con la suBdefieT).
Para demostrar (3.2), fijamos una sucesiof) de particiones contables @&\ A enX

mas finas qué’, y eleccioned) enl, tales que

Q\A’

lim (.7 ) = 1 (Q\ A). (3.3)

Para cad& € N definimosl', = I' UT}, que es una particion contable @een> mas fina qué ,
y T, = TUT,. Entonces la seri§(f,I", T,) es incondicionalmente convergente y

ISCE T T) = 1 (A < 1ISCF, P To) = 1 () + [1S(F, T Tie) — 14 (QAA) |
<e+|S(f, M, Te) — 1;(Q\A)|| paracade N.

La desigualdad (3.2) se sigue ahora de (3.3). Esto completa la demostracion. O
Proposicion 3.2.6.Sea fe S*(u). Entonces; es una medida contablemente aditivagontinua.

Demostracion.Evidentementey,, (E) = 0 para cad& € > cond(E) = 0. Comot; es finitamente
aditiva, para ver que es contablemente aditiva basta demostrangug(lJ,,,., Em) = 0 para toda
sucesion disjuntéE,) ens. -

Fijamose > 0. Por el Lema 3.2.5, existe una particion contabjede Q en X~ de manera
que, para cada familia contaldlede elementos dE disjuntos dos a dos, mas fina gug y cada
eleccionT enr, la serieS(f,I", T) converge incondicionalmente y

|1S(f,I,T) =1, (Ul <e. (3.4)

Dadon € N, definimosl'y = {ANE,: Ac T, ANE, # 0}, fijamos una elecciof, enly y
consideramos’n = Upsnm Y Tn = Upsn Tme Comoln y ' son mas finas quE, las series
S(f,Tn,Th)y S(f,fn,'f'n) son incondicionalmente convergentes.
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En particular, la serig,,_; S(f,,, Tn) converge y podemos encontrar Nre N tal que

H Z S(f,Fm, Tm) H <& paracada > N. (3.5)

m>n

Por otra parte, para cualquiez> N la desigualdad (3.4) asegura que
|3 st (U )] = st (Y o) <

m>n
En vista de (3.5), deducimd; (Up>n Em)|| < 2¢ para cada > N. Comoe > 0 es arbitrario, se
sigue queimn i (UpysnEm) = 0. O

3.2.2. Relacién con la integral de Bartle-Dobrakov

En [Dob88] se demuestra que toda funcion integrable Dobrakdy -@segrable, y que el
reciproco es valido para funciones fuertemente medibles (Teorema 3.2.9). En general, la inclusion
D(u) C S'(u) es estricta (basta tener en cuenta la existencia de funciones integrables Birkhoff que
no son fuertemente medibles), aunque se da la igualdad cuando se consideran funciones reales y
medidas vectoriales (Corolario 3.2.11).

Para establecer estas relaciones necesitamos los dos siguientes resultados auxiliares. La prueba
del Lema 3.2.8 es similar a la de su analogo para la integral de Birkhoff (Lema 2.1.14).

Lema 3.2.7. Sean(En) una sucesion disjunta eény (x,) una sucesion acotada en X. Entonces la
seriey 11 (En)(x%n) es incondicionalmente convergente y

|3 (o) | < (UE) - supial.

Demostracién.Para cada conjunto finite C N se tiene

>, HEN )| < (U Er) -supipal.

neN

El resultado se sigue ahora de la desigualdad anterior y la continuidad de O

Lema 3.2.8 ([Rodc]). Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) feSu);
(i) existe una particion contable, = (A,) deQ enX con las siguientes propiedades:

= fl5 € S'(1y,) paracadan;
= para cada particion contablé deQ enX mas fina qué , la serie

S*/fd
)E|E.uE

es incondicionalmente convergente.
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Demostracion.(i)=(ii) es una consecuencia inmediata de la Proposicion 3.2.6.
Reciprocamente, supongamos que se veif(icavamos a demostrar quec S*(u) y

(S*)/Qfdu:z (S“)/Aann dus, = y€Y.

Fijamose > 0. Dadon € N, el Lema 3.2.5 aplicado HAn asegura que existe una particién contable
r'l deA,enz, de maneraque, para cada familia contdblde elementos dE,_disjuntos dos a
dos, mas fina quE!, y cada eleccié’ in I, se tiene

sty =) [ flor duae]| < 5. (3.6)

siendo la seri&(f,[', T') incondicionalmente convergente.
Notese qué ; = J, '] es una particion contable @een mas fina qué ;. Afirmamos que $i
es cualquier particion contable de en> mas finaqué ; y T es cualquier eleccion dn entonces
la serie §f,I,T) converge incondicionalmente|s(f,I",T) —y|| < &. En efecto, seél = (A, )
una tal particion donde, para cagda familial™" = (A, ), es una particion contable dg eniAn
mas fina qué'y. Fijamos cualquier elecciéh = (t,,) enl y definimosT" = (t ), para cadan.
Para ver que la ser& f,I", T) converge incondicionalmente basta aplicar el Lema 1.5.6, teniendo
en cuenta que

» laserieS(f,I",T") es incondicionalmente convergente para agda
= laseriey,,(S) fAnk ﬂAnk duAnk es incondicionalmente convergente;
= para cada conjunto finitQ C Ny cadan € N, podemos aplicar (3.6) para obtener

3 HAW(T )= 5 (S) /M fla, ity ,

£
< —.
_2n

S

Por otra parte, la desigualdad (3.6) permite concluir
[T =y < 3 |S.r T = (8) [t dun [ <3 5 <
n An n

Esto completa la demostracion. O

Ahora ya podemos abordar el teorema principal de este apartado, [Dob88, Theorem 1].

Teorema 3.2.9 (Dobrakov).Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

() feD(u);
(i) f esfuertemente medible respectoide f € S*(u).
Ental caso(D) |, f du = (S*) [o f du.
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Demostracion.La prueba d€i)=-(ii) se divide de manera natural en tres etapas.

Paso 1.- Supongamos que=fy Xy, . donde(A,) es una particion contable d@ enZ y
(%) es una sucesion en Xvidentementef|, € S'(u, ) para cada. Dada cualquier particion
contable” deQ enX mas fina quéA,), la serie

s*>/Ef|EduE=Ezrlf<E>

es incondicionalmente convergente con sua/, f du (porquel; es contablemente aditiva).
Por tanto, el Lema 3.2.8 (y su demostracion) nos permite concluif @& -integrable respecto
depy (S)Jq fdu= (D), fdu.

Paso 2.- Supongamos que f es acotdda familia . formada por todos los paréE,T),
dondel” es una particion contable de@ enX y T es una eleccién eh, adquiere estructura de
conjunto dirigido con la relacion

(I, T)=<(,T") < I’ es mas fina quE.

Notese que la seri§(f,I", T) es incondicionalmente convergente para cddd ) € ., por el
Lema 3.2.7. Es claro ademas glie S*(u) siy solo si la red{S(f,F,T)}(nT)ey converge, i.e.
satisface la condicion de Cauchy.

Fijamose > 0. Comof es fuertemente medible respectodlepodemos encontrar una parti-
cion contabld™ = (A,) deQ enX tal que os¢f \Ak) < e cuandod(A,) > 0 (Lema 1.7.4). Fijamos
dos particiones contablds = (B,) y " = (Cy) de Q en X mas finas qud, y tomamos dos
elecciones cualesquiefid = () y T” = (t}) enT’" y I'”, respectivamente. Para cakla N se
tiene

5, MBI = 5 u(EnCn(()

BnCA,
> BCm)(f(ty) = ; w(BaNCrm)(f(th)),
y L ( )(( )) - ( )(( ))

siendo las series incondicionalmente convergentes (Lema 3.2.7). Por tanto,

ISCF T = ST = | > uEnC(f(t) 1) < f(@)-2
B(AJ>0 BaUCHCA,

(de nuevo, gracias al Lema 3.2.7). Esto demuestraf gu&*(u).

Paso 3.-Fijamose > 0. La medibilidad fuerte dé respecto de¥ garantiza la existencia de
una particion contabl@A,) deQ enZ y una sucesiolix,) enX tales que la funcidg = 5, Xnxp
satisfacd| f — g|| < € ¥-a.e. Comof — g es fuertemente medible, la Proposicion 3.1.16 asegura
quef—geD(u)y /(D) [o(f—g) du| < i1(Q)e. Portantog= f — (f —g) € D(u). En vista del
Paso 1 deducimos qug € S*(u), con(S*) [o g du = (D) /5 g du. Por otro lado, podemos aplicar
el Paso Zpara concluir qué —g € S (u). Ademas, se cumplg(S*) [, (f —g) dul| < 1(Q)e (por
el Lema 3.2.7). Finalmente, nétese due (f —g)+9ge€ S (1) y

(o rau-00) 1] < |1 [11-90s] @) [(1-5 0] <5020
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Comoe > 0 es arbitrario(S*) [, f du = (D) /o f du. Esto completa la demostracion @e=-(ii).

Veamos la prueba d@) =(i). De nuevo, podemos encontrar una sucesion disjéqpteenQ y
una sucesiofx,) enX tales que la funcidog = y , xnx,_satisface|f —g|| <1 ¥-a.e. Combinando
la Proposicion 3.1.16 con la implicacidi=-(ii), deducimos qud —g € D(u) C S(u) y, por
tanto,g € S*(u). Se afirma que g D(u). En efecto, definimos la funcion simpig = ZE:leXAk
para cada € N. Claramente, la sucesidg,) converge @ puntualmente. Por otra parte, para cada
E e X laseriesy  L(ENAL) (X)) = Sho11g(ENAn) es convergente (Proposicion 3.2.6), es decir,
existe Im, Jz gn du. Se sigue qug € D(u) y, por tanto,f = (f —g)+g e D(u). O

Combinando el Teorema 3.2.9 con el Corolario 2.1.16 obtenemaos el siguiente resultado clasi-
co, véase [Pet38, Theorem 5.1].

Corolario 3.2.10 (Pettis). En las condiciones del Ejemplo 3.1.3, una funcion — X es
integrable Dobrakov respecto desi y solo si es fuertemente medible e integrable Pettis respecto
dev. En tal caso, las respectivas integrales coinciden.

Corolario 3.2.11. En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, una funciéonX — R es integrable
Bartle-Dunford-Schwartz respecto desi y s6lo si es Sintegrable respecto de. En tal caso, las
respectivas integrales coinciden.

Demostracion.En virtud del Teorema 3.2.9, s6lo tenemos que demostrartapiee f € S*(u)

es Z-medible En efecto, un resultado bien conocido de Rybakov [Ryb70], véase e.g. [DU77,
Theorem 2, p. 268], asegura que podemos encontrar una medida de contralediaa forma

¥ = |ypo v| para ciertoy; € By.. Ahora, por el teorema de descomposicion de Hahn, véase e.g.
[Fre01, 231E], existe uRl € X tal que

(Yoo V)(A) >0 paracadde >, e (ygov)(B)<O0 paracaddc Zo\H-
Es claro que las restriccionég, y f|Q\H son integrables Birkhoff (i.e. Lebesgue) respecto de las
medidas no negativas, finitas y completis= yyo vy y ﬁQ\H = —ypo Vo\H respectivamente.
En particular,f es>-medible y la prueba ha finalizado. O

3.2.3. Aproximacioén por funciones simples

Como ya sabemos, toda funcién integrable Birkhoff es el limite, en la seminorma de Pettis, de
una sucesion de funciones simples (Corolario 2.3.8 y Teorema 1.8.13). A continuacién extendemos
dicho resultado al contexto mas general de este capitulo, utilizando ideas que no involucran la
propiedad de Bourgain y son mas cercanas a las empleadas originalmente por Birkhoff [Bir35].
Para ello necesitamos el siguiente lema, que también nos sera Gtil mas adelante.

Lema 3.2.12 ([Rodb]). Supongamos qu@ es un atomo dg. Si f € S*(u), entonces existe un
EcXZconji(Q\E)=0tal quet;(Q) =u(Q)(f(t)) para cadate E.
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Demostracién.Para cadan € N existe una particion contablg, deQ enZ tal que

1
IS(F,Tm T) = 14(Q)] <
para toda eleccidh enl,,, ComoQ es un &tomo dg, existe urEpy, € Ny tal queit(Q\Eyn) =0,y
la desigualdad anterior nos dice quesgp||u(Q)(f(t)) —1;(Q)|| < 1/m. Por tanto, el conjunto
E = N1 Em satisface las propiedades requeridas. O

Teorema 3.2.13 ([Rodc]).Sea fe S*(u). Entonces para cada > 0 existe una funcién simple
g:Q — Xtalque

sup [111(E) — 1g(E) | <.
Eex

Demostracion.Comenzamos probando el siguiente:
Caso particular.- Supongamos gjfieno tiene atomosPor el Lema 3.2.5, existe una particion
contablel; = (A,) deQ enX tal que

HS(f,F,T)—lf(UF)H < (37)

NI ™

para cada familia contable de elementos d& disjuntos dos a dos, mas fina qlig, y cada
eleccionT enrl, siendo la seri&(f, I, T) incondicionalmente convergente. Com@s¥-continua
(Proposicion 3.2.6), podemos tomarNre N suficientemente grande tal glig (B)|| < &/2 para
cadaB € Z contenido efJ,,. y An.

Fijamost, € A, para cada X n < Ny definimosg = Z”:l f(tn)xn, - Se afirma que

sup||1(E) —(E)|| < e. (3.8)
Eecx

Para comprobar esta desigualdad, fijafBos ~ y n > 0. Como®¥ no tiene atomos, resulta que
¥*({tn}) = 0 para todo X n < N. Por tanto, teniendo en cuenta gyes¥-continua, para cada
1 < n < N podemos elegiE, € Z,, cont, € Ep de manera que

N

max ()2 (UJE\E) <n [(UEe)|<n (3.9)

n=1 n=1

Comol = {(ENAn) UE,: 1 <n< N} esta formada por elementos Helisjuntos dos a dos y es
mas fina qué , la desigualdad (3.7) asegura que

N N

> H((ENA) UEN)(f(tn) — 14 (U((E”AH)UE”)>H =

n=1 n=1

N ™
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Utilizando (3.9) deducimos

N

S ENAL(f(t) — 1, (LNJ<EﬂAn>> |

n=1 n=1

N N
S H((ENA) UE)(f *H(U EHA1U&>H

n=1 n=1

f(ta)||+ |1 (LNJI<En\E>)H <o+2n.

<

En vista de la igualdagy(E) = N ; w(ENA)(f(tn)), la eleccion dN implica

HMEyﬂdaHgH@E}ﬁ%ikEﬂ%DH+W&L%ED%DH§8+mp

ComoE € Xy n > 0 son arbitrarios, la desigualdad (3.8) queda demostrada.

Caso general.Fijamos una coleccion contable (quizas va¢Ry)) de &tomos de¥ disjuntos
dos a dos tal que, si escribimés= Q\ |, Bn, entonces?, no tiene atomos.

Comof|, € S'(u,), el Caso particulamos asegura que existe una funcion sinilé — X
tal que
(3.10)

NI ™

sup [1(B) ~ 1(B)] <

EeZ,

Usando de nuevo l&-continuidad de, podemos encontrar ihe N tal que||i4(B)|| < &/2 para
cadaB € Z contenido e, Bn. Por otro lado, en virtud del Lema 3.2.12 (aplicado a cHdg),
para cada X n < N existe urnt, € B, tal que

1t (E) = u(E)(f(tn)) paratoddE €2y . (3.11)

Consideramos la funcién simpie Q — X definida por

h(t) siteA
g(t) =1 f(tn) siteB,paraalgin Kn<N;
0 en otro caso

Se afirma que syps ||1;(E) — 1g(E)|| < €. En efecto, dad& < %, tenemos
|14 (E) —1(E)|| < [|1;(ENA) — 1, (ENA)]|

+HZ EmBn—wEmBnH+Mq( NEm&»Hg

§+§fg
2 2 7

gracias a (3.10), (3.11) y la eleccion NeEsto completa la demostracion. O
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Corolario 3.2.14 ([Rodc]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) paracadaxe X, el conjunto{i(E)(x) : E € 2} es relativamente compacto en norma;
(i) paracada fe S*(u), el conjunto{t;(E) : E € X} es relativamente compacto en norma.

Demostracion.(ii) = (i) es consecuencia de q{ig, (E) : E € 2} = {u(E)(x) : E € Z} para cada
x € X. Reciprocamente, veam@}=-(ii). Fijamosf € S*(u) y € > 0. Por el Teorema 3.2.13, existe
una funcién simplegy = zi”:lxi)cA tal que

sup||t;(E) — 1g(E)|| < e (3.12)
Eex

Como{u(E)(x):E€X} " es compacto en norma para cads L<ny

(1o(E):E €3} C _i{u(E)(&) Eeny

existenE, ..., E, €  tales que inf_;_, ||1g(E) — 14(E;) || < € para todcE € 2. Esta desigualdad y
(3.12) garantizan que ipf;_,||1; (E) — 1;(E;)|| < 3¢ para todcE € Z. Por tanto {1 (E) : E € £}
es totalmente acotado, es decir, relativamente compacto en norma, como se queria dembstrar.

3.3. Laintegral de McShane respecto de medidas vectoriales

La integral de Riemann de una funcién [0,1] — R se obtiene como el limite de sumas de
la formay (b —b,_,)f(t) cuando rax, ;. (bj—b,_;) — 0, donde O=b, <t, <b; <... <
b, ; <tn < by = 1. Kurzweil [Kur57] y Henstock [Hen63] modificaron este proceso de limite
para obtener una nocién de integral, usualmente llarirgdgral de Riemann generalizadque
extiende a la de Lebesgue, véase e.g. [Gor94]. A grandes rasgos, la idea para definirla se basa en
requerir que la integral se aproxime bien mediante las “sumas de Riemann” asociadas a todas las
particiones tales qug — b, ; <A(t;) para cada, dondeA es una cierta funcion positiva definida
en[0,1] (para la integral de Riemann se consideran Afdaonstantes). Lantegral de McShane
[McS69, McS83] se obtiene a partir de la integral de Riemann generalizada eliminando la restric-
cion “t; € [b,_,,b,]" y considerando aquellas particiones tales fine;,b;| C [t; —A(t;),t; +A(t;)]
para cada. Curiosamente, esta variante permite recuperar la integral de Lebesgue:

Teorema (McShane).Una funcion f: [0,1] — R es integrable Lebesgue siy sélo si existe un
o € R con la siguiente propiedad: para cada> 0 existe una funciéa : [0,1] — R* tal que

.i(bi - bi—l)f(ti) — OCH <e

para cada particion0 = b, < b, <... < by = 1y cada eleccion de puntos4 [0,1] tales que
[b_,,b] C [t —A),t +A()] para todo i. En tal casog = [, f(t) dt.
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La integral de McShane se puede definir de manera natural para funcidoes eon valores
en un espacio de Banach. Dicha generalizacién fue estudiada inicialmente por Gordon [Gor90],
Fremlin y Mendoza [FM94]. Mas adelante, Fremlin [Fre95] extendié esta nocién de integral para
abarcar funciones definidas en cualquier espacio de medida topotpgisbRadonT,%,.7,0).

Para introducir la integral de McShane en este marco abstracto necesitamaos algo de notacion.
Un calibreen(T, %) es una funciod : T — < tal quet € §(t) para cada € T. Unaparticion de
McShanede T es una colecciof(E;.t;) : i € N}, donde(E;) es una sucesion disjunta efi con
O(T\UZ1E) =0yt €T paratodd € N. Decimos que dicha particion estébordinadaa 6 si
E, C 6(t) paratodad € N. La siguiente observacion (vease [Fre95, 1B(d)]) es fundamental.

Lema 3.3.1.Sead un calibre en(T,¥). Entonces existe una particion de McShane de T subordi-
nada asd.

Demostracion.Sea¥ la familia de todos los abiertds C T para los que existe une T tal que
G C §(t). Como6 es t-aditiva, tenemos i{fo(T \ UY,) : ¢, C ¥, ¥, finita} = 0. Por tanto,
existenG,,G,, ... € ¢ tales qued (T \ UiZ1 G;) = 0. Tomamos puntds,t,,... € T de manera que
G; C 6(t) paracadac N, y definimosE;, =G, YE =G;\ '1;11 G; para cada > 2. Es claro que
la coleccion{(E;,t;) : i € N} es una particion de McShane @iesubordinada @. O

Definicion 3.3.2 ([Fre95]). Sea f: T — X una funcién. Se dice que f es integrable McShane,
con integral de McShane« X, si para cada > 0 existe un calibréd en (T, %) tal que

limsup
n

_ie(a)f(ti)—x” <e

para cada particion de McShar{gE;.t,) : i € N} de T subordinada a&.

Es conocido que, para una funcion T — X, se tiene
f integrable Birkhoff=- f integrable McShane=- f integrable Pettis

y las correspondientes integrales coinciden, véase [Freb, Proposition 4] y [Fre95, 1Q]. Ninguno
de los reciprocos es cierto en general, véase [Freb, Example 8] y [FM94, 3C]. En virtud del Coro-
lario 2.1.17, las tres nociones de integrabilidad coinciden cundsseparable Sin embargo,

para ciertas clases de espacios de Bamacheparableslgunas equivalencias son validas. Los
siguientes resultados pueden encontrarse en [Freb, Theorem 10] y [DPP03], respectivamente.

Teorema 3.3.3 (Fremlin). Si (By.,w*) es separable, entonces una funcionTf — X es inte-
grable Birkhoff si y sélo si es integrable McShane.

Teorema 3.3.4 (Di Piazza-Preiss)Si X = ¢,(I") (dondel" # 0 es cualquier conjunto) 6 X es
super-reflexivo, entonces una funcionTt — X es integrable McShane si y solo si es integrable
Pettis.

Combinando los Teoremas 3.3.4 y 2.5.2 podemos deducir el siguiente
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Corolario 3.3.5 ([Rod05a]). Si X = ¢,(c) 6 X es super-reflexivo catengX, || - ||) > ¢, entonces
existe una funcion acotada integrable McShané(f 1] — X que no es integrable Birkhoff.

El objetivo de esta seccidn es analizainkegral de McShane de funciones vectoriales respecto
de medidas vectorialeEn el Apartado 3.3.1 introducimos esta nocion y establecemos algunas de
sus propiedades basicas, comdesha de Henstock-Sakiuestra definicion de la integral sélo
involucra sumas finitas y esta inspirada en la formulacion equivalente que aparece en [Frea], [Frec]
y [Fre03, Chapter 48] (véase también [BDPMOO0]).

El Apartado 3.3.2 esta dedicado a comparar la integral de McShane $ointagral. Resulta
gue, en contextos donde la integral de McShane se puede difitarfuncién Sintegrable es
integrable McShaneéExtendemos asi el resultado de Fremlin comentado anteriormente que afirma
qgue cualquier funcién integrable Birkhoff, definida en un espacio de medida topoldgico quasi-
Radon, es integrable McShane. Este caso particular y nuestra caracterizacién de la propiedad débil
de Radon-Nikodym en espacios duales nos permiten resolver parcialmente un problema propuesto
por Fremlin en [Fre94, Fre95].

Finalmente, en el Apartado 3.3.3 mostramos que toda funcién integrable McShane se puede
aproximar arbitrariamente por funciones simples cuando se considera la seminorma dada por la
semivariacion total de la integral indefinida. Nuestras técnicas proporcionan una demostracion
corta y elemental de un resultado de Fremlin [Fre95] que asegurka guiegral indefinida de
Pettis de cualquier funcién integrable McShane, definida en un espacio de medida topoldgico
guasi-Radon, tiene rango relativamente compacto en norma

3.3.1. Definiciény propiedades elementales

A lo largo de esta secciones una topologia e cont C X y suponemos qug satisface las
siguientes propiedades:

(o) paracad& € Xy cadas > 0 existe unGe 7, G D E, tal quei(G\ E) < ¢;
(B) para cada familia (no vacigj C 7 dirigida superiormente, se tiene

inf{A(U¥\G): Ge¥}=0.

EquivalentementdQ, 7,2, ) es un espacio de medida topoldgico quasi-Radon.

Existen ejemplos naturales de espacios topoldgicos y medidas vectoriales verificando las an-
teriores propiedades. A continuacion mencionamaos un par de ellos.

Ejemplo 3.3.6. SeaK un espacio topolégico compacto Hausdorff. Decimos que una medida con-
tablemente aditivev : Borel(K) — Y esregular, [DU77, p. 157], si para cadg € Borel(K)

y cadag > 0 existe un compact@ C E tal que||v||(E\C) < ¢. Tales medidas aparecen en la
representacion de los operadores débilmente compaciGgkdeenY a través de la integral de
Bartle-Dunford-Schwartz, véase [DU77, Chapter VI]. Dada una&tglbbdemos definir una medi-

da contablemente aditiya: Borel(K) — . (R,Y) medianteu(E)(a) = av(E). Entonceqt es
continua y satisface las propiedade3 y (8) (téngase en cuenta que la completacién de cualquier
medida de control de es de Radon).
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Ejemplo 3.3.7. Seal un espacio topoldgico analitico Hausdorff. Entonces cualquier medida con-
tablemente aditivae : Borel(T) — Z(X,Y) con semivariacion contextual continua cumple las
propiedadesd) y (B), ya que la completacién de cualquier medida de contrgi de de Radon.

En lo sucesivo vamos a utilizar sin mencién explicita el hecho de que las propiedagi€s {
son hereditarias: para cadae Z, la funciénu, satisface ) y (8) respecto d&, y la topologia
inducidat, (téngase en cuenta qU&, 7,,>,,%,) €s quasi-Radon).

Definicion 3.3.8. Una particion parcial de McShane de es una coleccion finita
7 ={(E,s): 1<i<p},

dondeE,...,Ep son elementos dedisjuntos dos ados y s Q para cadal <i < p. Utilizaremos
la notacion W, .= LJi'D:1 E;. Dado un calibres en(Q, 7), decimos que” esta subordinada & si
E C 6(s) paracadal <i < p.

Denotamos pofFl el conjunto de todas las particiones parciales de McShaie 8&ados un
calibred en(Q,t) y n > 0, el Lema 3.3.1 (aplicado a la medida de quasi-Raglpnos garantiza
gue el conjunto

N5, ={2 eN: Z estasubordinadad L(Q\W,) <n}

no es vacio. Notese quediy 6, son dos calibres eff2, 7), entonces la funcion— &, (t) N 6,(t)
es otro calibre eriQ, 7). Por tanto, la familiaz = {[; _: & es un calibre eQ,7), n > 0} es
una base de filtro el. Denotamos po# el filtro enl generado pogA.

Dada una funcioérf : Q — Xy & ={(E;,s) : 1 <i < p} € I, escribimos

p
f(2) = _;u(Ei)(f(ﬁ)) ey.

Definicion 3.3.9 ([Rodb]). Sea f: Q — X una funcion. Decimos que f es integrable McShane
respecto deu si existelim,, ., f(2?) =yeY (en norma). El vector y se llama integral de
McShane de f respecto giey se denota pofM) [, f du.

Es decir,f es integrable McShane respectoudsi y solo si existe uty € Y con la siguiente
propiedad: para cada> 0 existerm > 0y un calibred en(Q, 7) tales que

|If(2)—y| <e paratoda? c M0

Claramente, el conjunto de todas las funcionedm X que son integrables McShane respecto
de u, denotado poM(u), es un subespacio vectorial ¥€, y la aplicacionf — (M) Jofdues
lineal.

La siguiente proposicién muestra que la integral de McShane de funciones definidas en es-
pacios de medida topolégicos quasi-Radon, en el sentido de [Fre95], es un caso particular de la
nocién que acabamos de introducir. El lector puede encontrar en [Frec, Proposition 3] una prueba
totalmente autocontenida que solo utiliza las definiciones de ambas integrales.
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Proposicion 3.3.10 (Fremlin). Sea(T,¥,.7,0) un espacio de medida topoldgico quasi-Radon.
Definimosu : . — £ (X, X) medianteu(E)(x) = 9 (E)x. Sea £ T — X una funcion. Entonces

f es integrable McShane respecto glesi y sélo si es integrable McShane respectogden el
sentido de la Definicion 3.3.2. En tal caso, las respectivas integrales coinciden.

Demostracién.La prueba debolo sies inmediata. Reciprocamente, supongamosfoe® inte-
grable McShane respecto éleen el sentido de la Definicion 3.3.2. Fijamos- 0. Por ellema de
Henstock-Sakvéase [Fre95, 2B], existe un calib¥een (T, %) tal que

I(2)—vi(Wy)ll <e

para cada particion parcial de McShatede T subordinada @&. Por otro lado, como la medida
contablemente aditiva; es6-continua, existe um > 0 de manera qugv; (E)|| < & para cada
E e conB(E) = [i(E) <n. Ahora, para cualquier particién parcial de McSha#fede T
subordinada @& confi(T\W,,) < n, se tiene

IF(2) = v (M < [F(2) = viWa) | + [V (T AW, )| < 2e.
Esto demuestra quiees integrable McShane respectoidecon (M) [; f du = v (T). O

El resto del apartado se dedica a establecer una serie de propiedades béasicas de la integral de
McShane (tomadas de [Rodb]) que emplearemos frecuentemente.

En primer lugar, vamos a analizar la integrabilidad de las restricciones y el comportamiento
de la “integral indefinida”. Dados un calibteen (Q,7) y E € Z, escribimosd. para denotar el
calibre en(E, 7) definido port — &(t) NE.

Lema 3.3.11.Sean fe M(u) y A€ Z. Entonces la restriccion
dep,. Emplearemos la notaciogy (A) = (M) [, f|, di,.

f es integrable McShane respecto

Demostracion.Basta demostrar que para cada 0 existen un calibré, en(A,7,) y n > 0 de
manera que| f(22,) — f(Z,)|| < € para cualesquiera dos particiones parciales de McSkgne
y &, deAsubordinadas &, conﬁ(A\W@i) < parai=12.

Comof € M(u), podemos encontrar un calibdeen (Q, ) y unn > 0 tales que

|f(2)— (2| <e paracada?, ' € (3.13)

5,2n°

Por otro lado, fijamos una particion parcial de McShafgde Q \ A subordinada ﬁQ\A tal que
AQ\ (AUW,,)) <.

Tomamos dos particiones parciales de McShafiey &2, de A subordinadas &, tales que
ﬁ(A\Wyi) < n parai = 1,2. Entonces?” = #,U 2,y &' = P,U P, pertenecen 57211 yla
desigualdad (3.13) nos asegura {fi€7;) — f(2,)|| = || f(Z?) — f(Z”)|| < e. Esto completa la
demostracion. O

Proposicion 3.3.12.Sea fe M(u). Entonces la funciod; : > — Y es una medida contablemente
aditiva y ¥-continua.
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Demostracion.Es facil comprobar qué; es una medida finitamente aditiva tal gfi¢E) = 0
para cad& € > con¢(E) = 0. Para ver qué; es contablemente aditiva, fijames> 0. Como
f € M(u), existen un calibré en(Q,7) y unn > 0 tales que

11(2) - Q)| <e paratoda? €My .

FijamosE € X coni(E) < /2. Se afirma qué{{; (E)|| < 3¢. En efecto, tomamos una par-
ticion parcial de McShane?; de Q\ E subordinada %\E tal queit(Q\ (E UW%)) <n/2,y
fijamos otra particion parcial de McShane, de E subordinada @ verificando

I1(#2) =& (E)l < e
Como2,y #,U #, pertenecen & , tenemos
1S+ () < 116+(B) = H(Z) [ + 1 (2,0 Z5) = G Q)| +[11(2) — & (Q)l] < Ze.

Esto demuestra qu'emﬁ(AHO ¢ (A) = 0. Finalmente, la continuidad degarantiza que la medida
finitamente aditival; es, de hecho, contablemente aditiva. O

Disponemos también de la siguiente version del llantad@ de Henstock-Saks

Lema 3.3.13.Sea fe M(u). Entonces para cada > 0 existe un calibre en(Q, 7) tal que

P P
| > uEIE) -6 (UE)| <e
i= i=1
para cada particion parcial de McSharf¢E;,s) : 1 <i < p} deQ subordinada &.
Demostracion.Fijamos un calibréd en(Q,7) y n > 0 tales que
If(#) - ¢(@) < paracada?’ €M,

Tomamos cualquier particion parcial de McShare= {(E;,s): 1 <i < p} deQ subordinada &.
Comof ‘Q\wg, € M(uQ\W@), podemos encontrar una particion parcial de McShgele Q\W,,,

subordinada dQ\WO tal queﬁ(Q\(W@UW@o)) <ny | f(Zy) - (Q\W,,)|| < &/2. Notese
queZ U, c I'Is;j luego
P P
|5 nEntan -2 (Ue))|
= i=1
< [[f(ZUZ) = G (Q) + [ 1(F) = G (QAW,,)[| <

Esto completa la demostracion. O
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La prueba de la siguiente proposicion imita un razonamiento empleado en [Fre95, 2E].
Proposicion 3.3.14.Sean f: Q — X una funcion y Ac X tales que f, es integrable McShane
respecto dei,. Entonces g, e M(1) y (M) [o fxa du = (M) [, |5 dua.
Demostracion.Fijamose > 0. Para cadan € N podemos encontrar un abie®, D Atal que

€
A(Gm\A) < 57—
Como f|, es integrable McShane respectogg el Lema 3.3.13 garantiza la existencia de un
calibres’ en(A, 1,) tal que

(3.14)

IF(2") = &g, W)l <& (3.15)
para cada particion parcial de McSha#® de A subordinada &’. Por otro lado, com@”A es
¥,-continua (Proposicion 3.3.12), existe> 0 tal que

HC”A(E)H <& paracualquieE € Z, coni(E) <. (3.16)

Fijamos un conjunto cerradé C A tal quefi(A\ K) < n/2. Tomamos un calibré en (Q, 1)
verificando

= SNA=8(t)yd(t) CGusite Aym—1<|f(t)] <m;

» () =Q\Ksite Q\A

Se afirma que

HZ“ J(I2al5)) = (M )/Af’A d“AH < 3¢ (3.17)

paracada” = {(E;,s):1<i<p} el n/2 EN efecto, la colecciofi(E;NA,s) : s € A} esuna
particion parcial de McShane desubordinada @', luego

s u(EimA)(f(a))—cfA(UA<EmA>)H <e, (3.18)
s€

SEA

por (3.15). La eleccién dé asegura quéan (US#A E)) C A\ Ky, por tanto, tenemos
i(AavU E) <a(An(UE)) +AQ\W,) < (A\K) +1(@\W,) < T+ =,
SeA S¢A

Podemos aplicar ahora (3.16) para deducirmﬁ(A\ Usea E;)|| < €. Esta desigualdad y (3.18)
implican

S H(ENA(f(s)) - &y (A)]| < 2e. (3.19)

SEA
Dadome N, definimoslpy={1<i<p: €A m-1<|f(5)| <m}yobservamos que la

eleccion ded garantiza queJ;., E; C Gm. Aplicando (3.14) se deduce la desigualdad
[e0) R [ee] 8
HEAA(TE)] < 3 AGn\A ms T on=
m=1 m=1

(o]

S LENA(F()] < T

SEA m=1"i€ly
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gue combinada con (3.19) nos permite obtener

|2 e e, 8] = 3 ot 4] <3

Esto demuestra (3.17) y finaliza la prueba de la proposicion. O

Corolario 3.3.15. Sea f: Q — X una funcién simple, £ zi”:lxixpﬁ, donde A,...,AneZy
Xq,---,% € X. Entonces EM(u) y (M) [o f du = 3L, (A)(X).

Demostracion.Basta considerar el caso= xx,, que se sigue inmediatamente de la Proposi-
cion 3.3.14 y el hecho de que las funciones constantes son integrables McShane. O

Corolario 3.3.16. Sean fg: Q — X dos funciones que coincid¢gna.e. Entonces € M(u) s
y solo si ge M(u). Ental caso(M) [, f du = (M) [, 0 du.

Demostracién.Definimosh = f — gy fijamosA € Z con1(Q\ A) = 0 tal queh(t) = 0 para cada
te A Comoh\Q\A es integrable McShane respectol,c}gA, con integral 0, la Proposicién 3.3.14

nos asegura qd@(Q\A:heM(u)y(M)th du =0. O

3.3.2. Relacion con I& -integral y la integral de Bartle-Dobrakov

Comenzamos directamente con el principal teorema de este apartado.
Teorema 3.3.17 ([Rodb]).Sea fe S*(u). Entonces e M(u) y (S") o f du = (M) J, f du.
La prueba se divide en cuatro casos.

Caso 1. Supongamos qu® es un atomo dg.

Por el Lema 3.2.12, existe Ui € X con i(Q\ E) = 0 tal quet;(Q) = u(Q)(f(t)) para
cadat € E. Por tanto,f(2?) = 1;,(Q) para cada particion parcial de McShagede E tal que
R(E\W,,) < i(E) (téngase en cuenta qéiees un atomo dg). Se sigue qud | es integrable
McShane respecto dg-, con integrali; (Q). Ahora podemos aplicar la Proposicion 3.3.14 para
deducir quef ye e M(1) y (M) Jo fxe du = 1;(Q). Comof y f xe coincidenji-a.e., se sigue que
f es integrable McShane respectodg (M) [, f du = 1,(Q) (Corolario 3.3.16). O

Caso 2. Supongamos que existe una particion contdBlg de Q formada por &tomos dg.

DadosE € Zy n€ N, la restriccionf|, ¢ es S*-integrable respecto de, . Se afirma
que f[, e € M(lp ), CON integral de McShang (A, N E). En efecto, esto es obvio cuando
L (AnNE) = 0; si, por el contrarioA, NE es un atomo dg, la afirmacion se sigue d€laso 1 De
la Proposicion 3.3.14 se deduce dug, ¢ € M(u) y

M/f d:M/f dity = 1, (AsAE).
)Q Xa,ne AU ()AHQE |AnﬁE Hane +(AnNE)
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En particularfy, € M(u)y

para cada € Ny cadaE € .
Fijamose > 0. Para cada € N podemos encontrar un calibfgen(Q, 7) tal que

1 2p, (Z) =Gy, W)l < % (3.21)

para cada particién parcial de McShas@ de Q subordinada &, (Lema 3.3.13). Por otra parte,
comoti; es contablemente aditiva (Proposicion 3.2.6), existdji@ N tal que

ngp lf(An)H <e (3.22)

para cualquier conjunto finite C N conF N {1,...,N,} = 0. Teniendo en cuenta que callaes
un atomo det, para cada £ n < N, podemos encontrar un cerradpC A, tal quejt (Aq\ F) =0.
Definimos un calibréd en (Q, t) mediante la formula

NO
8(t):==&(t)\ |JFn siteA, neN,
m=1
m#£n
y fijlamos 0< n < min{1(As) : 1 <n < N,}. Se afirma que
11(2) —1;(Q)|| <2¢ paracada” €T, . (3.23)

Tomamos cualquiet” = {(E;,5):1<i<p} e I‘IM. Dado 1< n < N,, la definicion ded asegura
que

p
A\ U B (An\Ryu(@\UE),
S§€A i=1

Iuego[L(An\Uqun E) <n < i(An)y, por tanto,[L(An\Uqun E) = 0 (ya queA, es un atomo
deft). Asi,1;(An\U schn E;) = 0 para cada X n < N,. Por otro lado, para cada> N, tenemos
1t (An\Usen, Bi) € {O 1;(An)}. Utilizando (3.22) podemos deducir que

H?f (An\%gnlzi)H <e. (3.24)

Para cada € N, la coleccion{(E;,s) : s € A} es una particion parcial de McShane @e
subordinada @, luego

|5 e (U B)na)| < 5

s€hn
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por (3.21) y (3.20). Combinando esta desigualdad con (3.24) obtenemos

E) (12, (8) = 3 (A0
S;u anan (U &) w) e Y )= 5 ve-e

(7)) —1(Q

n
Esto demuestra (3.23). Comsa> 0 es arbitrariof € M(u)y (M) [o f du =1,(Q). O

Caso 3. Supongamos que no tiene atomos.

Entonces, para cada Q, tenemosy*({t}) =0y, por tanto{t} € Zy 1 ({t}) = 0 (gracias a

la completitud dey).
Fijamose > 0. Por el Lema 3.2.5 existe una particion contdje= (A,) deQ enz tal que

I<e (3.25)

HS(f,F,T) - lf(ur)

para cada coleccion finita de elementos d& disjuntos dos a dos, mas fina qg y cualquier
eleccionT enl’. Comoi; esd-continua (Proposicion 3.2.6), podemos tomamus O tal que

| (E)|| <& paracad& € = confi(E) <n. (3.26)

FijamosN, € N suficientemente grande de manera que

(UAn)_3 (3.27)

n>N,

Por otro lado, para cadam € N tomamos un conjunto cerrad@ C A, y un abiertoGnm O An
tales que

UM\K@__2?3 (3.28)
Y 1
1(Gnm\ An) < onimom’ (3.29)

Consideramos el calib@en (Q, t) definido por

5(t) Gnm\UK site Ayym—1<|f(t)|<m nmeN.
|;£n
Vamos a demostrar que

Hiu@ﬂﬂ$%4d®“g& (3.30)
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paracada” = {(E,5):1<i<p}e n5~n/3' En efecto, nétese que podemos suponers:g;#esj

parai # j. Fijamos unN > N, tal ques,,...,sp € UN_, A, y definimosF = Q\{s:1<i<p}.

Para cada £ n <N, escribimod, = {1<i < p:s € A}y consideramos
Ein=ENANF)U{s}

paratoda € I,,. Comol” = {ELn : 1<n<N,ié€l,} esunacoleccion de elementosiigisjuntos
dos a dos mas fina quig, la desigualdad (3.25) asegura que

N

>, > (WEN(F8)-1(E)| <e. (3.31)

n=1i€l,

Como v ({t}) = 0 para todd € Q, tenemosi((E; NA,)AE; ,) =0 paracada Kn< Ny
cadai € I, luego

(Y= - ers)

Esta igualdad, el hecho de qugE; ,) = u(E;NAn) (para cada Kk n< Ny cadai € I) y (3.31)
implican

W(E, N A ( —lf(G(anAn))ng, (3.32)

=1liel,

donde escribimoB, := Uieln E; para todo < n <N.
Se afirma que

An\ Py C (An\Kn) U (UAS)U(Q\UE) para cada ¥ n<N. (3.33)

s>N,

En efecto, basta comprobar qi& \ P,) N (UP_, E;) € Aq\ Kq para cada ¥ n < N,. Para verlo,
tomamos K i < py suponemos queh, \ Py) NE; # 0. Entonces existe algln ntal ques € A,

y, por tanto, tenemos
No

B MK C 8(5)NKa © (Q\JK) NKa =0,
7k
luego(An\ Ph) NE; C An\ Kn. Esto completa la prueba de (3.33).
Como consecuencia de (3.33) obtenemos

a((Uanm)u(Ua)) < 3 ik

n>N

oo\:
00\3
IA
=

+a(UAs)+ﬂ(Q\_QEi)§§

s>N,
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por (3.28), (3.27) (recordemos qie> N,) y el hecho de que” €I
deducimos la desigualdad

S.m/3 En vista de (3.26),

i (Omm) o (U )] <

n>N
qgue combinada con (3.32) permite concluir

N

H(E DA (F(5) -~ 14(Q) < 2¢. (3.34)
n=1iel,

De la definicion ded se sigue qué; \ Ay C Gnm\ An cuandoi € lny m—1 < |/ f(s)|| <m.
Utilizando (3.29) se obtiene

N

pENAE)] <3 5 | T HENATE)

n=1i€l, n=1m=1

n
m—1<||f(s)ll<m
N 00

. N & ¢
< z Z (Gam\An)-m< Z Z 2n+m§8
n=1m=1 n=1m=1
Esta desigualdad y (3.34) garantizan que
p N
|XuE)tE)-v@] =] 3 5 uETE) - 1@ <3
i= n=1i€el,
Esto completa la demostracion de (3.30) y finaliza la prueb&dsd 3 O

Caso general.

Existe una familia contable (quizas vaci#),) de atomos de’¥ disjuntos dos a dos tal que
Ug\a NO tiene atomos, donde:= [ J,An.

Comof|, (resp.f |Q\A) esS'-integrable respecto e, (resp.uQ\A), el Caso 2(resp.Caso 3
nos asegura qu , (resp.f| o\ ) €s integrable McShane respectou;t\e(resp./,tg\ A Y

(M)/AHA dits = 1, (A) (resp.(M)/Q\Af]Q\A ditg 0 = 1(Q\A)).

En virtud de la Proposicion 3.3.14x, € M(u) (resp.fo\A eEM(u)) Y (M) [o fxadu =14(A)
(resp.(M) [ fo\A du =1,(Q\A)). Portanto,f = f y,+ fo\A es integrable McShane respecto
depy (M) Jo fdu=1;(A)+1;(Q\A) =1,(Q), como se queria demostrar. O

El reciproco del Teorema 3.3.17 no es cierto en general: como ya hemos mencionado al
comienzo de la seccion, existen funciones integrables McShane definilas|eue no son inte-
grables Birkhoff (Corolario 3.3.5). No obstante, la situacion se simplifica en el caso de funciones
fuertemente medibles.
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Corolario 3.3.18 ([Rodb]). Sea f: Q — X una funcion. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(i) feD(u);
(i) f esfuertemente medible respectoide f € S (u);
(i) f es fuertemente medible respectoide f € M(ut).

Ental caso(D) [ f du = (S") [ f du = (M) J, f dpu.

Demostracion.(i)<(ii) = (iii) y la igualdad de las integrales son consecuencia inmediata de los
Teoremas 3.2.9y 3.3.17. Por otra pa(ii®,=>(i) se puede demostrar siguiendo un razonamiento
similar al utilizado en la prueba d&) =-(i) en el Teorema 3.2.9. O

Corolario 3.3.19. En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, una funciéonX — R es integrable
Bartle-Dunford-Schwartz respecto aresi y sélo si es integrable McShane respectqudé&n tal
caso, las respectivas integrales coinciden.

Demostraciéon.Basta imitar la prueba del Corolario 3.2.11. O

Vamos a finalizar el apartado proporcionando una aplicacion conjunta de nuestra caracteriza-
cion, en términos de la integral de Birkhoff, de la propiedad débil de Radon-Nikodym en duales 'y
el siguiente caso particular del Teorema 3.3.17 (véase [Freb, Proposition 4]).

Corolario 3.3.20 (Fremlin). Sean(T,%,.#,0) un espacio de medida topolégico quasi-Radon
y f: T — X una funcion. Si f es integrable Birkhoff, entonces f es integrable McShane vy las
respectivas integrales coinciden.

Fremlin planteé en [Fre94] y [Fre95, 4G(c)] el siguiente problema:

Supongamos qud,¥,.7, 0) es un espacio de medida topoldgico quasi-Radon, que
Z es un espacio de Banach y que. — Z es una funcién. ¢ Bajo qué condiciones
serav la integral indefinida de una funcién integrable McShane de T en Z?

Combinando los Teoremas 2.4.19y 2.4.22 con el Corolario 3.3.20, podemos obtener la siguiente
respuesta parcial a dicha pregunta.

Corolario 3.3.21. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene subespacios isomorfod a

(i) para cualquier espacio de medida topoldgico quasi-Radoff,.#, 0) y cada medida con-
tablemente aditiva ¥-continuav : . — X* con variaciono-finita, existe una funcién
integrable McShane fT — X* tal quev = v;.

3.3.3.  Aproximacion por funciones simples

Fremlin demuestra en [Fre95, 3E] geieango de la integral indefinida de Pettis de cualquier
funcion integrable McShane, definida en un espacio de medida topoldgico quasi-Radon, es rela-
tivamente compacto en normaquivalentemente, una tal funcién es el limite, en la seminorma
de Pettis, de una sucesion de funciones simples (Teorema 1.8.13). A continuacidon mostramos que
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dicha aproximacion por funciones simples también es posible para cualquier funcién integrable
McShane respecto de una medida vectorial. Cabe destacar que nuestra demostracion no involu-
cra las técnicas de familias estables empleadas en [Fre95] (véase los comentarios que siguen al
Corolario 3.3.23).

Teorema 3.3.22 ([Rodc]).Sea fe M(u). Entonces para cada > 0 existe una funcién simple
g:Q— Xtalque

sup |G+ (E) — &(E)[| < e.
Eex

Demostracién.Por el Lema 3.3.13, existe un calibfeen (Q, 7) tal que
|3 ukyran -5 (UR)| < & (3.35)
i; ' | f o /T2

para cada particion parcial de McShawfe= {(F;,t;) : 1 <i < g} deQ subordinada @. Como(;
es®¥-continua (Proposicion 3.3.12), podemos tomanun 0 tal que

18:(B)| < % para cadd® € X coni(B) <. (3.36)

Fijamos una particion parcial de McShafig;,s) : 1 < i < p} de Q subordinada & tal que
£(Q\UP_, E) < n. Definimos la funcion simplg:= 3P f(g)in. Se afirma que

i
sup||&;(E) — G(E)|| <e. (3.37)
Eex
En efecto, dad& € %, la coleccion{(E,NE,s) : 1<i < p} es una particion parcial de McShane
deQ subordinada & y (3.35) nos dice que
P

Hiu(EmE)(f(s))Cf (En(UB))| <

i=1

NI ™

Esta desigualdad y (3.36) aseguran que
p
I%(E) - &) = | Y uENENf(E) - ¢ ()

<[5 rern - (En (Us)) [+ o (= (Us)) | <=
La prueba ha finalizado. O

La demostracion del Corolario 3.2.14 puede imitarse para deducir el siguiente
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Corolario 3.3.23 ([Rodc]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) para cada xe X, el conjunto{u(E)(x) : E € X} es relativamente compacto en norma;
(i) paracada fe M(u), el conjunto{{;(E) : E € 2} es relativamente compacto en norma.

En [Fre95, 3C] se demuestra qpara una funcién integrable McShane T — X, definida
en un espacio de medida topoldgico quasi-Radbs¥,.7, 0), cualquier subconjunto contable
de Z = {x"o f : X" € By.} es establdy, a partir de aqui, se deduce qug.”) es relativamente
compacto en norma). Como consecuencia del Teorema 3.3.3, en el resultado anterior podemos
reemplazar “estabilidad” por “propiedad de Bourgain”.

Corolario 3.3.24. Sea(T,%,.7, 0) un espacio de medida topoldgico quasi-Radon. Consideramos
una funcion integrable McShane T — X. Entonces cualquier subconjunto contable ¢é¢igne
la propiedad de Bourgain.

Demostracion.Fijamos una sucesidx;;,) enBy. y definimos un operaddr: X — /., mediante
L(X) = (X3 (X),...,X(X),...) paratodo e X.

Como la composiciého f : T — /4, es integrable I\/IcShane()B&,w*) es separable, podemos
aplicar el Teorema 3.3.3 para concluir duef es integrable Birkhoff. Por tanto, la familia

{xof:neN}CZ ;
tiene la propiedad de Bourgain (Proposicion 2.3.1), como se queria demostrar. O

En el Capitulo 5 (Corolario 5.3.19) proporcionaremos otra mejora (parcial) de [Fre95, 3C].

3.4. Espacios ultrabornologicos de funciones integrables

Dados un espacio de BanaZly un espacio de medida finita y compléf ., 6), podemos
considerar el espaci¢’(0,Z) de todas las funciones integrables PettiSden Z, equipado con
la seminorma de Pettjs ||5. Identificando funciones escalarmente equivalentes obtenemos un es-
pacio normad®(6,Z) que, en generaho es completacomo ya se puso de manifiesto en [Bir35]
y [Pet38]. De hecho, Thomas [Tho76], Janicka y Kalton [JK77] (en el caso partiEual0, 1))
mostraron qué®(6,Z) no es completo si Z es de dimension infinitryo tiene &tomasPor tanto,
los subespacios d& 6, Z) formados por todas las (clases de equivalencia de) funciones integrables
Birkhoff o McShane (cuando esta integral se puede definir) no son completos en general.

La ausencia de completitud no impide, sin embargo, que podamos aplicar los teoremas de
“acotacion uniforme” o “gréfica cerrada” a aplicaciones lineales definidaB(érnz), ya que
este espacio e@onelado(Drewnowski, Florencio y Paul [DFP92]) y los dos anteriores princip-
ios fundamentales son validos para aplicaciones lineales de un espacio normado tonelado en un
espacio de Banach. Diaz, Fernandez, Florencio y Paul [DFFP95] probaron que, déX@chp,
pertenece a una amplia clase de espagfwmabornologicosde funciones medibles y, por tanto,
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podemos aplicar el teorema de la gréfica cerrada a aplicaciones lineales defiriid@sz&ncon
valores en cualquier espacio localmente convexo Hausdorff de De Wilde.

Los resultados de [DFFP95] se basan en un principio general que afirma que un espacio norma-
do dotado de un tipo especial de algebra de Boole de proyecciones continuas es ultrabornolégico
(véase el Apartado 3.4.1). En esta seccion vamos a aplicar dicho criterio para determinar cuando
son ultrabornolégicos los espacios de (clases de equivalencia de) funciones vectoriales integrables
(Dobrakov,S* y McShane) respecto de una medida vectorial, equipados con la norma dada por la
semivariacion total de la integral indefinida.

3.4.1. Preliminares

Comenzamos este apartado con una breve introduccién a los espacios localmente convexos
tonelados y ultrabornoldgicos. Nuestras referencias basicas son [Jar81] y [CB87].

Se dice que un subconjunfode un espacio vectorigl absorbea un conjuntd C V si existe
unp > 0 tal queB C pA. Decimos queA esabsorbentesi absorbe v} para todov € V.

Definicion 3.4.1. Sea V un espacio localmente convexo Hausdorff. Se dice que V es tonelado si
cada subconjunto cerrado, absolutamente convexo y absorbente de V es un enfarno de

Es bien conocido que un espacio localmente convexo Hausda$ tonelado si y sélo si,
para cualquier espacio localmente convexo Haus#érffoda familia puntualmente acotada de
aplicaciones lineales continuas de V en W es equicontinéase e.g. [Jar81, 11.1.1] o [CB87,
Proposition 4.1.3]. Por otra parte, para estos espacios se dispone ademas de la siguiente version
del “teorema de la gréfica cerrada”, véase e.g. [Jar81, 11.1.8] 0 [CB87, Theorem 4.1.10].

Teorema 3.4.2 (Ptak, Mahowald).Sea V un espacio localmente convexo Hausdorff. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

() V estonelado;
(i) para cualquier espacio de Banach W, una aplicacion lineaMT— W es continua si y
solo si{(v,T(v)):veV} es cerrado en\kW.

Definicion 3.4.3. Sea V un espacio localmente convexo Hausdorff.

(i) Un conjunto DC V es un disco de Banach si es absolutamente convexo, acospadutp)
es un espacio de Banach con la norind|, dada por||v||, =inf{p > 0: ve pD}.

(i) Se dice que V es ultrabornologico si cada subconjunto absolutamente convexo de V que
absorbe todos los discos de Banach es un entorr® de

Todo espacio ultrabornolégico es tonelado, véase e.g. [Jar81, 13.1] 0 [CB87, 6.1]. Por ejempilo,
losespacios de Fréchéite. metrizables y completos) son ultrabornolégicos. El interés fundamen-
tal de esta nocién reside en que, para un espacio localmente convexo Hausdorff ultraborkolégico
la implicacion(i)=(ii) del Teorema 3.4.2 es vélida incluso si se consideran aplicaciones lineales
con valores en espacios localmente convexos Hausdlbefinred estricta llamadosespacios de
De Wilde véase [Jar81, 13.3.4]. No vamos a dar aqui la definicion de los espacios de De Wilde,
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simplemente indicamos que a esta amplia clase pertenecen los espacios de Fréchet, los espacios
de funciones “de prueba?(A) en un abiertdA C R" y los espacios de distribucionég(A). Para
informacion detallada sobre este tema remitimos al lector a [Jar81, DW78].

Como ya se ha comentado, el criterio de [DFFP95] para determinar si un espacio es ultra-
bornolégico juega un papel fundamental en esta seccién. Para recordarlo (en el contexto de espa-
cios metrizables, Proposicion 3.4.5) necesitamos introducir el siguiente concepto.

Definicion 3.4.4. Sean(T,.7, 0) un espacio de medida finita y V un espacio localmente convexo
Hausdorff. Una familia{P, : A € .’} de proyecciones continuas enV se llaffia.”, 0)-algebra
de Boole si satisface las siguientes propiedades:
(i) Pr eslaidentidad enV;
(i) Pyg=PyoPgparacadaABec .7,
(iii) Py g = Py +Pg para cada AB € .7 disjuntos;
(iv) P, =0paracada Ac . con6(A) =0.

Proposicion 3.4.5 ([DFFP95]).Sean(T,.#, 0) un espacio de medida finita y V un espacio lo-
calmente convexo metrizable. Supongamos que existeTu¥é, 6)-algebra de Boole de proyec-
ciones equicontinuas en V, digamid3, : A€ .}, con las siguientes propiedades:
(i) paracada sucesion decrecieri,) en.”” con6 (-1 Bn) =0, cada sucesién acotaday)
enV tal que P (vn) = vy para todo ne N, y cada(fn) € /1, la series_; Bnvn cOnverge;
(i) P,(V) es ultrabornoldgico para cada atomo A ée

Entonces V es ultrabornolégico.

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior obtenemos el resultado aislado en el
Corolario 3.4.7, que vamos a aplicar a los espacios de funciones integrables DoBrakg-
Shane (con la seminorma dada por la semivariacion total de la integral indefinida). Mas adelante
veremos que todos estos espacios estan incluidos en la siguiente clase.

Definicién 3.4.6 ([Rodc]). Decimos que un espacio seminormé&Bg| - ||) pertenece a la clasg,
si cumple las siguientes propiedades:

() F es un subespacio vectorial déX
(i) fx,cF paracada fc FycadaAc Z;
(iii) para cada fe F existe una medida contablemente aditiya:\& — Y tal que
= Vf, (Q) =V (A) para cada Ac ;
= Vf (E) = 0 para cada Ec 5 confi(E) = 0;
= 1Tl = IVF I(Q);
(iv) Vgs. g = Vi +V§ paracada fgeF ycadaa € R.

Dado un espacio seminormad, || - ||) en la clasej,, denotamos pofF*,|| - ||) el espacio
normado de clases de equivalencia obtenido mediante el proceso de identificacion usual

frg = [f-g|=0
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y escribimosf® para denotar la clase de equivalencia de chdaF. Es claro qué\/foA(B) =
V{ (ANB) para cualesquierd, B € 3. Por tanto, para cadac = podemos definir una aplicacion

PL:F*—F°, PL(f%):=(fxn)"

Es facil ver que{Pf : A€ X} es una(Q, =, 9)-algebra de Boole de proyecciones equicontinuas
en(F*,||-|)). Escribiremo$, y V; en lugar deP§ y V{ cuando no haya posibilidad de confusion.

Corolario 3.4.7. Sea(F, || - ||) un espacio seminormado en la clageque verifica las siguientes
propiedades:

(i) para cada sucesion disjunt@,,) enX con uniénQ, cada sucesién acotadd,) en F tal
que |, = 0 para todo n>m, y cada(on) € ¢1, la funcién f: Q — X definida por
f =S¥, onfnpertenece aF y se tienany || TN_; onfo— || = 0;
(i) Py(F*) es ultrabornoldgico para cada atomo A de
EntoncegF*, || -||) es ultrabornoldgico.

Demostracion.Basta comprobar la condicidi) de la Proposicion 3.4.5. Para ello fijamos una
sucesion decrecientd,) en X con ¥(N,-1Bn) = 0, una sucesion acotadhy,) en F* tal que
Pg, (h7) = hf, para todon € N, y tomamos(f3n) € /*. DefinimosA; := n_1Bn, A, :=Q\ B, y

A, =B, ,\B,_; para cada > 3. EntoncegA,) es una sucesion disjunta &ncon unionQ.
Como ¢ (A,;) = 0, podemos suponer sin pérdida de generalidadhqu\? = 0 para todon € N.
Definimosf, = f,=0€Fy fo:=h, %z  €F paracada> 3. Claramentefy|, =0sin>m.
Notese quefy = (h, _,xg ,)* =P ,(Mh_) =hi_, para cada > 3, luego(fy) es una sucesion
acotada y(i) nos permite concluir qué := i 3B, ,fn € F y limy[|SN.3B, ,fn— f|| = 0. Por
tanto, la seri& y_, Bnhp, converge erfF*, || - ||), como se queria demostrar. O

En lo que respecta a la condicidi), el siguiente resultado clarifica las diferencias entre el
caso general y el caso de integracion respecto de medidas no negativas y finitas.

Proposicion 3.4.8 ([Rodc]).Sea(F, | - ||) un espacio seminormado en la cla¥g tal que toda
funcion simple g Q — X pertenece a F, congQ)) = |, g du. Supongamos que A3 es un
atomo dejt tal que \,(A) € u(A)(X) para cada fe F. Entonces RF*) = {(xx,)® : X € X} es
linealmente homeomorfoa(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

() Py(F*)esun espacio de Banach;
(i) P5(F*) es ultrabornologico;
(iii) P,(F*) es tonelado;
(iv) u(A)(X)escerradoenY.

Demostracién.EscribimosT := u(A) y denotamos pof la biyeccion lineal continua d¢/ kerT
enT(X) dada pofT (x+ kerT) = T(x). Claramente, su inversé ! tiene gréfica cerrada.

Por hipétesis, para cadac F existe unx; € X tal queV; (A) = T(x;). ComoA es un atomo
de ¢, se sigue inmediatamente q@e x,)* = (fx,)®. Por tanto,Py(F*) = {(xxa)® : x € X}.
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Ademas, usando de nuevo el hecho de 4@s un atomo deé, la Proposicion 1.6.4 nos permite
deducir

IT001] = SUplNig (B) | < 05" | < 25UBINky (B) | = 2/ (9| para cadac X.
S S

Por tanto, podemos definir un homeomorfismo lingalP,(F*) — T(X) mediante la formula
O((xxa)®) =T (%)

Pasamos a la prueba de la equivalencia entre las condi¢ipr(@g. Como ya hemos comenta-
do, las implicacione€)=-(ii) =(iii) se verifican en general. Supongamos ahora que se ciiii)ple
EntoncesT (X) es tonelado y, com® ! tiene gréfica cerrada, el Teorema 3.4.2 nos diceique
es continua. Por tantd, es un homeomorfismo lineal entre el espacio de BakaderT y T (X).
Asi, T(X) es completo, es decir, cerrado¥rEsto demuestréii) = (iv). Finalmente, ndtese que,
como¢ es un homeomorfismo lineal, 5{X) es completo, entoncd} (F*) tambiénloes. O

3.4.2. Espacios de funciones integrables Bartle-Dobrakov

En lo sucesivo consideramos el espabiqu) equipado con la seminormé: ||, dada por
| Ell, == [[1£][(€). Es claro qugD(u),|| - ||;) pertenece a la clasy, (basta tomah/fD(“) =1y).

Ademas, para cualquier atordade i se tiend ( (A) € u(A)(X) para todaf € D(u) (nétese que
f es fuertemente medible y, por tanto, constante en @gei, conji(A\ B) = 0). Ahora, como
consecuencia inmediata de la Proposicion 3.4.8 obtenemos el siguiente

Corolario 3.4.9. Si A< X es un atomo d@, entonces RD(u)*®) es linealmente homeomorfo a
1(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) P5(D(u)*®) es un espacio de Banach;
(i) Po(D(u)*) es ultrabornologico;
(iii) P,(D(u)*) es tonelado;
(iv) u(A)(X)escerradoenY.

Pasamos ya a caracterizar cuagbgu)®, || - ||,) es ultrabornoldgico.

Teorema 3.4.10 ([Rodc]).Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) D(u)* es ultrabornolégico;
(i) D(u)* es tonelado;
(i) u(A)(X) escerradoenY para cada atomo Ajie

Demostracion.La implicacion(i)=(ii) es valida para cualquier espacio normado. Por otra parte,
para proba(ii) = (iii) fijamos un &toma@ dei y observamos que, confy es una proyeccion con-
tinua,P,(D(u)*) es un subespacio complementaddxg )* y, por tantoP,(D(u)*®) es tonelado,
véase e.g. [CB87, Corollary 4.2.2 (i)]. Ahora podemos utilizar el Corolario 3.4.9 para deducir que
w(A)(X) es cerrado eN.

Finalmente, vamos a demost(ai) = (i) aplicando el criterio del Corolario 3.4.7. Ya sabemos
queP,(D(u)*) es ultrabornoldgico para cada atomdefi (Corolario 3.4.9), asi que sélo tenemos
gue comprobar la siguiente condicion:



@ Las integrales de Birkhoff y McShane respecto de medidas vectoriales

(¥) Paracada sucesion disjurifs) enZ con unionQ, cada sucesiof- ||, -acotadd f,) enD(u)
tal que fn|, = 0 para todon > m, y cada(on) € 21, la funcion f : Q — X dada por
f := Y1 anfn es integrable Dobrakov respectoge limm || Sitq o fn— ||, = 0.

Para probar (*) definimogm := S, anfn € D(1) para cadan € N. Nétese quégm) con-
verge puntualmente &y que para cad& € X existe Imm(D) [z gm du = limn 14 anls (E),
porque (an) € ¢* y sup,y | fnll, < +. Asi, la Proposicion 3.1.17 asegura qtiee D(u) y
limmlg,,(E) = I¢(E) uniformemente eft € Z, es decir, imm| 3, an fn — f||, = 0. Esto com-
pleta la demostracion. O

Corolario 3.4.11. Siji no tiene &tomos, entonceg/D)* es ultrabornoldgico.

Swartz asegura en [Swa01l, Theorem 16] Big)® siempre es tonelado. Sin embargo, esta
afirmacién no es cierta en general. El ejemplo mas sencillo de un espacio no tonelado de la forma
D(u)* lo proporciona un operador entre espacios de Banach cuyo rango no es cerrado. En efecto,
tomamos un conjunto no vac{d y consideramos la-algebra> = {0,Q}. Fijjamos un operador
T entre dos espacios de Banathy Z, tal queT(Z,) no es cerrado ed, y definimos una me-
didap :Z — £(Z,,Z,) medianteu(0) :=0y u(Q) :=T. EntoncedD(u)* (que es linealmente
homeomorfo & (Z,)) no es tonelado (Corolario 3.4.9).

La condicion(iii) del Teorema 3.4.10 se cumple automaticamente en el caso particular con-
siderado en el Ejemplo 3.1.3, y utilizando el Corolario 3.2.10 podemos deducir el siguiente

Corolario 3.4.12 ([DFFP95]). Sean Z un espacio de BanacliTy.,0) un espacio de medida
finito y completo. Entonces el espacio de todas las (clases de equivalencia de) funciones fuerte-
mente medibles e integrables Pettis de T en Z, con la norma de Pettis, es ultrabornoldgico.

Observacion 3.4.13.Es bien conocido que, en las condiciones del Ejemplo 3.1.3 (es decir, en el
contexto de la integracion de funciones reales respecto de medidas vect{ixgs), || - ||,) es
unespacio de Banaglvéase [KK76, Chapter V] o [Ric98].

3.4.3. Espacios de funcioneS'-integrables

En este apartado vamos a demostrar el analogo del Teorema 3.4.10 para el $3pacio
equipado con la seminormja ||, dada porj| ||, := ||1;]|(Q). Notese quéD(u),|| - ||,) es un sub-
espacio d€S (i), | - ||,) (Teorema 3.2.9).

Observacion 3.4.14.Es elemental que un espacio localmente convexo Hausdorff con un subes-
pacio vectorial denso y tonelado es también tonelado, véase e.g. [CB87, Proposition 4.2.1 (ii)].
Combinando el Teorema 3.4.10 con el Teorema 3.2.13, deducimdSque®, || - ||,) es tonelado

si u(A)(X) es cerrado en'Y para cada atomo A g@eA continuacién vamos a demostrar que, de
hecho, en estas condicion®gu)® es ultrabornoldgico.

En primer lugar, notese que las propiedades elementalesSiearitegral establecidas en el
Apartado 3.2.1 aseguran qU& (u), || - ||;) pertenece a la clasg, (tomamosvfs“”) =1;).
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Corolario 3.4.15. Si A€ X es un atomo d@, entonces RS*(u)*) es linealmente homeomorfo a
1(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Po(S*(u)®) es un espacio de Banach;
(i) PA(S*(u)*) es ultrabornologico;
(iii) P,(S*(u)*) es tonelado;

(iv) u(A)(X)escerradoenY.

Demostracién.El resultado se sigue inmediatamente de la Proposicion 3.4.8 teniendo en cuenta
quet;(A) € u(A)(X) para cadd € S'(u) (por el Lema 3.2.12). O

Para aplicar el criterio del Corolario 3.4.7% (1), || - ||;) necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.4.16 ([Rodc]). Sean(A,) una sucesion disjunta €n con unionQ, (f,) una sucesion
|- l;-acotada en Su) tal que f|, =0 paratodo n>m,y(an) € ¢*. Consideramos la funcion
f : Q — X definida por f:= y_; an fn. Entonces:
i) fesS(u);
(i) 14(E) = Yn_1niy (E) para cada E€ Z;
iy 1imy || TN, o fn— f|, = 0.

Demostracion.Para cada € N tenemosf |, = {1, o f|, , luegof|, esS*-integrable respecto
de p, . Por tanto, en virtud del Lema 3.2.8, para probar due S'(u) solo tenemos que de-
mostrar quesi I" es cualquier particién contable d2 enZ mas fina qudA,), entonces la serie
S acr (S°) Ja fla dus converge incondicionalmente

Para ello fijamos una tal particién= (A, ), dondeA, = J, A, para cada € N. Notese que

(s /An fla, da, = ; ot (An) (3.38)

para cadan, k € N. EscribimosK := sup,y || fall; ¥ fijlamose > 0. Podemos encontrdd € N
suficientemente grande tal qUg,. |on|) -K < €. Como cada;_es contablemente aditiva, existe
un conjunto finitoT C N x N tal que

o] |

Lfn< U Amk) H < % paratodo &< n< N
mk)eS

para cualquier conjunto finit8§ C N x N conSNT = 0. Combinando (3.38) con la anterior de-
sigualdad deducimos

(S) [ fly, du
H(m%es Am,k Ar’n.k Am,k

< %\O‘n‘ )

= H %ESIZO‘% (Ani) H = HZ Onlg, Am.k)”

= mk €S
n<m

lfn( U Amk)H+ 3 lanl Hlf( U Amk)H<zN (ENyany).nge

n<m n<m
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para cualquier conjunto finit& C Nx N conSNT = 0. Comoe > 0 es arbitrario, la serie
zn’k(s*) fAnk f\Ank duAnk converge incondicionalmente. Esto completa la pruel@ de

Para demostra(ii) comenzamos comprobando daeserie s, ants (A) es incondicional-
mente convergent&n efecto, esto se sigue inmediatamente del Lema 1.5.6, ya que

= la seriey, ont; (A,) converge incondicionalmente para tade N;
= para cada conjunto finitQ C N y cadan € N, se cumple

|5 o] =l (U <l

Utilizando (3.38) obtenemos

o] (o)

nianlfn(fz) = ni(k;anlfn(Ak)) = ki(nzlanlfn(Ak))
é(nﬁlantfnmk)) -3 (A -

k=1

DadoE € %, el mismo argumento aplicado a las sucesidrigig) y (AnNE) asegura que; (E) =
Y ne10nls (E), como se queria demostrar.
Finalmente, para probdiii) fijamose > 0y tomamosN, € N tal quey ., lan| < €. Para

cadaN > N,, la funcionhy, € S*(u) definida pothy = f — SN ; o fn = 3o n fn Satisface

H < 2K< Zw|an|) < 2Ke,

n>

Il < 2suple, (E)|l =
Eez

donde la igualdad se sigue (8. Esto completa la demostracion. O

Ya hemos reunido todas las herramientas necesarias para demostrar el resultado principal de
este apartado.

Teorema 3.4.17 ([Rodc]).Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S*(u)* es ultrabornolégico;
(i) S*(u)* es tonelado;
(i) u(A)(X) escerradoenY para cada atomo Ajie

Demostracion.La prueba d€ii) =-(iii) sigue los pasos de la correspondiente implicacion en el
Teorema 3.4.10. Por otro ladgij) = (i) es una consecuencia inmediata de los Corolarios 3.4.7,
3.4.15yelLema 3.4.16. O

Corolario 3.4.18. Si 1 no tiene atomos, entonces(8)* es ultrabornoldgico.

En vista del Corolario 3.4.15 y los comentarios que siguen al Corolario 3&.(11)* no es
tonelado en general.

Corolario 3.4.19 ([Rodc]). Sean Z un espacio de Banacfily., 6) un espacio de medida finito
y completo. Entonces el espacio de todas las (clases de equivalencia de) funciones integrables
Birkhoff de T en Z, con la norma de Pettis, es ultrabornoldgico.
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3.4.4. Espacios de funciones integrables McShane

A lo largo de este apartadoes una topologia e@ cont C X y suponemos qug satisface
las condicionesd) y (B) consideradas en la Seccion 3.3.

Las propiedades basicas de la integral de McShane que hemos probado en el Apartado 3.3.1
garantizan qué(u), equipado con la seminornﬂaHC dada pot| f HC =1|411(Q), pertenece a la

clasej, (tomando\/'\’I = {;). Nuestro objetivo en este apartado es determinar bajo qué condi-

cionesM(u)* es ultrabornolégico. En este sentido, vamos a mostrar que las mismas conclusiones
que hemos obtenido anteriormente pa)® y S*(it)® son también vélidas paM(u)®.

Comenzamos observando gl (), || - H ) satisface los requisitos de la Proposicién 3.4.8,
gracias al Corolario 3.3.15 y el siguiente Iema

Lema 3.4.20 ([Rodc]). Supongamos qu@ es un atomo dg@. Si f € M(u), entonces existe un
EcXconi(Q\E)=0tal quel;(Q)=u(Q)(f(t)) paracadatec E.

Demostracion.La familia¥ = {G € 7 : ¥(G) = 0} no es vacia y esta dirigida superiormente,
luegod (U¥) = 0. DefinimosE := Q\ U¥. Comof ¢ es integrable McShane respectouge con
integral{; (E) = {;(Q), para cada € N podemos encontrar un calibdgen (E,7z) y unn, > 0

tales que
| Zu 4@ <

para cada particion parcial de McShaig;,s) : 1 <i < p} deE subordinada &, cumpliendo
A(E\UP,E) < nn. Fijamost € E y n € N. Entoncesd,(t) = GnNE = Gp\ U¥ para algin

Gp € 1. Comodn(t) # 0, se tiene(Gp) > 0y asivd(E \ 6n(t)) = 0 (porqueQ un atomo ded).

En particularu (oy(t)) = u(Q). Por tanto, la desigualdad (3.39) aplicada a la particion parcial de

McShane{(6n(t),t)} implica ||u(Q)(f(t)) — {;(Q)|| < 1/n. Comon € N es arbitrario, se sigue

(f

t
qued (Q) = u(Q)

1
- (3.39)

(t)) para cada € E. Esto completa la demostracion. O
Corolario 3.4.21. Si A€ X es un atomo d@, entonces RM(u)*) es linealmente homeomorfo a
1(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) Po(M(u)®) es un espacio de Banach;
(i) Py(M(u)®) es ultrabornoldgico;
(iii) P,(M(u)*®) es tonelado;
(iv) u(A)(X)escerradoenY.

El siguiente teorema de convergencia “de tipo Beppo-Levi” sera util para poder aplicar el
criterio del Corolario 3.4.7 &M (u), | -|| -). La prueba se inspira en algunas de las ideas empleadas
en [Swa97, Theorem 8] y [Swa98 Tﬁeorem 6], donde se establecen resultados semejantes en el
caso de funciones vectoriales integrables McShane definid@slén
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Proposicion 3.4.22 ([Rodc]).Sea( f,) una sucesion en M) tal quey,,_; f, converge puntual-
mente y5 4 || f”HC < +oo. Entonces:

(i) f:=3n1fnesintegrable McShane respectoue
(i) ¢i(E) = Y51 (E) para cada Ee ;
(iii) 1imy | Zhog fa— fll, =0.
Demostracion.Definimosgn := Y14 f, € M(u) para cada € Ny fijamose > 0. Para cadae N
existe un calibré, en(Q, 7) tal que

|6n(2) — Lo (W, (3.40)

para cualquier particion parcial de McShagede Q subordinada &, (Lema 3.3.13). Fijamos
N € N suficientemente grande tal que

[ fall, <e. (3.41)
&M

Como cadaCfn es®-continua (Proposicion 3.3.12), podemos encontram un0 tal que
€ N
HCfn(E)H < o paratoddE € = confi(E) <nycadal<n<N. (3.42)

Por otro lado, para cadas Q fijamosn(t) > N cumpliendo|g,, (t) — f(t)[| <e.
Definimos un calibré en(Q, 7) medianted(t) := Bn(t)(t) para cada € Q. Afirmamos que

H f(2)— i Cfn(Q)H < (1(Q)+3)-&¢ paracada?” ¢ Ms.n- (3.43)

En efecto, tomamos cualquie? = {(E;,s): 1<i < p} e . Paracadac N, la coleccion
(quizas vacia) (E;,s) : n(s) = n} es una particion parcial de McShane(dsubordlnada @,y
podemos aplicar (3.40) para obtener

Hizpiu(Ei)gn(s)(s‘i)_i_icgnm( H ZH z (si)—an<U >H i

)=n n(s)=n

N‘m

La eleccion den(s;) garantiza qucﬂgn(ﬁ)(g) —f(s)|| < e paracada X i < p. Por tanto,

|31 ENE) - 3 Lo (B)] < | S HENTS)~Gg 8] 46 < (300 426 340

Por otro lado, (3.41) y (3.42) implican
DECE AT Héz G (E)- 5 5,
135y 82 a3 (@ Us)| res 3 Fresee
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(ttngase en cuenta qués) > N para cada X i < py quefi(Q\UP ,E) < n). La desigualdad
(3.43) se sigue ahora de la anterior y (3.44). Came O es arbitrario,f € M(u), con integral
§1(Q) = yn1 & (Q). Esto completa la prueba @#. Notese quéii) se puede obtener aplicando
el argumento anterior a cad§ conkE € 3.

Finalmente, veama@i) . DadoN € N, la funcionf — N fo= 3. fn =: hy € M(u) satis-
faceChN(E) = 3 nn &1, (E) para cad& € Z (gracias ii)), luego

3 6 ®)| <l 3 ol =0

La demostracion ha finalizado. O

1
,(IimsuthNHC) <limsupsup ||, (E)| =limsupsup
2\ N N  Eex N N Ees

Corolario 3.4.23 ([Rodc]). Sean(A,) una sucesion disjunta éncon unionQ, ( f,) una sucesion
|- Hg-acotada en Mu) tal que |, =0 paratodo n>m,y(an) € /L. Definimos f: Q — X

mediante f= 37 ; onfn. Entonces e M(p) ylimy || 3N_g o fa — f[|, = O.
El resultado analogo a la Proposicion 3.4.22 para la integral de Birkbef cierto en general.

Ejemplo 3.4.24 ([Rodc]). Existe una sucesion,g [0,1] — c,(c) de funciones escalarmente
nulas e integrables Birkhoff tales qug&;_, g, converge puntualmente a una funcion que no es
integrable Birkhoff.

Demostracién.En el Ejemplo 2.5.4 encontramos una sucesion de funciones integrables Birkhoff
fn 1 [0,1] — c,(c) que converge puntualmente a una funcion0,1] — c,(c) que no es inte-
grable Birkhoff. Un vistazo a dicha construccién revela que dadss escalarmente nula. Ahora
definimosg, := f; y gn := f— f,_, para cada > 2. Entonceg), es integrable Birkhoff y escalar-
mente nula para todoc N. Sin embargoy )_; gn = lim, f, = f no es integrable Birkhoff. ]

Finalmente, todo el trabajo previo nos conduce hacia la caracterizacion anunciada.

Teorema 3.4.25 ([Rodc]).Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) M(u)® es ultrabornolégico;
(i) M(u)® estonelado;
(i) u(A)(X) es cerrado enY para cada atomo Ajie

Corolario 3.4.26. Sifi no tiene atomos, entonceg M)* es ultrabornoldgico.

De nuevo, los comentarios que siguen al Corolario 3.4.11 fcea {0,Q}) muestran que
M(u)® no es tonelado en general.

Corolario 3.4.27 ([Rodc]). Sean Z un espacio de Banachily,¥,.#,0) un espacio de medida
topolégico quasi-Radon. Entonces el espacio de todas las (clases de equivalencia de) funciones
integrables McShane de T en Z, con la norma de Pettis, es ultrabornoldgico.

En el caso particulalf = [0,1] (con la medida de Lebesgue), el resultado anterior se puede
encontrar en [DFFP95, Theorem 3].
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Durante las ultimas décadas el estudio de las propiedades de medibilidad e integrabilidad de
las multi-funcioneqtambién llamadas correspondencias o funciones multi-valuadas) ha recibido
un notable impulso, debido en gran parte a las aplicaciones que estas técnicas proporcionan en
areas como la Optimizacion y la Matemética Econdmica. El lector puede encontrar un completo
tratamiento de la teoria de correspondencias en las monografias de Castaing y Valadier [CV77],
Klein y Thompson [KT84], Aubin y Frankowska [AF90]. El reciente “survey” de Hess [Hes02]
ofrece una amplia panoramica sobre estos temas.

Los origenes de la teoria de integracion de correspondencias se remontan a los trabajos pio-
neros de Aumann [Aumeé5] y Debreu [Deb67]. Dada una multi-fun&iéno, 1] — 28"\ {0}, la
integral de AumanmleF viene definida por

(Aumann)/OlF(t) dt

= {/01 f(t)dt: f:[0,1] — R" es integrable ¥ (t) € F(t) para todd € [0, 1]},

Los puntos de vista de Debreu (véase el Apartado 4.1.4) son distintos y se basan en reducir el
problema al caso de funciones univaluadas, a través de una inmersién apropiada de la familia
ck(R"), formada por todos los subconjuntos (no vacios) convexos y compaciR®, éa otro
espacio de Banach. Una vez hecho esto, Debreu utiliza la teoriaintedeal de Bochnepara

definir la integral de una correspondencia con valoreskéR"). La “integral” de una funcion
integrable Debreu coincide a la postre con la integral de Aumann.

En este capitulo estudiamos la integracion de multi-funciones, definidas en un espacio de medi-
da finito y completdQ,Z, i), cuyos valores son subconjuntos (no vacios) convexos y débilmente
compactos de un espacio de BanXcfue, en humerosas ocasiones, vamos a suponer separable.
En la Seccién 4.2 nuestro interés se centra émégral de Pettigle multi-funciones, introducida
en [CV77] y ampliamente estudiada en los Ultimos afios. Por otra parte, la Seccidn 4.3 esta dedica-
da a estudiar la generalizacion natural dimtagral de Birkhoffa este contexto, y su relacién con
las integrales de Debreu y Pettis. La mayoria de los resultados originales de este capitulo proceden
de nuestro trabajo conjunto con B. Cascales [CR04].
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4.1. Preliminares

En esta seccién presentamos algunos conceptos y resultados que vamos a emplear frecuente-
mente a lo largo de este capitulo. En el Apartado 4.1.1 consideramos el hiperespacio de los sub-
conjuntos (no vacios) convexos y débilmente compactos de un espacio de Banach, equipado con la
distancia de HausdorflRecordamos como sumergir isométricamente este hiperespacio en un es-
pacio de Banach y estudiamos bajo qué condiciones es separable. El Apartado 4.1.2 esta dedicado
a analizar la nocién dserie de conjuntos incondicionalmente convergelteel Apartado 4.1.3
introducimos diferentes conceptos nhedibilidad para multi-funcionegue, en el caso de espa-
cios de Banach separables, coinciden y aseguran la existencia de selectores fuertemente medibles.
Finalmente, el Apartado 4.1.4 contiene una breve introduccidiméegral de Debreu

4.1.1. Ladistancia de Hausdorff en un espacio de Banach

Definicion 4.1.1. Sean CD C X dos conjuntos acotados. La distancia de Hausdorff entre Cy D
se define como

h(C,D) =inf{n >0: CC D+nBy, DCC+nBy}.

Es bien conocido quk es una métrica en la famili@ de todos los subconjuntos (no vacios)
cerrados y acotados @ Ademas, comoX es completo, lo mismo ocurre cdf#,h), véase
e.g. [CV77, Theorem I1.3] o [KT84, Corollary 4.3.12]. En este capitulo vamos a trabajar con los
siguientes subespacios:

ck(X) ={C e ¥ : Ces convexoy compacto en norfna
y cwk(X)={Ce % : Cesconvexoy débilmente compagto

Para ver que ambos subespacios son cerradd¥’em necesitamos la siguiente observacion
(véase e.g. [CV77, Theorem 11.14] o [KT84, Proposition 4.3.11]).

Lema4.1.2.LafamiliaZ = {C € ¥ : C es convexpes un subespacio cerrado ¢€,h).

Demostracion.Fijamos unC € ¢ perteneciente a la clausura geen (¢, h). Dadoe > 0, existe
unD € 7 tal queC C D+ ¢eBy y D C C+ ¢€By. Por tanto, tenemos

co(C) C co(C) + eBy C co(D + €By ) + eBy = D +2¢eBy C C+ 3eBy.

Comoe > 0 es arbitrarioh(C,co(C)) = 0, es decirC = co(C) € 2. O

El resultado aislado en la siguiente proposicion es conocido, al menos para el ca8s)de
véase e.g. [CV77, Theorem I1.14] o [KT84, Corollary 4.3.12] .

Proposicion 4.1.3.ck(X) y cwkX) son subespacios cerrados (y, por tanto, completogydé).
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Demostracion.Fijamos unC € ¢ perteneciente a la clausura dgX) en (¢,h). Ya sabemos
queC es convexo (Lema 4.1.2). Por otro lado, dado 0, podemos encontrar ub € ck(X)

tal queC C D + eBy. ComoD es totalmente acotado en norma, existgn..,x, € X tales que

min, ;. ||% — X|| < & para todax € D. Por tanto, rin; _; ., [|% — X|| < 2e para todax € C. Como

e > 0 es arbitrarioC es totalmente acotado, es decir, relativamente compacto en norma. Esto
demuestra qué# € ck(X).

La prueba de quewk(X) es cerrado eri%’,h) es similar, teniendo en cuenta el criterio de
Grothendieck (véase e.g. [Die84, Lemma 2, p. 227]) que afirma que un cojunt es débil-
mente relativamente compacto si para cada0 existe un conjunto débilmente compaExptal
queC C D, +€By. O

A continuacion mostramos coOmo sumergir convenientemgnvi(X), h) en un espacio de
Banach. La existencia de una inmersion de este tipo fue demostrada por primera vez por Rad-
strom [Rad52]. Nuestra prueba es estandar y sigue los pasos de [CV77, Theorems 11.18 y 11.19].

Dados un conjunto acotad®C X y x* € X*, escribimos

0" (x*,C) :=sup{x"(x) : xeC}.

Lema 4.1.4. La aplicacion j: cwk(X) — Y« (By.) definida por jC)(x*) = 6*(x*,C) satisface
las siguientes propiedades:
(i) jJ(C+D)=j(C)+ j(D) paracadaCD € cwk(X);
(i) j(AC)=A](C) paracadal > 0y cada Cec cwk(X);
(i) h(C,D)=j(C)— j(D)|| para cada CD € cwk(X);
(iv) j(cwk(X)) es cerrado ef,(By.).

Demostracién.Las propiedade§) y (ii) son inmediatas.

Para demostrg(iii) fijamosC,D € cwk(X). Supongamos qug > 0 verificaC C D+ nBy y
D c C+nBy. Entonces se tiene(C) C x*(D) +[—n,n] y x*(D) C x*(C) +[—n,n] para cada
X" € By.. Se sigue inmediatamente qieupx*(C)) — supx*(D))| < n para cada* € By., es
decir,||j(C) — j(D)|l« < 7. Portanto]|j(C)— j(D)||» < h(C,D). Para ver la desigualdad contraria
escribimosa := ||j(C) — j(D)||». Entonces sup*(C)) < supx*(D)) + « para todox* € By..
ComoD + aBy es convexo y cerrado, el teorema de separacion de Hahn-Banach nos permite
deducir queC C D + aBy. Por simetria, también tenembsc C + aBy. Por tantoh(C,D) < «.
Esto demuestréii) .

Finalmente(iv) es consecuencia inmediata @@ y la completitud d&cwk(X),h) (Proposi-
cion 4.1.3). La prueba ha finalizado. O

Los distintos métodos de integracién para multi-funcioesQ — cwk(X) que vamos a
considerar en este capitulo pueden interpretarse en términos de la “integrabilidad” de la funcion
univaluadaj o F : Q — /o, (By. ). Asi, es natural preguntarse si el espacio de Banach

sparj(cwK(X))) C foo(Bx-)

posee propiedades relevantes desde el punto de vista de la integracion vectorial. El resto del aparta-
do se dedica a analizar la separabilidad de dicho espacio o, equivalenteméate e, h).
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Comenzamos recordando qek(X),h) es separable si y sélo Xi es separable (Corolario
4.1.6, véase [CV77, Theorem I1.8]). Para la prueba necesitamos el siguiente lema bien conocido.

Lema 4.1.5. Para cada Ce ck(X), la funcién |C) : By. — R es w-continua.

Demostracion.Sea(x;) una red erBy. quew*-converge &* € By.. Fijamose > 0. ComoC
es compacto en norma, podemos encomtar..,x, € C tales que rm,;_, [[x — x| < & para
cadax € C. Por otro lado, existe unx de manera que S&‘BgnVE (%) —X*(%)| < € para todo
B > a. Se sigue inmediatamente qpe (x) —x"(x)| < 3¢ para todox € C y todo 8 > a. Por
tanto, j(C)(x;;) —J(C)(x")| < 3e para cadg > «. Esto demuestra quéC) esw*-continua. [

Corolario 4.1.6. (ck(X),h) es separable siy solo si X es separable.

Demostracién.Notese quéX, || - ||) es isométrico a un subespacio(@&(X),h) y, por tanto X es
separable gick(X), h) lo es. Reciprocamente, supongamosXes separable. Entonces, ., w*)
es un compacto metrizable y, por tanto, el espacio de BaD@gh ,w*) es separable, véase e.g.
[FHH'01, Lemma 3.23]. El resultado se sigue ahora de los Lemas 4.1.4y 4.1.5. O

En las Proposiciones 4.1.10 y 4.1.12 caracterizamos la separabilidedidX), h) para cier-
tas clases de espacios de Banach. Las construcciones que aparecen seran utilizadas de nuevo en la
Seccion 4.3.

Lema 4.1.7 ([CRO4]). Sea{(x;,X") };c; un sistema biortogonal en X X* tal que{x; :i €1} es
débilmente relativamente compacto y.Msup,, ||| < +e. Entonces:

(i) Cy:=aco{x : i€ J} e cwkX) para cadad # J C I;
(i) h(C,,Cy) > 1/M para cada par de conjuntos distintos (no vaciosy & I.

Demostracion.(i) es consecuencia directa del teorema de Krein-Smulian, véase e.g. [DU77, The-
orem 11, p. 51]. Para demostf@y tomamos dos conjuntos no vacihg’ c | conJ ¢ J'. Fijamos

unn > 0tal queC, C C,;, + 1By y tomamos € J\ J'. Comox; € C;, dadoe > 0 podemos encontrar

unx € aco(x; : j € J'} tal que||x; —X|| < +&. Peroi ¢ J', luego

1=% (% =x) < M) —x]| <M(n +é).
Comoe > 0 es arbitrario, deducimos que> 1/M. Esto demuestra qugC,,C;) > 1/M. [

El siguiente lema nos dice, en particular, que todo espacio de Banach con una base de Marku-
shevich “shrinking” es débilmente compactamente generado, véase [FEIfiheorem 11.23].

Lema 4.1.8. Sea{(x;,X") };c; un sistema biortogonal en X X* tal quesup, ||%|| < +oy

X* =spar{x‘: i € I}H'H.

Entonces[x; : i € |} es débilmente relativamente compacto.
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Demostracién.Por el teorema de Eberlein-Smulian (véase e.g. [Die84, Chapter 1l1]), basta de-
mostrar que{x, : i € |} es debilmente relativamenticesionalmente compactbijamos una
sucesion(in) enl. Se afirma quéx; ) tiene una subsucesion convergente. En efecto, notese que
podemos suponer que, para cadal, el conjunto{n € N : i, =i} es finito. Entonces existen

ng <n, <...enN tales quei, # ink, para cualesquierk # k'. Veamos que(xink) converge

a 0 débilmente. Fijamog" € X* y € > 0. ComoX* = spar{x‘ :i € I}M, existenj,,...,jp €1
y a,,...,ap € R tales que el vectoy* = zlleakx]‘k satisfacd|x* — y*|| < €. Ahora podemos en-
contrar urk € N suficientemente grande tal que, para dddak, se tiendnk, Z{i,---»ip} luego

X0, T =10 =y7) 0, )l < (suplxi[)-.

kl
Esto completa la demostracion. O

Con la ayuda de los dos lemas anteriores vamos a mostraicgkéX), h) no es separable
si X es de dimensién infinita X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym. Antes es conveniente
recordar la siguiente observacion elemental.

Observacion 4.1.9.Sea Zc X un subespacio cerrado. Entonces
cwk(Z) = {CecwkX): CcC Z}

y la distancia de Hausdorff (relativa al espacio métrico Z) entre dos elementos cualesquiera
C,C' € cwk(Z) es exactamentg@,C').

Proposicién 4.1.10 ([CR04]).Supongamos que*Xiene la propiedad de Radon-Nikodym. En-
tonces(cwk(X), h) es separable siy solo si X es de dimension finita.

Demostracién.Como hemos comentado en la Seccién 1.4, es conocid¥ gtiene la propiedad

de Radon-Nikodym si y sélo sX es de Asplund, es decir, todo subespacio cerrado separable
de X tiene dual separable. Supongamos utene dimension infinita. Fijamos un subespacio
cerrado separable de dimension infirdta X. Entonce<* es separable. El teorema de Ovsepian

y Pelczynski [OP75], véase e.g. [LT77, Theorem 1.f.4], garantiza la existencia de una base de
Markushevich{(z,,z,) },.y €nZ tal que

" SURe 120l - 17| < +oo;
» Z* =spar{z,:nec N}“'”.
Normalizando, podemos suponer que sf|zn|| < +o Yy sup,.y ||Z|| < +. Los Lemas 4.1.7
y 4.1.8 nos permiten deducir quevk(Z) es un subespacioo separable décwk(X),h) (téngase

en cuenta la Observacion 4.1.9). O

Corolario 4.1.11. Supongamos que*és separable. Entoncéswk(X),h) es separable siy s6lo
si X es de dimension finita.
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Recordemos qui tiene lapropiedad de Schusi toda sucesion débilmente convergente es
convergente en norma. En tal caso se tiekiX ) = cwk(X), por el teorema de Eberlein-Smulian.
Por ejemplo, es bien conocido géfetiene la propiedad de Schur (véase e.g. [Die84, p. 85]).

La prueba del siguiente resultado es similar a la de la Proposicion 4.1.10 y utiliza una carac-
terizacion debida a Dilworth, Girardi y Johnson [DGJ00] de los espacios de Banach duales sin la
propiedad de Schur en términos de sistemas biortogonales.

Proposicion 4.1.12.Supongamos que % Y* para algun espacio de Banach Y. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) (cwk(X),h) es separable;

(i) X es separable y tiene la propiedad de Schur.

Demostracion.La implicacién(ii) = (i) es una consecuencia inmediata del Corolario 4.1.6 y los
comentarios anteriores.

Veamos la prueba d@=-(ii). Por un lado, comdX, || - ||) es isométrico a un subespacio de
(cwk(X),h), resulta queX es separable. Para probar d¢iene la propiedad de Schur razona-
mos por reduccién al absurdo. Si el dxak= Y* del espacio de Banach separa¥leo tiene la
propiedad de Schur, entonces un resultado de Dilworth, Girardi y Johnson, [DGJ0O, Theorem 1],
asegura que existe una base de Markusheighyy) } o €NY tal que

= SURey [IYnll < 4oy SRy [IVall < +eo;

= (y;,) converge débilmente a 0.
De la convergencia débil dg;,) se sigue quéy;, : n € N} es débilmente relativamente compacto.
Por tanto, el sistema biortogonly;, yn) } .oy € X X X* esta en las condiciones del Lema 4.1.7 'y
deducimos quécwk(X),h) no es separable, lo que contradice la hipétesis. O

Los resultados anteriores ponen de manifiesto que el espacio de Bspaati{cwk(X)))
no es separable en numerosas situaciones. Vamos a finalizar este apartado discutiendo bajo qué
condiciones dicho espacio tiene bola dwélseparable o es WLD.

Necesitamos introducir la siguiente topologia, que va a jugar un papel fundamental durante el
resto del capitulo.

Definicion 4.1.13. La topologia de Mackey en*Xdenotada porr,,, es la topologia de la con-
vergencia uniforme en todos los subconjuntos absolutamente convexos y débilmente compactos
de X.

Recordemos que,, es una topologia localmente convexa Hausdoofhpatible con el par
dual (X, X*) (teorema de Mackey-Arens, véase e.g. [Jar81, 8.5.5]), es decir, el dual topoldgico de
(X*, 1) esta formado precisamente por los funcionales de la fafma x*(x), x € X. Por tanto,
para cualquier conjunto convexXoC X*, se tiene la igualdad
K’CM _ KW*

)

véase e.g. [Jar81, 8.2.5].
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Notese que, por el teorema de Krein-Smulian (véase e.g. [DU77, Theorem 11, [,543),
precisamente la topologia de la convergencia uniforme en todos los subconjuntos débilmente com-
pactos deX. En particular, tenemos la siguiente

Observacion 4.1.14.Para cada Ce cwk(X), la funcion jC) : By. — R esty,-continua. Por
tanto, j toma valores en{By., 7y,). En efecto, para verlo no es necesario utilizar el teorema de
Krein-Smulian: basta observar que, fijado un vegterC, se tiene

acdC) cC—C+{ax:a € [-1,1]},

luegoacqC) es débilmente compacto.

Lema 4.1.15.Si (By.,w") es separable, entoncéchb(B w*) también es separable.

)
Demostracion.EscribimosY = C(By., 7y, ). ComoX es separable, existe un conjunto contable
D C By. tal queﬁ‘m = By.. En vista de los comentarios que siguen a la Definicion 4.1.13, se

tieneco(D)TM = By.. Por tanto, el conjunté formado por todas las combinaciones convexas de

elementos d® con coeficientes racionales es contable y satishite- B,.. Como
B={e.ly: X" € A} CB,.
. —w
es normante, el teorema de separacion de Hahn-Banach asegam@e = B, .. Para acabar,

nétese que el conjunto contable formado por todas las combinaciones “absolutamente convexas
de elementos dB con coeficientes racionales es densg¢®&n,w*). O

En vista de la Observacion 4.1.14 y el Lema 4.1.15, el espm@Ed j (cwk(X))) tiene bola
dualw*-separable si lo mismo ocurre céh En tal caso, sabemos gapari j(cwk(X))) es WLD
siy sélo si es separabl@éase la Seccion 1.4). En general, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.1.16. Supongamos quéBy.,w*) es separable. Sea T cwk(X). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) (T,h) es separable;
(if) j(T) esta contenido en un subespacio WLIXJEB,. ).

Demostracion.La implicacion(i)=(ii) es inmediata. Reciprocamente, supongamosYge® un
subespacio WLD dé,(By.) que contiene g(T). Como la clase de los espacios de Banach WLD
es estable para subespacios cerrados (véase la Seccion 1.4), el EspavioiC,(By.,7y) €s
también WLD. Por otra parte, la separabilidadXl@segura quéBCb(Bx*ﬁM)*,W*) es separable

(Lema 4.1.15). Se sigue quB,.,w*) es un compacto de Corson separable, es d&ir,w*) es
metrizable, lueg O j(T) es separable y, por tanto, lo mismo ocurre ¢drh) (Lema 4.1.4).
Esto completa la demostracion. O
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4.1.2. Series de conjuntos en espacios de Banach

En este apartado estudiamos la convergencia incondicional de series de elemem{Xge
en el sentido de la Definicién 1.5.4. Nuestro principal objetivo es mostrar (Proposicion 4.1.18)
gue dicha convergencia puede caracterizarse, a través de la inmemsirérminos de la nocién
usual de convergencia incondicional de series de vectores en espacios de Banach. Este hecho
es consecuencia inmediata del siguiente lema y [Dre76, Propositions 2.3 y 2.5]. Para facilitar la
lectura incluimos una demostracion autocontenida.

Lema 4.1.17 ([CRO04]). Sea(By) una sucesion en cwK) tal que 5, B, es incondicionalmente
convergente. Entoncég, B, € cwk(X).

Demostracion.Claramentey , B, es convexo. Para ver qig, B, es débilmente compacto consi-
deramos la aplicacion

s: |_|Bn—>X S((bn)e_y) == an

Sea¥ la topologia producto efi],,_; B, obtenida cuando cads, se considera equipado con la
restriccién de la topologia débil d& Afirmamos que S €5-débil-continua En efecto, fijamos
(bn)r-1 € Mn=1Bn Yy U € %, donde% denota la familia de todos entornos de 0 en la topologia
debil deX. Evidentemente, existen> 0y V € % tales que 2By +V c U. Comoy,B, es
incondicionalmente convergente, podemos encontrad anN tal que|| 3;.sB;|| < € para cada
conjunto finitoSC N\ {1,...,N} (Observacion 1.5.5). Fijamd4/,, ..., W € % de manera que
z,’Llwn C V. DefinimosHy, := BN (b, +W;,) para cada X n <N, H,, := By para cadan > Ny

H := -1 Hn. Entonced es unZ-entorno degby);y_, tal que para cadgy,)y_; € H

0 N N N
S((bp)n=1) = bo+ S bhe b+ $ b+ $ W
n l Z nzl " n; ¥ nzl " n; § nzl )
C Sy bnt Z\‘(bg—bn)JrV C > bnt+2eBy+VC ) batU.
n> n=1 n=1

Como(bn)y_1 € [Mn=1Bn YU € % son arbitrariosS esT-débil-continua. Finalmente, teniendo en
cuenta qué[],-1 Bn,¥) es compacto (por el teorema de Tychonoff), deducimosSg€_, Bn) =
Y nBn €s débilmente compacto. Esto completa la demostracion. O

Proposicion 4.1.18 ([CR04]).Sea(By) una sucesion en cyK). Las siguientes condiciones son
equivalentes:
(i) >nBnesincondicionalmente convergente;
(i) existe un B cwk(X) con la siguiente propiedad: para cada> 0 existe un conjunto finito
P C Ntal que r(zneQ Bn, B) < ¢ para cada conjunto finito - Q C N;
(i) ¥, i(Bn) esincondicionalmente convergente/efiBy. ).

Ental casoy ,Bh=BY j(3hBn) = 3nj(Bn).
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Demostracion.(i)=-(ii) Nétese qud := 5, B, pertenece awk(X) (Lema 4.1.17). Fijamos > 0.
Comoy By es incondicionalmente convergente, existeNug N de manera qug¢y . sBnl| < &
para cada conjunto finit§ ¢ N\ P, dondeP := {1,...,N} (Observacion 1.5.5). Dado cualquier
conjunto finitoP € Q C N, se tiene

Z}BncB+sBx y BC Z}BH+SBX7
ne ne

Iuegoh(zneQ Bn, B) < &. Esto demuestré)=>(ii) .

Supongamos ahora que se cumile En particular, para cada> 0 existe un conjunto finito
PC Ntal queh(znEQ Bn, 3 hep Bn) < € para cualquieP C Q C Nfinito. Fijamos un conjunto finito
Sc N\ P. Usando el Lema 4.1.4 deducimos

[zl -r(zem0) =iz )
i3 8o on g e <

Por tanto, la seri§ B, es incondicionalmente convergente, y la implicadign=-(i) queda de-
mostrada.
Por otra parte, la equivalendig< (iii) es consecuencia inmediata de la igualdad

3 Bl =n(3 Bn (0}) = i 3. 80) |, = 3, itew

Finalmente, la igualday,, B, = B se sigue de la prueba @@=-(ii). Por el Lema 4.1.4, también
tenemos (3, Bn) = 5, j(Bn). Esto completa la demostracion. O

’ [

para cada conjunto finit8 C N.

[ee]

o0}

Observacion 4.1.19.N6tese que las condiciones de la Proposicién 4.1.18 son equivalentes a:

(iv) Para cualquier inmersién i de cwK) en un espacio de Banach Y con las propiedades
(i)-(iv) del Lema 4.1.4, la seri§ ,i(By) es incondicionalmente convergente en'Y .

En tal casoi(y,Bn) = Sni(Bn).

Es conveniente introducir el siguiente concepto, que aparece asociado de manera natural a la
nocion de serie de conjuntos incondicionalmente convergente.

Definicion 4.1.20. Una multi-funcion M: Z — cwk(X) se llama multi-medida contablemente
aditiva si, para cada sucesion disjunti,) enZ, la seriey ,M(E,) es incondicionalmente con-

vergente y MUy En) = o M(En).
Como consecuencia inmediata de la Proposicion 4.1.18 obtenemos el siguiente

Corolario 4.1.21. Una multi-funcion M: ¥ — cwk(X) es una multi-medida contablemente adi-
tiva si y sélo si la composicidnojM es una medida contablemente aditiva.

El lector puede encontrar en [Hes02, Section 7] y [KT84, Chapter 19] mas informacion y
numerosas referencias sobre la teoria de las multi-medidas.
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4.1.3. Medibilidad de multi-funciones y existencia de selectores medibles

En este apartado realizamos un breve repaso de las distintas nociones de medibilidad que
se pueden considerar cuando se trata con multi-funcibne@ — cwk(X). Para informacion
detallada sobre este tema en contextos mas generales, remitimos al lector a los libros [CV77,
KT84], el reciente “survey” [Hes02], los articulos [BH98, HU77, Him75] y las referencias que
alli se proporcionarDurante el resto del apartado M es un espacio métrico y escribigdg)
para denotar la familia de todos los subconjuntos (no vacios) cerrados.de M

Definicion 4.1.22.Sea F: Q — %’(M) una multi-funcién. Decimos que una funcion@ — M
es un selector de F si(f) € F(t) para cada te Q.

Definicion 4.1.23.Una multi-funciéon F. Q — %’ (M) se dice medible Effros si
{teQ: F(t)NU #£0} € X para cada abierto UC M.

Gran parte del interés de esta nocién reside en un importante resultado de Kuratowski y Ryll-
Nardzewski [KRN65] (véase e.g. [CV77, Theorem 111.6] o [KT84, Theorem 14.2.1]) que afirma
que, cuand®/ esseparabley completo toda multi-funcion medible EffroB : Q — %’ (M) tiene
un selectoz-Borel(M)-medible.

Definicion 4.1.24. Decimos que una multi-funcion ) — % (M) tiene gréafica medible si
GraphF) ={(t,m) e QxM: meF(t)} € ZBorelM).

Es bien conocido (véase e.g. [CV77, Theorem 111.30] 0 [KT84, Theorem 13.2.7]) dMiesi
separabley completg entonces una multi-funcidf : Q — % (M) es medible Effros siy s6lo si
tiene grafica medible.

En el caso de multi-funciones con valoresoerk(X) se puede considerar también el concepto
de medibilidad escalar, que recordamos a continuacion. Dada una multi-flici®dr— cwk(X)
y X* € X*, escribimoss* (x*, F) para denotar la funcion real definida@mediante

te 8 (X, F(1).

Definicion 4.1.25.Una multi-funcion F Q — cwk(X) se dice escalarmente medibl&dsi{x*, F)
es medible para cada x X*.

Medibilidad escalar y medibilidad Effros coinciden cuantiesseparable como se muestra
en [CV77, Theorem II1.37] (véase también [BH98, Corollary 4.10 (a)]). A continuacién incluimos
una prueba de dicha equivalencia.

Teorema 4.1.26.Supongamos que X es separable. Se®@F— cwk(X) una multi-funcién. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

() F es medible Effros;
(i) F tiene grafica medible;
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(i) F es escalarmente medible.
En tal caso, F tiene un selector fuertemente medibl® f— X.

Demostracion.(i)=(iii) Fijamosx* € X*. Dadoa € R, como el conjuntd) = {x € X : x"(x) > a}
es abierto, tenemos qyec Q: F(t)NU # 0} ={t € Q: §*(x*,F(t)) > a} pertenece &. Por
tanto,6*(x*,F) es medible.

La demostracion d@ii) = (i) se divide en tres etapas.

Paso 1.- Para caday > 0O, el conjunto{t € Q : F(t) N nBy # 0} pertenece &. En primer
lugar, observamos que

{teQ: F)NnBy #0}= () {teQ: xX(F(t))N[-n,n]#0}.

X*€By

En efecto, nétese que si para un cigrtoQ se cumple-(t) "\nBy = 0, el teorema de separacion
de Hahn-BanachH(t) es convexo y débilmente compacto) garantiza la existencia se &S, .
tal que in{x*(F(t))) > supx*(nBy)) = n, luegox*(F(t))N[—n,n] =0.

Como (By.,w") es separable, lo mismo ocurre c@By.,7,) (véase la demostracion del
Lema 4.1.15). FijamoA C By. contable tal que?\TM = By.. Se afirma que

{teQ: Ft)nnBy #0} = [ {t€Q: X (F(t))N[-n,n] #0}. (4.1)
X*€A
Para ver esta igualdad, fijamosta Q tal quex*(F(t)) N [—n,n] # 0 para todo<* € A. Supon-
gamos, por reduccion al absurdo, agéF (t)) N[—n,n] = 0 para algurn; € By.. Por ejemplo,
podemos suponer que (F(t))) > n. ComoA™ = By. y acqF(t)) es déebilmente compacto,
existe urx* € Atal que|x*(x) —x5(x)| < inf(xy(F(t))) —n para cadx € F(t), es decir,

X' (X) > xg(x) —inf(xo(F (1)) +n =n paracadacF(t),

lo que contradice la eleccion tleEsto demuestra (4.1).
Finalmente, la medibilidad escalar Begarantiza que, para castac By., el conjunto

{teQ: x(F(t))n[-n,n] # 0}
—{teQ: §*(X,F())>-n}in{teQ: §(—x",F(t)) > -n}

pertenece &. Utilizando la igualdad (4.1) deducimos q{tec Q : F(t) N\nBy # 0} € Z.

Paso 2.- Para cada > 0y cada xc X, el conjunto{t € Q : F(t) N (x+nBy) # 0} pertenece
aX. Para verlo, definimos una multi-funcié@: Q — cwk(X) medianteG(t) = —x+ F(t). Para
cadax* € X* se tiened* (x*,G) = —x*(x) + 6*(x*,F). Por tantoG también es escalarmente me-
dible y elPaso 1nos dice qudt € Q : F(t)N(x+nBy) # 0} = {t € Q: G(t)NNBy # 0} € ,
como se queria demostrar.

Paso 3.- Para cada abierto 4 X, el conjuntoft € Q : F(t)NU # 0} pertenece &. En efecto,
comoX es separable, podemos escribie= [ J;,_; (X + 1nBy ) para ciertas sucesionés,) enX'y
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(nn) enR*. En virtud delPaso 2 se tiene
{teQ: F)NU #0} = [ J{teQ: F(t)N(Xa+MBy) # 0} € Z.
n=1

Esto completa la demostracion @ =(i).

Finalmente, por el teorema de seleccién de Kuratowski y Ryll-Nardzewski mencionado ante-
riormente, sabemos que existe un selezt@orel(X, || - ||)-medible de=. ComoX es separable,
dicho selector es necesariamente fuertemente medible (Teorema 1.7.8). O

4.1.4. Laintegral de Debreu

Como se ha mencionado en la introduccion, la nocién de integral introducida por Debreu en
[Deb67] es la generalizacion natural de la integral de Bochner al caso de multi-funciones. A pesar
de que la teoria desarrollada por Debreu solo consideraba multi-funciones con valokes)en
no es dificil comprobar, como advirtié Byrne [Byr78, p. 246], que esta teoria se puede extender
al caso de multi-funciones con valores@mk(X). El lector puede encontrar un estudio bastante
completo sobre la integral de Debreu en [KT84, Chapter 17]. Para mas informacién, remitimos
a [Byr78, HU77], [Hes02, Section 3] y las referencias que alli se proporcionan.

Definicion 4.1.27.Una multi-funcion F: Q — cwk(X) se dice integrable Debreu si la composi-
cion joF : Q — /w(By.) es integrable Bochner. En tal caso, la integral de Debreu de F es el
unico element@De) [, F du € cwk(X) que cumple ((De) /o F du) = (Bochney [ joF du.

Cabe destacar que el concepto de integrabilidad Debreu no depende de la inmersidn particu-
lar j con la que estamos trabajando: para definir esta integral podemos utilizar cualquier aplicacion
i decwk(X) en un espacio de Banach que cumpla las propied@dés) del Lema 4.1.4 (véase
e.g. [KT84, Proposition 17.2.4]).

Es conocido que para cualquier multi-funcién integrable Debre@ — cwk(X) se cumple
la igualdad

(De)/ Fdu= {(Bochney/ fdu: f:Q— Xesun selector integrable Bochner}él},
Q Q

es decir, la integral de Debreu #ecoincide con la llamadmtegral de Aumanme F, [Aum65],
véase [KT84, Theorem 17.3.2] y [Byr78].

4.2. Laintegral de Pettis de multi-funciones

A lo largo de esta seccion suponemos siempre que X es separable

La integral de Pettis de multi-funciones fue considerada por primera vez en [CV77, Chapter V,
84] y en los Ultimos afios ha sido ampliamente estudiada por diversos autores, véase [Amr98,
EAHO00, HZ02, Zia97, Zia00]. Se define del siguiente modo.
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Definicién 4.2.1. Una multi-funcion F: Q — cwk(X) se dice integrable Pettis si
(i) &*(x*,F) e £Y(u) paratodo x € X*;
(i) paracada Ac %, existe un(P) [,F du € cwk(X) tal que

6* * /qu /5* (X*,F)du paratodo X € X*.

Dada una multi-funciéf : Q — cwk(X), es claro que
(6., joF) =8"(X",F) paratodoc € X*.

La igualdad anterior nos permite reformular la Definicion 4.2.1 en términos de la composicién
joF : Q — /s (By.), como sefialamos en la siguiente

Observacion 4.2.2.Una multi-funcion F: Q — cwk(X) es integrable Pettis si y sélo si

() (e.,joF) € Z(u) paratodo x € X*;
(i) paracada Ac >, existe un(P) [,F du € cwk(X) tal que

ex*,J /qu / (&, joF)du paratodoX € X*.
La condicion(ii) garantiza la unicidad degP) [,F du, ya que el conjunto

&={e.: X €By.}CB,

(Bys )"

es normante. En lo sucesivo, dada una multi-fun&io2 — cwk(X), escribimos
We =2, ¢, ={8"(X',F): X" €By.} CR®.

Es bien conocido (véase e.g. [Mus91, Theorem 5.2]) unee funciéon f definida e® con
valores en un espacio de Banach separable Y es integrable Pettis si y solo si la famélsa Z
uniformemente integrabl&n lo que respecta a multi-funciones, disponemos de la caracterizacion
aislada en el Teorema 4.2.3. La implicac{@i = (i) se debe esencialmente a Castaing y Valadier
[CV77, Chapter V, 84], mientras que las otras han sido probadas mas recientemente por EI Amri
y Hess [EAHO0Q] y Ziat [Zia97] (véase [Zia00] para una prueba corregidd €gii) ).

Teorema 4.2.3.Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcién. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

() F esintegrable Pettis;
(i) W es uniformemente integrable;
(iii) F es escalarmente medible y cualquier selector fuertemente medible de F es integrable
Pettis.

En tal caso, para cada A Z, se tiene

P)/ Fdu= {(Pettis/ fdu: f:Q— X esun selector integrable Pettis dé.F
A A
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El Apartado 4.2.1 esta dedicado a proporcionar una prueba del Teorema 4.2.3. Este resultado
sera fundamental en nuestras consideraciones posteriores sobre la integral de Pettis y su relacion
con la integral de Birkhoff de multi-funciones. Como aplicacion, en el Apartado 4.2.2 discutimos
la relacion entre la integrabilidad Pettis de una multi-funétarQ — cwk(X) y la integrabilidad
Pettis de la funcion univaluada F.

4.2.1. Caracterizacion de la integrabilidad Pettis de multi-funciones

El apartadd(ii) de la siguiente proposicion es conocido, al menos para un espacio de Banach
separabléy en el cas® = B,.. (como hemos comentado antes del Teorema 4.2.3).

Proposicion 4.2.4 ([CR04]).Sean Y un espacio de Banach tal ¢Be.,w*) es angélico, B- B,
un conjunto normante y fQ — Y una funcion.

(i) SiZ g estaformada por funciones medibles, entonces f es escalarmente medible.
(i) SiZ gesuniformemente integrable, entonces f es integrable Patfi&y es relativamente
compacto en norma.

Demostracion.Como B es normante, el teorema de separacién de Hahn-Banach asegura que
acdB) esw*-denso erB,.. Utilizando la angelicidad déB,.,w*) concluimos que ad®) es
w*-sucesionalmente denso Bg. y, por tanto, ac¥; z) esTp-sucesionalmente denso £p Es
claro ahora que €, 5 esta compuesta por funciones medibles, lo mismo ocurr&gon

La prueba de{ii)7 es como sigue. Supongamos dig; es uniformemente integrable. Como
acqZ; g) es uniformemente integrable 3,-sucesionalmente denso &p, podemos aplicar el
teorema de Vitali (véase e.g. [Fre01, 246J]) para deduciZges un subconjunto uniformemente
integrable deZ*(u).

Para ver qud es integrable Pettis, con (X) relativamente compacto en norma, solo tenemos
que comprobar que la aplicacion canénicaB,. — L(u) (que envia cadg € B,. a la clase
de equivalencia dg* o f) esw*-|| - [|;-continua (Proposicion 1.9.2). Fijam@sc By. y tomamos

cualquiery* € c". Como(By.,w") es angélico, existe una sucesi®j) enC quew*-converge
ay*. Por tantoy;, o f) converge puntualmenteyéo f y, comoZ; es uniformemente integrable,
podemos utilizar de nuevo el teorema de Vitali para concluir qug(l(y;) —J(y*)||; = 0. En

particular,J(y*) € J(C)”'Hl. Esto demuestra qukesw*-|| - ||;-continua. O

Dada una multi-funcion integrable Petfs: Q — cwk(X), podemos considerar la multi-
funcion asociada

Mg 1 S — cwk(X), MF(A):(P)/AF du.

En la Proposicion 4.2.6 se muestra diees una multi-medida contablemente aditiva. Esto es una
consecuencia directa de un resultado de Costé [Cos] (véase [Hes02, Proposition 7.4]) que afirma
queuna multi-funciéon M £ — cwk(X) es una multi-medida contablemente aditiva si y sélo si,
para cada x € X*, la funcioné*(x*,M(-)) : £ — R es una medida contablemente aditi&n
embargo, hemos optado por incluir aqui una una prueba completa de la Proposicién 4.2.6 que no
involucra la caracterizacion de Costé. Para ello necesitamos el siguiente lema (véase [Zia00]).
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Lema 4.2.5. Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcién integrable Pettis. Entonces:

(i) F tiene un selector fuertemente medible;
(i) cualquier selector fuertemente medible de F, digamof2f— X, es integrable Pettis y
v¢(A) € (P) [,F du paratodo Ac Z.

Demostracion.(i) es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1.26.

Para probafii) fijamos un selector fuertemente medilfle Q — X deF. En primer lugar,
observamos qué es integrable DunfordEn efecto, basta tener en cuenta dues escalarmente
medible y que se tiene la desigualdad

—8"(—x",F) <x'of <6"(x",F) paratoda* € X*.
FijamosE € Xy definimos la aplicacion lineal
Te: X" — R, Tg(X) :/x*o fdu.
E

La funcion¢ : X* — R dada porg (x*) = 6*(x*, (P) [ F du) esty,-continua (véase la Obser-

vacion 4.1.14) y se anula en 0. Gracias a la integrabilidad Petfts de cumple la desigualdad

—(—x*) < Te(X*) < ¢(x*) para todox* € X*. Concluimos quél; esty,-continua en 0y, por

linealidad, en todo punto d¢*. Por el teorema de Mackey-Arens, véase e.g. [Jar81, 8.5.5], existe

Xe € X tal queTg(X*) = X*(xg) para todoc* € X*. Esto demuestra quiees integrable Pettis
Supongamos, por reduccion al absurdo, gu@) ¢ (P) [,F du para ciertoA € . El teorema

de separacion de Hahn-Banach nos asegura que exigtecux* tal que

/Ax*of du = X (v; (A))
>sup{x*(x): Xe (P)/AF du} :6*<x*,(P)'/AF du):/AS*(x*,F) du,

lo que contradice que o f < §*(x*,F). Por tantoy; (A) € (P) [,F du para cada# € Z, como se
gueria demostrar. O

Proposicion 4.2.6.Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion integrable Pettis. Entonces Ms
una multi-medida contablemente aditiva.

Demostracion.Es sencillo ver que := jo M : X — /s (By. ) es una medida finitamente aditiva.
Para probar que, de hechogs contablemente aditiva, comenzamos con el siguiente:

Caso particular.- Supongamos q0ec (P) [,F du para todo Ac X. Fijamos una sucesion
disjunta(A,) enX. En primer lugar, vamos a ver que la se§igv(A,) converge incondicional-
mente. Esto equivale a demostrar que la serie de conjgit® /, F du es incondicionalmente
convergente (Proposicion 4.1.18). Fijamass y,(P) [, F du para todon € N, y tomamos una
sucesiom; < n, < ... enN. Definimoss, = z!‘zlxni para todk € N. Notese que

k
§<:sk+O€iZl(P)/AniFd,u+(P)/Q\U=(_1AniFdu:(P)/QF du para todck ¢ N.
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Por otra parte, para cadac X* la seriey ;> ; x*(X, ) es convergente. En efecto, basta observar que

5 (x',(P) /An» F du )| +‘i 5 (—x,(P) /An. F du)|

< / 0" (x",F)| du+ / 0" (—x",F)|du
3 [, Fldus3 [ 18 )
< [18°6¢.F)l du+ [ [8°(—¢' )] du < e

Esto garantiza que la sucesi(s)) tiene, a lo mas, un punto de aglomeracion para la topologia
débil deX. Como cadas, pertenece al conjunto débilmente compa@® |, F du, se deduce
que(s,) es débilmente convergente, es decir, la sgfig x, es debilmente convergente. Como
la sucesiom; < n, < ... es arbitraria, el teorema de Orlicz-Pettis 1.5.7 asegura que laysegie
es incondicionalmente convergente. Esto demuestra que lggerié,) converge incondicional-
mente erle (By.).

Se afirma qu&g,,_, v(An) = v(Up-1An). En efecto, para cadd € By. tenemos

(Z v(An))(x*) =lim S v(An)(x') = lim % 5 (x*,(P)/AnF du)

/ 5°(x",F) dy — 5*(x",F) d
An Un-1An

= 6" x*,P/ Fdu)=v An ) (XH).
(. [, Fau) (nL_J1 ) )
La demostracién delaso particularha finalizado.

Caso general.Fijamos un selector integrable Pettiskledigamosf : Q — X (Lema 4.2.5).
Definimos
G:Q —cwkX), G(t)=—f(t)+F(t).

Es claro qued*(x*,G) = —x* o f + 6" (x*,F) para todax* € X*. Por tantoG es integrable Pettis
y0e (P) [,Gdu=—v;(A)+(P) [,F du para cada € > (de nuevo, aplicamos el Lema 4.2.5).
El Caso particularmnos dice que la funcion’ : ¥ — /., (By.) dada por

V) = §((P) [ G ) = J({-vi(A}) + V(A

es una medida contablemente aditiva. Finalmente, canes una medida contablemente aditiva
(Teorema 1.8.7), deducimos que lo mismo ocurre eokl Corolario 4.1.21 asegura ahora que
Mg es una multi-medida contablemente aditiva. O

Ya hemos reunido todas las herramientas necesarias para la prueba del Teorema 4.2.3.
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Demostracion del Teorema 4.2.8)=(ii) La funcionv : Z — /(By.) dada porv = jo Mg es
una medida contablemente aditiva (Proposicion 4.2 &) cpntinua. En vista de la desigualdad

IVIA) > sup (e, v)I(A)= sup [ |8"(<',F)|du paracada ez,

x*eBX* x*eBX*

deducimos que\: = {5*(x*,F) : x* € By. } es uniformemente integrable.
(ii)=-(iii) Fijamos un selector fuertemente medibleFdaligamosf : Q — X. Se tiene

—6"(—X",F) <x"of <8"(X",F) paratodaK” € By..

Esta desigualdad y la integrabilidad uniforme/degarantizan qué; = {x*o f : x* € By. } es uni-
formemente integrable. Por la Proposicion 4.2.4s integrable Pettis, como se queria demostrar.

Dividimos la prueba déiii) = (i) en una serie de pasos.

Paso 1.-6*(x*,F) € #*(u) para cada x € X*. Fijamosx* € X*. Dadoe > 0, podemos
considerar la multi-funcios, ,. : Q — cwk(X) dada por

£,X*
Gy (1) =F(t)N{xe X: X (x) > "(X",F(t)) — €}.
ComoF es escalarmente medible, el conjunto
GraphF) ={(t,x) e Qx X: xe F(t)}
pertenece & @ Borel(X) (Teorema 4.1.26). Por otra parte, la funcion
QxX—R, (t,x)—x(x)—8" (X",F(t))+e

esX ® Borel(X)-medible, luego

Graph(G, ,.) = Graph(F) N {(t,x) € Q x X: xX*(x) > §"(x",F(t)) — &} € Z® Borel(X).

El Teorema 4.1.26 nos dice q@&, ,. es medible Effros y que existe un selector fuertemente
medible deG, ,., digamosy, ,. : Q — X. En particularg, ,. es un selector dg, luegog, ,. es
integrable Pettis. Comd og, ,. € .2 () y

X 00,y <O (X, F) <X o0, +&,

se sigue qué*(x*,F) € Z(u).
Paso 2.-Definimos

Q={f:Q— X: f esunselector integrable Pettiskg # 0.

Por comodidad, escribimdé' para denotar la clase de equivalencid éu) de cadér € .£(u).
Fijamos una aplicacion linegl: L (1) — .#*(u) cumpliendgp (h#) € h# para todan € £ (u).
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Sea% la topologia producto eh®(u)*" obtenida cuandd(u) se considera equipado con su
topologia débil. Consideramos el conjunto

Q=1{¢ eLl(u)X : existef € Qtal quep(¢(x*)) =x" o f u-a.e. para toda* € X*}.

Es sencillo comprobar qu@ esta formado por aphcacmnes linealesxdesnL!(u).

Vamos a demostrar qu@ es <-cerrado en E(u)*". Para verlo fijlamos um € LY(u)*
perteneciente a la clausura @een (L*(1)X", ¥). Tomamos una ref,,) enQ tal que, para cada
X" € X*, lared(¢q(x*)) converge a (x*) débilmente. En particulag, es lineal. Ademas, podemos
encontrar una reff,) enQ tal que

Ilm/x ofgdu= /p ))du  paratodcE € 2y todox" € X*.

Para cada € Q podemos definir una aplicacion lineal

S(t): X" — R, st)(X') =p(@(xX))(1).

Como (By.,w*) es separable, exist#e C By. contable tal qUA™ = By. (vease la prueba del
Lema 4.1.15). Se€ el Q-subespacio vectoriaontablede X* formado por todas las combina-
ciones lineales de elementosAleon coeficientes racionales. Daxloc X*, tenemos

/p d[J_“m/XOf d,u</5*x F)du paratodcE € %.
Por tanto, para cadd € X* se cumple la desigualdad
p(o(x)) <& (x'F) u-ae. (4.2)
Podemos encontrar ahora bre Z conu(Q\ E) = 0 tal que
0" (=X, F(t)) <s(t)(x") < 6*(X',F(t)) paracadacEycadax" €C (4.3)

Afirmacion.- Para cada& E existe un t) € F(t) tal que X (f(t)) =s(t)(x*) paratodo X € C.
En efecto, com®*(-,F(t)) esty,-continua, la desigualdad (4.3) nos asegura que la restriccion
s(t)|c esty-continua. Teniendo en cuenta gqdees unQ-subespacio vectoriaj,-denso enx*,
un argumento estandar permite extenslé)|. a una aplicacion lineat,,-continua definida en
todo X*. Por el teorema de Mackey-Arens, véase e.g. [Jar81, 8.5.5], existé& ua X tal que
x*(f(t)) = s(t)(x*) para todax* € C. El hecho de quE™ = X* y la desigualdad (4.3) implican
quex*(f(t)) < 8*(x*,F(t)) para todox* € X*. Finalmente, el teorema de separacion de Hahn-
Banach garantiza quit) € F(t), como se queria demostrar.

Tomamosf(t) € F(t) arbitrario para cadae Q\ E. Entoncesf : Q — X es un selector
integrable Pettigle F. En efecto, por la propia definicion de para cadx* € A se tienex o f =
p(o(x*)) u-a.e. Usando la Proposicién 4.2 deducimos qud es escalarmente medible vy,
comoX es separable, el teorema de medibilidad de Pettis (Teorema 1.7.6) nos aseglesque
fuertemente medible. Por tantbes integrable Pettis, es dedire Q.
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Vamos a demostrar ahora que, para c&da X*, se cumple la igualdad(¢(x*)) = x" o f
u-a.e. Evidentemente, esto se tiene cuaxide C. En general, dadg* € X*, existe una recdx;g)
contenida eIt que esry,-convergente hacig'. En vista de (4.2), para cagatenemos

—8 (X = x5, F) < p(9(x5 — X)) < 8" (x5 —X'.F) p-ae.
ComoC es contable, podemos encontrar@g > conu(Q\ G) = 0 tal que
—6" (X" —x5,F(t)) <Xg(f(t)) —p(o(x"))(t) < 8"(Xg —x",F(t)) paratodd € Gy todof.

Tomando limites deducimos que ¢ (x"))(t) = x*(f(t)) para todot € G. Esto demuestra que
¢ € Q. Por tantoQ es cerrado efL!(u)X",%).

Paso 3.{} es¥-compactoEn efecto, para cadd € X*, la familia
Cp = {he LYn): —8(~x,F) <h<§"(x',F)}

es un subconjunto uniformemente integrable¥& 1) y, por el Teorema 1.2.2, suimagen carJéni—
ca enL!(u), denotada poCk., es débilmente relativamente compacta. C@no [y..x-Ch y Q
esT-cerrado Paso 2, se sigue qué esT-compacto.

Paso 4.-FijamosE < X y definimos una aplicaciomy : Q— X medianteTz (¢) = v (E),
dondef es cualquier selector integrable Pettisdeumpliendop (¢ (x*)) = x*o f u-a.e. paratodo
X* € X*. Evidentementel: esT-w-continua, luego

Te(Q) ={v{(E): f:Q — X esun selector integrable Pettisklg

es débilmente compacto. Adema'g((i)) es convexo Y, por tanto, pertenecevek(X). Fijamos
X" € X*. Es evidente qué*(x*, Tz(Q)) < [z 6*(X*,F) du. Por otro lado, dade > 0, podemos
considerar la funcion integrable Petts,. : Q — X obtenida en la prueba deéso 1 Entonces

Vg, (BE)eT(QyY

5" (¢, Te(@) 2 X (v, . (B) = [ X 00, du

> [(6°0¢.F)—e)du= [ 8'(¢.F)du—p(Ee.

Comoe > 0 es arbitrario, se tiend*(x*, Te(Q)) = ¢ 6*(x",F) du. Esto demuestra que es

integrable Pettis, coP) [¢ F du = Tz(Q) para todoE € X. La prueba del Teorema 4.2.3 ha
finalizado. O

4.2.2. Laintegral de Pettis en términos de funciones univaluadas

En vista de la definicion de la integral de Pettis para multi-funciones, es natural plantearse la
siguiente preguntg una multi-funcion E Q — cwk(X) es integrable Pettis siy solo sbF es
integrable PettisAparentemente, en la literatura no existe un estudio previo sobre esta cuestion.
La siguiente proposicion resume algunas respuestas parciales. En el Apartado 4.3.2 mostraremos
gue el “sélo si” no es cierto en general (Observacion 4.3.16).
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Proposicion 4.2.7 ([CR04]).Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion. Consideramos las siguien-
tes condiciones:

() joF esintegrable Pettis;
(i) F esintegrable Pettis.

Entonces (9> (ii) y, en tal caso, se tieng((P) [, F du) = (Pettig [, joF du para cada Ac . Si
(F(Q),h) es separable (e.g.([®2) C ck(X)), entonces (i) y (ii) son equivalentes.

Demostracion.Supongamos qugo F es integrable Pettis. Entoncge es un subconjunto uni-

formemente integrable d&’*(u) (Corolario 1.9.3) y lo mismo ocurre CONE C Z . Utilizando
el Teorema 4.2.3 concluimos gkees integrable Pettis. Ademas, para cAda> y cadax” € By.,
tenemos

(G Ve () = [ (8o F) o

_/BXF)du 5 (x /qu (e i /qu

Por tanto,j((P) [oF du) = v;.r(A) para todoA € X. Esto demuestr@) =(ii) .
Supongamos ahora qE(Q),h) es separable y que es integrable Pettis. Notese que

= spari(j o F)(Q))

es un subespacio cerraseparablede /., (By. ) en el quej o F toma valores. Ademas, el conjunto
} C By. es normante. Comb es integrable Pettis, la famillég = Z; ¢ 5 es
uniformemente integrable (Teorema 4.2.3) y la Proposicion 4.2.4 garantiza ues integrable
Pettis, como se queria demostrar. O

El resto del apartado estd dedicado a demostrar que la implicgigién(i) de la proposicion
anterior es valida si debilitamos la hipotesis {Q), h) es separable” af es estable”. Las ideas
son similares a las empleadas en el Apartado 2.3.2.

Lema 4.2.8.SeanY un espacio de Banach ya — Y una funcién tal que:

(i) existe una particion contablgA,) de Q enZ tal que, para cada n, la restriccion|f es
integrable Pettis;
(i) existe un conjunto normante®B,. tal que % g es uniformemente integrable.

Entonces f es integrable Pettis.

Demostracion.Comenzamos observando qpeya cada Ec Z, la seriey vfIAn(E NA) esin-
condicionalmente convergenten efecto, ndtese que para cada conjunto fiQito N se tiene

H%ﬁvmﬂ(EmmH = sup| 3 (v, (EnAw)| - sup| [ LYot @

y*€B 'ne y*eB

La convergencia incondicional %v”A (ENAy) se sigue ahora de la integrabilidad uniforme de
la familiaZ, ;. "
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Definimosv : £ — X mediantev(E) = 5,v,, (ENA). Vamos a demostrar quees in-
fla,

tegrable Pettis y que;(E) = v(E) para todoE € Z. Es claro quef es escalarmente medible.
Fijamosy; € By.. Entonces

1
5(/ I%ofldu)ﬁ sup ‘/Yéofdu‘ y5ofdu‘
k=1 S €
U1 Ac ECILEJEzlAk E Ees W& JENA
<sup EﬁAk H < sup / ly“of|du < 4o paratodon €N,
Eez y*eB JQ

gracias a (4.4). Por tantgyo f € fl(u) y f es integrable Dunford. Finalmente, nétese que
/Wof du=7% y*(vfIA (ENA,)) =Yy*(v(E)) paratodo/ € Y*ytodoE € =.
E n n

Esto demuestra quiees integrable Pettis, con (E) = v(E) para todcE € Z. O

Corolario 4.2.9. Sean Y un espacio de Banach ya — Y una funcion tal que:

(i) existe una particion contablgA,) de Q enZ tal que, para cada n, la restriccion|f es
acotada;
(i) existe un conjunto normante®B,. tal que Z g es uniformemente integrable y estable.

Entonces f es integrable Pettis y &s estable.

Demostracion.Fijamosn € N. Como la famiIiaZfI g €s uniformemente acotada y estable, un
An?

resultado de Talagrand (véase [Tal84, 11-2-1] on[FreO3, 465N]) nos asegura cﬁZﬂAa_gg):
T, )

ZflAn,aCO(B) también es estable y, por tanto, lo mismo ocurrez{?n acqB) = ZflAn' Comof |An es
acotada, podemos aplicar el Teorema 1.9.4 para conclufr\gnues integrable Pettis. El resultado
se sigue ahora del Lema 4.2.8. O

Ya estamos preparados para aplicar las técnicas de familias estables de funciones dentro del
contexto de la integracion de correspondencias.

Proposicion 4.2.10.Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion integrable Pettis tal que s
estable. EntoncesojF es integrable Pettis y i €s estable.

Demostracion.Recordemos que la composicigr F toma valores efY = C,(By., 7). En la
prueba del Lema 4.1.15 hemos visto que existe un conjunto norrcantable BC B,. tal que
Zj g CW:. Como la familiaZ; ¢ g esta formada por funciones medibles y

II(ioF)()Ilm—;UPK ,(JeF)(t))| paratodd € Q,

se sigue que la funcidn— ||(j o F)(t)||» es medible. En particular, existe una particion contable
(An) deQenZX tal quejoF|, esta acotada para cada
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Por otro lado, comd, ¢ g s uniformemente integrable (gracias a la integrabilidad Petfts de
Teorema 4.2.3) y estable, el Corolario 4.2.9 nos permite concluilj qirees integrable Pettis y
queZ; . es estable. La prueba ha finalizado. O

4.3. Laintegral de Birkhoff de multi-funciones

En esta seccién estudiamos la extension natural de la integral de Birkhoff al caso de multi-
funciones con valores eawk(X). Para formular la definiciébn seguimos los pasos de Debreu,
reemplazando integrabilidad Bochner por integrabilidad Birkhoff.

Definicién 4.3.1 (JCR04]).Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion. Decimos que F es integrable
Birkhoff si la composicion ¢ F : Q — /,(By.) es integrable Birkhoff.

SeaF : Q — cwk(X) una multi-funcion integrable Birkhoff. Entoncgs F es integrable
Pettis y el teorema de separacion de Hahn-Banach garantizg gue) € 11(Q)-co((j o F)(Q)),
véase e.g. [DU77, Corollary 8, p. 48]. Utilizando el Lema 4.1.4 deducimosquHéQ) pertenece
a j(cwk(X)) y, por tanto, existe un unic(B) [oF du € cwk(X), la integral de Birkhoff de F
cumpliendo

(8 [ Fdu)=vie(@.

Por otra parte, es claro que, para cdda %, la restriccionF |, : A — cwk(X) es integrable
Birkhoff respecto det, y su integral de Birkhoff, denotada p@) [, F du, satisface

(8 [ F ) = vie(A).

Como consecuencia inmediata del Lema 4.1.4 y las Proposiciones 2.1.4 y 4.1.18, obtenemos
la siguiente caracterizacion “intrinseca” de la integrabilidad Birkhoff.

Corolario 4.3.2 ([CR04]). Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) F esintegrable Birkhoff;

(i) existe un Ce cwk(X) con la siguiente propiedad: para cada> 0 existe una particion
contablel deQ enZ tal que, para cada particion contable = (A,) de Q enX mas fina
quel y cualquier elecciéon T= (t,) enl”’, la serieS , 1 (An)F(tn) es incondicionalmente
convergente y

h(Zu(An)F(tn),C> <e.
En tal caso, C= (B) |, F dyu.

Observacion 4.3.3.En vista del corolario anterior y la Observaciéon 4.1.19, las nociones de in-
tegrabilidad Birkhoff e integral de Birkhoff para multi-funciones no dependen de la inmersién
particular decwk(X) en un espacio de Banach que hayamos utilizado, siempre que se cumplan las
propiedadesi)-(iv) del Lema 4.1.4.
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En los Apartados 4.3.1 y 4.3.2 vamos a discutir la relacién que existe entre la integral de
Birkhoff para multi-funciones y las integrales de Debreu y Pettis ®is separable, para una
multi-funciénF : Q — cwk(X) se tiene:

F integrable Debreu=- F integrable Birkhoff= F integrable Pettis

La primera (resp. segunda) implicacién se convierte en una equivalengigiesie dimension
finita (resp. si toma valores enk(X)), véase el Teorema 4.3.7 (resp. Corolario 4.3.13). Por otra
parte, cuandX tiene dimensidn infinita X* es separable, los reciprocos de ambas implicaciones
no son validos en general, incluso para multi-funciones acotadas (Teoremas 4.3.10 y 4.3.15).

Para establecer algunos de estos resultados necesitamos reinterpretar, en el lenguaje de las
multi-funciones, algunas de las caracterizaciones de la integrabilidad Birkhoff en términos de la
propiedad de Bourgain (Seccién 2.3.1).

Corolario 4.3.4. Sea F: Q — cwk(X) una multi-funcion acotada. Entonces F es integrable
Birkhoff si y solo si W tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracién.Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.3.2, teniendo en cueptéges
acotaday qUV: = Z; ¢ ., donde&” C B, g . €s normante. O
bl 00 X)ﬁ

Corolario 4.3.5. Supongamos quéBy.,W*) es separable. Sea FQ — cwk(X) una multi-
funcion. Las siguientes condiciones son equivalentes:

() F esintegrable Birkhoff;
(i) W es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Demostracién.Por el Lema 4.1.15(,Bcb(B TM)*,W*) es separable. El resultado se sigue aplicando
ks

el Corolario 2.3.28 4o F, que toma valores &0, (By-, Ty )- O

4.3.1. Relacion con la integral de Debreu

Dado un espacio de Banath sabemos que toda funcion integrable Bochihef2 — Y es
integrable Birkhoff (Teorema 2.1.9), y que las correspondientes integrales coinciden. Por tanto, de
las propias definiciones se deduce el siguiente

Corolario 4.3.6. Toda multi-funcion integrable Debreu K2 — cwk(X) es integrable Birkhoff
y (B) JoF du = (De) [oF du.

Al igual que ocurre para funciones univaluadas, el reciproco del Corolario 4.3.6 es cierto
cuandoX tiene dimension finita.

Teorema 4.3.7 ([CRO04]). Supongamos que X tiene dimension finita. Entonces una multi-funcion
F : Q — ck(X) es integrable Debreu siy sélo si es integrable Birkhoff.
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Demostracion.Solo tenemos que demostrar la condicion suficiente. Supongamds gsen-
tegrable Birkhoff. Comaspar{j(ck(X))) es separable (Corolario 4.1.6)jy F es escalarmente
medible,j o F es fuertemente medible, por el teorema de medibilidad de Pettis (Teorema 1.7.6).
En virtud de la Proposicion 1.8.3, para ver qud- es integrable Bochner basta demostrar que

[ lioF o du < +eo
Q
Dado cualquier conjuntd C Q, escribimodf(A) = [J; ., F (). Notese que

1(FeF) (A= supf[|i(F(t)llo: t € A} =supf[IF(t)[|: teA}=[[F(A)].

Como joF es integrable Birkhoff, existe una particion contalbhg,) de Q en X tal que la
restriccionj o F|, esta acotada cuando/Am) > 0y, para cada eleccitfim) en (An), la se-

rie S mu(Am)(j o F)(tm) es incondicionalmente convergente. Por tafii&Am)|| < 4o cuan-

do u(Am) > 0y la serie de conjunto$ ., it (Am)F(Am) converge incondicionalmente (Proposi-
cion 4.1.18). En espacios de dimension finita las nociones de convergencia incondicional y con-
vergencia absoluta coinciden, luego

LlieFladus S pAnl(oP)Anll= 5 u(AnlFAn)] <o
1(Am)>0 B(Am)>0

Esto completa la demostracion. O

Es bien conocido que, para una funciécotadacon valores en un espacio de Banagh
parable las nociones de integrabilidad Bochner e integrabilidad Birkhoff coinciden (basta com-
binar la Proposicion 1.8.3 con el teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6). En el Teorema 4.3.10

mostramos que, cuando se trabaja multi-funciones, esta equivalencia no es valida en general. Para
la demostracion necesitamos un par de lemas técnicos.

Lema 4.3.8 ([CRO04]). La familia uniformemente acotada
2:={Xg SE0.Y}U{xy: s€[0,1} CROY
es de oscilacién pequenia.

Demostracion.En vista de la igualdaoj[sl} = 1—)5[075), se€ [0,1], la familia 2 es de oscilacién
pequefia si y solo si ocurre lo mismo C{W[o,s) :s€ [0,1]}. Fijamose > 0 y tomamosn € N
suficientemente grande tal qugnX e. DefinimosA, := [(i—1)/n,i/n) paracada Xi<n—1y
An:=[(n—1)/n,1]. Dadost;,tf € A, 1<i <n, para cada < [0,1] tenemos

i; 21/1 “n i_i(x[os) (t) — X5 (t)) ‘
_ } S 2 _
n

'i;(x(tl ‘<*‘Z7ft,,t’ ‘ ‘th’t] ‘ ﬁ

Esto demuestra que la famil{ag[ols) :s€ [0,1]} es de oscilacion pequenia. O

|_\
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Lema 4.3.9 ([CRO04]). Fijamos una enumeraciofy,,d,, ...} deQnN|0,1]. Dados k,...,by € R,
definimos fj ,, :[0,1] — R por la formula

ERREE)

h, (t) :=max({bn: 1<n<N, gy <t}U{0}).

1Dy

Entonces, para cada¥ 0, la familia uniformemente acotada

b © by,....by €0,r], Ne N} c ROY

[RRES)

es oscilacion pequefia.

Demostracion.Comenzamos probando qu& C acq3r2), donde2 es la familia definida en el
Lema 4.3.8. Fijamob,, ...,y € [0,r]. Tomamos una permutaci@nde {1,...,N} tal que

y definimos
G = méx({bg(j) p1<j<itu{o}), 1<i<N.

Noétese que & ¢, <¢c, <... < ¢y <ryquetenemos

N-—1 N-—1
Mo, ..o = i; €10y A00) T N0y ) T Zl Gi(X0.0,,1) ~ X100, T ONXlg, 1

N-1
= ~CiXpq,,) T 22 (G 1— Ci)X[o,qa(i)) T EN-1Xj0g, ) T N (g, 00

Ademas,

N-1 N-1
|—¢l+ ZZ G 1 =Gl + ey gl +ey[ = + ‘ZZ(Ci —Cig)+Cy 1 +Cy =20y 3 +Cy <3
1= 1=

by € acq3r2). Esto demuestra qué&; C acd3r2).

Por tantoh,,
Finalmente, como la famili&? es de oscilacién pequefia (Lema 4.3.8), lo mismo ocurre con
3r 2y, por tanto, corv; C acd3r2) (véase la prueba del Teorema 2.3.12). O

Teorema 4.3.10 (JCR04]).Supongamos que X es de dimension infinita y quesXseparable.
Entonces existe una multi-funcion acotada integrable Birkhoff{® 1] — cwk(X) que no es
integrable Debreu.

Demostracién.Utilizamos las notaciones introducidas en el Lema 4.3.9. Como en la prueba de la
Proposicion 4.1.10, podemos tomar una base de Markushevigh digamos{ (X, x;,) } tal
que

" I i=SUQy Han <40y M:= SUR e HX}ﬁH < +00;

» X* =spafx,:ne N}H'”.

neN:
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En vista de los Lemas 4.1.7 y 4.1.8, podemos definir una multi-funciéon acotada

F:[0,1] — cwk(X), F(t):=aco{xn: gn <t}.

En primer lugar, vamos a probar gbeno es integrable Debrelen efecto, para cualesquiera
puntog # sen|0,1], tenemogne N:q, <t} # {neN:qg, <s}y, portantoh(F(t),F(s)) > 1/M
(Lema 4.1.7). Se sigue inmediatamente ué& no es fuertemente medible.

Por otra partef: es integrable BirkhoffPara verlo solo tenemos que comprobar\ypess una
familia de oscilacién pequefia (Corolario 4.3.4). Definimos

G :={0"(X",F): x* € By. Nspaf{xy: me N}}.

Se afirma qu&/ C 7. En efecto, dado cualquiet = TN, a.x;, € By. Nspar{x;,: me N}, se
cumplex'(x,) = an y |an| < ||Xn|| <r paratodo < n < N. Ademas, para cadac [0, 1], tenemos

§* (X", F(t)) = sup{x*(x) © X € acoXm: Gm < t}}
N
= sup{ z z anAmOnm Z |Am| < 1, Am = 0 para todan salvo una cantidad fini}a

n=1 qmﬁt ngt

N
= sup{ Z anin : Z |Am| <1, Am =0 para todan salvo una cantidad finiﬂa
n=1

<t
et Om=<

Es claro ahora que

7777

Esto demuestra qu€ C 7. Como consecuencia del Lema 4.3.9, deducimos4as una familia
. ., ~ —% ., . ., ~
de oscilacion pequefia y, por tant,” también es de oscilacién pequefia.
. . —% .
Para finalizar la prueba vamos a comprobar\ige- & ~°. Fijamosx* € By.. Como

X* =sparf{x;: n¢ N}“'”,

existe una sucesidy;,) contenida efB,. Nspar{X; : n € N} que converge & en norma. En par-
ticular, 7y, — limpy;, = X"y, por tanto, para cadae [0, 1] tenemosim, 6*(y, F (t)) = 6 (X*,F(t)).
Se sigue qué*(x*,F) € ?Tp, como se queria demostrar. O

Dados un subespacio cerrado” X y una multi-funcionF : Q — cwk(Z), es facil com-
probar queF es integrable Birkhoff (resp. Debreu) si y soloFsies integrable Birkhoff (resp.
Debreu) cuando se considera como multi-funcion con valoresviX) (en tal caso, las respec-
tivas integrales coinciden). Por otra parte, ya hemos mencionadX gtiene la propiedad de
Radon-Nikodym si y sélo si todo subespacio cerrado separable de X tiene dual sejfadakke
la Seccién 1.4). En vista de todo esto, el Teorema 4.3.10 nos permite deducir el siguiente resultado.
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Corolario 4.3.11 ([CRO04]). Supongamos que*Xiene la propiedad de Radon-Nikodym. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) toda multi-funcién integrable Birkhoff E[0, 1] — cwk(X) es integrable Debreu;
(i) toda multi-funcion acotada integrable Birkhoff:F0, 1] — cwk(X) es integrable Debreu;
(iii) X es de dimension finita.

4.3.2. Relacion con la integral de Pettis

Para funciones con valores en espacios de Banach separables, las nociones de integrabilidad
Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes (Corolario 2.1.17). Combinando este hecho con
la Proposicion 4.2.7 y el Teorema 4.2.3, obtenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.3.12 ([CR04]). Supongamos que X es separable. Sedd— cwk(X) una multi-
funcién integrable Birkhoff. Entonces:

() F esintegrable Pettis;

(i) F admite selectores fuertemente medibles;
(iii) cada selector fuertemente medible de F es integrable Birkhoff;
(iv) para cada Ac X se cumple la igualdad

(B)/ Fdu={v;(A): f:Q— X esun selector integrable Birkhoff dg F
A

Corolario 4.3.13 ([CR04]). Supongamos que X es separable. Sedd— cwk(X) una multi-
funcion tal que(F (Q), h) es separable (e.g. [€2) C ck(X)). Entonces F es integrable Birkhoff si
y solo si F es integrable Pettis.

Demostracion.Notese qug o F toma valores en el espacio separapar{joF(Q)). O

Durante el resto de la seccion escribinmgs {0,1} — R para denotar la proyeccion en la
n-ésima coordenada.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.2.8 aplicado a la sucesion
En={z€ {0,1}": m,(2) = 1} en el espacio de probabilidaf0, 1}, .#,, 1,). Sin embargo, hemos
optado por incluir una prueba directa.

Lema 4.3.14 ([CRO04]).La familia{m, : n € N} no tiene la propiedad de Bourgain respectoide

Demostracion.Supongamos, por reduccion al absurdo, gme: n € N} tiene la propiedad de
Bourgain. Entonces existdyy ..., An € Z conl, (A;) > O tales quéN = J_; Q;, donde escribimos

Q ={neN: osqmls) <1} ={neN: m,({0})NA =0 6 7, *({1})NA =0}.

Por tanto, existe un £ i < mtal queQ; es infinito. Comor,(z) = my(Z) para cada,Z € Ay
cadan € Q;, deducimos quéy C [n-1 Th, donde #T,) = 1 para cada € Q; y T, = {0,1} para
cadan € N\ Q. ComoQ; es infinito, se sigue qug, (A;) < A;([Tr=1Tn) = 0, contradiccion. O
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Teorema 4.3.15 (JCR04]).Supongamos que X es de dimensién infinita y quesXseparable.
Entonces existe una multi-funcion acotada integrable Petti§0Fl] — cwk(X) que no es inte-
grable Birkhoff.

Demostracion.Como ({0, 1}, #,4,) y ([0,1],#, 1) son espacios de medida isomorfos (véase
la Seccién 1.1), basta encontrar una multi-funcion acotada integrablePPefs1}Y — cwk(X)
que no sea integrable Birkhoff respectoXle
Como en lademostracion del Teorema 4.3.10, fijamos una base de Markugtgyigh) } .
deX con las siguientes propiedades:

= SUR,_y %] < +o0y X € By. para cada € N;
» X*=spar{X;:ne N}‘l |
Los Lemas 4.1.7 y 4.1.8 nos permiten definir una multi-fun&ar{0, 1} — cwk(X) por

F2) = {aco[xn: T(2) =1} s? ze {0,1}M\ {0},
{0} siz=0:=(0,0,...).

Comenzamos probando gBeno es integrable BirkhafEEn efecto, para ello sélo necesitamos
ver que la familia{ §*(x;,,F) : n € N} € We no tiene la propiedad de Bourgain (Corolario 4.3.4).
Nétese que, para cadee N, tenemos

0 (%, F(2) = sup{xn ) X€aco{Xm: wm(z) = 1}} = m,(2) paratodaze {0,1}V\ {0}.

Por tanto{0*(X;,F) : n € N} = {m, : n € N} no tiene la propiedad de Bourgain (Lema 4.3.14).
Por otro lado, para demostrar gkees integrable Pettisolo tenemos que comprobar dig
es uniformemente integrable (Teorema 4.2.3). Cénes acotada, la famillj- es uniformemente
acotada y basta probar qiig(x*, F ) es medible para cadé € By.. Comenzamos con el siguiente
caso particular.
Afirmacion.-6*(x*,F) es medible para cada*x spar{x; : n € N}. En efecto, fijamos un
x* € spar{x;:ne N}y escribimos< = $N_; onXt, o; € R. NGtese que para cada {0,1}V\ {0}
se tiene

§* (X", F(2)) = sup{x*(x) © X € aco{Xm: Tm(2) = 1}}
N
= sup{ z ; OnAmOnm : ; |Am| <1, Ay = 0 para todan salvo una cantidad fini%a
n=17m(z)=1 mm(z)=1

Es facil ver ahora que

max{jon|: 1<n<N, my(z2) =1} sizeA

S F@) = {o size Q\A
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dondeA := JN_;{z e {0,1}" : m(2) = 1}. Por tanto,6*(x*,F) es medible, como se queria de-
mostrar.

Finalmente, fijamos ur* € By. arbitrario. ComaX* = spar{x;;:n e N}H'H, existe una suce-
sion (y;) en spafx;, : n € N} que converge &* en norma y, en particular, en la topologia de
Mackey,,. Por tanto, para cadac {0,1}" tenemosim, §*(y;;, F(2)) = §*(x*,F(2)). En virtud
de laAfirmacionanterior,6* (x*,F) es medible. Esto completa la demostracion. O

Observacion 4.3.16.De hecho, la multi-funciéiir construida en la prueba del teorema anterior
cumple quej o F no es escalarmente medillegpor tanto,j o F no es integrable Pettis

Demostracion.ldentificamos#?(N) con {0, 1} mediante la biyeccion : {0,1} — 2(N)
dada pory(z) == {ne€ N: m(z) = 1}, y fijamos un ultrafiltro no principaz ¢ Z(N). Ya
sabemos quer1(%) C {0,1}" no es medible (véase la Seccion 1.2). Definirfas (e (By. )*
medianted (h) :=lim,_, h(x}). Se afirma que&, joF) no es medible. En efecto, para cada
z¢ {0,1}" se tiene

(8,joF)(2) = lim 6" (X, F(2)) = lim my(2) = Xy-12)(@

n—% n—%

donde la dltima igualdad es consecuencia deZques un ultrafiltro. Esto completa la pruebd.]






Operadores absolutamente
sumantes e integracion vectorial
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A lo largo de este capitulo X e Y son dos espacios de Ban&€h¥, i) es un espacio de
medida finito y completo.

Un operadom : X — Y se diceabsolutamente sumansgg, para cada serie incondicional-
mente convergentg,x, enX, la seriey ,u(x,) es absolutamente convergente. Como los opera-
dores absolutamente sumantes mejoran las propiedades de sumabilidad de las sutesieses,
sorprendente que también mejoren la integrabilidad de las funciones vectoriflEs95, p. 56].
Aparentemente, el primero en considerar este tipo de cuestiones fue Diestel [Die72], que probd
el siguiente resultado. EscribimBgs(u, X) para denotar el espacio de las (clases de equivalencia
escalar de) funciones fuertemente medibles e integrables PeQigdiX.

Teorema 5.0.0 (Diestel)Si un operador uX — Y es absolutamente sumante, entonces:

(i) para cada funcion fuertemente medible e integrable Pett@ +— X, la composicion u f
es integrable Bochner;
(ii) la aplicacion lineal

Gt (P, X), 1 llp) — (LY, Y), 11 lly), fuof,

es continua.

Reciprocamente, $i(Q) > 0, u no tiene &tomos y uX — Y es un operador que satisface (i)
y (ii), entonces u es absolutamente sumante

Mas adelante, Belanger y Dowling [BD88] demostraron gqug es perfecta, u X — Y
es un operador absolutamente sumante:y¥Qf— X es una funcion acotada integrable Pettis,
entonces u f es escalarmente equivalente a una funcion integrable BoclRerientemente,
Marraffa [Mar04] ha eliminado la hipétesis de acotacion en el resultado anterior y ha probado el
analogo del Teorema 5.0.0 para funciones integrables McShane definidas en un espacio de medida
topoldgico de Radon y compacto. Cabe sefalar aqui que Heilié [Hei88] también estudio problemas
similares en el contexto de las medidas de Baire en espacios de Banach.

En este capitulo pretendemos avanzar un poco mas en el estudio de la composicion de una
funcién vectorial “integrable” con un operador absolutamente sumante. Nuestro andlisis involucra
clases especiales de espacios de Banach no separables, ademas de nociones como la estabilidad



@ Operadores absolutamente sumantes e integracién vectorial

y la integrabilidad Birkhoff o McShane. Los resultados originales de este capitulo proceden de
nuestro articulo [Rod06].

5.1. Preliminares sobre operadoreg-sumantes

El punto de partida de la teoria de los operadgresmantes se sitla en el articulo pionero de
Pietsch [Pie67] (aunque las raices se remontan a algunos trabajos de Grothendieck de los afios 50).
En esta seccién realizamos una breve introduccién a esta clase de operadores y presentamos algu-
nas de sus propiedades fundamentales, debidas en su mayoria al propio Pietsch. Nuestra referencia
basica es el libro de Diestel, Jarchow y Tongue [DJT95].

Definicion 5.1.1. Seal < p < +. Un operador u X — Y se dice p-sumante si existe una
constante C Otal que

(le SN <c-sup{(i_§lx*<xi>rp)”p:x*eBX*}

para cada coleccion finita,x...,x, € X. En tal caso, la menor constante>0 que cumple la
desigualdad anterior se denota pop(u).

Es bien conocido que la nocion anterior coincide con la de operador absolutamente sumante
cuandop = 1 (véase e.g. [DJT95, p. 34]).

Proposicién 5.1.2.Un operador u X — Y es absolutamente sumante si y solo di-eemante.

Observacion 5.1.3.Seau : X — Y un operador absolutamente sumante. Entonces

5 1u06)] < 2, 0)-su

para cada coleccion finitg, ..., X, € X.

. SC {1,...,n}} (5.1)

La siguiente proposicién (véase e.g. [DJT95, 2.8]) relaciona los caractepesuieabilidad
y g-sumabilidad de un operador entre espacios de Banach.

Proposicion 5.1.4.Seanl < p < q < +o. Entonces todo operador p-sumante Xi — Y es
g-sumante, comg(u) < mp(u).

A continuacion presentamos dos resultados que muestran algunos ejemplos de operadores
absolutamente sumantes de especial relevancia, véase e.g. [DJT95, 3.4] y [DJT95, 2.9 (b)].

Teorema 5.1.5 (Grothendieck).Sean(Q,,%;, 1) Y (Q,,%,,u,) dos espacios de medida (no
necesariamente finita). Entonces todo operadokt(y,) — L?(u,) es absolutamente sumante.

Proposicion 5.1.6.Seanl < p < +oo, K un espacio topolégico compacto Hausdorff g M+ (K).
Consideramos el operador
jpv :C(K) — LP(v)

que envia cada funcion a su clase de equivalencia. Entongessj p-sumante.
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El siguiente teorema (véase e.g. [DJT95, Theorem 2.13]), conocido habitualmentéecemo
rema de factorizaciéde Pietsch, nos dice que cualquier opergasumante “factoriza” a través
de un operador de la formg , .

Dado un conjunto normantg*-compactoK C By., escribimos, para denotar la inmersion
isométrica lineal d&X enC(K) definida mediantg (x)(x*) = x*(x) para todo € X y todox* € K.

Teorema 5.1.7 (Pietsch)Seal < p < 4. Sean u X — Y un operador y KC By. un conjunto
normante W-compacto. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ues p-sumante;

(i) existenv € M*(K), un subespacio cerrado Z d€(v) y un operador vZ — Y tales que

» jpv(ik(X)) CZ;
" Vojp7\,0iK =u.

Como consecuencia del teorema de factorizacién de Pietsch tenemos los siguientes corolarios,
véase e.g. [DJT95, p. 48].

Corolario 5.1.8. Seanl < p < +o y K un espacio topolégico compacto Hausdorff. Un operador
u:C(K) — Y es p-sumante si y solo si existee M (K) y un operador v LP(v) — Y tales
que o jpy = U.

Corolario 5.1.9. Sea KC By. un conjunto normante tsxcompacto. Un operador uX — Y es
2-sumante si y solo si existenc M*(K) y un operador v L?(v) — Y tales que v jo,0ik = 0.

Finalizamos la seccién con dos aplicaciones bien conocidas del teorema de factorizacién de
Pietsch que seran fundamentales mas adelante. El lector puede encontrar las demostraciones en
[DJT95, 2.17] y [DJIT95, 2.19], respectivamente.

Teorema 5.1.10.Todo operador p-sumante:XX — Y es débilmente compacto, i.€By) es
débilmente relativamente compacto.

Proposiciéon 5.1.11.Sea u: X — Y. Entonces u es p-sumante si y solo si el segundo adjunto
u™  X** — Y** es p-sumante.

5.2. Equivalencia escalar con funciones integrables Bochner

El objetivo principal de esta seccién es extender el resultado de Belanger y Dowling [BD88]
mencionado en la introduccion al caso de funciones integrables Dunford, sin supopersjper-
fecta (Teorema 5.2.3). Como aplicacién proporcionamos una respuesta afirmativa a un problema
propuesto por Heilid en [Hei88] (Proposicion 5.2.5). Ademas, también estudiamos la continuidad
del operador “composicionf — uo f (Corolarios 5.2.7 y 5.2.8).

Comenzamos probando el siguiente lema elemental.
Lema5.2.1.Sea u X — Y un operador absolutamente sumantev Sk — X es una medida

finitamente aditiva con rango acotado, entonces la composicion @ una medida finitamente
aditiva con variacion acotada.
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Demostracion.Dada cualquier particion finita d@ en %, digamos{E,,...,En}, la desigual-
dad (5.1) nos permite deducir

n
I < . I
3 luev(E)] < 2(u) sup{Hgsv(El)H SC{1....n}}
< 27(u)-sup{||[v(A)||: A€ Z} < +oo.
Por tantouo v tiene variacién acotada. ]

El siguiente resultado nos dice, en particular, que a la hora de estudiar la integrabilidad Bochn-
er de la composicién de una funcién integrable Dunford con un operador absolutamente sumante,
basta analizar si dicha composicion es fuertemente medible.

Lema 5.2.2 ([Rod06]). Sean u X — Y un operador absolutamente sumantef — X una
funcién integrable Dunford y gQ — Y una funcion escalarmente equivalente afu Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) g esintegrable Bochner;
(i) g es fuertemente medible.

En particular, uo f es integrable Bochner si y sélo si es fuertemente medible.

Demostracion.Supongamos qug es fuertemente medible. Confoes integrable Dunford, la
composicionuo f también lo es, cow, ; = u™ o v;. Por tantog es integrable Dunford yy =

Vi = U™ o v;. Por otra partey™ es absolutamente sumante (Proposicion 5.1.11) y podemos
aplicar el Lema 5.2.1 &; y u™ para deducir que™ o v, = vg4 tiene variacion acotada. En vista

del Corolario 1.8.12g es integrable Bochner, como se queria demostrar. O

Teorema 5.2.3 ([Rod06]).Sean u X — Y un operador absolutamente sumante y{&f —
X una funcién integrable Dunford. Entonces @ es escalarmente equivalente a una funcion
integrable Bochner gQ — Y.

Demostracion.Como u es un operador débilmente compacto (Teorema 5.1.10), el espacio de
Banachu(X) es débilmente compactamente generado y, en particular, compacto en medida con
su topologia débil (véase la Seccion 1.4). Por tanto, la funcién escalarmente nuedfb(que

toma valores en(X)) es escalarmente equivalente a una funcion fuertemente mgdi@dle— Y
(Corolario 1.7.12). El Lema 5.2.2 nos asegura ahorageeeintegrable Bochner. O

Durante la revision final de esta memoria, observamos que el Teorema 5.2.3 habia sido de-
mostrado anteriormente por Lewis [Lew] en un trabajo sin publicar.

A continuacién mostramos una aplicacion del Teorema 5.2.3 dentro del contexto de las me-
didas de Baire en espacios de Banach. En concreto, vamos a considerar la clase de las medidas
débilmente sumables introducidas por Heilid en [Hei88].
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Definicién 5.2.4 ([Hei88]). Sea’» una medida no negativa y finita &aire(X,w). Decimos que

(i) ¥ es débilmente sumable si la funcion “identidad, 1X — X es integrable Dunford
respecto de la completacion de

(i) ® es absolutamente sumable si es débilmente sumable y existe una medida no negativa y
finita & enBorel(X, | - ||) tal que

- ﬁ’Baire(X,W) =0, .
= |y es integrable Bochner respecto de la completaciomde

Heilié demostré en [Hei88, 8.2.4] que, dados un operador absolutamente sumXnte- Y
y una medida (no negativa y finita) débilmente sumablen BairéX,w), la medida imagen
du~! inducida en Bairér,w) es absolutamente sumalsiel, es integrable Pettis respecto de la
completacion de¥ y su integral indefinida tiene rango relativamente compacto en noEna
[HeiB88, 8.2.5] se plantea la cuestién de si ocurre lo mismo para cualquier medida débilmente
sumable. Ahora podemos proporcionar una respuesta afirmativa a dicha pregunta.

Proposicién 5.2.5 ([Rod06]).Sean u X — Y un operador absolutamente sumanté yna me-
dida no negativa y finita eBaire(X,w). Si9 es débilmente sumable, entonces la medida imagen
du~! enBairg(Y,w) es absolutamente sumable.

Demostracion.Es claro quedu~! es débilmente sumable. Escribim@é,>, 1) para denotar la
completacion déX, Baire(X,w), ). Aplicando el Teorema 5.2.3 a la funcifpy al operadou
deducimos quel = uoly es escalarmente equivalente (respect@fla una funcion integrable
Bochnerg: X — Y. Comog es fuertemente medible, sabemos gaes>-Borel(Y, || - || )-medible

y que existe un subespacio cerrado separgble Y tal queu(g-1(Y,)) = 1 (Teorema 1.7.8).
Consideramos la medida imagén= ug! en Bore(Y, || - ||). En vista del teorema de medibi-
lidad de Pettis 1.7.6, la funcion escalarmente mediples fuertemente medible respecto de la
completacion ded. Por otra parte, coma y g son escalarmente equivalentes (respectp)le
tenemos la igualdad (u=1(E)) = u(g~*(E)) para cad& < Bairg(Y,w) (Lema 1.7.10), es decir,
= 9uL. Finalmente, utilizando un cambio de variable estandar deducimos

Lldd = [ gl du < +e.
Y X

Por tanto,l, es integrable Bochner respecto de la completaciéﬁ dBroposicion 1.8.3). Esto
demuestra quéu~! es absolutamente sumable. O

v | Baire(Y,w)

Vamos a finalizar la seccion analizando la continuidad del operador “composiciéntio f
inducido por un operador absolutamente sumané — Y.

EscribimosD(u, X) para denotar el espacio normado obtenido a partitZge, X), || - ||p)
(el espacio de todas las funciones integrables Dunfor@ @& X, con la seminorma de Pettis)
mediante el proceso de identificacién usual:

frg < |f-d|lp=0 <= fygsonescalarmente equivalentes.
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Dadaf € 2(u,X), escribimosf® para denotar la clase de equivalenciafden D(u, X). Si .#
es un subespacio vectorial 8§, X), utilizamos la notacionZ*® para representar el subespacio
vectorial deD(u, X) formado por todas las clases de equivalencia de elementa&.de

Como ya hemos mencionado en la Seccion 3.4, los espacios norDgados) y Pn(u,X)
no son completos en general. Sin embargo, un resultado de Diaz, Fernandez, Florencio y Padl
[DFFP95] afirma que dichos espacios siempre son ultrabornolégicos y, en particular, tonelados.
Por tanto, el “teorema de la gréfica cerrada” es valido para aplicaciones lineales definidas en
D(u,X) 6 Pn(u,X) con valores en un espacio de Banach (Teorema 3.4.2). El siguiente lema nos
va a permitir aplicar dicho teorema al operador “composicir? uo f.

Lema5.2.6 ([Rod06]).Sean u X — Y un operador y# un subespacio vectorial dé(u, X) tal
que, para cada & .#, la composicion u f es escalarmente equivalente a una funcion integrable
Bochner y : Q — Y. Consideramos la aplicacion lineal

G (2% llp) — (LY )
que envia cada‘*fe .#* ala clase de equivalencia dg LEntoncesi , tiene grafica cerrada.

Demostracion.Searh,,h, : Q — Y dos funciones fuertemente medibles y escalarmente equiva-
lentes. Por el teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6, existex conu(Q\ E) = 0y un subes-
pacio cerrado separabfeC Y tales queh, (E) Uh,(E) C Z. Comoh,|¢ y h,|z son escalarmente
equivalentes yB,.,w") es separable, se sigue due= h, u-a.e. En vista de esto, la aplicacion
i , esta bien definida, no depende de la eleccion de;lasy es lineal.

Para ver que ), tiene grafica cerrada, fijamos una sucesify) en./ tal que

w limy || fnl|p =0;

= existe una funcion integrable BochrierQ — Y con limy [lu; —h||; = 0.
Pasando a una subsucesion apropiada, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
converge & pu-a.e., véase e.g. [Din67, Proposition 14, p. 130]. Cdnes fuertemente medible,
para demostrar que= 0 u-a.e. basta comprobar que para cgda Y* tenemog/*oh=0 u-a.e.
Fijamosy* € Y*. Como Im, || fa||p = O, se tiene

Iim/‘ Y o |d,u:|im/ ly* oo o dut = O,
n Q n n Q

y el lema de Fatou nos asegura giey* o h| du = 0. Por tantoy* o h = 0 u-a.e. Esto completa
la demostracion. O

Corolario 5.2.7 ([Rod06]). Sea u: X — Y un operador absolutamente sumante. Entonces la
aplicacion lineal
Gy ) * (O X), | [lp) — (LAY - 1)

es continua.

La segunda parte del siguiente resultado fue probada por Diestel [Die72] utilizando la con-
tinuidad deu;,,m(u X) (Teorema 5.0.0). Nosotros hemos optado por incluir una prueba més directa.
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Corolario 5.2.8 ([Rod06]). Sea u X — Y un operador entre espacios de Banach tal que u
es integrable Bochner para cadasf (i, X). Entonces la aplicacion lineal

Gy}m(u’x) : (Pm(,u,X), || ’ ”P) - (Ll(;uvY)a || ’ ||1>
es continua. Si, ademasg(Q) > 0y u no tiene &tomos, entonces u es absolutamente sumante.

Demostracion.Solo nos queda demostrar la Gltima afirmacion. Supongamog @ge> 0y que
u no tiene atomos. Entonces podemos encontrar una sucesion digginea s tal queu (En) >0
para todon € N. Fijamos una sucesiofx,) en X tal que la serie€y ,x, es incondicionalmente
convergente. Definimos una funcién fuertemente medibl® — X mediante

Sabemos qué es integrable Pettis (véase la prueba del Corolario 1.8.8). Por tanto, la composicién
uo f es integrable Bochner y, asfy  |[u(xn)|| = /o [luo f|| du < 4c0. Esto prueba que es
absolutamente sumante. O

5.3. Integrabilidad Bochner de la composicion

En esta seccién estudiamos bajo qué condiciones la composicibrde una funcion inte-
grable Dunfordf : Q — X con un operador absolutamente sumant&X — Y esintegrable
Bochner Nétese que, en virtud del Lema 5.2.2, esto ocurre si (y sélasif) es fuertemente
medible y, en particular, si(X) es separable (gracias al teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6).
Por tanto, es natural preguntarse cudndo un espacio de BXnsatisface que todo operador
absolutamente sumante definido Xr(con valores en cualquier otro espacio de Banach) tiene
rango separable. Dedicamos el Apartado 5.3.1 a analizar esta cuestion, mostrando que una am-
plia clase de espacios de Banach (que incluye, por ejemplo, a los débilmente humerablemente
¢ -determinados y a los de Asplund) cumple dicha propiedad.

En el Apartado 5.3.2 aplicamos dentro de este contexto las técnicas de familias estables de
funciones (en el sentido de Talagrand). Como consecuencia de nuestro resultado principal (Teo-
rema 5.3.2), deducimos que f es integrable Bochner si la familia;Z= {x" o f : X* € By.} es
estable En particular, la composicion de una funcion integrable Birkhoff con un operador absolu-
tamente sumante siempre es integrable Bochner.

El Apartado 5.3.3 se dedica a establecer la integrabilidad Bochner de la composicién de un
operador absolutamente sumante y una funaiéegrable McShanedefinida en un espacio de
medida topoldgico quasi-Radon.

Finalmente, en el Apartado 5.3.4 incluimos un par de ejemplos que muestran que la composi-
cion de una funcién integrable Dunford con un operador absolutamente sumante no es integrable
Bochner en general.
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5.3.1. Operadores absolutamente sumantes con rango separable

La siguiente clase de espacios topologicos compactos aparece de manera natural al estudiar
cuando tienen rango separable todos los operadores absolutamente sumantes definidos en un es-
pacio de Banach de la forn@&(K).

Definicion 5.3.1 ([DK95]). Sea K un espacio topolégico compacto Hausdorff. Se dice que K
pertenece a la clase MS stlv) es separable para cadac M*(K).

Corolario 5.3.2. Sea K un espacio topolégico compacto Hausdorff. Entonces K pertenece a la
clase MS si y sélo si, para cada espacio de Banach Z, todo operador absolutamente sumante
de CK) en Z tiene rango separable.

Demostracion.El s6lo sies una consecuencia inmediata del Corolario 5.1.8. Para el reciproco
basta tener en cuenta que el operagdqr: C(K) — L(v) es absolutamente sumante (Proposi-
cion 5.1.6) y tiene rango denso, véase e.g. [Coh93, Proposition 7.4.2]. O

La claseMS es cerrada para subespacios, productos contables (véase [DK95]) e imagenes
continuas (como consecuencia de la Proposicion 1.3.4), y contiene a los siguientes espacios:

(a) Compactos metrizablegn efecto, basta recordar que, dada una medida no negativa y finita
definida en unas-algebra contablemente generada, el espatimsociado a dicha medida
siempre es separable, véase e.g. [Coh93, Proposition 3.4.5].

(b) Compactos de Corson con la propied@d). Necesitamos recordar el siguiente concepto.

Definicion 5.3.3. Sea K un espacio topoldgico compacto Hausdorff. Se dice que K tiene la
propiedad(M) si supfv) es separable para cadac M*(K).

Por tanto, teniendo en cuenta (a) y el hecho elemental de que todo compacto de Corson
separable es metrizable, es claro §®contiene a todos los compactos de Corson con la
propiedad(M). Recordamos que éstos son exactamente aquellos compactos de iCorson
para los queC(K) es WLD (equivalentement&(K) es débilmente Lindelof o tiene la
propiedadC)), véase [AMN88, Theorem 3.5]. En particular, todos los compactos de Gul’ko
(e.g. compactos de Eberlein) pertenecéh&

(c) Compactos de Rosenthake. subconjuntos compactos de un espacio de funciones reales de
la primera clase de Baire, definidas en un espacio polaco, con la topologia de la convergencia
puntual). El lector puede encontrar en [Tod99, Theorem 2] una prueba de este resultado de
Bourgain.

(d) Compactos linealmente ordenadegase [DK95, Theorem 1.0].

(e) Compactos cero-dimensionales K tales gy&es débilmente Lindelp¥éase [FPRNO1,
Lemma 3.5].

() Compactos de Radon-Nikodyoomo mostramos a continuacion.

Lema 5.3.4 ([Rod06]). Sea K un espacio topolégico compacto Hausdorff. Si K es de Radon-
Nikodym, entonces K pertenece a la clase MS.
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Demostracién.Denotamos pof la topologia original d&. ComoK es de Radon-Nikodym,
existe una métricd enK inferiormente semicontinua, mas fina diigal queK estafragmentado
pord, es decir, para cada> 0 y cada conjunto (no vacié) C K, existe un conjunto relativamente
abierto (no vacio) del cond-diametro menor que (véase la Seccion 1.4).

Fijamosv € M (K) y n € N. En virtud de un resultado de Jayne, Namioka y Rogers, [JNR90,
Theorem 4.1], existe un conjuntbcompactd, C K tal quev(K\ F,) <1/n. Como la topologia
inducida pord es mas fina qu&, el conjuntoR, es compacto y metrizable cuando se considera
equipado con la restriccion d&e Por tantoLl(an) es separable y, en consecuencia,

En:={hx : hel'(v)}

es un subconjunto separable ldgv). Se sigue quéJi_; E, es separable. Por otra parte, como
limp v(K \ Fy) = 0, el conjuntd J;_, En s denso eh!(v) y, por tantoL}(v) es separable. [

Bajo axiomas adicionales de la teoria de conjuntos se pueden decir mas cosas sobre la clase
MS. Por ejemplo, Fremlin mostré en [Fre97] qasumiendo el Axioma de Martin y la negacion
de la Hipétesis del Continyain compactd pertenece a la clagdSsi (y s6lo si) no existe una
aplicacion continua y suprayectiva #een [0,1]“:. Por tanto, en esta axiomatica, la cldg&
contiene a todos los compactos cightness” contable(es decir, aquellos compactéstales
que, para cualesquieC K y t € A, existe un conjunto contabB C A tal quet € B) y, en
particular, a todos los compactos angélicos, asi como a todos los comigues los que(K)
tiene la propiedadC) (véase [Pol80]).

Por otra partehajo la Hip6tesis del Continy@xisten compactos de Corson que no pertenecen
alaclaseMS véase e.g. [Neg84, §85] (el compacto de Kunen-Haydon-Talagrand) y [AMNS88, Sec-
tion 3]. Para mas informacion sobre medidas de Radon cuyo edpaesseparable y cuestiones
relacionadas, remitimos al lector a [AMN88, DK95, FPRNO1, Fre97, KvM95, Ple02] y las refe-
rencias que alli se proporcionan.

A continuacion introducimos la contrapartida de la cl&s®en el marco de los espacios de
Banach.

Definicion 5.3.5 ([Rod06]). Decimos que un espacio de Banach Z pertenece a la clsé si
existe un espacio topolégico compacto Hausdorff L en la clase MS tal que Z es isomorfo a un
subespacio cerrado de(C).

Teniendo en cuenta que todo espacio de Badaet isomorfo a un subespacio@€B,.), el
ejemplo (b) garantiza que Zi es débilmente numerablemen#-determinado (e.g. débilmente
compactamente generado), entonces pertenece a laglag€porque, en este cas@,.,w*) es
un compacto de Gul'ko, véase e.g. [Fab97, Theorem 7.1.9]). Por otra parte, en vista de (f) y el he-
cho de quéB,.,w*) es de Radon-Nikodym cuandces Asplund generado (véase la Seccion 1.4),
deducimos que todo subespacio cerrado de un espacio de Banach Asplund generado pertenece
ans .

Vamos a concluir el apartado probando que todo operador absolutamente sumante definido en
un espacio de Banach en la clagé tiene rango separable. Para ello necesitamos la siguiente
observacién elemental.
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Lema 5.3.6. Sean L un espacio topolégico compacto Hausdorff y Z un subespacio cerrado de
C(L). Entonces existen un conjunto normanteaempacto KC B,. y una aplicacion continua y
suprayectiva de L en K.

Demostracion.Notese queB := {§; : t € L} es un subconjuntev*-compacto deBC(L)* gue es
homeomorfo a.. La aplicacion “restricciont : B, ). — B,. esw’-w*-continua y

K:=r(B)={&|,:telL} CB..

€S un conjunto normant&*-compacto. Por tanto, existe una aplicacién continua y suprayectiva
deL enK. La prueba ha finalizado. O

Corolario 5.3.7 ([Rod06]). Si X pertenece a la clase?.¥, entonces cada operador absoluta-
mente sumante definido en X con valores en otro espacio de Banach tiene rango separable.

Demostracion.Podemos suponer sin pérdida de generalidad Xjws un subespacio cerrado
deC(L), dondelL es un espacio topologico compacto Hausdorff en la d#SePor el Lema 5.3.6,
existen un conjunto normanté-compact C By. y una aplicacion continua y suprayectivalde
enK. Como la claséMS es cerrada para imagenes continkagertenece 8S. El resultado se
sigue ahora del teorema de factorizacion de Pietsch 5.1.7. O

Corolario 5.3.8 ([Rod06]). Supongamos que X pertenece a la clage”. Sea u X — Y un
operador absolutamente sumante. Entonce$ es integrable Bochner para cadasf 2 (u, X).

5.3.2. Estabilidad y operadores absolutamente sumantes

Inspirados por algunas de las ideas de Belanger y Dowling [BD88], en el Teorema 5.3.9 vamos
a aplicar los resultados de Talagrand que relacionan estabilidad y medibilidad conjunta (véase la
Seccidn 1.9) para discutir la integrabilidad Bochner de la composicion de una funcién vectorial
con un operador absolutamente sumante.

Teorema 5.3.9 ([Rod06]).Sea f: Q — X una funcién integrable Pettis. Consideramos las si-
guientes afirmaciones:

() Existe un conjunto normante*vcompacto KC By. tal que, para cadav € M*(K), la
familia {x*o f : X* € supgv)} es estable.
(i) Existe un conjunto normante*veompacto KC By. tal que, para cadav € M*(K), la
funcion
fi 1 QxK—R, f(t,x"):=(X"0of)(t),

esu x v-medible.
(iii) Para cada operador absolutamente sumante u definido en X con valores en otro espacio de
Banach, la composicionaf es integrable Bochner.
Entonces (i (ii) = (ii)). Mas todavia, bajo el Axioma L, todas estas condiciones son equivalentes
si u es perfecta (en tal caso, (i) y (ii) se cumplen para cualquier conjunto normant®mpacto
K C By.).
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Demostracion.(i)=-(ii) Fijamosv € M*(K) y escribimosF := supgv). Evidentemente, la res-
triccion f |, - Q x F — R es medible en la primera variable y continua en la segunda. Ademas,
la familia { f |5, (-, X) : X" € F} = {X*o f : x* € F} es estable. Por el Teorema 1.9p|, -

esu x ve-medible y, por tantof, esu x v-medible, como se queria demostrar.

(if)=(iii) Fijamos un conjunto normantg*-compactoK C By. en las condiciones d@) y
consideramos un operador absolutamente sumand — Y. En vista del Lema 5.2.2, para
demostrar queio f es integrable Bochner basta comprobar guéd es fuertemente medible.

El teorema de factorizacion de Pietsch 5.1.7 nos permite enconga ™ (K), un subespa-
cio cerradoZ C LY(v) y un operadonv : Z — Y tales quej, ,(ix (X)) CZy u=voj,,oiy.
EscribimosF := supfv) y consideramos ’ 7

= el operador “restriccionR: C(K) — C(F);

= un isomorfismo isométricb: L*(vg) — L*(v) tal quej; , =loj;, oR

Evidentemente, la composici@= Roi, o f : Q — C(F) es integrable Pettis. Por tanto,
vg(Z) es débilmente relativamente compacto (Teoremas 1.8.7 y 1.6.6). Por otra partd; esmo
el soporte dev, un resultado de Rosenthal [Ros70], véase e.g. [Tal84, Theorem 12-1-5], asegura
que todo subconjunto débilmente compact&de) es separable. Por tantg(>) es separable y,
en virtud del Teorema 1.8.14, existe una sucesion de funciones sisapl@s— C(F) tal que

(a) {hosy: he BC(F)*, n € N} es uniformemente integrable;
(B) para cadd € C(F)* tenemosim,hos, =hog u-a.e.

Definimosgn = g— s, para cadan € N. Notese que la familia# := {§,. ogn: X* € F, ne€ N}
es uniformemente integrable, como consecuencialg @el hecho de qugy es uniformemente
integrable (Corolario 1.9.3).

Como fy esu x v-medible, la restricciorfy |, - €su x ve-medible. Por otra parte, dado
n e N, es facil ver que la funcién

QxF —R, (t,X)— (6 0%)(t),
esu x ve-medible. Por tanto, lo mismo ocurre con la funcion
QxF—R, (t,X) = (8¢ on)(t) = ficloxr (t:X) = (8 o) (V).

Como la familia.# es|| - ||;-acotada, tenemos

L(L16com®] du() dvi) < +e
y podemos aplicar el teorema de Fubini para obtener
L(LI6coom®ian®) avoe) = [ ([18e gl dvix)) dur) (6.2

para cada € N. DefinimosGy, € -#*(vg ) medianteGn(X*) = [ |(8, 0gn)(t)| du(t). Como
» .Z es uniformemente integrable y
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» para cadx” € F se tieneim, é,. ogn = 0 u-a.e. (por B)),

el teorema de convergencia de Vitali asegura(@g converge puntualmente a 0. Aplicando ahora
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue a la sucesion uniformemente(&gptada
deducimos quéiin, ||Gy||; = 0. La igualdad (5.2) nos permite concluir

iim [ ([ 1(8: oam®] dv(x)) du(t) =0.

Por tanto, la sucesiofH,) en.#1(u) definida porHs(t) = J¢ (8, o gn)(t)| dv(x*) converge a 0
en lanormg| - ||, y, en particular, existe a subsucesiéh, ) que converge a -a.e.
Consideramos el operad@r:=1o ijF :C(F) — L(v). Notese que

[(Qogn )W)l = /F |(8¢- 0 Gn ) (1) dv(X") = Hp, (t) paratodd € Qy todok € N.

Se sigue queiin, |Qos, —Qog|| =0 u-a.e.y, por tantoQo g es fuertemente medible. Como
Qo g toma valores erZ, la composiciéruo f = vo Qo g también es fuertemente medible. La
prueba d€ii)=-(iii) ha finalizado.

Finalmente, supongamos qtiesatisface la condicidfiii) . Fijamoscualquier conjunto nor-
mantew*-compactK C B,. y tomamosy € M*(K). DefinimosF := supf(v) y consideramos el
operador “restriccionR: C(K) — C(F). La composicic')r]'LvF oRoi, es absolutamente sumante,
luegog := jl,vF oRoi o f:Q — LY(vp) es fuertemente medible. Si, ademases perfecta y
suponemos que se cumple el Axioma L, entonces podemos aplicar el criterio del Teorema 1.9.6 a
f« | r» deduciendo que la familigx* o f : x* € F } es estable. Esto completa la demostracidn.

Corolario 5.3.10 (JRod06]). Sean u X — Y un operador absolutamente sumante:\Qf— X
una funcion.

() SiZ esestable, entoncesd es fuertemente medible.
(i) SiZ esestabley f esintegrable Dunford, entonced s integrable Bochner.

Demostracion.Supongamos qug; es estable. La medibilidad escalar dasegura la existencia
de una funcion medible: Q — [0, +) de manera que, para caxtac By., se tiengx o f| <h
u-a.e. (Lema 1.8.9). Fijamass Ny definimosA, = {t € Q:n—1 < h(t) < n} € Z. Entonces la fa-
milia Z”An es estable y uniformemente integrable, IuégQ es integrable Pettis (Teorema 1.9.4).

En virtud del Teorema 5.3.9, la composiciar f|An es fuertemente medible. Conmoc N es
arbitrario,uo f es fuertemente medibl&i, ademasf es integrable Dunford, el Lema 5.2.2 nos
permite deducir quao f es integrable Bochner. O

Corolario 5.3.11 ([Rod06]). Sean u X — Y un operador absolutamente sumante:\f — X
una funcion integrable Talagrand. Entonces fies integrable Bochner.

Ya hemos mencionado (Seccion 1.9) que, bajo el Axioma L y paparfecta, toda familia
Tp-separable ¥ ,-compacta de funciones mediblgg C R® es estable. Combinando este hecho
con el Corolario 5.3.10, deducimos el siguiente
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Corolario 5.3.12 ([Rod06]). (Axioma L) Supongamos quees perfecta y quéBy.,w*) es sepa-
rable. Sea u X — Y un operador absolutamente sumante. Entoneek es integrable Bochner
para cada fe 2(u,X).

En la Proposicion 5.3.14 aislamos otra aplicacion del Teorema 5.3.9. Para la prueba necesita-
mos el siguiente resultado de Pol [Pol80] (véase e.g. [FBiH Exercise 12.31]).

Lema 5.3.13 (Pol).Sea L un espacio topoldgico compacto Hausdorff. &ij)@iene la propiedad
(C), entonces L tiene la propieddil).

Demostracién.Fijamosv € M* (L) y n € N. Dadot € supgVv), definimos

C{‘:{heC(L): /Lhdvzi y h(t):o}.

Evidentemente, cad@” es convexo y cerrado. Conﬂtesumv) C' = 0, existe un subconjunto
contableF, C supfv) tal queM g, C' = 0.

Se afirma que sugp) = Uy_1 Fn. En efecto, fijlamog, € L\ Up_1 Fn. Utilizando el lema de
Urysohn podemos encontrar una funcion continud. — [0,1] tal queh(ty)) =1y h(t) =0
para todd € U, Fn. Dadon € N, se tieng C' = 0, luego J; h dv < 1/n. Deducimos que
Juhdv =0, esdeciry({t € L:h(t) > 0}) =0. Por tanto, supp) C {t € L : h(t) = 0}, luegot,
no pertenece a supp). Esto demuestra que supp = U,,_1 Fn Y, asi, suppv) es separable. [J

Proposicion 5.3.14 ([Rod06]).Sea L un espacio topoldgico compacto Hausdorff tal que)C
es débilmente Lindel6f. Supongamos que X es isomorfo a un subespacio cerradg.dgéea
u: X — Y un operador absolutamente sumante. Entoneekes integrable Bochner para cada
fea(uX).

Demostracién.Obviamente, podemos suponer sin pérdida de generalidad gs@n subespacio
cerrado d€(L). El Lema 5.3.6 nos permite encontrar un conjunto normatteompactd< C By.

y una aplicacion continua suprayectivaldenK. ComoC(K) es isomorfo a un subespacio cerrado
deC(L), deducimos qu€(K) también tiene la propieddq) y, por tantoK tiene la propiedadM )
(Lema 5.3.13).

Fijamosf € Z(u,X). ComoC(L) es débilmente Lindel6¥X también lo es y, en consecuen-
cia, (X,w) es compacto en medida. Por tanto, la funcion escalarmente médilescalarmente
equivalente a una funcién fuertemente medibi€2 — X (Corolario 1.7.12). Por el Lema 5.2.2,
la composiciénuoh es integrable Bochner. Para finalizar la prueba basta comprobapgtie- h)
es integrable Bochner. Definimbs= f —h: Q — X y observamos que cada subconjunto con-
table deZ,, es estable (porqu# es escalarmente nula). Como la estabilidad se conserva al tomar
Tp-clausuras K tiene propiedadM), se sigue qué’ satisface la condici6(i) del Teorema 5.3.9
y, por tantouo ' es integrable Bochner. La prueba ha finalizado. O

Ya sabemos que la familig asociada a una funcion integrable BirkhbffQQ — X es estable
(Proposiciones 2.2.5 y 2.3.1). Por tanto, en virtud del Corolario 5.3.10, para cualquier operador
absolutamente sumante X — Y, la composicidruo f es integrable Bochner. A continuacion
incluimos una prueba directa y mas elemental de este hecho.
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Proposicién 5.3.15 ([Rod06]).Sean u X — Y un operador absolutamente sumante:\Qf —
X una funcién integrable Birkhoff. Entonces @ es integrable Bochner.

Demostracion.Por el Lema 5.2.2, basta comprobar quef es fuertemente medible. Para ello
vamos a aplicar el criterio del Lema 1.7.4. Fijanaas 0y A< Z conu(A) > 0. Como la restriccion
f|, es integrable Birkhoff, existe una particion contafig) deA enz, tal que

m

2

n=1

, A
2, ()| 3 (A1t~ u(A 169) | < £
para cualesquiera elecciongst, € A, y cadam € N. La desigualdad (5.1) (pagina 192) nos
asegura que
m , A
S n(Ad)l(we f)(ty) — (ue 1)) < BV e
n=1

para cualesquiera elecciongg/, € A, y cadam € N. Por tanto, existe alguA, con u(A,) > 0
para el que ogeio f[, ) < e. Esto completa la demostracion. O

5.3.3. Elcaso de las funciones integrables McShane

Laintegral de McShane variacionalefinida a continuacion, aparece de modo natural a la ho-
ra de estudiar la composicion de una funcién integrable McShane con un operador absolutamente
sumanteA lo largo de esta seccig{T, ¥,.#, 0) es un espacio de medida topoldgico quasi-Radon

Definicion 5.3.16 ([DPMO01]). Una funcién f: T — X es integrable McShane variacionalmente
si es integrable Pettis y para cada> 0 existe un calibred en(T,¥) tal que

3 I6(E)F(5)—v,(B)] < &

para cada particion de McShargE;,s) :i € N} de T subordinada &.

Esta nocion de integrabilidad ha sido ampliamente estudiada en [DPMO01], donde se prueba
que, para una funcioh: T — X, se tiene:

f integrable Bochner=- f integrable McShane variacionalmente
= f fuertemente medible e integrable Pettis

Los reciprocos no son ciertos en general, aunque integrabilidad Bochner e integrabilidad McShane
variacional coinciden cuandd, ¥) es compacto, véase [DPMOL1].

Para la conveniencia del lector, a continuacién incluimos una prueba de que toda funcion
integrable McShane variacionalmente es fuertemente medible. Este hecho va a jugar un papel fun-
damental para demostrar que la composicion de una funcion integrable McShane con un operador
absolutamente sumante siempre es integrable Bochner (Proposicion 5.3.18).
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Lema 5.3.17 (Di Piazza-Musial).Sea f: T — X una funcion integrable McShane variacional-
mente. Entonces f es fuertemente medible.
Demostracion.Como f es integrable McShaney; (') es relativamente compacto en norma

(Corolario 3.3.23) y, por tantd{ = sparfv;(.”’)) es un subespacio cerradeparablede X. Fi-
jamosn € Ny definimos

. 1
An:{teT. inf |1f(6) x| zﬁ}.

Consideramos el espacio de medida topoldgico quasi-R#0B |, ,-75 , 0, ) ¥ filamosB, € .
tal queAn, C Bry 67(An) = 6(Bn). No es dificil comprobar que la restriccidi, es integrable
McShane variacionalmente respectagge con Vi, (ENA,) = v;(ENBy) para cad& < .7. Por

tanto, dada > 0, podemos encontrar una particion de McShiiie,s ) : i € N} deA, tal que

> GAn<Ei>Hf<s1>—v9”“"(Ei)Hge.
B0 A (Ei)

Teniendo en cuenta qug, (E;) € H para cadac N, la definicion deA, y la anterior desigualdad

6,

nos permiten concluir queé*(A,)/n < €. Comoe > 0 es arbitrariof* (A,) = 0.
Se sigue qu@*({t e T: f(t) H}) = 0*(Up-1An) = 0. El teorema de medibilidad de Pet-
tis 1.7.6 nos asegura ahora ques fuertemente medible, como se queria demostrar. O

Proposicion 5.3.18 ([Rod06]).Sean u X — Y un operador absolutamente sumante:yf f—
X una funcién integrable McShane. Entoncesfies integrable Bochner.

Demostracion.Vamos a demostrar que» f es integrable McShane variacionalmente. En efecto,
por un lado,uo f es integrable McShane y, en particular, integrable Pettis. Por otra parte, dado
€ > 0, el lema de Henstock-Saks, véase [Fre95, 2B], asegura la existencia de unscafibre)

tal que

H.iw(':i)f(ti)_vf(':i))H <&

para cada particion parcial de McSh&i€;,t;) : 1 <i < q} deT subordinada &. Utilizando la
desigualdad (5.1) (pagina 192) obtenemos

iHWEO(uO F)(8) ~ Vo (B)| = i\)uw(a)f@—vf<Ei>)H < 2m(u)-e

para cada particion parcial de McSh&iig;,s) : 1 <i < p} deT subordinada @. Comoe > 0
es arbitrariouo f es integrable McShane variacionalmente y, en particular, fuertemente medible
(Lema5.3.17). El Lema 5.2.2 nos permite deducir ahoraugukes integrable Bochner. O

Como ya hemos comentado en el Apartado 3.3.3, Fremlin demostré en [Fre95, 3C] que si
f : T — X es una funcion integrable McShane, entonces cualquier subconjunto contahle de
es estable. Combinando la Proposicion 5.3.18 con el Teorema 5.3.9 podemos deducir la siguiente
extension de dicho resultado.
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Corolario 5.3.19 ([Rod06]). (Axioma L) Supongamos quees perfecta. Sea fT — X una
funcién integrable McShane. Entonces, para cadaM ™ (B.), la familia {x* o f : x* € supg(v)}
es estable.

Finalizamos el apartado con una aplicacion del teorema de Di Piazza y Preiss [DPP03] (Teo-
rema 3.3.4) sobre la coincidencia de las integrales de Pettis y McShane para funciones con valores
en espacios de Banach super-reflexivos.

Proposicion 5.3.20 ([Rod06]).Sea u: X — Y un operador absolutamente sumante. Entonces
uo f es integrable McShane para cadsefZ(6, X).

Demostracion.Fijamos una funcion integrable Dunforfd: T — X. Comou es absolutamente
sumanteu también es 2-sumante (Proposicion 5.1.4) y, por tanto, existerM™(By.) y un
operadow: L?(v) — Y tales quai=vo Javo in* (Corolario 5.1.9). La composiciop , o in* of

es integrable Dunford. Corr102(v) es reflexivo,j27v o iBX* o f es, de hecho, integrable Pettis. Por
el Teorema 3.3.4j, , o in* o f es integrable McShane y, por tanto, lo mismo ocurre worf,
como se queria demostrar. O

5.3.4. Ejemplos

Vamos a concluir el capitulo con dos ejemplos que dejan claroequgeneral, la composi-
cion de una funcion integrable Dunford con un operador absolutamente sumante no es integrable
Bochner

El primer ejemplo se apoya en una funcion (construida por Fremlin y Talagrand en [FT79])
integrable Pettis cuya integral indefinida no tiene rango relativamente compacto en norma. Antes
necesitamos recordar la definicién del llamadpacio de medida de Talagrafital80], que va-
mos a denotar pdf{0,1}", 5, u; ). Para un estudio completo de este espacio, remitimos al lector
a [Fre03, §464] y [Tal84, Chapter 13]. Identificamg®N) con {0, 1} mediante la biyeccion
v:{0,1}N — 2(N) dada pony((an)) := {n€ N: a, = 1}. La o-algebraZ; contiene a%, y
esta formada por todos los conjuntds {0, 1} para los que existen UB € %, y un filtro no
principal y no medibleZ C #(N) tales quey(A)N.# = y(B)N.#. La medidau; es la tnica
extension del, aZ; que cumpleu;(A) = 4,(B) para cualesquierd € Z; y B € .Z] tales que
existe un filtro no principal y no medibl& ¢ #(N) de manera que/(A)N.% = y(B)N.%.
Noétese quei, es completay quer—1(%) € I, para cada ultrafiltro no principa# ¢ Z2(N).

El siguiente lema (véase [FT79, 1J]) se puede aplicar, por ejemplo, a la medida finitamente
aditivad : #(N) — [0, 1] dada por

9(@) = lim #ime et )

véase e.g. [Fre03, 464J(b)].
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Lema 5.3.21 (Fremlin-Talagrand). Sea® : #(N) — [0, 1] una medida finitamente aditiva con
las siguientes propiedades:

= la composicion? o y es.Z}-medible;
= ¥(P) = 0 para cada conjunto finito P~ N.

Entonces, para cadaé {0,1}", se tiene

oy ny(b) ="V G ae

Ejemplo 5.3.22 ([Rod06]). Existen un espacio de probabilidad compléf®, 2, 1t), una funcién
integrable Pettis £ Q — ¢ y un operador absolutamente sumante u definidé’econ valores
en otro espacio de Banach, tales que la composiciém no es integrable Bochner.

Demostracion.Sea(Q,Z, u) la completacion del espacio de probabilidad producto
({0,137 % {0, 1}, 2y ® 2y, g X ur).
Fremlin y Talagrand [FT79] (véase e.g. [Tal84, Theorem 4-2-5]) mostraron que la funcion
10—, f((an),(by) = (80— bn).

es integrable Pettis respectoge

Fijamos cualquier medida finitamente aditida &?(N) — [0, 1] con las propiedades men-
cionadas en el Lema 5.3.21 y tal qi€N) = 1. Denotamos pgBN la compactificacion de Stone-
Cech deN (equipado con la topologia discreta) e identifical@8N) y /., de la manera habitual,
es decir, mediante el siguiente isomorfismo isométrico:

0 :C(BN) — lw, ¢(h) = (h(1),h(2),...).

Seav el Ginico elemento d&*(BN) tal quefﬁNWl(a) dv = ®(y(a)) para cada c {0,1}".

Consideramos el operador absolutamente sumasatej, , o ¢ 1 : ¢* — L(v). Vamos a
demaostrar quéa composicion e f no es fuertemente medible respectud&ijamosAc 2 ® 2
con(ur x u7)(A) = 1. Entonces existe whe {0,1}" tal queu; (AY) = 1, donde

Al ={ac{0,1}": (ad)eA}.

En vista de la definicion dey, existenB € %} y un filtro no principal y no medible” c {0,1}"
tales quey(AY) N7 = y(B)N.Z y 4,(B) = ur(AY) = 1. Nbtese qué,; BNy~ 1(F)) =1, ya
qued; (v 1(#)) =1 (véase la Seccion 1.1).

Afirmacion.- Existe un conjuntfa, : @ < o,;} C BNy (%) tal que

ﬁ(ﬂ u/(aa)> = 2;” para cada conjunto (no vacio) finita_ ;. (5.3)

acl
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En efecto, procedemos por induccion transfinita. Supongamog gue; y que ya hemos cons-
truido un conjunto{a, : o < B} C BNy~ Y(.F) tal qued(N,q ¥(ay)) = 2~ para cada con-
junto (no vacio) finitd C . Escribimos#” para denotar la familia de todos los subconjuntos (no
vacios) finitos d¢8. Dadol € 7/, el Lema 5.3.21 nos permite encontire .2} con,(E) =1

tal que L . 1
s(v@nwia) =5 9(NvE)) =z v dv@) =3
ael ael

para todca € E;. Como%#  es contable (porqug < ®,), el conjunto(,_,, E, pertenece &, y
21(Njey E)) = 1. Teniendo en cuenta qug (BN y~1(.#)) = 1, deducimos que

By H.F)N ) E #0.
lew

Tomamos ura, € BNy (%) NNy E # 0. Es claro quey, cumple las propiedades deseadas
y la prueba de l&firmaciénha finalizado.

Finalmente, dadoa, B < w;, @ # B, tenemoga,, d), ( B’d) € Ay laigualdad (5.3) asegura
que

I(uo 1) (aq,d) — (uo F)(a >u—/| Yoy —d)— 9 H(a, — d)| dv
— [0 Maamapldv = [ 0y laa) Auay) dv = d(wlan) Svlay) = 5

Por tanto,(uo f)(A) no es separable. Comfoha sido escogido arbitrariamente entre todos los
elementos d&; ®Z; de medida 1, se sigue que f no es fuertemente medible respectqde [

El segundo ejemplo estd basado en una funcién que no es integrable Pettis y se construye
suponiendo la existencia de un cardinal que no es de medida cero.

Ejemplo 5.3.23 ([Rod06]). Supongamos que existe un cardiradjue no es de medida cero. En-
tonces existen un espacio de probabilidad compl€lo>, 1), una funcién integrable Dunford
f 1 Q — ¢*(x) y un operador absolutamente sumante/t( x) — ¢?(x), tales que la composi-
cion uo f no es integrable Bochner.

Demostracion.Tomamos una medida de probabilidaden & (k) tal queu({«}) = 0 para ca-
daa < k. Definimosf : k — ¢1(x) por f(«) = e,. Claramentef es acotada y escalarmente
medible, luego integrable Dunford. Por otro lado, el operador “identidad? (x) — ¢?(x) es
absolutamente sumante (Teorema 5.1.5)

Finalmente, notese quiuo f)(a) — (uo f)(B)| = v/2 para cualesquiera, 8 < x distintos.
Por tanto, para cadaC x conu(A) > 0, el conjunto(uo f)(A) no es separable (porqéeno es
contable). Se sigue que f no es fuertemente medible. Esto completa la prueba. O

Observacion 5.3.24.La funcion f construida en la prueba del ejemplo anteriores integrable
Pettis. En efecto, para cada< x, escribimose,, para denotar el elemento dg(x) dado por
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€,(B) = 6, 5- Supongamos, por reduccién al absurdo, gyec) € ¢1(x). Entonces existe un
E C «k contable tal quév,(x),€,) = 0 para todax € x \ E. N6tese que

BOR\E) = [ 2o 01 = [ (e 1) 01 = (74 (0) 2) = 3 (9400650 7 (@) =0

(015

ComokE es contable, obtenemag k) = u(x \ E) = 0, una contradiccion.
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