
Integración en espacios de Banach

José Rodríguez Ruiz





INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DEBANACH

D. Pascual Lucas Saorín, Catedrático de Universidad del Área de Geometría y Topología y Direc-
tor del Departamento de Matemáticas de la Universidad de Murcia

INFORMA:

Que la Tesis Doctoral “INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DEBANACH” ha sido realizada por D. José
Rodríguez Ruiz, bajo la inmediata dirección y supervisión de D. Bernardo Cascales Salinas y
D. Gabriel Vera Botí, y que el Departamento ha dado su conformidad para que sea presentada ante
la Comisión de Doctorado.

En Murcia, a ...

Fdo: Pascual Lucas Saorín





INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DEBANACH

D. Bernardo Cascales Salinas y D. Gabriel Vera Botí, Catedráticos de Universidad del Área de
Análisis Matemático, del Departamento de Matemáticas de la Universidad de Murcia

AUTORIZAN:

La presentación de la Tesis Doctoral “INTEGRACIÓN EN ESPACIOS DEBANACH”, realizada por
D. José Rodríguez Ruiz bajo nuestra inmediata dirección y supervisión en el Departamento de
Matemáticas, y que presenta para la obtención del Grado de Doctor por la Universidad de Murcia.

En Murcia, a ...

Fdo: Bernardo Cascales Salinas Fdo: Gabriel Vera Botí





En primer lugar, me gustaría expresar mi más sincero agradecimiento a Bernardo Cascales y
Gabriel Vera, por su atenta dirección y el constante apoyo que me han proporcionado a lo largo
de estos años.

También debo mucho a David Fremlin, que con sus ideas, sugerencias y resultados ha con-
tribuido de manera notable al desarrollo de algunas partes de esta memoria.

No puedo dejar de dar las gracias a otros matemáticos que me han ayudado a avanzar por
el camino: Joseph Diestel, Matías Raja y los miembros del grupo de investigación en Análisis
Funcional de la Universidad de Murcia. Por otro lado, María Ángeles Hernández también ha
colaborado a la hora de preparar la versión final de este trabajo.

Así mismo, quisiera reconocer la hospitalidad que me han ofrecido David Preiss y Pablo
Pedregal durante mis estancias fuera de Murcia.

La amistad y el compañerismo de Antonio Avilés han sido fundamentales para mí desde un
principio. Posiblemente, sin su influencia esta memoria nunca habría visto la luz.

De igual modo, me gustaría mostrar mi más profundo agradecimiento a mi familia, por su
apoyo incondicional durante todos estos años.

Finalmente, doy las gracias a Gloria por su amor, comprensión y paciencia. Día tras día, me
ha enseñado a ver la vida con otros ojos. A ella va dedicado este trabajo.





A Gloria, con amor.





Esta memoria ha sido elaborada durante el período de disfrute de una Beca de Postgrado
(referencia AP2002-3767) del Programa Nacional de Formación de Profesorado Universitario del
Ministerio de Educación y Ciencia. Dos ayudas complementarias de dicho programa han permitido
al autor realizar sendas estancias en el Departamento de Matemáticas del University College,
Londres (octubre-diciembre de 2004), y en el Departamento de Matemáticas de la Universidad de
Castilla - La Mancha, Ciudad Real (septiembre-diciembre de 2005). Además, durante la primera
estancia el autor disfrutó de una “Marie Curie Training Fellowship” de la Unión Europea (dentro
del proyecto “Geometric Real Analysis”, HPMT-CT-2000-00037).

Esta investigación también ha estado financiada parcialmente por los proyectos: “Espacios de
Banach: compacidad, fragmentabilidad, renormamiento y diferenciabilidad” (BFM2002-01719,
Ministerio de Ciencia y Tecnología) y “Geometría y topología infinito dimensional en espacios de
Banach” (00690/PI/04, Fundación Séneca).





Contenidos

Introduction (English) 1

Introducción 19

1. Preliminares 37
1.1. Notación y terminología generales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .37
1.2. Teoría de la medida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .39
1.3. Espacios de medida topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .41
1.4. Espacios de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43
1.5. Series en espacios de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .46
1.6. Medidas vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49
1.7. Medibilidad de funciones vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
1.8. Las integrales de Bochner y Pettis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .54
1.9. Familias estables de funciones medibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59
1.10. Liftings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2. La integral de Birkhoff de funciones vectoriales 65
2.1. Introducción a la integral de Birkhoff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66

2.1.1. Definición y propiedades elementales . . . . . . . . . . . . . . . . . . .66
2.1.2. Relación con las integrales de Bochner y Pettis . . . . . . . . . . . . . .71
2.1.3. La integral de Birkhoff a través de sumas finitas . . . . . . . . . . . . . .76

2.2. La propiedad de Bourgain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .78
2.2.1. Propiedad de Bourgain y estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79
2.2.2. Familias de oscilación pequeña . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85

2.3. La integral de Birkhoff y la propiedad de Bourgain . . . . . . . . . . . . . . . .87
2.3.1. Caracterización de la integrabilidad Birkhoff . . . . . . . . . . . . . . .87
2.3.2. La propiedad de Bourgain y envolturas convexas . . . . . . . . . . . . .91

2.4. La propiedad débil de Radon-Nikodým en espacios de Banach duales . . . . . .99
2.4.1. La propiedad de Bourgain y`1-sucesiones . . . . . . . . . . . . . . . . .100
2.4.2. Caracterización de la WRNP mediante la integral de Birkhoff . . . . . .106

2.5. Funciones integrables Pettis que no son integrables Birkhoff . . . . . . . . . . .114



••XIV Contenidos

3. Las integrales de Birkhoff y McShane respecto de medidas vectoriales 119
3.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .119

3.1.1. Semivariación contextual de una medida vectorial . . . . . . . . . . . . .120
3.1.2. La integral de Bartle-Dobrakov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .125

3.2. LaS∗-integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .126
3.2.1. Definición y propiedades elementales . . . . . . . . . . . . . . . . . . .127
3.2.2. Relación con la integral de Bartle-Dobrakov . . . . . . . . . . . . . . . .129
3.2.3. Aproximación por funciones simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . .132

3.3. La integral de McShane respecto de medidas vectoriales . . . . . . . . . . . . .135
3.3.1. Definición y propiedades elementales . . . . . . . . . . . . . . . . . . .137
3.3.2. Relación con laS∗-integral y la integral de Bartle-Dobrakov . . . . . . .142
3.3.3. Aproximación por funciones simples . . . . . . . . . . . . . . . . . . .147

3.4. Espacios ultrabornológicos de funciones integrables . . . . . . . . . . . . . . . .149
3.4.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .150
3.4.2. Espacios de funciones integrables Bartle-Dobrakov . . . . . . . . . . . .153
3.4.3. Espacios de funcionesS∗-integrables . . . . . . . . . . . . . . . . . . .154
3.4.4. Espacios de funciones integrables McShane . . . . . . . . . . . . . . . .157

4. Las integrales de Birkhoff y Pettis para funciones multi-valuadas 161
4.1. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .162

4.1.1. La distancia de Hausdorff en un espacio de Banach . . . . . . . . . . . .162
4.1.2. Series de conjuntos en espacios de Banach . . . . . . . . . . . . . . . .168
4.1.3. Medibilidad de multi-funciones y existencia de selectores medibles . . .170
4.1.4. La integral de Debreu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172

4.2. La integral de Pettis de multi-funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .172
4.2.1. Caracterización de la integrabilidad Pettis de multi-funciones . . . . . . .174
4.2.2. La integral de Pettis en términos de funciones univaluadas . . . . . . . .179

4.3. La integral de Birkhoff de multi-funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .182
4.3.1. Relación con la integral de Debreu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .183
4.3.2. Relación con la integral de Pettis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .187

5. Operadores absolutamente sumantes e integración vectorial 191
5.1. Preliminares sobre operadoresp-sumantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .192
5.2. Equivalencia escalar con funciones integrables Bochner . . . . . . . . . . . . . .193
5.3. Integrabilidad Bochner de la composición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .197

5.3.1. Operadores absolutamente sumantes con rango separable . . . . . . . . .198
5.3.2. Estabilidad y operadores absolutamente sumantes . . . . . . . . . . . . .200
5.3.3. El caso de las funciones integrables McShane . . . . . . . . . . . . . . .204
5.3.4. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .206

Bibliografía 211



Contenidos ••XV

Índice terminológico 224





Introduction

The general framework of this memoir is thetheory of integration of functions with values in
Banach spaces. Historically, the starting point of the research on vector integration goes back to the
origins of Banach space theory, and among the pioneering works we can cite those due to Graves
[Gra27], Bochner [Boc33], Birkhoff [Bir35], Gel’fand [Gel36], Dunford [Dun35, Dun36, Dun37]
and Pettis [Pet38]. The reader can find a comprehensive information about these beginnings in the
monograph by Diestel and Uhl [DU77] and [Hil53].

The Lebesgue integral (for real-valued functions) admits several approaches which usually
lead to different extensions of the notion of integral in the case of functions with values in Banach
spaces. According to Fremlin and Mendoza [FM94, p. 127]:

The ordinary functional analyst is naturally impatient with the multiplicity of defini-
tions of ‘integral’ which have been proposed for vector-valued functions, and would
prefer to have a single canonical one for general use.

TheBochner integralhas been widely used during all these years, with a remarkable repercus-
sion within Banach space theory (Radon-Nikodým property), see [Bou83] y [DU77]. However,
simple examples show that this notion of integrability is quite restrictive, since it requires that the
functions have “essentially” separable range. On the other hand, thePettis integral, which does
not need such requirement, reached its maturity in the 70’s and 80’s thanks to the contributions
of authors like Talagrand, Fremlin, Edgar, Musial, etc., that brought on a substantial impact in
measure theory, see [Tal84], [Mus91] y [Mus02].

Unlike the previous ones, the notion of integral introduced by Garrett Birkhoff in [Bir35] has
hardly been studied, in spite of playing a relevant role in the setting of vector integration. Roughly
speaking, in this memoir we intend to:

Analyze in detail theBirkhoff integralof vector-valued functions, as well as its correspond-
ing versions within the settings ofintegration with respect to vector measuresandintegra-
tion of multi-valued functions.
Compare these methods of integration with others which are well known (Bochner, Pettis,
McShane, Debreu, etc.).
Characterize, in terms of vector integration, some properties of the Banach spaces where the
(multi-) functions take their values.

The original results we include are mostly taken from our papers [CR05], [Rod05a], [Roda],
[Rod05b], [Rodb], [Rodc], [CR04] and [Rod06]. We next summarize the content of this work.
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Chapter 1. Preliminaries

This auxiliary chapter is devoted, on the one hand, to fix the notation and terminology used
throughout this memoir and, on the other hand, to give a brief introduction to fundamental topics
like: series in Banach spaces, vector measures, measurability in Banach spaces, the Bochner and
Pettis integrals, stable families of measurable functions, liftings in measure spaces, etc. Our aim is
to make easier the reading of the remaining chapters. The majority of the results included are well
known and are presented without proof.

For the convenience of the reader, at the end of this memoir we have also included aSubject
index, where the number appearing together each symbol or term simply indicates, as usual, the
page where it has been defined.

Chapter 2. The Birkhoff integral of vector-valued functions

In this chapter we study in detail the Birkhoff integral of functions defined on a complete
probability space(Ω,Σ,µ) with values in a Banach space(X,‖ · ‖).

Birkhoff’s motivation to propose his definition of integral arose from“Fréchet’s [Fre15] ele-
gant interpretation of the Lebesgue integral”, [Bir35, p. 357], where the latter is obtained as a limit
of infinite Riemann sums, replacing in the usual definition of the Riemann integral the intervals
with arbitrary measurable setsand consideringcountable partitionsinstead of finite ones. To be
more precise:

Theorem (Fréchet).A function f : Ω−→ R is Lebesgue integrable if and only if, for eachε > 0,
there is a countable partitionΓ = (An) of Ω in Σ such that

∑
n

µ(An)sup( f (An))−∑
n

µ(An) inf( f (An))≤ ε,

the series being well defined (i.e. the restriction f|An
is bounded wheneverµ(An) > 0) and abso-

lutely convergent. In this case,
∫

Ω f dµ is the only point belonging to the intersection

⋂{[
∑
n

µ(An) inf( f (An)),∑
n

µ(An)sup( f (An))
]

: (An) is a countable partition ofΩ in Σ

such that the series are well defined and absolutely convergent
}

.

Fréchet presented his approach to the Lebesgue integral as follows, [Fre15, p. 249]:

This way of presenting the theory of integration due to Mr. Lebesgue has the advan-
tage, over the way Mr. Lebesgue presented his theory himself, that is very much close
to the views of Riemann-Darboux to which many students are familiar with.

In the case of vector-valued functions, Birkhoff set up his integral by usingunconditionally
convergent series:
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Definition 2.1.1 & Corollary 2.1.3 ([Bir35]). Let f : Ω −→ X be a function. IfΓ = (An) is a
countable partition ofΩ in Σ, the function f is said to be summable with respect toΓ if the
restriction f|An

is bounded wheneverµ(An) > 0 and the set of sums

J( f ,Γ) =
{

∑
n

µ(An) f (tn) : tn ∈ An

}
is made up of unconditionally convergent series. The function f is said to be Birkhoff integrable if
for eachε > 0 there is a countable partitionΓ of Ω in Σ for which f is summable and

diam(J( f ,Γ))≤ ε.

In this case, the intersection⋂
{co(J( f ,Γ)) : f is summable with respect toΓ}

contains a unique point, denoted by(B)
∫

Ω f dµ and called the Birkhoff integral of f .

The relationship of the Birkhoff integral with the Bochner and Pettis integrals was analyzed
by Birkhoff [Bir35], Pettis [Pet38] and Phillips [Phi40], showing that:

for any functionf : Ω−→ X, we always have:

f Bochner integrable⇒ f Birkhoff integrable⇒ f Pettis integrable,

and the corresponding “integrals” coincide;
none of the reverse implications holds in general;
Birkhoff and Pettis integrability are equivalent whenX is separable.

The previous results have been collected in Section 2.1, which is devoted to present a self contained
introduction to the Birkhoff integral. We prove that the notion of Birkhoff integrability coincides
with theunconditional Riemann-Lebesgue integrability, recently studied by Kadets, Tseytlin and
others in [KT00, KSS+02]:

Proposition 2.1.4 ([CR05]).Let f : Ω −→ X be a function. The following conditions are equiva-
lent:

(i) f is Birkhoff integrable;
(ii) f is unconditionally Riemann-Lebesgue integrable, that is, there is x∈ X with the following

property: for eachε > 0 there is a countable partitionΓε of Ω in Σ such that, for every
countable partitionΓ = (An) of Ω in Σ finer thanΓε (i.e. each An is contained in some ele-
ment ofΓε ) and every choice T= (tn) in Γ (i.e. tn∈An for every n), the series∑n µ(An) f (tn)
is unconditionally convergent and∥∥∥∑

n
µ(An) f (tn)−x

∥∥∥≤ ε.
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In this case, x= (B)
∫

Ω f dµ.

One of the most remarkable features of Birkhoff’s integration theory is the possibility of char-
acterizing the integrability of a vector-valued functionf : Ω −→ X in terms of the pointwise
compact family of real-valued functions

Zf = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗} ⊂ RΩ

(whereBX∗ denotes the closed unit ball of the topological dualX∗ of X). In this direction, the
notion that appears associated to Birkhoff integrability is the so-calledBourgain property[Bou]
of a family of real-valued functions.

Definition 2.2.1.We say that a familyH ⊂ RΩ has the Bourgain property if, for eachε > 0 and
each A∈ Σ with µ(A) > 0, there exist A1, . . . ,An ⊂ A, Ai ∈ Σ with µ(Ai) > 0, such that

mı́n
1≤i≤n

osc(h|Ai
)≤ ε for everyh∈H

(where we writeosc(h|Ai
) = sup{|h(t)−h(t ′)| : t, t ′ ∈ Ai}).

The Bourgain property is stronger than the notion of stability in Talagrand’s sense and has been
widely studied in the literature, see e.g. [GGMS87, Mus91, Mus02, RS85], mostly in connection
with the Pettis integral theory. For instance, a classical result of Riddle and Saab [RS85] states that
a bounded function f: Ω −→ X∗ is Pettis integrable if the family{〈 f ,x〉 : x∈ BX} ⊂ RΩ has the
Bourgain property.

The fundamental tool to characterize the Birkhoff integrability of aboundedfunction f via the
family Zf is a result of Talagrand (Corollary 2.2.12), taken from [GGMS87], saying thata uniform-

ly bounded familyH ⊂RΩ has the Bourgain property if and only if it is a family of small oscilla-
tion, that is, for eachε > 0 there is a finite partitionΓ of Ω in Σ such that∑A∈Γ µ(A) osc(h|A)≤ ε

for every h∈H . As a consequence we obtain the following theorem.

Theorem 2.3.2 ([CR05]).Let f : Ω −→ X be a bounded function. The following conditions are
equivalent:

(i) f is Birkhoff integrable;
(ii) the family Zf has the Bourgain property;

(iii) there is a norming set B⊂ BX∗ (i.e. ‖x‖ = sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ B} for every x∈ X) such that
the family Zf ,B = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ B} ⊂ RΩ has the Bourgain property.

Notice that, in particular, our Theorem 2.3.2 improves the previously mentioned result of Rid-
dle and Saab. On the other hand, as regards non necessarily bounded functions, we have the fol-
lowing characterization.

Theorem 2.3.7 ([CR05]) & Proposition 2.3.14 ([Roda]).Let f : Ω −→ X be a function. The
following conditions are equivalent:

(i) f is Birkhoff integrable;
(ii) the family Zf is uniformly integrable and has the Bourgain property;
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(iii) there is a convex norming set B⊂ BX∗ such that the family Zf ,B is uniformly integrable and

has the Bourgain property.

A few remarks about this result follow:

(a) In general, it is not possible to eliminate the convexity assumption in condition(iii) (as
we show in Example 2.3.21), although this can be done, for instance, when(BX∗ ,w∗) is
separable (Corollary 2.3.28).

(b) The implication(i)⇒(ii) improves a result of Fremlin [Freb] which ensures that the fami-
ly Zf associated to a Birkhoff integrable functionf is always stable in Talagrand’s sense.

(c) As an application, we provide a proof of the fact thatthe indefinite Pettis integral of a
Birkhoff integrable function has norm relatively compact range(Corollary 2.3.8), a property
originally proved by Birkhoff [Bir35] that is not satisfied by all Pettis integrable functions,
as shown by Fremlin and Talagrand [FT79]. Recall that the range of the indefinite integral
of a Pettis integrable function is norm relatively compact if and only if such function is the
limit of a sequence of simple functions for thePettis seminorm, defined by

‖ f‖P = sup
x∗∈BX∗

∫
Ω
|x∗ ◦ f | dµ.

In Section 2.4 we use the previous characterizations in order to replace Pettis integrability with
Birkhoff integrability in some known results, which are therefore reinforced.

Riddle, Saab and Uhl [RSU83] proved that,if X is separable and K is a compact Hausdorff
topological space, then a bounded function f: K −→ X∗ is universally scalarly measurable if and
only if it is universally Pettis integrable(the term “universally” means “with respect to each Radon
measure onK”). In Corollary 2.4.17 we prove that these conditions are actually equivalent to the
fact that the function isuniversally Birkhoff integrable.

The following “weak” version of the Radon-Nikodým property of a Banach space was intro-
duced by Musial in [Mus79].

Definition 2.4.1. We say that X has the weak Radon-Nikodým property (WRNP) if, for each
complete probability space(Ω,Σ,µ) and every countably additive andµ-continuous measure
ν : Σ −→ X, with σ -finite variation, there is a Pettis integrable function f: Ω −→ X such that
ν(E) = (Pettis)

∫
E f dµ for every E∈ Σ.

An important characterization due to Musial, Ryll-Nardzewski, Janicka, Haydon and Bour-
gain (see e.g. [Dul89, Chapter 6] or [Tal84, Chapter 7]) states thatX does not contain subspaces
isomorphic tò 1 if and only if X∗ has the WRNP; the latter is the case if and only if the “identity”
function I: BX∗ −→X∗ is universally Pettis integrable. In the previous equivalences we can replace
“Pettis” with “Birkhoff”, as follows.
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Theorems 2.4.19, 2.4.22 ([CR05]) and 2.4.25.The following conditions are equivalent:

(i) X does not contain subspaces isomorphic to`1;
(ii) for each complete probability space(Ω,Σ,µ) and every countably additiveµ-continuous

measureν : Σ −→ X∗, with σ -finite variation, there exists a Birkhoff integrable function
f : Ω−→ X∗ such thatν(E) = (B)

∫
E f dµ for every E∈ Σ;

(iii) the “identity” function I : BX∗ −→ X∗ is universally Birkhoff integrable.

It is worth mentioning here that, as a consequence of(i)⇒(ii) , in Chapter 3 we obtain a partial
solution to a problem posed by Fremlin [Fre95, Fre94] regarding the representation of vector
measures as indefinite integrals ofMcShaneintegrable functions.

As we have already said, the notions of Birkhoff and Pettis integrability coincide for functions
with values in separable Banach spaces. In addition, by virtue of our characterization of the WRNP
in dual spaces, this equivalence also holds for functions with values in the dual of separable Banach
spaces without subspaces isomorphic to`1 (Corollary 2.4.24). In Section 2.5 we will show that the
coincidence of Birkhoff and Pettis integrability characterizes separability inside a wide class of
Banach spaces: theweakly Lindelöf determinedspaces (that includes, for instance, all weakly
compactly generated ones). More precisely, we have the following results.

Theorems 2.5.1 and 2.5.2 ([Rod05a]).Suppose that X is weakly Lindelöf determined.

(i) If X is not separable, then there exist a complete probability space(Ω,Σ,µ) and a bounded
Pettis integrable function f: Ω−→ X that is not Birkhoff integrable.

(ii) If the density character of X is greater than or equal to the continuum, then there exists a
bounded universally Pettis integrable function f: [0,1]−→X that is not Birkhoff integrable.

In the particular caseX = c0([0,1]), the constructions employed in the proof of(ii) allow us
to obtain a counterexample to the analogue of Lebesgue’sdominated convergence theoremfor
the Birkhoff integral (Example 2.5.4). This means another difference with the Bochner and Pettis
integrals, for which such a result is always true (for the norm and weak topologies, respectively).

Chapter 3. The Birkhoff and McShane integrals with respect to vector measures

In this chapter we will consider several theories ofintegration of vector-valued functions with
respect to vector measures. Given two Banach spacesX andY, a measurable space(Ω,Σ) and a
countably additive measureµ : Σ−→L (X,Y) (whereL (X,Y) stands for the Banach space of all
the continuous linear mappings fromX toY), the “integral” with respect toµ of a simple function
with values inX, say f = ∑n

i=1xiχAi
, can be defined in a natural way as

∫
Ω

f dµ =
n

∑
i=1

µ(Ai)(xi) ∈Y,

that is, substituting the product by scalarsR×X −→ X with the canonical bilinear mapping
L (X,Y)×X −→Y. In general, the different notions of integral analyzed in this chapter involve
Riemann sums of the form∑i µ(Ai)( f (ti)).
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The first studies on integration of vector-valued functions with respect to vector measures

go back to the origins of Banach space theory, see [Hil53]. Possibly, during this time the most
extended method has been that of Bartle [Bar56], which was generalized and studied extensively
by Dobrakov in a long series of works initiated in [Dob70a], see [DP04, Pan95] and the references
therein. Within the setting of this chapter, the differences between theBartle bilinear *-integral
and theDobrakov integralare simply language matters. In order to formulate the definition we
need to introduce some terminology.

Recall that thecontextual semivariationof µ is the functionµ̂ : Σ −→ [0,+∞] defined by
µ̂(A) = sup‖∑n

i=1 µ(Ai)(xi)‖, where the supremum is taken over all the finite partitions(Ai)
n
i=1

of A in Σ and all the finite collections(xi)
n
i=1 in BX. Throughout this chapter we assume thatµ̂ is

complete andcontinuous(i.e. for every decreasing sequence(En)∞
n=1 in Σ with

⋂∞
n=1En = /0, we

have ĺımn µ̂(En) = 0). The continuity ofµ̂ ensures that̂µ(Ω) < +∞.

Definition 3.1.14 ([Bar56, Dob70a]).A function f : Ω −→ X is called Dobrakov integrable with
respect toµ if there is a sequence of simple functions fn : Ω −→ X converging to fµ̂-a.e. such
that, for each E∈ Σ, there existsl ı́mn

∫
E fn dµ. In this case, the limit(D)

∫
Ω f dµ = l ı́mn

∫
Ω fn dµ

is independent of the sequence( fn) and is called the Dobrakov integral of f with respect toµ.

For instance,̂µ is always continuous in the following particular cases:

(a) Integration of vector-valued functions with respect to scalar measures; that is,X = Y and
µ(E)(x) = ν(E)x, whereν is a probability measure onΣ. In this case, a functionf : Ω−→X
is Dobrakov integrable with respect toµ if and only if it is strongly measurable and Pettis
integrable with respect toν .

(b) Integration of real-valued functions with respect to vector measures; that is,X = R and
µ(E)(a) = aν(E), whereν : Σ−→Y is a countably additive measure. In this case, a function
f : Ω −→ R is Dobrakov integrable with respect toµ if and only if it is integrable in the
sense of Bartle, Dunford and Schwartz [BDS55] with respect toν (see [DS88]). The Bartle-
Dunford-Schwartz integral has been studied extensively by several authors, among whom
we can cite Lewis [Lew70, Lew72], Kluvanek and Knowles [KK76] and, more recently,
Curbera [Cur92, Cur94, Cur95] and Fernándezet al. [FMN+05].

Regarding the question of considering a “Birkhoff type” integral for real-valued functions and
vector measures, Lewis [Lew72, p. 307] claimed:

The paper of Garrett Birkhoff [Bir35] is apparently the first to relate unconditional
convergence and integrability (for vector functions and scalar measures) in Banach
spaces. However, the methods of Birkhoff are not easily adaptable to our setting.

We next see how the difficulties disappear if we define the integral “refining partitions”, that
is, modifying in the obvious way the definition of the unconditional Riemann-Lebesgue integral
(Proposition 2.1.4). In fact, the same method can be applied to vector-valued functions and vector
measures, obtaining the notion ofS∗-integral studied by Dobrakov in [Dob88]. It seems that Do-
brakov was unaware of the Birkhoff integral, and his motivation to introduce theS∗-integral arose
directly from the work of Kolmogorov [Kol30, Tik91] on integration theory.
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Definition 3.2.1 ([Dob88]).A function f : Ω−→ X is called S∗-integrable with respect toµ, with
S∗-integral y∈Y, if for eachε > 0 there is a countable partitionΓε of Ω in Σ such that, for every
countable partitionΓ = (An) of Ω in Σ finer thanΓε and every choice T= (tn) in Γ, the series
∑n µ(An)( f (tn)) is unconditionally convergent and‖∑n µ(An)( f (tn))− y‖ ≤ ε. The vector y∈Y
(necessarily unique) is denoted by(S∗)

∫
Ω f dµ.

The relationship between the Dobrakov integral and theS∗-integral is made clear in Theo-
rem 3.2.9, due to Dobrakov himself [Dob88]:a function f : Ω −→ X is Dobrakov integrable if
and only if it is strongly measurable and S∗-integrable (in this case, the respective integrals coin-
cide). Notice that this result generalizes the fact that the notions of Birkhoff and Pettis integrability
coincide for strongly measurable functions. On the other hand, in the case of integration of real-
valued functions with respect to vector measures, we have obtained the following

Corollary 3.2.11.Under the assumptions of (b), a function f: Ω−→ R is integrable in the sense
of Bartle, Dunford and Schwartz with respect toν if and only if it is S∗-integrable with respect
to µ. In this case, the respective integrals coincide.

As we have already mentioned, every Birkhoff integrable function is the limit, for the Pettis
seminorm, of a sequence of simple functions. In the case of vector-valued functions and vector
measures, we cannotensure, in general, the norm relative compactness of the range of the “indefi-
nite integral” of everyS∗-integrable function. However, it is yet possible to approximate by simple
functions:

Theorem 3.2.13 ([Rodc]).Let f : Ω −→ X be a function that is S∗-integrable with respect toµ.
Then for eachε > 0 there is a simple function g: Ω−→ X such that

sup
E∈Σ

∥∥∥(S∗)
∫

E
f dµ−

∫
E

g dµ

∥∥∥≤ ε.

Section 3.3 is devoted to study theMcShane integral of vector-valued functions with respect
to vector measures. In the framework of integration with respect to scalar measures, this notion
of integral, introduced by McShane in [McS69, McS83], has been widely analyzed during the last
years. The case of vector-valued functions defined on[0,1] was considered by Gordon [Gor90],
Fremlin and Mendoza [FM94]. Later, Fremlin [Fre95] generalized this integral for functions de-
fined on an arbitrary quasi-Radon topological measure space(T,T,S ,θ), that is, a topological
space(T,T) with a non negative, finite and complete measureθ , on aσ -álgebraS ⊃ T, such that
θ is τ-additive and inner regular with respect to closed sets (e.g. a compact Hausdorff topological
space with a Radon measure).

In order to recall the definition of the McShane integral we need to introduce more terminol-
ogy. A gaugeon (T,T) is a functionδ : T −→ T such thatt ∈ δ (t) for every t ∈ T. A partial
McShane partitionof T is a finite collection{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p}, where(Ei) is a disjoint family
in S andti ∈ T for every 1≤ i ≤ p. We say that such a ‘partition’ issubordinateto δ if Ei ⊂ δ (ti)
for every 1≤ i ≤ p. It is worth it to emphasize that, thanks to theτ-additivity of θ , for each gaugeδ
on (T,T) and eachη > 0, we can always find a partial McShane partition{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p}
of T subordinate toδ such thatθ(T \

⋃p
i=1Ei)≤ η .
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Definition 3.3.2 & Proposition 3.3.10 (Fremlin).Let f : T −→ X be a function. We say that f
is McShane integrable, with McShane integral x∈ X, if for eachε > 0 there exist a gaugeδ on
(T,T) andη > 0 such that ∥∥∥ p

∑
i=1

θ(Ei) f (ti)−x
∥∥∥≤ ε

for every partial McShane partition{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p} of T subordinate toδ with the property
that θ(T \

⋃p
i=1Ei)≤ η .

The relationship between the Birkhoff, McShane and Pettis integrals has been discussed by
Fremlin [Fre95, Freb], showing that, for a given functionf : T −→ X, we have

f Birkhoff integrable⇒ f McShane integrable⇒ f Pettis integrable,

and the corresponding integrals coincide. None of the reverse implications holds in general, see
[Freb, FM94], although the three notions of integrability are equivalent ifX is separable.

Naturally, in order to set up the McShane integral with respect to a vector measure we need to
add some “suitable” additional assumptions to the measurable space(Ω,Σ) and the vector measure
µ : Σ−→L (X,Y). To be precise, throughout Section 3.3 we suppose thatτ ⊂Σ is a topology onΩ
and thatµ̂ satisfies the following properties:

(α) for everyE ∈ Σ and everyε > 0 there isG∈ τ, G⊃ E, such that̂µ(G\E)≤ ε;
(β ) for every (non empty) upwards directed familyG ⊂ τ, we have

inf{µ̂(∪G \G) : G∈ G }= 0.

Equivalently, any (some) control measure ofµ is quasi-Radon.

Definition 3.3.9 ([Rodb]). Let f : Ω −→ X be a function. We say that f is McShane integrable
with respect toµ, with McShane integral y∈Y, if for eachε > 0 there exist a gaugeδ on (Ω,τ)
andη > 0 such that ∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (ti))−y
∥∥∥≤ ε

for every partial McShane partition{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p} of Ω subordinate toδ with the property
that µ̂(Ω\

⋃p
i=1Ei)≤ η . The vector y∈Y (necessarily unique) is denoted by(M)

∫
Ω f dµ.

We have already mentioned that Fremlin [Freb] proved that any Birkhoff integrable function,
defined on a quasi-Radon topological measure space, is McShane integrable. Possibly, our main
contribution to the theory of the McShane integral with respect to vector measures is the following
extension of that result.

Theorem 3.3.17 ([Rodb]).Let f : Ω −→ X be a function. If f is S∗-integrable with respect toµ,
then f is McShane integrable with respect toµ and(S∗)

∫
Ω f dµ = (M)

∫
Ω f dµ.

A consequence of the previous theorem is the fact that, under the assumptions of the particular
case (b),a function f : Ω −→ R is McShane integrable with respect toµ if and only if it is inte-
grable in the sense of Bartle, Dunford and Schwartz with respect toν (and the respective integrals
coincide), see Corollary 3.3.19. In general, we have the following characterization.
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Corollary 3.3.18 ([Rodb]). Let f : Ω −→ X be a strongly measurable function. The following
conditions are equivalent:

(i) f is Dobrakov integrable;
(ii) f is S∗-integrable;

(iii) f is McShane integrable.

In this case,(D)
∫

Ω f dµ = (S∗)
∫

Ω f dµ = (M)
∫

Ω f dµ.

On the other hand, bearing in mind the McShane integrability of any Birkhoff integrable func-
tion (defined on a quasi-Radon topological measure space), our characterization of the WRNP in
dual Banach spaces (Chapter 2) allows us to provide a partial answer to the following problem
posed by Fremlin in [Fre94] and [Fre95, 4G(c)]:

Suppose that(T,T,S ,θ) is a quasi-Radon topological measure space, that Z is a
Banach space and thatν : S −→ Z is a function. ¿Under what conditions willν be
the indefinite integral of a McShane integrable function from T to Z?

Corollary 3.3.21.The following conditions are equivalent:

(i) X does not contain subspaces isomorphic to`1;
(ii) for each quasi-Radon topological measure space(T,T,S ,θ) and every countably additive

θ -continuous measureν : S −→ X∗, with σ -finite variation, there is a McShane integrable
function f : T −→ X∗ such thatν(E) = (M)

∫
E f dθ for every E∈S .

Fremlin showed in [Fre95] thatthe range of the indefinite integral of any McShane integrable
function, defined on a quasi-Radon topological measure space, is norm relatively compact. Frem-
lin’s proof is complicated and involves techniques of stable families of measurable functions.
Curiously, when analyzing the more general case of vector-valued functions and vector measures,
we have found a simpler proof of that result, which admits the following extension in terms of
“approximation” by simple functions.

Theorem 3.3.22 ([Rodc]).Let f : Ω−→ X be a function that is McShane integrable with respect
to µ. Then for eachε > 0 there is a simple function g: Ω−→ X such that

sup
E∈Σ

∥∥∥(M)
∫

E
f dµ−

∫
E

g dµ

∥∥∥≤ ε.

It is well known that the normed space of all (scalar equivalence classes of) Dunford inte-
grable functions (defined on a probability space), equipped with the Pettis norm,is not complete
in general, and the same holds for the subspaces made up of all Birkhoff, McShane or Pettis inte-
grable functions. However, Díaz, Fernández, Florencio and Paúl [DFFP95] proved that the spaces
of Dunford and Pettis integrable functions are alwaysultrabornologicaland, in particular,bar-
relled, which allows us to apply the “uniform boundedness” and “closed graph” theorems to linear
mappings defined on them with values in Banach spaces.

The results of [DFFP95] are based on a general principle that states that a normed space with
a “suitable” Boolean algebra of projections is ultrabornological. In the last section of this chapter
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we apply this criterion to the normed spaces of (equivalence classes of) vector-valued functions
(Dobrakov,S∗ or McShane) integrable with respect to a vector measure, equipped with the norm
given by the semivariation of the indefinite integral (which is the natural generalization of the
Pettis norm to this context). Thus, our Theorems 3.4.10, 3.4.17 and 3.4.25 say us thateach one
of these spaces is ultrabornological (resp. barrelled) if and only if, for each atom A ofµ̂, the
operatorµ(A) has closed range. Notice that this condition is fulfilled automatically in the case (a)
of integration of vector-valued functions with respect to scalar measures.

Chapter 4. The Birkhoff and Pettis integrals for multi-valued functions

Since the pioneering works of Aumann [Aum65] and Debreu [Deb67], the theory of integra-
tion of multi-functions(also called correspondences or multi-valued functions) has been widely
studied. This development has been to a large extent due to the applications which this theory pro-
vides in Mathematical Economics, Optimization, etc. The monographs by Castaing and Valadier
[CV77], Klein and Thompson [KT84], Aubin and Frankowska [AF90] and the recent survey by
Hess [Hes02] contain a good deal of information in this respect.

In this chapter we study the integration of multi-functions defined on a complete probability
space(Ω,Σ,µ) with values in the familycwk(X) of all (non empty) convex and weakly compact
subsets of a Banach spaceX. In general, the different methods that we consider share a common
feature: the integrability of a multi-functionF : Ω −→ cwk(X) can be reinterpreted in terms of
the single-valuedfunction j ◦F , where j is a suitable isometric embedding ofcwk(X) (which,
endowed with the Hausdorff distanceh, becomes a complete metric space) in a Banach space.
Recall that theHausdorff distancebetween two setsC,D ∈ cwk(X) is defined by

h(C,D) = inf{η > 0 : C⊂ D+ηBX, D⊂C+ηBX}.

The particular embeddingj that we next introduce is a standard tool in the study of the hyperspace
(cwk(X),h).

Lemma 4.1.4.Given C∈ cwk(X) and x∗ ∈ X∗, we writeδ ∗(x∗,C) = sup{x∗(x) : x∈C}. Then the
mapping j: cwk(X) −→ `∞(BX∗) defined by j(C)(x∗) = δ ∗(x∗,C) satisfies the following proper-
ties:

(i) j(C+D) = j(C)+ j(D) for every C,D ∈ cwk(X);
(ii) j(λC) = λ j(C) for everyλ ≥ 0 and every C∈ cwk(X);

(iii) h(C,D) = ‖ j(C)− j(D)‖∞ for every C,D ∈ cwk(X);
(iv) j(cwk(X)) is closed iǹ ∞(BX∗).

As we have already mentioned, the study of the integrability of a vector-valued function is
considerably simplified when the Banach space where the function takes its values isseparable.
Therefore, since we are going to analyze the integrability of a multi-functionF : Ω −→ cwk(X)
through the compositionj ◦ F , it is natural to ask under what conditions we can ensure that
span( j(cwk(X))) is separable or, equivalently, that(cwk(X),h) is separable. It is well known that
the family ck(X), made up of all the (non empty) convex and norm compact subsets ofX, is
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h-separable if (and only if)X is separable. As regardscwk(X), we have the following characteri-
zations.

Proposition 4.1.10 ([CR04]).Suppose that X∗ has the Radon-Nikodým property (e.g. X∗ is sepa-
rable). Then(cwk(X),h) is separable if and only if X is finite-dimensional.

Proposition 4.1.12.Suppose that X is a dual Banach space. Then(cwk(X),h) is separable if and
only if X is separable and has the Schur property.

The notions of integral for multi-functions that we consider in this chapter generalize in a
natural way the Bochner, Birkhoff and Pettis integrals (the latter in the separable case). The coun-
terpart of the Bochner integral was introduced by Debreu [Deb67] for multi-functions with values
in ck(X), although it can be extended to the case of multi-functions with values incwk(X), as
pointed out by Byrne [Byr78]. The book [KT84] is a convenient reference about the Debreu inte-
gral, whose definition is next recalled.

Definition 4.1.27.A multi-function F: Ω −→ cwk(X) is called Debreu integrable if the compo-
sition j◦F : Ω −→ `∞(BX∗) is Bochner integrable. In this case, the Debreu integral of F is the
unique element(De)

∫
Ω F dµ ∈ cwk(X) satisfying j((De)

∫
Ω F dµ) = (Bochner)

∫
Ω j ◦F dµ.

We stress that, in fact, this notion of integrability does not depend on the particular embed-
ding j (with the properties mentioned in Lema 4.1.4) that we are considering.

On the other hand, the Pettis integral of multi-functions, introduced in [CV77, Chapter V,
§4], has been subject of study in the last years, see e.g. [Amr98, EAH00, HZ02, Zia97, Zia00].
Within this theory it is assumed thatX is separable; it is well known that this hypothesis ensures
that a multi-functionF : Ω −→ cwk(X) admitsstrongly measurableselectors (that is, functions
f : Ω−→X such thatf (t)∈F(t) for everyt ∈Ω) if the functionδ ∗(x∗,F)≡ δ ∗(x∗,F(·)) : Ω−→R
is measurable for everyx∗ ∈ X∗.

Definition 4.2.1.Suppose that X is separable. A multi-function F: Ω −→ cwk(X) is said to be
Pettis integrable if

(i) δ ∗(x∗,F) ∈L 1(µ) for every x∗ ∈ X∗;
(ii) for each A∈ Σ, there is(P)

∫
AF dµ ∈ cwk(X) such that

δ
∗
(

x∗,(P)
∫

A
F dµ

)
=

∫
A

δ
∗(x∗,F) dµ for every x∗ ∈ X∗.

The following result (due to Castaing and Valadier [CV77], El Amri and Hess [EAH00] and
Ziat [Zia97, Zia00]) generalizes to the case of multi-functions a classical characterization of Pettis
integrability for single-valued functions with values in separable Banach spaces. In view of its
significance for the rest of the chapter, we have decided to include a proof.

Theorem 4.2.3.Suppose that X is separable. Let F: Ω −→ cwk(X) be a multi-function. The
following conditions are equivalent:

(i) F is Pettis integrable;
(ii) the family{δ ∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗} is uniformly integrable;
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(iii) δ ∗(x∗,F) is measurable for every x∗ ∈ X∗ and each strongly measurable selector of F is
Pettis integrable.

In this case, for each A∈ Σ, we have

(P)
∫

A
F dµ = {(Pettis)

∫
A

f dµ : f : Ω−→ X is a Pettis integrable selector of F}.

Notice that, given a multi-functionF : Ω −→ cwk(X), we have〈ex∗ , j ◦F〉 = δ ∗(x∗,F) for
everyx∗ ∈ X∗, whereex∗ ∈ B`∞(BX∗ )

∗ is the “evaluation” atx∗. Thus, the Pettis integrability ofF

guarantees that the single-valued functionj ◦F is “Pettis integrable with respect to the norming set
{ex∗ : x∗ ∈ BX∗} ⊂ B`∞(BX∗ )

∗”. It is natural to ask ourselves whether there is some relation between

the Pettis integrability ofF and that ofj ◦F . We next summarize the partial answers we know.

Propositions 4.2.7 ([CR04]) and 4.2.10 & Remark 4.3.16.Suppose that X is separable. Let
F : Ω−→ cwk(X) be a multi-function. Let us consider the following conditions:

(i) j ◦F is Pettis integrable;

(ii) F is Pettis integrable.

Then (i)⇒(ii) and, in this case, we have j((P)
∫

AF dµ) = (Pettis)
∫

A j ◦F dµ for every A∈ Σ. On
the other hand, (i) y (ii) are equivalent in each of the following cases:

if (F(Ω),h) is separable (e.g. F(Ω)⊂ ck(X));
if the family{δ ∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗} is stable.

In general, (ii) does not imply (i).

In Section 4.3 we discuss the natural generalization of theBirkhoff integral to the case of
multi-functionsF : Ω−→ cwk(X), comparing it with the Debreu and Pettis integrals.

Definition 4.3.1 ([CR04]).Let F : Ω −→ cwk(X) be a multi-function. We say that F is Birkhoff
integrable if the composition j◦F : Ω−→ `∞(BX∗) is Birkhoff integrable. In this case, the Birkhoff
integral of F is the unique element(B)

∫
Ω F dµ ∈ cwk(X) satisfying

j
(
(B)

∫
Ω

F dµ

)
= (B)

∫
Ω

j ◦F dµ.

Similarly to what happens with Debreu integrability, the notion of Birkhoff integrability admits
an “intrinsic” characterization that does not depend on the embeddingj. Recall that a series∑nCn

of elements ofcwk(X) is said to beunconditionally convergentif, for arbitrary choicesxn ∈Cn,
the series∑nxn converges unconditionally inX. If this is the case, we know that the set of sums
∑nCn := {∑nxn : xn ∈Cn} also belongs tocwk(X) (Lemma 4.1.17).
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Corollary 4.3.2 ([CR04]). Let F : Ω −→ cwk(X) be a multi-function. The following conditions
are equivalent:

(i) F is Birkhoff integrable;
(ii) there exists C∈ cwk(X) with the following property: for everyε > 0 there is a countable

partition Γε of Ω in Σ such that, for every countable partitionΓ = (An) of Ω in Σ finer
thanΓε and any choice T= (tn) in Γ, the series∑n µ(An)F(tn) is unconditionally convergent
and

h
(
∑
n

µ(An)F(tn),C
)
≤ ε.

In this case, C= (B)
∫

Ω F dµ.

As in the case of single-valued functions, the Birkhoff integral for multi-functions is interme-
diate between the Debreu and Pettis integrals:

Corollary 4.3.6 & Theorem 4.3.7 ([CR04]).Let F : Ω −→ cwk(X) be a multi-function. If F is
Debreu integrable, then F is Birkhoff integrable, with(B)

∫
Ω F dµ = (De)

∫
Ω F dµ. The converse

holds if X is finite-dimensional.

Corollaries 4.3.12 and 4.3.13 ([CR04]).Suppose that X is separable. Let F: Ω−→ cwk(X) be a
multi-function.

(i) If F is Birkhoff integrable, then:

F is Pettis integrable;
F admits strongly measurable selectors;
each strongly measurable selector of F is Birkhoff integrable;
for each A∈ Σ we have

(B)
∫

A
F dµ =

{
(B)

∫
A

f dµ : f : Ω−→ X is a Birkhoff integrable selector of F
}

.

(ii) Suppose that(F(Ω),h) is separable (e.g. F(Ω) ⊂ ck(X)). Then F is Birkhoff integrable if
and only if it is Pettis integrable.

Recall that, when one considers single-valued functions with values in a separable Banach
space, Birkhoff and Pettis integrability are equivalent; moreover, under these conditions, we also
know that both notions of integrability agree with that of Bochner for bounded functions. The fol-
lowing results show that in the case of multi-functions such equivalences are not valid in general.

Corollary 4.3.11 ([CR04]) Suppose that X∗ has the Radon-Nikodým property (e.g. X∗ is separa-
ble). The following conditions are equivalent:

(i) every Birkhoff integrable multi-function F: [0,1]−→ cwk(X) is Debreu integrable;
(ii) every bounded Birkhoff integrable multi-function F: [0,1]−→ cwk(X) is Debreu integrable;

(iii) X is finite-dimensional.

Theorem 4.3.15 ([CR04]).Suppose that X is infinite-dimensional and that X∗ is separable. Then
there exists a bounded Pettis integrable multi-function F: [0,1] −→ cwk(X) that is not Birkhoff
integrable.
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Chapter 5. Absolutely summing operators and integration of vector-valued functions

In the last chapter of this memoir we relate vector integration to the theory of absolutely
summing operators. Recall that an operator (i.e. linear and continuous mapping) between Banach
spacesu : X−→Y is calledabsolutely summingif, for each unconditionally convergent series∑nxn

in X, the series∑nu(xn) is absolutely convergent. Since absolutely summing operators improve the
summability of sequences,“it is not surprising that they also improve the integrability of vector-
valued functions”, as mentioned in [DJT95, p. 56]. Roughly speaking, in this chapter we intend to
find answers to questions of the following type:

Let us consider two notions of integrability A and B for functions defined on a com-
plete probability space(Ω,Σ,µ) with values in a Banach space, such that every A-
integrable function is also B-integrable. Let u: X −→ Y be an absolutely summing
operator between Banach spaces. If f: Ω −→ X is a B-integrable function, ¿is the
composition u◦ f : Ω−→Y A-integrable?

Apparently, Diestel [Die72] was the first in considering questions of this nature, showing that

(i) the composition u◦ f is Bochner integrable for every strongly measurable and Pettis inte-
grable function f: Ω−→ X;

(ii) the linear mapping
ũ : Pm(µ,X)−→ L1(µ,Y), f 7→ u◦ f ,

is continuous, wherePm(µ,X) denotes the space of all (scalar equivalence classes of) strong-
ly measurable and Pettis integrable functions fromΩ to X, equipped with the Pettis norm.

In fact, Diestel also proved that, whenµ is atomless, both conditions (i) and (ii) are equivalent to
requiring thatu is absolutely summing.

On the other hand,assuming thatµ is perfect, Belanger and Dowling showed in [BD88] thatif
f : Ω−→ X if a bounded Pettis integrable function, then u◦ f is scalarly equivalent to a Bochner
integrable function. More recently, Marraffa [Mar04] has proved the analogue of Diestel’s result
for McShane integrable functions defined on a compact Hausdorff topological space endowed with
a Radon measure.

Our starting point is the following lemma, which ensures us that in order to determine if the
composition of a Dunford integrable function with an absolutely summing operator is Bochner
integrable, we only need to check if such composition is strongly measurable.

Lemma 5.2.2 ([Rod06]).Let f : Ω −→ X be a Dunford integrable function and g: Ω −→ Y a
function that is scalarly equivalent to u◦ f . The following conditions are equivalent:

(i) g is Bochner integrable;
(ii) g is strongly measurable.

In particular, u◦ f is Bochner integrable if and only if it is strongly measurable.

It is well known that every absolutely summing operator is weakly compact. Combining this
fact with the results of Edgar [Edg77] on scalar equivalence with strongly measurable functions,
we can improve the previously mentioned theorem of Belanger and Dowling:
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Theorem 5.2.3 ([Rod06]).Let f : Ω−→X be a Dunford integrable function. Then u◦ f is scalarly
equivalent to some Bochner integrable function uf : Ω−→Y.

Let D(µ,X) be the normed space of all (scalar equivalence classes of) Dunford integrable
functions fromΩ to X, equipped with the Pettis norm. As we have already said, although this
space is not complete in general, it is always barrelled and, therefore, we can apply the “closed
graph theorem” to linear mappings defined on it with values in a Banach space. In particular,
thanks to this technique we can extend condition (ii) of Diestel’s result, showing that the linear
mapping

ũ : D(µ,X)−→ L1(µ,Y), u 7→ uf ,

is continuous (Corollary 5.2.7).

Heiliö [Hei88] studied the class of the (non negative and finite) measures on Baire(X,w)
for which the identityIX : X −→ X is Dunford integrable, calledweakly summable measures.
In [Hei88, 8.2.5] the following problem was posed:Given a weakly summable measureϑ on
Baire(X,w), we can consider the image measureϑu−1 on Baire(Y,w). ¿Does there exist a (non
negative and finite) measurẽϑ on Borel(Y,‖ · ‖) extendingϑu−1 such that IY es Bochner inte-
grable with respect tõϑ? As an application of Theorem 5.2.3, in Proposition 5.2.5 we show that
this question has affirmative answer.

Notice that, by Lemma 5.2.2 and Pettis’ Measurability Theorem,if u(X) is separable, then u◦ f
is Bochner integrable for every Dunford integrable function f: Ω −→ X. Thus a question arises:
¿what Banach spacesX do satisfy that every absolutely summing operator defined onX with
values in another Banach space has separable range? In Corollary 5.3.7 we show that this property
holds true for a wide class of Banach spaces including, amongst others, the weakly countably
K -determined (e.g. weakly compactly generated) spaces and the Asplund ones.

In general, the composition of an absolutely summing operator and a Dunford integrable func-
tion is not Bochner integrable (Examples 5.3.22 y 5.3.23). However, the situation changes if we
consider functions with stronger integrability properties. For instance:

Proposition 5.3.15 ([Rod06]).Let f : Ω −→ X be a Birkhoff integrable function. Then u◦ f is
Bochner integrable.

More generally, we have the following theorem, which relies on some results of Talagrand (see
[Tal84, Section 10-2]) relating the stability with thejoint measurabilityof functions of the form
h : Ω×K −→ R, whereK is a compact Hausdorff topological space with a Radon measure andh
is measurable in the first variable and continuous in the second one.

Theorem 5.3.9 ([Rod06]).Let f : Ω −→ X be a Pettis integrable function. Let us consider the
following statements:

(i) There is a w∗-compact norming set K⊂ BX∗ such that, for each Radon measureν on K, the
family{x∗ ◦ f : x∗ ∈ supp(ν)} is stable (wheresupp(ν) stands for the support ofν).

(ii) There is a w∗-compact norming set K⊂ BX∗ such that, for each Radon measureν on K, the
function

fK : Ω×K −→ R, fK(t,x∗) := (x∗ ◦ f )(t),
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is µ×ν-measurable.
(iii) For each absolutely summing operator v defined on X with values in another Banach space,

the composition v◦ f is Bochner integrable.

Then (i)⇒(ii)⇒(iii). Moreover, under Martin’s axiom, all the conditions are equivalent provided
that µ is perfect (in this case, (i) and (ii) hold true for any w∗-compact norming set K⊂ BX∗).

The following two results are applications of Theorem 5.3.9.

Corollary 5.3.10 ([Rod06]).Let f : Ω −→ X be a function such that Zf is stable. Then u◦ f is
strongly measurable. If, in addition, f is Dunford integrable, then u◦ f is Bochner integrable.

Proposition 5.3.14 ([Rod06]).Suppose that X is isomorphic to a subspace of a weakly Lindelöf
space of the form C(K). Then u◦ f is Bochner integrable for every Dunford integrable function
f : Ω−→ X.

Finally, regarding the behaviour of the McShane integral, we have proved the next results.
The first one extends the work of Marraffa [Mar04] to the case of functions defined on arbitrary
quasi-Radon topological measure spaces.

Propositions 5.3.18 and 5.3.20 ([Rod06]).Let (T,T,S ,θ) be a quasi-Radon topological mea-
sure space and f: T −→ X a function.

(i) If f is McShane integrable, then u◦ f is Bochner integrable.
(ii) If f is Dunford integrable, then u◦ f is McShane integrable.





Introducción

Esta memoria se enmarca dentro de lateoría de integración de funciones con valores en es-
pacios de Banach. Históricamente, el punto de partida de las investigaciones en integración vec-
torial se sitúa en los orígenes de la teoría de los espacios de Banach, y entre los trabajos pioneros
podemos destacar los de Graves [Gra27], Bochner [Boc33], Birkhoff [Bir35], Gel’fand [Gel36],
Dunford [Dun35, Dun36, Dun37] y Pettis [Pet38]. El lector puede encontrar información completa
sobre estos inicios en la monografía de Diestel y Uhl [DU77] y en [Hil53].

La integral de Lebesgue (para funciones reales) admite diversas construcciones que, usual-
mente, dan lugar a diferentes extensiones de la noción de integral en el caso de funciones con
valores en espacios de Banach. Siguiendo a Fremlin y Mendoza [FM94, p. 127]:

El analista funcional ordinario es, por naturaleza, impaciente ante la multiplicidad de
definiciones de ‘integral’ que se han propuesto para funciones vectoriales, y preferiría
tener una única integral canónica para uso general.

La integral de Bochnerha sido ampliamente utilizada durante todos estos años, con una no-
table repercusión dentro de la teoría de los espacios de Banach (propiedad de Radon-Nikodým),
véase [Bou83] y [DU77]. Sin embargo, ejemplos sencillos muestran que esta noción de integrabili-
dad es demasiado restrictiva, al requerir que las funciones tengan rango “esencialmente” separable.
Por su parte, laintegral de Pettis, que no precisa de tal exigencia, alcanzó su madurez en los años
70 y 80, gracias a las contribuciones de autores como Talagrand, Fremlin, Edgar, Musial, etc., que
causaron un impacto considerable en la teoría de la medida, véase [Tal84], [Mus91] y [Mus02].

A diferencia de las anteriores, la noción de integral introducida por Garrett Birkhoff en [Bir35]
apenas ha sido estudiada, pese a que juega un papel relevante en el contexto de la integración
vectorial. En líneas generales, en esta memoria nos proponemos:

Analizar con detalle laintegral de Birkhoffde funciones vectoriales, así como sus corres-
pondientes versiones dentro de los contextos de la integración respecto de medidas vecto-
riales y la integración de multi-funciones.

Comparar estos métodos de integración con otros bien conocidos (integrales de Bochner,
Pettis, McShane, Debreu, etc.).

Caracterizar, en términos de integración vectorial, algunas propiedades de los espacios de
Banach donde las (multi-) funciones toman valores.
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La mayor parte de los resultados originales que incluimos están tomados de nuestros artículos
[CR05], [Rod05a], [Roda], [Rod05b], [Rodb], [Rodc], [CR04] y [Rod06]. A continuación real-
izamos un resumen del contenido de esta memoria.

Capítulo 1. Preliminares

Este capítulo de carácter auxiliar está dedicado, por una parte, a fijar la notación y terminología
básicas empleadas a lo largo de la memoria y, por otra, a realizar una breve introducción a temas
fundamentales como: series en espacios de Banach, medidas vectoriales, medibilidad en espacios
de Banach, integrales de Bochner y Pettis, familias estables de funciones medibles, liftings en
espacios de medida, etc. Nuestra intención es facilitar la lectura de este trabajo. La mayoría de los
resultados que aparecen son bien conocidos y se presentan sin demostración.

Para la conveniencia del lector, al final de la memoria también hemos incluido unÍndice ter-
minológico, en el que el número que aparece junto a cada símbolo o término indica simplemente
la página donde ha sido definido.

Capítulo 2. La integral de Birkhoff de funciones vectoriales

En este capítulo vamos a estudiar con detalle la integral de Birkhoff de funciones definidas en
un espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ) con valores en un espacio de Banach(X,‖ · ‖).

La motivación de Birkhoff para proponer su definición de integral surgió de la“elegante inter-
pretación de Fréchet [Fre15] de la integral de Lebesgue”, [Bir35, p. 357], en la que ésta se obtiene
como un límite desumas de Riemann infinitas, reemplazando en la definición habitual de la in-
tegral de Riemann los intervalos porconjuntos medibles arbitrariosy considerandoparticiones
contablesen lugar de particiones finitas. Más precisamente:

Teorema (Fréchet).Una función f: Ω−→R es integrable Lebesgue si y sólo si, para cadaε > 0,
existe una partición contableΓ = (An) deΩ enΣ tal que

∑
n

µ(An)sup( f (An))−∑
n

µ(An) inf( f (An))≤ ε,

donde las series están bien definidas (i.e. la restricción f|An
está acotada cuandoµ(An) > 0) y

son absolutamente convergentes. En tal caso,
∫

Ω f dµ es el único punto en la intersección⋂{[
∑
n

µ(An) inf( f (An)),∑
n

µ(An)sup( f (An))
]

: (An) es una partición contable deΩ enΣ

tal que las series están bien definidas y son absolutamente convergentes
}

.

En palabras de Fréchet [Fre15, p. 249]:

Esta manera de presentar la teoría de integración debida al Sr. Lebesgue tiene la
ventaja, respecto de la manera en que la presentó el propio Sr. Lebesgue, de que es
mucho más cercana a los puntos de vista de Riemann-Darboux con los que muchos
estudiantes están familiarizados.
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En el caso de funciones vectoriales, Birkhoff utilizó en su definición seriesincondicionalmente
convergentes:

Definición 2.1.1 y Corolario 2.1.3 ([Bir35]).Sea f: Ω −→ X una función. SiΓ = (An) es una
partición contable deΩ enΣ, la función f se dice sumable respecto deΓ si la restricción f|An

es
acotada cuandoµ(An) > 0 y el conjunto de sumas

J( f ,Γ) =
{

∑
n

µ(An) f (tn) : tn ∈ An

}
está formado por series incondicionalmente convergentes. La función f se dice integrable Birkhoff
si para cadaε > 0 existe una partición contableΓ de Ω en Σ para la que f es sumable y
diam(J( f ,Γ))≤ ε. En tal caso, la intersección⋂

{co(J( f ,Γ)) : f es sumable respecto deΓ}

contiene un único punto, denotado por(B)
∫

Ω f dµ y llamado la integral de Birkhoff de f .

La relación de la integral de Birkhoff con las integrales de Bochner y Pettis fue analizada por
Birkhoff [Bir35], Pettis [Pet38] y Phillips [Phi40], mostrando que:

para una funciónf : Ω−→ X, siempre se cumple:

f integrable Bochner⇒ f integrable Birkhoff⇒ f integrable Pettis,

y las respectivas “integrales” coinciden;
ninguno de los recíprocos es válido en general;
integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes cuandoX esseparable.

Estos resultados han sido recopilados en la Sección 2.1, que está dedicada a realizar una introduc-
ción autocontenida a la integral de Birkhoff. También hemos probado que la noción de integra-
bilidad Birkhoff coincide con la deintegrabilidad incondicional de Riemann-Lebesgue, estudiada
recientemente por Kadets, Tseytlin y otros autores en [KT00, KSS+02]:

Proposición 2.1.4 ([CR05]).Sea f: Ω −→ X una función. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) f es incondicionalmente integrable Riemann-Lebesgue, es decir, existe x∈ X con la si-

guiente propiedad: para cadaε > 0 existe una partición contableΓε de Ω en Σ tal que,
para cada partición contableΓ = (An) de Ω en Σ más fina queΓε (i.e. cada An está con-
tenido en algún elemento deΓε ) y cada elección T= (tn) enΓ (i.e. tn ∈ An para todo n), la
serie∑n µ(An) f (tn) es incondicionalmente convergente y∥∥∥∑

n
µ(An) f (tn)−x

∥∥∥≤ ε.
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En este caso, x= (B)
∫

Ω f dµ.

Uno de los aspectos más destacables de la teoría de integración de Birkhoff es la posibilidad
de caracterizar la integrabilidad de una función vectorialf : Ω −→ X en términos de la familia
puntualmente compacta de funciones reales

Zf = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗} ⊂ RΩ

(dondeBX∗ denota la bola unidad cerrada del dual topológicoX∗ deX). En este sentido, la noción
que aparece asociada a la integrabilidad Birkhoff es la llamadapropiedad de Bourgain[Bou] de
una familia de funciones reales.

Definición 2.2.1.Se dice que una familiaH ⊂ RΩ tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
ε > 0 y cada A∈ Σ conµ(A) > 0, existen A1, . . . ,An ⊂ A, Ai ∈ Σ conµ(Ai) > 0, tales que

mı́n
1≤i≤n

osc(h|Ai
)≤ ε para todah∈H

(donde escribimososc(h|Ai
) = sup{|h(t)−h(t ′)| : t, t ′ ∈ Ai}).

La propiedad de Bourgain es más fuerte que la noción de estabilidad en el sentido de Talagrand
y ha sido ampliamente estudiada en la literatura, véase e.g. [GGMS87, Mus91, Mus02, RS85],
fundamentalmente en conexión con la teoría de la integral de Pettis. Por ejemplo, un resultado
clásico de Riddle y Saab [RS85] afirma queuna función acotada f: Ω−→ X∗ es integrable Pettis
si la familia{〈 f ,x〉 : x∈ BX} ⊂ RΩ tiene la propiedad de Bourgain.

La herramienta fundamental para caracterizar la integrabilidad Birkhoff de una funciónaco-
tada f a través de la familiaZf es un resultado de Talagrand (Corolario 2.2.12), tomado de

[GGMS87], que nos dice queuna familia uniformemente acotadaH ⊂ RΩ tiene la propiedad
de Bourgain si y sólo si es de oscilación pequeña, es decir, para cadaε > 0 existe una parti-
ción finita Γ de Ω en Σ tal que∑A∈Γ µ(A) osc(h|A) ≤ ε para toda h∈ H . Como consecuencia
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2 ([CR05]).Sea f: Ω −→ X una función acotada. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;

(ii) la familia Zf tiene la propiedad de Bourgain;

(iii) existe un conjunto normante B⊂ BX∗ (i.e. ‖x‖= sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ B} para todo x∈ X) tal
que la familia Zf ,B = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ B} ⊂ RΩ tiene la propiedad de Bourgain.

Nótese que, en particular, nuestro Teorema 2.3.2 mejora el resultado de Riddle y Saab co-
mentado anteriormente. Por otro lado, en lo que respecta a funciones no necesariamente acotadas,
disponemos de la siguiente caracterización.
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Teorema 2.3.7 ([CR05]) y Proposición 2.3.14 ([Roda]).Sea f: Ω −→ X una función. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) la familia Zf es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain;

(iii) existe un conjunto normante y convexo B⊂ BX∗ tal que la familia Zf ,B es uniformemente
integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Sobre este resultado se pueden realizar algunas observaciones:

(a) En general, no es posible eliminar la hipótesis de convexidad en la condición(iii) (co-
mo mostramos en el Ejemplo 2.3.21), aunque esto sí se puede hacer, por ejemplo, cuando
(BX∗ ,w∗) es separable (Corolario 2.3.28).

(b) La implicación(i)⇒(ii) mejora un resultado de Fremlin [Freb] que asegura que la familiaZf
asociada a una función integrable Birkhofff siempre es estable en el sentido de Talagrand.

(c) Como aplicación, proporcionamos una prueba de quela integral indefinida de Pettis de una
función integrable Birkhoff tiene rango relativamente compacto en norma(Corolario 2.3.8),
una propiedad, demostrada originalmente por Birkhoff [Bir35], que no satisfacen todas las
funciones integrables Pettis, como mostraron Fremlin y Talagrand [FT79]. Recordemos que
el rango de la integral indefinida de una función integrable Pettis es relativamente compacto
en norma si y sólo si dicha función es el límite de una sucesión de funciones simples en la
seminorma de Pettis, definida mediante‖ f‖P = supx∗∈BX∗

∫
Ω |x∗ ◦ f | dµ.

En la Sección 2.4 utilizamos las caracterizaciones anteriores para reemplazar integrabilidad
Pettis por integrabilidad Birkhoff en algunos resultados bien conocidos que, de esta manera, son
mejorados.

Riddle, Saab y Uhl [RSU83] probaron que,si X es separable y K es un espacio topológico
compacto Hausdorff, entonces una función acotada f: K −→ X∗ es universalmente escalarmente
medible si y sólo si es universalmente integrable Pettis(el término “universalmente” quiere de-
cir “respecto de cada medida de Radon enK”). En el Corolario 2.4.17 demostramos que estas
condiciones equivalen, de hecho, a que la función seauniversalmente integrable Birkhoff.

La siguiente versión “débil” de la propiedad de Radon-Nikodým de un espacio de Banach fue
introducida por Musial en [Mus79].

Definición 2.4.1.Se dice que X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým (WRNP) si, para cada
espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ) y cada medida contablemente aditiva yµ-continua
ν : Σ −→ X, con variaciónσ -finita, existe una función integrable Pettis f: Ω −→ X de manera
queν(E) = (Pettis)

∫
E f dµ para todo E∈ Σ.

Una importante caracterización debida a Musial, Ryll-Nardzewski, Janicka, Haydon y Bour-
gain (véase e.g. [Dul89, Chapter 6] o [Tal84, Chapter 7]) afirma queX no contiene subespacios
isomorfos à 1 si y sólo si X∗ tiene la WRNP si y sólo si la función “identidad” I: BX∗ −→ X∗ es
universalmente integrable Pettis. De nuevo, en el resultado anterior podemos sustituir “Pettis” por
“Birkhoff”, como sigue.
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Teoremas 2.4.19, 2.4.22 ([CR05]) y 2.4.25.Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene subespacios isomorfos a`1;
(ii) para cada espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ) y cada medida contablemente aditiva

y µ-continuaν : Σ −→ X∗, con variaciónσ -finita, existe una función integrable Birkhoff
f : Ω−→ X∗ tal queν(E) = (B)

∫
E f dµ para todo E∈ Σ;

(iii) la aplicación “identidad” I : BX∗ −→ X∗ es universalmente integrable Birkhoff.

Cabe mencionar aquí que, como consecuencia de(i)⇒(ii) , en el Capítulo 3 obtenemos una
solución parcial a un problema propuesto por Fremlin [Fre95, Fre94] relativo a la representación
de medidas vectoriales como integrales indefinidas de funciones integrablesMcShane.

Como ya hemos comentado, las nociones de integrabilidad de Birkhoff y Pettis coinciden para
funciones con valores en espacios de Banach separables. Además, en virtud de nuestra caracteri-
zación de la WRNP en duales, esta equivalencia también se cumple para funciones con valores en
duales de espacios de Banach separables sin subespacios isomorfos a`1 (Corolario 2.4.24). En la
Sección 2.5 vamos a mostrar que la coincidencia de la integrabilidad Birkhoff con la integrabilidad
Pettis caracteriza la separabilidad dentro una amplia clase de espacios de Banach: losdébilmente
Lindelöf determinados(que incluye, por ejemplo, a todos los espacios débilmente compactamente
generados). En concreto, tenemos los siguientes resultados.

Teoremas 2.5.1 y 2.5.2 ([Rod05a]).Supongamos que X es débilmente Lindelöf determinado.

(i) Si X no es separable, entonces existen un espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ) y una
función acotada integrable Pettis f: Ω−→ X que no es integrable Birkhoff.

(ii) Si el carácter de densidad de X es mayor o igual que el continuo, entonces existe una función
acotada universalmente integrable Pettis f: [0,1]−→ X que no es integrable Birkhoff.

En el caso particularX = c0([0,1]), las construcciones empleadas en la prueba de(ii) nos
permiten obtener un contraejemplo para el análogo delteorema de la convergencia dominada
de Lebesguepara la integral de Birkhoff (Ejemplo 2.5.4). Esto representa otra diferencia con las
integrales de Bochner y Pettis, para las que dicho resultado sí es válido (en las topologías de la
norma y débil, respectivamente).

Capítulo 3. Las integrales de Birkhoff y McShane respecto de medidas vectoriales

En este capítulo vamos a considerar distintas teorías deintegración de funciones vectoriales
respecto de medidas vectoriales. Dados dos espacios de BanachX eY, un espacio medible(Ω,Σ)
y una medida contablemente aditivaµ : Σ −→ L (X,Y) (dondeL (X,Y) denota el espacio de
Banach de todas las aplicaciones lineales y continuas deX enY), la “integral” respecto deµ de
una función simple con valores enX, digamosf = ∑n

i=1xiχAi
, se puede definir de manera natural

como ∫
Ω

f dµ =
n

∑
i=1

µ(Ai)(xi) ∈Y,
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es decir, sustituyendo el producto por escalaresR×X −→ X por la aplicación bilineal canónica
L (X,Y)×X −→Y. En general, las diferentes nociones de integral que vamos a analizar en este
capítulo involucran sumas de Riemann de la forma∑i µ(Ai)( f (ti)).

Los primeros estudios sobre integración de funciones vectoriales respecto de medidas vecto-
riales se remontan a los orígenes de la teoría de los espacios de Banach, véase [Hil53]. Durante
todo este tiempo, el método más extendido ha sido, posiblemente, el de Bartle [Bar56], que fue
generalizado y estudiado ampliamente por Dobrakov en una larga serie de trabajos iniciada en
[Dob70a], véase [DP04, Pan95] y las referencias que allí se proporcionan. Dentro del contex-
to en el que vamos a trabajar, las diferencias entre la*-integral bilineal de Bartley la integral
de Dobrakovse reducen simplemente a cuestiones de lenguaje. Antes de formular la definición
necesitamos introducir algo de terminología.

Recordemos que lasemivariación contextualdeµ es la funciónµ̂ : Σ−→ [0,+∞] definida por
µ̂(A) = sup‖∑n

i=1 µ(Ai)(xi)‖, donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas(Ai)
n
i=1

de A en Σ y todas las colecciones finitas(xi)
n
i=1 en BX. A lo largo del capítulo vamos a suponer

queµ̂ es completa ycontinua(i.e. para cada sucesión decreciente(En)∞
n=1 enΣ con

⋂∞
n=1En = /0,

se tiene ĺımn µ̂(En) = 0). La continuidad dêµ garantiza quêµ(Ω) < +∞.

Definición 3.1.14 ([Bar56, Dob70a]).Una función f: Ω−→ X se dice integrable Dobrakov res-
pecto deµ si existe una sucesión de funciones simples fn : Ω −→ X que converge a f̂µ-a.e. tal
que, para cada E∈ Σ, existel ı́mn

∫
E fn dµ. En tal caso, el límite(D)

∫
Ω f dµ = l ı́mn

∫
Ω fn dµ es

independiente de la sucesión( fn) y se llama integral de Dobrakov de f respecto deµ.

Por ejemplo,̂µ siempre es continua en los siguientes casos particulares:

(a) Integración de funciones vectoriales respecto de medidas escalares; es decir,X = Y y
µ(E)(x) = ν(E)x, dondeν es una medida de probabilidad enΣ. En este caso, una fun-
ción f : Ω −→ X es integrable Dobrakov respecto deµ si y sólo si es fuertemente medible
e integrable Pettis respecto deν .

(b) Integración de funciones escalares respecto de medidas vectoriales; es decir,X = R y
µ(E)(a) = aν(E), dondeν : Σ −→ Y es una medida contablemente aditiva. En tal caso,
una función f : Ω −→ R es integrable Dobrakov respecto deµ si y sólo si es integrable
en el sentido de Bartle, Dunford y Schwartz [BDS55] respecto deν (véase [DS88]). La
integral de Bartle, Dunford y Schwartz ha sido estudiada extensamente por distintos au-
tores, entre los que destacan Lewis [Lew70, Lew72], Kluvanek y Knowles [KK76] y, más
recientemente, Curbera [Cur92, Cur94, Cur95] y Fernándezet al. [FMN+05].

En lo que respecta a considerar una integral “de tipo Birkhoff” para funciones reales y medidas
vectoriales, Lewis [Lew72, p. 307] afirma:

El artículo de Garrett Birkhoff [Bir35] es, aparentemente, el primero en relacionar
convergencia incondicional e integrabilidad (para funciones vectoriales y medidas
escalares) en espacios de Banach. Sin embargo, los métodos de Birkhoff no son adap-
tables fácilmente a nuestro contexto.

A continuación vamos a ver cómo desaparecen las dificultades si definimos la integral “refinan-
do particiones”, es decir, modificando de manera obvia la definición de la integral de Riemann-
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Lebesgue incondicional (Proposición 2.1.4). De hecho, el mismo método puede ser aplicado a
funciones y medidas vectoriales, obteniéndose la noción deS∗-integral estudiada por Dobrakov
en [Dob88]. Aparentemente, Dobrakov desconocía la integral de Birkhoff, y su motivación para
introducir laS∗-integral surgió directamente de los trabajos de Kolmogorov [Kol30, Tik91] sobre
la teoría de la integración.

Definición 3.2.1 ([Dob88]).Una función f: Ω −→ X se dice S∗-integrable respecto deµ, con
S∗-integral y∈ Y, si para cadaε > 0 existe una partición contableΓε de Ω en Σ tal que, para
cada partición contableΓ = (An) de Ω en Σ más fina queΓε y cada elección T= (tn) en Γ, la
serie∑n µ(An)( f (tn)) es incondicionalmente convergente y‖∑n µ(An)( f (tn))−y‖ ≤ ε. El vector
y∈Y (necesariamente único) se denota por(S∗)

∫
Ω f dµ.

La relación entre la integral de Dobrakov y laS∗-integral es clarificada en el Teorema 3.2.9,
debido al propio Dobrakov [Dob88]:una función f: Ω −→ X es integrable Dobrakov si y só-
lo si es fuertemente medible y S∗-integrable (en tal caso, las respectivas integrales coinciden).
Nótese que este resultado generaliza el hecho de que las nociones de integrabilidad de Birkhoff y
Pettis coinciden para funciones fuertemente medibles. Por otro lado, en el caso de integración de
funciones escalares respecto de medidas vectoriales, hemos obtenido el siguiente

Corolario 3.2.11.En las condiciones de (b), una función f: Ω −→ R es integrable en el sentido
de Bartle, Dunford y Schwartz respecto deν si y sólo si es S∗-integrable respecto deµ. En tal
caso, las respectivas integrales coinciden.

Como ya hemos comentado, toda función integrable Birkhoff es el límite, en la seminorma de
Pettis, de una sucesión de funciones simples. En el caso de funciones y medidas vectorialesno se
puede garantizar, en general, la compacidad relativa en norma del rango de la “integral indefinida”
de una funciónS∗-integrable. Sin embargo, todavía es posible aproximar por funciones simples:

Teorema 3.2.13 ([Rodc]).Sea f : Ω −→ X una función S∗-integrable respecto deµ. Entonces
para cadaε > 0 existe una función simple g: Ω−→ X tal que

sup
E∈Σ

∥∥∥(S∗)
∫

E
f dµ−

∫
E

g dµ

∥∥∥≤ ε.

La Sección 3.3 está dedicada a estudiar laintegral de McShane de funciones vectoriales res-
pecto de medidas vectoriales. En el contexto de la integración respecto de medidas escalares, esta
noción de integral, introducida por McShane en [McS69, McS83], ha sido ampliamente analiza-
da durante los últimos años. El caso de funciones vectoriales definidas en[0,1] fue considerado
por Gordon [Gor90], Fremlin y Mendoza [FM94]. Posteriormente, Fremlin [Fre95] generalizó
esta integral para funciones definidas en cualquier espacio de medida topológico quasi-Radon
(T,T,S ,θ), es decir, un espacio topológico(T,T) con una medida no negativa, finita y comple-
taθ , en unaσ -álgebraS ⊃T, tal queθ esτ-aditiva y regular interiormente respecto de conjuntos
cerrados (e.g. un espacio topológico compacto Hausdorff con una medida de Radon).

Para recordar la definición de la integral de McShane necesitamos introducir algo de termi-
nología. Uncalibre en (T,T) es una funciónδ : T −→ T tal quet ∈ δ (t) para cadat ∈ T. Una
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partición parcial de McShanedeT es una colección finita{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p}, donde(Ei) es una
familia disjunta enS y ti ∈T para todo 1≤ i ≤ p. Decimos que dicha ‘partición’ estásubordinada
a δ si Ei ⊂ δ (ti) para todo 1≤ i ≤ p. Es importante destacar que, gracias a laτ-aditividad deθ ,
para cada calibreδ en (T,T) y cadaη > 0, siempre podemos encontrar una partición parcial de
McShane{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p} deT subordinada aδ tal queθ(T \

⋃p
i=1Ei)≤ η .

Definición 3.3.2 y Proposición 3.3.10 (Fremlin).Sea f: T −→ X una función. Se dice que f es
integrable McShane, con integral de McShane x∈ X, si para cadaε > 0 existen un calibreδ en
(T,T) y unη > 0 tales que ∥∥∥ p

∑
i=1

θ(Ei) f (ti)−x
∥∥∥≤ ε

para toda partición parcial de McShane{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p} de T subordinada aδ cumpliendo
θ(T \

⋃p
i=1Ei)≤ η .

La relación entre las integrales de Birkhoff, McShane y Pettis ha sido discutida por Fremlin
[Fre95, Freb], probando que, para una funciónf : T −→ X, se tiene

f integrable Birkhoff⇒ f integrable McShane⇒ f integrable Pettis,

y las correspondientes integrales coinciden. Ninguno de los recíprocos es cierto en general, véase
[Freb, FM94], aunque las tres nociones de integrabilidad son equivalentes cuandoX es separable.

Naturalmente, para considerar la integral de McShane respecto de una medida vectorial nece-
sitamos añadir hipótesis adicionales “apropiadas” al espacio medible(Ω,Σ) y a la medida vectorial
µ : Σ −→L (X,Y). En concreto, a lo largo de la Sección 3.3 vamos a suponer queτ ⊂ Σ es una
topología enΩ y queµ̂ satisface las siguientes propiedades:

(α) para cadaE ∈ Σ y cadaε > 0 existe unG∈ τ, G⊃ E, tal queµ̂(G\E)≤ ε;
(β ) para cada familia (no vacía)G ⊂ τ dirigida superiormente, se tiene

inf{µ̂(∪G \G) : G∈ G }= 0.

Equivalentemente, cualquier (alguna) medida de control deµ es de quasi-Radon.

Definición 3.3.9 ([Rodb]).Sea f: Ω −→ X una función. Decimos que f es integrable McShane
respecto deµ, con integral de McShane y∈Y, si para cadaε > 0 existen un calibreδ en(Ω,τ) y
un η > 0 tales que ∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (ti))−y
∥∥∥≤ ε

para toda partición parcial de McShane{(Ei , ti) : 1≤ i ≤ p} deΩ subordinada aδ cumpliendo
µ̂(Ω\

⋃p
i=1Ei)≤ η . El vector y∈Y (necesariamente único) se denota por(M)

∫
Ω f dµ.

Ya hemos mencionado que Fremlin [Freb] demostró que toda función integrable Birkhoff,
definida en un espacio de medida topológico quasi-Radon, es integrable McShane. Posiblemente,
nuestra contribución más importante a la teoría de la integral de McShane respecto de medidas
vectoriales es la siguiente extensión de dicho resultado.
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Teorema 3.3.17 ([Rodb]).Sea f: Ω −→ X una función S∗-integrable respecto deµ. Entonces f
es integrable McShane respecto deµ y (S∗)

∫
Ω f dµ = (M)

∫
Ω f dµ.

Una primera consecuencia del teorema anterior es el hecho de que, en las condiciones del
caso particular (b),una función f: Ω −→ R es integrable McShane respecto deµ si y sólo si es
integrable en el sentido de Bartle, Dunford y Schwartz respecto deν (y las respectivas integrales
coinciden), véase el Corolario 3.3.19. En general, disponemos de la siguiente caracterización.

Corolario 3.3.18 ([Rodb]). Sea f : Ω −→ X una función fuertemente medible. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Dobrakov;
(ii) f es S∗-integrable;

(iii) f es integrable McShane.

En tal caso,(D)
∫

Ω f dµ = (S∗)
∫

Ω f dµ = (M)
∫

Ω f dµ.

Por otra parte, utilizando la integrabilidad McShane de cualquier función integrable Birkhoff
(definida en un espacio de medida topológico quasi-Radon), nuestra caracterización de la WRNP
en espacios de Banach duales (Capítulo 2) nos permite dar una respuesta parcial al siguiente
problema propuesto por Fremlin en [Fre94] y [Fre95, 4G(c)]:

Supongamos que(T,T,S ,θ) es un espacio de medida topológico quasi-Radon, que
Z es un espacio de Banach y queν : S −→ Z es una función. ¿Bajo qué condiciones
seráν la integral indefinida de una función integrable McShane de T en Z?

Corolario 3.3.21.Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene subespacios isomorfos a`1;
(ii) para cualquier espacio de medida topológico quasi-Radon(T,T,S ,θ) y cada medida con-

tablemente aditiva yθ -continuaν : S −→ X∗, con variaciónσ -finita, existe una función
integrable McShane f: T −→ X∗ tal queν(E) = (M)

∫
E f dθ para todo E∈S .

Fremlin demostró en [Fre95] queel rango de la integral indefinida de Pettis de cualquier
función integrable McShane, definida en un espacio de medida topológico quasi-Radon, es re-
lativamente compacto en norma. La prueba de Fremlin es complicada e involucra técnicas de
familias estables de funciones. Curiosamente, al analizar el caso más general de funciones y medi-
das vectoriales, hemos encontrado una demostración más sencilla de dicho resultado, que admite
la siguiente extensión en términos de “aproximación” por funciones simples.

Teorema 3.3.22 ([Rodc]).Sea f: Ω −→ X una función integrable McShane respecto deµ. En-
tonces para cadaε > 0 existe una función simple g: Ω−→ X tal que

sup
E∈Σ

∥∥∥(M)
∫

E
f dµ−

∫
E

g dµ

∥∥∥≤ ε.

Es bien conocido que el espacio normado de todas las (clases de equivalencia escalar de)
funciones integrables Dunford (definidas en un espacio de probabilidad), equipado con la norma
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de Pettis,no es completoen general, y que lo mismo ocurre con los subespacios formados por todas
las funciones integrables Birkhoff, McShane o Pettis. Sin embargo, Díaz, Fernández, Florencio
y Paúl [DFFP95] probaron que los espacios de funciones integrables Dunford o Pettis siempre
sonultrabornológicosy, en particular,tonelados, lo que nos permite aplicar los teoremas de la
“acotación uniforme” y la “gráfica cerrada” a aplicaciones lineales definidas en ellos con valores
en espacios de Banach.

Los resultados de [DFFP95] se basan en un principio general que afirma que un espacio nor-
mado con un álgebra de Boole de proyecciones “adecuada” es ultrabornológico. Con la ayuda de
dicho criterio, en la última sección del capítulo vamos a determinar cuándo son ultrabornológi-
cos los espacios normados de (clases de equivalencia de) funciones vectoriales integrables (Do-
brakov,S∗ o McShane) respecto de una medida vectorial, equipados con la norma dada por la
semivariación de la integral indefinida (que es la extensión natural a este contexto de la norma de
Pettis). Así, nuestros Teoremas 3.4.10, 3.4.17 y 3.4.25 nos dicen quecada uno de estos espacios
es ultrabornológico (resp. tonelado) si y sólo si, para cada átomo A deµ̂, el operadorµ(A) tiene
rango cerrado. Nótese que esta condición se cumple automáticamente en el caso (a) de integración
de funciones vectoriales respecto de medidas escalares.

Capítulo 4. Las integrales de Birkhoff y Pettis para funciones multi-valuadas

Desde los trabajos iniciales de Aumann [Aum65] y Debreu [Deb67], la teoría de integración de
multi-funciones(también llamadas correspondencias o funciones multi-valuadas) ha experimenta-
do un gran desarrollo, debido en buena parte a las aplicaciones que esta teoría tiene en áreas como
la Matemática Económica, Optimización, etc. Las monografías de Castaing y Valadier [CV77],
Klein y Thompson [KT84], Aubin y Frankowska [AF90] y el reciente “survey” de Hess [Hes02]
contienen abundante información al respecto.

En este capítulo vamos a estudiar la integración de multi-funciones definidas en un espacio de
probabilidad completo(Ω,Σ,µ) con valores en la familiacwk(X) de todos los subconjuntos (no
vacíos) convexos y débilmente compactos de un espacio de BanachX. En general, los distintos
métodos que vamos a considerar tienen un rasgo común: la integrabilidad de una multi-función
F : Ω −→ cwk(X) se puede interpretar en términos la funciónunivaluada j◦F , donde j es una
inmersión isométrica apropiada decwk(X) (que, equipado con la distancia de Hausdorffh, es un
espacio métrico completo) en un espacio de Banach. Recordemos que ladistancia de Hausdorff
entre dos conjuntosC,D ∈ cwk(X) se define como

h(C,D) = inf{η > 0 : C⊂ D+ηBX, D⊂C+ηBX}.

La inmersión particularj que introducimos a continuación es una herramienta estándar en el estu-
dio del hiperespacio(cwk(X),h).

Lema 4.1.4.Dados C∈ cwk(X) y x∗ ∈ X∗, escribimosδ ∗(x∗,C) = sup{x∗(x) : x∈C}. Entonces
la aplicación j : cwk(X) −→ `∞(BX∗) definida por j(C)(x∗) = δ ∗(x∗,C) satisface las siguientes
propiedades:

(i) j(C+D) = j(C)+ j(D) para cada C,D ∈ cwk(X);
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(ii) j(λC) = λ j(C) para cadaλ ≥ 0 y cada C∈ cwk(X);
(iii) h(C,D) = ‖ j(C)− j(D)‖∞ para cada C,D ∈ cwk(X);
(iv) j(cwk(X)) es cerrado eǹ∞(BX∗).

Como ya hemos comentado, el estudio de la integrabilidad de una función vectorial se simpli-
fica considerablemente cuando el espacio de Banach donde la función toma valores esseparable.
Por tanto, puesto que vamos a analizar la integrabilidad de una multi-funciónF : Ω−→ cwk(X) a
través de la composiciónj ◦F , es natural plantearse bajo qué condiciones podemos asegurar que
span( j(cwk(X))) es separable o, equivalentemente, que(cwk(X),h) es separable. Es bien conoci-
do que la familiack(X), formada por todos los subconjuntos (no vacíos) convexos y compactos en
norma deX, esh-separable si (y sólo si)X es separable. En lo que respecta acwk(X), tenemos las
siguientes caracterizaciones.

Proposición 4.1.10 ([CR04]).Supongamos que X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým (e.g. X∗

es separable). Entonces(cwk(X),h) es separable si y sólo si X es de dimensión finita.

Proposición 4.1.12.Supongamos que X es un espacio de Banach dual. Entonces(cwk(X),h) es
separable si y sólo si X es separable y tiene la propiedad de Schur.

Las nociones de integral para multi-funciones que vamos a considerar en este capítulo gene-
ralizan de manera natural a las integrales de Bochner, Birkhoff y Pettis (esta última en el caso
separable). La contrapartida de la integral de Bochner fue introducida por Debreu [Deb67] para
multi-funciones con valores enck(X), aunque se puede extender al caso de multi-funciones con
valores encwk(X), como señaló Byrne [Byr78]. El libro [KT84] es una buena referencia sobre la
integral de Debreu, cuya definición recordamos a continuación.

Definición 4.1.27.Una multi-función F: Ω−→ cwk(X) se dice integrable Debreu si la composi-
ción j◦F : Ω −→ `∞(BX∗) es integrable Bochner. En tal caso, la integral de Debreu de F es el
único elemento(De)

∫
Ω F dµ ∈ cwk(X) que cumple j((De)

∫
Ω F dµ) = (Bochner)

∫
Ω j ◦F dµ.

Cabe señalar que, de hecho, esta noción de integrabilidad no depende de la inmersión particu-
lar j (con las propiedades mencionadas en el Lema 4.1.4) que estamos considerando.

Por su parte, la integral de Pettis de multi-funciones, introducida en [CV77, Chapter V, §4],
ha sido objeto de estudio en los últimos años, véase e.g. [Amr98, EAH00, HZ02, Zia97, Zia00].
En esta teoría se supone queX esseparable; como es bien sabido, esta hipótesis garantiza que
una multi-funciónF : Ω −→ cwk(X) tiene selectores (es decir, funcionesf : Ω −→ X tales que
f (t)∈ F(t) para todot ∈Ω) fuertemente mediblessi la funciónδ ∗(x∗,F)≡ δ ∗(x∗,F(·)) : Ω−→R
es medible para todox∗ ∈ X∗.

Definición 4.2.1.Supongamos que X es separable. Una multi-función F: Ω −→ cwk(X) se dice
integrable Pettis si

(i) δ ∗(x∗,F) ∈L 1(µ) para todo x∗ ∈ X∗;
(ii) para cada A∈ Σ, existe un(P)

∫
AF dµ ∈ cwk(X) tal que

δ
∗
(

x∗,(P)
∫

A
F dµ

)
=

∫
A

δ
∗(x∗,F) dµ para todo x∗ ∈ X∗.
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El siguiente resultado (debido a Castaing y Valadier [CV77], El Amri y Hess [EAH00] y
Ziat [Zia97, Zia00]) generaliza al caso de multi-funciones una caracterización clásica de la inte-
grabilidad Pettis para funciones univaluadas con valores en espacios de Banach separables. Dada
su importancia en el resto del capítulo, hemos optado por incluir una demostración del mismo.

Teorema 4.2.3.Supongamos que X es separable. Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-función. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F es integrable Pettis;
(ii) la familia {δ ∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗} es uniformemente integrable;

(iii) δ ∗(x∗,F) es medible para todo x∗ ∈ X∗ y cualquier selector fuertemente medible de F es
integrable Pettis.

En tal caso, para cada A∈ Σ, se tiene

(P)
∫

A
F dµ = {(Pettis)

∫
A

f dµ : f : Ω−→ X es un selector integrable Pettis de F}.

Nótese que, dada una multi-funciónF : Ω −→ cwk(X), tenemos〈ex∗ , j ◦F〉 = δ ∗(x∗,F) para
todo x∗ ∈ X∗, dondeex∗ ∈ B`∞(BX∗ )

∗ es el funcional de “evaluación” enx∗. Así, la integrabilidad

Pettis deF garantiza que la función univaluadaj ◦F es “integrable Pettis respecto del conjunto
normante{ex∗ : x∗ ∈ BX∗} ⊂ B`∞(BX∗ )

∗”. Es natural plantearse si existe alguna relación entre la

integrabilidad Pettis deF y la de j ◦F . A continuación resumimos las respuestas parciales que
conocemos.

Proposiciones 4.2.7 ([CR04]) y 4.2.10 y Observación 4.3.16.Supongamos que X es separable.
Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Consideramos las siguientes condiciones:

(i) j ◦F es integrable Pettis;
(ii) F es integrable Pettis.

Entonces (i)⇒(ii) y, en tal caso, se tiene j((P)
∫

AF dµ) = (Pettis)
∫

A j ◦F dµ para cada A∈ Σ.
Por otro lado, (i) y (ii) son equivalentes en cada uno de los siguientes casos:

si (F(Ω),h) es separable (e.g. F(Ω)⊂ ck(X));
si la familia{δ ∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗} es estable.

En general, (ii) no implica (i).

En la Sección 4.3 discutimos la generalización natural de laintegral de Birkhoffal caso de
multi-funcionesF : Ω−→ cwk(X), comparándola con las integrales de Debreu y Pettis.

Definición 4.3.1 ([CR04]).Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Decimos que F es integrable
Birkhoff si la composición j◦F : Ω−→ `∞(BX∗) es integrable Birkhoff. En tal caso, la integral de
Birkhoff de F es el único elemento(B)

∫
Ω F dµ ∈ cwk(X) cumpliendo

j
(
(B)

∫
Ω

F dµ

)
= (B)

∫
Ω

j ◦F dµ.
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Al igual que ocurre con la de Debreu, la noción de integrabilidad Birkhoff admite una ca-
racterización “intrínseca” que no depende de la inmersiónj. Recordemos que una serie∑nCn

de elementos decwk(X) se diceincondicionalmente convergentesi, para cualesquiera elecciones
xn ∈Cn, la serie∑nxn converge incondicionalmente enX. En tal caso, sabemos que el conjunto de
sumas∑nCn := {∑nxn : xn ∈Cn} también pertenece acwk(X) (Lema 4.1.17).

Corolario 4.3.2 ([CR04]). Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-función. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) F es integrable Birkhoff;
(ii) existe un C∈ cwk(X) con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe una partición

contableΓε deΩ enΣ tal que, para cada partición contableΓ = (An) deΩ enΣ más fina
queΓε y cualquier elección T= (tn) en Γ, la serie∑n µ(An)F(tn) es incondicionalmente
convergente y

h
(
∑
n

µ(An)F(tn),C
)
≤ ε.

En tal caso, C= (B)
∫

Ω F dµ.

Análogamente al caso de funciones univaluadas, la integral de Birkhoff para multi-funciones
es intermedia entre las de Debreu y Pettis, como indicamos a continuación.

Corolario 4.3.6 y Teorema 4.3.7 ([CR04]).Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Si F es in-
tegrable Debreu, entonces F es integrable Birkhoff, con(B)

∫
Ω F dµ = (De)

∫
Ω F dµ. El recíproco

es cierto si X tiene dimensión finita.

Corolarios 4.3.12 y 4.3.13 ([CR04]).Supongamos que X es separable. Sea F: Ω −→ cwk(X)
una multi-función.

(i) Si F es integrable Birkhoff, entonces:

F es integrable Pettis;
F admite selectores fuertemente medibles;
cada selector fuertemente medible de F es integrable Birkhoff;
para cada A∈ Σ se cumple la igualdad

(B)
∫

A
F dµ =

{
(B)

∫
A

f dµ : f : Ω−→ X es un selector integrable Birkhoff de F
}

.

(ii) Supongamos que(F(Ω),h) es separable (e.g. F(Ω) ⊂ ck(X)). Entonces F es integrable
Birkhoff si y sólo si es integrable Pettis.

Recordemos que, cuando se consideran funciones univaluadas con valores en un espacio de
Banach separable, integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes; además, en tales
condiciones, también sabemos que ambas nociones de integrabilidad coinciden con la de Bochner
para funciones acotadas. Los siguientes resultados muestran que en el caso de multi-funciones
dichas equivalencias no son válidas en general.
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Corolario 4.3.11 ([CR04])Supongamos que X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým (e.g. X∗ es
separable). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) toda multi-función integrable Birkhoff F: [0,1]−→ cwk(X) es integrable Debreu;
(ii) toda multi-función acotada integrable Birkhoff F: [0,1]−→ cwk(X) es integrable Debreu;

(iii) X es de dimensión finita.

Teorema 4.3.15 ([CR04]).Supongamos que X es de dimensión infinita y que X∗ es separable. En-
tonces existe una multi-función acotada integrable Pettis F: [0,1]−→ cwk(X) que no es integrable
Birkhoff.

Capítulo 5. Operadores absolutamente sumantes e integración vectorial

En el último capítulo de la memoria relacionamos la integración vectorial con la teoría de
los operadores absolutamente sumantes. Recordemos que un operador (i.e. aplicación lineal y
continua) entre espacios de Banachu : X −→ Y se diceabsolutamente sumantesi, para cada
serie incondicionalmente convergente∑nxn enX, la serie∑nu(xn) es absolutamente convergente.
Dado que los operadores absolutamente sumantes mejoran la sumabilidad de las sucesiones,“no
es sorprendente que también mejoren la integrabilidad de las funciones vectoriales”, como se
menciona en [DJT95, p. 56]. En líneas generales, en este capítulo pretendemos dar respuestas a
cuestiones del siguiente tipo:

Consideremos dos nociones de integrabilidad A y B para funciones definidas en un
espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ) con valores en un espacio de Banach, de
manera que toda función A-integrable también es B-integrable. Sea u: X −→ Y un
operador absolutamente sumanteentre espacios de Banach. Si f: Ω −→ X es una
función B-integrable, ¿es A-integrable la composición u◦ f : Ω−→Y?

Aparentemente, Diestel [Die72] fue el primero en considerar cuestiones de esta naturaleza,
probando que

(i) la composición u◦ f es integrable Bochner para cada función fuertemente medible e inte-
grable Pettis f: Ω−→ X;

(ii) la aplicación lineal
ũ : Pm(µ,X)−→ L1(µ,Y), f 7→ u◦ f ,

es continua, dondePm(µ,X) denota el espacio de las (clases de equivalencia escalar de)
funciones fuertemente medibles e integrables Pettis deΩ enX, equipado con la norma de
Pettis.

De hecho, Diestel también probó que, cuandoµ no tiene átomos, las condiciones (i) y (ii) equivalen
a queu sea absolutamente sumante.

Por otra parte, Belanger y Dowling demostraron en [BD88] que,cuandoµ es perfecta, si
f : Ω −→ X es una función acotada integrable Pettis, entonces u◦ f es escalarmente equivalente
a una función integrable Bochner. Más recientemente, Marraffa [Mar04] ha probado resultados
análogos a los de Diestel para funciones integrables McShane definidas en un espacio topológico
compacto Hausdorff equipado con una medida de Radon.
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Nuestro punto de partida es el siguiente lema, que asegura que para comprobar si la com-
posición de una función integrable Dunford con un operador absolutamente sumante es integrable
Bochner, sólo necesitamos determinar si dicha composición es fuertemente medible.

Lema 5.2.2 ([Rod06]).Sean f: Ω −→ X una función integrable Dunford y g: Ω −→ Y una
función escalarmente equivalente a u◦ f . Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) g es integrable Bochner;
(ii) g es fuertemente medible.

En particular, u◦ f es integrable Bochner si y sólo si es fuertemente medible.

Es bien conocido que todo operador absolutamente sumante es débilmente compacto. Combi-
nando este hecho con los resultados de Edgar [Edg77] sobre equivalencia escalar con funciones
fuertemente medibles, podemos mejorar el teorema de Belanger y Dowling que hemos menciona-
do más arriba:

Teorema 5.2.3 ([Rod06]).Sea f : Ω −→ X una función integrable Dunford. Entonces u◦ f es
escalarmente equivalente a una función integrable Bochner uf : Ω−→Y.

SeaD(µ,X) el espacio normado de todas las (clases de equivalencia escalar) de funciones
integrables Dunford deΩ en X, equipado con la norma de Pettis. Como ya hemos comentado,
aunque este espacio no es completo en general, siempre es tonelado y, por tanto, podemos aplicar
el “teorema de la gráfica cerrada” a aplicaciones lineales definidas en él con valores en un espacio
de Banach. En particular, gracias a esta técnica podemos generalizar la condición (ii) del resultado
de Diestel, probando que la aplicación lineal

ũ : D(µ,X)−→ L1(µ,Y), u 7→ uf ,

es continua (Corolario 5.2.7).

Heiliö [Hei88] estudió la clase de las medidas (no negativas y finitas) en Baire(X,w) para
las que la identidadIX : X −→ X es integrable Dunford, llamadasmedidas débilmente sumables.
En [Hei88, 8.2.5] se plantea el siguiente problema:Dada una medida débilmente sumableϑ en
Baire(X,w), podemos considerar la medida imagenϑu−1 enBaire(Y,w). ¿Existe una medida (no
negativa y finita)ϑ̃ en Borel(Y,‖ · ‖) que extiende aϑu−1 y tal que IY es integrable Bochner
respecto dẽϑ? Como aplicación del Teorema 5.2.3, en la Proposición 5.2.5 mostramos que dicha
pregunta tiene respuesta afirmativa.

Nótese que, en virtud del Lema 5.2.2 y el Teorema de Medibilidad de Pettis,si u(X) es separa-
ble, entonces u◦ f es integrable Bochner para cada función integrable Dunford f: Ω−→X. Surge
así una pregunta: ¿qué espacios de BanachX cumplen que todo operador absolutamente sumante
definido enX con valores en otro espacio de Banach tiene rango separable? En el Corolario 5.3.7
probamos que esta propiedad se cumple para una amplia clase de espacios de Banach, que incluye,
entre otros, a los débilmente numerablementeK -determinados (e.g. débilmente compactamente
generados) y a los de Asplund.
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En general, la composición de un operador absolutamente sumante con una función integrable
Dunfordnoes integrable Bochner (Ejemplos 5.3.22 y 5.3.23). Sin embargo, la situación cambia si
consideramos funciones con propiedades de integrabilidad más fuertes. Por ejemplo:

Proposición 5.3.15 ([Rod06]).Sea f: Ω−→ X una función integrable Birkhoff. Entonces u◦ f es
integrable Bochner.

Más en general, tenemos el siguiente teorema, que se apoya en algunos resultados de Tala-
grand (véase [Tal84, Section 10-2]) que relacionan la estabilidad con lamedibilidad conjuntade
funciones de la formah : Ω×K −→ R, dondeK es un espacio topológico compacto Hausdorff
con una medida de Radon yh es medible en la primera variable y continua en la segunda.

Teorema 5.3.9 ([Rod06]).Sea f: Ω −→ X una función integrable Pettis. Consideramos las si-
guientes afirmaciones:

(i) Existe un conjunto normante w∗-compacto K⊂ BX∗ tal que, para cada medida de Radonν

en K, la familia{x∗ ◦ f : x∗ ∈ supp(ν)} es estable (dondesupp(ν) denota el soporte deν).
(ii) Existe un conjunto normante w∗-compacto K⊂ BX∗ tal que, para cada medida de Radonν

en K, la función
fK : Ω×K −→ R, fK(t,x∗) := (x∗ ◦ f )(t),

esµ×ν-medible.
(iii) Para cada operador absolutamente sumante v definido en X con valores en otro espacio de

Banach, la composición v◦ f es integrable Bochner.

Entonces (i)⇒(ii)⇒(iii). Más todavía, bajo el Axioma de Martin, todas estas condiciones son
equivalentes siµ es perfecta (en tal caso, (i) y (ii) se cumplen para cualquier conjunto normante
w∗-compacto K⊂ BX∗).

Como aplicación del Teorema 5.3.9 obtenemos los dos siguientes resultados.

Corolario 5.3.10 ([Rod06]).Sea f: Ω−→ X una función tal que Zf es estable. Entonces u◦ f es
fuertemente medible. Si, además, f es integrable Dunford, entonces u◦ f es integrable Bochner.

Proposición 5.3.14 ([Rod06]).Supongamos que X es isomorfo a un subespacio de un espacio
débilmente Lindelöf de la forma C(K). Entonces u◦ f es integrable Bochner para cada función
integrable Dunford f: Ω−→ X.

Finalmente, en lo que respecta al comportamiento de la integral de McShane, hemos probado
siguientes resultados. El primero extiende el trabajo de Marraffa [Mar04] al caso de funciones
definidas en espacios de medida topológicos quasi-Radon arbitrarios.

Proposiciones 5.3.18 y 5.3.20 ([Rod06]).Sean(T,T,S ,θ) un espacio de medida topológico
quasi-Radon y f: T −→ X una función.

(i) Si f es integrable McShane, entonces u◦ f es integrable Bochner.
(ii) Si f es integrable Dunford, entonces u◦ f es integrable McShane.
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Para la conveniencia del lector, en este capítulo inicial introducimos los conceptos y resultados
preliminares sobreTeoría de la Mediday Espacios de Banachque vamos a emplear frecuente-
mente en esta memoria.

1.1. Notación y terminología generales

La terminología empleada a lo largo de este trabajo es estándar. Los símbolosN, R y R+

denotan los conjuntos de los números naturales (enteros positivos), reales y reales positivos, res-
pectivamente. EscribimosA4B para denotar la diferencia simétrica de dos conjuntos arbitrarios
A y B, es decir,A4B = (A\B)∪ (B\A). Dado un conjuntoI , el símboloP(I) (resp.P0(I))
representa el conjunto de todos los subconjuntos (resp. subconjuntos finitos) deI ; en ocasiones
escribiremos 2I = P(I). Dados dos conjuntosX eY, escribimosXY para denotar el conjunto de
todas las funciones definidas enY con valores enX. El dominio de una función arbitrariaf se
representa como dom( f ). Una familiaG de subconjuntos de un conjunto dado se dicedirigida in-
feriormente(resp.superiormente) si, para cadaG1,G2∈ G , existe unG3∈ G tal queG3⊂G1∩G2
(resp.G1∪G2⊂G3). Unaparticiónde un conjuntoA es una colección(Ai)i∈I de subconjuntos no
vacíos deA, disjuntos dos a dos, conA =

⋃
i∈I Ai . Como es habitual, escribimosδs,t para denotar

el símbolo de Kronecker, es decir,δs,t = 1 sis= t, δs,t = 0 sis 6= t.

Todos los espacios vectorialesV considerados en esta memoria son reales. Unaproyección
enV es una aplicación linealP : V −→V tal queP◦P= P. Dados dos conjuntosA,B⊂V y r ∈R,
escribimosA+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} y rA = {ra : a ∈ A}. Para cadaS⊂ V, utilizamos
los símbolos span(S), co(S) y aco(S) para denotar, respectivamente, el subespacio vectorial deV
generado porS, la envoltura convexa deSenV y la envoltura absolutamente convexa deSenV;
es decir,

co(S) =
{ n

∑
i=1

aivi : vi ∈ S, ai ∈ [0,1],
n

∑
i=1

ai = 1
}

y aco(S) =
{ n

∑
i=1

aivi : vi ∈ S, ai ∈ R,
n

∑
i=1

|ai | ≤ 1
}

.
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Dados dos conjuntosA⊂ Ω y una funciónf : Ω −→V, escribimosf χA para denotar la función
deΩ enV definida porf χA(t) = f (t) si t ∈ A, f χA(t) = 0 si t ∈Ω\A.

Nuestras referencias básicas sobre topología son [Eng77] y [Kel75]. Dado un espacio topológi-
co (T,T), escribimos dens(T,T) (resp. weight(T,T)) para denotar elcarácter de densidad(resp.
el peso) de(T,T), es decir, la menor cardinalidad de un conjunto denso (resp. de una base paraT).
En general, se cumple la desigualdad dens(T,T)≤ weight(T,T).

SeanI un conjunto,F un filtro enI y g : I −→T una función. Decimos queexiste el límite de g
a través deF si existe unt ∈ T con la siguiente propiedad: para cadaU ∈T cont ∈U , el conjunto
{i ∈ I : g(i) ∈U} pertenece aF . En tal caso, si(T,T) es Hausdorff, escribimost = l ı́mi→F g(i).

El espacio vectorial de todas las funciones continuas (resp. continuas y acotadas) deT enR
se denota medianteC(T,T) (resp.Cb(T,T)), o simplementeC(T) (resp.Cb(T)). Es sencillo com-
probar queCb(T) es un espacio de Banach con la norma

‖ f‖∞ = sup{| f (t)| : t ∈ T}.

Dado un puntot ∈ T, utilizamos la notaciónδt para representar la aplicación lineal deC(T) enR
definida medianteδt( f ) = f (t).

Se dice que(T,T) esangélico(Fremlin, véase [Flo80, p. 30]) si es completamente regular,
Hausdorff y, para cada conjunto relativamente numerablemente compactoA⊂ T, se cumple:

A es relativamente compacto;
todo elemento deA es el límite de una sucesión contenida enA.

Dado un conjunto no vacíoΩ, escribimosTp(Ω) (o simplementeTp si no hay posibilidad de
confusión) para denotar la topología de la convergencia puntual enRΩ. Una familiaH ⊂ RΩ se
dice puntualmente (resp. uniformemente) acotada si sup{|h(s)| : h∈H }< +∞ para cadas∈ Ω
(resp. sup{|h(s)| : h∈H , s∈Ω}< +∞).

Nuestra referencia básica sobre teoría de conjuntos es [Roi90]. Decimos que un conjunto es
contablesi es finito o infinito numerable. A lo largo de esta memoria los términoscardinalidad
y número cardinalhacen referencia a un ordinal inicial. La cardinalidad de un conjuntoS se
denota por #(S). Escribimosω1 y c para representar el primer ordinal no contable y la cardinalidad
deP(N), respectivamente. En general se tiene la desigualdadω1 ≤ c. La afirmación “ω1 = c” es
independiente de ZFC y se conoce comoHipótesis del Continuo.

Otro axioma de la teoría de conjuntos que aparecerá en este trabajo es el llamadoAxioma
de Martin. Para formularlo necesitamos introducir algo de terminología relativa a un conjunto
parcialmente ordenadoP. Un conjuntoQ⊂ P se dicecofinalsi para cadap∈ P existe unq∈Q tal
quep≤ q. Dos elementosr,s∈ P sonincompatiblessi no existe unp∈ P tal quer ≤ p y s≤ p.
Decimos queP satisface lacondición de cadena numerable (CCC)si cualquier conjuntoQ⊂ P
formado por elementos incompatibles dos a dos es contable.

Definición 1.1.1. Seaκ un número cardinal. Denotamos mediante MA(κ) la afirmación:

Para cada conjunto (no vacío) parcialmente ordenado P con la CCC y cada familia
D formada por subconjuntos cofinales de P con#(D)≤ κ, existe un conjunto Q⊂ P
dirigido superiormente tal que Q∩D 6= /0 para todo D∈D .
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El Axioma de Martin es la afirmación “MA(k) es cierta para todoω1 ≤ κ < c”.

Evidentemente, la Hipótesis del Continuo implica el Axioma de Martin. Por otro lado, es
relativamente consistente con ZFC suponer que se verifican simultáneamente el Axioma de Martin
y la negación de la Hipótesis del Continuo. Para más información sobre el Axioma de Martin y sus
consecuencias, remitimos al lector a [Sho75], [Fre84] y las referencias que allí se proporcionan.

Otro concepto que vamos a utilizar ocasionalmente en este trabajo es el decardinal de medida
cero. Recordemos que un cardinalκ se dice de medida cero si existe una medida de probabilidad
µ enP(κ) tal queµ({α}) = 0 para cadaα < κ. Un resultado bien conocido de Ulam (véase e.g.
[Fre03, 438C]) afirma queω1 no es de medida cero. Además, es compatible con ZFC suponer que
no existen cardinales de medida cero. El lector puede encontrar en [Fre03, §438] una completa
introducción a este tema.

1.2. Teoría de la medida

El objetivo de esta sección es introducir la terminología elemental de la teoría de la medida
que vamos a emplear en la memoria. Nuestras referencias estándar son [Coh93] y [Fre01].

Sea(Ω,Σ) un espacio medible, es decir,Ω es un conjunto yΣ es unaσ -álgebra enΩ. Dado
otro espacio medible(Ω′,Σ′), una funciónf : Ω −→ Ω′ se diceΣ-Σ′-mediblesi f−1(B) ∈ Σ para
cadaB∈ Σ′. Decimos que una funciónf : Ω −→ R esΣ-medible(o, simplemente,medible) si es
Σ-Borel(R)-medible.

Una medida no negativa y finitaen Σ es una funciónµ : Σ −→ [0,+∞) tal que, para cada
sucesión disjunta(En) en Σ, la serie∑n µ(En) es convergente, con sumaµ(

⋃
nEn); en tal caso,

decimos que la terna(Ω,Σ,µ) es unespacio de medida finito. La medida exteriorasociada aµ es
la funciónµ∗ : P(Ω) −→ [0,+∞) definida porµ∗(A) = inf{µ(B) : B∈ Σ, A⊂ B}. Se dice que
µ es

unamedida de probabilidadsi µ(Ω) = 1;
completasi, para cadaB∈ Σ conµ(B) = 0, cualquier subconjunto deB pertenece aΣ.

Una funciónf : Ω−→ R esµ-mediblesi es medible respecto de la completación de(Ω,Σ,µ). Se
dice queA∈ Σ es unátomode µ si µ(A) > 0 y µ(B) ∈ {0,µ(A)} para todoB⊂ A, B∈ Σ. Una
familia (Ei)i∈I enΣ esindependiente(o estocásticamente independiente) si se cumple la igualdad
µ(

⋂
i∈J Ei) = ∏i∈J µ(Ei) para cada conjunto finito (no vacío)J⊂ I .
Dado un conjuntoA⊂Ω, definimosΣA := {A∩E : E∈ Σ} y µA(B) := µ∗(B) para cadaB∈ ΣA.

Entonces(A,ΣA,µA) es un espacio de medida finito (véase e.g. [Fre01, 214A]). Nótese que siC∈Σ
cumpleA⊂C y µ∗(A) = µ(C), se tieneµA(A∩E) = µ(C∩E) para todoE ∈ Σ.

A lo largo de esta memoriaλ denota la medida de Lebesgue en laσ -álgebraL de todos los
subconjuntos medibles Lebesgue de[0,1]. Si no se especifica lo contrario, al hablar de[0,1] como
espacio de medida nos estamos refiriendo a([0,1],L ,λ ).

Dados dos espacios de medida finitos(Ωi ,Σi ,µi), i = 1,2, escribimosΣ1⊗Σ2 para denotar
la σ -álgebra enΩ1×Ω2 generada por los subconjuntos de la formaE1×E2, dondeE1 ∈ Σ1 y
E2 ∈ Σ2. La medida productode µ1 y µ2, denotada porµ1× µ2, es la única medida no negativa
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y finita enΣ1⊗Σ2 que cumple(µ1× µ2)(E1×E2) = µ1(E1) · µ2(E2) para cadaE1 ∈ Σ1 y cada
E2 ∈ Σ2.

En general, si{(Ωi ,Σi ,µi) : i ∈ I} es una familia de espacios de probabilidad, podemos con-
siderar laσ -álgebra⊗i∈I Σi en∏i∈I Ωi generada por los subconjuntos de la forma∏i∈I Ei , donde
Ei ∈ Σ para cadai ∈ I y Ei = Ωi para cadai ∈ I salvo una cantidad finita de índices. Es bien
conocido que existe una única medida de probabilidad∏i∈I µi en⊗i∈I Σi cumpliendo(

∏
i∈I

µi

)(
∏
i∈I

Ei

)
= ∏

i∈I
µi(Ei)

para cada elemento∏i∈I Ei ∈ ⊗i∈I Σi de la forma anterior. Decimos que(∏i∈I Ωi ,⊗i∈I Σi ,∏i∈I µi)
es elespacio de probabilidad productode{(Ωi ,Σi ,µi) : i ∈ I}.

Vamos a denotar por({0,1}N,L1,λ1) el espacio de probabilidad completo obtenido tras com-
pletar el producto de una cantidad infinita numerable de copias del espacio de probabilidad trivial
({0,1},P({0,1}),ν), dondeν({0}) = ν({1}) = 1/2. Recordemos que laσ -álgebra producto
⊗NP({0,1}) coincide exactamente con Borel({0,1}N) y que({0,1}N,L1,λ1) es un espacio de
medida topológico de Radon (en el sentido de la Definición 1.3.2) cuando se considera la topología
usual en{0,1}N. Es bien conocido que({0,1}N,L1,λ1) y ([0,1],L ,λ ) son isomorfos como es-
pacios de medida (véase e.g. [Fre01, 254K]), es decir, existe una biyecciónφ : [0,1] −→ {0,1}N

con las siguientes propiedades:

φ esL -L1-medible yλ (φ−1(E)) = λ1(E) para todoE ∈L1;
φ−1 esL1-L -medible yλ1(φ(F)) = λ (F) para todoF ∈L .

Como es habitual, identificamosP(N) con{0,1}N mediante la biyecciónψ : {0,1}N −→P(N)
definida porψ((an)) := {n ∈ N : an = 1}. Recordemos que un filtroF ⊂ P(N) se diceno
principal si N \ {n} ∈ F para cadan ∈ N; en tal caso, el conjuntoψ−1(F ) ⊂ {0,1}N no es
medible si y sólo siλ ∗

1 (ψ−1(F )) = 1 (por ejemplo, esto ocurre cuandoF es un ultrafiltro no
principal), véase e.g. [Tal84, 13-1-1].

El siguiente concepto aparecerá en ocasiones a lo largo de esta memoria. Se dice que un es-
pacio de medida finito(Ω,Σ,µ) esperfecto(o queµ es perfecta) si, para cada función medible
f : Ω −→ R y cada conjuntoE ⊂ R tal que f−1(E) ∈ Σ, existe unB⊂ E, B∈ Borel(R), tal que
µ( f−1(B)) = µ( f−1(E)). Por ejemplo, todo espacio de medida topológico de Radon es perfec-
to, véase e.g. [Dul89, Appendix A]. La siguiente proposición es un caso particular de [Dul89,
Proposition A.7] y nos será útil más adelante.

Proposición 1.2.1. Sean(Ω,Σ,µ) un espacio de medida finito y perfecto,(T,T) un espacio
topológico Hausdorff con una base contable y f: Ω −→ T una funciónΣ-Borel(T,T)-medible.
Consideramos la medida (no negativa y finita) imagenµ f−1 enBorel(T,T). Sea g: T −→ R una
función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) g esµ f−1-medible;
(ii) la composición g◦ f esµ-medible.

Dado un espacio de medida finito(Ω,Σ,µ), el espacio vectorial de todas las funciones reales
medibles yµ-integrables definidas enΩ se denota porL 1(µ). EscribimosL1(µ) para represen-
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tar el espacio de Banach formado por todas las clases de equivalencia (obtenidas identificando
funciones que coincidenµ-a.e.) de elementos deL 1(µ), con la norma‖ f‖1 =

∫
Ω | f | dµ.

Un conjuntoH ⊂L 1(µ) se diceuniformemente integrablesi es‖ · ‖1-acotado y, para cada
ε > 0, existe unδ > 0 tal que suph∈H

∫
E |h| dµ ≤ ε para todoE ∈ Σ conµ(E)≤ δ . La siguiente

caracterización de Dunford (véase e.g. [DU77, Theorem 15, p. 76] o [Fre01, 247C]) va a jugar un
papel fundamental en este trabajo.

Teorema 1.2.2 (Dunford). Sean(Ω,Σ,µ) un espacio de medida finito yH ⊂ L 1(µ). Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) H es uniformemente integrable;
(ii) la imagen canónica deH en L1(µ) es débilmente relativamente compacta.

1.3. Espacios de medida topológicos

En esta sección repasamos de forma breve algunos conceptos fundamentales relacionados con
lasmedidas en espacios topológicos: τ-aditividad, medidas de Radon y quasi-Radon, medidas de
Baire, etc. Nuestra referencia básica sobre este tema es [Fre03].

Recordamos que laσ -álgebra de Borel de un espacio topológico(T,T), que denotaremos por
Borel(T,T) (o simplemente Borel(T)), es laσ -álgebra enT generada porT.

Definición 1.3.1. Un espacio de medida topológico es una cuaterna(T,T,Σ,µ), donde

(i) (T,T) es un espacio topológico;
(ii) Σ es unaσ -álgebra en T que contiene aT;

(iii) µ es una medida enΣ no negativa, finita y completa.

Definición 1.3.2. Un espacio de medida topológico(T,T,Σ,µ) se dice de Radon si(T,T) es
Hausdorff y

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E, K compacto} para cada E∈ Σ.

En tal caso, decimos queµ es una medida de Radon en T.

Por ejemplo, la medida de Lebesgue en[0,1] es de Radon. Más en general, un resultado clási-
co asegura que, para un espacio topológicoanalítico T, la completación de cualquier medida no
negativa y finita definida en Borel(T) es una medida de Radon, véase e.g. [Fre03, 433C]. Recor-
damos que un espacio topológico HausdorffT se dice analítico si existe una aplicación continua
y suprayectivaφ : NN −→ T (dondeNN se considera equipado con el producto de la topología
discreta enN). En particular, todo espaciopolaco(i.e. espacio métrico completo y separable) es
analítico, véase e.g. [Fre03, 423B].

Dado un espacio topológico HausdorffT, escribimosM+(T) para denotar el conjunto de todas
las medidas de Radon enT.

Definición 1.3.3.Sea(T,T,Σ,µ) un espacio de medida topológico. Se dice queµ esτ-aditiva si,
para cada familia/0 6= C ⊂T dirigida inferiormente con∩C = /0, se tieneinf{µ(C) : C∈ C }= 0.
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Es bien conocido que toda medida de Radonµ en un espacio topológico Hausdorff(T,T) es
necesariamenteτ-aditiva, véase e.g. [Fre03, 411E]. Por tanto, elsoporte deµ, definido como

supp(µ) = T \
⋃
{G∈ T : µ(G) = 0},

satisfaceµ(T \supp(µ)) = 0.

Dada una función continuaφ : T −→ S entre espacios topológicos Hausdorff yµ ∈ M+(T),
es sencillo comprobar que la completación de la medida imagenµ f−1 en Borel(S) es una medida
de Radon enS. Por otra parte, para espacios compactos disponemos del siguiente resultado, véase
e.g. [Dul89, Proposition B.1] o [Fre03, 432G].

Proposición 1.3.4.Seaφ : K −→ L una función continua y suprayectiva entre espacios topológi-
cos compactos (Hausdorff). Entonces para cadaν ∈M+(L) existe unaµ ∈M+(K) tal que

φ
−1(E) ∈ dom(µ) y µ(φ−1(E)) = ν(E) para todo E∈ dom(ν).

En el Capítulo 3 trabajaremos con la siguiente clase de espacios de medida topológicos, que
contiene a todos los de Radon.

Definición 1.3.5. Un espacio de medida topológico(T,T,Σ,µ) se dice quasi-Radon si

(i) µ esτ-aditiva;
(ii) µ(E) = inf{µ(G) : E ⊂G, G∈ T} para cada E∈ Σ.

Dados un espacio de medida topológico quasi-Radon (resp. de Radon)(T,T,Σ,µ) y A⊂ T
(resp.A ∈ Σ), es fácil ver que(A,T|A,ΣA,µA) es un espacio de medida topológico quasi-Radon
(resp. de Radon), dondeT|A es la topología enA inducida porT, i.e.T|A = {A∩G : G∈ T}, véase
[Fre03, 415B].

Finalizamos la sección introduciendo laσ -álgebra de Bairede un espacio topológico y al-
gunos conceptos relacionados con las medidas definidas en ella.

Definición 1.3.6. Sea(T,T) un espacio topológico completamente regular y Hausdorff.

(i) Un conjunto cero de(T,T) es un conjunto de la forma f−1({0}) para alguna f∈C(T,T).
(ii) La σ -álgebra de Baire de(T,T), denotada porBaire(T,T) (o simplementeBaire(T)), es la

σ -álgebra en T generada por la familia de todos los conjuntos cero de(T,T).

Siempre se tiene Baire(T)⊂ Borel(T). La inclusión contraria no es cierta en general (sí lo es,
por ejemplo, en el caso de espacios métricos).

Definición 1.3.7. Sea(T,T) un espacio topológico completamente regular y Hausdorff.

(i) Una medidaµ enBaire(T,T), no negativa y finita, se diceτ-suave si para cada familiaC de
conjuntos cero de(T,T) dirigida inferiormente con∩C = /0, se tieneinf{µ(C) :C∈C }= 0.

(ii) (T,T) se dice compacto en medida si cada medida enBaire(T,T), no negativa y finita, es
τ-suave.

Es sencillo comprobar que cualquier espacio topológico (completamente regular y Hausdorff)
Lindelöf es compacto en medida (véase e.g. [Fre03, 435F]).
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1.4. Espacios de Banach

En esta sección introducimos la terminología básica de la teoría de los espacios de Banach que
vamos a utilizar a lo largo de la memoria. Además, realizamos un breve repaso de algunas clases
especiales deespacios de Banach no separables(e.g. débilmente Lindelöf determinados) y es-
pacios topológicos compactos relacionados (e.g. compactos de Corson). Finalmente, presentamos
el concepto debase de Markushevichy algunos resultados sobre la existencia de una tal base en
un espacio de Banach. Nuestras referencias estándar sobre estos temas son los libros [FHH+01]
y [Fab97]. El reciente “survey” [Ziz03] ofrece una panorámica actual sobre la teoría de los espa-
cios de Banach no separables. Durante esta sección(X,‖ · ‖) es un espacio de Banach.

Salvo que se especifique lo contrario, al hablar de nociones topológicas enX como “conver-
gencia”, “cerrado”, etc., nos estamos refiriendo a la topología inducida por la norma. Escribimos

BX = {x∈ X : ‖x‖ ≤ 1} y SX = {x∈ X : ‖x‖= 1}.

El diámetrode un conjuntoD⊂ X se define como diam(D) = sup{‖x−y‖ : x,y∈D}; es fácil ver
que diam(D) = diam(co(D)). Escribimos‖D‖= sup{‖x‖ : x∈D}. Laoscilaciónde una funciónf
con valores enX se define mediante osc( f ) = sup{‖ f (t)− f (t ′)‖ : t, t ′ ∈ dom( f )}= diam( f (B));
vamos a utilizar el símbolo‖ f‖ para representar la funciónt 7→ ‖ f (t)‖.

Dado otro espacio de BanachY, llamamosoperadorde X en Y a toda aplicación lineal y
continua definida enX con valores enY. Denotamos porL (X,Y) el espacio de Banach de todos
los operadores deX enY, con la norma‖T‖= sup{‖T(x)‖ : x∈ BX}; cuandoY = R, escribimos
X∗ = L (X,R) para denotar eldual topológicodeX.

Dadosx ∈ X y x∗ ∈ X∗, utilizamos indistintamente las notaciones〈x∗,x〉 y x∗(x) para repre-
sentar la evaluación dex∗ enx. La aplicaciónjX : X −→ X∗∗, definida porjX(x)(x∗) = x∗(x), es
una inmersión isométrica lineal deX en X∗∗ (de manera queX se identifica con un subespacio
cerrado deX∗∗). Se dice queX esreflexivosi jX(X) = X∗∗. Un conjuntoB⊂BX∗ se dicenormante
si ‖x‖= sup{|x∗(x)| : x∗ ∈ B} para cadax∈ X.

La topología débil deX, denotada porw, es la topología más gruesa para la que todos los
elementos deX∗ son continuos. De manera similar, la topología débil* deX∗, denotada porw∗,
es la topología más gruesa para la que todos los elementos deX (≡ jX(X)) son continuos. Es bien
conocido que dens(X,‖ · ‖) = weight(BX∗ ,w∗).

SeanΓ un conjunto no vacío y 1≤ p < +∞. Escribimos

`∞(Γ) = { f ∈ RΓ : ‖ f‖∞ = sup
γ∈Γ

| f (γ)|< +∞},

c0(Γ) = { f ∈ `∞(Γ) : el conjunto{γ ∈ Γ : | f (γ)|> ε} es finito para cadaε > 0},

`p(Γ) =
{

f ∈ RΓ : ‖ f‖p =
(

∑
γ∈Γ

| f (γ)|p
)1/p

< +∞
}

.

Sabemos que(`∞(Γ),‖ · ‖∞), (c0(Γ),‖ · ‖∞) y (`p(Γ),‖ · ‖p) son espacios de Banach; vamos a
emplear la notación habitual`∞ = `∞(N), c0 = c0(N) y `p = `p(N). Dadoγ ∈ Γ, escribimoseγ

para denotar el elemento deRΓ definido poreγ(γ ′) = δ
γ,γ ′ para todoγ ′ ∈ Γ.
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A continuación introducimos distintas clases especiales de espacios de Banach no separables
que aparecerán a lo largo de esta memoria.

Definición 1.4.1. Se dice que X

(i) es débilmente compactamente generado (WCG) si existe un conjunto débilmente compacto
K ⊂ X tal que X= span(K);

(ii) es débilmente numerablementeK -determinado (WCD) si existe una sucesión(Kn) de sub-
conjuntos w∗-compactos de X∗∗ con la siguiente propiedad: para cada x∈ X y u∈ X∗∗ \X,
existe un n∈ N tal que x∈ Kn y u 6∈ Kn;

(iii) es débilmente Lindelöf determinado (WLD) si(BX∗ ,w∗) es un compacto de Corson, es decir,
existe un homeomorfismo entre(BX∗ ,w∗) y un conjunto compacto S⊂ [−1,1]Γ (para algún
Γ 6= /0) de manera que, para cada s∈ S, la familia{γ ∈ Γ : s(γ) 6= 0} es contable;

(iv) tiene la propiedad(C) si, para cada familiaC de subconjuntos convexos y cerrados de X
con∩C = /0, existe una subfamilia contableD ⊂ C tal que∩D = /0.

Para el espacio de BanachX tenemos el siguiente diagrama de implicaciones, en el que
ninguno de los recíprocos es cierto en general, véase e.g. [FHH+01, Chapters 11-12], [Fab97,
Chapters 7-8] y [Edg79].

Figura 1.1: Algunas clases de espacios de Banach
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La clase de los espacios de Banach WLD es estable para subespacios cerrados, como conse-
cuencia del hecho de que toda imagen continua (Hausdorff) de un compacto de Corson también
es de Corson (Gul’ko [Gul77], Michael y Rudin [MR77], véase también [Val91]). No es difícil
comprobar que todo compacto de Corson separable es metrizable (véase e.g. [FHH+01, Exer-
cise 12.56]) y, por tanto,X es separable si y sólo si es WLD y(BX∗ ,w∗) es separable. Más en gene-
ral, cuandoX es WLD se tienen las igualdades dens(BX∗ ,w∗) = weight(BX∗ ,w∗) = dens(X,‖ · ‖).

Un espacio topológico compacto HausdorffK se dice

de Eberleinsi C(K) es WCG o, equivalentemente, siK es homeomorfo a un subconjunto
débilmente compacto de un espacio de Banach;
deGul’ko si C(K) es WCD.

En general, se cumplen las implicaciones

Eberlein⇒ Gul’ko ⇒ Corson

y ninguno de los recíprocos es cierto en general, véase e.g. [Fab97, Chapters 7-8].

A continuación introducimos el concepto debase de Markushevichde un espacio de Banach.
La existencia de tales bases en ciertas clases de espacios será fundamental para establecer algunos
de los resultados de la Sección 2.5 y el Capítulo 4.

Definición 1.4.2. Sea{(xi ,x
∗
i )}i∈I ⊂ X×X∗ un sistema biortogonal, es decir, x∗

i (x j) = δi, j para
cada i, j ∈ I. Se dice que{(xi ,x

∗
i )}i∈I es una base de Markushevich de X si

(i) X = span{xi : i ∈ I};
(ii) para cada x∈ X \{0} existe un i∈ I tal que x∗i (x) 6= 0; equivalentemente,

X∗ = span{x∗i : i ∈ I}w∗
.

Si, además, X∗ = span{x∗i : i ∈ I}‖·‖, entonces decimos que la base es “shrinking”.

Un resultado clásico de Markushevich (véase e.g. [FHH+01, Theorem 6.41]) afirma que todo
espacio de Banachseparableposee una base de Markushevich (que podemos tomar “shrinking” si
el dual del espacio es separable). Más adelante, Ovsepian y Pelczynski [OP75] (véase e.g. [LT77,
Theorem 1.f.4]) probaron que, en tales condiciones, dicha base{(xn,x∗n)}n∈N puede ser elegida de
manera que supn∈N ‖xn‖ ·‖x∗n‖< +∞. El siguiente teorema de Plichko [Pli82] extiende este último
resultado al caso de espacios de Banach no necesariamente separables.

Teorema 1.4.3 (Plichko).Si X tiene una base de Markushevich, entonces existe otra base de
Markushevich{(xi ,x

∗
i )}i∈I en X tal quesupi∈I ‖xi‖ · ‖x∗i ‖< +∞.

En el caso de espacios de Banach no separables la existencia de bases de Markushevich no
se puede garantizar en general. Por ejemplo,`∞ no admite una base de Markushevich (John-
son [Joh70], véase e.g. [FHH+01, Theorem 6.43]). Sin embargo, como indicamos en el Teore-
ma 1.4.4, cualquier espacio de Banach WLD tiene una base de Markushevich, véase e.g. [Val91,
Corollary 3.1] o [FHH+01, Theorem 12.50]. Para una prueba de la segunda afirmación del teore-
ma, véase [FHH+01, Proposition 12.51]. El lector puede encontrar en [VWZ94] más información
sobre bases de Markushevich en espacios de Banach no separables.
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Teorema 1.4.4 (Orihuela, Valdivia). Si X es WLD, entonces existe una base de Markushevich
en X. Además, para cualquier base de Markushevich{(xi ,x

∗
i )}i∈I en X y cada x∗ ∈X∗, el conjunto

{i ∈ I : x∗(xi) 6= 0} es contable.

Finalizamos la sección presentando las nociones deespacio de Asplundy de compacto de
Radon-Nikodým, que emplearemos en los Capítulos 4 y 5.

Definición 1.4.5. Se dice que X es:

(i) de Asplund si todo subespacio cerrado separable de X tiene dual separable;
(ii) Asplund generado si existen un espacio de Banach de Asplund Z y un operador T: Z−→ X

tal que X= T(Z).

Es bien conocido queX es de Asplund si y sólo si X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým
(definida en la Sección 1.8), véase e.g. [Bou83, Theorem 4.2.13].

Un espacio topológico compacto HausdorffK se dice deRadon-Nikodým[Nam87] si es ho-
meomorfo a un subconjuntow∗-compacto del dual de un espacio de Asplund; equivalentemente,
existe una métricad enK inferiormente semicontinua quefragmenta K, es decir, para cadaε > 0 y
cada conjunto (no vacío)H ⊂ K, existe un subconjunto relativamente abierto (no vacío) deH con
d-diámetro menor queε, véase e.g. [Nam87]. Es conocido que(BX∗ ,w∗) es de Radon-Nikodým
si X es Asplund generado, véase e.g. [Fab97, Chapter 1]. La clase de los compactos de Radon-
Nikodým incluye a todos los compactos dispersos y a los de Eberlein, véase e.g. [Fab97, Propo-
sition 1.5.2]. Por otro lado, un resultado de Orihuela, Schachermayer, Valdivia [OSV91] y Stegall
[Ste91] (véase e.g. [Fab97, Theorem 8.3.5]) afirma que todo compacto de Corson y de Radon-
Nikodým es necesariamente un compacto de Eberlein.

1.5. Series en espacios de Banach

En esta sección recordamos las definiciones defamilia sumabley serie incondicionalmente
convergenteen espacios de Banach, elteorema de Orlicz-Pettisque relaciona estas nociones con
la convergencia débil de subseries y elteorema de Dvoretzky-Rogerssobre la existencia de series
incondicionalmente convergentes que no son absolutamente convergentes en espacios de dimen-
sión infinita. También incluimos un lema sobre sumabilidad de sucesiones dobles (Lema 1.5.6).
Los libros [KK97] y [Die84] son referencias convenientes sobre este tema. A lo largo de esta
secciónX es un espacio de Banach.

Como es habitual, dada una sucesión(xn) enX, diremos que la serie∑∞
n=1xn esconvergente

(resp.débilmente convergente), con sumax ∈ X, si existe ĺımn ∑n
i=1xi = x en la topología de la

norma (resp. en la topología débil).

Definición 1.5.1. Una familia(xi)i∈I en X se dice sumable, con suma x∈ X, si para cadaε > 0
existe un conjunto finito J⊂ I tal que‖∑i∈J′ xi −x‖ ≤ ε para cada conjunto finito J⊂ J′ ⊂ I.

En este caso, el conjunto{i ∈ I : xi 6= 0} es contable. Obsérvese que la sumabilidad de(xi)i∈I
es simplemente la convergencia de la red{∑i∈J xi : J ∈P0(I)}, dondeP0(I) se considera dotado
con el orden (dirigido) dado por la relación de inclusión.
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Definición 1.5.2. Sea(xn) una sucesión en X. La serie∑nxn se dice incondicionalmente conver-
gente si∑∞

n=1x
π(n) es convergente para cada biyecciónπ : N−→ N.

Es bien conocido (y fácil de probar) que las dos nociones anteriormente definidas coinciden,
como resumimos en la siguiente proposición (véase [Cho66, Theorem 10.7]).

Proposición 1.5.3.Sea(xn) una sucesión en X. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) la serie∑nxn es incondicionalmente convergente;
(ii) existe x∈ X tal que∑∞

n=1x
π(n) es convergente con suma x para cada biyecciónπ : N−→N;

(iii) la familia (xn)n∈N es sumable, con suma y∈ X;
(iv) para cadaε > 0 existe un conjunto finito P⊂ N tal que‖∑n∈Qxn‖ ≤ ε para cada conjunto

finito Q⊂ N\P.

En tal caso, y= x. Denotamos este vector mediante∑nxn.

La noción natural de serie de conjuntos incondicionalmente convergente, definida abajo, será
usada principalmente en el Capítulo 4.

Definición 1.5.4. Sea(Bn) una sucesión de subconjuntos no vacíos de X. La serie∑nBn se dice
incondicionalmente convergente si para cada elección xn ∈ Bn, n∈ N, la serie∑nxn es incondi-
cionalmente convergente. En tal caso definimos

∑
n

Bn :=
{
∑
n

xn : xn ∈ Bn, n∈ N
}

.

Observación 1.5.5.Sea(Bn) una sucesión de subconjuntos no vacíos de X. Entonces∑nBn es
incondicionalmente convergente si y sólo si para cadaε > 0 existe un conjunto finito P⊂ N tal
que‖∑i∈QBi‖ ≤ ε para cada conjunto finito Q⊂ N\P.

Demostración.Esta sencilla consecuencia de la Proposición 1.5.3 aparece en [Bir35, p. 362].
La condición suficiente es clara y probamos elsólo si por reducción al absurdo. Supongamos
que existeε > 0 tal que para cadaN ∈ N existe un conjunto finitoQ⊂ N \ {1, . . . ,N} tal que
‖∑i∈QBi‖> ε. Entonces existen una sucesión(Qk) de subconjuntos no vacíos deN, disjuntos dos
a dos, y eleccionesxn ∈ Bn, n∈Qk, k∈N, tales que‖∑n∈Qk

xn‖> ε para cadak∈N. Si tomamos
xn ∈ Bn arbitrario para cadan∈ N \

⋃∞
k=1Qk, entonces la familia(xn)n∈N no es sumable y así la

serie∑nxn no es incondicionalmente convergente (Proposición 1.5.3).

En lo sucesivo nos será útil el siguiente criterio elemental para la sumabilidad de sucesiones
dobles en espacios de Banach.

Lema 1.5.6 ([CR05]). Sea(xn,k)n,k∈N una familia en X tal que:

(i) la familia (xn,k)k∈N es sumable para cada n∈ N;

(ii) existen una familia sumable(yn,k)n,k∈N en X y(an) ∈ `1 tales que∥∥∥∑
k∈Q

(xn,k−yn,k)
∥∥∥≤ |an|

para cada conjunto finito Q⊂ N y cada n∈ N.
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Entonces(xn,k)n,k∈N es sumable.

Demostración.Fijamosε > 0 y tomamosN ∈ N cumpliendo

∑
n>N

|an| ≤ ε y
∥∥∥ ∑

(n,k)∈P

yn,k

∥∥∥≤ ε (1.1)

para cada conjunto finitoP⊂N×N tal queP∩({1,2, . . . ,N}×{1,2, . . . ,N}) = /0. Tomamos ahora
M ∈ N, M ≥ N, verificando ∥∥∥∑

k∈F

xn,k

∥∥∥≤ ε

N
para cada 1≤ n≤ N (1.2)

para cualquier conjunto finitoF ⊂ N tal queF ∩{1,2, . . . ,M}= /0.
Dado un conjunto finitoH ⊂N×N tal queH∩({1,2, . . . ,N}×{1,2, . . . ,M}) = /0, empleamos

la notaciónH ′ := {(n,k) ∈ H : 1≤ n≤ N} y observamos que∥∥∥ ∑
(n,k)∈H

xn,k

∥∥∥ =
∥∥∥ ∑

(n,k)∈H ′
xn,k + ∑

(n,k)∈H\H ′
xn,k

∥∥∥
≤

N

∑
n=1

∥∥∥ ∑
k

(n,k)∈H ′

xn,k

∥∥∥+
∥∥∥ ∑

(n,k)∈H\H ′
(xn,k−yn,k)

∥∥∥+
∥∥∥ ∑

(n,k)∈H\H ′
yn,k

∥∥∥
≤

N

∑
n=1

ε

N
+ ∑

n>N

|an|+ ε ≤ 3ε,

por las desigualdades (1.1) y (1.2). Por tanto, la familia(xn,k)n,k∈N es sumable y la prueba ha
finalizado.

Concluimos la sección citando dos resultados destacables sobre convergencia incondicional. El
primero, debido a Orlicz y Pettis [Pet38], véase [Die84, Chapter IV] o [DU77, Corollary 4, p. 22],
muestra la interacción entre las topologías normada y débil en lo que respecta a la convergencia
incondicional.

Teorema 1.5.7 (Orlicz-Pettis).Sea(xn) una sucesión en X tal que, para cada sucesión(nk) es-
trictamente creciente de números naturales, la serie∑∞

k=1xnk
es débilmente convergente. Entonces

∑nxn es incondicionalmente convergente.

Definición 1.5.8. Sea(xn) una sucesión en X. La serie∑nxn se dice absolutamente convergente
si la serie∑∞

n=1‖xn‖ es convergente.

Toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente convergente, y ambas nociones
coinciden para espacios de Banach de dimensión finita, véase [KK97, Chapter 1]. Esto nunca
ocurre en espacios de dimensión infinita, gracias al teorema de Dvoretzky y Rogers [DR50], véase
[Die84, Chapter VI] o [KK97, Theorem 4.1.1].

Teorema 1.5.9 (Dvoretzky-Rogers).Si X es de dimensión infinita, entonces existe una sucesión
(xn) en X tal que la serie∑nxn es incondicionalmente convergente pero no absolutamente conver-
gente.
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1.6. Medidas vectoriales

En esta sección resumimos brevemente las definiciones y propiedades elementales de las me-
didas vectoriales y las nociones relacionadas devariacióny semivariación. Recordamos también
herramientas importantes como elteorema de Bartle-Dunford-Schwartzsobre la existencia deme-
didas de control. Nuestra referencia básica es [DU77]. A lo largo de esta secciónA es un álgebra
en un conjuntoΩ y X es un espacio de Banach.

Definición 1.6.1. Una funciónν : A −→ X se llama medida finitamente aditiva si se tiene la
igualdadν(

⋃m
i=1Ei) = ∑m

i=1 ν(Ei) para cada colección finita E1, . . . ,Em de elementos deA dis-
juntos dos a dos.

Definición 1.6.2.Seaν : A −→X una medida finitamente aditiva. La variación deν es la función
|ν | : A −→ [0,+∞] definida por

|ν |(E) = sup
m

∑
i=1

‖ν(Ei)‖,

donde el supremo se toma sobre todas las colecciones finitas E1, . . . ,Em de elementos deA dis-
juntos dos a dos tales que E=

⋃m
i=1Ei . Decimos queν tiene variación acotada si|ν |(Ω) < +∞

(equivalentemente,|ν | tiene rango acotado). Decimos queν tiene variaciónσ -finita si existe una
sucesión(En) enΣ con uniónΩ tal que|ν |(En) < +∞ para cada n∈ N.

Si ν : A −→ X es una medida finitamente aditiva, se tiene|ν |(
⋃m

i=1Ei) = ∑m
i=1 |ν |(Ei) para

cada colección finitaE1, . . . ,Em de elementos deA disjuntos dos a dos. También es obvio que
para cadax∗ ∈ X∗ la composiciónx∗ ◦ ν es una medida finitamente aditiva (con valores enR).
Teniendo esto en cuenta, podemos formular la siguiente definición.

Definición 1.6.3. Seaν : A −→ X una medida finitamente aditiva. La semivariación deν es la
función‖ν‖ : A −→ [0,+∞] definida por

‖ν‖(E) = sup
x∗∈BX∗

|x∗ ◦ν |(E).

Las siguientes propiedades elementales de la semivariación son bien conocidas, véase [DU77,
Proposition 11, p. 4].

Proposición 1.6.4.Seaν : A −→ X una medida finitamente aditiva. Para cada E∈A se tiene:

(i) ‖ν‖(E)≤ |ν |(E);
(ii) ‖ν‖(E) = sup‖∑m

i=1aiν(Ei)‖, donde el supremo se toma sobre todas las colecciones fini-
tas E1, . . . ,Em de elementos deA disjuntos dos a dos tales que E=

⋃m
i=1Ei y todas las

colecciones finitas a1, . . . ,am en[−1,1];
(iii) sup{‖ν(F)‖ : F ∈ ΣE} ≤ ‖ν‖(E)≤ 2sup{‖ν(F)‖ : F ∈ ΣE}.

De aquí en adelanteΣ es unaσ -álgebra en un conjuntoΩ.
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Definición 1.6.5. Una funciónν : Σ −→ X se llama medida contablemente aditiva si, para cada
sucesión disjunta(En) enΣ, la serie∑∞

n=1 ν(En) es convergente con sumaν(
⋃∞

n=1En).

En tal caso,ν (y por tanto‖ν‖) tiene rango acotado, véase [DU77, Corollary 19, p. 9]. De
hecho, podemos decir mucho más:

Teorema 1.6.6 (Bartle-Dunford-Schwartz).Seaν : Σ−→ X una medida contablemente aditiva.
Entonces su rango{ν(E) : E ∈ Σ} es débilmente relativamente compacto.

En su clásico artículo [BDS55], Bartle, Dunford y Schwartz dedujeron este resultado como
aplicación del siguiente, que será una herramienta fundamental en el Capítulo 3. Para las pruebas
de ambos teoremas remitimos al lector a [DU77, Chapter I, §2].

Teorema 1.6.7 (Bartle-Dunford-Schwartz).Seaν : Σ−→ X una medida contablemente aditiva.
Entonces existe una medidaµ enΣ no negativa y finita tal que

(i) µ(E)≤ ‖ν‖(E) para cada E∈ Σ;
(ii) para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que‖ν(E)‖ ≤ ε para cada E∈ Σ conµ(E)≤ δ .

Una talµ se llamamedida de controlde ν . Es claro que, dadoE ∈ Σ, tenemosµ(E) = 0 si
y sólo si‖ν‖(E) = 0. En lo que respecta a(ii) , debemos destacar que, al igual que en el caso
de medidas con valores reales, esta condición es equivalente a decir queν(E) = 0 siempre que
µ(E) = 0. A continuación aislamos este resultado de Pettis [Pet38], véase [DU77, Theorem 1,
p. 10].

Teorema 1.6.8 (Pettis).Seanν : Σ−→X una medida contablemente aditiva yµ una medida enΣ
no negativa y finita. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) ν(E) = 0 para cada E∈ Σ conµ(E) = 0;
(ii) para cadaε > 0 existeδ > 0 tal que‖ν(E)‖ ≤ ε para cada E∈ Σ conµ(E)≤ δ .

En tal caso, decimos queν esµ-continua.

El siguiente resultado (véase [DU77, Corollary 10, p. 25]) se conoce habitualmente como
teorema de Vitali-Hahn-Saks.

Teorema 1.6.9 (Vitali-Hahn-Saks).Seanνn : Σ −→ X una sucesión de medidas contablemente
aditivas yµ una medida enΣ no negativa y finita tales que

νn esµ-continua para cada n∈ N;
para cada E∈ Σ, existel ı́mn νn(E) = ν(E) en X.

Entonces para cadaε > 0 existeδ > 0 tal quesupn∈N ‖νn(E)‖≤ ε para todo E∈ Σ conµ(E)≤ δ .
En particular,ν : Σ−→ X es una medida contablemente aditiva.

Finalizamos la sección recordando que, a diferencia del caso finito-dimensional, una medida
contablemente aditiva con valores en un espacio de Banach arbitrario puede no tener variación
acotada. El siguiente ejemplo (véase [DU77, p. 32]) es una consecuencia inmediata del teorema
de Dvoretzky-Rogers.
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Ejemplo 1.6.10. Supongamos que X es infinito-dimensional. Entonces existe una medida con-
tablemente aditiva con valores en X que no tiene variación acotada.

Demostración.Por el teorema de Dvoretzky-Rogers 1.5.9, existe una sucesión(xn) enX tal que
la serie∑nxn es incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergente. No es difícil
comprobar que la funciónν : P(N)−→X dada porν(A) = ∑n∈Axn es una medida contablemente
aditiva. Como∑m

n=1‖ν({n})‖ = ∑m
n=1‖xn‖ para cadam∈ N, se sigue queν no tiene variación

acotada.

1.7. Medibilidad de funciones vectoriales

Esta sección está dedicada a recordar las diferentes nociones de medibilidad para funciones
con valores en espacios de Banach (medibilidadfuertey escalar) y la relación entre ellas (teorema
de medibilidad de Pettis). El “principio de exhaustividad”es usado aquí para deducir una caracte-
rización útil de la medibilidad fuerte (Lema 1.7.4). Además, mencionamos los resultados de Edgar
que describen laσ -algebra de Bairede un espacio de Banach equipado con la topología débil y
que caracterizan, en términos de la medida imagen inducida, cuándo una función escalarmente
medible esescalarmente equivalentea una función fuertemente medible. Nuestras referencias es-
tándar son [DU77] y [Tal84]. De aquí en adelanteX es un espacio de Banach y(Ω,Σ,µ) es un
espacio de medida finito y completo.

Definición 1.7.1.Una función f: Ω−→X se dice simple si existen A1, . . . ,An ∈ Σ y x1, . . . ,xn ∈X
tales que f= ∑n

i=1xiχAi
.

Definición 1.7.2. Una función f: Ω −→ X se dice fuertemente medible (oµ-medible) si existe
una sucesión fn : Ω−→ X de funciones simples tales quel ı́mn fn = f µ-a.e.

Es claro que una funcióng : Ω −→ R es fuertemente medible si y sólo si es medible en el
sentido usual, esto es,Σ-Borel(R)-medible (téngase en cuenta la completitud deµ). En particular,
‖ f‖ es medible para cada función fuertemente mediblef : Ω−→ X.

La caracterización de la medibilidad fuerte aislada en el Lema 1.7.4 es bien conocida y será
aplicada frecuentemente a lo largo de esta memoria. La equivalencia(i)⇔(ii) puede encontrarse
en [DU77, Corollary 3, p. 42]. Incluimos aquí una demostración para facilitar la lectura de este
trabajo e ilustrar el uso del “principio de exhaustividad”, uno de los métodos más importantes en
teoría de la medida.

Lema 1.7.3 (principio de exhaustividad).SeaE ⊂ Σ un conjunto que satisface la siguiente
propiedad:

(+) para cada A∈ Σ conµ(A) > 0 existe B∈ E ∩ΣA conµ(B) > 0.

Entonces existe una partición contable(An) deΩ enΣ tal que An ∈ E cuandoµ(An) > 0.

Demostración.SeaF el conjunto formado por todas las familias contables de elementos deE con
medida positiva y disjuntos dos a dos. La propiedad (+) asegura queF no es vacío. Consideremos
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F dotado del orden dado por la relación de inclusión. Usando que cualquier familia de elementos
de Σ con medida positiva y disjuntos dos a dos debe ser contable (porqueµ(Ω) < ∞), es fácil
ver queF satisface que todo subconjunto totalmente ordenado tiene una cota superior. El lema
de Zorn proporciona un elemento maximal(En) ∈ F . Por maximalidad y (+), deducimos que
µ(Ω\

⋃
nEn) = 0. Esto completa la prueba.

Lema 1.7.4. Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente medible;
(ii) para cadaε > 0 existen una sucesión disjunta(An) enΣ y una sucesión(xn) en X tales que

la función g: Ω−→ X definida por g= ∑∞
n=1xnχAn

satisface‖ f −g‖ ≤ ε µ-a.e.;
(iii) para cadaε > 0 y cada A∈ Σ conµ(A) > 0 existe B∈ ΣA conµ(B) > 0 tal que

osc( f |B) = diam( f (B))≤ ε.

Demostración.Dadoε > 0, seaEε el conjunto de todos los elementosE ∈ Σ para los que existen
una sucesión disjunta(En) enΣE y una sucesión(xn) enX tales que la funcióng : Ω−→X definida
mediante la fórmulag = ∑∞

n=1xnχEn
satisface‖ f |E−g‖ ≤ ε µE-a.e. Es claro queΩ ∈ Eε si y sólo

si existe una partición contable(An) deΩ enΣ tal queAn ∈ Eε cuandoµ(An) > 0.
Supongamos que(i) se verifica y fijemosε > 0. Teniendo en cuenta el Lema 1.7.3, para probar

la implicación (i)⇒(ii) basta ver quepara cada A∈ Σ con µ(A) > 0 existe B∈ Eε ∩ ΣA con
µ(B) > 0. Fijamos una sucesiónfn : Ω −→ X de funciones simples tal que lı́mn fn = f µ-a.e. La
prueba habitual del conocidoteorema de Egorovpuede imitarse paso a paso (reemplazando| · |
por ‖ · ‖) para extender el resultado a sucesiones de funciones vectoriales fuertemente medibles,
véase [Din67, Theorem 1, p. 94]; por tanto, existenE ∈ Σ conµ(Ω\E) < µ(A) y n∈N tales que
‖ fn(t)− f (t)‖ ≤ ε para cadat ∈ E. Es claro queB := E∩A cumple las condiciones requeridas.
Esto demuestra(i)⇒(ii) .

Veamos ahora(iii)⇒(ii) . Dadoε > 0, (iii) implica que para cadaA∈ Σ con µ(A) > 0 existe
B ∈ Eε ∩ΣA con µ(B) > 0, y así podemos aplicar el Lema 1.7.3 una vez más para concluir que
Ω ∈ Eε , como queríamos demostrar.

(ii)⇒(iii) es directa. Finalmente, veamos(ii)⇒(i). Fijamos una sucesióngn : Ω −→ X de
funciones de la formagn = ∑∞

m=1xn,mχAn,m
, donde(An,m)m∈N es una sucesión disjunta enΣ con

uniónΩ y (xn,m)m∈N es una sucesión enX, tal que ĺımngn = f puntualmente en un ciertoE ∈ Σ
con µ(Ω \E) = 0. Para cadan ∈ N podemos elegirmn ∈ N suficientemente grande cumpliendo
µ(Ω\Bn)≤ 1/2n, dondeBn :=

⋃mn
m=1An,m. Definamos la función simplefn := ∑mn

m=1xn,mχAn,m
y el

conjunto

F :=
∞⋃

k=1

⋂
n≥k

Bn.

Claramente,µ(Ω\ (E∩F)) = 0 y lı́mn fn(t) = f (t) para cadat ∈ E∩F . Se sigue quef es fuerte-
mente medible y la prueba ha finalizado.

Definición 1.7.5. Una función f: Ω−→ X se dice escalarmente medible si la composición x∗ ◦ f
es medible para cada x∗ ∈ X∗.
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La relación entre medibilidad fuerte y medibilidad escalar fue descubierta por Pettis [Pet38],
véase [DU77, Theorem 2, p. 42].

Teorema 1.7.6 (Teorema de medibilidad de Pettis).Sea f: Ω−→X una función. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente medible;
(ii) f es escalarmente medible y existe E∈ Σ conµ(Ω\E) = 0 tal que f(E) es separable.

Corolario 1.7.7. Supongamos que X es separable. Entonces una función f: Ω −→ X es fuerte-
mente medible si y sólo si f es escalarmente medible.

En general, las nociones de medibilidad fuerte y medibilidad escalar son diferentes. Quizás
el ejemplo más sencillo de una función escalarmente medible que no es fuertemente medible lo
proporciona la aplicaciónf : [0,1] −→ `2([0,1]) dada porf (t) = et , donde{et : t ∈ [0,1]} es la
base ortonormal usual de`2([0,1]).

Ambas clases de medibilidad pueden ser caracterizadas en términos deΣ-B-medibilidad, para
ciertasσ -álgebrasB en X. En lo que se refiere a medibilidad fuerte, lo siguiente puede encon-
trarse, por ejemplo, en [Coh93, Appendix E].

Teorema 1.7.8.Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es fuertemente medible;
(ii) f esΣ-Borel(X,‖ · ‖)-medible y existe E∈ Σ conµ(Ω\E) = 0 tal que f(E) es separable.

Un teorema de Marczewski y Sikorski [MS48], véase [Fre03, 438D], afirma que en un espacio
métrico con carácter de densidad de medida cero, toda medida de Borel no negativa y finita está
concentrada en un conjunto separable; dentro del contexto del Teorema 1.7.8, el anterior resultado,
aplicado a la medida imagenµ f−1 inducida por f en Borel(X,‖ · ‖), asegura que la medibilidad
fuerte def es equivalente a suΣ-Borel(X,‖ · ‖)-medibilidad si dens(X,‖ · ‖) es de medida cero
(e.g. dens(X,‖ · ‖) = ω1).

Edgar mostró en [Edg77] (alternativamente, véase [Tal84, 2-2-4]) que Baire(X,w) es exacta-
mente laσ -álgebra enX generada porX∗. Así, una función f: Ω−→ X es escalarmente medible
si y sólo si f esΣ-Baire(X,w)-medible. En tal caso, podemos considerar la medida imagenµ f−1

inducida porf en Baire(X,w).

Definición 1.7.9. Sean f,g : Ω −→ X dos funciones. Decimos que f y g son escalarmente equi-
valentes si para cada x∗ ∈ X∗ se tiene x∗ ◦ f = x∗ ◦g µ-a.e. Si, además, g es idénticamente nula,
decimos que f es escalarmente nula.

El siguiente resultado aparece comentado sin demostración en [Tal84, p. 37].

Lema 1.7.10.Sean f,g : Ω−→ X dos funciones escalarmente equivalentes. Entonces

µ( f−1(E)) = µ(g−1(E)) para todo E∈ Baire(X,w).
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Demostración.DefinimosA = {E ∈ Baire(X,w) : χE ◦ f = χE ◦g µ-a.e.}. Se afirma queA es
unaσ -álgebra en X. En efecto, nótese queX ∈A y que siE ∈A , entoncesX \E ∈A . Además,
dada una sucesión(En) enA , para cadam∈ N se tiene la igualdad

χ⋃m
n=1 En

◦ f = máx
1≤n≤m

χEn
◦ f = máx

1≤n≤m
χEn

◦g = χ⋃m
n=1 En

◦g µ-a.e.

Tomando límites obtenemos

χ⋃∞
n=1 En

◦ f = l ı́m
m

χ⋃m
n=1 En

◦ f = l ı́m
m

χ⋃m
n=1 En

◦g = χ⋃∞
n=1 En

◦g µ-a.e.

Por tanto,
⋃∞

n=1En ∈A . Esto demuestra queA es unaσ -álgebra enX.
Por otra parte, comof y g son escalarmente equivalentes, cadax∗ ∈ X∗ esA -medible. Pero

Baire(X,w) es laσ -álgebra enX generada porX∗, luego Baire(X,w) = A . Finalmente, dado
E ∈ Baire(X,w), tenemosχE ◦ f = χE ◦g µ-a.e. y, por tanto,µ( f−1(E)) = µ(g−1(E)).

Los siguientes resultados están tomados de [Edg77], véase [Tal84, 2-3-2 y 3-4-5].

Teorema 1.7.11 (Edgar).Sea f : Ω −→ X una función escalarmente medible. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f es escalarmente equivalente a una función fuertemente medible;
(ii) µ f−1 esτ-suave.

Corolario 1.7.12. Un espacio de Banach X es compacto en medida con su topología débil si y sólo
si, para cada espacio de medida finito y completo(Ω,Σ,µ), toda función escalarmente medible
f : Ω−→ X es escalarmente equivalente a una función fuertemente medible.

1.8. Las integrales de Bochner y Pettis

El objetivo de esta sección es repasar algunos aspectos bien conocidos sobre las integrales de
Bochner, Pettisy Dunford. El teorema de Orlicz-Pettis asegura que la integral indefinida de Pettis
es una medidacontablemente aditiva; demostramos que su variación esσ -finita a través de una
representación integral válida incluso para funciones integrables Dunford (Lema 1.8.10). También
mencionamos la equivalencia entre lacompacidad relativa en norma del rango de la integral
indefinida de Pettisy la aproximación por funciones simples (en lanorma de Pettis). Nuestras
referencias básicas sobre estos temas son los libros [DU77] y [Tal84]. Para información adicional
sobre la integral de Pettis remitimos a los artículos [Mus91] y [Mus02]. Durante esta secciónX es
un espacio de Banach y(Ω,Σ,µ) es un espacio de medida finito y completo.

Definición 1.8.1. Sea f : Ω −→ X una función simple, f= ∑n
i=1xiχAi

, donde A1, . . . ,An ∈ Σ y
x1, . . . ,xn ∈ X. Dado E∈ Σ, la integral de f sobre E es el elemento de X definido por∫

E
f dµ :=

n

∑
i=1

µ(Ai ∩E)xi .
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Definición 1.8.2. Una función f: Ω −→ X se dice integrable Bochner si es fuertemente medible
y existe una sucesión fn : Ω−→ X de funciones simples tal quel ı́mn

∫
Ω ‖ fn− f‖ dµ = 0.

En tal caso, para cadaE ∈ Σ existe ĺımn
∫

E fn dµ. Este límite es independiente de la sucesión
( fn) y será denotado (momentáneamente) mediante

(Bochner)
∫

E
f dµ (la integral de Bochner def sobreE).

La siguiente caracterización es bien conocida, véase [DU77, Theorem 2, p. 44].

Proposición 1.8.3.Sea f: Ω −→ X una función fuertemente medible. Entonces f es integrable
Bochner si y sólo si‖ f‖1 :=

∫
Ω ‖ f‖ dµ < +∞.

La prueba usual de la completitud deL1(µ) funciona también en el caso vectorial mostrando
que‖ · ‖1 es una seminorma completa en el espacio vectorialL 1(µ,X) de todas las funciones
integrables Bochner definidas enΩ con valores enX (véase [Din67, Theorem 3, p. 226]). El
correspondiente espacio de Banach de clases de equivalencia (obtenido identificando funciones
que coincidenµ-a.e.) será denotado porL1(µ,X).

Es bien conocido que el clásico teorema de Radon-Nikodýmno es válido en general para la
integral de Bochner. Se dice queX tiene lapropiedad de Radon-Nikodým respecto deµ (µ-RNP)
si, para cada medida contablemente aditivaν : Σ−→X, µ-continua y con variación acotada, existe
una función integrable Bochnerf : Ω −→ X tal queν(E) = (Bochner)

∫
E f dµ para todoE ∈ Σ.

Decimos queX tiene lapropiedad de Radon-Nikodým (RNP)si tiene laµ-RNP para cada medida
de probabilidad completaµ. Por ejemplo, todo espacio de Banach reflexivo tiene la RNP. Para un
estudio completo de la RNP remitimos al lector a [DU77] y [Bou83].

Definición 1.8.4. Una función f: Ω −→ X se dice integrable Dunford si x∗ ◦ f ∈ L 1(µ) para
cada x∗ ∈ X∗.

El siguiente lema es el punto de partida de la teoría de las integrales de Dunford y Pettis, véase
[DU77, Lemma 1, p. 52].

Lema 1.8.5. Sea f: Ω−→ X una función integrable Dunford. Entonces

(i) ‖ f‖P := sup{‖x∗ ◦ f‖1 : x∗ ∈ BX∗}< +∞;
(ii) existe una medida finitamente aditivaν f : Σ−→ X∗∗ con rango acotado tal que

〈ν f (E),x∗〉=
∫

E
x∗ ◦ f dµ para cada E∈ Σ y cada x∗ ∈ X∗.

Decimos queν f es la integral indefinida de Dunford de f .

Es claro que‖ ·‖P es una seminorma (habitualmente llamadaseminorma de Pettis) en el espa-
cio vectorialD(µ,X) de todas las funciones integrables Dunford deΩ enX.
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Definición 1.8.6. Una función f: Ω−→ X es integrable Pettis si

f es integrable Dunford;
ν f (E) ∈ X para todo E∈ Σ.

A veces escribiremos(Pettis)
∫

E f dµ para denotar el vectorν f (E).

En tal caso, el teorema de Orlicz-Pettis 1.5.7 se puede aplicar para deducir fácilmente que
la medida vectorialν f es contablemente aditiva, como ya observó Pettis [Pet38], véase [DU77,
Theorem 5, p. 53]:

Teorema 1.8.7 (Pettis).Sea f: Ω−→X una función integrable Pettis. Entoncesν f es una medida
contablemente aditiva yµ-continua. Decimos queν f es la integral indefinida de Pettis de f .

Cualquier función integrable Bochnerf : Ω−→ X es integrable Pettis, con

(Bochner)
∫

E
f dµ = ν f (E) para cadaE ∈ Σ.

Ambas nociones de integrabilidad coinciden cuandoX es finito-dimensional y son distintas cuando
X tiene dimensión infinita, gracias al teorema de Dvoretzky-Rogers. Para ver esto último necesita-
mos recordar que, dada una sucesión(xn) enX, la serie∑nxn es incondicionalmente convergente
si y sólo si la serie∑nanxn es incondicionalmente convergente para cada(an) ∈ `∞, véase [Die84,
Exercise 4, p. 29].

Corolario 1.8.8. Supongamos que X es infinito-dimensional, queµ(Ω) > 0 y queµ no tiene
átomos. Entonces existe una función integrable Pettis f: Ω−→ X que no es integrable Bochner.

Demostración.Por el teorema de Dvoretzky-Rogers 1.5.9, existe una sucesión(xn) enX tal que
la serie∑nxn es incondicionalmente convergente pero no absolutamente convergente. Comoµ no
tiene átomos yµ(Ω) > 0, podemos encontrar una sucesión disjunta(En) enΣ conµ(En) > 0 para
cadan∈ N. No es difícil comprobar que la función

f =
∞

∑
n=1

1
µ(En)

xnχEn

satisface las propiedades requeridas (téngase en cuenta que la serie∑n(µ(E∩En)/µ(En))xn es
incondicionalmente convergente para cadaE ∈ Σ).

Es conocido que cualquier integral indefinida de Dunford tiene variaciónσ -finita. Deducire-
mos este resultado (debido a Rybakov en el caso de funciones integrables Pettis) de la repre-
sentación integral dada en el Lema 1.8.10 de abajo, que es un caso particular de [Mus79, Proposi-
tion 1] y depende del siguiente resultado estándar (véase, por ejemplo, [Mus91, Proposition 3.1]).

Lema 1.8.9. SeaH ⊂ RΩ una familia puntualmente acotada de funciones medibles. Entonces
existe una función medible g: Ω−→ [0,+∞) tal que

(i) para cada h∈H se tiene|h| ≤ g µ-a.e.;
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(ii) g(t)≤ sup{|h(t)| : h∈H } µ-a.e.;
(iii) si g′ : Ω −→ [0,+∞) es medible y cumple (i) y (ii) (cambiando g por g′), entonces g≤ g′

µ-a.e.

Lema 1.8.10 (Musial). Sean f: Ω −→ X una función integrable Dunford yϕ : Ω −→ [0,+∞)
una función medible tales que

(i) para cada x∗ ∈ BX∗ se tiene|x∗ ◦ f | ≤ ϕ µ-a.e.;
(ii) ϕ ≤ ‖ f‖ µ-a.e.;

(iii) si ϕ ′ : Ω−→ [0,+∞) es medible y cumple (i) y (ii) (cambiandoϕ por ϕ ′), entoncesϕ ≤ ϕ ′

µ-a.e.

Entonces
|ν f |(E) =

∫
E

ϕ dµ para cada E∈ Σ.

Demostración.DadosE1, . . . ,En ∈ Σ disjuntos dos a dos, tenemos

n

∑
i=1

‖ν f (Ei)‖=
n

∑
i=1

sup
x∗∈BX∗

|〈ν f (Ei),x
∗〉| ≤

n

∑
i=1

sup
x∗∈BX∗

∫
Ei

|x∗ ◦ f | dµ ≤
∫

⋃n
i=1 Ei

ϕ dµ.

Por tanto|ν f |(E) ≤
∫

E ϕ dµ para cadaE ∈ Σ. Veamos ahora la desigualdad contraria. Fijamos
n∈ N y definimos

An := {t ∈Ω : n−1≤ ϕ(t) < n} ∈ Σ.

Entoncesϕ|An
∈ L 1(µAn

). Como |ν f |(E) ≤
∫

E ϕ dµ para cadaE ∈ ΣAn
y |ν f | es finitamente

aditiva, resulta que la restricción|ν f ||ΣAn
es una medida no negativa y finita. Dado que, además,

|ν f |(E) = 0 si µ(E) = 0, el clásico teorema de Radon-Nikodým, véase e.g. [Fre01, 232F], asegura

la existencia dehn ∈L 1(µAn
) tal que|ν f |(E) =

∫
E hn dµ para cadaE ∈ ΣAn

. Se sigue inmediata-
mente quehn ≤ ϕ|An

≤ ‖ f‖|An
µAn

-a.e. Por otra parte, dadox∗ ∈ BX∗ , se tiene∣∣∣∫
E

x∗ ◦ f dµ

∣∣∣ = |〈ν f (E),x∗〉| ≤ ‖ν f (E)‖ ≤ |ν f |(E) =
∫

E
hn dµ

para cadaE ∈ ΣAn
. Por tanto,

∫
E |x∗ ◦ f | dµ ≤

∫
E hn dµ para cadaE ∈ ΣA y así |x∗ ◦ f ||An

≤ hn

µAn
-a.e.
Definimosh : Ω−→R medianteh(t) := hn(t) si t ∈An y n∈N. Claramente, la función medible

h cumple(i) y (ii) (cambiandoϕ porh), y así(iii) asegura queϕ ≤ h µ-a.e. Como se tienehn≤ϕ|An

µAn
-a.e. para cadan∈N, concluimos queϕ = h µ-a.e. Finalmente, obsérvese que para cadaE ∈ Σ

tenemos∫
E

ϕ dµ = l ı́m
m

m

∑
n=1

∫
E∩An

ϕ dµ = l ı́m
m

m

∑
n=1

∫
E∩An

hn dµ

= l ı́m
m

m

∑
n=1

|ν f |(E∩An) = l ı́m
m
|ν f |

(
E∩

( m⋃
n=1

An

))
≤ |ν f |(E).

Esto completa la demostración.



••58 Preliminares

Corolario 1.8.11. Sea f: Ω −→ X una función integrable Dunford. Entoncesν f tiene variación
σ -finita.

Corolario 1.8.12. Sea f: Ω −→ X una función fuertemente medible e integrable Dunford. En-
tonces

|ν f |(E) =
∫

E
‖ f‖ dµ para cada E∈ Σ.

En particular, f es integrable Bochner si y sólo siν f tiene variación acotada.

Demostración.Obviamente,‖ f‖ es una función medible que cumple las condiciones(i) y (ii)
del enunciado del Lema 1.8.10. Por otra parte, por el teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6,
existeE ∈ Σ con µ(Ω \E) = 0 tal que f (E) es separable, luegoY := span( f (E)) es separable
y, en particular,BY∗ es w∗-separable. Por el teorema de Hahn-Banach, podemos encontrar un
conjunto contable{x∗n : n ∈ N} ⊂ BX∗ tal que‖ f (t)‖ = supn∈N |(x∗n ◦ f )(t)| para cadat ∈ E. Se
sigue de esta igualdad que‖ f‖ verifica la condición(iii) del Lema 1.8.10 y podemos concluir que
|ν f |(E) =

∫
E ‖ f‖ dµ para cadaE ∈ Σ. La Proposición 1.8.3 completa la prueba.

Ya hemos mencionado que la integral indefinida de una función integrable Pettis es una medi-
da contablemente aditiva. Por tanto, el teorema de Bartle-Dunford-Schwartz 1.6.6 garantiza que el
rango de dicha medida siempre es débilmente relativamente compacto. En lo que se refiere a com-
pacidad relativaen norma, la siguiente equivalencia es bien conocida, véase [DU77, Theorem 5,
p. 224] o [Mus91, Theorem 9.1 y Remark 9.1].

Teorema 1.8.13.Sea f: Ω −→ X una función integrable Pettis. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) ν f (Σ) es relativamente compacto en norma;
(ii) existe una sucesión fn : Ω−→ X de funciones simples tal quel ı́mn‖ fn− f‖P = 0.

Resolviendo una vieja cuestión planteada por Pettis [Pet38], Fremlin y Talagrand mostraron
en [FT79] que, en general, el rango de la integral indefinida de Pettis no es relativamente com-
pacto en norma. Stegall (véase [FT79]) usó el profundoteorema de la subsucesión de Fremlin
para deducir que tal compacidad relativa en norma siempre se tiene cuandoµ esperfecta. Otro
resultado “afirmativo” en esta dirección fue obtenido por Talagrand para espacios de BanachX sin
subespacios isomorfos a`1(ω1) (o incluso`1(c) bajo el Axioma de Martin), véase [Tal84, 4-1-6].
Para más información sobre este tema, remitimos al lector a [Tal84, Chapter 4] y las referencias
que allí se proporcionan.

Las funciones integrables Pettis para las que el rango de la integral indefinida esseparable
pueden caracterizarse de la siguiente manera, véase [Tal84, 5-3-2] o [Mus91, Theorem 10.2].

Teorema 1.8.14 (Musial, Talagrand).Sea f: Ω −→ X una función. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) f es integrable Pettis yν f (Σ) es separable;
(ii) existe una sucesión fn : Ω−→ X de funciones simples tal que
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para cada x∗ ∈ X∗ se tienel ı́mnx∗ ◦ fn = x∗ ◦ f µ-a.e.;
la familia {x∗ ◦ fn : x∗ ∈ BX∗ , n ∈ N} es un subconjunto uniformemente integrable
deL 1(µ).

Finalizamos la sección introduciendo la llamada integral de Gel’fand (o débil*-integral) para
funciones con valores en espacios de Banach duales, y que realmente es una generalización de la
integral de Dunford (cuando las funciones con valores enX se consideran con valores enX∗∗).

Definición 1.8.15.Una función f: Ω−→X∗ se llama integrable Gel’fand si〈 f ,x〉 ∈L 1(µ) para
cada x∈ X.

Como se menciona en [DU77, p. 53], el mismo argumento “de gráfica cerrada” usado para
probar el Lema 1.8.5 nos permite concluir el siguiente

Lema 1.8.16.Sea f: Ω−→ X∗ una función integrable Gel’fand. Entonces

(i) sup{‖〈 f ,x〉‖1 : x∈ BX}< +∞;
(ii) existe una medida finitamente aditivaγ f : Σ−→ X∗ con rango acotado tal que

〈γ f (E),x〉=
∫

E
〈 f ,x〉 dµ para cada E∈ Σ y cada x∈ X.

Decimos queγ f es la integral indefinida de Gel’fand de f .

1.9. Familias estables de funciones medibles

En esta sección recordamos brevemente la noción de familiaestablede funciones medibles
(en el sentido de Talagrand) y algunas de sus aplicaciones a laintegral de Pettisy a cuestiones
de medibilidad conjunta. Remitimos al lector a [Tal84] y [Fre03, Chapter 46] para información
detallada sobre este tema. A lo largo de la sección,X es un espacio de Banach y(Ω,Σ,µ) es un
espacio de medida finito y completo.

Definición 1.9.1. Una familiaH ⊂ RΩ se dice estable si, para cada A∈ Σ conµ(A) > 0 y cada
par de números realesα < β , existen k, l ∈ N tales que

µ
∗
k+l (Dk,l (H ,A,α,β )) < µ(A)k+l ,

dondeµk+l denota el producto de k+ l copias deµ y

Dk,l (H ,A,α,β ) :=
⋃

h∈H

{(ti)
k+l
i=1 ∈ Ak+l : h(ti) < α para cada1≤ i ≤ k,

h(ti) > β para cada k+1≤ i ≤ k+ l}.

En este caso,H está formada por funciones medibles y su clausuraH
Tp también es estable,

véase [Tal84, Chapter 9] o [Fre03, 465C, 465D].
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Estabilidad e integrabilidad Pettis están relacionadas como se explica a continuación. Dada
una funciónf : Ω−→ X, escribimos

Zf := {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗} ⊂ RΩ.

La familiaZf esTp-compacta, al ser una imagen continua de(BX∗ ,w∗). En [Edg79] se mostró por
primera vez que la integrabilidad Pettis de una función integrable Dunfordf es equivalente a la
continuidad de la integral en(Zf ,Tp), véase [Tal84, 4-2-3, 4-1-5]:

Proposición 1.9.2 (Edgar).Sea f : Ω −→ X una función integrable Dunford. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Pettis;
(ii) la aplicación canónica I: Zf −→ L1(µ) (que envía cada función a su clase de equivalencia

en L1(µ)) esTp-débil-continua.
(iii) la aplicación canónica J: BX∗ −→ L1(µ) (que envía cada x∗ ∈ BX∗ a la clase de equivalen-

cia de x∗ ◦ f en L1(µ)) es w∗-débil-continua.

En tal caso,ν f (Σ) es relativamente compacto en norma si y sólo si I (resp. J) esTp-‖·‖1-continua
(resp. w∗-‖ · ‖1-continua).

Como consecuencia del Teorema 1.2.2 y la Proposición 1.9.2, se deduce el siguiente resultado
(véase e.g. [Tal84, Theorem 4-2-2]).

Corolario 1.9.3. Sea f: Ω −→ X una función integrable Pettis. Entonces Zf es uniformemente
integrable.

Por otra parte, un conocido resultado de Talagrand (véase [Tal84, 9-5-2] o [Fre03, 465G])
asegura que,para una familia estable y uniformemente integrableH ⊂ L 1(µ), la aplicación
canónica I: H −→ L1(µ) es Tp-‖ · ‖1-continua. En términos de la integral de Pettis, esto se
traduce de la siguiente manera:

Teorema 1.9.4 (Talagrand).Sea f: Ω−→ X una función tal que Zf es estable y uniformemente
integrable. Entonces f es integrable Pettis yν f (Σ) es relativamente compacto en norma.

La noción de estabilidad juega también un papel relevante en el estudio de la medibilidad
conjunta de funciones de la formah : Ω×K −→ R, dondeK es un compacto con una medida de
Radon yh es medible en la primera variable y continua en la segunda. A continuación presentamos
un par de resultados en esta línea, debidos a Talagrand (véase [Tal84, Section 10-2]), que nos serán
de utilidad en el Capítulo 5.

Teorema 1.9.5 (Talagrand).Sean K un espacio topológico compacto Hausdorff y h: Ω×K−→R
una función tal que

para cada s∈ K, la función t 7→ h(t,s) es medible;
para cada t∈Ω, la función s7→ h(t,s) es continua.
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Supongamos que la familia
{h(·,s) : s∈ K} ⊂ RΩ

es estable. Entonces h es(µ×ν)-medible para todaν ∈M+(K).

La afirmación “[0,1] no es la unión de menos dec subconjuntos cerrados de medida nula” se
conoce comoAxioma L, véase [Tal84, 1-6-3], y es consecuencia del Axioma de Martin, como se
indica en los comentarios que siguen a la Definición 1.10.7.Bajo el Axioma L, cuandoµ es per-
fecta, cualquier familiaTp-compacta yTp-separable de funciones mediblesH ⊂ RΩ es estable,
véase [Tal84, Section 9-3]. Cabe destacar que en [SF93] se construye un modelo de ZFC para el
que existen familias de funciones medibles Lebesgue, puntualmente compactas y separables, que
no son estables.

Teorema 1.9.6 (Talagrand). (Axioma L) Sean K un espacio topológico compacto Hausdorff,
ν ∈M+(K) consupp(ν) = K y h : Ω×K −→ R una función tal que

para cada s∈ K, la función t 7→ h(t,s) es medible;
para cada t∈Ω, la función s7→ h(t,s) es continua.

Supongamos queµ es perfecta y que la función deΩ en L1(ν) inducida por h, que envía cada
t ∈ Ω a la clase de equivalencia de h(t, ·) en L1(ν), es fuertemente medible. Entonces la familia
{h(·,s) : s∈ K} es estable y, en consecuencia, h es(µ×ν)-medible.

1.10. Liftings

En esta sección introducimos una herramienta muy útil en teoría de la medida que utilizaremos
en el Capítulo 2: ellifting de un espacio de medida. Presentamos el teorema de von Neumann-
Maharam sobre laexistencia de liftingsen espacios de probabilidadcompletosy algunas conse-
cuencias de las interesantes propiedades de medibilidad que tienen los conjuntos transformados
mediante un lifting (por ejemplo, la posibilidad de definir una topología asociada conveniente). En
[ES92, Section 6.4] se puede encontrar una introducción básica a este tema. Para un tratamiento
más detallado remitimos al lector a [ITIT69] y [Fre02]. De aquí en adelante(Ω,Σ,µ) es un espacio
de medida finito y completo.

Definición 1.10.1.Un lifting enΣ es una aplicaciónτ : Σ−→ Σ tal que:

(i) µ(A4τ(A)) = 0 para cada A∈ Σ;
(ii) si A,B∈ Σ cumplenµ(A4B) = 0, entoncesτ(A) = τ(B);

(iii) τ(A∩B) = τ(A)∩ τ(B) para cada A,B∈ Σ;
(iv) τ(Ω\A) = Ω\ τ(A) para cada A∈ Σ.

Definición 1.10.2.Un lifting enL ∞(µ) es una aplicaciónρ : L ∞(µ)−→L ∞(µ) tal que:

(i) ρ( f ) = f µ-a.e. para cada f∈L ∞(µ);
(ii) si f,g∈L ∞(µ) coincidenµ-a.e., entoncesρ( f ) = ρ(g);

(iii) ρ es lineal yρ( f ·g) = ρ( f ) ·ρ(g) para cada f,g∈L ∞(µ);
(iv) ρ(1) = 1.



••62 Preliminares

Ambas nociones están conectadas como sigue. Dado un liftingτ enΣ, siempre existe un único
lifting ρτ enL ∞(µ) tal queρτ(χA) = χ

τ(A) para cadaA∈ Σ. Recíprocamente, cualquier liftingρ
enL ∞(µ) induce un único liftingτρ enΣ definido porτρ(A) = ρ(χA), véase [ITIT69, Chapter III,
Section 1] o [ES92, 6.4.3].

Un hecho crucial, atribuido a von Neumann (que publicó el caso particular de[0,1] con la
medida de Lebesgue) y probado por Maharam en [Mah58], es que siempre existe un lifting cuan-
do µ escompleta, véase [ITIT69, Theorem 3, p. 46] o [Fre02, 341K]. Es un problema abierto
determinar si ocurre lo mismo sin la hipótesis de completitud.

Teorema 1.10.3 (von Neumann, Maharam).Siempre existe un liftingτ enΣ.

Muchas de las aplicaciones de los liftings descansan en las propiedades de medibilidad es-
peciales que tienen las uniones arbitrarias de imágenes de conjuntos medibles. En esta línea, el
siguiente resultado es bien conocido, véase [ES92, 6.4.10].

Lema 1.10.4.Seanτ un lifting enΣ y F ⊂ Σ una familia tal que F⊂ τ(F) para cada F∈F .
Entonces∪F ∈ Σ y∪F ⊂ τ(∪F ).

Demostración.Definimosα := sup{µ(∪F0) : F0 ⊂F es contable}. Es fácil ver que existe una
familia contableF0 ⊂ F tal queµ(∪F0) = α. ConsideramosE := ∪F0 ∈ Σ. Se afirma que
τ(F)⊂ τ(E) para cada F∈F . En efecto, dadoF ∈F , se tieneµ(E∪F) = µ(E) (por la defini-
ción deα), luegoµ(F \E) = 0 y asíτ(F)\ τ(E) = τ(F \E) = /0, como se quería demostrar. Así,
E ⊂ ∪F ⊂ ∪{τ(F) : F ∈F} ⊂ τ(E). Comoµ(τ(E)\E) = 0 y (Ω,Σ,µ) es completo,∪F ∈ Σ.
Mas todavía, el hecho de queτ preserva inclusiones permite concluir que∪F ⊂ τ(E)⊂ τ(∪F ),
lo que completa la prueba.

El lema anterior nos permite introducir una topología asociada a los liftings que será de utilidad
en el Capítulo 2. Los dos siguientes resultados pueden encontrarse en [ITIT69, Proposition 1,
p. 54].

Lema 1.10.5.Seaτ un lifting enΣ. Entonces la familia

Cτ = {τ(A)\N : A,N ∈ Σ, µ(N) = 0}

es una topología enΩ contenida enΣ.

Demostración.Para probar queCτ es una topología enΩ, el único paso no trivial es compro-
bar queCτ es cerrada al tomar uniones arbitrarias. Consideramos una familia(Ci)i∈I en Cτ y
escribimosCi = τ(Ai) \Ni , dondeAi ,Ni ∈ Σ y µ(Ni) = 0. Obsérvese que para cadai ∈ I se tiene
τ(Ci) = τ(τ(Ai)) \ τ(Ni) = τ(Ai), por tantoCi ⊂ τ(Ci) y el Lema 1.10.4 puede ser aplicado para
deducir queC :=

⋃
i∈I Ci ∈ Σ y C ⊂ τ(C). Ahora podemos escribirC = τ(C) \ (τ(C) \C), con

C∈ Σ y µ(τ(C)\C) = 0, luegoC∈Cτ . Esto prueba queCτ es una topología enΩ, como se quería
demostrar.

Lema 1.10.6.Seanτ un lifting enΣ y f ∈L ∞(µ). Entonces la funciónρτ( f ) esCτ -continua.
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Demostración.Comenzamos probando la siguiente afirmación.
Afirmación: si h∈L ∞(µ) verifica h≥ 0 µ-a.e., entoncesρτ(h)(t) ≥ 0 para cada t∈ Ω. En

efecto, tomemosg∈L ∞(µ) tal queg2 = h µ-a.e. Entoncesρτ(h) = (ρτ(g))2 y asíρτ(h)(t) ≥ 0
para cadat ∈Ω.

Supongamos quef es de la formaf = χA para algúnA∈ Σ. Entonces la funciónρτ( f ) = χ
τ(A)

esCτ -continua, ya queτ(A) y Ω\τ(A) = τ(Ω\A) pertenecen aCτ . De la linealidad deρτ se sigue
queρτ( f ) esCτ -continua para cada función simplef . Finalmente, para unaf ∈L ∞(µ) arbitraria,
podemos encontrar una sucesiónfn de funciones simples que converge uniformemente af µ-a.e.
Dadoε > 0, existem∈ N tal que−ε ≤ fn− f ≤ ε µ-a.e. para cadan≥ m. La afirmación inicial
asegura que

−ε ≤ ρτ( fn)(t)−ρτ( f )(t)≤ ε

para cadat ∈ Ω y n≥ m. Así, (ρτ( fn)) converge uniformemente haciaρτ( f ) y, por tanto, esta
función esCτ -continua. Esto completa la prueba.

Finalizamos la sección probando la medibilidad de uniones de familias “pequeñas” de conjun-
tos medibles. Antes necesitamos introducir la siguiente

Definición 1.10.7.Se define

κ(µ) = mı́n{#(E ) : E ⊂ Σ, µ(E) = 0 para cada E∈ E , µ
∗(∪E ) > 0}

si existen tales familiasE (por ejemplo, esto ocurre siµ no tiene átomos).

Obviamente, cuandoκ(µ) está definido siempre se tieneκ(µ)≥ ω1. Es bien conocido que el
Axioma de Martin implicaκ(λ ) = c (Martin-Solovay, véase [Sho75]). La afirmación “κ(λ ) = c”
se conoce habitualmente comoAxioma M, véase [Tal84, 1-6-1]. En los casos en queκ(µ) no está
definido, todos los resultados de esta memoria que involucran aκ(µ) son ciertos sin restricción en
las cardinalidades o caracteres de densidad que aparecen en los enunciados, como quedará claro
en las correspondientes demostraciones.

Lema 1.10.8.SeaE ⊂ Σ tal que#(E ) < κ(µ). Entonces∪E ∈ Σ.

Demostración.Fijamos un liftingτ en Σ y definimosẼ := E ∩ τ(E) para cadaE ∈ E . Como
τ(Ẽ)⊃ Ẽ para cadaE ∈ E , el Lema 1.10.4 nos dice queF :=

⋃
{Ẽ : E ∈ E } ∈ Σ. Obsérvese que

∪E ⊃ F y
∪E \F ⊂

⋃
E∈E

(E \ Ẽ).

Comoµ(E \ Ẽ) = 0 para cadaE ∈ E y #(E ) < κ(µ), obtenemos

µ
∗
( ⋃

E∈E

(E \ Ẽ)
)

= 0,

por tanto∪E \F ∈ Σ y, en consecuencia,∪E ∈ Σ, como se quería demostrar.
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Corolario 1.10.9. SeaH ⊂RΩ una familia puntualmente acotada de funciones medibles tal que
#(H ) < κ(µ). Entonces la función g∈ RΩ definida por g(t) := sup{|h(t)| : h∈H } es medible.

Demostración.Obsérvese que, para cadaa∈ R, el conjunto

{t ∈Ω : g(t) > a}=
⋃

h∈H

{t ∈Ω : |h(t)|> a}

pertenece aΣ, por el Lema 1.10.8.
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La integral de Birkhoff de

funciones vectoriales

El punto de partida de nuestra investigación se remonta al artículo de Garrett Birkhoff [Bir35],
en el que se estudia la integración de funciones definidas en un espacio de medida con valores
en un espacio de Banach. La idea de Birkhoff fue extender, al contexto de la integración vecto-
rial, “la elegante interpretación de Fréchet de la integral de Lebesgue”, que vamos a describir a
continuación.A lo largo de este capítulo X es un espacio de Banach y(Ω,Σ,µ) es un espacio de
medida finito y completo.

Fréchet considera en [Fre15] funcionesf : Ω −→ R y, para cada partición contableΓ = (An)
deΩ en conjuntos medibles, define las integrales “superior” e “inferior” mediante las expresiones

J∗( f ,Γ) = ∑
n

supf (An) µ(An) y J∗( f ,Γ) = ∑
n

inf f (An) µ(An),

respectivamente, cuando ambas series están bien definidas (esto es,f (An) es acotado siµ(An) > 0)
y son absolutamente convergentes. En tal caso, siguiendo la terminología de Fréchet, se dice que
f essumablerespecto deΓ. Si Γ y Γ′ son dos particiones contables deΩ en conjuntos medibles
para las quef es sumable, siempre se tiene la desigualdadJ∗( f ,Γ) ≤ J∗( f ,Γ′); si ademásΓ′ es
más fina queΓ, entonces[J∗( f ,Γ′),J∗( f ,Γ′)]⊂ [J∗( f ,Γ),J∗( f ,Γ)]. Por tanto, la intersección⋂

{[J∗( f ,Γ),J∗( f ,Γ)] : f es sumable respecto deΓ}

no es vacía. Fréchet probó que dicha intersección consiste en un único puntox∈ R si y sólo si f
es integrable Lebesgue y, en tal caso,x =

∫
Ω f dµ. En palabras del propio Fréchet [Fre15, p. 249]:

Esta manera de presentar la teoría de integración debida a M. Lebesgue tiene la
ventaja, respecto de la manera en que la presentó el propio M. Lebesgue, de que es
mucho más cercana a los puntos de vista de Riemann-Darboux con los que muchos
estudiantes están familiarizados.

Partiendo de la caracterización de Fréchet, Birkhoff introdujo una nueva noción de integral
para funcionesf : Ω−→ X que, a diferencia de las de Bochner y Pettis, apenas ha sido estudiada
hasta ahora (una reciente excepción de relevancia es [Freb]). En este capítulo analizamos con
detalle la integral de Birkhoff de funciones con valores en espacios de Banach. La mayoría de
resultados originales que incluimos están tomados de nuestro trabajo conjunto con B. Cascales
[CR05] y nuestros artículos [Rod05a, Roda, Rod05b].
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2.1. Introducción a la integral de Birkhoff

En esta sección presentamos la integral de Birkhoff y mostramos que coincide con lainte-
gral incondicional de Riemann-Lebesguerecientemente estudiada en [KT00, KSS+02] (Aparta-
do 2.1.1). En el Apartado 2.1.2 repasamos la relación de la integral de Birkhoff con las integrales
de Bochner y Pettis. Resulta que la noción de integrabilidad Birkhoff es intermedia entre las de
Bochner y Pettis, coincidiendo con esta última para funciones fuertemente medibles. Finalmente,
caracterizamos la integrabilidad Birkhoff mediante un único proceso de límite que sólo involucra
sumas finitas, en la línea de lasintegrales de calibreabstractas discutidas en [Fre03, Chapter 48]
(Apartado 2.1.3).

2.1.1. Definición y propiedades elementales

Como se ha mencionado, los puntos de vista de Fréchet sobre la integral de Lebesgue inspi-
raron a Birkhoff para dar la siguiente definición:

Definición 2.1.1 ([Bir35]). Sea f: Ω −→ X una función. SiΓ = (An) es una partición contable
de Ω en Σ, la función f se dice sumable respecto deΓ si la restricción f|An

es acotada cuando
µ(An) > 0 y el conjunto de sumas

J( f ,Γ) =
{

∑
n

µ(An) f (tn) : tn ∈ An

}
(2.1)

está formado por series incondicionalmente convergentes. La función f se dice integrable Birkhoff
si para cadaε > 0 existe una partición contableΓ de Ω en Σ para la que f es sumable y
diam(J( f ,Γ))≤ ε.

Para introducir la “integral” de una función integrable Birkhoff necesitamos el Lema 2.1.2 de
abajo, que es un caso especial de [Bir35, Theorem 9].

Dada una funciónf : Ω −→ X, una familia contableΓ = (An) formada por elementos deΣ
disjuntos dos a dos y unaelección T= (tn) enΓ (i.e. tn ∈ An para cadan), el símbolo

S( f ,Γ,T) = ∑
n

µ(An) f (tn)

denota una serie formal enX. Como es habitual, decimos que otra familia contableΓ′, formada por
elementos deΣ disjuntos dos a dos, esmás finaqueΓ cuando cada elemento deΓ′ está contenido
en algún elemento deΓ.

Lema 2.1.2.Sean f: Ω−→ X una función yΓ una partición contable deΩ enΣ para la que f es
sumable. SiΓ′ es cualquier partición contable deΩ enΣ más fina queΓ, entonces f es sumable
respecto deΓ′ y

co(J( f ,Γ′))⊂ co(J( f ,Γ)). (2.2)
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Demostración.EscribimosΓ = (An) y Γ′ = (An,k), donde
⋃

k An,k = An para cadan, y considera-
mos los subconjuntos deX dados porBn := µ(An) f (An) y Bn,k := µ(An,k) f (An,k).

Afirmamos que∑n,k Bn,k es incondicionalmente convergente.Fijamosε > 0. Como∑nBn es
incondicionalmente convergente, existeN ∈ N tal que∥∥∥∑

n∈S

Bn

∥∥∥≤ ε

2
(2.3)

para cada conjunto finitoS⊂ N\{1, . . . ,N} (véase la Observación 1.5.5). Fijamos

M > máx{‖ f (Ai)‖ : 1≤ i ≤ N, µ(Ai) > 0}

y tomamos unK ∈ N suficientemente grande cumpliendo

N

∑
n=1

∑
k>K

µ(An,k)≤
ε

2M
. (2.4)

Vamos a probar que ∥∥∥ ∑
(n,k)∈S

Bn,k

∥∥∥≤ ε

para cada conjunto finitoS⊂ (N×N)\ ({1, . . . ,N}×{1, . . . ,K}). En efecto, para un talS, escribi-
mos

S′ := {(n,k) ∈ S: 1≤ n≤ N} y S′′ = {(n,k) ∈ S: n > N}.

Por un lado, la desigualdad (2.4) permite obtener‖∑(n,k)∈S′ Bn,k‖ ≤ ε/2. Por otra parte, si defini-
mos

N′ = máx{n > N : existek con(n,k) ∈ S},

algunos cálculos y la desigualdad (2.3) nos dan (con el convenio 0/0 = 0)∥∥∥ ∑
(n,k)∈S′′

Bn,k

∥∥∥≤ ∥∥∥ ∑
(n,k)∈S′′

µ(An,k)

µ(An)
Bn

∥∥∥
≤

∥∥∥ ∑
N<n≤N′

co(Bn∪{0})
∥∥∥ =

∥∥∥co
(

∑
N<n≤N′

(
Bn∪{0}

))∥∥∥
=

∥∥∥ ∑
N<n≤N′

(
Bn∪{0}

)∥∥∥ = sup
F⊂{N+1,...,N′}

∥∥∥ ∑
k∈F

Bk

∥∥∥≤ ε

2
.

Por tanto,‖∑(n,k)∈SBn,k‖ ≤ ε. Esto prueba la afirmación y, así,f es sumable respecto deΓ′.
Para finalizar la prueba mostraremos queJ( f ,Γ′) ⊂ co(J( f ,Γ)). Supongamos, por reduc-

ción al absurdo, queJ( f ,Γ′) 6⊂ co(J( f ,Γ)), esto es, que existe alguna elecciónT ′ en Γ′ tal que
S( f ,Γ′,T ′) 6∈ co(J( f ,Γ)). El teorema de separación de Hahn-Banach garantiza la existencia de
x∗ ∈ X∗ tal que

x∗(S( f ,Γ′,T ′)) > sup{x∗(y) : y∈ J( f ,Γ)}. (2.5)
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Pero, al mismo tiempo, también se tiene

x∗(S( f ,Γ′,T ′))≤∑
n,k

µ(An,k)sup(x∗ ◦ f )(An) = ∑
n

µ(An)sup(x∗ ◦ f )(An)

= sup{x∗(S( f ,Γ,T)) : T elección enΓ}= sup{〈x∗,y〉 : y∈ J( f ,Γ)},

lo que contradice la desigualdad (2.5). Esto demuestra la inclusión (2.2) y la prueba ha terminado.

Ahora ya podemos dar la definición de “integral” de una función integrable Birkhoff.

Corolario 2.1.3 ([Bir35]). Sea f: Ω−→ X una función integrable Birkhoff. Entonces la intersec-
ción ⋂

{co(J( f ,Γ)) : f es sumable respecto deΓ}

contiene un único punto, denotado por(B)
∫

Ω f dµ y llamado la integral de Birkhoff de f .

Demostración.Por el Lema 2.1.2, el conjunto de todas las particiones contables deΩ enΣ para
las quef es sumable, denotado porD, es un conjunto dirigido cuando ordenamos las particiones
por refinamiento y, además,{co(J( f ,Γ))}Γ∈D es una red decreciente de conjuntos cerrados. El
resultado se sigue de la completitud deX y el hecho de que lı́mΓ∈D diam(co(J( f ,Γ))) = 0.

La siguiente proposición muestra, en particular, que la noción deintegrabilidad incondicional
Riemann-Lebesgue, estudiada recientemente en [KT00, KSS+02], coincide con la de Birkhoff.
Antes necesitamos introducir algo de terminología. Dada una funciónf : Ω−→ X, denotamos por
S f el conjunto de todos los pares(Γ,T), dondeΓ es una partición contable deΩ en Σ para la
que f es sumable yT es una elección enΓ. Obsérvese que el Lema 2.1.2 implica queS f es un
conjunto dirigido cuando se considera la relación

(Γ,T)� (Γ′,T ′) ⇔ Γ′ es más fina queΓ.

Resulta que la convergencia de la red{S( f ,Γ,T)}(Γ,T)∈S f
equivale a la integrabilidad Birkhoff

de f :

Proposición 2.1.4 ([CR05]).Sea f: Ω −→ X una función. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) existe x∈ X con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe una partición contableΓ

deΩ enΣ tal que

‖S( f ,Γ,T)−x‖ ≤ ε

para cada elección T enΓ, siendo la serie S( f ,Γ,T) incondicionalmente convergente;
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(iii) f es incondicionalmente integrable Riemann-Lebesgue, i.e. existe y∈ X con la siguiente
propiedad: para cadaε > 0 existe una partición contableΓ deΩ enΣ tal que, para cada
partición contableΓ′ deΩ enΣ más fina queΓ y cada elección T′ enΓ′, la serie S( f ,Γ′,T ′)
es incondicionalmente convergente y

‖S( f ,Γ′,T ′)−y‖ ≤ ε.

En este caso, x= y = (B)
∫

Ω f dµ.

Demostración.La implicación(iii)⇒(ii) es obvia. Para la prueba de(ii)⇒(i) fijamosε > 0 y una
partición contableΓ deΩ enΣ cumpliendo la condición que aparece en(ii) . Entonces, para cada
dos eleccionesT y T ′ enΓ, las seriesS( f ,Γ,T) y S( f ,Γ,T ′) son incondicionalmente convergentes
y

‖S( f ,Γ,T)−S( f ,Γ,T ′)‖ ≤ 2ε.

De esta desigualdad se deduce que para cadaA∈ Γ con µ(A) > 0 se tiene osc( f |A) ≤ 2ε/µ(A)
y, en particular,f |A es acotada. Por tanto,f es sumable respecto deΓ y diam(J( f ,Γ))≤ 2ε. Esto
prueba quef es integrable Birkhoff.

Para ver(i)⇒(iii) , simplemente observamos que la integrabilidad Birkhoff def y el Lema
2.1.2 implican que{S( f ,Γ,T)}(Γ,T)∈S f

es una red de Cauchy y, por tanto, converge hacia algún

y∈ X.
La prueba de la última afirmación es como sigue. Fijamos unx∈ X cumpliendo la propiedad

de(ii) . Dadoε > 0, existe una partición contableΓ deΩ enΣ tal que f es sumable respecto deΓ y

‖S( f ,Γ,T)−x‖ ≤ ε

para cada elecciónT enΓ. En particular, diam(co(J( f ,Γ))) ≤ 2ε. Se sigue de la definición de la
integral de Birkhoff def (Corolario 2.1.3) que‖(B)

∫
Ω f dµ−x‖ ≤ 3ε. Comoε > 0 es arbitrario,

se tienex = (B)
∫

Ω f , lo que completa la demostración.

La equivalencia(i)⇔(iii) en la proposición anterior permite deducir automáticamente las si-
guientes propiedades.

Corolario 2.1.5. Si f,g : Ω−→X son funciones integrables Birkhoff yα,β ∈R, entoncesα f +βg
es integrable Birkhoff y

(B)
∫

Ω
(α f +βg) dµ = α

(
(B)

∫
Ω

f dµ

)
+β

(
(B)

∫
Ω

g dµ

)
.

Corolario 2.1.6. Sea T: X −→ Y un operador entre espacios de Banach. Si f: Ω −→ X es
integrable Birkhoff, entonces la composición T◦ f es integrable Birkhoff y

T
(
(B)

∫
Ω

f dµ

)
= (B)

∫
Ω

T ◦ f dµ.

Finalizamos el apartado analizando el comportamiento de las restricciones (a subconjuntos
medibles) de funciones integrables Birkhoff.
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Lema 2.1.7. Sean f: Ω −→ X una función integrable Birkhoff y E∈ Σ. Entonces la restricción
f |E es integrable Birkhoff (respecto deµE).

Demostración.Por la Proposición 2.1.4 basta demostrar que la red

{S( f |E,Γ,T)}(Γ,T)∈S f |E

es de Cauchy. Fijamosε > 0. Como f es integrable Birkhoff, la Proposición 2.1.4 asegura la
existencia de una partición contableΓ0 = (An) deΩ enΣ tal que, para cada par de particiones con-
tablesΓ1 y Γ2 deΩ enΣ más finas queΓ0, y cada par de eleccionesT1 enΓ1 y T2 enΓ2, las series
S( f ,Γ1,T1) y S( f ,Γ2,T2) son incondicionalmente convergentes y‖S( f ,Γ1,T1)−S( f ,Γ2,T2)‖≤ ε.
Consideramos la partición contable deE enΣE dada por

ΓE
0 = {An∩E : An∩E 6= /0}.

DefinimosΓΩ\E
0

= {An\E : An\E 6= /0} y fijamos una elecciónTΩ\E
0

enΓΩ\E
0

.

SeanΓ′1 y Γ′2 dos particiones contables deE enΣE más finas queΓE
0 , y tomemos dos elecciones

enΓ′1 y Γ′2, digamosT ′
1 y T ′

2. EntoncesΓ1 = Γ′1∪ΓΩ\E
0

y Γ2 = Γ′2∪ΓΩ\E
0

son particiones contables

de Ω en Σ más finas queΓ0, y T1 = T ′
1 ∪ TΩ\E

0
y T2 = T ′

2 ∪ TΩ\E
0

son elecciones enΓ1 y Γ2,
respectivamente. Por tanto,S( f |E,Γ′1,T ′

1) y S( f |E,Γ′2,T ′
2) son incondicionalmente convergentes

(porque son subseries de las series incondicionalmente convergentesS( f ,Γ1,T1) y S( f ,Γ2,T2),
respectivamente) y

‖S( f ,Γ′1,T
′
1)−S( f ,Γ′2,T

′
2)‖= ‖S( f ,Γ1,T1)−S( f ,Γ2,T2)‖ ≤ ε.

Esto prueba que la red{S( f |E,Γ,T)}(Γ,T)∈S f |E
es de Cauchy, como se quería demostrar.

El lema siguiente será utilizado en las demostraciones del Lema 2.1.14 y la Proposición 2.1.20.

Lema 2.1.8. Sea f: Ω −→ X una función integrable Birkhoff. Entonces para cadaε > 0 existe
una partición contableΓ0 de Ω en Σ con la siguiente propiedad: para cada familia contableΓ
formada por elementos deΣ disjuntos dos a dos, más fina queΓ0, y cada elección T enΓ, la serie
S( f ,Γ,T) es incondicionalmente convergente y∥∥∥S( f ,Γ,T)− (B)

∫
∪Γ

f |∪Γ dµ∪Γ

∥∥∥≤ ε.

Demostración.Dadoε > 0, existe una partición contableΓ0 deΩ enΣ para la quef es sumable
y diam(J( f ,Γ0))≤ ε. Fijamos cualquier familia contableΓ formada por elementos deΣ disjuntos
dos a dos y más fina queΓ0. DefinimosE = ∪Γ y consideramos la partición contable deΩ enΣ
dada por

Γ′ = Γ∪{A\E : A∈ Γ0, A\E 6= /0}.

ComoΓ′ es más fina queΓ0, el Lema 2.1.2 asegura quef es sumable respecto deΓ′ y

diam(J( f ,Γ′))≤ diam(J( f ,Γ0))≤ ε.
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Por tanto, f |E es sumable respecto deΓ y diam(J( f |E,Γ)) ≤ diam(J( f ,Γ′) ≤ ε. De la propia
definición de(B)

∫
E f |E dµE se sigue que, para cualquier elecciónT enΓ, se tiene∥∥∥S( f ,Γ,T)− (B)

∫
E

f |E dµE

∥∥∥≤ ε,

lo que completa la demostración.

2.1.2. Relación con las integrales de Bochner y Pettis

En este apartado recordamos los resultados de [Bir35] y [Pet38] que relacionan la integral de
Birkhoff con las integrales de Bochner y Pettis. Para una funciónf : Ω−→ X se tiene:

f integrable Bochner⇒ f integrable Birkhoff⇒ f integrable Pettis,

véase el Teorema 2.1.9 y el Corolario 2.1.13 más abajo. Ninguno de los recíprocos es cierto en
general, aunque las nociones de integrabilidad Birkhoff y Pettis coinciden para funciones fuerte-
mente medibles (Corolario 2.1.16) y, por tanto, para funciones con valores en espacios de Banach
separables. El primer ejemplo de una función integrable Pettis que no es integrable Birkhoff se
debe a Phillips [Phi40]. En la Sección 2.5 proporcionaremos otros ejemplos de funciones inte-
grables Pettis que no son integrables Birkhoff.

Teorema 2.1.9 ([Bir35]). Toda función integrable Bochner f: Ω−→ X es integrable Birkhoff.

Demostración.Fijamosε > 0. Comof es fuertemente medible, podemos encontrar una partición
contable(An) de Ω en Σ, una sucesión(xn) en X y un E ∈ Σ con µ(Ω \E) = 0, tales que la
funcióng : Ω −→ X definida porg = ∑nxnχAn

satisface‖ f (t)−g(t)‖ ≤ ε para cadat ∈ E (véase
el Lema 1.7.4). Consideramos la partición contable deΩ dada porΓ = {Ω\E,A1∩E,A2∩E, . . .}.
Claramente, para cadaA∈ Γ conµ(A) > 0, se tiene osc( f |A)≤ 2ε y, por tanto,f |A es acotada.

Por otro lado, comof−ges fuertemente medible y‖ f−g‖≤ ε µ-a.e., la Proposición 1.8.3 nos
asegura quef −g es integrable Bochner y, en consecuencia, lo mismo ocurre cong= f − ( f −g).
Así

∑
n

µ(An)‖xn‖=
∫

Ω
‖g‖ dµ < +∞.

Teniendo en cuenta que‖ f (t)− xn‖ ≤ ε para cadat ∈ An∩E y cadan∈ N, es fácil deducir que
f es sumable respecto deΓ y que, además, diam(J( f ,Γ)) ≤ 2µ(Ω)ε. Esto demuestra quef es
integrable Birkhoff.

Observación 2.1.10.En la situación del teorema precedente, la funciónf es integrable Pettis y,
por el Corolario 2.1.13, se tiene la igualdad

(Bochner)
∫

Ω
f dµ = ν f (Ω) = (B)

∫
Ω

f dµ.
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En vista de los Corolarios 1.8.8 y 2.1.17, las nociones de integrabilidad Bochner y Birkhoff
son distintas en general. Conectando con la integral de Riemann de funciones vectoriales, al final
de este apartado incluimos un ejemplo clásico de una funciónacotadaintegrable Birkhoff que no
es integrable Bochner.

Para probar, en el caso de funciones reales, la equivalencia de las integrales de Birkhoff y
Lebesgue, necesitamos el siguiente resultado auxiliar.

Lema 2.1.11.Sean f: Ω−→R una función yΓ = (An) una partición contable deΩ enΣ para la
que f es sumable. Entonces

co(J( f ,Γ)) =
[

∑
µ(An)>0

µ(An) inf f (An), ∑
µ(An)>0

µ(An)supf (An)
]
,

siendo las series involucradas absolutamente convergentes.

Demostración.En primer lugar, mostramos que la serie∑
µ(An)>0 µ(An)supf (An) es absoluta-

mente convergente y que su suma pertenece aJ( f ,Γ). En efecto, dadoε > 0, para cadaAn de
medida positiva podemos tomar un puntotn ∈ An tal que f (tn) ≤ supf (An) ≤ f (tn)+ ε/2n. Te-
niendo en cuenta quef es sumable respecto deΓ, deducimos que

∑
µ(An)>0

µ(An)|supf (An)| ≤ ∑
µ(An)>0

µ(An)
(
| f (tn)|+

ε

2n

)
< +∞.

Por otra parte, es claro quex= ∑
µ(An)>0 µ(An)supf (An) satisface la desigualdad|x−y| ≤ µ(Ω)ε,

donde
y = ∑

µ(An)>0

µ(An) f (tn) ∈ J( f ,Γ).

Comoε > 0 es arbitrario,x∈ J( f ,Γ). Análogamente, la serie∑
µ(An)>0 µ(An) inf f (An) es absolu-

tamente convergente y su suma pertenece aJ( f ,Γ).
En particular, se tiene[

∑
µ(An)>0

µ(An) inf f (An), ∑
µ(An)>0

µ(An)supf (An)
]
⊂ co(J( f ,Γ)).

La inclusión contraria es clara y la prueba ha terminado.

Teorema 2.1.12 ([Fre15]).Una función f: Ω −→ R es integrable Lebesgue si y sólo si es inte-
grable Birkhoff. En tal caso,

∫
Ω f dµ = (B)

∫
Ω f dµ.

Demostración.El sólo sies un caso particular de la Proposición 2.1.9. Recíprocamente, supon-
gamos quef es integrable Birkhoff. Comenzamos probando quef es mediblecon la ayuda del
Lema 1.7.4. Fijamosε > 0 y E ∈ Σ con µ(E) > 0. Como f es integrable Birkhoff, existe una
partición contable(An) deΩ enΣ para la quef es sumable y∣∣∣∑

n
µ(An) f (tn)−∑

n
µ(An) f (t ′n)

∣∣∣≤ εµ(E)
2

(2.6)
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para cualesquiera eleccionestn, t ′n ∈ An. TomamosN ∈ N tal que∑N
n=1 µ(An∩E) > µ(E)/2 y

definimosI = {1≤ n≤N : µ(An∩E) > 0}. Se afirma que existe un n∈ I tal queosc( f |An∩E)≤ ε.
En efecto, si esto no es así, entonces para cadan ∈ I podemos tomartn, t ′n ∈ An∩E tales que
f (tn)− f (t ′n) > ε, de donde

εµ(E)
2

< ∑
n∈I

µ(An∩E)
(

f (tn)− f (t ′n)
)
≤ ∑

n∈I

µ(An)
(

f (tn)− f (t ′n)
)
,

lo que contradice la desigualdad (2.6) y prueba la afirmación. Esto demuestra quef es medible.
Por otra parte, fijamos cualquier partición contableΓ = (An) de Ω en Σ para la quef es

sumable. El Lema 2.1.11 garantiza que las series

∑
µ(An)>0

µ(An) inf f (An) y ∑
µ(An)>0

µ(An)supf (An)

son absolutamente convergentes y, por tanto, se tiene∫
Ω
| f | dµ ≤ ∑

µ(An)>0

µ(An)| inf f (An)|+ ∑
µ(An)>0

µ(An)|supf (An)|< +∞.

Luego f es integrable Lebesgue. Finalmente, como

∑
µ(An)>0

µ(An) inf f (An)≤
∫

Ω
f dµ ≤ ∑

µ(An)>0

µ(An)supf (An),

el Lema 2.1.11 nos dice que
∫

Ω f dµ ∈ co(J( f ,Γ)). Dado queΓ ha sido escogida arbitrariamente
entre todas las particiones para las quef es sumable, se sigue que

∫
Ω f dµ = (B)

∫
Ω f dµ.

Combinando el Corolario 2.1.6, el Lema 2.1.7 y el Teorema 2.1.12, obtenemos el siguiente

Corolario 2.1.13 ([Bir35]). Sea f: Ω−→ X una función integrable Birkhoff. Entonces f es inte-
grable Pettis y

ν f (E) = (B)
∫

E
f |E dµE para cada E∈ Σ.

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis
coinciden en el caso de funciones fuertemente medibles (Corolario 2.1.16). Para ello empleamos
el siguiente lema, que también nos será de utilidad más adelante.

Lema 2.1.14 ([CR05]).Sea f: Ω−→X una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) existe una partición contableΓ0 = (An) deΩ enΣ con las siguientes propiedades:

f |An
es integrable Birkhoff para cada n;

para cada partición contableΓ deΩ enΣ más fina queΓ0, la serie

∑
E∈Γ

(B)
∫

E
f |E dµE

es incondicionalmente convergente.
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Demostración.La implicación(i)⇒(ii) se sigue del Corolario 2.1.13, teniendo en cuenta que la
integral indefinida de cualquier función integrable Pettis es una medida contablemente aditiva
(Teorema 1.8.7).

Recíprocamente, veamos que(ii)⇒(i). Fijamosε > 0. Para cadan, el Lema 2.1.8 aplicado
a f |An

garantiza la existencia de una partición contableΓn = (An,k)k deAn enΣAn
tal que

f |An
es sumable respecto deΓn;

para cada familia finitaΓ′ ⊂ Γn y cada elecciónT ′ enΓ′, se tiene la desigualdad∥∥∥S( f ,Γ′,T ′)− (B)
∫
∪Γ′

f |∪Γ′ dµ∪Γ′

∥∥∥≤ ε

2n . (2.7)

Consideramos la partición contable deΩ en Σ definida porΓ :=
⋃

n Γn. Afirmamos que f es
sumable respecto deΓ y quediam(J( f ,Γ))≤ 2ε. En efecto, fijamos una elecciónT = (tn,k) enΓ
y, para cadan, consideramos la elección enΓn dada porTn := (tn,k)k. Obsérvese que:

(a) para cadan, la serieS( f ,Γn,Tn) es incondicionalmente convergente (ya quef |An
es sumable

respecto deΓn);
(b) ∑n,k(B)

∫
An,k

f |An,k
dµAn,k

es incondicionalmente convergente (porqueΓ es más fina queΓ0);

(c) para cada conjunto finitoQ⊂ N y cadan∈ N, la desigualdad (2.7) asegura que∥∥∥∑
k∈Q

µ(An,k) f (tn,k)− ∑
k∈Q

(B)
∫

An,k

f |An,k
dµAn,k

∥∥∥≤ ε

2n

(téngase en cuenta el Corolario 2.1.13, aplicado af |An
, y el hecho de queν f |An

es finitamente

aditiva).

En vista de (a), (b) y (c), el Lema 1.5.6 nos permite concluir que la serieS( f ,Γ,T) converge
incondicionalmente. Por tanto,f es sumable respecto deΓ.

Finalmente, de la desigualdad (2.7) se deduce∥∥∥S( f ,Γ,T)−∑
n

(B)
∫

An

f |An
dµAn

∥∥∥≤∑
n

∥∥∥S( f ,Γn,Tn)− (B)
∫

An

f |An
dµAn

∥∥∥≤∑
n

ε

2n ≤ ε.

En particular, tenemos que diam(J( f ,Γ))≤ 2ε. Esto demuestra quef es integrable Birkhoff.

Corolario 2.1.15 ([Freb]). Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) f es integrable Pettis y existe una partición contable(An) de Ω en Σ tal que f|An

es inte-
grable Birkhoff para cada n.

Demostración.Basta combinar el Corolario 2.1.13 con el Lema 2.1.14, usando de nuevo queν f
es contablemente aditiva (Teorema 1.8.7).

Corolario 2.1.16 ([Pet38]). Sea f : Ω −→ X una función fuertemente medible. Entonces f es
integrable Birkhoff si y sólo si es integrable Pettis.
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Demostración.Supongamos quef es fuertemente medible e integrable Pettis. La medibilidad
fuerte def asegura la existencia de una partición contable(An) deΩ enΣ tal que f |An

es acotada
para cadaAn de medida positiva (basta aplicar el Lema 1.7.4). Entonces, para cadan, la restricción
f |An

es integrable Bochner y, en particular, integrable Birkhoff (Proposición 2.1.9). El resultado se
sigue ahora del Corolario 2.1.15.

El “teorema de medibilidad” de Pettis (Teorema 1.7.6) nos permite deducir el siguiente

Corolario 2.1.17. Supongamos que X es separable. Entonces una función f: Ω −→ X es inte-
grable Birkhoff si y sólo si es integrable Pettis.

Finalizamos el apartado mostrando que la integral de Birkhoff extiende a la de Riemann, a
diferencia de lo que ocurre con la integral de Bochner. Recordamos que una funciónf : [0,1]−→X
se diceintegrable Riemannsi existe unx ∈ X (la integral de Riemann de f) con la siguiente
propiedad: para cadaε > 0 existe unδ > 0 tal que, para cada familia finita(Ik) de intervalos
cerrados que no se solapan, con unión[0,1] y tales que ḿaxk λ (Ik)≤ δ , se tiene∥∥∥∑

k

λ (Ik) f (tk)−x
∥∥∥≤ ε

para cualquier eleccióntk ∈ Ik. Graves [Gra27] fue el primero en estudiar la integral de Riemann
en el caso de funciones con valores en espacios de Banach. Remitimos al lector a [Gor91], donde
se puede encontrar una completa exposición sobre este tema.

Proposición 2.1.18 ([Bir35]). Toda función integrable Riemann f: [0,1] −→ X es integrable
Birkhoff, y las respectivas integrales coinciden.

Demostración.Seax ∈ X la integral de Riemann def . Dado ε > 0, existe una familia finita
I1, . . . , In de intervalos cerrados que no se solapan, con unión[0,1], tales que∥∥∥ n

∑
k=1

λ (Ik) f (tk)−x
∥∥∥≤ ε

para puntos cualesquieratk ∈ Ik, 1≤ k≤ n. Denotamos porA el conjunto formado por los extremos
de los intervalosI1, . . . , In. EscribimosJk para denotar el interior de cadaIk y consideramos la
partición finitaΓ = {J1, . . . ,Jn}∪{A}. Claramente, se tiene

‖S( f ,Γ,T)−x‖ ≤ ε para cualquier elecciónT enΓ.

En vista de la Proposición 2.1.4,f es integrable Birkhoff y(B)
∫

Ω f dµ = x.

Toda función integrable Riemann es acotada y escalarmente medible. Por tanto, para fun-
ciones con valores en espacios de Banachseparables, integrabilidad Riemann implica integrabili-
dad Bochner (basta aplicar el “teorema de medibilidad” de Pettis 1.7.6 y la Proposición 1.8.3). Sin
embargo, al considerar espacios de Banach no separables, se pueden encontrar ejemplos sencillos
de funciones integrables Riemann que no son integrables Bochner, como el siguiente.
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Ejemplo 2.1.19 ([Pet38]).Una función integrable Riemann f: [0,1] −→ `∞([0,1]) que no es
integrable Bochner.

Demostración.Fijamos un conjuntoE ⊂ [0,1] que no sea medible Lebesgue y consideramos la
función f : [0,1] −→ `∞([0,1]) dada porf (t) = χ{t} si t ∈ E, f (t) = 0 en caso contrario. Como
‖ f‖= χE no es medible,f no es fuertemente medible.

Fijamosε > 0. Tomamos cualquier familia finita(Ik) de intervalos cerrados que no se solapan,
con unión[0,1] y tales que ḿaxk λ (Ik)≤ ε. Para puntos cualesquieratk ∈ Ik se tiene∥∥∥∑

k

λ (Ik) f (tk)
∥∥∥

∞
=

∥∥∥ ∑
tk∈E

λ (Ik)χ{tk}

∥∥∥
∞

=
∥∥∥∑

t∈E

(
∑
tk=t

λ (Ik)
)

χ{t}

∥∥∥
∞
≤ 2ε.

Por tanto,f es integrable Riemann, con integral de Riemann 0.

2.1.3. La integral de Birkhoff a través de sumas finitas

Es sencillo comprobar que, para una funciónacotada f: Ω−→ X, la noción de integrabilidad
Birkhoff y la correspondiente integral no varían si se consideran exclusivamente particionesfinitas.
Este apartado está dedicado a caracterizar la integrabilidad Birkhoff (para funciones no necesaria-
mente acotadas) mediante un único proceso de paso al límite que sólo involucrasumas finitas
(Proposición 2.1.20). Esta descripción muestra que la integral de Birkhoff puede ser considerada
unaintegral de calibre, en el sentido de [Fre03, Chapter 48].

Proposición 2.1.20.Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) existe x∈ X con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existen una partición contableΓ0

de Ω en Σ y un η > 0 tales que, para cada familia finitaΓ formada por elementos deΣ
disjuntos dos a dos, más fina queΓ0 y tal queµ(Ω\∪Γ)≤ η , se tiene

‖S( f ,Γ,T)−x‖ ≤ ε

para cualquier elección T enΓ.

En tal caso, x= (B)
∫

Ω f dµ.

Para la prueba de la Proposición 2.1.20 es conveniente introducir algo de terminología (que no
se empleará en el resto de la memoria). EscribimosΠΩ para denotar el conjunto de todos los pares
(Γ,T), dondeΓ es una familia finita formada por elementos deΣ disjuntos dos a dos yT es una
elección enΓ. Dada una partición contableΓ0 deΩ enΣ y unη > 0, denotamos porΠΩ(Γ0,η) al
conjunto formado por todos los pares(Γ,T)∈ΠΩ tales queΓ es más fina queΓ0 y µ(Ω\∪Γ)≤ η .
EscribimosFΩ para denotar el filtro enΠΩ generado por la base de filtro

{ΠΩ(Γ0,η) : Γ0 es una partición contable deΩ enΣ, η > 0}.
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Definición 2.1.21.Sea f: Ω−→ X una función. Decimos que f es F-integrable si existe el límite

l ı́m
(Γ,T)→FΩ

S( f ,Γ,T).

En tal caso, empleamos la notación(F)
∫

Ω f dµ = l ı́m(Γ,T)→FΩ
S( f ,Γ,T).

Es claro queuna función f: Ω −→ X es F-integrable si y sólo si verifica la condición (ii)
de la Proposición 2.1.20 (cumpliéndose además que x= (F)

∫
Ω f dµ). Para ver que la noción de

F-integrabilidad coincide con la de Birkhoff necesitamos los dos siguientes lemas. DadosA∈ Σ y
una partición contableΓ0 deΩ enΣ, escribimosΓA

0 := {E∩A : E ∈ Γ0, E∩A 6= /0}.

Lema 2.1.22. Sean f: Ω −→ X una función F-integrable y E∈ Σ. Entonces f|E : E −→ X es
F-integrable (respecto deµE).

Demostración.Dadoε > 0, como f esF-integrable, existen una partición contableΓ0 deΩ enΣ
y un η > 0 tales que

‖S( f ,Γ1,T1)−S( f ,Γ2,T2)‖ ≤ ε

para cualesquiera(Γ1,T1),(Γ2,T2) ∈ΠΩ(Γ0,η). Fijamos(Γ′,T ′) ∈ΠΩ\E(ΓΩ\E
0

,η/2).
Tomamos(Γ′1,T ′

1),(Γ′2,T ′
2)∈ΠE(ΓE

0 ,η/2) y definimosΓi = Γ′i∪Γ′ y Ti = T ′
i ∪T ′ parai = 1,2.

Claramente,(Γ1,T1) y (Γ2,T2) pertenecen aΠΩ(Γ0,η) y, por tanto, se tiene

‖S( f |E,Γ′1,T
′
1)−S( f |E,Γ′2,T

′
2)‖= ‖S( f ,Γ1,T1)−S( f ,Γ2,T2)‖ ≤ ε.

La F-integrabilidad def |E se sigue ahora de la completitud deX.

Lema 2.1.23.Sea f: Ω−→X una función F-integrable. Entonces la funciónθ f : Σ−→X definida
por θ f (E) = (F)

∫
E f |E dµE es una medida contablemente aditiva.

Demostración.Es fácil ver queθ f es una medida finitamente aditiva. Por tanto, el resultado
quedará demostrado si probamos

lı́m
µ(E)→0

θ f (E) = 0.

Fijamosε > 0. Como f esF-integrable, existen una partición contableΓ0 deΩ enΣ y un η > 0
tales que‖S( f ,Γ,T)−θ f (Ω)‖ ≤ ε para cada(Γ,T) ∈ΠΩ(Γ0,η).

Se afirma que‖θ f (E)‖ ≤ 3ε para cada E∈ Σ conµ(E)≤ η/2. En efecto, fijamos

(Γ1,T1) ∈ΠΩ\E(ΓΩ\E
0

,η/2) y

(Γ2,T2) ∈ΠE tal queΓ2 es más fina queΓE
0 y ‖S( f |E,Γ2,T2)−θ f (E)‖ ≤ ε.

Claramente,(Γ1,T1) y (Γ1∪Γ2,T1∪T2) pertenecen aΠΩ(Γ0,η), luego

‖θ f (E)‖ ≤ ‖θ f (E)−S( f |E,Γ2,T2)‖
+‖S( f ,Γ1∪Γ2,T1∪T2)−θ f (Ω)‖+‖S( f ,Γ1,T1)−θ f (Ω)‖ ≤ 3ε,

como se quería demostrar. Por tanto, lı́m
µ(E)→0 θ f (E) = 0 y, en consecuencia,θ f es una medida

contablemente aditiva.
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Demostración de la Proposición 2.1.20.La prueba de(i)⇒(ii) es como sigue. Ya sabemos quef
es integrable Pettis y queν f (E) = (B)

∫
E f |E dµE para cadaE ∈ Σ (Corolario 2.1.13). Dadoε > 0,

comoν f esµ-continua (Teorema 1.8.7), existe unη > 0 tal que

‖ν f (E)‖ ≤ ε para cadaE ∈ Σ conµ(E)≤ η . (2.8)

Por otra parte, el Lema 2.1.8 asegura la existencia de una partición contableΓ0 deΩ enΣ verifi-
cando

‖S( f ,Γ,T)−ν f (∪Γ)‖ ≤ ε

para cada(Γ,T) ∈ΠΩ conΓ más fina queΓ0. En vista de (2.8), se tiene

‖S( f ,Γ,T)−ν f (Ω)‖ ≤ 2ε

para cada(Γ,T) ∈ΠΩ(Γ0,η). Esto demuestra quef esF-integrable y(F)
∫

Ω f dµ = ν f (Ω).
Recíprocamente, supongamos que la condición(ii) se verifica. Claramente, sif es acotada,

entonces es automáticamente integrable Birkhoff. En general, comof esF-integrable, existe una
partición contableΓ0 = (An) deΩ enΣ tal que∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ai)( f (ti)− f (t ′i ))
∥∥∥≤ 1

paran suficientemente grande y puntos cualesquierati , t
′
i ∈ Ai . En particular,f |An

es acotada para
cadaAn de medida positiva. Por el Lema 2.1.22,f |An

es F-integrable y, por tanto, integrable
Birkhoff para cadan.

En vista del Lema 2.1.14, para terminar la prueba de la integrabilidad Birkhoff def basta com-
probar que, dada una partición contableΓ deΩ enΣ más fina queΓ0, la serie∑E∈Γ(B)

∫
E f |E dµE

es incondicionalmente convergente. Pero esto es una consecuencia inmediata del Lema 2.1.23 y la
igualdad

(B)
∫

E
f |E dµE = (F)

∫
E

f |E dµE para cadaE ∈ Γ

(que se sigue de la prueba de(i)⇒(ii) ). Esto completa la demostración.

2.2. La propiedad de Bourgain

La propiedad de Bourgain de una familia de funciones reales (Definición 2.2.1), introducida
en [Bou], fue inicialmente estudiada como una herramienta técnica, más fuerte que la estabilidad
en el sentido de Talagrand (véase el Apartado 2.2.1), con aplicaciones a la integral de Pettis.
Riddle y Saab [RS85] observaron queuna función acotada f: Ω −→ X∗ es integrable Pettis si
la familia de composiciones{〈x, f 〉 : x∈ BX} ⊂ RΩ tiene la propiedad de Bourgain. La base de
este resultado es un teorema fundamental de Bourgain (Teorema 2.2.3): para una familiaH ⊂RΩ

con la propiedad de Bourgain, los puntos deH
Tp se alcanzan como límites en casi todo punto de

sucesionescontenidas enH . Por otra parte, Musial [Mus83, Mus84] empleó estas ideas para dar
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una nueva prueba del hecho de que los duales de espacios de Banach sin subespacios isomorfos
a `1 tienen la propiedad débil de Radon-Nikodým (véase la Sección 2.4).

La propiedad de Bourgain también fue utilizada por Ghoussoub, Godefroy, Maurey y Scha-
chermayer en [GGMS87, Chapter IV], a la hora de estudiar los operadores fuertemente regulares
deL1[0,1] en otro espacio de Banach. En aquella memoria se puede encontrar una caracterización
(debida a Talagrand) de la propiedad de Bourgain en términos defamilias de oscilación pequeña.
Dicha caracterización (véase el Apartado 2.2.2) será una herramienta esencial en la Sección 2.3,
que está dedicada a analizar la integrabilidadBirkhoff de una funciónf : Ω −→ X a través de la
familia Zf = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗}.

2.2.1. Propiedad de Bourgain y estabilidad

Definición 2.2.1. Se dice que una familiaH ⊂ RΩ tiene la propiedad de Bourgain si, para cada
ε > 0 y cada A∈ Σ conµ(A) > 0, existen A1, . . . ,An ⊂ A, Ai ∈ Σ conµ(Ai) > 0, tales que

mı́n
1≤i≤n

osc(h|Ai
)≤ ε para toda h∈H .

En la siguiente proposición resumimos algunas propiedades elementales de las familias con la
propiedad de Bourgain. A menudo serán utilizadas sin mención explícita.

Proposición 2.2.2.SeanH ,G ⊂ RΩ dos familias de funciones yα ∈ R. Supongamos queH
tiene la propiedad de Bourgain. Entonces:

(i) H
Tp tiene la propiedad de Bourgain;

(ii) H está formada por funciones medibles;
(iii) si f : Ω−→ R es una función medible, entonces{ f} tiene la propiedad de Bourgain;
(iv) si G tiene la propiedad de Bourgain, entoncesH ∪G también tiene la propiedad de Bour-

gain;
(v) si G ⊂H , entoncesG tiene la propiedad de Bourgain;

(vi) para cada A⊂ Ω, la familia de restriccionesH |A = {h|A : h∈H } tiene la propiedad de
Bourgain (respecto deµA);

(vii) G tiene la propiedad de Bourgain si y sólo si para cadaε > 0 existe A∈ Σ conµ(Ω\A)≤ ε

tal queG |A tiene la propiedad de Bourgain (respecto deµA);
(viii) dada una partición contable(En) deΩ enΣ, la familia G tiene la propiedad de Bourgain si

y sólo si, para cada n, la familiaG |En
tiene la propiedad de Bourgain (respecto deµEn

);
(ix) αH tiene la propiedad de Bourgain;
(x) si G tiene la propiedad de Bourgain, entoncesH +G también tiene la propiedad de Bour-

gain.

Demostración.(ii) y (iii) son consecuencia directa del Lema 1.7.4. Los restantes apartados se
siguen de manera inmediata de la definición de la propiedad de Bourgain. Por ejemplo, veamos la
prueba de(vi). Fijamos unC∈ Σ tal queA⊂C y µ∗(A) = µ(C); entoncesµA(A∩E) = µ(C∩E)
para cadaE ∈ Σ. Fijamosε > 0 y B∈ ΣA conµA(B) > 0, y tomamos unE ∈ Σ tal queB = A∩E.
Comoµ(C∩E) > 0 y H tiene la propiedad de Bourgain, existenA1, . . . ,An ⊂C∩E, Ai ∈ Σ con
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medida positiva, tales que mı́n1≤i≤nosc(h|Ai
)≤ ε para todah∈H . Para cada 1≤ i≤ n, el conjunto

Bi := A∩Ai ∈ ΣA está contenido enB y cumpleµA(Bi) = µ(C∩Ai) = µ(Ai) > 0. Además, se tiene
mı́n1≤i≤nosc(h|Bi

)≤ ε para todah∈H . Esto demuestra queH |A tiene la propiedad de Bourgain
(respecto deµA).

Gran parte del interés de este concepto se debe al siguiente resultado de Bourgain [Bou], véase
[RS85, Theorem 11].

Teorema 2.2.3 (Bourgain).SeanH una familia con la propiedad de Bourgain y g∈ H
Tp.

Entonces existe una sucesión(hn) enH que converge hacia gµ-a.e.

Demostración.Comog∈H
Tp, existe un ultrafiltroU enH de manera queg∈U

Tp para cada
U ∈U . DadosA∈ Σ y ε > 0, definimos

H (A,ε) := {h∈H : osc(h|A)≤ ε}.

En primer lugar, observamos quepara cada A∈ Σ de medida positiva y cadaε > 0, existe B∈ ΣA
de medida positiva tal queH (B,ε) ∈ U . En efecto, comoH tiene la propiedad de Bourgain,
existenB1, . . . ,Bn ∈ ΣA de medida positiva tales queH =

⋃n
i=1H (Bi ,ε). Ahora, el hecho de que

U es un ultrafiltro enH asegura queH (Bi ,ε) ∈U para algún 1≤ i ≤ n.
Por el “principio de exhaustividad” (Lema 1.7.3), para cadan ∈ N podemos encontrar una

familia contable(An,m)m de elementos deΣ con medida positiva, disjuntos dos a dos, tal que
µ(Ω\

⋃
mAn,m) = 0 y H (An,m,1/n) ∈U para cadam. En particular,B :=

⋂∞
n=1

⋃
mAn,m satisface

µ(Ω\B) = 0. Fijamos puntostn,m∈ An,m y definimosfn : Ω−→ R mediante

fn := ∑
m

g(tn,m)χAn,m
.

Se afirma que

| fn(t)−g(t)| ≤ 3
n

para cadat ∈ B y cadan∈ N. (2.9)

En efecto, dadost ∈ B y n ∈ N, existe unm∈ N tal quet ∈ An,m. Comog ∈ H (An,m,1/n)
Tp

,
podemos encontrargn ∈H (An,m,1/n) tal que|gn(t)−g(t)| ≤ 1/n y |gn(tn,m)−g(tn,m)| ≤ 1/n. El
hecho de que osc(gn|An,m

)≤ 1/n nos permite concluir

| fn(t)−g(t)|= |g(tn,m)−g(t)| ≤ |g(tn,m)−gn(tn,m)|+ |gn(tn,m)−gn(t)|+ |gn(t)−g(t)| ≤ 3
n
,

y la desigualdad (2.9) queda demostrada.
Por otra parte, dadon ∈ N, el conjunto

⋂n
k=1

⋂n
m=1H (Ak,m,1/k) pertenece aU , por lo que

existe unahn∈
⋂n

k=1
⋂n

m=1H (Ak,m,1/k) cumpliendo|hn(tk,m)−g(tk,m)| ≤ 1/n para todo 1≤ k≤ n
y 1≤m≤ n. Para finalizar la prueba vamos a demostrar que

lı́m
n

hn(t) = g(t) para cadat ∈ B.
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Dadost ∈ B y k ∈ N, la desigualdad (2.9) asegura que| fk(t)− g(t)| ≤ 3/k. Fijamosm∈ N de
manera quet ∈ Ak,m. Por la elección de lashn’s, para cadan≥máx{k,m} se tiene

|hn(t)−g(t)| ≤ |hn(t)−hn(tk,m)|+ |hn(tk,m)−g(tk,m)|+ |g(tk,m)−g(t)|

≤ 1
k

+
1
n

+ | fk(t)−g(t)| ≤ 5
k
.

Esto demuestra que lı́mnhn(t) = g(t) para cadat ∈ B y la prueba ha finalizado.

Corolario 2.2.4. SeaH ⊂ L 1(µ) un conjunto uniformemente integrable con la propiedad de
Bourgain. Entonces la aplicación canónica

I : (H ,Tp)−→ (L1(µ),‖ · ‖1)

(que envía cada función a su clase de equivalencia) es continua.

Demostración.Basta comprobar queI(F
Tp)⊂ I(F )

‖·‖1 para cadaF ⊂H . FijamosF ⊂H y

g∈F
Tp. ComoF tiene la propiedad de Bourgain, el Teorema 2.2.3 asegura la existencia de una

sucesión( fn) enF que converge haciag µ-a.e. Además,( fn) es uniformemente integrable, luego
podemos aplicar el teorema de convergencia de Vitali (véase e.g. [Fre01, 246J]) para deducir que

lı́mn‖ fn−g‖1 = 0. Se sigue queI(g) ∈ I(F )
‖·‖1, como se quería demostrar.

Dado que toda familia con la propiedad de Bourgain es estable en el sentido de Talagrand
(Proposición 2.2.5), el anterior corolario es realmente un caso particular de [Tal84, 9-5-2] (véase
la Sección 1.9). El lector puede encontrar en [Ver96] un completo estudio sobre la continuidad de
la aplicación canónicaI : (H ,Tp)−→ (L1(µ),‖ · ‖1) para ciertas familiasH ⊂L 1(µ).

Proposición 2.2.5.Toda familiaH ⊂ RΩ con la propiedad de Bourgain es estable.

Demostración.FijamosA∈ Σ conµ(A) > 0 y números realesα < β . ComoH tiene la propiedad
de Bourgain, existenA1, . . . ,An ∈ ΣA de medida positiva tales que para cualquierh∈H se tiene

mı́n
1≤i≤n

osc(h|Ai
)≤ β −α.

En particular, el conjuntoF = A1× . . .×An×A1× . . .×An ∈ ⊗2nΣ no corta a

Dn,n(H ,A,α,β ) =
⋃

h∈H

{(ti)
2n
i=1 ∈ A2n : h(ti) < α para cada 1≤ i ≤ n,

h(ti) > β para cadan+1≤ i ≤ 2n}.

Comoµ2n(F) = (∏n
i=1 µ(Ai))

2 > 0, se sigue que

µ
∗
2n(Dn,n(H ,A,α,β ))≤ µ2n(A

2n\F) < µ(A)2n.

Por tanto,H es estable, como se quería demostrar.
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El recíproco de la Proposición 2.2.5 no es cierto en general, como se muestra en [Tal84, 9-5-4].
A continuación incluimos otro contraejemplo, que volveremos a utilizar en la Sección 2.3. Desde
aquí hasta el final del apartado suponemos queµ(Ω) = 1.

Ejemplo 2.2.6. Sea(En)∞
n=1 una sucesión independiente enΣ tal que

(i) ∑∞
n=1 µ(En)(1−µ(En)) = +∞;

(ii) para algún k∈ N, la serie∑∞
n=1 µ(En)k es convergente.

Entonces la familia{χEn
: n∈ N} es estable, pero no tiene la propiedad de Bourgain.

Antes de pasar a la prueba del Ejemplo 2.2.6, observamos que, para espacios de probabilidad
sin átomos, siempre existen sucesiones independientes cumpliendo las anteriores propiedades(i)
y (ii) : basta aplicar el siguiente lema (que es bien conocido, véase e.g. [Fre01, 272X(a)]) a la
sucesiónan = 1/n. Para demostrarlo necesitamos introducir notación adicional, que será utilizada
también en lo sucesivo. Dado un conjunto finitoD = {D1, . . . ,Dm} ⊂ Σ, denotamos porA (D) la
familia de todos los conjuntos de la forma

⋂m
i=1Fi , dondeFi ∈ {Di ,Ω \Di} para cada 1≤ i ≤ m.

Nótese queA (D) es una familia finita de elementos deΣ, disjuntos dos a dos, con uniónΩ.

Lema 2.2.7. Supongamos queµ no tiene átomos. Sea(an)∞
n=1 una sucesión en[0,1]. Entonces

existe una sucesión independiente(En)∞
n=1 enΣ tal queµ(En) = an para cada n∈ N.

Demostración.Vamos a construir, por inducción enn, una sucesiónE1,E2, . . . en Σ de manera
queµ(En) = an y la familia (Ei)

n
i=1 es independiente para cadan∈ N. El primer paso es sencillo:

comoµ no tiene átomos, podemos encontrar unE1 ∈ Σ conµ(E1) = a1, véase e.g. [Fre01, 215D].
Supongamos ahora quen≥ 2 y que ya hemos construido una familia independiente(Ei)

n−1
i=1

en Σ tal queµ(Ei) = ai para cada 1≤ i ≤ n− 1. DadoA ∈ A ({E1, . . . ,En−1}), puesto queµA
no tiene átomos, podemos encontrar unEA

n ∈ ΣA tal queµ(EA
n ) = µ(A)an. Observamos que el

conjunto
En =

⋃
{EA

n : A∈A ({E1, . . . ,En−1}) ∈ Σ

verifica µ(En) = an. Más todavía, la familia(Ei)
n
i=1 es independiente. En efecto, para cualquier

conjunto /06= I ⊂ {1, . . . ,n−1} tenemos(⋂
i∈I

Ei

)
∩En =

⋃{
EA

n : A∈A ({E1, . . . ,En−1}), A⊂
⋂
i∈I

Ei

}
y por tanto

µ

((⋂
i∈I

Ei

)
∩En

)
=

(
∑

A∈A ({E1,...,En−1})
A⊂

⋂
i∈I Ei

µ(A)
)

an = µ

(⋂
i∈I

Ei

)
an =

(
∏
i∈I

ai

)
an.

Esto completa la demostración.

El Ejemplo 2.2.6 es consecuencia inmediata de los dos siguientes lemas. El primero se debe a
Fremlin (comunicación personal), mientras que el segundo puede encontrarse en [FM94, 3B].
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Lema 2.2.8 (Fremlin). Sea(En)∞
n=1 una sucesión independiente enΣ tal que

∞

∑
n=1

µ(En)(1−µ(En)) = +∞.

Entonces la familia{χEn
: n∈ N} no tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Como (En)∞
n=1 es independiente, lo mismo ocurre con(Ω \En)∞

n=1 (véase e.g.
[Fre01, 272F]) y, por tanto,(En× (Ω \En))∞

n=1 es una sucesión independiente en el espacio de
probabilidad producto(Ω×Ω,Σ⊗Σ,µ×µ) tal que

∞

∑
n=1

(µ×µ)
(
(En× (Ω\En)

)
=

∞

∑
n=1

µ(En)(1−µ(En)) = +∞.

FijamosA1, . . . ,Am∈ Σ con medida positiva. Se afirma que existe unn∈ N tal que

(Ai ×Ai)∩ (En× (Ω\En)) 6= /0 para cada 1≤ i ≤m.

Para verlo razonamos por reducción al absurdo. Supongamos queN =
⋃m

i=1Pi , donde

Pi := {n∈ N : (Ai ×Ai)∩ (En× (Ω\En)) = /0} para cada 1≤ i ≤m.

Entonces existe un 1≤ i ≤m tal que∑n∈Pi
(µ×µ)

(
(En× (Ω\En)

)
= +∞. EscribimosPi = {n1 <

n2 < .. .}. Por el lema de Borel-Cantelli (véase e.g. [Fre01, 273K]), tenemos

(µ×µ)
( ∞⋂

k=1

⋃
m≥k

(
Enm× (Ω\Enm)

))
= 1.

Como(µ×µ)(Ai ×Ai) > 0, se deduce

(Ai ×Ai)∩
( ∞⋂

k=1

⋃
m≥k

(
Enm× (Ω\Enm)

))
6= /0,

lo que contradice la definición dePi . Por tanto, existe algúnn∈N verificando osc(χEn
|Ai

) = 1 para
cada 1≤ i ≤ m. Se sigue que{χEn

: n ∈ N} no tiene la propiedad de Bourgain, como se quería
demostrar.

Lema 2.2.9. Sea(En)∞
n=1 una sucesión enΣ tal que, para algún k∈ N, la serie∑∞

n=1 µ(En)k es
convergente. Entonces la familia{χEn

: n∈ N} es estable.

Demostración.EscribimosH = {χEn
: n ∈ N}. FijamosA ∈ Σ con µ(A) > 0 y números reales

α < β . Claramente,D1,1(H ,A,α,β ) = /0 si α < 0 ó β > 1, luego en estos casos se tiene

µ2(D1,1(H ,A,α,β )) = 0 < µ(A)2.
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Supongamos ahora que 0≤ α < β ≤ 1. Como la serie∑∞
n=1 µ(En)k converge, podemos encontrar

unN ∈N suficientemente grande tal que∑n>N µ(En)k < µ(A)k y µ(En)≤ µ(A) para cadan > N.
Por tanto, tenemos

∑
n>N

µ(En)m < µ(A)m para cadam≥ k. (2.10)

DefinimosJ = {1≤ n≤N : µ(A∩En) > 0}. Evidentemente,µ(A\En)/µ(A) < 1 para cadan∈ J,
luego existe unm≥ k tal que

∑
n∈J

(
µ(A\En)

µ(A)

)m
< 1,

y así

∑
n∈J

µ(A\En)m < µ(A)m. (2.11)

Por otra parte, la desigualdad (2.10) asegura que

∑
n∈N\J

µ(A∩En)m < µ(A)m. (2.12)

Es claro que el conjunto

F =
(

Am\
⋃
n∈J

(Ω\En)m
)
×

(
Am\

⋃
n∈N\J

Em
n

)
∈ ⊗2mΣ

no corta a

Dm,m(H ,A,α,β ) =
∞⋃

n=1

{(ti)
2m
i=1 ∈ A2m : ti ∈Ω\En para cada 1≤ i ≤m,

ti ∈ En para cadam+1≤ i ≤ 2m} ∈ ⊗2mΣ.

Por otra parte, la desigualdad (2.11) conduce a

µm

(
Am\

⋃
n∈J

(Ω\En)m
)

= µm(Am)−µm

(
Am∩

(⋃
n∈J

(Ω\En)m
))

= µ(A)m−µm

(⋃
n∈J

(A\En)m
)
≥ µ(A)m−∑

n∈J

µ(A\En)m > 0.

De manera semejante, podemos utilizar (2.12) para deducir que

µm

(
Am\

( ⋃
n∈N\J

Em
n

))
> 0.

De la identificación canónica entreµ2m y µm×µm se sigue queµ2m(F) > 0. Por tanto

µ2m(Dm,m(H ,A,α,β )) < µ(A)2m.

Esto prueba queH = {χEn
: n∈ N} es estable.
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2.2.2. Familias de oscilación pequeña

La siguiente noción fue introducida en [GGMS87, Chapter IV], identificando funciones que
coinciden en casi todo punto y considerando oscilaciones “esenciales”.

Definición 2.2.10. SeaH ⊂ RΩ una familia uniformemente acotada. Se dice queH es una
familia de oscilación pequeña si para cadaε > 0 existe una partición finitaΓ deΩ enΣ tal que

∑
A∈Γ

µ(A) osc(h|A)≤ ε para toda h∈H .

Este apartado está dedicado a mostrar que una familia uniformemente acotadaH ⊂RΩ es de
oscilación pequeña si y sólo si tiene la propiedad de Bourgain (Corolario 2.2.12). Dicho resultado
se sigue inmediatamente del siguiente lema, que esencialmente se debe a Talagrand (véase la
prueba de [GGMS87, Proposition IV.8] o, alternativamente, [CR05, Lemma 2.3]).

Lema 2.2.11 (Talagrand).SeaH ⊂ RΩ una familia de funciones. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) H tiene la propiedad de Bourgain;
(ii) para cadaε > 0 y cadaδ > 0 existe una partición finitaΓ deΩ enΣ tal que

µ

(⋃
{A∈ Γ : osc(h|A) > ε}

)
< δ para cada h∈H .

Demostración.La implicación(ii)⇒(i) es sencilla. Para verla, fijamosε > 0 y unE∈ Σ de medida
positiva. Por hipótesis existe una partición finitaΓ deΩ enΣ tal que

µ

(⋃
{A∈ Γ : osc(h|A) > ε}

)
<

µ(E)
2

para cadah∈H .

De esta desigualdad se deduce que, para cualquierh∈H , siempre podemos encontrar unA∈ Γ
conµ(A∩E) > 0 para el que osc(h|A)≤ ε y, por tanto, osc(h|A∩E)≤ ε. Esto prueba(ii)⇒(i).

Recíprocamente, supongamos queH tiene la propiedad de Bourgain. Fijamosε > 0 y δ > 0.
Evidentemente, la familia

K =
{

g∈ RΩ : g es medible, 0≤ g≤ 1 µ-a.e,
∫

Ω
g dµ ≥ δ

}
.

es un subconjunto uniformemente integrable deL 1(µ). Por tanto, la caracterización de Dunford
de la compacidad débil enL1(µ) (Teorema 1.2.2) nos permite deducir que su imagen canónica
enL1(µ), denotada porKµ , es relativamente débilmente compacta. No es complicado ver queKµ

es‖ · ‖1-cerrado y, dado queKµ es convexo, concluimos queKµ es débilmente compacto.
Fijamosg∈K. ComoAg := {t ∈Ω : g(t) > 0} tiene medida positiva yH verifica la propiedad

de Bourgain, existen conjuntos mediblesAg
1
, . . . ,Ag

n(g)
⊂ Ag, con medida positiva, tales que

mı́n
1≤i≤n(g)

osc(h|Ag
i
)≤ ε para cadah∈H . (2.13)
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Claramente, la imagen canónica enL1(µ) del conjunto

V(g) :=
n(g)⋂
i=1

{
f ∈L 1(µ) :

∫
Ag

i

f dµ > 0
}

es un entorno abierto, en la topología débil, de la clase de equivalencia deg. Por la compacidad
débil deKµ , existeng1, . . . ,gk ∈ K tales queK ⊂

⋃k
j=1V(g j).

EscribimosD = {Ag j
i

: 1≤ j ≤ k, 1≤ i ≤ n(g j)} y consideramos la partición finitaΓ deΩ
en Σ formada por los elementos no vacíos deA (D) (véase la página 82 para la definición). Se
afirma queΓ satisface la condición requerida. En efecto, tomamos cualquierh∈H y definimos

C =
⋃
{A∈ Γ : osc(h|A) > ε}.

Vamos a ver queχC no pertenece aK por reducción al absurdo. SiχC ∈ K, entoncesχC ∈V(g j)
para algún 1≤ j ≤ k. Esto significa que, para cualquier 1≤ i ≤ n(g j), tenemosµ(C∩Ag j

i
) > 0 y

por tanto existe unAi ∈ Γ tal queAi∩Ag j
i
6= /0 y osc(h|Ai

) > ε. ComoAi corta aAg j
i

, de la definición

deΓ se sigue queAi ⊂ Ag j
i

. Por lo tanto osc(h|
A

gj
i

) > ε para cada 1≤ i ≤ n(g j), lo que contradice

(2.13). Esto demuestra queχC 6∈ K, es decir,µ(C) < δ . La prueba está completa.

Corolario 2.2.12 (Talagrand). Una familia uniformemente acotadaH ⊂RΩ tiene la propiedad
de Bourgain si y sólo si es una familia de oscilación pequeña.

Demostración.FijamosM > 0 tal que|h(t)| ≤ M para cadah ∈ H y cadat ∈ Ω. Supongamos
queH tiene la propiedad de Bourgain. Dadoε > 0, el Lema 2.2.11 asegura la existencia de una
partición finitaΓ deΩ enΣ tal que, para cualquierh∈H , se tieneµ(

⋃
{A∈Γ : osc(h|A) > ε})≤ ε

y por tanto

∑
A∈Γ

µ(A) osc(h|A) = ∑
A∈Γ

osc(h|A)>ε

µ(A) osc(h|A)+ ∑
A∈Γ

osc(h|A)≤ε

µ(A) osc(h|A)

≤ 2Mε + εµ(Ω) = (2M + µ(Ω))ε.

Esto demuestra queH es una familia de oscilación pequeña.
Recíprocamente, siH es una familia de oscilación pequeña, dadosε > 0 y δ > 0, existe una

partición finitaΓ deΩ enΣ tal que, para cualquierh∈H , se cumple∑A∈Γ µ(A) osc(h|A) < εδ y
así

µ

(⋃
{A∈ Γ : osc(h|A) > ε}

)
ε ≤ ∑

A∈Γ
µ(A) osc(h|A) < εδ ,

de dondeµ(
⋃
{A ∈ Γ : osc(h|A) > ε}) < δ . El Lema 2.2.11 nos dice ahora queH tiene la

propiedad de Bourgain, como se quería demostrar.
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2.3. La integral de Birkhoff y la propiedad de Bourgain

Como se ha puesto de manifiesto en la Sección 1.9, una buena forma de estudiar la integra-
bilidad Pettis de una función vectorialf : Ω −→ X consiste en examinar la familia de funciones
reales

Zf = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗} ⊂ RΩ.

En esta sección hacemos lo mismo con laintegral de Birkhoff, mostrando la estrecha relación
existente entre esta noción y lapropiedad de Bourgain(estudiada en la Sección 2.2).

En el Apartado 2.3.1 probamos que una funciónacotada f: Ω−→ X es integrable Birkhoff si
y sólo siZf tiene la propiedad de Bourgain. En general,una función no necesariamente acotada
f : Ω−→ X es integrable Birkhoff si y sólo si Zf es uniformemente integrable y tiene la propiedad
de Bourgain. Como aplicación deducimos que el rango de la integral indefinida de una función
integrable Birkhoff siempre es relativamente compacto en norma.

El Apartado 2.3.2 está dedicado a analizar cuándo, en las caracterizaciones anteriores, pode-
mos reemplazarZf por la familia

Zf ,B = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ B} ⊂ RΩ

para un conjunto normante arbitrarioB⊂ BX∗ . Mostramos que estonoes siempre posible, aunque
sí lo es, por ejemplo, cuandof es acotada,B es convexo ó(BX∗ ,w∗) es separable. Esta cuestión
se puede reformular del siguiente modo:dada una familia puntualmente acotadaH ⊂RΩ con la
propiedad de Bourgain, ¿tiene su envolutura convexaco(H ) la propiedad de Bourgain?

2.3.1. Caracterización de la integrabilidad Birkhoff

Fremlin [Freb] demostró que, para cualquier función integrable Birkhofff : Ω −→ X, la fa-
milia Zf es estable. De hecho,Zf tiene incluso la propiedad de Bourgain, como mostramos a
continuación. Naturalmente, la prueba es semejante a la de la medibilidad de las funciones reales
integrables Birkhoff (véase la demostración del Teorema 2.1.12).

Proposición 2.3.1 ([CR05]).Sea f: Ω−→ X una función integrable Birkhoff. Entonces Zf tiene
la propiedad de Bourgain.

Demostración.Fijamosε > 0 y A∈ Σ con medida positiva. Comof es integrable Birkhoff, existe
una partición contableΓ = (An) de Ω en Σ tal que, para cadan ∈ N y cualesquiera elecciones
ti , t

′
i ∈ Ai , se tiene∣∣∣ n

∑
i=1

µ(Ai)
(
(x∗ ◦ f )(ti)− (x∗ ◦ f )(t ′i )

)∣∣∣≤ ∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ai)
(

f (ti)− f (t ′i )
)∥∥∥≤ εµ(A)

2
(2.14)

para cadax∗ ∈ BX∗ . Fijamosn ∈ N suficientemente grande tal que∑n
i=1 µ(A∩Ai) > µ(A)/2, y

definimosI = {1≤ i ≤ n : µ(A∩Ai) > 0}. Vamos a demostrar, por reducción al absurdo, que para
cadax∗ ∈ BX∗ se cumple

mı́n
i∈I

osc(x∗ ◦ f |A∩Ai
)≤ ε.
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En efecto, si para algúnx∗ ∈ BX∗ no se verifica la desigualdad anterior, entonces para cadai ∈ I
podemos tomar puntosti , t

′
i ∈ A∩Ai tales que(x∗ ◦ f )(ti)− (x∗ ◦ f )(t ′i ) > ε. Por tanto

εµ(A)
2

< ∑
i∈I

µ(A∩Ai)
(
(x∗ ◦ f )(ti)− (x∗ ◦ f )(t ′i )

)
≤∑

i∈I

µ(Ai)
(
(x∗ ◦ f )(ti)− (x∗ ◦ f )(t ′i )

)
,

lo que contradice la desigualdad (2.14) y termina la prueba.

El recíproco de la proposición anterior no es cierto en general. En efecto, del Lema 1.7.4 se
sigue fácilmente queZf tiene la propiedad de Bourgain para cada función fuertemente medible
f : Ω−→X. Por otro lado, existen funciones fuertemente medibles que no son integrables Birkhoff
(es decir, integrables Pettis, véase el Corolario 2.1.16). Un ejemplo sencillo lo proporciona la
función f : [0,1] −→ c0 definida por f = ∑∞

n=1(en/λ (En))χEn
, donde(En)∞

n=1 es una partición
de[0,1] formada por conjuntos medibles Lebesgue con medida positiva.

Sin embargo, sí que podemos establecer la equivalencia en el caso de funcionesacotadas,
gracias a la caracterización (dada en el Apartado 2.2.2) de la propiedad de Bourgain en términos
de familias de oscilación pequeña.

Teorema 2.3.2 ([CR05]).Sea f: Ω −→ X una función acotada. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) Zf tiene la propiedad de Bourgain;

(iii) existe un conjunto normante B⊂ BX∗ tal que Zf ,B tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.En vista de la Proposición 2.3.1, sólo queda demostrar(iii)⇒(i). Nótese que, al
ser acotada,f es sumable respecto de cualquier partición contable deΩ en Σ. Por otra parte,
como Zf ,B = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ B} es uniformemente acotada y tiene la propiedad de Bourgain, el
Corolario 2.2.12 nos asegura queZf ,B es una familia de oscilación pequeña. Dadoε > 0, existe
una partición finitaΓ = {A1, . . . ,An} de Ω en Σ tal que∑n

i=1 µ(Ai) osc(x∗ ◦ f |Ai
) ≤ ε para cada

x∗ ∈ B. Entonces, para cualesquiera eleccionesti , t
′
i ∈ Ai , tenemos∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ai) f (ti)−
n

∑
i=1

µ(Ai) f (t ′i )
∥∥∥ = sup

x∗∈B

∣∣∣x∗( n

∑
i=1

µ(Ai)
(

f (ti)− f (t ′i )
))∣∣∣

≤ sup
x∗∈B

n

∑
i=1

µ(Ai)
∣∣(x∗ ◦ f )(ti)− (x∗ ◦ f )(t ′i )

∣∣≤ ε.

Por tanto, diam(J( f ,Γ))≤ ε. Esto demuestra quef es integrable Birkhoff.

Como hemos comentado anteriormente, Riddle y Saab [RS85] probaron que una función aco-
tada f : Ω −→ X∗ es integrable Pettis si la familia{〈 f ,x〉 : x ∈ BX} ⊂ RΩ tiene la propiedad de
Bourgain. El siguiente caso particular del Teorema 2.3.2 mejora dicho resultado.

Corolario 2.3.3 ([CR05]). Sea f : Ω −→ X∗ una función acotada. Entonces f es integrable
Birkhoff si y sólo si la familia{〈 f ,x〉 : x∈ BX} tiene la propiedad de Bourgain.
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Pasamos ahora a analizar el caso de funcionesno necesariamente acotadas. En primer lugar,
para reducirnos al “caso acotado” vamos a emplear el siguiente lema.

Lema 2.3.4 ([CR05]).Sean B1, . . . ,Bn⊂X conjuntos para los que existe una constante M> 0 tal
que

mı́n
1≤i≤n

osc(x∗|Bi
)≤M para cada x∗ ∈ BX∗ .

Entonces existe un1≤ j ≤ n tal que Bj es acotado.

Demostración.Para cada 1≤ i ≤ n, definimosCi := {x∗ ∈ BX∗ : osc(x∗|Bi
)≤M}. Obsérvese que

cadaCi es cerrado en la topología de la norma. Como{BX∗ \Ci : 1≤ i ≤ n} es una familia de
subconjuntos relativamente abiertos deBX∗ con intersección vacía, existe un 1≤ j ≤ n tal que

BX∗ \Cj no es denso enBX∗ . Por tanto,G := {x∗ ∈ X∗ : ‖x∗‖ < 1} 6⊂ BX∗ \Cj
‖·‖

, luego existen
x∗0 ∈G y δ > 0 tales que

{x∗ ∈ X∗ : ‖x∗0−x∗‖ ≤ δ} ⊂G∩Cj .

Fijamosx0 ∈ B j . Dadox∗ ∈ BX∗ , el vectorx∗0+δx∗ pertenece aCj y, por tanto, para cadax∈ B j se
tiene

|δx∗(x)| ≤ |(x∗0 +δx∗)(x)− (x∗0 +δx∗)(x0)|+ |x∗0(x)−x∗0(x0)|+ |δx∗(x0)|
≤ osc((x∗0 +δx∗)|B j

)+osc(x∗0|B j
)+δ‖x0‖ ≤ 2M +δ‖x0‖.

Así, ‖x‖ ≤ (2M)/δ +‖x0‖ para cadax∈ B j y, en particular,B j es acotado.

Observación 2.3.5.La conclusión del Lema 2.3.4 es válida incluso para una sucesión infinita
B1,B2, . . . de subconjuntos deX. Para comprobarlo, basta razonar del mismo modo observando
que, en este caso, la existencia de “unj ∈N tal queBX∗ \Cj no es denso enBX∗” se puede deducir
del Teorema de la Categoría de Baire.

Corolario 2.3.6 ([CR05]). Sea f: Ω−→X una función tal que Zf tiene la propiedad de Bourgain.
Entonces existe una partición contable(An) de Ω en Σ tal que la restricción f|An

es acotada
cuandoµ(An) > 0.

Demostración.Por el “principio de exhaustividad” (Lema 1.7.3), basta demostrar quepara cada
A∈ Σ de medida positiva existe un E⊂ ΣA de medida positiva tal que f|E es acotada. Vamos a
probar esto: comoZf tiene la propiedad de Bourgain, existenE1, . . . ,En ∈ ΣA con medida positiva
tales que

mı́n
1≤i≤n

osc(x∗|Bi
) = mı́n

1≤i≤n
osc(x∗ ◦ f |Ei

)≤ 1 para cadax∗ ∈ BX∗ ,

donde escribimosBi := f (Ei) para cada 1≤ i ≤ n. Por el Lema 2.3.4, existe un 1≤ j ≤ n tal que
B j = f (E j) es acotado. Esto completa la demostración.

Estamos ya en condiciones de demostrar el principal resultado de este apartado.
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Teorema 2.3.7 ([CR05]).Sea f: Ω −→ X una función. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) Zf es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Supongamos quef es integrable Birkhoff. Entoncesf es integrable Pettis (Coro-
lario 2.1.13) y, por el Corolario 1.9.3,Zf es un subconjunto uniformemente integrable deL 1(µ).
Por otro lado, ya sabemos que la integrabilidad Birkhoff def asegura queZf tiene la propiedad
de Bourgain (Proposición 2.3.1). La implicación(i)⇒(ii) queda así establecida.

Recíprocamente, probamos(ii)⇒(i). En vista del Corolario 2.2.4, la aplicación canónica

I : (Zf ,Tp)−→ (L1(µ),‖ · ‖1) (2.15)

(que envía cada función a su clase de equivalencia) es continua. Por tanto, podemos aplicar la
Proposición 1.9.2 para deducir quef es integrable Pettis. Por otro lado, comoZf tiene la propiedad
de Bourgain, existe una partición contable(An) de Ω en Σ tal que la restricciónf |An

es acotada
cuandoµ(An) > 0 (Corolario 2.3.6). Se afirma quef |An

es integrable Birkhoff para cada n. En
efecto, esto es obvio siµ(An) = 0; por otra parte, cuandoAn tiene medida positiva, sabemos que
la restricción f |An

es acotada y queZf |An
tiene la propiedad de Bourgain, por lo que podemos

aplicar el Teorema 2.3.2 para concluir quef |An
es integrable Birkhoff. Finalmente, el Lema 2.1.15

garantiza la integrabilidad Birkhoff def .

En [Bir35, Theorem 18] se demostró que toda función integrable Birkhoff es el límite, en la
seminorma de Pettis, de una sucesión de funciones simples. Como ya sabemos (Teorema 1.8.13),
esto equivale a decir queel rango de la integral indefinida de cualquier función integrable Birkhoff
es relativamente compacto en norma. Nosotros ahora podemos deducir este resultado combinando
la Proposición 1.9.2 y la continuidad de la aplicaciónI dada en (2.15).

Corolario 2.3.8 ([Bir35]). Si f : Ω−→ X es integrable Birkhoff, entoncesν f (Σ) es relativamente
compacto en norma.

El Corolario 2.3.8 mejora un resultado de [KSS+02] relativo a la separabilidad del rango de la
integral indefinida de las funciones integrables Riemann-Lebesgue, que se definen como sigue.

Definición 2.3.9 ([KT00, KSS+02]). Una función f : Ω −→ X se dice integrable Riemann-
Lebesgue si existe x∈X con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe una partición contable
Γ deΩ enΣ tal que, para cada partición contableΓ′ deΩ enΣ más fina queΓ y cada elección T′

in Γ′, la serie S( f ,Γ′,T ′) es absolutamente convergente y‖S( f ,Γ′,T ′)−x‖ ≤ ε.

En virtud de la Proposición 2.1.4, toda función integrable Riemann-Lebesgue es integrable
Birkhoff, y ambas nociones coinciden para funciones acotadas.
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Corolario 2.3.10 ([CR05]). Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f es integrable Riemann-Lebesgue;
(ii) Zf tiene la propiedad de Bourgain y existe g∈L 1(µ) tal que‖ f‖ ≤ g µ-a.e.

Demostración.Veamos(i)⇒(ii) . Como f es integrable Birkhoff, la familiaZf tiene la propiedad
de Bourgain (Proposición 2.3.1). Fijamos ahora una partición contableΓ = (An) deΩ enΣ tal que

‖S( f ,Γ,T)−S( f ,Γ,T ′)‖ ≤ 1

para cualquiera dos eleccionesT y T ′ en Γ, siendo las series absolutamente convergentes. En
particular, f |An

es acotada cuandoµ(An) > 0. Es fácil ver que la serie∑
µ(An)>0‖ f (An)‖µ(An) es

convergente y, por tanto, la función definida porg = ∑
µ(An)>0‖ f (An)‖χAn

es integrable. Además,
se tiene‖ f‖ ≤ g µ-a.e.

Recíprocamente,(ii)⇒(i). Como‖ f‖ ≤ g µ-a.e. yZf está formada por funciones medibles
(porque tiene la propiedad de Bourgain),Zf es uniformemente integrable y, por tanto,f es inte-
grable Birkhoff (Teorema 2.3.7). Por otra parte, la desigualdad‖ f‖ ≤ g µ-a.e. se puede aplicar
nuevamente para encontrar una partición contable(An) de Ω en Σ tal que f |An

es acotada cuan-
do µ(An) > 0 y la serie∑

µ(An)>0‖ f (An)‖µ(An) es convergente. Claramente, esto implica que

S( f ,Γ′,T ′) es absolutamente convergente para cada partición contableΓ′ de Ω en Σ más fina
queΓ y cada elecciónT ′ in Γ′. Finalmente, podemos utilizar la Proposición 2.1.4 para deducir que
f es integrable Riemann-Lebesgue.

Talagrand [Tal87] caracterizó las funcionesf : Ω −→ X para las queZf esestabley existe

g∈L 1(µ) cumpliendo‖ f‖ ≤ g µ-a.e. como aquéllas que satisfacen la llamadaley de los grandes
números: existe ĺımn(1/n)∑n

i=1 f (ti) para casi todo(ti)i∈N ∈ ΩN, dondeΩN se considera equipa-
do con la probabilidad producto (suponiendo queµ(Ω) = 1). Tales funciones se conocen como
funciones integrables Talagrandy han sido ampliamente estudiadas, véase [FM94, Fre95, Freb,
HJ85, Mus94, Tal87]. Por el Teorema 1.9.4, toda función integrable Talagrand es integrable Pettis.

Corolario 2.3.11. Toda función integrable Riemann-Lebesgue f: Ω −→ X es integrable Tala-
grand.

Demostración.Basta combinar el Corolario 2.3.10 y la Proposición 2.2.5.

2.3.2. La propiedad de Bourgain y envolturas convexas

En vista de las caracterizaciones de la integrabilidad Birkhoff del apartado anterior, la siguiente
pregunta surge de manera natural.

Pregunta 1. Sea f: Ω −→ X una función para la que existe un conjunto normante B⊂ BX∗ tal
que la familia Zf ,B es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain. ¿Es f integrable
Birkhoff?
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El propósito de este apartado es investigar esta cuestión, que, como vamos a explicar más
adelante, puede reformularse del siguiente modo.

Pregunta 2. SeaH ⊂ RΩ una familia puntualmente acotada con la propiedad de Bourgain.
¿Tiene su envoltura convexaco(H ) la propiedad de Bourgain?

Ambas preguntas tienen, en general, respuesta negativa (Ejemplos 2.3.20 y 2.3.21). Por otra
parte, ya hemos visto que la Pregunta 1 tiene solución afirmativa para funciones acotadas (Teo-
rema 2.3.2). Del mismo modo, la Pregunta 2 puede responderse afirmativamente para familias
uniformemente acotadas:

Teorema 2.3.12.SeaH ⊂RΩ una familia uniformemente acotada con la propiedad de Bourgain.
Entoncesco(H ) tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Por el Corolario 2.2.12,H es una familia de oscilación pequeña. Dadoε > 0,
existe una partición finitaΓ deΩ enΣ tal que∑A∈Γ µ(A) osc(h|A)≤ ε para todah∈H . Tomamos
g∈ co(H ) y escribimosg = ∑n

i=1 αihi , dondehi ∈H , αi ≥ 0 y ∑n
i=1 αi = 1. Entonces

∑
A∈Γ

µ(A) osc(g|A)≤ ∑
A∈Γ

µ(A)
( n

∑
i=1

αi osc(hi |A)
)

=
n

∑
i=1

αi

(
∑
A∈Σ

µ(A) osc(hi |A)
)
≤ ε.

Por tanto, la familia (uniformemente acotada) co(H ) también es de oscilación pequeña. El Coro-
lario 2.2.12 nos dice que co(H ) tiene la propiedad de Bourgain, como se quería demostrar.

Pasamos ahora a analizar la equivalencia entre las dos preguntas anteriores. En este sentido, la
Proposición 2.3.14 muestra queuna respuesta afirmativa a la Pregunta 2 nos aseguraría que la
Pregunta 1 también tiene solución positiva. Para la prueba necesitamos la siguiente observación
elemental.

Lema 2.3.13.SeaH ⊂ RΩ una familia. Entoncesco(H ) tiene la propiedad de Bourgain si y
sólo siaco(H ) la tiene.

Demostración.Supongamos que co(H ) tiene la propiedad de Bourgain. Fijamosh ∈ H . Un
sencillo cálculo nos permite ver que

aco(H )⊂ co(H )−co(H )+{αh : α ∈ [−1,1]}.

ComoH tiene la propiedad de Bourgain, lo mismo ocurre con la familia{αh : α ∈ [−1,1]} y,
por tanto, aco(H ) tiene la propiedad de Bourgain.

Proposición 2.3.14 ([Roda]).Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) existe un conjunto normante y convexo B⊂ BX∗ tal que Zf ,B es uniformemente integrable y

tiene la propiedad de Bourgain;
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(iii) existe un conjunto normante B⊂ BX∗ tal que Zf ,B es uniformemente integrable yco(Zf ,B)
tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Dado un conjunto normanteB⊂ BX∗ , es claro que co(B) y aco(B) son también
normantes y cumplen las igualdades co(Zf ,B) = Zf ,co(B) y aco(Zf ,B) = Zf ,aco(B).

En virtud del Teorema 2.3.7, sólo tenemos que demostrar que la condición(iii) implica queZf
es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain. Por un lado, es claro que aco(Zf ,B)
es uniformemente integrable. Por otro, comoB es normante, el teorema de separación de Hahn-
Banach asegura que aco(B) esw∗-denso inBX∗ y, por tanto, se tiene

aco(Zf ,B)
Tp = Zf . (2.16)

Como co(Zf ,B) tiene la propiedad de Bourgain, lo mismo ocurre con aco(Zf ,B) (Lema 2.3.13). El
hecho de que la propiedad de Bourgain se conserva al tomarTp-clausuras nos permite deducir
queZf tiene la propiedad de Bourgain. Mas todavía, cada elemento deZf es el límite en casi
todo punto de una sucesión en aco(Zf ,B) (por el Teorema 2.2.3). Por tanto, podemos utilizar el
teorema de convergencia de Vitali (véase e.g. [Fre01, 246J]) para inferir queZf es uniformemente
integrable. Esto completa la demostración.

Corolario 2.3.15 ([CR05]). Sea f: Ω−→ X∗ una función. Entonces f es integrable Birkhoff si y
sólo si la familia{〈x, f 〉 : x∈ BX} es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Por otro lado,la Pregunta 2 tendría solución afirmativa si lo mismo ocurriese con la Pregun-
ta 1, como consecuencia del siguiente lema y la Proposición 2.3.1.

Lema 2.3.16 ([Roda]).SeaH ⊂ RΩ una familia puntualmente acotada de funciones medibles.
Entonces existen:

(i) una sucesión disjunta(An) enΣ conΩ =
⋃∞

n=1An,
(ii) una sucesión(Xn) de espacios de Banach,

(iii) una sucesión de funciones fn : An −→ Xn,

de manera que, para cada n∈ N, existe un conjunto normante Bn ⊂ BX∗
n

tal que Zfn,Bn
= H |An

es
uniformemente integrable.

Demostración.ComoH está formada por funciones medibles y es puntualmente acotada, exis-
te una función medibleϕ : Ω −→ [0,+∞) tal que, para cadah ∈ H , se tiene|h| ≤ ϕ µ-a.e.
(Lema 1.8.9). Fijamosn∈N y definimosAn := {t ∈Ω : n−1≤ ϕ(t) < n} ∈ Σ. Claramente,H |An

es un subconjunto uniformemente integrable deL 1(µAn
). TomamosXn := `∞(H |An

) y definimos
la función fn : An −→ Xn mediantefn(t)(g) := g(t) para cadat ∈ An y cadag∈H |An

. Obsérvese
finalmente quefn satisface la igualdadZfn,Bn

= H |An
, dondeBn = {e∗g : g∈ H |An

} ⊂ BX∗
n

es el
conjunto normante formado por todos los “funcionales evaluación”.

Algunas de las ideas utilizadas en la prueba del Lema 2.3.16 pueden explotarse de nuevo para
deducir el siguiente
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Corolario 2.3.17 ([Roda]). SeaH ⊂ RΩ una familia puntualmente acotada. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) co(H ) tiene la propiedad de Bourgain;
(ii) H tiene la propiedad de Bourgain y existe una partición contable(An) deΩ enΣ tal que

H |An
es uniformemente acotada cuandoµ(An) > 0.

Demostración.La implicación(ii)⇒(i) es consecuencia del Teorema 2.3.12. Para la prueba de
(i)⇒(ii) , consideramos la funciónf : Ω−→ `∞(H ) definida porf (t)(h) := h(t) para cadat ∈Ω y
cadah∈H . EntoncesZf ,B = H para el conjunto normanteB = {e∗h : h∈H } ⊂ B`∞(H )∗ . Como
co(H ) tiene la propiedad de Bourgain, lo mismo ocurre con aco(H ) = aco(Zf ,B) (Lema 2.3.13)

y con su clausuraaco(Zf ,B)
Tp = Zf . Por tanto, podemos aplicar el Corolario 2.3.6 para encontrar

una partición contable(An) deΩ enΣ tal que, para cadaAn de medida positiva, la restricciónf |An

es acotada y, como consecuencia,H |An
es uniformemente acotada.

Corolario 2.3.18. SeaH ⊂RΩ una familia puntualmente acotada y convexa con la propiedad de
Bourgain. Entonces existe una partición contable(An) deΩ enΣ tal queH |An

es uniformemente
acotada cuandoµ(An) > 0.

Nuestro siguiente objetivo es mostrar mediante ejemplos que, como ya hemos mencionado,
las Preguntas 1 y 2 tienen respuesta negativa en general. El Ejemplo 2.3.20 se debe a Fremlin
(comunicación personal, véase [Roda]) y es similar al que aparece en [Fre03, 465X(o)].

Obsérvese que, como Borel([0,1]) tiene cardinalidadc (véase e.g. [Fre03, 424D]), lo mismo
ocurre con la familia de todas las colecciones finitas (no vacías) de elementos de Borel([0,1]) con
medida de Lebesgue positiva, que enumeramos como{Eα : α < c}.

Lema 2.3.19.Existe una familia(Jα)α<c de subconjuntos finitos de[0,1], disjuntos dos a dos, tal
que Jα ∩E 6= /0 para cadaα < c y cada E∈ Eα .

Demostración.Procedemos por inducción transfinita. Supongamos queβ < c y que ya hemos
construido una familia(Jα)

α<β
de subconjuntos finitos de[0,1], disjuntos dos a dos, de manera

que Jα ∩E 6= /0 para cadaα < β y cadaE ∈ Eα . El conjuntoA =
⋃

α<β
Jα tiene cardinalidad

#(A) < c, porque cadaJα es finito yβ < c. Como cada subconjunto de Borel no numerable de[0,1]
tiene cardinalidadc (véase e.g. [Fre03, 423K]), tenemosE \A 6= /0 para cadaE ∈ E

β
. Por tanto,

J
β

puede construirse tomando exactamente un punto deE \A para cadaE ∈ E
β
. Esto completa la

demostración.

Ejemplo 2.3.20 (Fremlin). Existe una familia puntualmente acotadaH ⊂ R[0,1] tal que

(i) cada h∈H se anula en casi todo punto;
(ii) H tiene la propiedad de Bourgain;

(iii) co(H ) no tiene la propiedad de Bourgain.
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Demostración.Por el lema previo, existe una familia(Jα)α<c de subconjuntos finitos de[0,1],
disjuntos dos a dos, tales queJα ∩E 6= /0 para cadaα < c y cadaE ∈ Eα . Definimos

H = {#(Jα)χ{t} : t ∈ Jα , α < c} ⊂ R[0,1].

Obviamente, la familiaH está formada por funciones que se anulanλ -a.e. y, además, es puntual-
mente acotada, puesto queJα ∩ J

β
= /0 cuandoα 6= β . Por otra parte,H tiene la propiedad de

Bourgain. En efecto, dado cualquier conjunto medible LebesgueA⊂ [0,1] con medida positiva,
podemos encontrar conjuntos medibles Lebesgue disjuntosA1,A2 ⊂ A con medida positiva. De la
definición deH se sigue que cadah∈H se anula enA1 o enA2.

Finalmente, nótese que{χJα
: α < c} ⊂ co(H ) y que{χJα

: α < c} no tiene la propiedad de
Bourgain. En efecto, esto último se sigue de la regularidad interior deλ con respecto a Borel([0,1])
y el hecho de que, dada una cantidad finita de subconjuntos de Borel de[0,1] con medida positiva,
digamosA1, . . . ,An, siempre existe unα < c tal queEα = {A1, . . . ,An} y, por tanto,Jα ∩Ai 6= /0
para cada 1≤ i ≤ n, luego ḿın1≤i≤nosc(χJα

|Ai
) = 1. Esto prueba que co(H ) no tiene la propiedad

de Bourgain.

Ejemplo 2.3.21 ([Roda]). Existe una función escalarmente nula f: [0,1]−→ c0(c) tal que

(i) para cierto conjunto normante B⊂ Bc0(c)∗
, la familia Zf ,B tiene la propiedad de Bourgain;

(ii) f no es integrable Birkhoff.

Demostración.SeaH ⊂ R[0,1] la familia (con cardinalidadc) definida en la prueba del Ejem-
plo 2.3.20. Obsérvese que para cadat ∈ [0,1] existe como mucho unah ∈ H tal queh(t) 6= 0.
Definimos

f : [0,1]−→ c0(H ), f (t)(h) := h(t) para cadat ∈ [0,1] y cadah∈H .

El conjuntoB = {e∗h : h∈H } ⊂ Bc0(H )∗ es normante y la familiaZf ,B = H tiene la propiedad

de Bourgain, pero co(H ) = Zf ,co(B) no la tiene. Por tanto,f no es integrable Birkhoff (Proposi-
ción 2.3.1). Para finalizar la prueba vamos a comprobar quef es escalarmente nula. En efecto,
como H está formada por funciones que se anulan en casi todo punto, lo mismo ocurre con
aco(H ) = Zf ,aco(B). Teniendo en cuenta la identificaciónc0(H )∗ = `1(H ), se observa inmedia-

tamente queaco(B)
‖·‖

= Bc0(H )∗ . Por tanto,Zf ,aco(B) esTp-sucesionalmente denso enZf y, así,

cada elemento deZf se anulaλ -a.e., como se quería demostrar.

Ya sabemos que una funciónf : Ω −→ X en las condiciones de la Pregunta 1 es integrable
Birkhoff si y sólo siexiste una partición contable(An) de Ω en Σ tal que la restricción f|An

es
acotada cuandoµ(An) > 0 (basta combinar la Proposición 2.3.14 con el Teorema 2.3.12). Nótese
que, por ejemplo, dicha “descomposición” siempre existe cuando‖ f‖ esmedible.

Motivados por este hecho, a continuación estudiamos la medibilidad de‖ f‖ para funciones
f : Ω −→ X para las que existe un conjunto normanteB⊂ BX∗ tal queZf ,B tiene la propiedad
de Bourgain. En primer lugar, probamos que tales funciones siempre son escalarmente medibles
(Corolario 2.3.23); este resultado es, de hecho, equivalente al siguiente.
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Proposición 2.3.22 ([Roda]).SeaH ⊂ RΩ una familia puntualmente acotada con la propiedad

de Bourgain. Entoncesaco(H )
Tp

está formada por funciones medibles.

Demostración.Supongamos, por reducción al absurdo, que existe unag∈ aco(H )
Tp

que no es
medible. Comog no es medible, existenA∈ Σ conµ(A) > 0 y números realesα < β tales que

µ
∗({t ∈ A : g(t) < α}) = µ

∗({t ∈ A : g(t) > β}) = µ(A),

véase e.g. [Tal84, 1-1-5]. DefinimosHn = {t ∈ Ω : suph∈H |h(t)| ≤ n} para todon ∈ N. Como
(Hn) es una sucesión creciente con uniónΩ, podemos encontrar unn∈ N suficientemente grande
verificando

µ
∗(Hn∩{t ∈ A : g(t) < α}) >

µ(A)
2

y µ
∗(Hn∩{t ∈ A : g(t) > β}) >

µ(A)
2

.

Por tanto,

µ
∗({t ∈ Hn∩A : g(t) < α})+ µ

∗({t ∈ Hn∩A : g(t) > β}) > µ(A)≥ µ
∗(Hn∩A). (2.17)

EscribimosB = Hn∩A. ComoH tiene la propiedad de Bourgain, la familia de restricciones
H |B tiene la propiedad de Bourgain respecto deµB (Proposición 2.2.2(v)). Además,H |B es
uniformemente acotada, luego podemos aplicar el Teorema 2.3.12 (junto con el Lema 2.3.13)

para deducir que la familiaaco(H |B)
Tp(B)

= aco(H )|B
Tp(B)

tiene la propiedad de Bourgain
respecto deµB; en particular, está formada por funcionesΣB-medibles. Teniendo en cuenta que

g|B ∈ aco(H )|B
Tp(B)

, concluimos que los conjuntos{t ∈ B : g(t) < α} y {t ∈ B : g(t) > β}
pertenecen aΣB. Finalmente, la desigualdad (2.17) implica

µB(B)≥ µB({t ∈ B : g(t) < α}∪{t ∈ B : g(t) > β})
= µB({t ∈ B : g(t) < α})+ µB({t ∈ B : g(t) > β})
= µ

∗({t ∈ B : g(t) < α})+ µ
∗({t ∈ B : g(t) > β}) > µ

∗(B) = µB(B),

una contradicción que termina la prueba.

Ahora, la igualdad (2.16) en la página 93 nos permite concluir el siguiente

Corolario 2.3.23 ([Roda]). Sea f: Ω−→X una función para la que existe un conjunto normante
B⊂ BX∗ tal que Zf ,B tiene la propiedad de Bourgain. Entonces f es escalarmente medible.

Observación 2.3.24.Un profundo resultado de Talagrand afirma quela envoltura convexa de
una familia estable y uniformemente acotada es también estable, véase [Tal84, 11-2-1] o [Fre03,
465N]. Este hecho puede utilizarse para comprobar que las conclusiones de la Proposición 2.3.22
y el Corolario 2.3.23 son ciertas incluso cuando la propiedad de Bourgain se reemplaza por la
noción de estabilidad.
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Recordemos que,para una familiaH ⊂RΩ puntualmente acotada de funciones medibles con
cardinalidad#(H ) < κ(µ), la función t 7→ suph∈H |h(t)| es medible(Corolario 1.10.9). Este he-
cho y nuestro trabajo previo conducen a otras soluciones parciales afirmativas para las Preguntas 1
y 2.

Corolario 2.3.25 ([Roda]). SeaH ⊂ RΩ una familia puntualmente acotada con#(H ) < κ(µ).
SiH tiene la propiedad de Bourgain, entoncesco(H ) también tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Aplicando el Corolario 1.10.9, podemos encontrar una partición contable(An)
de Ω en Σ tal queH |An

es uniformemente acotada para cadan. El resultado se sigue ahora del
Teorema 2.3.12.

Corolario 2.3.26 ([Roda]). Supongamos quedens(BX∗ ,w∗) < κ(µ). Sea f: Ω−→X una función
escalarmente medible. Entonces‖ f‖ es medible.

Demostración.Fijamos un conjuntow∗-densoC⊂ BX∗ con #(C) < κ(µ). Como

‖ f (t)‖= sup{|(x∗ ◦ f )(t)| : x∗ ∈C} para cadat ∈Ω,

el Corolario 1.10.9 nos asegura que‖ f‖ es medible.

Corolario 2.3.27 ([Roda]). Supongamos quedens(BX∗ ,w∗) < κ(µ). Sea f: Ω−→X una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) existe un conjunto normante B⊂ BX∗ tal que Zf ,B es uniformemente integrable y tiene la

propiedad de Bourgain.

Demostración.Supongamos que se cumple(ii) . ComoZf ,B tiene la propiedad de Bourgain, pode-
mos aplicar los Corolarios 2.3.23 y 2.3.26 para deducir que existe una partición contable(An) deΩ
en Σ tal que f |An

es acotada para cadan. Esta última condición, junto con(ii) , asegura quef es
integrable Birkhoff.

En particular,bajo el Axioma M, cuando trabajamos en[0,1] equipado con la medida de
Lebesgue, la Pregunta 1 (resp. Pregunta 2) tiene respuesta afirmativa si dens(BX∗ ,w∗) < c (resp.
#(H ) < c). Sin suponer la validez de axiomas adicionales, se tiene:

Corolario 2.3.28 ([Roda]). Supongamos que BX∗ es w∗-separable. Sea f: Ω−→ X una función.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es integrable Birkhoff;
(ii) existe un conjunto normante B⊂ BX∗ tal que Zf ,B es uniformemente integrable y tiene la

propiedad de Bourgain.

Finalizamos el apartado con un ejemplo, debido a Fremlin (comunicación personal), de una fa-
milia contablecon la propiedad de Bourgain tal que su envoltura convexa no tiene dicha propiedad.
Por supuesto, una tal familia no puede ser puntualmente acotada (en vista del Corolario 2.3.25).
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Ejemplo 2.3.29 (Fremlin). Supongamos queµ es una medida de probabilidad sin átomos. En-
tonces existe una familia contableH ⊂ RΩ tal que

(i) H es uniformemente integrable;
(ii) H tiene la propiedad de Bourgain;

(iii) co(H ) no tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Comoµ no tiene átomos, podemos encontrar una sucesión independiente(En)∞
n=1

enΣ tal queµ(En) = 1/(n+1) para todon∈ N (Lema 2.2.7).
Fijamosn∈N. Nótese que cualquierA∈A ({E1, . . . ,En}) tiene medida positiva. En efecto, si

escribimosA=
⋂n

i=1Fi , conFi ∈{Ei ,Ω\Ei} para todo 1≤ i≤ n, la familia(Fi)
n
i=1 es independiente

(véase e.g. [Fre01, 272E]) y, por tanto, se tieneµ(A) = ∏n
i=1 µ(Fi) > 0. Denotamos porAn el

conjunto de todos losA∈ A ({E1, . . . ,En}) contenidos enEn, y definimos, para cadaA∈ An, la
función

hn,A : Ω−→ R, hn,A :=
µ(En)
µ(A)

χA.

Vamos a demostrar que la familia

H := {hn,A : n∈ N, A∈An} ⊂ RΩ

satisface las condiciones requeridas. En primer lugar,H es uniformemente integrable, puesto
que se tiene lı́mn

∫
Ω hn,A dµ = l ı́mn µ(En) = 0. Por otra parte, co(H ) no tiene la propiedad de

Bourgain, porque

χEn
= ∑

A∈An

µ(A)
µ(En)

hn,A ∈ co(H ) para cadan∈ N,

y la familia {χEn
: n∈ N} no tiene la propiedad de Bourgain (por el Lema 2.2.8). Veamos final-

mente queH tiene la propiedad de Bourgain. Dividimos la prueba en tres pasos.

Paso 1.- Para cada n∈N, cualquier h∈H es constante en todos los elementos de la partición
A ({E1, . . . ,En}) salvo, a lo más, en uno de ellos. Escribimosh = hm,C, conm∈ N y C ∈Am. Si
m≤ n, entonces para cadaB∈A ({E1, . . . ,En}) se tieneB⊂C ó B⊂Ω\C, luego en ambos casos
h|B es constante. Sin < m y tomamos unB∈A ({E1, . . . ,En}) conC⊂ B, entoncesh|B′ se anula
para cadaB′ ∈A ({E1, . . . ,En}) distinto deB.

Paso 2.- Para cada A∈ Σ conµ(A) > 0, existe un n∈ N tal que

µ(A\B) > 0 para todoB∈A ({E1, . . . ,En}).

Como(En)∞
n=1 es independiente y∑n µ(En) = +∞, el lema de Borel-Cantelli (véase e.g. [Fre01,

273K]) garantiza queE :=
⋂∞

n=1
⋃

m≥nEm tiene medida 1. Fijamos unA ∈ Σ con la propiedad
de que, para cadan ∈ N, existe unBn ∈ A ({E1, . . . ,En}) con µ(A\Bn) = 0. Vamos a ver que
µ(A) = 0. Para cadan∈ N, tenemos dos posibilidades mutuamente excluyentes:

Bn ⊂ En, y asíµ(A\En) = 0;
Bn ⊂Ω\En, y asíµ(A∩En) = 0.

Por tanto, podemos distinguir un par de casos:
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Existe unn∈ N tal queµ(A∩Em) = 0 para todom≥ n. Entonces

µ(A) = µ(A∩E)≤ µ

( ∞⋃
m=n

(A∩Em)
)

= 0.

Existenm1 < m2 < .. . enN tales queµ(A\Emk
) = 0 para todok∈ N. Entonces

µ(A) = µ(A∩Emk
)≤ µ(Emk

) para todok∈ N.

Como ĺımk µ(Emk
) = 0, se tieneµ(A) = 0.

Esto completa la prueba delPaso 2.

Paso 3.-FijamosA ∈ Σ con µ(A) > 0. Como ya hemos demostrado en elPaso 2, existe un
n∈ N tal queµ(A\B) > 0 para cadaB∈A ({E1, . . . ,En}). En particular, la familia

S = {A∩B : B∈A ({E1, . . . ,En}), µ(A∩B) > 0}

tiene al menos dos elementos. Por tanto, teniendo en cuenta elPaso 1, para cadah ∈ H existe
algúnS∈ S tal que osc(h|S) = 0. Esto demuestra queH tiene la propiedad de Bourgain y la
prueba ha terminado.

2.4. La propiedad débil de Radon-Nikodým en espacios de Banach
duales

La propiedad débil de Radon-Nikodým de un espacio de Banach, introducida por Musial
en [Mus79], es la condición análoga a la propiedad de Radon-Nikodým (RNP) cuando la inte-
gral de Bochner se sustituye por la integral de Pettis. Más precisamente:

Definición 2.4.1.Se dice que X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým respecto deµ (breve-
mente,µ-WRNP) si, para cada medida contablemente aditivaν : Σ −→ X, µ-continua y con
variación σ -finita, existe una función integrable Pettis f: Ω −→ X tal queν = ν f (en tal caso,
decimos que f es una densidad deν). Se dice que X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým
(WRNP) si tiene laµ-WRNP para cada medida de probabilidad completaµ.

Al igual que ocurre con la propiedad de Radon-Nikodým, el espacioX tiene la WRNP si y só-
lo si tiene laλ -WRNP (Musial, véase [Tal84, 7-2-5]). Para espacios de Banach con lapropiedad
de complementación separable(aquéllos en los que todo subespacio separable está contenido en
un subespacio separable y complementado; e.g. espacios WCG), la RNP y la WRNP son equi-
valentes, véase [Mus79]. Lo mismo se cumple para espacios de Banach compactos en medida
en su topología débil (basta aplicar el Corolario 1.7.12) yretículos de Banach(Ghoussoub y
Saab [GS81]). Por otra parte, el dual delJames tree space JTproporciona un ejemplo de espacio
que tiene la WRNP pero no la RNP, [Mus79].

Es bien conocido que, en el caso de espacios de Banachduales, la WRNP queda completa-
mente caracterizada de la siguiente forma (véase e.g. [Dul89, Chapter 6] o [Tal84, Chapter 7]):
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X∗ tiene la WRNP si y sólo si X no contiene subespacios isomorfos a`1.

El “sólo si” se debe a Musial y Ryll-Nardzewski [MRN78], mientras que la condición suficiente
fue demostrada por Musial [Mus79] (cuandoX tiene la propiedad de complementación separable),
Janicka [Jan79] y Bourgain [Bou]; Musial dio en [Mus83, Mus84] una nueva prueba de esta impli-
cación a través de la propiedad de Bourgain. El principal objetivo de esta sección es proporcionar
una caracterización de la WRNP en duales mediante la integral de Birkhoff (Teoremas 2.4.19
y 2.4.22). En el Capítulo 3 aplicaremos este resultado para resolver, en el caso de espacios de
Banach duales, un problema propuesto por Fremlin [Fre94, Fre95] relativo a la representación de
medidas vectoriales como integrales indefinidas de funciones integrablesMcShane.

2.4.1. La propiedad de Bourgain ỳ 1-sucesiones

En este apartado mostramos la estrecha relación que existe entre la propiedad de Bourgain y
la ausencia de sucesiones “equivalentes” (en la norma del supremo) a la base canónica de`1.

Definición 2.4.2. Una sucesión acotada(xn) en X se llamà1-sucesión si existe unδ > 0 tal que

δ ·
( n

∑
i=1

|ai |
)
≤

∥∥∥ n

∑
i=1

aixi

∥∥∥ para cada n∈ N y cada a1, . . . ,an ∈ R.

Lema 2.4.3. Si (xn) es unà 1-sucesión enX, entoncesspan{xn : n∈ N} enX es isomorfo à1.

Demostración.EscribimosZ = span{xn : n∈ N}. Como(xn) está acotada, podemos definir una
aplicación lineal continuaT : `1 −→ Z medianteT((an)) = ∑nanxn. Por otra parte,(xn) es lineal-
mente independiente, por lo que podemos definir una aplicación lineals : span{xn : n∈N} −→ `1

mediante la formula

s(
n

∑
i=1

aixi) = (a1, . . . ,an,0, . . .), a1, . . . ,an ∈ R, n∈ N.

Del hecho de que(xn) es unà 1-sucesión se desprende ques es continua. Por tanto, existe una
aplicación lineal continuaS : Z −→ `1 tal queS|span{xn:n∈N} = s. Es claro queS◦T = Id

`1 y que
T ◦S= IdZ. Esto completa la demostración.

El Lema 2.4.5 proporciona un criterio útil para determinar si una sucesión uniformemente
acotada de funciones es una`1-sucesión. Rosenthal [Ros74] empleó este resultado en la prueba
de su caracterización de los espacios de Banach que no contienen subespacios isomorfos a`1

como aquéllos para los que toda sucesión acotada posee una subsucesión que es de Cauchy en
la topología débil, véase e.g. [Dul89, Theorem 4.1] o [Die84, Chapter XI]. Antes necesitamos
introducir la siguiente:

Definición 2.4.4 ([Ros74]).Sea S un conjunto. Una sucesión(Cn,Dn) de pares de subconjuntos
de S se dice independiente si

(i) Cn∩Dn = /0 para cada n∈ N;
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(ii) para cada par de conjuntos finitos (no vacíos) y disjuntos P,Q⊂ N, se tiene(⋂
n∈P

Cn

)
∩

( ⋂
m∈Q

Dm

)
6= /0.

Lema 2.4.5 (Rosenthal).Sean S un conjunto y(hn) una sucesión acotada en`∞(S). Supongamos
que existen números realesα < β tales que la sucesión(Cn,Dn) es independiente, donde

Cn = {s∈ S: hn(s) < α} y Dn = {s∈ S: hn(s) > β} para cada n∈ N.

Entonces(hn) es unà 1-sucesión.

Demostración.Fijamosm∈ N y a1, . . . ,am∈ R. Vamos a probar que(
β −α

2

)
·
( m

∑
i=1

|ai |
)
≤

∥∥∥ m

∑
i=1

aihi

∥∥∥
∞
. (2.18)

Para ello, definimosP = {1≤ i ≤ m : ai > 0} y Q = {1≤ i ≤ m : ai < 0}. Como la sucesión
(Cn,Dn) es independiente, podemos encontrar

x∈
(⋂

i∈P

Ci

)
∩

(⋂
i∈Q

Di

)
e y∈

(⋂
i∈Q

Ci

)
∩

(⋂
i∈P

Di

)
.

(Con el convenio de que la intersección de una familia vacía de subconjuntos deSes todoS.)
Por un lado, se tiene

−
m

∑
i=1

aihi(x) = ∑
i∈P

|ai |(−hi(x))+ ∑
i∈Q

|ai |hi(x)≥
(
∑
i∈P

|ai |
)
· (−α)+

(
∑
i∈Q

|ai |
)
·β . (2.19)

Por otra parte,

m

∑
i=1

aihi(y) = ∑
i∈P

|ai |hi(y)+ ∑
i∈Q

|ai |(−hi(y))≥
(
∑
i∈P

|ai |
)
·β +

(
∑
i∈Q

|ai |
)
· (−α). (2.20)

Finalmente, sumando (2.19) y (2.20) deducimos

2
∥∥∥ m

∑
i=1

aihi

∥∥∥
∞
≥−

m

∑
i=1

aihi(x)+
m

∑
i=1

aihi(y)≥ (β −α) ·
( m

∑
i=1

|ai |
)
,

lo que completa la demostración.

La noción de espacio de medida topológico hereditariamente soportado (Definición 2.4.6)
proporciona un marco general apropiado para aplicar el Lema 2.4.5 a familias uniformemente
acotadas de funciones continuas que no tienen la propiedad de Bourgain (Proposición 2.4.9).

Definición 2.4.6.Un espacio de medida topológico(T,T,Σ,µ) se dice que está hereditariamente
soportado si, para cada A∈ Σ de medida positiva, existe un B∈ ΣA de medida positiva tal que
µ(U ∩B) > 0 para cada U∈ T con U∩B 6= /0.



••102 La integral de Birkhoff de funciones vectoriales

Ejemplo 2.4.7. Todo espacio de medida topológico de Radon(T,T,Σ,µ) está hereditariamente
soportado.

Demostración.FijamosA ∈ Borel(T,T) con medida positiva. Comoµ es de Radon, podemos
encontrar un conjunto compactoK ⊂ A conµ(K) > 0. Entonces el conjuntoB := supp(µK) tiene
medida positiva y cumpleµ(U ∩B) = µK((U ∩K)∩B) > 0 para todoU ∈ T que corte aB.

Ejemplo 2.4.8. Seanτ un lifting enΣ y Cτ la topología asociada definida en el Lema 1.10.5.
Entonces(Ω,Cτ ,Σ,µ) está hereditariamente soportado.

Demostración.FijamosE ∈ Σ con µ(E) > 0. El conjuntoB = τ(E)∩E pertenece aΣE y tiene
medida positiva, porqueµ(τ(E)4E) = 0. Tomamos ahoraU ∈ Cτ verificandoµ(U ∩B) = 0.
Vamos a ver que U∩B = /0. En efecto, escribimosU = τ(A) \N, dondeA,N ∈ Σ y µ(N) = 0, y
observamos que

µ(τ(A)∩ τ(E)∩E) = µ(U ∩B) = 0.

Por tanto,U ∩B⊂ τ(A)∩ τ(E) = τ(τ(A)∩ τ(E)∩E) = /0. Esto completa la demostración.

La siguiente proposición, tomada de [Mus83, Mus84] (véase [Mus91] o [Mus02]), es nuestro
punto de partida para demostrar (en el Apartado 2.4.2) que los duales de espacios de Banach
sin subespacios isomorfos a`1 tienen la WRNP, y que las correspondientes densidades pueden
escogerse de manera que sean integrables Birkhoff.

Proposición 2.4.9 (Musial).Sean(T,T,Σ,µ) un espacio de medida topológico que está hered-
itariamente soportado yH un subconjunto acotado de Cb(T,T) que no contienè1-sucesiones.
EntoncesH tiene la propiedad de Bourgain.

Antes de pasar a la prueba de la Proposición 2.4.9, necesitamos reescribir la propiedad de
Bourgain de la siguiente forma, véase [RS85, p. 520].

Lema 2.4.10.SeaH ⊂ RΩ una familia uniformemente acotada. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) H tiene la propiedad de Bourgain;
(ii) para cada A∈ Σ conµ(A) > 0 y cada par de números realesα < β , existen A1, . . . ,An ∈ ΣA

de medida positiva con la siguiente propiedad: para cada h∈ H , existe un1≤ i ≤ n de
manera quesup(h(Ai))≤ β ó inf(h(Ai))≥ α.

Demostración.La implicación(i)⇒(ii) es inmediata y no requiere la hipótesis de “acotación uni-
forme”. Recíprocamente, veamos(ii)⇒(i). FijamosM > 0 tal que|h(t)| ≤ M para cadat ∈ Ω y
cadah∈H , y tomamosA∈ Σ conµ(A) > 0 y ε > 0. Escogemosa0 =−M < a1 < .. . < an+1 = M
de manera queai −ai−1 ≤ ε/2 para cada 1≤ i ≤ n+1. Aplicando(ii) al conjuntoA conα = a1
y β = a2, podemos encontrar una colección finitaS2 de subconjuntos medibles deA con me-
dida positiva de manera que, para cadah ∈ H , existe unB ∈ S2 tal que sup(h(B)) ≤ a2 ó
inf(h(B)) ≥ a1. Si aplicamos de nuevo la condición(ii) a cada elemento deS2 con α = a2 y



2.4 La propiedad débil de Radon-Nikodým en espacios de Banach duales ••103

β = a3, podemos encontrar una colección finitaS3 de subconjuntos medibles deA con medida
positiva tales que, para cadah∈H , existe unB∈S3 tal que

sup(h(B))≤ a2 ó inf(h(B))≥ a1

y
sup(h(B))≤ a3 ó inf(h(B))≥ a2.

De esta manera, utilizando recursivamente la condición(ii) , podemos encontrarA1, . . . ,Ak ∈ ΣA de
medida positiva de manera que, para cualquierh∈H , existe un 1≤ j ≤ k tal que

para cada 2≤ i ≤ n, sup(h(A j))≤ ai ó inf(h(A j))≥ ai−1,

luego osc(h|A j
)≤ ε. Esto demuestra queH tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración de la Proposición 2.4.9.Por reducción al absurdo, supongamos queH no tiene la
propiedad de Bourgain. ComoH es uniformemente acotada, el Lema 2.4.10 asegura la existencia
de números realesα < β y unA∈ Σ de medida positiva con la siguiente propiedad:

(+) para cualquier colección finitaA1, . . . ,Ak de elementos deΣA con medida positiva, existe
unah∈H verificando sup(h(Ai)) > β e inf(h(Ai)) < α para cada 1≤ i ≤ k.

La demostración se divide ahora en dos etapas.

Paso 1.- Existen una familia{An,m : n∈N,1≤m≤ 2n} de elementos deΣ con medida positiva
y una sucesión(hn) enH tales que, para cada n∈ N y cada1≤m≤ 2n, se tiene

(a) An+1,2m−1∩An+1,2m = /0 y An+1,2m−1∪An+1,2m⊂ An,m;
(b) hn+1(t) < α para todo t∈ An+1,2m−1;
(c) hn+1(t) > β para todo t∈ An+1,2m.

Para verlo, vamos a razonar por inducción enn ∈ N. El cason = 1 es como sigue. Usando
que (T,T,Σ,µ) está hereditariamente soportado, podemos encontrarB ∈ ΣA con µ(B) > 0 tal
queµ(U ∩B) > 0 para todoU ∈ T conU ∩B 6= /0. Por otro lado, la propiedad (+) garantiza la
existencia deh1 ∈H cumpliendo sup(h1(B)) > β e inf(h1(B)) < α. Es claro que los elementos
deΣ definidos por

A1,1 := {t ∈ B : h1(t) < α} y A1,2 := {t ∈ B : h1(t) > β}

satisfacen las propiedades requeridas.
Supongamos quen > 1 y que ya hemos construido una colección

{Ai,m : 1≤ i ≤ n−1, 1≤m≤ 2i}

de elementos deΣ con medida positiva, y funcionesh1, . . . ,hn−1∈H , cumpliendo las condiciones
(a), (b) y (c) para 1≤ i ≤ n− 1. Como(T,T,Σ,µ) está hereditariamente soportado, para cada
1≤ m≤ 2n−1 existe un conjuntoBn−1,m ∈ ΣAn−1,m

de medida positiva tal queµ(U ∩Bn−1,m) > 0

para todoU ∈ T con U ∩Bn−1,m 6= /0. Ahora podemos aplicar la propiedad (+) para encontrar
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hn ∈ H verificando suph((Bn−1,m)) > β e inf(h(Bn−1,m)) < α para cada 1≤ m≤ 2n−1. Como
antes, los conjuntos medibles

An,2m−1 := {t ∈ Bn−1,m : h1(t) < α} y An,2m := {t ∈ Bn−1,m : h1(t) > β} (1≤m≤ 2n−1)

cumplen las propiedades deseadas. Esto completa la prueba delPaso 1.

Paso 2.- Definimos

Cn = {t ∈ T : hn(t) < α} y Dn = {t ∈ T : hn(t) > β} para cada n∈ N.

Entonces(Cn,Dn) es una sucesión independiente. En efecto, fijamos un par de conjuntos finitos
(no vacíos) disjuntosP,Q⊂ N. Las condiciones(a), (b) y (c) nos permiten encontrar números
naturales 1≤mn ≤ 2n, para cada 1≤ n≤ k := máx{P∪Q}, de manera que

A1,m1
⊃ A2,m2

⊃ . . .⊃ Ak,mk
;

An,mn ⊂Cn para todon∈ P;
An,mn ⊂ Dn para todon∈Q.

Por tanto,(
⋂

n∈PCn)∩ (
⋂

n∈QDn)⊃ Ak,mk
6= /0. Esto prueba que(Cn,Dn) es independiente.

Finalmente, el Lema 2.4.5 asegura que(hn) es unà 1-sucesión enCb(T,T), en contra de la
hipótesis. La prueba ha finalizado.

Observación 2.4.11.SeanK un espacio topológico compacto Hausdorff yH ⊂C(K) un subcon-
junto acotado. Un profundo resultado de Bourgain, Fremlin y Talagrand [BFT78], véase [Tal84,
14-1-7], asegura que son equivalentes:

(i) H no contienè 1-sucesiones;
(ii) para cada medida de Radonµ enK, todos los elementos deH

Tp sonµ-medibles.

En vista de la Proposición 2.4.9, la siguiente condición es equivalente a las anteriores:

(iii) para cada medida de Radonµ enK, la familiaH tiene la propiedad de Bourgain respecto
deµ.

Aplicando la Proposición 2.4.9 en los contextos de los Ejemplos 2.4.7 y 2.4.8, podemos de-
ducir los siguientes corolarios.

Corolario 2.4.12 (Musial). Sean(T,T,Σ,µ) un espacio de medida topológico de Radon yH un
subconjunto acotado de Cb(T,T) que no contienè1-sucesiones. EntoncesH tiene la propiedad
de Bourgain.

Corolario 2.4.13 (Musial). Seanτ un lifting enΣ y H ⊂RΩ una familia uniformemente acotada
de funciones medibles. Siρτ(H ) no contienè 1-sucesiones (visto como subconjunto de`∞(Ω)),
entoncesρτ(H ) tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Por el Lema 1.10.6,ρτ(H ) es un subconjunto (acotado) deCb(Ω,Cτ). Como
(Ω,Cτ ,Σ,µ) está hereditariamente soportado (Ejemplo 2.4.8) yρτ(H ) no contienè1-sucesiones,
el resultado se sigue de la Proposición 2.4.9.
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La noción de integrabilidad Pettisuniversal, definida debajo, ha sido ampliamente estudiada
por distintos autores, véase por ejemplo [And85], [Ple98], [RSU83], [RS85] y [Tal84].

Definición 2.4.14.Sean K un espacio topológico compacto Hausdorff y f: K −→ X una función.
Decimos que f es universalmente [escalarmente medible, integrable Pettis, integrable Birkhoff]
si es [escalarmente medible, integrable Pettis, integrable Birkhoff] respecto de cada medida de
Radonµ en K.

Un resultado de Riddle, Saab y Uhl [RSU83] afirma queuna función acotada, definida en
un compacto y con valores en el dual de un espacio de Banach separable, es universalmente
escalarmente medible si y sólo si es universalmente integrable Pettis. Como aplicación de nuestro
trabajo previo, vamos a finalizar el apartado mostrando que, en la anterior caracterización, se puede
reemplazar integrabilidad Pettis por integrabilidad Birkhoff (Corolario 2.4.17). La prueba se basa
en la equivalencia aislada en la Observación 2.4.11 y en la siguiente generalización del clásico
teorema de Luzin.

Lema 2.4.15.Supongamos que X es separable. Sean K un espacio topológico compacto Haus-
dorff, µ una medida de Radon en K y f: K −→ X∗ una función tal que la composición〈 f ,x〉 es
µ-medible para cada x∈X. Entonces para cadaε > 0 existe un compacto F⊂K conµ(K\F)≤ ε

tal que la restricción f|F es w∗-continua.

Demostración.Fijamos un conjunto denso contableC = {xn : n∈ N} ⊂ BX. Para cadax∗ ∈ X∗ se
tiene la igualdad‖x∗‖ = supn∈N |x∗(xn)|, luego‖ f‖ esµ-medible. Por tanto, existe una sucesión
disjunta(Am) en Borel(K) tal que, para cadam∈ N, la restricciónf |Am

es acotada.
Fijamosm∈N y tomamos un compactoKm⊂ Am tal queµ(Am\Km) < ε/2m+1. Dadon∈N,

la función 〈 f ,xn〉|Km
pertenece aL 1(µKm

) y podemos aplicar el teorema de Luzin, véase e.g.
[Fre03, 418J], para encontrar un compactoFn,m ⊂ Km con µ(Km\Fn,m) ≤ ε/2m+n+1 tal que la
restricción〈 f ,xn〉|Fn,m

es continua. Nótese que el conjunto compactoFm :=
⋂∞

n=1Fn,m⊂Km verifica

µ(Km\Fm) ≤ ε/2m+1. Vamos a demostrar quef |Fm
es w∗-continua. Para ello, fijamosx ∈ BX,

η > 0 y t ∈ K. Podemos encontrar unn∈ N tal que‖xn− x‖ ≤ η . Como〈 f ,xn〉|Fm
es continua,

existe unV ⊂ Fm entorno abierto (relativo) det tal que |〈 f (t),xn〉 − 〈 f (t ′),xn〉| ≤ η para cada
t ′ ∈V. Por tanto,

|〈 f (t),x〉−〈 f (t ′),x〉| ≤ |〈 f (t),xn〉−〈 f (t ′),xn〉|+ |〈 f (t),x−xn〉−〈 f (t ′),x−xn〉|
≤ η +η · sup

s∈Fm

‖ f (s)‖= (1+ sup
s∈Fm

‖ f (s)‖) ·η para cadat ′ ∈ K.

Se sigue que〈 f ,x〉 es continua, como se quería demostrar.
Comoµ(Am\Fm) < ε/2m para cadam∈ N, tenemosµ(K \

⋃∞
m=1Fm) ≤ ε y podemos tomar

M ∈N suficientemente grande tal queµ(K\
⋃M

m=1Fm)≤ ε. El conjuntoF :=
⋃M

m=1Fm es compacto
y la restricciónf |F esw∗-continua, porque cadaf |Fm

esw∗-continua yFi ∩Fj = /0 para cadai 6= j.
Esto completa la demostración.
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Proposición 2.4.16.Supongamos que X es separable. Sean K un espacio topológico compacto
Hausdorff y f: K −→ X∗ una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f es universalmente escalarmente medible y la familia Zf ,BX
es uniformemente integrable

respecto de cada medida de Radon en K;
(ii) f es universalmente integrable Birkhoff.

Demostración.Sólo nos queda demostrar la implicación(i)⇒(ii) . En virtud del Corolario 2.3.15,
basta ver que, fijada una medida de Radonµ en K, la familia Zf ,BX

tiene la propiedad de Bour-
gain respecto deµ; equivalentemente, vamos a comprobar quepara cadaε > 0 existe un F⊂ K
compacto conµ(K \F) ≤ ε tal que Zf |F ,BX

tiene la propiedad de Bourgain respecto deµF . Dis-
tinguimos dos casos.

Caso particular.- f es acotada. Dadoε > 0, el Lema 2.4.15 nos dice que existe un compacto
F ⊂ K con µ(K \ F) ≤ ε tal queZf |F ,BX

es un subconjunto (acotado) deC(F). Por hipótesis,

para cada medida de Radonϑ en F , la familia Zf |F ,BX

Tp(F) = Zf |F
está formada por funciones

ϑ -medibles. Así, concluimos queZf |F ,BX
tiene la propiedad de Bourgain respecto deµ (Obser-

vación 2.4.11).

Caso general.-Como en la demostración del Lema 2.4.15, podemos encontrar una sucesión
disjunta(Am) en Borel(K) tal que la restricciónf |Am

es acotada para todom∈ N. Fijamosε > 0.
Para cadam∈ N podemos encontrar un compactoKm ⊂ Am tal queµ(Am\Km) < ε/2m. Como
µ(K \

⋃∞
m=1Km) < ε, existe unM ∈ N suficientemente grande tal queµ(K \

⋃M
m=1Km)≤ ε. Con-

sideramos el compactoF :=
⋃M

m=1Km. Aplicando elCaso particulara la función acotadaf |F ,
se deduce que la familiaZf |F ,BX

tiene la propiedad de Bourgain respecto deµF . La prueba ha
finalizado.

Corolario 2.4.17 ([Rod05b]). Supongamos que X es separable. Sean K un espacio topológico
compacto Hausdorff y f: K −→ X∗ una función acotada. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f es universalmente escalarmente medible;
(ii) f es universalmente integrable Birkhoff.

2.4.2. Caracterización de la WRNP mediante la integral de Birkhoff

Comenzamos el apartado mostrando que`∞ no tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým.
Los argumentos empleados en la prueba de este resultado (debido a Ryll-Nardzewski, véase
[Mus79]) se remontan a Sierpinski [Sie39] y serán utilizados de nuevo para extender la conclusión
a todos los duales de espacios de Banach con subespacios isomorfos a`1 (Teorema 2.4.19).

Proposición 2.4.18 (Ryll-Nardzewski).`∞ no tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým.

Demostración.Trabajamos en el espacio de probabilidad completo({0,1}N,L1,λ1). Conside-
ramos la función “identidad”f : {0,1}N −→ `∞. En primer lugar, veamos quef es integrable
Gel’fand. En efecto, comof es acotada, basta comprobar que〈 f ,x〉 es medible para cadax∈ `1.
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Fijamosx= (an)∈ `1 y observamos que〈 f ,x〉= ∑∞
n=1anπn, dondeπn : {0,1}N −→R es la proyec-

ción en lan-ésima coordenada. Como cadaπn es medible, lo mismo ocurre con〈 f ,x〉. Por tanto,
f es integrable Gel’fand (Definición 1.8.15) y, por el Lema 1.8.16, existe una medida finitamente
aditivaν = γ f : L1 −→ `∞ tal que

ν(E)(x) =
∫

E
〈 f ,x〉 dλ1 para cadaE ∈L1 y cadax∈ `1. (2.21)

Nótese que, para cadaE ∈L1, se tiene

|ν(E)(en)|=
∣∣∣∫

E
〈 f ,en〉 dλ1

∣∣∣ =
∣∣∣∫

E
πn dλ1

∣∣∣≤ λ1(E) para todon∈ N,

y así ‖ν(E)‖∞ ≤ λ1(E). En particular,ν es contablemente aditiva,λ1-continua y de variación
acotada.

A continuación probamos quef no es escalarmente medible. IdentificamosP(N) con{0,1}N

mediante la biyecciónψ : {0,1}N −→ P(N) dada porψ((an)) := {n ∈ N : an = 1}. Fijamos
cualquier ultrafiltro no principalU ⊂P(N). Es conocido queψ−1(U )⊂ {0,1}N no es medible
(véase la Sección 1.2). Definimosx∗∗ ∈ `∗∞ mediante

x∗∗((cn)) := l ı́m
n→U

cn para todo(cn) ∈ `∞.

Dado(zn) ∈ {0,1}N, o bienψ((zn)) ∈ U , o bienψ((1− zn)) ∈ U (porqueU es un ultrafiltro).
En el primer caso se tiene lı́mn→U zn = 1, mientras que en el segundo lı́mn→U zn = 0. Por tanto,
x∗∗ ◦ f = χU no es medible y, en consecuencia,f no es escalarmente medible.

Finalmente, vamos a demostrar queν no es la integral indefinida de una función integrable
Pettis. Razonamos por reducción al absurdo. Supongamos que existe una función integrable Pettis
g : {0,1}N −→ `∞ tal queν = νg. Dadon∈ N, la igualdad (2.21) nos dice que

∫
E
〈g,en〉 dλ1 =

∫
E
〈 f ,en〉 dλ1 para cadaE ∈L1,

luego〈g,en〉 = 〈 f ,en〉 λ1-a.e. Teniendo en cuenta que‖x∗‖ = supn∈N |〈x∗,en〉| para cadax∗ ∈ `∞,
se deduce queg = f λ1-a.e. y, por tanto,f es escalarmente medible, una contradicción.

La primera parte del siguiente teorema se debe a Haydon [Hay76], mientras que la segunda
fue demostrada por Musial y Ryll-Nardzewski en [MRN78] utilizando el hecho de que,dados
un subespacio cerrado Y⊂ X y una medida contablemente aditivaν : Σ −→ Y∗ con variación
acotada, siempre existe una medida contablemente aditiva con variación acotadaν ′ : Σ−→X∗ tal
que r◦ν ′ = ν , donde r: X∗−→Y∗ denota el operador “restricción”, véase [MRN78, Theorem 1].
Nosotros hemos optado por seguir los pasos de Matsuda [Mat83] y proporcionar una prueba más
directa de(ii) .
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Teorema 2.4.19.Supongamos que X contiene un subespacio isomorfo a`1. Entonces:

(i) la aplicación identidad i: BX∗ −→ X∗ no es universalmente escalarmente medible;
(ii) X∗ no tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým.

Demostración.Utilizamos las notaciones de la prueba de la Proposición 2.4.18. SeanY ⊂ X un
subespacio isomorfo à1 y φ1 : `1 −→Y un isomorfismo. Consideramos la inclusióni : Z −→ X
y la composiciónφ := i ◦ φ1. Como el operador adjuntoφ ∗ : X∗ −→ `∞ es suprayectivo, existe
un δ > 0 tal queδB`∞

⊂ φ ∗(BX∗) (por el Teorema de la Aplicación Abierta). Evidentemente,
reemplazando el isomorfismo inicialφ1 por δ−1φ1, podemos suponer sin pérdida de generalidad
queB`∞

⊂ φ ∗(BX∗).
En{0,1}N coinciden la topología usual y la inducida como subespacio de(B`∞

,w∗). Teniendo
en cuenta queφ ∗ esw∗-w∗-continuo, deducimos queK := (φ ∗)−1({0,1}N)∩BX∗ esw∗-compacto.
Consideramos la suprayección continuaϕ := φ ∗|K : K −→ {0,1}N. Comoλ1 es una medida de
Radon en{0,1}N, existe una medida de Radonµ1 : Σ1 −→ [0,1] en K tal queϕ−1(E) ∈ Σ1 y
λ1(E) = µ1(ϕ

−1(E)) para cadaE∈L1 (Proposición 1.3.4). Ahora podemos encontrar una medida
de Radonµ2 en(BX∗ ,w∗) tal queµ2(F) = µ1(F ∩K) para cadaF ∈ Borel(BX∗ ,w∗).

En primer lugar, vamos a demostrar quei no es escalarmente medible respecto deµ2. En
efecto, como la función “identidad”f : {0,1}N−→ `∞ no es escalarmente medible (véase la prueba
de la Proposición 2.4.18), podemos encontrar unξ ∈ `∗∞ tal queξ |{0,1}N no esλ1-medible. El hecho
de queµ1 es perfecta (por ser una medida de Radon) nos permite concluir que la composición
ξ ◦ϕ no esµ1-medible, gracias a la Proposición 1.2.1. Por tanto,ξ ◦φ ∗|BX∗

no esµ2-medible. Esto
completa la demostración de(i).

La prueba de(ii) es como sigue. Nótese quei|K es acotada y que la composición〈i|K ,x〉= x|K
es medible Borel para cadax ∈ BX. Por tanto,i|K es integrable Gel’fand respecto deµ1 y el
Lema 1.8.16 nos dice que existe una medida finitamente aditivaν1 = γi|K

: Σ1 −→ X∗ tal que

ν1(A)(x) =
∫

A
〈x∗,x〉 dµ1(x

∗) para cadaA∈ Σ1 y cadax∈ X. (2.22)

Consideramos la medida finitamente aditivaν ′ : L1 −→ X∗ dada porν ′(E) := ν1(ϕ
−1(E)). Es

fácil ver, a partir de (2.22), que‖ν ′(E)‖ ≤ λ1(E) para todoE ∈ L1. Por tanto,ν ′ es contable-
mente aditiva,λ1-continua y tiene variación acotada. Vamos a demostrar queν ′ no es la integral
indefinida de una función integrable Pettis de{0,1}N en X∗. En efecto, para caday∈ `1 y cada
E ∈L1, podemos aplicar (2.22) y un cambio de variable ordinario para deducir

〈φ ∗(ν ′(E)),y〉= 〈ν1(ϕ
−1(E)),φ(y)〉=

∫
ϕ−1(E)

〈x∗,φ(y)〉 dµ1(x
∗)

=
∫

ϕ−1(E)
〈φ ∗(x∗),y〉 dµ1(x

∗) =
∫

E
〈 f ,y〉 dλ1 = 〈ν(E),y〉,

dondeν : L1 −→ `∞ es la medida contablemente aditiva construida en la demostración de la
Proposición 2.4.18. Sabemos queν = φ ∗ ◦ν ′ no es la integral indefinida de una función integrable
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Pettis de{0,1}N en `∞. Por tanto,ν ′ tampoco es la integral indefinida de una función integrable
Pettis, como se quería demostrar.

Para demostrar el recíproco de cada una de las partes del Teorema 2.4.19 necesitamos los
dos resultados auxiliares que incluimos a continuación; podemos encontrarlos en [Din67, §11,
Section 6] (véase también [Dul89, Proposition 6.2]) y [Dul89, Lemma 5.9], respectivamente.

Proposición 2.4.20 (Dinculeanu).Seaν : Σ −→ X∗ una medida contablemente aditiva para la
que existe una constante M> 0 tal que |ν |(E) ≤ Mµ(E) para cada E∈ Σ. Entonces, fijado un
lifting τ enΣ, existe una función f: Ω−→ X∗ con las siguientes propiedades:

(i) ‖ f (t)‖ ≤M para cada t∈Ω;
(ii) para cada x∈ X, la composición〈 f ,x〉 es medible, coincide conρτ(〈 f ,x〉) y verifica

ν(E)(x) =
∫

E
〈 f ,x〉 dµ para cada E∈ Σ.

Demostración.Fijamosx ∈ X. La composición〈ν ,x〉 es una medida contablemente aditiva que
satisface|〈ν ,x〉|(E) ≤ M‖x‖µ(E) para cadaE ∈ Σ. Por el teorema clásico de Radon-Nikodým,
véase e.g. [Fre01, 232F], existehx ∈L 1(µ) tal que

ν(E)(x) =
∫

E
hx dµ para cadaE ∈ Σ. (2.23)

En particular,
∫

E |hx| dµ = |〈ν ,x〉|(E) ≤ M‖x‖µ(E) para cadaE ∈ Σ y, por tanto,|hx| ≤ M‖x‖
µ-a.e. Se sigue quehx ∈L ∞(µ) y que|ρτ(hx)(t)| ≤ M‖x‖ para cadat ∈ Ω (véase laAfirmación
en la prueba del Lema 1.10.6).

Dadot ∈Ω, podemos definir un funcional linealf (t) : X−→R mediantef (t)(x) := ρτ(hx)(t).
Nótese que supx∈BX

| f (t)(x)|= supx∈BX
|ρτ(hx)(t)| ≤M, luego f (t) ∈ X∗ y ‖ f (t)‖ ≤M.

Para acabar, veamos que la funciónf : Ω −→ X∗ satisface(ii) . En efecto, para cadax ∈ X,
tenemos la igualdad〈 f ,x〉 = ρτ(hx) = hx µ-a.e. Así,〈 f ,x〉 es medible y verificaρτ(〈 f ,x〉) =
ρτ(hx) = 〈 f ,x〉. Además, en virtud de (2.23), se cumple

∫
E〈 f ,x〉 dµ = ν(E)(x) para cadaE ∈ Σ.

Esto completa la demostración.

Lema 2.4.21. Seaν : Σ −→ X una medida contablemente aditiva,µ-continua y con variación
σ -finita. Entonces existe una sucesión disjunta(An) enΣ conΩ =

⋃∞
n=1An de manera que, para

cada n∈ N, existe Mn > 0 tal que|ν |(E)≤Mnµ(E) para todo E∈ ΣEn
.

Demostración.Evidentemente, podemos suponer sin pérdida de generalidad queν tiene variación
acotada. Como ademásν es contablemente aditiva, su variación|ν | es una medida contable-
mente aditiva, véase e.g. [DU77, Proposition 9, p. 3]. Dado que|ν |(E) = 0 cuandoµ(E) = 0,
el clásico teorema de Radon-Nikodým, véase e.g. [Fre01, 232F], asegura la existencia de una
función medibleh : Ω −→ [0,+∞) cumpliendo|ν |(E) =

∫
Ω h dµ para cadaE ∈ Σ. Definimos

An = {t ∈ Ω : n− 1≤ h(t) < n} para cadan ∈ N. Es claro que(An) satisface las propiedades
requeridas.
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Ya tenemos todas las herramientas necesarias para demostrar el principal resultado de esta
sección. Vamos a seguir las ideas empleadas por Musial [Mus83, Mus84] (alternativamente, véase
[Mus91, Theorem 12.1] ó [Mus02, Theorem 9.7]) en su demostración de que los duales de espacios
de Banach sin subespacios isomorfos a`1 siempre tienen la WRNP.

Teorema 2.4.22 ([CR05]).Supongamos que X no contiene subespacios isomorfos a`1, y sea
ν : Σ −→ X∗ una medida contablemente aditiva,µ-continua y con variaciónσ -finita. Entonces
existe una función integrable Birkhoff f: Ω−→ X∗ tal queν = ν f .

Demostración.Distinguimos dos casos.

Caso particular.- Existe una constante M> 0 tal que |ν |(E) ≤ Mµ(E) para cada E∈ Σ.
Fijamos un liftingτ en Σ. Por la Proposición 2.4.20, existe una funciónf : Ω −→ X∗ con las
siguientes propiedades:

(i) ‖ f (t)‖ ≤M para cadat ∈Ω;
(ii) para cadax ∈ X, la composición〈 f ,x〉 es medible, coincide conρτ(〈 f ,x〉) y se tiene la

igualdadν(E)(x) =
∫

E〈 f ,x〉 dµ para todoE ∈ Σ.

Obsérvese queZf ,BX
= {〈 f ,x〉 : x∈ BX} ⊂ `∞(Ω) no contienè 1-sucesiones. En efecto, si esto

no es así, entonces existen unδ > 0 y una sucesión(xn) enBX tales que

δ ·
( n

∑
i=1

|ai |
)
≤

∥∥∥ n

∑
i=1

ai〈 f ,xi〉
∥∥∥

∞
=

∥∥∥〈 f ,
n

∑
i=1

aixi〉
∥∥∥

∞
≤M

∥∥∥ n

∑
i=1

aixi

∥∥∥
para cadan ∈ N y cualesquieraa1, . . . ,an ∈ R. Por tanto,(xn) es una`1-sucesión enX y, en
consecuencia,X contiene un subespacio isomorfo a`1 (Lema 2.4.3), lo que contradice la hipótesis.

En vista de (i) y (ii),Zf ,BX
es una familia uniformemente acotada de funciones medibles que

satisfaceρτ(Zf ,BX
) = Zf ,BX

. Además, no contienè1-sucesiones, luego podemos aplicar el Coro-
lario 2.4.13 para deducir queZf ,BX

tiene la propiedad de Bourgain. Por tanto,f es integrable
Birkhoff (Corolario 2.3.3). Finalmente, para cadaE ∈ Σ, tantoν(E) comoν f (E) pertenecen aX∗

y satisfacen

ν(E)(x) =
∫

E
〈 f ,x〉 dµ = ν f (E)(x) para todox∈ X.

Esto completa la prueba delCaso particular.

Caso general.-Por el Lema 2.4.21, existe una partición contable(An) de Ω en Σ de manera
que, para cadan, existe una constanteMn > 0 tal que|ν |(E) ≤ Mnµ(E) para todoE ∈ ΣAn

. El
Caso particularasegura la existencia de funciones integrables Birkhofffn : An −→ X∗ tales que
ν(E) = (B)

∫
E f |An

dµE para todoE ∈ ΣAn
. Definimos f : Ω −→ X mediantef (t) := fn(t) para

cadat ∈ An y cadan.
Por un lado,f es integrable Birkhoff. En efecto, esto se sigue del Lema 2.1.14, puesto que las

restriccionesf |An
= fn son integrables Birkhoff y, para cualquier partición contableΓ deΩ enΣ

más fina que(An), la serie

∑
E∈Γ

(B)
∫

E
f |E dµE = ∑

E∈Γ
ν(E)
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es incondicionalmente convergente. Por otra parte, el hecho de queν f es contablemente aditiva
asegura

ν(E) = ∑
n

ν(E∩An) = ∑
n

ν f (E∩An) = ν f (E) para cadaE ∈ Σ.

Esto finaliza la demostración.

Corolario 2.4.23. Supongamos que X no contiene subespacios isomorfos a`1. Entonces toda fun-
ción integrable Pettis g: Ω−→ X∗ es escalarmente equivalente a una función integrable Birkhoff
f : Ω−→ X∗.

Demostración.Comoνg es contablemente aditiva,µ-continua y tiene variaciónσ -finita (Teore-
ma 1.8.7 y Corolario 1.8.11), podemos aplicar el Teorema 2.4.22 para deducir la existencia de una
función integrable Birkhofff : Ω −→ X∗ tal queν f = νg. Por tanto, fijadox∗∗ ∈ X∗∗, se tiene la
igualdad ∫

E
x∗∗ ◦ f dµ = x∗∗(ν f (E)) = x∗∗(νg(E)) =

∫
E

x∗∗ ◦g dµ para cadaE ∈ Σ,

luegox∗∗ ◦ f = x∗∗ ◦g µ-a.e. Se sigue quef y g son escalarmente equivalentes.

Como ya sabemos, integrabilidad Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes para fun-
ciones con valores en espacios de Banach separables (Corolario 2.1.17). En el caso de espacios de
Banach duales, disponemos de la siguiente extensión de dicho resultado.

Corolario 2.4.24. Supongamos que X es separable y no tiene subespacios isomorfos a`1. En-
tonces una función f: Ω−→ X∗ es integrable Birkhoff si y sólo si es integrable Pettis.

Demostración.ComoX es separable, lo mismo ocurre con(BX∗∗ ,w∗). Por tanto, cualquier fun-
ción escalarmente nulah : Ω −→ X∗ se anula en casi todo punto. El resultado se sigue ahora del
Corolario 2.4.23.

Recordemos que existen espacios de Banach separables sin subespacios isomorfos a`1 cuyo
dual no es separable; por ejemplo, elJames tree space JT, véase e.g. [Dul89, Chapter VIII].

Un resultado de Haydon [Hay76] afirma queX no contiene subespacios isomorfos a`1 si y
sólo si la aplicación identidad i: BX∗ −→ X∗ es universalmente integrable Pettis (resp. univer-
salmente escalarmente medible). Ahora podemos mejorar la condición necesaria.

Corolario 2.4.25. Supongamos que X no tiene subespacios isomorfos a`1. Entonces la aplicación
identidad i: BX∗ −→ X∗ es universalmente integrable Birkhoff.

Demostración.La familia Zi,BX
= {x|BX∗

: x∈ BX} ⊂C(BX∗ ,w∗) es uniformemente acotada y no

contiene`1-sucesiones (porqueX no contiene subespacios isomorfos a`1). Por tanto, podemos
aplicar el Corolario 2.4.12 para deducir queZi,BX

tiene la propiedad de Bourgain (equivalente-
mente,i es integrable Birkhoff; Corolario 2.3.3) respecto de cada medida de Radon en(BX∗ ,w∗),
como se quería demostrar.
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Corolario 2.4.26. Supongamos que X no tiene subespacios isomorfos a`1. Seanµ una medida

de Radon en(BX∗ ,w∗) y A⊂ BX∗∗ . Entonces para cada x∗∗ ∈ A
w∗

existe una sucesión(x∗∗n ) en A
tal que

l ı́m
n

x∗∗n |BX∗
= x∗∗|BX∗

µ-a.e.

Demostración.Como acabamos de ver, la familiaZi,BX
tiene la propiedad de Bourgain respecto

deµ. Por tanto, lo mismo ocurre conZi,BX

Tp = Zi = {x∗∗|BX∗
: x∗∗ ∈ BX∗∗}. El resultado se sigue

ahora del Teorema 2.2.3.

Es conocido que, al igual que ocurre con la RNP, la propiedad débil de Radon-Nikodým se
puede caracterizar en términos de “representabilidad” de operadores, véase e.g. [Dul89, Lem-
ma 5.9]. En la Proposición 2.4.29 proporcionamos una prueba de este hecho, cuyo punto de partida
es la siguiente observación elemental.

Lema 2.4.27. (i) Seaν : Σ −→ X una medida contablemente aditiva para la que existe una
constante M> 0 tal que|ν |(E)≤Mµ(E) para cada E∈ Σ. Entonces existe un único ope-
rador T : L1(µ)−→ X tal que T(χE) = ν(E) para cada E∈ Σ.

(ii) Sea T: L1(µ)−→ X un operador. Entonces la funciónν : Σ−→ X definida por la fórmula
ν(E) := T(χE) es una medida contablemente aditiva que cumple|ν |(E) ≤ ‖T‖µ(E) para
cada E∈ Σ.

Demostración.La prueba de(ii) es inmediata. Para demostrar(i), consideramos el subespacio
S⊂ L1(µ) formado por todas las (clases de equivalencia de) funciones reales simples. Comoν es
µ-continua, podemos definir una aplicación linealT1 : S−→ X tal queT1(χE) = ν(E) para cada
E ∈ Σ. Obsérvese que, dadosE1, . . . ,Ep ∈ Σ disjuntos dos a dos ya1, . . . ,ap ∈ R, se tiene∥∥∥T

( p

∑
i=1

aiχEi

)∥∥∥ =
∥∥∥ p

∑
i=1

aiν(Ei)
∥∥∥≤ p

∑
i=1

|ai ||ν |(Ei)≤M
( p

∑
i=1

|ai |µ(Ei)
)

= M
∥∥∥ p

∑
i=1

aiχEi

∥∥∥
1
.

Por tanto,T1 : S−→ X es continua. ComoSes denso enL1(µ), existe una única aplicación lineal
continuaT : L1(µ)−→ X que extiende aT1. Esto completa la demostración.

Recordamos que una funciónf : Ω −→ X esescalarmente acotadasi existe una constante
M > 0 tal que, para cadax∗ ∈ BX∗ , se tiene|x∗ ◦ f | ≤M µ-a.e.

Definición 2.4.28. Decimos que un operador T: L1(µ) −→ X es representable Pettis (resp.
Birkhoff) si existe una función f: Ω−→X escalarmente acotada e integrable Pettis (resp. Birkhoff)
tal que

〈x∗,T(g)〉=
∫

Ω
g· 〈x∗, f 〉 dµ para cada x∗ ∈ X∗ y cada g∈ L1(µ).

Proposición 2.4.29.Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X tiene la propiedad débil de Radon-Nikodým respecto deµ;
(ii) todo operador T: L1(µ)−→ X es representable Pettis.
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Demostración.(i)⇒(ii) Fijamos un operadorT : L1(µ) −→ X. La funciónν : Σ −→ X definida
por ν(E) := T(χE) es una medida contablemente aditiva que satisface|ν |(E) ≤ ‖T‖µ(E) para
cadaE ∈ Σ (Lema 2.4.27(ii) ). ComoX tiene laµ-WRNP, existe una función integrable Pettis
f : Ω−→ X tal que

〈x∗,T(χE)〉= 〈x∗,ν(E)〉=
∫

E
〈x∗, f 〉 dµ =

∫
Ω

χE · 〈x
∗, f 〉 dµ para cadaE ∈ Σ y cadax∗ ∈ X∗.

(2.24)
Fijamosx∗ ∈ BX∗ . La igualdad anterior asegura que∫

E
|〈x∗, f 〉| dµ = |x∗ ◦ν |(E)≤ |ν |(E)≤ ‖T‖µ(E) para cadaE ∈ Σ,

luego|x∗ ◦ f | ≤ ‖T‖ µ-a.e. Consideramos el elementoRx∗ ∈ L1(µ)∗ definido mediante la fórmula
Rx∗(g) :=

∫
Ω g· 〈x∗, f 〉 dµ. La igualdad (2.24) muestra queRx∗ coincide conx∗ ◦T sobre el subes-

pacio denso deL1(µ) formado por todas las (clases de equivalencia de) funciones reales simples.
Por tanto,Rx∗ = x∗ ◦T. Esto demuestra queT es representable Pettis.

Recíprocamente, veamos(ii)⇒(i). Fijamos una medida contablemente aditiva yµ-continua
ν : Σ−→ X con variaciónσ -finita. Por el Lema 2.4.21, existe una sucesión disjunta(An) enΣ con
Ω =

⋃∞
n=1An de manera que, para cadan∈ N, existeMn > 0 tal que|νn|(E)≤Mnµ(E) para todo

E ∈ Σ, dondeνn es la medida contablemente aditiva definida porνn(E) := ν(E∩An).
Fijamosn∈N y consideramos el único operadorTn : L1(µ)−→X tal queTn(χE) = νn(E) para

todoE ∈ Σ (Lema 2.4.27(ii) ). Por hipótesis, existe una función escalarmente acotada e integrable
Pettis fn : Ω−→ X cumpliendo

(x∗ ◦ν)(E∩An) = (x∗ ◦νn)(E) = 〈x∗,Tn(χE)〉=
∫

E
x∗ ◦ fn dµ para cadaE ∈ Σ.

Definimosf : Ω−→X mediantef := ∑∞
n=1 fnχAn

. Dadox∗ ∈BX∗ , es claro quex∗◦ f es medible
y satisface∫

Ω
|x∗ ◦ f | dµ =

∞

∑
n=1

∫
An

|x∗ ◦ fn| dµ =
∞

∑
n=1

|x∗ ◦ν |(An) = |x∗ ◦ν |(Ω) < +∞,

luegox∗ ◦ f ∈L 1(µ). Además,∫
E

x∗ ◦ f dµ =
∞

∑
n=1

∫
E∩An

x∗ ◦ fn dµ =
∞

∑
n=1

(x∗ ◦ν)(E∩An) = x∗(ν(E)) para cadaE ∈ Σ.

Por tanto,f es integrable Pettis yν f = ν . La prueba ha finalizado.

Finalizamos el apartado traduciendo el Teorema 2.4.22 en términos de la representabilidad
Birkhoff de operadoresT : L1(µ)−→ X∗.

Corolario 2.4.30 ([CR05]). Supongamos que X no tiene subespacios isomorfos a`1. Entonces
todo operador T: L1(µ)−→ X∗ es representable Birkhoff.



••114 La integral de Birkhoff de funciones vectoriales

Demostración.Basta imitar la prueba de la implicación(i)⇒(ii) de la Proposición 2.4.29, uti-
lizando ahora elCaso particularaislado en la demostración del Teorema 2.4.22. Nótese que, de
hecho, la funciónf así obtenida esacotada.

Cabe mencionar que Saab probó en [Saa88, Proposition 9] (utilizando ideas de [RS85]) que
X∗ tiene la WRNP si y sólo si para cualquier operadorT : L1[0,1] −→ X∗ existe una función
acotadaf : [0,1] −→ X∗∗∗ tal queZf tiene la propiedad de Bourgain y se cumple la igualdad

〈x∗∗,T(g)〉=
∫

Ω g〈x∗∗, f 〉 dµ para cadax∗∗ ∈ X∗∗ y cadag∈ L1(µ).

2.5. Funciones integrables Pettis que no son integrables Birkhoff: el
teorema de la convergencia dominada

Como ya mencionamos en el Apartado 2.1.2, Pettis [Pet38] probó que su noción de integra-
bilidad coincide con la de Birkhoff para funciones con valores en espacios de Banachseparables
(Corolario 2.1.17), dejando abierto el caso general. Poco después, Phillips [Phi40] dio un ejemplo
de una función integrable Pettis, con valores en`∞(c), que no es integrable Birkhoff. Curiosa-
mente, esta función fue utilizada de nuevo por Riddle y Saab [RS85] para mostrar que, dada una
función acotada integrable Pettisf : Ω−→ X∗, la familia{〈x, f 〉 : x∈ BX} no tiene, en general, la
propiedad de Bourgain.

En esta sección estudiamos la existencia de funciones integrables Pettis que no son integrables
Birkhoff dentro de la clase de los espacios de Banachdébilmente Lindelöf determinados (WLD).
La existencia de bases de Markushevich en tales espacios (Sección 1.4) es fundamental para alcan-
zar nuestros objetivos. Esencialmente, mostramos que la coincidencia de las integrales de Birkhoff
y Pettis caracteriza la separabilidad dentro de esta clase de espacios (Teoremas 2.5.1 y 2.5.2).
Además, un caso particular de nuestras construcciones proporciona un contraejemplo al análogo
del teorema de la convergencia dominadapara la integral de Birkhoff (Ejemplo 2.5.4). Esta car-
acterística “negativa” de la integral de Birkhoff no la comparten las integrales de Bochner y Pettis,
para las que dicho resultado sí es válido (para las topologías de la norma y débil, respectivamente),
véase e.g. [DU77, Theorem 3, p. 45] y [Mus91, Theorem 8.1].

Teorema 2.5.1 ([Rod05a]).Si X es WLD y no es separable, entonces existen un espacio de proba-
bilidad completo(Ω,Σ,µ) y una función acotada integrable Pettis f: Ω−→X que no es integrable
Birkhoff.

Demostración.Por los Teoremas 1.4.4 y 1.4.3, existe una base de Markushevich enX, digamos
{(yi ,y

∗
i )}i∈I , tal que supi∈I ‖yi‖ · ‖y∗i ‖< +∞. Definimosxi = ‖y∗i ‖ ·yi ∈ X y x∗i = ‖y∗i ‖−1 ·y∗i ∈ X∗

para cadai ∈ I . Entonces{(xi ,x
∗
i )}i∈I es una base de Markushevich enX tal quex∗i ∈ BX∗ para

cadai ∈ I y supi∈I ‖xi‖< +∞.
ComoX = span{xi : i ∈ I} no es separable, el conjuntoI no es contable. DefinimosΩ := I y

consideramos laσ -algebraΣ enΩ formada por todos los conjuntosA⊂Ω para los queA ó Ω\A es
contable, con la medida de probabilidad completaµ dada porµ(A) = 0 siA es contable,µ(A) = 1
si Ω \A es contable. Definimosf : Ω −→ X como f (i) = xi para cadai ∈ Ω. Obviamente,f es
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acotada. Además, comoX es WLD, para cadax∗ ∈ X∗ el conjunto{i ∈ I : x∗(xi) 6= 0} es contable
(Teorema 1.4.4). Por tanto,f es escalarmente nula, luego integrable Pettis.

Por otro lado,f no es integrable Birkhoff. En efecto, si lo fuera, entonces existiría una partición
contable(An) deΩ enΣ tal que∥∥∥∑

n
µ(An) f (tn)−∑

n
µ(An) f (t ′n)

∥∥∥≤ 1
2

(2.25)

para cualesquiera eleccionestn, t ′n ∈ Bn. Pero, comoΩ es un átomo deµ, todos losBn’s excepto
uno (digamosBN) tienen medida 0. La desigualdad (2.25) se puede leer ahora como

1
2
≥ sup

i, j∈BN

∥∥ f (i)− f ( j)
∥∥ = sup

i, j∈BN

∥∥xi −x j

∥∥≥ sup
i, j∈BN

x∗i (xi −x j) = sup
i, j∈BN

(1−δi, j),

lo que contradice el hecho de queBN tiene dos elementos distintos (de hecho,BN no es numerable).
Por tanto,f no es integrable Birkhoff, como se quería demostrar.

Nuestra prueba original del siguiente resultado se inspiraba en el ejemplo dado por Kadets y
Tseytlin [KT00] de una función integrable Pettis que no es integrable Birkhoff. Aquí presentamos
una construcción diferente basada en las ideas del Ejemplo 2.3.20.

Teorema 2.5.2 ([Rod05a]).Si X es WLD ydens(X,‖·‖)≥ c, entonces existe una función acotada
integrable Pettis f: [0,1]−→ X que no es integrable Birkhoff.

Demostración.Como en la prueba del Teorema 2.5.1, el espacioX tiene una base de Markushe-
vich {(xi ,x

∗
i )}i∈I tal quex∗i ∈ BX∗ para cadai ∈ I y supi∈I ‖xi‖ < ∞. ComoX = span{xi : i ∈ I}

y dens(X,‖ · ‖) ≥ c, la cardinalidad deI es mayor o igual quec y podemos fijar una aplicación
inyectivaϕ : c−→ I .

Consideramos la familia{Eα : α < c} de todas las colecciones finitas (no vacías) de elementos
de Borel([0,1]) con medida de Lebesgue positiva. Por el Lema 2.3.19, existe una familia(Jα)α<c

de subconjuntos finitos de[0,1], disjuntos dos a dos, tales queJα ∩E 6= /0 para cadaα < c y cada
E ∈ Eα . Definimos la funciónf : [0,1]−→ X mediante

f (t) =

{
x

ϕ(α) si t ∈ Jα , α < c,

0 si t 6∈
⋃

α<c Jα .
(2.26)

A continuación comprobamos que la función acotadaf satisface las propiedades requeridas.
Para ver quef es integrable Pettis, fijamos unx∗ ∈ X∗. Por el Teorema 1.4.4, el conjunto

{i ∈ I : x∗(xi) 6= 0} es contable. Comoϕ es inyectiva y losJα ’s son finitos, resulta que el conjunto
{t ∈ [0,1] : (x∗ ◦ f )(t) 6= 0} también es contable. Por tanto,f es escalarmente nula y, en particular,
integrable Pettis.

Por otra parte,f no es integrable Birkhoff. En efecto, tenemosx∗
ϕ(α) ◦ f = χJα

∈ Zf para cada
α < c. Como la familia{χJα

: α < c} no tiene la propiedad de Bourgain (véase la prueba del
Ejemplo 2.3.20), se sigue de la Proposición 2.3.1 quef no es integrable Birkhoff. Esto completa
la demostración.
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La función f construida en la prueba del Teorema 2.5.2 es inclusouniversalmente integrable
Pettis, como consecuencia del siguiente

Lema 2.5.3. Sea(T,T,Σ,µ) un espacio de medida topológico tal que(T,T) es Hausdorff. Sea
f : T −→ X una función acotada tal que, para cada x∗ ∈ X∗, el conjunto{t ∈ T : (x∗ ◦ f )(t) 6= 0}
es contable. Entonces f es integrable Pettis.

Demostración.El conjuntoA := {t ∈ T : µ({t}) > 0} es contable y pertenece a Borel(T,T)⊂ Σ.
Como la restricciónf |A es acotada y sólo toma una cantidad contable de valores, se sigue que
es integrable Bochner (Proposición 1.8.3) y, por tanto, integrable Pettis respecto deµA. Por otra
parte, para cadax∗ ∈ X∗, la composiciónx∗ ◦ f |Ω\A se anula en todoΩ\A salvo en un subconjunto
contable. Esto implica quef |Ω\A es escalarmente nula y, así, integrable Pettis respecto deµΩ\A.
Por tanto,f es integrable Pettis respecto deµ, como se quería demostrar.

A continuación mostramos un ejemplo que deja claro que, para la integral de Birkhoff, el
análogo del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue no es cierto en general.

Ejemplo 2.5.4 ([Rod05a]).Existe una sucesión uniformemente acotada de funciones integrables
Birkhoff fn : [0,1] −→ c0(c) que converge puntualmente a una función f: [0,1] −→ c0(c) que no
es integrable Birkhoff.

Demostración.Sea f : [0,1] −→ c0(c) la función asociada mediante la fórmula (2.26) a la base
de Markushevich usual{(eα ,e∗α)}α<c en c0(c). La prueba del Teorema 2.5.2 revela quef no es
integrable Birkhoff. EscribimosJα = {t

α,1, . . . , tα,n(α)} para cadaα < c. Dadon∈ N, definimos

Dn := {tα,n : n(α)≥ n}, En :=
n⋃

k=1

Dk, hn := f χDn
, fn := f χEn

=
n

∑
k=1

hk.

Entonces( fn) es una sucesión uniformemente acotada que converge puntualmente af . Para de-
mostrar que cadafn es integrable Birkhoff basta comprobar que cadahn es integrable Birkhoff.
Para ello, fijamosn∈N y ε > 0. Tomamos cualquier partición finita{C1, . . . ,Cm} de[0,1] formada
por conjuntos medibles Lebesgue tales que máx1≤k≤mλ (Ck)≤ ε. Obsérvese que, para cualesquiera
eleccionestk ∈Ck, se tiene ∥∥∥ m

∑
k=1

λ (Ck)hn(tk)
∥∥∥

∞
≤ máx

1≤k≤m
λ (Ck)≤ ε,

puesto quehn|Dn
= f |Dn

es inyectiva. Por tanto,hn es integrable Birkhoff.

Observación 2.5.5.Es claro que las funcionesfn construidas en la demostración del Ejem-
plo 2.5.4 son incluso integrables Riemann.

Bajo el Axioma M, la hipótesis “dens(X,‖ · ‖) ≥ c” del Teorema 2.5.2 no se puede debilitar.
Para verlo necesitamos el siguiente resultado.
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Proposición 2.5.6 ([Roda]).Supongamos quedens(BX∗ ,w∗) < κ(µ) y que(X,w) es compacto en
medida. Entonces toda función escalarmente medible f: Ω−→ X es fuertemente medible.

Demostración.Como (X,w) es compacto en medida yf es escalarmente medible, existe una
función fuertemente medibleg : Ω−→ X que es escalarmente equivalente af (Corolario 1.7.12).
Definimos la funciónh = f −g y fijamos un conjuntow∗-densoC⊂ BX∗ con #(C) < κ(µ). Como
h es escalarmente nula y‖h(t)‖= sup{|(x∗ ◦h)(t)| : x∗ ∈C} para cadat ∈Ω, deducimos queh se
anulaµ-a.e. Por tanto,f es fuertemente medible.

Corolario 2.5.7. (Axioma M) Supongamos quedens(BX∗ ,w∗) < c y que(X,w) es compacto en
medida. Entonces toda función escalarmente medible f: [0,1]−→ X es fuertemente medible.

Corolario 2.5.8 ([Roda]). (Axioma M) Supongamos que X es WLD. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) dens(X,‖ · ‖) < c;
(ii) toda función escalarmente medible f: [0,1]−→ X es fuertemente medible;

(iii) toda función integrable Pettis f: [0,1]−→ X es integrable Birkhoff;
(iv) toda función acotada integrable Pettis f: [0,1]−→ X es integrable Birkhoff.

Demostración.X es compacto en medida para su topología débil y se tienen las igualdades

dens(BX∗ ,w∗) = weight(BX∗ ,w∗) = dens(X,‖ · ‖)

(véase la Sección 1.4).

Finalizamos el apartado estudiando la existencia de funciones escalarmente mediblesf , con
valores en espacios de Banach WLD, cuya “norma”‖ f‖ no es medible (compárese con el Coro-
lario 2.3.26).

Proposición 2.5.9 ([Roda]).Supongamos que X es WLD y quedens(X,‖ · ‖)≥ c. Entonces para
cadaφ ∈ R[0,1] existe una función escalarmente nula f: [0,1]−→ X tal que‖ f‖= |φ |.

Demostración.ComoX es WLD, tiene una base de Markushevich{(xi ,x
∗
i )}i∈I (Teorema 1.4.4).

Normalizando, podemos suponer que‖xi‖= 1 para cadai ∈ I . Dado que #(I)≥ dens(X,‖ ·‖)≥ c,
existe una aplicación inyectivaϕ : [0,1] −→ I . Definimos una funciónf : [0,1] −→ X mediante
f (t) := φ(t)x

ϕ(t) para cadat ∈ [0,1]. Es claro que‖ f‖= |φ | y que f es escalarmente nula (gracias
a la última afirmación del Teorema 1.4.4). La prueba ha finalizado.

Corolario 2.5.10. (Axioma M) Supongamos que X es WLD. Entonces las condiciones (i)–(iv) del
Corolario 2.5.8 son equivalentes a:

(v) para toda función escalarmente medible f: [0,1]−→ X, la función‖ f‖ es medible.
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vectoriales
A lo largo de este capítulo, X e Y son espacios de Banach y(Ω,Σ) es un espacio medible.

Los primeros intentos de establecer una teoría deintegración de funciones vectoriales respec-
to de medidas vectorialesse remontan a los orígenes de los espacios de Banach, véase [Hil53].
En esta línea, el método de Bartle [Bar56], posteriormente generalizado por Dobrakov [Dob70a],
es quizás el más utilizado. La noción de integrabilidad de Bartle-Dobrakov considera exclusiva-
mente funciones “fuertemente medibles”, es decir, funciones que podemos aproximar en “casi
todo punto” por una sucesión de funciones simples. Para construir la integral, en esta teoría se
reemplaza el producto por escalaresR×X −→ X por la aplicación bilineal continua canónica
L (X,Y)×X −→Y, de manera que la integral de una función simplef = ∑n

i=1xiχAi
respecto de

una medida vectorialµ : Σ−→L (X,Y) se define como el vector∑n
i=1 µ(Ai)(xi) ∈Y.

En este capítulo analizamos dos métodos de integración de funciones vectoriales, no nece-
sariamente fuertemente medibles, respecto de medidas vectoriales. Por un lado, estudiamos la
S∗-integral de Dobrakov [Dob88], que, inspirada en los trabajos de Kolmogorov [Kol30, Tik91]
sobre la teoría de la integración, resulta ser la extensión natural de la integral de Birkhoff a este
contexto. Por otro lado, consideramos la correspondiente generalización de la llamadaintegral
de McShane[McS69, Fre95]. La mayor parte de los resultados originales que incluimos en este
capítulo están tomados de nuestros artículos [Rodb, Rodc].

3.1. Preliminares

Esta sección está dedicada fundamentalmente a introducir la noción desemivariación con-
textualde una medida con valores enL (X,Y) (Apartado 3.1.1), que generaliza el concepto de
semivariación de una medida vectorial y ha sido empleada como herramienta auxiliar dentro de
las teorías de integración de Bartle y Dobrakov (Apartado 3.1.2).
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3.1.1. Semivariación contextual de una medida vectorial

Definición 3.1.1. Seaµ : Σ −→ L (X,Y) una medida contablemente aditiva. La semivariación
contextual deµ es la funciónµ̂ : Σ−→ [0,+∞] definida por

µ̂(E) = sup
∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ei)(xi)
∥∥∥,

donde el supremo se toma sobre todas las particiones finitas(Ei)
n
i=1 de E enΣ y todas las colec-

ciones finitas(xi)
n
i=1 en BX.

La siguiente proposición resume algunas propiedades elementales de la semivariación contex-
tual que utilizaremos frecuentemente durante este capítulo.

Proposición 3.1.2.Seaµ : Σ−→L (X,Y) una medida contablemente aditiva. Entonces:

(i) ‖µ‖(E)≤ µ̂(E)≤ |µ|(E) para cada E∈ Σ;
(ii) µ̂(E)≤ µ̂(F) para cada E,F ∈ Σ con E⊂ F;

(iii) µ̂(
⋃∞

n=1An)≤ ∑∞
n=1 µ̂(An) para cada sucesión(An) enΣ.

Demostración.Para ver(i) fijamosE ∈ Σ. De las propias definiciones se sigue directamente la
desigualdad̂µ(E)≤ |µ|(E). Tomamos ahora una partición finitaE1, . . . ,En deE enΣ y ai ∈ [−1,1]
para cada 1≤ i ≤ n. Entonces∥∥∥ n

∑
i=1

aiµ(Ei)
∥∥∥ = sup

x∈BX

∥∥∥ n

∑
i=1

aiµ(Ei)(x)
∥∥∥ = sup

x∈BX

∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ei)(aix)
∥∥∥≤ µ̂(E).

Por tanto,‖µ‖(E)≤ µ̂(E) (aplicamos la Proposición 1.6.4(ii) ), como se quería demostrar.
La propiedad(ii) es inmediata. Finalmente, consideramos una sucesión(An) en Σ. En vista

de(ii) , podemos suponer sin pérdida de generalidad queAn∩Am = /0 para cadan 6= m. Tomamos
una partición finitaE1, . . . ,Ek de

⋃∞
n=1An enΣ y una colecciónx1, . . . ,xk ∈ BX. Para cadan∈N se

tiene ∥∥∥ k

∑
i=1

µ(Ei ∩An)(xi)
∥∥∥≤ µ̂(An).

Por tanto,

∥∥∥ k

∑
i=1

µ(Ei)(xi)
∥∥∥ =

∥∥∥ k

∑
i=1

( ∞

∑
n=1

µ(Ei ∩An)
)
(xi)

∥∥∥
=

∥∥∥ ∞

∑
n=1

( k

∑
i=1

µ(Ei ∩An)(xi)
)∥∥∥≤ ∞

∑
n=1

∥∥∥ k

∑
i=1

µ(Ei ∩An)(xi)
∥∥∥≤ ∞

∑
n=1

µ̂(An).

Esto completa la demostración.

A continuación mostramos algunos casos particulares de especial interés.
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Ejemplo 3.1.3. Seaν una medida enΣ no negativa y finita. Definimosµ : Σ −→ L (X,X) me-
dianteµ(E)(x) = ν(E)x. Entoncesµ es una medida contablemente aditiva yµ̂(E) = ν(E) para
cada E∈ Σ.

Ejemplo 3.1.4. Seaν : Σ−→Y una medida contablemente aditiva. Definimosµ : Σ−→L (R,Y)
medianteµ(E)(a) = aν(E). Entoncesµ es una medida contablemente aditiva yµ̂(E) = ‖ν‖(E)
para cada E∈ Σ.

Demostración.Esto es una reformulación de la Proposición 1.6.4(ii) .

Los dos ejemplos anteriores quedan englobados dentro del siguiente. Recordamos que elpro-
ducto tensorial inyectivodeX eY, denotado porX⊗̂εY, es la completación del producto tensorial
algebraicoX⊗Y equipado con la única norma‖ · ‖ε tal que∥∥∥ n

∑
i=1

xi ⊗yi

∥∥∥
ε

= sup
x∗∈BX∗
y∗∈BY∗

∣∣∣ n

∑
i=1

x∗(xi) ·y
∗(yi)

∣∣∣
para cadax1, . . . ,xn ∈ X y caday1, . . . ,yn ∈Y (véase e.g. [DU77, Chapter VIII]). Evidentemente,
se tiene la desigualdad‖x⊗y‖ε ≤ ‖x‖‖y‖ para todox∈ X ey∈Y.

Ejemplo 3.1.5. Seaν : Σ −→ Y una medida contablemente aditiva. Definimos una funciónµ

en Σ con valores enL (X,X⊗̂εY) medianteµ(E)(x) = x⊗ ν(E). Entoncesµ es una medida
contablemente aditiva ŷµ(E) = ‖ν‖(E) para cada E∈ Σ.

Demostración.Tomamos una sucesión disjunta(Ak) enΣ. Entonces∥∥∥ n

∑
k=1

µ(Ak)−µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)∥∥∥ = sup
x∈BX

∥∥∥x⊗ν

( ∞⋃
k=n+1

Ak

)∥∥∥
ε

≤
∥∥∥ν

( ∞⋃
k=n+1

Ak

)∥∥∥
para todon ∈ N. Por tanto, ĺımn‖∑n

k=1 µ(Ak)− µ(
⋃∞

k=1Ak)‖ = 0. Esto demuestra queµ es una
medida contablemente aditiva.

FijamosE ∈ Σ y una partición finita(Ei)
n
i=1 deE enΣ. Dadosx1, . . . ,xn ∈ BX, tenemos∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ei)(xi)
∥∥∥

ε

=
∥∥∥ n

∑
i=1

xi ⊗ν(Ei)
∥∥∥

ε

= sup
x∗∈BX∗
y∗∈BY∗

∣∣∣ n

∑
i=1

x∗(xi) ·y
∗(ν(Ei))

∣∣∣
≤ sup

y∗∈BY∗

n

∑
i=1

|(y∗ ◦ν)(Ei)| ≤ sup
y∗∈BY∗

|y∗ ◦ν |(E) = ‖ν‖(E).

Así, µ̂(E) ≤ ‖ν‖(E). Por otro lado, fijamosx ∈ BX y x∗ ∈ BX∗ tales quex∗(x) = 1. Para cua-
lesquieraa1, . . . ,an ∈ [−1,1], se tiene∥∥∥ n

∑
i=1

aiν(Ei)
∥∥∥ = sup

y∗∈BY∗

∣∣∣ n

∑
i=1

x∗(aix) ·y
∗(ν(Ei))

∣∣∣
≤

∥∥∥ n

∑
i=1

(aix)⊗ν(Ei)
∥∥∥

ε

=
∥∥∥ n

∑
i=1

µ(Ei)(aix)
∥∥∥

ε

≤ µ̂(E).



••122 Las integrales de Birkhoff y McShane respecto de medidas vectoriales

Por tanto,‖ν‖(E) = µ̂(E), como se quería demostrar.

Dado cualquier espacio de Banach de dimensión infinita, siempre podemos encontrar una
medida contablemente aditiva con valores en él que no tiene variación acotada (Ejemplo 1.6.10).
Teniendo esto en cuenta, el siguiente ejemplo (véase [Dob70a, Example 5, p. 517]) muestra que,
a diferencia de lo que ocurre con la semivariación “ordinaria”, la semivariación contextual de una
medida contablemente aditiva puede tomar el valor+∞.

Ejemplo 3.1.6. Seaµ : Σ−→ X∗ = L (X,R) una medida contablemente aditiva. Entonces

µ̂(E) = |µ|(E) para cada E∈ Σ.

Demostración.FijamosE ∈ Σ. Ya sabemos quêµ(E) ≤ |µ|(E) (Proposición 3.1.2(i)). Por otra
parte, dada una partición finitaE1, . . . ,En deE enΣ, para cadaε > 0 y cada 1≤ i ≤ n podemos
encontrar unxi ∈ BX tal que‖µ(Ei)‖ ≤ µ(Ei)(xi)+ ε/n. Por tanto,

n

∑
i=1

‖µ(Ei)‖ ≤
n

∑
i=1

µ(Ei)(xi)+ ε ≤ µ̂(E)+ ε.

Se sigue que|µ|(E)≤ µ̂(E). Esto completa la demostración.

Para desarrollar satisfactoriamente las teorías de integración consideradas en este capítulo, es
conveniente exigir un control adicional sobre la semivariación contextual de las medidas vectoria-
les. En este sentido, nos vamos a restringir al caso en que la semivariación contextual satisface la
propiedad que aislamos a continuación, véase [Dob70a, p. 515] y [Dob71, p. 17].

Definición 3.1.7. Seaµ : Σ −→ L (X,Y) una medida contablemente aditiva. Se dice queµ̂ es
continua si, para cada sucesión decreciente(En)∞

n=1 enΣ con
⋂∞

n=1En = /0, se tienel ı́mn µ̂(En) = 0.

Como la variación de una medida vectorial contablemente aditiva es siempre una medida no
negativa, véase e.g. [DU77, Proposition 9, p. 3], podemos aplicar la Proposición 3.1.2(i) para
deducir el siguiente:

Corolario 3.1.8. Seaµ : Σ−→L (X,Y) una medida contablemente aditiva con variación acota-
da. Entonceŝµ es continua.

Por otro lado, el teorema de Bartle, Dunford y Schwarz sobre existencia de medidas de control
(Teorema 1.6.7) garantiza que,en los casos particulares aislados en los Ejemplos 3.1.4 y 3.1.5, la
semivariación contextual es continua.

La siguiente caracterización (véase [Dob71, Lemma 2]) será una herramienta fundamental
durante todo este capítulo. En particular, nos dice que una medida contablemente aditivaµ con
valores enL (X,Y) tiene lapropiedad-* (siguiendo la terminología de [Bar56, Definition 2])
respecto de la aplicación bilineal canónicaX×L (X,Y)−→Y si y sólo siµ̂ es continua.
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Lema 3.1.9 (Dobrakov).Seaµ : Σ−→L (X,Y) una medida contablemente aditiva. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(i) µ̂ es continua;
(ii) existe una medidaϑ enΣ no negativa y finita tal que

ϑE ≤ µ̂(E) para cada E∈ Σ;
l ı́m

ϑ(A)→0 µ̂(A) = 0.

En tal caso, decimos queϑ es una medida de control dêµ.

Demostración.La prueba de(ii)⇒(i) es inmediata y sólo utiliza que lı́m
ϑ(A)→0 µ̂(A) = 0.

Veamos(i)⇒(ii) . Comoµ es contablemente aditiva, el Teorema 1.6.7 garantiza la existencia
de una medidaϑ enΣ no negativa y finita tal queµ esϑ -continua yϑ(E) ≤ ‖µ‖(E) para cada
E ∈ Σ. En particular,ϑ(E)≤ µ̂(E) para cadaE ∈ Σ (por la Proposición 3.1.2(i)).

Por otra parte, fijamos una sucesión(Bm) enΣ tal queϑ(Bm)≤ 1/2m para todom∈ N. Defi-
nimosFn =

⋃
m≥nBm∈ Σ para cadan∈ N. Como el conjuntoF =

⋂∞
n=1Fn ∈ Σ cumpleϑ(F) = 0,

tenemosµ̂(F) = 0. Nótese que(Fn \F) es una sucesión decreciente con intersección vacía, y la
continuidad dêµ asegura que 0≤ l ı́mn µ̂(Fn)≤ µ̂(F)+ l ı́mn µ̂(Fn\F) = 0, luego ĺımm µ̂(Bm) = 0.
Este argumento demuestra que lı́m

ϑ(A)→0 µ̂(A) = 0.

Como aplicación podemos deducir el siguiente resultado, véase [Bar56, p. 346] y [Dob70b].

Corolario 3.1.10. Seaµ : Σ −→ L (X,Y) una medida contablemente aditiva. Siµ̂ es continua,
entonceŝµ(Ω) < +∞.

Demostración.Fijamos una medidaϑ enΣ no negativa y finita tal que lı́m
ϑ(E)→0 µ̂(E) = 0 (apli-

camos el Lema 3.1.9). En particular, podemos encontrar unδ > 0 tal queµ̂(E) ≤ 1 para cada
E ∈ Σ conµ(E)≤ δ . Fijamos una familia contable (quizás vacía)(An) de átomos deϑ de manera
queB = Ω \

⋃
nAn ∈ Σ no contiene átomos deϑ . Así, podemos encontrar una colección finita

B1, . . . ,Bk de elementos deΣ tales que
⋃k

i=1Bi = B y ϑ(Bi) ≤ δ para cada 1≤ i ≤ k, véase e.g.
[Fre01, 215D]. Por otra parte, paraN ∈ N suficientemente grande el conjuntoA =

⋃N
n=1An ∈ Σ

cumpleϑ(Ω\ (B∪A))≤ δ . Comoµ̂(An) = ‖µ(An)‖ para cada 1≤ n≤ N, deducimos

µ̂(Ω)≤ µ̂(Ω\ (B∪A))+
N

∑
n=1

µ̂(An)+
k

∑
i=1

µ̂(Bi)≤ 1+
N

∑
n=1

‖µ(An)‖+k < +∞,

como se quería demostrar.

El recíproco del Corolario 3.1.10 no es válido en general. A continuación mostramos un ejem-
plo tomado de [Dob70a, Example 7, p. 517].

Ejemplo 3.1.11 (Dobrakov). Existe una medida contablemente aditivaµ : P(N)−→L (`1,c0)
tal que

(i) µ̂(Ω) < +∞;
(ii) µ̂ no es continua.
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Demostración.Consideramos una particiónN =
⋃∞

n=1 In tal que #(In) = n para todon∈ N. Defi-
nimosyk = (1/n)en ∈ c0 para cadak∈ In, n∈ N.

Fijamos(xk) ∈ `1. Como(yk) es una sucesión acotada enc0, la serie∑k xky
k es incondicional-

mente convergente. Además, para cualquier conjunto finito (no vacío)S⊂ N se tiene

∥∥∥∑
k∈S

xky
k
∥∥∥

∞
=

∥∥∥ ∞

∑
n=1

1
n

(
∑

k∈S∩In

xk

)
en

∥∥∥
∞

= sup
{1

n

∣∣∣ ∑
k∈S∩In

xk

∣∣∣ : n∈ N
}

≤ sup
{1

n

(
∑

k∈S∩In

|xk|
)

: n∈ N
}
≤ sup

{1
n

: S∩ In 6= /0
}
· ‖(xk)‖1,

luego ∥∥∥∑
k∈E

xky
k
∥∥∥

∞
≤ sup

{1
n

: E∩ In 6= /0
}
· ‖(xk)‖1 (3.1)

para cada conjunto (no vacío)E ⊂ N.
Por tanto, podemos definir una medida finitamente aditivaµ : P(N)−→L (`1,c0) mediante

la fórmulaµ(E)((xk)) = ∑k∈E xky
k. Para ver queµ escontablemente aditiva, fijamos una sucesión

decreciente(Ek) enP(N) tal que
⋂∞

k=1Ek = /0. Vamos a demostrar que lı́mk µ(Ek) = 0. En efecto,
dadok∈ N, definimosnk = mı́n{n∈ N : Ek∩ In 6= /0} (suponemos sin pérdida de generalidad que
Ek 6= /0). Entoncesnk ≤ nk+1 para todok∈N. Como

⋂∞
k=1Ek = /0, tenemos sup{nk : k∈N}= +∞

y

lı́m
k

sup
{1

n
: Ek∩ In 6= /0

}
= l ı́m

k

1
nk

= 0.

La desigualdad (3.1) permite concluir que lı́mk µ(Ek) = 0, como se quería demostrar.
Afirmamos quêµ(N) ≤ 1. En efecto, fijamos conjuntos (no vacíos)E1, . . . ,Em⊂ N disjuntos

dos a dos. Dados(x1
k), . . . ,(x

m
k ) ∈ B

`1, como para cadak∈ N existe a lo más un 1≤ i ≤m tal que
k∈ Ei , se tiene∥∥∥ m

∑
i=1

µ(Ei)((x
i
k))

∥∥∥
∞

=
∥∥∥∑

k∈N

( m

∑
i=1
k∈Ei

xi
k

)
yk

∥∥∥
∞
≤ sup

{1
n

(
∑
k∈In

( m

∑
i=1
k∈Ei

|xi
k|
))

: n∈ N
}
≤ 1.

Esto demuestra quêµ(N)≤ 1.
Finalmente, definimosEn =

⋃
m≥n Im para todon ∈ N. Claramente,(En) es decreciente y⋂∞

n=1En = /0. Para cadan ∈ N se tiene la igualdad∑k∈In
µ({k})(ek) = ∑k∈In

yk = en; por tanto,
µ̂(En) = 1. Así, µ̂ no es continua. La prueba ha finalizado.

La aparición dec0 en el ejemplo anterior no es casual: Dobrakov [Dob70a, *-Theorem] de-
mostró quesi Y no contiene subespacios isomorfos a c0 y µ : Σ −→ L (X,Y) es una medida
contablemente aditiva, entoncesµ̂ es continua si (y sólo si)̂µ(Ω) < +∞. La prueba utiliza la
caracterización de Bessaga y Pelczynski [BP58] (véase e.g. [DU77, Corollary 5]) de los espa-
cios de BanachY sin subespacios isomorfos ac0 como aquéllos para los que una serie∑nyn es
incondicionalmente convergente si y sólo si∑n |y∗(yn)|< +∞ para caday∗ ∈Y∗.
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Definición 3.1.12.Seaµ : Σ−→L (X,Y) una medida contablemente aditiva. Decimos queµ̂ es
completa si, para cada E∈ Σ con µ̂(E) = 0, cualquier subconjunto de E pertenece aΣ.

Dada una medida contablemente aditivaµ : Σ−→L (X,Y) con semivariación contextual con-
tinua, es claro quêµ es completa si y sólo si [alguna, toda] medida de control deµ̂ es completa
(Lema 3.1.9). Fijamos una medida de control deµ̂, digamosϑ . Sea(Ω,Σ1,ϑ1) la completación de
(Ω,Σ,ϑ). Un argumento estándar permite extender (de manera única)µ a una medida contable-
mente aditivaµ1 : Σ1 −→L (X,Y) tal queϑ1 es una medida de control dêµ1. Además, tenemos
µ̂1|Σ = µ̂. Evidentemente,̂µ1 es completa.

Durante el resto de este capítulo,µ : Σ−→L (X,Y) es una medida contablemente aditiva tal
queµ̂ es continua y completa, y fijamos una medida de controlϑ de µ̂.

Nótese que, para cadaE ∈ Σ, la restricción deµ a ΣE, denotada porµE, es contablemente
aditiva y tiene semivariación contextual continua y completa. De hecho,ϑE es una medida de
control deµ̂E.

3.1.2. La integral de Bartle-Dobrakov

La noción de integral de funciones vectoriales respecto de medidas vectoriales introducida por
Bartle [Bar56] fue generalizada por Dobrakov [Dob70a] al caso de medidas, definidas enδ -anillos,
que son contablemente aditivas para la topología de la convergencia puntual enL (X,Y). En este
trabajo nos restringimos a la situación original considerada por Bartle, en la que las medidas están
definidas enσ -álgebras y son contablemente aditivas para la topología de la norma.

Definición 3.1.13.Sea f: Ω −→ X una función simple, f= ∑n
i=1xiχAi

, donde A1, . . . ,An ∈ Σ y
x1, . . . ,xn ∈ X. Dado E∈ Σ, la integral de f sobre E es el elemento de Y definido por∫

E
f dµ :=

n

∑
i=1

µ(Ai ∩E)(xi).

El teorema de Vitali, Hahn y Saks 1.6.9 permite reformular ligeramente la definición original
de la integral de Dobrakov en los siguientes términos, véase [Dob70a, Theorem 7].

Definición 3.1.14.Una función f: Ω −→ X se dice integrable Dobrakov respecto deµ si existe
una sucesión de funciones simples fn : Ω−→ X que converge a f̂µ-a.e. tal que, para cada E∈ Σ,
existel ı́mn

∫
E fn dµ. En tal caso, el límite(D)

∫
Ω f dµ = l ı́mn

∫
Ω fn dµ es independiente de la

sucesión( fn) y se llama integral de Dobrakov de f respecto deµ.

Observación 3.1.15.En el marco de este capítulo, las diferencias entre la*-integral bilineal de
Bartle [Bar56] y la integral de Dobrakov se reducen simplemente a cuestiones de lenguaje. En
efecto, dados tres espacios de BanachX, Y y Z, una aplicación bilineal continuaφ : X×Z−→Y
y una medida contablemente aditivaθ : Σ −→ Z, podemos considerar la medida contablemente
aditiva µ : Σ −→ L (X,Y) definida porµ(E)(x) = φ(x,θ(E)). Entoncesθ tiene lapropiedad-*
respecto deφ si y sólo siµ̂ es continua (Lema 3.1.9). En tal caso, una funciónf : Ω −→ X es
*-integrable Bartlerespecto deθ y φ si y sólo si f es integrable Dobrakov respecto deµ (las
respectivas integrales coinciden), véase [Bar56, Theorem 9].
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Es inmediato comprobar que la familiaD(µ) de todas las funciones deΩ en X que son in-
tegrables Dobrakov respecto deµ es un subespacio vectorial deXΩ, y que la aplicación “in-
tegral” f 7→ (D)

∫
Ω f dµ es lineal. Nótese que para cadaf ∈ D(µ) y cadaA ∈ Σ, la restric-

ción f |A es integrable Dobrakov respecto deµA. Más todavía, la funciónI f : Σ −→ Y dada por
I f (A) := (D)

∫
A f |A dµA es una medida contablemente aditiva yϑ -continua, como consecuencia

inmediata del teorema de Vitali, Hahn y Saks 1.6.9.

Algunos de los resultados de este capítulo dependen de las siguientes propiedades conocidas
de la integral de Dobrakov, véase [Dob70a, Theorems 5, 16] o [Bar56, Theorems 3, 4, 10].

Proposición 3.1.16 (Bartle, Dobrakov).Sea f : Ω −→ X una función acotada y fuertemente
medible respecto dêµ. Entonces f∈ D(µ) y∥∥∥(D)

∫
Ω

f dµ

∥∥∥≤ µ̂(Ω) ·sup
t∈Ω

‖ f (t)‖.

Proposición 3.1.17 (Bartle, Dobrakov).Sean( fn) una sucesión en D(µ) y f : Ω −→ X una
función tales que

l ı́mn fn = f µ̂-a.e.;
existel ı́mn I fn

(E) para cada E∈ Σ.

Entonces f∈ D(µ) y I f (E) = l ı́mn I fn
(E) uniformemente en E∈ Σ.

En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, una funciónf : Ω −→ X es integrable en el sentido
de Bartle, Dunford y Schwartz[BDS55] respecto deν , por definición, si y sólo si es integrable
Dobrakov respecto deµ. Los libros [DS88, IV.10], [KK76] y los artículos [Lew70, Lew72] y
[Cur92, Cur94, Cur95] son referencias relevantes sobre la integral de Bartle-Dunford-Schwartz.

Por otro lado, en la situación considerada en el Ejemplo 3.1.3, una funciónf : Ω −→ X es
integrable Dobrakov respecto deµ si y sólo si es fuertemente medible e integrable Pettis respecto
deν (Pettis [Pet38], véase el Corolario 3.2.10).

Para más información sobre las integrales de Bartle y Dobrakov, remitimos al lector a los
artículos [Dob70a], [Dob71], [DP04] y [FGV99], el “survey” [Pan95] y las referencias que allí
se proporcionan. Otros trabajos recientes sobre integración de funciones vectoriales respecto de
medidas vectoriales son [JO98, JR03, PdLB98, Ste01].

3.2. LaS∗-integral

En esta sección estudiamos laS∗-integral de Dobrakov [Dob88], que es la generalización
natural de laintegral de Birkhoffal caso de funciones y medidas vectoriales. En el Apartado 3.2.2
establecemos su relación con la integral de Bartle-Dobrakov: resulta que una función es integrable
Dobrakov si y sólo si es fuertemente medible yS∗-integrable. Finalmente, el Apartado 3.2.3 está
dedicado a discutir la aproximación por funciones simples y la compacidad relativa en norma del
rango de la integral indefinida de una funciónS∗-integrable.
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3.2.1. Definición y propiedades elementales

A lo largo de este capítulo vamos a utilizar el símboloS( f ,Γ,T) para denotar la serie formal
∑n µ(An)( f (tn)), dondef : Ω−→ X es una función,Γ = (An) es una familia contable formada por
elementos deΣ disjuntos dos a dos yT = (tn) es una elección enΓ.

Definición 3.2.1 ([Dob88]).Una función f: Ω−→X se dice S∗-integrable respecto deµ si existe
y ∈ Y con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe una partición contableΓ de Ω en Σ
tal que, para cada partición contableΓ′ de Ω en Σ más fina queΓ y cada elección T′ en Γ′,
la serie S( f ,Γ′,T ′) es incondicionalmente convergente y‖S( f ,Γ′,T ′)− y‖ ≤ ε. El vector y∈ Y
(necesariamente único) se llama S∗-integral de f respecto deµ y se denota por(S∗)

∫
Ω f dµ.

Cabe señalar que en [DM85] se considera una variante de laS∗-integral, llamadaS-integral,
que sólo involucra particiones finitas.

Es claro que el conjuntoS∗(µ) de todas las funciones deΩ enX que sonS∗-integrables res-
pecto deµ es un subespacio vectorial deXΩ, y que la aplicaciónf 7→ (S∗)

∫
Ω f dµ es lineal. Por

otra parte, en vista de la Proposición 2.1.4, laS∗-integral coincide con la integral de Birkhoff en el
caso de medidas no negativas y finitas:

Corolario 3.2.2. En las condiciones del Ejemplo 3.1.3, una función f: Ω −→ X es integrable
Birkhoff respecto deν si y sólo si es S∗-integrable respecto deµ. En tal caso, las respectivas
integrales coinciden.

A continuación incluimos una serie de resultados auxiliares que extienden al caso de medidas
vectoriales algunas de las propiedades elementales de la integral de Birkhoff.

Lema 3.2.3.Sean f∈S∗(µ) y E∈ Σ. Entonces la restricción f|E es S∗-integrable respecto deµE.
Emplearemos la notaciónι f (E) = (S∗)

∫
E f |E dµE.

Demostración.Basta imitar la prueba del Lema 2.1.7.

Como aplicación inmediata obtenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.4. Sean f∈ S∗(µ) y E∈ Σ. Entonces fχE ∈ S∗(µ) y (S∗)
∫

Ω f χE dµ = ι f (E).

Demostración.Fijamosε > 0. Comof |E esS∗-integrable respecto deµE (Lema 3.2.3), existe una
partición contableΓE

0 deE enΣE tal que‖S( f ,Γ′,T ′)− ι f (E)‖ ≤ ε para cada partición contable
Γ′ deE enΣE más fina queΓE

0 y cada elecciónT ′ enΓ′, siendo la serieS( f ,Γ′,T ′) incondicional-
mente convergente. DefinimosΓ0 = ΓE

0 ∪{Ω\E}.
Tomamos una partición contableΓ = (An) deΩ enΣ más fina queΓ0 y una elecciónT = (tn)

enΓ. ComoΓ′ = {An : An ⊂ E} es una partición deE enΣE más fina queΓE
0 y T ′ = {tn : An ⊂ E}

es una elección enΓ′, la serieS( f χE,Γ,T) = S( f |E,Γ′,T ′) es incondicionalmente convergente y
‖S( f χE,Γ,T)− ι f (E)‖ ≤ ε. Por tanto,f χE ∈ S∗(µ) y (S∗)

∫
Ω f χE dµ = ι f (E).

Dada f ∈ S∗(µ), es sencillo ver que la funciónι f : Σ−→Y es una medida finitamente aditiva.
De hecho,ι f es contablemente aditiva, como se afirma en [Dob88, Lemma 1 (1)]. Para verlo
necesitamos la siguiente generalización del Lema 2.1.8.
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Lema 3.2.5 ([Rodb]). Sea f∈ S∗(µ). Entonces para cadaε > 0 existe una partición contableΓ0
deΩ enΣ con la siguiente propiedad: para cada familia contableΓ formada por elementos deΣ
disjuntos dos a dos, más fina queΓ0, y cada elección T enΓ, la serie S( f ,Γ,T) es incondicional-
mente convergente y

‖S( f ,Γ,T)− ι f (∪Γ)‖ ≤ ε. (3.2)

Demostración.SeaΓ0 una partición contable deΩ enΣ de manera que, para cada partición con-
tableΓ̃ deΩ enΣ más fina queΓ0 y cada eleccióñT enΓ̃, la serieS( f , Γ̃, T̃) es incondicionalmente
convergente y‖S( f , Γ̃, T̃)− ι f (Ω)‖ ≤ ε.

Fijamos una familia contableΓ = (An) formada por elementos deΣ disjuntos dos a dos, más
fina queΓ0, y tomamos una elecciónT = (tn) enΓ. DefinimosA =

⋃
nAn,

Γ′ = {E \A : E ∈ Γ0, E 6⊂ A},

y fijamos una elección arbitrariaT ′ enΓ′.
ComoΓ∪Γ′ es una partición contable deΩ enΣ más fina queΓ0, la serieS( f ,Γ∪Γ′,T ∪T ′)

es incondicionalmente convergente y, por tanto, lo mismo ocurre con la subserieS( f ,Γ,T).
Para demostrar (3.2), fijamos una sucesión(Γ′k) de particiones contables deΩ \A en ΣΩ\A,

más finas queΓ′, y eleccionesT ′
k enΓ′k, tales que

lı́m
k

S( f ,Γ′k,T
′
k) = ι f (Ω\A). (3.3)

Para cadak∈ N definimosΓk = Γ∪Γ′k, que es una partición contable deΩ enΣ más fina queΓ0,
y Tk = T ∪T ′

k. Entonces la serieS( f ,Γk,Tk) es incondicionalmente convergente y

‖S( f ,Γ,T)− ι f (A)‖ ≤ ‖S( f ,Γk,Tk)− ι f (Ω)‖+‖S( f ,Γ′k,T
′
k)− ι f (Ω\A)‖

≤ ε +‖S( f ,Γ′k,T
′
k)− ι f (Ω\A)‖ para cadak∈ N.

La desigualdad (3.2) se sigue ahora de (3.3). Esto completa la demostración.

Proposición 3.2.6.Sea f∈S∗(µ). Entoncesι f es una medida contablemente aditiva yϑ -continua.

Demostración.Evidentemente,ι f (E) = 0 para cadaE ∈ Σ conϑ(E) = 0. Comoι f es finitamente
aditiva, para ver que es contablemente aditiva basta demostrar que lı́mn ι f (

⋃
m≥nEm) = 0 para toda

sucesión disjunta(En) enΣ.
Fijamosε > 0. Por el Lema 3.2.5, existe una partición contableΓ0 de Ω en Σ de manera

que, para cada familia contableΓ de elementos deΣ disjuntos dos a dos, más fina queΓ0, y cada
elecciónT enΓ, la serieS( f ,Γ,T) converge incondicionalmente y

‖S( f ,Γ,T)− ι f (∪Γ)‖ ≤ ε. (3.4)

Dadon ∈ N, definimosΓn = {A∩En : A ∈ Γ0, A∩En 6= /0}, fijamos una elecciónTn en Γn y
consideramoŝΓn =

⋃
m≥n Γm y T̂n =

⋃
m≥nTm. ComoΓn y Γ̂n son más finas queΓ0, las series

S( f ,Γn,Tn) y S( f , Γ̂n, T̂n) son incondicionalmente convergentes.
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En particular, la serie∑∞
n=1S( f ,Γn,Tn) converge y podemos encontrar unN ∈ N tal que∥∥∥ ∑

m≥n
S( f ,Γm,Tm)

∥∥∥≤ ε para cadan≥ N. (3.5)

Por otra parte, para cualquiern≥ N la desigualdad (3.4) asegura que∥∥∥ ∑
m≥n

S( f ,Γm,Tm)− ι f

( ⋃
m≥n

Em

)∥∥∥ =
∥∥∥S( f , Γ̂n, T̂n)− ι f

( ⋃
m≥n

Em

)∥∥∥≤ ε.

En vista de (3.5), deducimos‖ι f (
⋃

m≥nEm)‖ ≤ 2ε para cadan≥ N. Comoε > 0 es arbitrario, se
sigue que ĺımn ι f (

⋃
m≥nEm) = 0.

3.2.2. Relación con la integral de Bartle-Dobrakov

En [Dob88] se demuestra que toda función integrable Dobrakov esS∗-integrable, y que el
recíproco es válido para funciones fuertemente medibles (Teorema 3.2.9). En general, la inclusión
D(µ)⊂S∗(µ) es estricta (basta tener en cuenta la existencia de funciones integrables Birkhoff que
no son fuertemente medibles), aunque se da la igualdad cuando se consideran funciones reales y
medidas vectoriales (Corolario 3.2.11).

Para establecer estas relaciones necesitamos los dos siguientes resultados auxiliares. La prueba
del Lema 3.2.8 es similar a la de su análogo para la integral de Birkhoff (Lema 2.1.14).

Lema 3.2.7.Sean(En) una sucesión disjunta enΣ y (xn) una sucesión acotada en X. Entonces la
serie∑n µ(En)(xn) es incondicionalmente convergente y∥∥∥∑

n
µ(En)(xn)

∥∥∥≤ µ̂

(⋃
n

En

)
·sup

n∈N
‖xn‖.

Demostración.Para cada conjunto finitoF ⊂ N se tiene∥∥∥∑
n∈F

µ(En)(xn)
∥∥∥≤ µ̂

( ⋃
n∈F

En

)
·sup

n∈N
‖xn‖.

El resultado se sigue ahora de la desigualdad anterior y la continuidad deµ̂.

Lema 3.2.8 ([Rodc]).Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) f ∈ S∗(µ);
(ii) existe una partición contableΓ0 = (An) deΩ enΣ con las siguientes propiedades:

f |An
∈ S∗(µAn

) para cada n;
para cada partición contableΓ deΩ enΣ más fina queΓ0, la serie

∑
E∈Γ

(S∗)
∫

E
f |E dµE

es incondicionalmente convergente.
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Demostración.(i)⇒(ii) es una consecuencia inmediata de la Proposición 3.2.6.
Recíprocamente, supongamos que se verifica(ii) . Vamos a demostrar quef ∈ S∗(µ) y

(S∗)
∫

Ω
f dµ = ∑

n
(S∗)

∫
An

f |An
dµAn

=: y∈Y.

Fijamosε > 0. Dadon∈N, el Lema 3.2.5 aplicado af |An
asegura que existe una partición contable

Γn
1 deAn enΣAn

de manera que, para cada familia contableΓ′ de elementos deΣAn
disjuntos dos a

dos, más fina queΓn
1, y cada elecciónT ′ in Γ′, se tiene∥∥∥S( f ,Γ′,T ′)− (S∗)

∫
∪Γ

f |∪Γ dµ∪Γ

∥∥∥≤ ε

2n , (3.6)

siendo la serieS( f ,Γ′,T ′) incondicionalmente convergente.
Nótese queΓ1 =

⋃
n Γn

1 es una partición contable deΩ enΣ más fina queΓ0. Afirmamos que siΓ
es cualquier partición contable deΩ enΣ más fina queΓ1 y T es cualquier elección enΓ, entonces
la serie S( f ,Γ,T) converge incondicionalmente y‖S( f ,Γ,T)−y‖ ≤ ε. En efecto, seaΓ = (An,k)
una tal partición donde, para cadan, la familiaΓn = (An,k)k es una partición contable deAn enΣAn

más fina queΓn
1. Fijamos cualquier elecciónT = (tn,k) enΓ y definimosTn = (tn,k)k para cadan.

Para ver que la serieS( f ,Γ,T) converge incondicionalmente basta aplicar el Lema 1.5.6, teniendo
en cuenta que

la serieS( f ,Γn,Tn) es incondicionalmente convergente para cadan;
la serie∑n,k(S

∗)
∫

An,k
f |An,k

dµAn,k
es incondicionalmente convergente;

para cada conjunto finitoQ⊂ N y cadan∈ N, podemos aplicar (3.6) para obtener∥∥∥∑
k∈Q

µ(An,k)( f (tn,k))− ∑
k∈Q

(S∗)
∫

An,k

f |An,k
dµAn,k

∥∥∥≤ ε

2n .

Por otra parte, la desigualdad (3.6) permite concluir

∥∥S( f ,Γ,T)−y
∥∥≤∑

n

∥∥∥S( f ,Γn,Tn)− (S∗)
∫

An

f |An
dµAn

∥∥∥≤∑
n

ε

2n ≤ ε.

Esto completa la demostración.

Ahora ya podemos abordar el teorema principal de este apartado, [Dob88, Theorem 1].

Teorema 3.2.9 (Dobrakov).Sea f: Ω −→ X una función. Las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(i) f ∈ D(µ);
(ii) f es fuertemente medible respecto deµ̂ y f ∈ S∗(µ).

En tal caso,(D)
∫

Ω f dµ = (S∗)
∫

Ω f dµ.
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Demostración.La prueba de(i)⇒(ii) se divide de manera natural en tres etapas.
Paso 1.- Supongamos que f= ∑nxnχAn

, donde(An) es una partición contable deΩ en Σ y
(xn) es una sucesión en X.Evidentemente,f |An

∈ S∗(µAn
) para cadan. Dada cualquier partición

contableΓ deΩ enΣ más fina que(An), la serie

∑
E∈Γ

(S∗)
∫

E
f |E dµE = ∑

E∈Γ
I f (E)

es incondicionalmente convergente con suma(D)
∫

Ω f dµ (porqueI f es contablemente aditiva).
Por tanto, el Lema 3.2.8 (y su demostración) nos permite concluir quef esS∗-integrable respecto
deµ y (S∗)

∫
Ω f dµ = (D)

∫
Ω f dµ.

Paso 2.- Supongamos que f es acotada. La familia S formada por todos los pares(Γ,T),
dondeΓ es una partición contable deΩ en Σ y T es una elección enΓ, adquiere estructura de
conjunto dirigido con la relación

(Γ,T)� (Γ′,T ′) ⇔ Γ′ es más fina queΓ.

Nótese que la serieS( f ,Γ,T) es incondicionalmente convergente para cada(Γ,T) ∈ S , por el
Lema 3.2.7. Es claro además quef ∈ S∗(µ) si y sólo si la red{S( f ,Γ,T)}(Γ,T)∈S converge, i.e.
satisface la condición de Cauchy.

Fijamosε > 0. Como f es fuertemente medible respecto deϑ , podemos encontrar una parti-
ción contableΓ = (Ak) deΩ enΣ tal que osc( f |Ak

)≤ ε cuandoϑ(Ak) > 0 (Lema 1.7.4). Fijamos

dos particiones contablesΓ′ = (Bn) y Γ′′ = (Cm) de Ω en Σ más finas queΓ, y tomamos dos
elecciones cualesquieraT ′ = (t ′n) y T ′′ = (t ′′m) en Γ′ y Γ′′, respectivamente. Para cadak ∈ N se
tiene

∑
Bn⊂Ak

µ(Bn)( f (t ′n)) = ∑
Bn∪Cm⊂Ak

µ(Bn∩Cm)( f (t ′n))

y ∑
Cm⊂Ak

µ(Cm)( f (t ′′m)) = ∑
Bn∪Cm⊂Ak

µ(Bn∩Cm)( f (t ′′m)),

siendo las series incondicionalmente convergentes (Lema 3.2.7). Por tanto,

‖S( f ,Γ′,T ′)−S( f ,Γ′′,T ′′)‖=
∥∥∥ ∑

ϑ(Ak)>0
∑

Bn∪Cm⊂Ak

µ(Bn∩Cm)( f (t ′n)− f (t ′′m))
∥∥∥≤ µ̂(Ω) ·2ε,

(de nuevo, gracias al Lema 3.2.7). Esto demuestra quef ∈ S∗(µ).
Paso 3.-Fijamosε > 0. La medibilidad fuerte def respecto deϑ garantiza la existencia de

una partición contable(An) deΩ enΣ y una sucesión(xn) enX tales que la funcióng = ∑nxnχAn

satisface‖ f −g‖ ≤ ε ϑ -a.e. Comof −g es fuertemente medible, la Proposición 3.1.16 asegura
que f −g∈D(µ) y ‖(D)

∫
Ω( f −g) dµ‖ ≤ µ̂(Ω)ε. Por tanto,g= f − ( f −g) ∈D(µ). En vista del

Paso 1, deducimos queg∈ S∗(µ), con(S∗)
∫

Ω g dµ = (D)
∫

Ω g dµ. Por otro lado, podemos aplicar
el Paso 2para concluir quef −g∈ S∗(µ). Además, se cumple‖(S∗)

∫
Ω( f −g) dµ‖ ≤ µ̂(Ω)ε (por

el Lema 3.2.7). Finalmente, nótese quef = ( f −g)+g∈ S∗(µ) y∥∥∥(S∗)
∫

Ω
f dµ− (D)

∫
Ω

f dµ

∥∥∥≤ ∥∥∥(S∗)
∫

Ω
( f −g) dµ

∥∥∥+
∥∥∥(D)

∫
Ω
( f −g) dµ

∥∥∥≤ µ̂(Ω) ·2ε.
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Comoε > 0 es arbitrario,(S∗)
∫

Ω f dµ = (D)
∫

Ω f dµ. Esto completa la demostración de(i)⇒(ii) .

Veamos la prueba de(ii)⇒(i). De nuevo, podemos encontrar una sucesión disjunta(An) enΩ y
una sucesión(xn) enX tales que la funcióng= ∑nxnχAn

satisface‖ f −g‖ ≤ 1 ϑ -a.e. Combinando
la Proposición 3.1.16 con la implicación(i)⇒(ii) , deducimos quef − g ∈ D(µ) ⊂ S∗(µ) y, por
tanto,g∈ S∗(µ). Se afirma que g∈D(µ). En efecto, definimos la función simplegn = ∑n

k=1xkχAk

para cadan∈N. Claramente, la sucesión(gn) converge ag puntualmente. Por otra parte, para cada
E ∈ Σ la serie∑∞

n=1 µ(E∩An)(xn) = ∑∞
n=1 ιg(E∩An) es convergente (Proposición 3.2.6), es decir,

existe ĺımn
∫

E gn dµ. Se sigue queg∈ D(µ) y, por tanto,f = ( f −g)+g∈ D(µ).

Combinando el Teorema 3.2.9 con el Corolario 2.1.16 obtenemos el siguiente resultado clási-
co, véase [Pet38, Theorem 5.1].

Corolario 3.2.10 (Pettis). En las condiciones del Ejemplo 3.1.3, una función f: Ω −→ X es
integrable Dobrakov respecto deµ si y sólo si es fuertemente medible e integrable Pettis respecto
deν . En tal caso, las respectivas integrales coinciden.

Corolario 3.2.11. En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, una función f: Ω −→ R es integrable
Bartle-Dunford-Schwartz respecto deν si y sólo si es S∗-integrable respecto deµ. En tal caso, las
respectivas integrales coinciden.

Demostración.En virtud del Teorema 3.2.9, sólo tenemos que demostrar quetoda f ∈ S∗(µ)
es Σ-medible. En efecto, un resultado bien conocido de Rybakov [Ryb70], véase e.g. [DU77,
Theorem 2, p. 268], asegura que podemos encontrar una medida de control deν de la forma
ϑ = |y∗0 ◦ ν | para ciertoy∗0 ∈ BY∗ . Ahora, por el teorema de descomposición de Hahn, véase e.g.
[Fre01, 231E], existe unH ∈ Σ tal que

(y∗0◦ν)(A)≥ 0 para cadaA∈ ΣH e (y∗0◦ν)(B)≤ 0 para cadaB∈ ΣΩ\H .

Es claro que las restriccionesf |H y f |Ω\H son integrables Birkhoff (i.e. Lebesgue) respecto de las
medidas no negativas, finitas y completasϑH = y∗0 ◦ νH y ϑΩ\H = −y∗0 ◦ νΩ\H , respectivamente.
En particular,f esΣ-medible y la prueba ha finalizado.

3.2.3. Aproximación por funciones simples

Como ya sabemos, toda función integrable Birkhoff es el límite, en la seminorma de Pettis, de
una sucesión de funciones simples (Corolario 2.3.8 y Teorema 1.8.13). A continuación extendemos
dicho resultado al contexto más general de este capítulo, utilizando ideas que no involucran la
propiedad de Bourgain y son más cercanas a las empleadas originalmente por Birkhoff [Bir35].
Para ello necesitamos el siguiente lema, que también nos será útil más adelante.

Lema 3.2.12 ([Rodb]). Supongamos queΩ es un átomo dêµ. Si f ∈ S∗(µ), entonces existe un
E ∈ Σ con µ̂(Ω\E) = 0 tal queι f (Ω) = µ(Ω)( f (t)) para cada t∈ E.



3.2 La S∗-integral ••133

Demostración.Para cadam∈ N existe una partición contableΓm deΩ enΣ tal que

‖S( f ,Γm,T)− ι f (Ω)‖ ≤ 1
m

para toda elecciónT enΓm. ComoΩ es un átomo dêµ, existe unEm∈ Γm tal queµ̂(Ω\Em) = 0, y
la desigualdad anterior nos dice que supt∈Em

‖µ(Ω)( f (t))− ι f (Ω)‖ ≤ 1/m. Por tanto, el conjunto
E =

⋂∞
m=1Em satisface las propiedades requeridas.

Teorema 3.2.13 ([Rodc]).Sea f∈ S∗(µ). Entonces para cadaε > 0 existe una función simple
g : Ω−→ X tal que

sup
E∈Σ

‖ι f (E)− ιg(E)‖ ≤ ε.

Demostración.Comenzamos probando el siguiente:
Caso particular.- Supongamos queµ̂ no tiene átomos.Por el Lema 3.2.5, existe una partición

contableΓ0 = (An) deΩ enΣ tal que

‖S( f ,Γ,T)− ι f (∪Γ)‖ ≤ ε

2
(3.7)

para cada familia contableΓ de elementos deΣ disjuntos dos a dos, más fina queΓ0, y cada
elecciónT enΓ, siendo la serieS( f ,Γ,T) incondicionalmente convergente. Comoι f esϑ -continua
(Proposición 3.2.6), podemos tomar unN ∈ N suficientemente grande tal que‖ι f (B)‖ ≤ ε/2 para
cadaB∈ Σ contenido en

⋃
n>N An.

Fijamostn ∈ An para cada 1≤ n≤ N y definimosg = ∑N
n=1 f (tn)χAn

. Se afirma que

sup
E∈Σ

∥∥ι f (E)− ιg(E)
∥∥≤ ε. (3.8)

Para comprobar esta desigualdad, fijamosE ∈ Σ y η > 0. Comoϑ no tiene átomos, resulta que
ϑ ∗({tn}) = 0 para todo 1≤ n≤ N. Por tanto, teniendo en cuenta queι f esϑ -continua, para cada
1≤ n≤ N podemos elegirEn ∈ ΣAn

contn ∈ En de manera que

máx
1≤n≤N

‖ f (tn)‖ · µ̂
( N⋃

n=1

(En\E)
)
≤ η y

∥∥∥ι f

( N⋃
n=1

(En\E)
)∥∥∥≤ η . (3.9)

ComoΓ = {(E∩An)∪En : 1≤ n≤ N} está formada por elementos deΣ disjuntos dos a dos y es
más fina queΓ0, la desigualdad (3.7) asegura que

∥∥∥ N

∑
n=1

µ((E∩An)∪En)( f (tn))− ι f

( N⋃
n=1

((E∩An)∪En)
)∥∥∥≤ ε

2
.
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Utilizando (3.9) deducimos

∥∥∥ N

∑
n=1

µ(E∩An)( f (tn))− ι f

( N⋃
n=1

(E∩An)
)∥∥∥

≤
∥∥∥ N

∑
n=1

µ((E∩An)∪En)( f (tn))− ι f

( N⋃
n=1

((E∩An)∪En)
)∥∥∥

+
∥∥∥ N

∑
n=1

µ(En\E)( f (tn))
∥∥∥+

∥∥∥ι f

( N⋃
n=1

(En\E)
)∥∥∥≤ ε

2
+2η .

En vista de la igualdadιg(E) = ∑N
n=1 µ(E∩An)( f (tn)), la elección deN implica

∥∥ιg(E)− ι f (E)
∥∥≤ ∥∥∥ιg(E)− ι f

( N⋃
n=1

(E∩An)
)∥∥∥+

∥∥∥ι f

( ⋃
n>N

(E∩An)
)∥∥∥≤ ε +2η .

ComoE ∈ Σ y η > 0 son arbitrarios, la desigualdad (3.8) queda demostrada.

Caso general.-Fijamos una colección contable (quizás vacía)(Bn) de átomos deϑ disjuntos
dos a dos tal que, si escribimosA = Ω\

⋃
nBn, entoncesϑA no tiene átomos.

Como f |A ∈ S∗(µA), el Caso particularnos asegura que existe una función simpleh : A−→ X
tal que

sup
E∈ΣA

∥∥ι f (E)− ιh(E)
∥∥≤ ε

2
. (3.10)

Usando de nuevo laϑ -continuidad deι f , podemos encontrar unN ∈N tal que‖ι f (B)‖ ≤ ε/2 para
cadaB∈ Σ contenido en

⋃
n>N Bn. Por otro lado, en virtud del Lema 3.2.12 (aplicado a cadaf |Bn

),
para cada 1≤ n≤ N existe untn ∈ Bn tal que

ι f (E) = µ(E)( f (tn)) para todoE ∈ ΣBn
. (3.11)

Consideramos la función simpleg : Ω−→ X definida por

g(t) =


h(t) si t ∈ A;

f (tn) si t ∈ Bn para algún 1≤ n≤ N;

0 en otro caso.

Se afirma que supE∈Σ ‖ι f (E)− ιg(E)‖ ≤ ε. En efecto, dadoE ∈ Σ, tenemos∥∥ι f (E)− ιg(E)
∥∥≤ ∥∥ι f (E∩A)− ιh(E∩A)

∥∥
+

∥∥∥ N

∑
n=1

(
ι f (E∩Bn)− ιg(E∩Bn)

)∥∥∥+
∥∥∥ι f

( ⋃
n>N

(E∩Bn)
)∥∥∥≤ ε

2
+

ε

2
= ε,

gracias a (3.10), (3.11) y la elección deN. Esto completa la demostración.
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Corolario 3.2.14 ([Rodc]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) para cada x∈ X, el conjunto{µ(E)(x) : E ∈ Σ} es relativamente compacto en norma;
(ii) para cada f∈ S∗(µ), el conjunto{ι f (E) : E ∈ Σ} es relativamente compacto en norma.

Demostración.(ii)⇒(i) es consecuencia de que{ιxχΩ
(E) : E ∈ Σ}= {µ(E)(x) : E ∈ Σ} para cada

x∈X. Recíprocamente, veamos(i)⇒(ii) . Fijamosf ∈S∗(µ) y ε > 0. Por el Teorema 3.2.13, existe
una función simpleg = ∑n

i=1xiχAi
tal que

sup
E∈Σ

∥∥ι f (E)− ιg(E)
∥∥ < ε. (3.12)

Como{µ(E)(xi) : E ∈ Σ}‖·‖ es compacto en norma para cada 1≤ i ≤ n y

{ιg(E) : E ∈ Σ} ⊂
n

∑
i=1

{µ(E)(xi) : E ∈ Σ}‖·‖,

existenE1, . . . ,Ek ∈ Σ tales que inf1≤i≤k

∥∥ιg(E)− ιg(Ei)
∥∥ < ε para todoE ∈ Σ. Esta desigualdad y

(3.12) garantizan que inf1≤i≤k

∥∥ι f (E)− ι f (Ei)
∥∥ < 3ε para todoE ∈ Σ. Por tanto,{ι f (E) : E ∈ Σ}

es totalmente acotado, es decir, relativamente compacto en norma, como se quería demostrar.

3.3. La integral de McShane respecto de medidas vectoriales

La integral de Riemann de una funciónf : [0,1]−→ R se obtiene como el límite de sumas de
la forma∑n

i=1(bi −bi−1) f (ti) cuando ḿax1≤i≤n(bi −bi−1) → 0, donde 0= b0 ≤ t1 ≤ b1 ≤ . . . ≤
bn−1 ≤ tn ≤ bn = 1. Kurzweil [Kur57] y Henstock [Hen63] modificaron este proceso de límite
para obtener una noción de integral, usualmente llamadaintegral de Riemann generalizada, que
extiende a la de Lebesgue, véase e.g. [Gor94]. A grandes rasgos, la idea para definirla se basa en
requerir que la integral se aproxime bien mediante las “sumas de Riemann” asociadas a todas las
particiones tales quebi −bi−1 ≤ ∆(ti) para cadai, donde∆ es una cierta función positiva definida
en [0,1] (para la integral de Riemann se consideran sólo∆’s constantes). Laintegral de McShane
[McS69, McS83] se obtiene a partir de la integral de Riemann generalizada eliminando la restric-
ción “ti ∈ [bi−1,bi ]” y considerando aquellas particiones tales que[bi−1,bi ]⊂ [ti −∆(ti), ti +∆(ti)]
para cadai. Curiosamente, esta variante permite recuperar la integral de Lebesgue:

Teorema (McShane).Una función f: [0,1] −→ R es integrable Lebesgue si y sólo si existe un
α ∈ R con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe una función∆ : [0,1]−→ R+ tal que∥∥∥ n

∑
i=1

(bi −bi−1) f (ti)−α

∥∥∥≤ ε

para cada partición0 = b0 ≤ b1 ≤ . . . ≤ bn = 1 y cada elección de puntos ti ∈ [0,1] tales que
[bi−1,bi ]⊂ [ti −∆(ti), ti +∆(ti)] para todo i. En tal caso,α =

∫ 1
0 f (t) dt.
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La integral de McShane se puede definir de manera natural para funciones en[0,1] con valores
en un espacio de Banach. Dicha generalización fue estudiada inicialmente por Gordon [Gor90],
Fremlin y Mendoza [FM94]. Más adelante, Fremlin [Fre95] extendió esta noción de integral para
abarcar funciones definidas en cualquier espacio de medida topológicoquasi-Radon(T,T,S ,θ).

Para introducir la integral de McShane en este marco abstracto necesitamos algo de notación.
Un calibreen(T,T) es una funciónδ : T −→ T tal quet ∈ δ (t) para cadat ∈ T. Unapartición de
McShanedeT es una colección{(Ei , ti) : i ∈ N}, donde(Ei) es una sucesión disjunta enS con
θ(T \

⋃∞
i=1Ei) = 0 y ti ∈ T para todoi ∈ N. Decimos que dicha partición estásubordinadaa δ si

Ei ⊂ δ (ti) para todoi ∈ N. La siguiente observación (véase [Fre95, 1B(d)]) es fundamental.

Lema 3.3.1.Seaδ un calibre en(T,T). Entonces existe una partición de McShane de T subordi-
nada aδ .

Demostración.SeaG la familia de todos los abiertosG⊂ T para los que existe unt ∈ T tal que
G⊂ δ (t). Comoθ es τ-aditiva, tenemos inf{θ(T \ ∪G0) : G0 ⊂ G , G0 finita} = 0. Por tanto,
existenG1,G2, . . . ∈ G tales queθ(T \

⋃∞
i=1Gi) = 0. Tomamos puntost1, t2, . . . ∈ T de manera que

Gi ⊂ δ (ti) para cadai ∈N, y definimosE1 = G1 y Ei = Gi \
⋃i−1

j=1G j para cadai ≥ 2. Es claro que
la colección{(Ei , ti) : i ∈ N} es una partición de McShane deT subordinada aδ .

Definición 3.3.2 ([Fre95]). Sea f: T −→ X una función. Se dice que f es integrable McShane,
con integral de McShane x∈ X, si para cadaε > 0 existe un calibreδ en(T,T) tal que

l ı́msup
n

∥∥∥ n

∑
i=1

θ(Ei) f (ti)−x
∥∥∥≤ ε

para cada partición de McShane{(Ei , ti) : i ∈ N} de T subordinada aδ .

Es conocido que, para una funciónf : T −→ X, se tiene

f integrable Birkhoff⇒ f integrable McShane⇒ f integrable Pettis,

y las correspondientes integrales coinciden, véase [Freb, Proposition 4] y [Fre95, 1Q]. Ninguno
de los recíprocos es cierto en general, véase [Freb, Example 8] y [FM94, 3C]. En virtud del Coro-
lario 2.1.17, las tres nociones de integrabilidad coinciden cuandoX esseparable. Sin embargo,
para ciertas clases de espacios de Banachno separablesalgunas equivalencias son válidas. Los
siguientes resultados pueden encontrarse en [Freb, Theorem 10] y [DPP03], respectivamente.

Teorema 3.3.3 (Fremlin). Si (BX∗ ,w∗) es separable, entonces una función f: T −→ X es inte-
grable Birkhoff si y sólo si es integrable McShane.

Teorema 3.3.4 (Di Piazza-Preiss).Si X = c0(Γ) (dondeΓ 6= /0 es cualquier conjunto) ó X es
super-reflexivo, entonces una función f: T −→ X es integrable McShane si y sólo si es integrable
Pettis.

Combinando los Teoremas 3.3.4 y 2.5.2 podemos deducir el siguiente
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Corolario 3.3.5 ([Rod05a]). Si X = c0(c) ó X es super-reflexivo condens(X,‖ · ‖)≥ c, entonces
existe una función acotada integrable McShane f: [0,1]−→ X que no es integrable Birkhoff.

El objetivo de esta sección es analizar laintegral de McShane de funciones vectoriales respecto
de medidas vectoriales. En el Apartado 3.3.1 introducimos esta noción y establecemos algunas de
sus propiedades básicas, como ellema de Henstock-Saks. Nuestra definición de la integral sólo
involucra sumas finitas y está inspirada en la formulación equivalente que aparece en [Frea], [Frec]
y [Fre03, Chapter 48] (véase también [BDPM00]).

El Apartado 3.3.2 está dedicado a comparar la integral de McShane con laS∗-integral. Resulta
que, en contextos donde la integral de McShane se puede definir,toda función S∗-integrable es
integrable McShane. Extendemos así el resultado de Fremlin comentado anteriormente que afirma
que cualquier función integrable Birkhoff, definida en un espacio de medida topológico quasi-
Radon, es integrable McShane. Este caso particular y nuestra caracterización de la propiedad débil
de Radon-Nikodým en espacios duales nos permiten resolver parcialmente un problema propuesto
por Fremlin en [Fre94, Fre95].

Finalmente, en el Apartado 3.3.3 mostramos que toda función integrable McShane se puede
aproximar arbitrariamente por funciones simples cuando se considera la seminorma dada por la
semivariación total de la integral indefinida. Nuestras técnicas proporcionan una demostración
corta y elemental de un resultado de Fremlin [Fre95] que asegura quela integral indefinida de
Pettis de cualquier función integrable McShane, definida en un espacio de medida topológico
quasi-Radon, tiene rango relativamente compacto en norma.

3.3.1. Definición y propiedades elementales

A lo largo de esta secciónτ es una topología enΩ conτ ⊂ Σ y suponemos quêµ satisface las
siguientes propiedades:

(α) para cadaE ∈ Σ y cadaε > 0 existe unG∈ τ, G⊃ E, tal queµ̂(G\E)≤ ε;
(β ) para cada familia (no vacía)G ⊂ τ dirigida superiormente, se tiene

inf{µ̂(∪G \G) : G∈ G }= 0.

Equivalentemente,(Ω,τ,Σ,ϑ) es un espacio de medida topológico quasi-Radon.

Existen ejemplos naturales de espacios topológicos y medidas vectoriales verificando las an-
teriores propiedades. A continuación mencionamos un par de ellos.

Ejemplo 3.3.6. SeaK un espacio topológico compacto Hausdorff. Decimos que una medida con-
tablemente aditivaν : Borel(K) −→ Y es regular, [DU77, p. 157], si para cadaE ∈ Borel(K)
y cadaε > 0 existe un compactoC ⊂ E tal que‖ν‖(E \C) ≤ ε. Tales medidas aparecen en la
representación de los operadores débilmente compactos deC(K) enY a través de la integral de
Bartle-Dunford-Schwartz, véase [DU77, Chapter VI]. Dada una talν , podemos definir una medi-
da contablemente aditivaµ : Borel(K) −→L (R,Y) medianteµ(E)(a) = aν(E). Entoncesµ̂ es
continua y satisface las propiedades (α) y (β ) (téngase en cuenta que la completación de cualquier
medida de control deν es de Radon).
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Ejemplo 3.3.7. SeaT un espacio topológico analítico Hausdorff. Entonces cualquier medida con-
tablemente aditivaµ : Borel(T) −→ L (X,Y) con semivariación contextual continua cumple las
propiedades (α) y (β ), ya que la completación de cualquier medida de control deµ̂ es de Radon.

En lo sucesivo vamos a utilizar sin mención explícita el hecho de que las propiedades (α) y (β )
son hereditarias: para cadaA∈ Σ, la funciónµ̂A satisface (α) y (β ) respecto deΣA y la topología
inducidaτA (téngase en cuenta que(A,τA,ΣA,ϑA) es quasi-Radon).

Definición 3.3.8. Una partición parcial de McShane deΩ es una colección finita

P = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p},

donde E1, . . . ,Ep son elementos deΣ disjuntos dos a dos y si ∈Ω para cada1≤ i≤ p. Utilizaremos
la notación WP :=

⋃p
i=1Ei . Dado un calibreδ en(Ω,τ), decimos queP está subordinada aδ si

Ei ⊂ δ (si) para cada1≤ i ≤ p.

Denotamos porΠ el conjunto de todas las particiones parciales de McShane deΩ. Dados un
calibreδ en(Ω,τ) y η > 0, el Lema 3.3.1 (aplicado a la medida de quasi-Radonϑ ) nos garantiza
que el conjunto

Π
δ ,η = {P ∈Π : P está subordinada aδ , µ̂(Ω\WP)≤ η}

no es vacío. Nótese que siδ1 y δ2 son dos calibres en(Ω,τ), entonces la funciónt 7→ δ1(t)∩δ2(t)
es otro calibre en(Ω,τ). Por tanto, la familiaB = {Π

δ ,η : δ es un calibre en(Ω,τ), η > 0} es
una base de filtro enΠ. Denotamos porF el filtro enΠ generado porB.

Dada una funciónf : Ω−→ X y P = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} ∈Π, escribimos

f (P) :=
p

∑
i=1

µ(Ei)( f (si)) ∈Y.

Definición 3.3.9 ([Rodb]). Sea f: Ω −→ X una función. Decimos que f es integrable McShane
respecto deµ si existel ı́mP→F f (P) = y ∈ Y (en norma). El vector y se llama integral de
McShane de f respecto deµ y se denota por(M)

∫
Ω f dµ.

Es decir,f es integrable McShane respecto deµ si y sólo si existe uny∈Y con la siguiente
propiedad: para cadaε > 0 existenη > 0 y un calibreδ en(Ω,τ) tales que

‖ f (P)−y‖ ≤ ε para todaP ∈Π
δ ,η .

Claramente, el conjunto de todas las funciones deΩ enX que son integrables McShane respecto
deµ, denotado porM(µ), es un subespacio vectorial deXΩ, y la aplicaciónf 7→ (M)

∫
Ω f dµ es

lineal.

La siguiente proposición muestra que la integral de McShane de funciones definidas en es-
pacios de medida topológicos quasi-Radon, en el sentido de [Fre95], es un caso particular de la
noción que acabamos de introducir. El lector puede encontrar en [Frec, Proposition 3] una prueba
totalmente autocontenida que sólo utiliza las definiciones de ambas integrales.
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Proposición 3.3.10 (Fremlin).Sea(T,T,S ,θ) un espacio de medida topológico quasi-Radon.
Definimosµ : S −→L (X,X) medianteµ(E)(x) = ϑ(E)x. Sea f: T −→X una función. Entonces
f es integrable McShane respecto deµ si y sólo si es integrable McShane respecto deθ en el
sentido de la Definición 3.3.2. En tal caso, las respectivas integrales coinciden.

Demostración.La prueba delsólo sies inmediata. Recíprocamente, supongamos quef es inte-
grable McShane respecto deθ en el sentido de la Definición 3.3.2. Fijamosε > 0. Por ellema de
Henstock-Saks, véase [Fre95, 2B], existe un calibreδ en(T,T) tal que

‖ f (P)−ν f (WP)‖ ≤ ε

para cada partición parcial de McShaneP deT subordinada aδ . Por otro lado, como la medida
contablemente aditivaν f esθ -continua, existe unη > 0 de manera que‖ν f (E)‖ ≤ ε para cada
E ∈ S con θ(E) = µ̂(E) ≤ η . Ahora, para cualquier partición parcial de McShaneP de T
subordinada aδ con µ̂(T \WP)≤ η , se tiene

‖ f (P)−ν f (T)‖ ≤ ‖ f (P)−ν f (WP)‖+‖ν f (T \WP)‖ ≤ 2ε.

Esto demuestra quef es integrable McShane respecto deµ, con(M)
∫

T f dµ = ν f (T).

El resto del apartado se dedica a establecer una serie de propiedades básicas de la integral de
McShane (tomadas de [Rodb]) que emplearemos frecuentemente.

En primer lugar, vamos a analizar la integrabilidad de las restricciones y el comportamiento
de la “integral indefinida”. Dados un calibreδ en (Ω,τ) y E ∈ Σ, escribimosδE para denotar el
calibre en(E,τE) definido port 7→ δ (t)∩E.

Lema 3.3.11.Sean f∈M(µ) y A∈ Σ. Entonces la restricción f|A es integrable McShane respecto
deµA. Emplearemos la notaciónζ f (A) = (M)

∫
A f |A dµA.

Demostración.Basta demostrar que para cadaε > 0 existen un calibreδA en (A,τA) y η > 0 de
manera que‖ f (P1)− f (P2)‖ ≤ ε para cualesquiera dos particiones parciales de McShaneP1
y P2 deA subordinadas aδA con µ̂(A\WPi

)≤ η parai = 1,2.
Como f ∈M(µ), podemos encontrar un calibreδ en(Ω,τ) y un η > 0 tales que

‖ f (P)− f (P ′)‖ ≤ ε para cadaP,P ′ ∈Π
δ ,2η

. (3.13)

Por otro lado, fijamos una partición parcial de McShaneP0 deΩ\A subordinada aδΩ\A tal que
µ̂(Ω\ (A∪WP0

))≤ η .

Tomamos dos particiones parciales de McShaneP1 y P2 deA subordinadas aδA tales que
µ̂(A\WPi

)≤ η parai = 1,2. EntoncesP = P1∪P0 y P ′ = P2∪P0 pertenecen aΠ
δ ,2η

y la

desigualdad (3.13) nos asegura que‖ f (P1)− f (P2)‖= ‖ f (P)− f (P ′)‖ ≤ ε. Esto completa la
demostración.

Proposición 3.3.12.Sea f∈M(µ). Entonces la funciónζ f : Σ−→Y es una medida contablemente
aditiva yϑ -continua.
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Demostración.Es fácil comprobar queζ f es una medida finitamente aditiva tal queζ f (E) = 0
para cadaE ∈ Σ con ϑ(E) = 0. Para ver queζ f es contablemente aditiva, fijamosε > 0. Como
f ∈M(µ), existen un calibreδ en(Ω,τ) y un η > 0 tales que

‖ f (P)−ζ f (Ω)‖ ≤ ε para todaP ∈Π
δ ,η .

FijamosE ∈ Σ con µ̂(E) ≤ η/2. Se afirma que‖ζ f (E)‖ ≤ 3ε. En efecto, tomamos una par-
tición parcial de McShaneP1 deΩ \E subordinada aδΩ\E tal queµ̂(Ω \ (E∪WP1

)) ≤ η/2, y
fijamos otra partición parcial de McShaneP2 deE subordinada aδE verificando

‖ f (P2)−ζ f (E)‖ ≤ ε.

ComoP1 y P1∪P2 pertenecen aΠ
δ ,η , tenemos

‖ζ f (E)‖ ≤ ‖ζ f (E)− f (P2)‖+‖ f (P1∪P2)−ζ f (Ω)‖+‖ f (P1)−ζ f (Ω)‖ ≤ 3ε.

Esto demuestra que lı́m
µ̂(A)→0 ζ f (A) = 0. Finalmente, la continuidad dêµ garantiza que la medida

finitamente aditivaζ f es, de hecho, contablemente aditiva.

Disponemos también de la siguiente versión del llamadolema de Henstock-Saks.

Lema 3.3.13.Sea f∈M(µ). Entonces para cadaε > 0 existe un calibreδ en(Ω,τ) tal que

∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (si))−ζ f

( p⋃
i=1

Ei

)∥∥∥≤ ε

para cada partición parcial de McShane{(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} deΩ subordinada aδ .

Demostración.Fijamos un calibreδ en(Ω,τ) y η > 0 tales que

‖ f (P ′)−ζ f (Ω)‖ ≤ ε

2
para cadaP ′ ∈Π

δ ,η .

Tomamos cualquier partición parcial de McShaneP = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} deΩ subordinada aδ .
Como f |Ω\WP

∈M(µΩ\WP
), podemos encontrar una partición parcial de McShaneP0 deΩ\WP

subordinada aδΩ\WP
tal queµ̂(Ω \ (WP ∪WP0

)) ≤ η y ‖ f (P0)− ζ f (Ω \WP)‖ ≤ ε/2. Nótese
queP ∪P0 ∈Π

δ ,η , luego

∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (si))−ζ f

( p⋃
i=1

Ei

)∥∥∥
≤ ‖ f (P ∪P0)−ζ f (Ω)‖+‖ f (P0)−ζ f (Ω\WP)‖ ≤ ε

2
+

ε

2
= ε.

Esto completa la demostración.
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La prueba de la siguiente proposición imita un razonamiento empleado en [Fre95, 2E].

Proposición 3.3.14.Sean f: Ω −→ X una función y A∈ Σ tales que f|A es integrable McShane
respecto deµA. Entonces fχA ∈M(µ) y (M)

∫
Ω f χA dµ = (M)

∫
A f |A dµA.

Demostración.Fijamosε > 0. Para cadam∈ N podemos encontrar un abiertoGm⊃ A tal que

µ̂(Gm\A)≤ ε

2m ·m
. (3.14)

Como f |A es integrable McShane respecto deµA, el Lema 3.3.13 garantiza la existencia de un
calibreδ ′ en(A,τA) tal que

‖ f (P ′)−ζ f |A
(WP ′)‖ ≤ ε (3.15)

para cada partición parcial de McShaneP ′ de A subordinada aδ ′. Por otro lado, comoζ f |A
es

ϑA-continua (Proposición 3.3.12), existeη > 0 tal que

‖ζ f |A
(E)‖ ≤ ε para cualquierE ∈ ΣA con µ̂(E)≤ η . (3.16)

Fijamos un conjunto cerradoK ⊂ A tal que µ̂(A\K) ≤ η/2. Tomamos un calibreδ en (Ω,τ)
verificando

δ (t)∩A = δ ′(t) y δ (t)⊂Gm si t ∈ A y m−1≤ ‖ f (t)‖< m;
δ (t) = Ω\K si t ∈Ω\A.

Se afirma que ∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f χA(si))− (M)
∫

A
f |A dµA

∥∥∥≤ 3ε (3.17)

para cadaP = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} ∈Π
δ ,η/2. En efecto, la colección{(Ei ∩A,si) : si ∈ A} es una

partición parcial de McShane deA subordinada aδ ′, luego∥∥∥ ∑
si∈A

µ(Ei ∩A)( f (si))−ζ f |A

( ⋃
si∈A

(Ei ∩A)
)∥∥∥≤ ε, (3.18)

por (3.15). La elección deδ asegura queA∩ (
⋃

si 6∈AEi)⊂ A\K y, por tanto, tenemos

µ̂

(
A\

⋃
si∈A

Ei

)
≤ µ̂

(
A∩

( ⋃
si 6∈A

Ei

))
+ µ̂(Ω\WP)≤ µ̂(A\K)+ µ̂(Ω\WP)≤ η

2
+

η

2
= η .

Podemos aplicar ahora (3.16) para deducir que‖ζ f |A
(A\

⋃
si∈AEi)‖ ≤ ε. Esta desigualdad y (3.18)

implican ∥∥∥ ∑
si∈A

µ(Ei ∩A)( f (si))−ζ f |A
(A)

∥∥∥≤ 2ε. (3.19)

Dadom∈ N, definimosIm = {1≤ i ≤ p : si ∈ A, m−1≤ ‖ f (si)‖< m} y observamos que la
elección deδ garantiza que

⋃
i∈Im Ei ⊂Gm. Aplicando (3.14) se deduce la desigualdad∥∥∥ ∑

si∈A

µ(Ei \A)( f (si))
∥∥∥≤ ∞

∑
m=1

∥∥∥∑
i∈Im

µ(Ei \A)( f (si))
∥∥∥≤ ∞

∑
m=1

µ̂(Gm\A) ·m≤
∞

∑
m=1

ε

2m = ε,
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que combinada con (3.19) nos permite obtener∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f χA(si))−ζ f |A
(A)

∥∥∥ =
∥∥∥ ∑

si∈A

µ(Ei)( f (si))−ζ f |A
(A)

∥∥∥≤ 3ε.

Esto demuestra (3.17) y finaliza la prueba de la proposición.

Corolario 3.3.15. Sea f: Ω −→ X una función simple, f= ∑n
i=1xiχAi

, donde A1, . . . ,An ∈ Σ y
x1, . . . ,xn ∈ X. Entonces f∈M(µ) y (M)

∫
Ω f dµ = ∑n

i=1 µ(Ai)(xi).

Demostración.Basta considerar el casof = xχA, que se sigue inmediatamente de la Proposi-
ción 3.3.14 y el hecho de que las funciones constantes son integrables McShane.

Corolario 3.3.16. Sean f,g : Ω−→ X dos funciones que coincidenµ̂-a.e. Entonces f∈M(µ) si
y sólo si g∈M(µ). En tal caso,(M)

∫
Ω f dµ = (M)

∫
Ω g dµ.

Demostración.Definimosh = f −g y fijamosA∈ Σ con µ̂(Ω\A) = 0 tal queh(t) = 0 para cada
t ∈ A. Comoh|Ω\A es integrable McShane respecto deµΩ\A, con integral 0, la Proposición 3.3.14
nos asegura quehχΩ\A = h∈M(µ) y (M)

∫
Ω h dµ = 0.

3.3.2. Relación con laS∗-integral y la integral de Bartle-Dobrakov

Comenzamos directamente con el principal teorema de este apartado.

Teorema 3.3.17 ([Rodb]).Sea f∈ S∗(µ). Entonces f∈M(µ) y (S∗)
∫

Ω f dµ = (M)
∫

Ω f dµ.

La prueba se divide en cuatro casos.

Caso 1.Supongamos queΩ es un átomo dêµ.

Por el Lema 3.2.12, existe unE ∈ Σ con µ̂(Ω \E) = 0 tal queι f (Ω) = µ(Ω)( f (t)) para
cadat ∈ E. Por tanto,f (P) = ι f (Ω) para cada partición parcial de McShaneP de E tal que
µ̂(E \WP) < µ̂(E) (téngase en cuenta queE es un átomo dêµ). Se sigue quef |E es integrable
McShane respecto deµE, con integralι f (Ω). Ahora podemos aplicar la Proposición 3.3.14 para
deducir quef χE ∈M(µ) y (M)

∫
Ω f χE dµ = ι f (Ω). Como f y f χE coincidenµ̂-a.e., se sigue que

f es integrable McShane respecto deµ y (M)
∫

Ω f dµ = ι f (Ω) (Corolario 3.3.16).

Caso 2.Supongamos que existe una partición contable(An) deΩ formada por átomos dêµ.

DadosE ∈ Σ y n ∈ N, la restricción f |An∩E es S∗-integrable respecto deµAn∩E. Se afirma
que f |An∩E ∈ M(µAn∩E), con integral de McShaneι f (An∩E). En efecto, esto es obvio cuando
µ̂(An∩E) = 0; si, por el contrario,An∩E es un átomo dêµ, la afirmación se sigue delCaso 1. De
la Proposición 3.3.14 se deduce quef χAn∩E ∈M(µ) y

(M)
∫

Ω
f χAn∩E dµ = (M)

∫
An∩E

f |An∩E dµAn∩E = ι f (An∩E).
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En particular,f χAn
∈M(µ) y

ζ f χAn
(E) = ζ f χAn

(An∩E) = (M)
∫

An∩E
f |An∩E dµAn∩E = ι f (An∩E) (3.20)

para cadan∈ N y cadaE ∈ Σ.
Fijamosε > 0. Para cadan∈ N podemos encontrar un calibreδn en(Ω,τ) tal que

‖ f χAn
(P ′)−ζ f χAn

(WP ′)‖ ≤
ε

2n (3.21)

para cada partición parcial de McShaneP ′ deΩ subordinada aδn (Lema 3.3.13). Por otra parte,
comoι f es contablemente aditiva (Proposición 3.2.6), existe unN0 ∈ N tal que∥∥∥∑

n∈F

ι f (An)
∥∥∥≤ ε (3.22)

para cualquier conjunto finitoF ⊂ N conF ∩{1, . . . ,N0}= /0. Teniendo en cuenta que cadaAn es
un átomo dêµ, para cada 1≤ n≤N0 podemos encontrar un cerradoFn⊂An tal queµ̂(An\Fn) = 0.

Definimos un calibreδ en(Ω,τ) mediante la fórmula

δ (t) := δn(t)\
N0⋃

m=1
m6=n

Fm si t ∈ An, n∈ N,

y fijamos 0< η < mı́n{µ̂(An) : 1≤ n≤ N0}. Se afirma que

‖ f (P)− ι f (Ω)‖ ≤ 2ε para cadaP ∈Π
δ ,η . (3.23)

Tomamos cualquierP = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} ∈Π
δ ,η . Dado 1≤ n≤N0, la definición deδ asegura

que

An\
⋃

si∈An

Ei ⊂ (An\Fn)∪
(

Ω\
p⋃

i=1

Ei

)
,

luego µ̂(An \
⋃

si∈An
Ei) ≤ η < µ̂(An) y, por tanto,µ̂(An \

⋃
si∈An

Ei) = 0 (ya queAn es un átomo
de µ̂). Así, ι f (An \

⋃
si∈An

Ei) = 0 para cada 1≤ n≤ N0. Por otro lado, para cadan > N0 tenemos
ι f (An\

⋃
si∈An

Ei) ∈ {0, ι f (An)}. Utilizando (3.22) podemos deducir que∥∥∥∑
n

ι f

(
An\

⋃
si∈An

Ei

)∥∥∥≤ ε. (3.24)

Para cadan ∈ N, la colección{(Ei ,si) : si ∈ An} es una partición parcial de McShane deΩ
subordinada aδn, luego∥∥∥ ∑

si∈An

µ(Ei)( f χAn
(si))− ι f

(( ⋃
si∈An

Ei

)
∩An

)∥∥∥≤ ε

2n ,
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por (3.21) y (3.20). Combinando esta desigualdad con (3.24) obtenemos

‖ f (P)− ι f (Ω)‖=
∥∥∥∑

n
∑

si∈An

µ(Ei)( f χAn
(si))−∑

n
ι f (An)

∥∥∥
≤∑

n

∥∥∥ ∑
si∈An

µ(Ei)( f χAn
(si))− ι f

(( ⋃
si∈An

Ei

)
∩An

)∥∥∥+
∥∥∥∑

n
ι f

(
An\

⋃
si∈An

Ei

)∥∥∥≤∑
n

ε

2n + ε = 2ε.

Esto demuestra (3.23). Comoε > 0 es arbitrario,f ∈M(µ) y (M)
∫

Ω f dµ = ι f (Ω).

Caso 3.Supongamos quêµ no tiene átomos.

Entonces, para cadat ∈Ω, tenemosϑ ∗({t}) = 0 y, por tanto,{t} ∈ Σ y µ̂({t}) = 0 (gracias a
la completitud deϑ ).

Fijamosε > 0. Por el Lema 3.2.5 existe una partición contableΓ0 = (An) deΩ enΣ tal que

‖S( f ,Γ,T)− ι f (∪Γ)‖ ≤ ε (3.25)

para cada colección finitaΓ de elementos deΣ disjuntos dos a dos, más fina queΓ0, y cualquier
elecciónT enΓ. Comoι f esϑ -continua (Proposición 3.2.6), podemos tomar unη > 0 tal que

‖ι f (E)‖ ≤ ε para cadaE ∈ Σ con µ̂(E)≤ η . (3.26)

FijamosN0 ∈ N suficientemente grande de manera que

µ̂

( ⋃
n>N0

An

)
≤ η

3
. (3.27)

Por otro lado, para cadan,m∈ N tomamos un conjunto cerradoKn ⊂ An y un abiertoGn,m⊃ An

tales que

µ̂(An\Kn)≤
η

2n ·3
(3.28)

y

µ̂(Gn,m\An)≤
ε

2n+m ·m
. (3.29)

Consideramos el calibreδ en(Ω,τ) definido por

δ (t) := Gn,m\
N0⋃
i=1
i 6=n

Ki si t ∈ An y m−1≤ ‖ f (t)‖< m, n,m∈ N.

Vamos a demostrar que ∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (si))− ι f (Ω)
∥∥∥≤ 3ε (3.30)
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para cadaP = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} ∈Π
δ ,η/3. En efecto, nótese que podemos suponer quesi 6= sj

parai 6= j. Fijamos unN ≥ N0 tal ques1, . . . ,sp ∈
⋃N

n=1An y definimosF = Ω \ {si : 1≤ i ≤ p}.
Para cada 1≤ n≤ N, escribimosIn = {1≤ i ≤ p : si ∈ An} y consideramos

Ei,n := (Ei ∩An∩F)∪{si}

para todoi ∈ In. ComoΓ = {Ei,n : 1≤ n≤N, i ∈ In} es una colección de elementos deΣ disjuntos
dos a dos más fina queΓ0, la desigualdad (3.25) asegura que∥∥∥ N

∑
n=1

∑
i∈In

(
µ(Ei,n)( f (si))− ι f (Ei,n)

)∥∥∥≤ ε. (3.31)

Comoϑ({t}) = 0 para todot ∈ Ω, tenemosϑ((Ei ∩An)4Ei,n) = 0 para cada 1≤ n≤ N y
cadai ∈ In, luego

ι f

( N⋃
n=1

⋃
i∈In

Ei,n

)
= ι f

( N⋃
n=1

⋃
i∈In

(Ei ∩An)
)
.

Esta igualdad, el hecho de queµ(Ei,n) = µ(Ei ∩An) (para cada 1≤ n≤ N y cadai ∈ In) y (3.31)
implican ∥∥∥ N

∑
n=1

∑
i∈In

µ(Ei ∩An)( f (si))− ι f

( N⋃
n=1

(
Pn∩An

))∥∥∥≤ ε, (3.32)

donde escribimosPn :=
⋃

i∈In Ei para todo 1≤ n≤ N.
Se afirma que

An\Pn ⊂ (An\Kn)∪
( ⋃

s>N0

As

)
∪

(
Ω\

p⋃
i=1

Ei

)
para cada 1≤ n≤ N. (3.33)

En efecto, basta comprobar que(An \Pn)∩ (
⋃p

i=1Ei)⊂ An \Kn para cada 1≤ n≤ N0. Para verlo,
tomamos 1≤ i ≤ p y suponemos que(An\Pn)∩Ei 6= /0. Entonces existe algúnk 6= n tal quesi ∈Ak
y, por tanto, tenemos

Ei ∩Kn ⊂ δ (si)∩Kn ⊂
(

Ω\
N0⋃
i=1
i 6=k

Ki

)
∩Kn = /0,

luego(An\Pn)∩Ei ⊂ An\Kn. Esto completa la prueba de (3.33).
Como consecuencia de (3.33) obtenemos

µ̂

(( N⋃
n=1

(An\Pn)
)
∪

( ⋃
n>N

An

))
≤

N

∑
n=1

µ̂(An\Kn)

+ µ̂

( ⋃
s>N0

As

)
+ µ̂

(
Ω\

p⋃
i=1

Ei

)
≤

N

∑
n=1

η

2n ·3
+

η

3
+

η

3
≤ η ,
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por (3.28), (3.27) (recordemos queN ≥ N0) y el hecho de queP ∈ Π
δ ,η/3. En vista de (3.26),

deducimos la desigualdad∥∥∥ι f

(( N⋃
n=1

(An\Pn)
)
∪

( ⋃
n>N

An

))∥∥∥≤ ε,

que combinada con (3.32) permite concluir∥∥∥ N

∑
n=1

∑
i∈In

µ(Ei ∩An)( f (si))− ι f (Ω)
∥∥∥≤ 2ε. (3.34)

De la definición deδ se sigue queEi \An ⊂ Gn,m\An cuandoi ∈ In y m−1≤ ‖ f (si)‖ < m.
Utilizando (3.29) se obtiene

∥∥∥ N

∑
n=1

∑
i∈In

µ(Ei \An)( f (si))
∥∥∥≤ N

∑
n=1

∞

∑
m=1

∥∥∥ ∑
i∈In

m−1≤‖ f (si)‖<m

µ(Ei \An)( f (si))
∥∥∥

≤
N

∑
n=1

∞

∑
m=1

µ̂(Gn,m\An) ·m≤
N

∑
n=1

∞

∑
m=1

ε

2n+m ≤ ε.

Esta desigualdad y (3.34) garantizan que∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (si))− ι f (Ω)
∥∥∥ =

∥∥∥ N

∑
n=1

∑
i∈In

µ(Ei)( f (si))− ι f (Ω)
∥∥∥≤ 3ε.

Esto completa la demostración de (3.30) y finaliza la prueba delCaso 3.

Caso general.

Existe una familia contable (quizás vacía)(An) de átomos deϑ disjuntos dos a dos tal que
ϑΩ\A no tiene átomos, dondeA :=

⋃
nAn.

Como f |A (resp. f |Ω\A) esS∗-integrable respecto deµA (resp.µΩ\A), el Caso 2(resp.Caso 3)
nos asegura quef |A (resp. f |Ω\A) es integrable McShane respecto deµA (resp.µΩ\A) y

(M)
∫

A
f |A dµA = ι f (A)

(
resp.(M)

∫
Ω\A

f |Ω\A dµΩ\A = ι f (Ω\A)
)
.

En virtud de la Proposición 3.3.14,f χA ∈M(µ) (resp. f χΩ\A ∈M(µ)) y (M)
∫

Ω f χA dµ = ι f (A)
(resp.(M)

∫
Ω f χΩ\A dµ = ι f (Ω\A)). Por tanto,f = f χA+ f χΩ\A es integrable McShane respecto

deµ y (M)
∫

Ω f dµ = ι f (A)+ ι f (Ω\A) = ι f (Ω), como se quería demostrar.

El recíproco del Teorema 3.3.17 no es cierto en general: como ya hemos mencionado al
comienzo de la sección, existen funciones integrables McShane definidas en[0,1] que no son inte-
grables Birkhoff (Corolario 3.3.5). No obstante, la situación se simplifica en el caso de funciones
fuertemente medibles.
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Corolario 3.3.18 ([Rodb]). Sea f: Ω−→ X una función. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) f ∈ D(µ);
(ii) f es fuertemente medible respecto deµ̂ y f ∈ S∗(µ);

(iii) f es fuertemente medible respecto deµ̂ y f ∈M(µ).
En tal caso,(D)

∫
Ω f dµ = (S∗)

∫
Ω f dµ = (M)

∫
Ω f dµ.

Demostración.(i)⇔(ii)⇒(iii) y la igualdad de las integrales son consecuencia inmediata de los
Teoremas 3.2.9 y 3.3.17. Por otra parte,(iii)⇒(i) se puede demostrar siguiendo un razonamiento
similar al utilizado en la prueba de(ii)⇒(i) en el Teorema 3.2.9.

Corolario 3.3.19. En las condiciones del Ejemplo 3.1.4, una función f: Ω −→ R es integrable
Bartle-Dunford-Schwartz respecto deν si y sólo si es integrable McShane respecto deµ. En tal
caso, las respectivas integrales coinciden.

Demostración.Basta imitar la prueba del Corolario 3.2.11.

Vamos a finalizar el apartado proporcionando una aplicación conjunta de nuestra caracteriza-
ción, en términos de la integral de Birkhoff, de la propiedad débil de Radon-Nikodým en duales y
el siguiente caso particular del Teorema 3.3.17 (véase [Freb, Proposition 4]).

Corolario 3.3.20 (Fremlin). Sean(T,T,S ,θ) un espacio de medida topológico quasi-Radon
y f : T −→ X una función. Si f es integrable Birkhoff, entonces f es integrable McShane y las
respectivas integrales coinciden.

Fremlin planteó en [Fre94] y [Fre95, 4G(c)] el siguiente problema:

Supongamos que(T,T,S ,θ) es un espacio de medida topológico quasi-Radon, que
Z es un espacio de Banach y queν : S −→ Z es una función. ¿Bajo qué condiciones
seráν la integral indefinida de una función integrable McShane de T en Z?

Combinando los Teoremas 2.4.19 y 2.4.22 con el Corolario 3.3.20, podemos obtener la siguiente
respuesta parcial a dicha pregunta.

Corolario 3.3.21. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) X no contiene subespacios isomorfos a`1;
(ii) para cualquier espacio de medida topológico quasi-Radon(T,T,S ,θ) y cada medida con-

tablemente aditiva yθ -continuaν : S −→ X∗ con variaciónσ -finita, existe una función
integrable McShane f: T −→ X∗ tal queν = ν f .

3.3.3. Aproximación por funciones simples

Fremlin demuestra en [Fre95, 3E] queel rango de la integral indefinida de Pettis de cualquier
función integrable McShane, definida en un espacio de medida topológico quasi-Radon, es rela-
tivamente compacto en norma. Equivalentemente, una tal función es el límite, en la seminorma
de Pettis, de una sucesión de funciones simples (Teorema 1.8.13). A continuación mostramos que
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dicha aproximación por funciones simples también es posible para cualquier función integrable
McShane respecto de una medida vectorial. Cabe destacar que nuestra demostración no involu-
cra las técnicas de familias estables empleadas en [Fre95] (véase los comentarios que siguen al
Corolario 3.3.23).

Teorema 3.3.22 ([Rodc]).Sea f∈ M(µ). Entonces para cadaε > 0 existe una función simple
g : Ω−→ X tal que

sup
E∈Σ

‖ζ f (E)−ζg(E)‖ ≤ ε.

Demostración.Por el Lema 3.3.13, existe un calibreδ en(Ω,τ) tal que

∥∥∥ q

∑
i=1

µ(Fi)( f (ti))−ζ f

( q⋃
i=1

Fi

)∥∥∥≤ ε

2
(3.35)

para cada partición parcial de McShaneP = {(Fi , ti) : 1≤ i ≤ q} deΩ subordinada aδ . Comoζ f
esϑ -continua (Proposición 3.3.12), podemos tomar unη > 0 tal que

‖ζ f (B)‖ ≤ ε

2
para cadaB∈ Σ con µ̂(B)≤ η . (3.36)

Fijamos una partición parcial de McShane{(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} de Ω subordinada aδ tal que
µ̂(Ω\

⋃p
i=1Ei)≤ η . Definimos la función simpleg := ∑p

i=1 f (si)χEi
. Se afirma que

sup
E∈Σ

∥∥ζ f (E)−ζg(E)
∥∥≤ ε. (3.37)

En efecto, dadoE ∈ Σ, la colección{(Ei ∩E,si) : 1≤ i ≤ p} es una partición parcial de McShane
deΩ subordinada aδ y (3.35) nos dice que

∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei ∩E)( f (si))−ζ f

(
E∩

( p⋃
i=1

Ei

))∥∥∥≤ ε

2
.

Esta desigualdad y (3.36) aseguran que

‖ζg(E)−ζ f (E)‖=
∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei ∩E)( f (si))−ζ f (E)
∥∥∥

≤
∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei ∩E)( f (si))−ζ f

(
E∩

( p⋃
i=1

Ei

))∥∥∥+
∥∥∥ζ f

(
E \

( p⋃
i=1

Ei

))∥∥∥≤ ε.

La prueba ha finalizado.

La demostración del Corolario 3.2.14 puede imitarse para deducir el siguiente
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Corolario 3.3.23 ([Rodc]). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) para cada x∈ X, el conjunto{µ(E)(x) : E ∈ Σ} es relativamente compacto en norma;
(ii) para cada f∈M(µ), el conjunto{ζ f (E) : E ∈ Σ} es relativamente compacto en norma.

En [Fre95, 3C] se demuestra que,para una función integrable McShane f: T −→ X, definida
en un espacio de medida topológico quasi-Radon(T,T,S ,θ), cualquier subconjunto contable
de Zf = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗} es estable(y, a partir de aquí, se deduce queν f (S ) es relativamente
compacto en norma). Como consecuencia del Teorema 3.3.3, en el resultado anterior podemos
reemplazar “estabilidad” por “propiedad de Bourgain”.

Corolario 3.3.24. Sea(T,T,S ,θ) un espacio de medida topológico quasi-Radon. Consideramos
una función integrable McShane f: T −→X. Entonces cualquier subconjunto contable de Zf tiene
la propiedad de Bourgain.

Demostración.Fijamos una sucesión(x∗n) enBX∗ y definimos un operadorL : X −→ `∞ mediante

L(x) = (x∗1(x), . . . ,x
∗
n(x), . . .) para todox∈ X.

Como la composiciónL ◦ f : T −→ `∞ es integrable McShane y(B`∗∞
,w∗) es separable, podemos

aplicar el Teorema 3.3.3 para concluir queL◦ f es integrable Birkhoff. Por tanto, la familia

{x∗n◦ f : n∈ N} ⊂ ZL◦ f

tiene la propiedad de Bourgain (Proposición 2.3.1), como se quería demostrar.

En el Capítulo 5 (Corolario 5.3.19) proporcionaremos otra mejora (parcial) de [Fre95, 3C].

3.4. Espacios ultrabornológicos de funciones integrables

Dados un espacio de BanachZ y un espacio de medida finita y completo(T,S ,θ), podemos
considerar el espacioP(θ ,Z) de todas las funciones integrables Pettis deT enZ, equipado con
la seminorma de Pettis‖ ·‖P. Identificando funciones escalarmente equivalentes obtenemos un es-
pacio normadoP(θ ,Z) que, en general,no es completo, como ya se puso de manifiesto en [Bir35]
y [Pet38]. De hecho, Thomas [Tho76], Janicka y Kalton [JK77] (en el caso particularT = [0,1])
mostraron queP(θ ,Z) no es completo si Z es de dimensión infinita yθ no tiene átomos. Por tanto,
los subespacios deP(θ ,Z) formados por todas las (clases de equivalencia de) funciones integrables
Birkhoff o McShane (cuando esta integral se puede definir) no son completos en general.

La ausencia de completitud no impide, sin embargo, que podamos aplicar los teoremas de
“acotación uniforme” o “gráfica cerrada” a aplicaciones lineales definidas enP(θ ,Z), ya que
este espacio estonelado(Drewnowski, Florencio y Paúl [DFP92]) y los dos anteriores princip-
ios fundamentales son válidos para aplicaciones lineales de un espacio normado tonelado en un
espacio de Banach. Díaz, Fernández, Florencio y Paúl [DFFP95] probaron que, de hecho,P(θ ,Z)
pertenece a una amplia clase de espaciosultrabornológicosde funciones medibles y, por tanto,
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podemos aplicar el teorema de la gráfica cerrada a aplicaciones lineales definidas enP(θ ,Z) con
valores en cualquier espacio localmente convexo Hausdorff de De Wilde.

Los resultados de [DFFP95] se basan en un principio general que afirma que un espacio norma-
do dotado de un tipo especial de álgebra de Boole de proyecciones continuas es ultrabornológico
(véase el Apartado 3.4.1). En esta sección vamos a aplicar dicho criterio para determinar cuándo
son ultrabornológicos los espacios de (clases de equivalencia de) funciones vectoriales integrables
(Dobrakov,S∗ y McShane) respecto de una medida vectorial, equipados con la norma dada por la
semivariación total de la integral indefinida.

3.4.1. Preliminares

Comenzamos este apartado con una breve introducción a los espacios localmente convexos
tonelados y ultrabornológicos. Nuestras referencias básicas son [Jar81] y [CB87].

Se dice que un subconjuntoA de un espacio vectorialV absorbea un conjuntoB⊂V si existe
un ρ > 0 tal queB⊂ ρA. Decimos queA esabsorbentesi absorbe a{v} para todov∈V.

Definición 3.4.1. Sea V un espacio localmente convexo Hausdorff. Se dice que V es tonelado si
cada subconjunto cerrado, absolutamente convexo y absorbente de V es un entorno de0.

Es bien conocido que un espacio localmente convexo HausdorffV es tonelado si y sólo si,
para cualquier espacio localmente convexo HausdorffW, toda familia puntualmente acotada de
aplicaciones lineales continuas de V en W es equicontinua, véase e.g. [Jar81, 11.1.1] o [CB87,
Proposition 4.1.3]. Por otra parte, para estos espacios se dispone además de la siguiente versión
del “teorema de la gráfica cerrada”, véase e.g. [Jar81, 11.1.8] o [CB87, Theorem 4.1.10].

Teorema 3.4.2 (Pták, Mahowald).Sea V un espacio localmente convexo Hausdorff. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(i) V es tonelado;
(ii) para cualquier espacio de Banach W, una aplicación lineal T: V −→W es continua si y

sólo si{(v,T(v)) : v∈V} es cerrado en V×W.

Definición 3.4.3. Sea V un espacio localmente convexo Hausdorff.

(i) Un conjunto D⊂V es un disco de Banach si es absolutamente convexo, acotado yspan(D)
es un espacio de Banach con la norma‖ · ‖D dada por‖v‖D = inf{ρ > 0 : v∈ ρD}.

(ii) Se dice que V es ultrabornológico si cada subconjunto absolutamente convexo de V que
absorbe todos los discos de Banach es un entorno de0.

Todo espacio ultrabornológico es tonelado, véase e.g. [Jar81, 13.1] o [CB87, 6.1]. Por ejemplo,
losespacios de Fréchet(i.e. metrizables y completos) son ultrabornológicos. El interés fundamen-
tal de esta noción reside en que, para un espacio localmente convexo Hausdorff ultrabornológicoV,
la implicación(i)⇒(ii) del Teorema 3.4.2 es válida incluso si se consideran aplicaciones lineales
con valores en espacios localmente convexos HausdorffW conred estricta, llamadosespacios de
De Wilde, véase [Jar81, 13.3.4]. No vamos a dar aquí la definición de los espacios de De Wilde,
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simplemente indicamos que a esta amplia clase pertenecen los espacios de Fréchet, los espacios
de funciones “de prueba”D(A) en un abiertoA⊂Rn y los espacios de distribucionesD ′(A). Para
información detallada sobre este tema remitimos al lector a [Jar81, DW78].

Como ya se ha comentado, el criterio de [DFFP95] para determinar si un espacio es ultra-
bornológico juega un papel fundamental en esta sección. Para recordarlo (en el contexto de espa-
cios metrizables, Proposición 3.4.5) necesitamos introducir el siguiente concepto.

Definición 3.4.4. Sean(T,S ,θ) un espacio de medida finita y V un espacio localmente convexo
Hausdorff. Una familia{PA : A∈S } de proyecciones continuas en V se llama(T,S ,θ)-álgebra
de Boole si satisface las siguientes propiedades:

(i) PT es la identidad en V;
(ii) PA∩B = PA◦PB para cada A,B∈S ;

(iii) PA∪B = PA +PB para cada A,B∈S disjuntos;
(iv) PA = 0 para cada A∈S conθ(A) = 0.

Proposición 3.4.5 ([DFFP95]).Sean(T,S ,θ) un espacio de medida finita y V un espacio lo-
calmente convexo metrizable. Supongamos que existe una(T,S ,θ)-álgebra de Boole de proyec-
ciones equicontinuas en V, digamos{PA : A∈S }, con las siguientes propiedades:

(i) para cada sucesión decreciente(Bn) enS conθ(
⋂∞

n=1Bn) = 0, cada sucesión acotada(vn)
en V tal que PBn

(vn) = vn para todo n∈ N, y cada(βn) ∈ `1, la serie∑∞
n=1 βnvn converge;

(ii) PA(V) es ultrabornológico para cada átomo A deθ .

Entonces V es ultrabornológico.

Como consecuencia inmediata de la proposición anterior obtenemos el resultado aislado en el
Corolario 3.4.7, que vamos a aplicar a los espacios de funciones integrables Dobrakov,S∗ y Mc-
Shane (con la seminorma dada por la semivariación total de la integral indefinida). Más adelante
veremos que todos estos espacios están incluidos en la siguiente clase.

Definición 3.4.6 ([Rodc]).Decimos que un espacio seminormado(F,‖·‖) pertenece a la claseJµ

si cumple las siguientes propiedades:

(i) F es un subespacio vectorial de XΩ;
(ii) f χA ∈ F para cada f∈ F y cada A∈ Σ;

(iii) para cada f∈ F existe una medida contablemente aditiva VF
f : Σ−→Y tal que

VF
f χA

(Ω) = VF
f (A) para cada A∈ Σ;

VF
f (E) = 0 para cada E∈ Σ con µ̂(E) = 0;
‖ f‖= ‖VF

f ‖(Ω);

(iv) VF
α f+g = αVF

f +VF
g para cada f,g∈ F y cadaα ∈ R.

Dado un espacio seminormado(F,‖ · ‖) en la claseJµ , denotamos por(F•,‖ · ‖) el espacio
normado de clases de equivalencia obtenido mediante el proceso de identificación usual

f ∼ g ⇐⇒ ‖ f −g‖= 0
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y escribimosf • para denotar la clase de equivalencia de cadaf ∈ F . Es claro queVF
f χA

(B) =
VF

f (A∩B) para cualesquieraA,B∈ Σ. Por tanto, para cadaA∈ Σ podemos definir una aplicación

PF
A : F• −→ F•, PF

A ( f •) := ( f χA)•.

Es fácil ver que{PF
A : A ∈ Σ} es una(Ω,Σ,ϑ)-álgebra de Boole de proyecciones equicontinuas

en(F•,‖ ·‖). EscribiremosPA y Vf en lugar dePF
A y VF

f cuando no haya posibilidad de confusión.

Corolario 3.4.7. Sea(F,‖ · ‖) un espacio seminormado en la claseJµ que verifica las siguientes
propiedades:

(i) para cada sucesión disjunta(An) en Σ con uniónΩ, cada sucesión acotada( fn) en F tal
que fn|Am

≡ 0 para todo n> m, y cada(αn) ∈ `1, la función f : Ω −→ X definida por

f := ∑∞
n=1 αn fn pertenece a F y se tienel ı́mN ‖∑N

n=1 αn fn− f‖= 0;
(ii) PA(F•) es ultrabornológico para cada átomo A deµ̂.

Entonces(F•,‖ · ‖) es ultrabornológico.

Demostración.Basta comprobar la condición(i) de la Proposición 3.4.5. Para ello fijamos una
sucesión decreciente(Bn) en Σ con ϑ(

⋂∞
n=1Bn) = 0, una sucesión acotada(h•n) en F• tal que

PBn
(h•n) = h•n para todon ∈ N, y tomamos(βn) ∈ `1. DefinimosA1 :=

⋂∞
n=1Bn, A2 := Ω \B1 y

An := Bn−2 \Bn−1 para cadan≥ 3. Entonces(An) es una sucesión disjunta enΣ con uniónΩ.
Comoϑ(A1) = 0, podemos suponer sin pérdida de generalidad quehn|A1

≡ 0 para todon ∈ N.
Definimos f1 = f2 = 0∈ F y fn := hn−2χBn−2

∈ F para cadan≥ 3. Claramente,fn|Am
≡ 0 sin> m.

Nótese quef •n = (hn−2χBn−2
)• = PBn−2

(h•n−2) = h•n−2 para cadan≥ 3, luego( fn) es una sucesión

acotada y(i) nos permite concluir quef := ∑∞
n=3 βn−2 fn ∈ F y lı́mN ‖∑N

n=3 βn−2 fn− f‖ = 0. Por
tanto, la serie∑∞

n=1 βnh•n converge en(F•,‖ · ‖), como se quería demostrar.

En lo que respecta a la condición(ii) , el siguiente resultado clarifica las diferencias entre el
caso general y el caso de integración respecto de medidas no negativas y finitas.

Proposición 3.4.8 ([Rodc]).Sea(F,‖ · ‖) un espacio seminormado en la claseJµ tal que toda
función simple g: Ω −→ X pertenece a F, con Vg(Ω) =

∫
Ω g dµ. Supongamos que A∈ Σ es un

átomo deµ̂ tal que Vf (A) ∈ µ(A)(X) para cada f∈ F. Entonces PA(F•) = {(xχA)• : x∈ X} es
linealmente homeomorfo aµ(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) PA(F•) es un espacio de Banach;
(ii) PA(F•) es ultrabornológico;

(iii) PA(F•) es tonelado;
(iv) µ(A)(X) es cerrado en Y.

Demostración.EscribimosT := µ(A) y denotamos por̃T la biyección lineal continua deX/kerT
enT(X) dada porT̃(x+kerT) = T(x). Claramente, su inversãT−1 tiene gráfica cerrada.

Por hipótesis, para cadaf ∈ F existe unxf ∈ X tal queVf (A) = T(xf ). ComoA es un átomo
de ϑ , se sigue inmediatamente que(xf χA)• = ( f χA)•. Por tanto,PA(F•) = {(xχA)• : x ∈ X}.
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Además, usando de nuevo el hecho de queA es un átomo deϑ , la Proposición 1.6.4 nos permite
deducir

‖T(x)‖= sup
B∈Σ

‖VxχA
(B)‖ ≤ ‖(xχA)•‖ ≤ 2sup

B∈Σ
‖VxχA

(B)‖= 2‖T(x)‖ para cadax∈ X.

Por tanto, podemos definir un homeomorfismo linealφ : PA(F•) −→ T(X) mediante la fórmula
φ((xχA)•) := T(x).

Pasamos a la prueba de la equivalencia entre las condiciones(i)–(iv). Como ya hemos comenta-
do, las implicaciones(i)⇒(ii)⇒(iii) se verifican en general. Supongamos ahora que se cumple(iii) .
EntoncesT(X) es tonelado y, comõT−1 tiene gráfica cerrada, el Teorema 3.4.2 nos dice queT̃−1

es continua. Por tanto,̃T es un homeomorfismo lineal entre el espacio de BanachX/kerT y T(X).
Así, T(X) es completo, es decir, cerrado enY. Esto demuestra(iii)⇒(iv). Finalmente, nótese que,
comoφ es un homeomorfismo lineal, siT(X) es completo, entoncesPA(F•) también lo es.

3.4.2. Espacios de funciones integrables Bartle-Dobrakov

En lo sucesivo consideramos el espacioD(µ) equipado con la seminorma‖ · ‖I dada por
‖ f‖I := ‖I f ‖(Ω). Es claro que(D(µ),‖ · ‖I ) pertenece a la claseJµ (basta tomarVD(µ)

f
= I f ).

Además, para cualquier átomoA de µ̂ se tieneI f (A) ∈ µ(A)(X) para todaf ∈ D(µ) (nótese que
f es fuertemente medible y, por tanto, constante en algúnB∈ ΣA con µ̂(A\B) = 0). Ahora, como
consecuencia inmediata de la Proposición 3.4.8 obtenemos el siguiente

Corolario 3.4.9. Si A∈ Σ es un átomo dêµ, entonces PA(D(µ)•) es linealmente homeomorfo a
µ(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) PA(D(µ)•) es un espacio de Banach;
(ii) PA(D(µ)•) es ultrabornológico;

(iii) PA(D(µ)•) es tonelado;
(iv) µ(A)(X) es cerrado en Y.

Pasamos ya a caracterizar cuándo(D(µ)•,‖ · ‖I ) es ultrabornológico.

Teorema 3.4.10 ([Rodc]).Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) D(µ)• es ultrabornológico;
(ii) D(µ)• es tonelado;

(iii) µ(A)(X) es cerrado en Y para cada átomo A deµ̂.

Demostración.La implicación(i)⇒(ii) es válida para cualquier espacio normado. Por otra parte,
para probar(ii)⇒(iii) fijamos un átomoA deµ̂ y observamos que, comoPA es una proyección con-
tinua,PA(D(µ)•) es un subespacio complementado deD(µ)• y, por tanto,PA(D(µ)•) es tonelado,
véase e.g. [CB87, Corollary 4.2.2 (i)]. Ahora podemos utilizar el Corolario 3.4.9 para deducir que
µ(A)(X) es cerrado enY.

Finalmente, vamos a demostrar(iii)⇒(i) aplicando el criterio del Corolario 3.4.7. Ya sabemos
quePA(D(µ)•) es ultrabornológico para cada átomoA deµ̂ (Corolario 3.4.9), así que sólo tenemos
que comprobar la siguiente condición:
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(*) Para cada sucesión disjunta(An) enΣ con uniónΩ, cada sucesión‖·‖I -acotada( fn) enD(µ)
tal que fn|Am

≡ 0 para todon > m, y cada(αn) ∈ `1, la función f : Ω −→ X dada por
f := ∑∞

n=1 αn fn es integrable Dobrakov respecto deµ y lı́mm‖∑m
n=1 αn fn− f‖I = 0.

Para probar (*) definimosgm := ∑m
n=1 αn fn ∈ D(µ) para cadam∈ N. Nótese que(gm) con-

verge puntualmente af y que para cadaE ∈ Σ existe ĺımm(D)
∫

E gm dµ = l ı́mm∑m
n=1 αnI fn

(E),
porque(αn) ∈ `1 y supn∈N ‖ fn‖I < +∞. Así, la Proposición 3.1.17 asegura quef ∈ D(µ) y
lı́mmIgm(E) = I f (E) uniformemente enE ∈ Σ, es decir, ĺımm‖∑m

n=1 αn fn− f‖I = 0. Esto com-
pleta la demostración.

Corolario 3.4.11. Si µ̂ no tiene átomos, entonces D(µ)• es ultrabornológico.

Swartz asegura en [Swa01, Theorem 16] queD(µ)• siempre es tonelado. Sin embargo, esta
afirmación no es cierta en general. El ejemplo más sencillo de un espacio no tonelado de la forma
D(µ)• lo proporciona un operador entre espacios de Banach cuyo rango no es cerrado. En efecto,
tomamos un conjunto no vacíoΩ y consideramos laσ -álgebraΣ = { /0,Ω}. Fijamos un operador
T entre dos espacios de BanachZ1 y Z2 tal queT(Z1) no es cerrado enZ2 y definimos una me-
didaµ : Σ −→L (Z1,Z2) medianteµ( /0) := 0 y µ(Ω) := T. EntoncesD(µ)• (que es linealmente
homeomorfo aT(Z2)) no es tonelado (Corolario 3.4.9).

La condición(iii) del Teorema 3.4.10 se cumple automáticamente en el caso particular con-
siderado en el Ejemplo 3.1.3, y utilizando el Corolario 3.2.10 podemos deducir el siguiente

Corolario 3.4.12 ([DFFP95]). Sean Z un espacio de Banach y(T,S ,θ) un espacio de medida
finito y completo. Entonces el espacio de todas las (clases de equivalencia de) funciones fuerte-
mente medibles e integrables Pettis de T en Z, con la norma de Pettis, es ultrabornológico.

Observación 3.4.13.Es bien conocido que, en las condiciones del Ejemplo 3.1.3 (es decir, en el
contexto de la integración de funciones reales respecto de medidas vectoriales),(D(µ)•,‖ · ‖I ) es
unespacio de Banach, véase [KK76, Chapter IV] o [Ric98].

3.4.3. Espacios de funcionesS∗-integrables

En este apartado vamos a demostrar el análogo del Teorema 3.4.10 para el espacioS∗(µ),
equipado con la seminorma‖ · ‖ι dada por‖ f‖ι := ‖ι f ‖(Ω). Nótese que(D(µ),‖ · ‖I ) es un sub-
espacio de(S∗(µ),‖ · ‖ι) (Teorema 3.2.9).

Observación 3.4.14.Es elemental que un espacio localmente convexo Hausdorff con un subes-
pacio vectorial denso y tonelado es también tonelado, véase e.g. [CB87, Proposition 4.2.1 (ii)].
Combinando el Teorema 3.4.10 con el Teorema 3.2.13, deducimos que(S∗(µ)•,‖ ·‖ι) es tonelado
si µ(A)(X) es cerrado en Y para cada átomo A deµ̂. A continuación vamos a demostrar que, de
hecho, en estas condicionesS∗(µ)• es ultrabornológico.

En primer lugar, nótese que las propiedades elementales de laS∗-integral establecidas en el
Apartado 3.2.1 aseguran que(S∗(µ),‖ · ‖ι) pertenece a la claseJµ (tomamosVS∗(µ)

f
= ι f ).
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Corolario 3.4.15. Si A∈ Σ es un átomo dêµ, entonces PA(S∗(µ)•) es linealmente homeomorfo a
µ(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) PA(S∗(µ)•) es un espacio de Banach;
(ii) PA(S∗(µ)•) es ultrabornológico;

(iii) PA(S∗(µ)•) es tonelado;
(iv) µ(A)(X) es cerrado en Y.

Demostración.El resultado se sigue inmediatamente de la Proposición 3.4.8 teniendo en cuenta
queι f (A) ∈ µ(A)(X) para cadaf ∈ S∗(µ) (por el Lema 3.2.12).

Para aplicar el criterio del Corolario 3.4.7 a(S∗(µ),‖ · ‖ι) necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.4.16 ([Rodc]). Sean(An) una sucesión disjunta enΣ con uniónΩ, ( fn) una sucesión
‖ · ‖ι -acotada en S∗(µ) tal que fn|Am

≡ 0 para todo n> m, y(αn) ∈ `1. Consideramos la función
f : Ω−→ X definida por f:= ∑∞

n=1 αn fn. Entonces:

(i) f ∈ S∗(µ);
(ii) ι f (E) = ∑∞

n=1 αnι fn
(E) para cada E∈ Σ;

(iii) l ı́mN ‖∑N
n=1 αn fn− f‖ι = 0.

Demostración.Para cadan∈ N tenemosf |An
= ∑n

i=1 αi fi |An
, luego f |An

esS∗-integrable respecto
de µAn

. Por tanto, en virtud del Lema 3.2.8, para probar quef ∈ S∗(µ) sólo tenemos que de-
mostrar quesi Γ es cualquier partición contable deΩ enΣ más fina que(An), entonces la serie
∑A∈Γ(S∗)

∫
A f |A dµA converge incondicionalmente.

Para ello fijamos una tal particiónΓ = (An,k), dondeAn =
⋃

k An,k para cadan∈N. Nótese que

(S∗)
∫

An,k

f |An,k
dµAn,k

=
n

∑
i=1

αiι fi
(An,k) (3.38)

para cadan,k ∈ N. EscribimosK := supn∈N ‖ fn‖ι y fijamos ε > 0. Podemos encontrarN ∈ N
suficientemente grande tal que(∑n>N |αn|) ·K ≤ ε. Como cadaι fn

es contablemente aditiva, existe
un conjunto finitoT ⊂ N×N tal que

|αn| ·
∥∥∥ι fn

( ⋃
(m,k)∈S

Am,k

)∥∥∥≤ ε

N
para todo 1≤ n≤ N

para cualquier conjunto finitoS⊂ N×N con S∩T = /0. Combinando (3.38) con la anterior de-
sigualdad deducimos∥∥∥ ∑

(m,k)∈S

(S∗)
∫

Am,k

f |Am,k
dµAm,k

∥∥∥ =
∥∥∥ ∑

(m,k)∈S

m

∑
i=1

αiι fi
(Am,k)

∥∥∥ =
∥∥∥ ∞

∑
n=1

∑
(m,k)∈S

n≤m

αnι fn
(Am,k)

∥∥∥
≤

N

∑
n=1

|αn| ·
∥∥∥ι fn

( ⋃
(m,k)∈S

n≤m

Am,k

)∥∥∥+ ∑
n>N

|αn| ·
∥∥∥ι fn

( ⋃
(m,k)∈S

n≤m

Am,k

)∥∥∥≤ N

∑
n=1

ε

N
+

(
∑

n>N

|αn|
)
·K ≤ 2ε
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para cualquier conjunto finitoS⊂ N×N con S∩ T = /0. Comoε > 0 es arbitrario, la serie
∑n,k(S

∗)
∫

An,k
f |An,k

dµAn,k
converge incondicionalmente. Esto completa la prueba de(i).

Para demostrar(ii) comenzamos comprobando quela serie∑n,k αnι fn
(Ak) es incondicional-

mente convergente. En efecto, esto se sigue inmediatamente del Lema 1.5.6, ya que

la serie∑k αnι fn
(Ak) converge incondicionalmente para todon∈ N;

para cada conjunto finitoQ⊂ N y cadan∈ N, se cumple∥∥∥∑
k∈Q

αnι fn
(Ak)

∥∥∥ =
∥∥∥αnι fn

( ⋃
k∈Q

Ak

)∣∣∣≤ |αn| ·K.

Utilizando (3.38) obtenemos

∞

∑
n=1

αnι fn
(Ω) =

∞

∑
n=1

( ∞

∑
k=1

αnι fn
(Ak)

)
=

∞

∑
k=1

( ∞

∑
n=1

αnι fn
(Ak)

)
=

∞

∑
k=1

( k

∑
n=1

αnι fn
(Ak)

)
=

∞

∑
k=1

ι f (Ak) = ι f (Ω).

DadoE ∈ Σ, el mismo argumento aplicado a las sucesiones( fn|E) y (An∩E) asegura queι f (E) =
∑∞

n=1 αnι fn
(E), como se quería demostrar.

Finalmente, para probar(iii) fijamosε > 0 y tomamosN0 ∈ N tal que∑n>N0
|αn| ≤ ε. Para

cadaN≥ N0, la funciónhN ∈ S∗(µ) definida porhN := f −∑N
n=1 αn fn = ∑n>N αn fn satisface

‖hN‖ι ≤ 2sup
E∈Σ

‖ιhN
(E)‖= 2sup

E∈Σ

∥∥∥ ∑
n>N

αnι fn
(E)

∥∥∥≤ 2K
(

∑
n>N

|αn|
)
≤ 2Kε,

donde la igualdad se sigue de(ii) . Esto completa la demostración.

Ya hemos reunido todas las herramientas necesarias para demostrar el resultado principal de
este apartado.

Teorema 3.4.17 ([Rodc]).Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S∗(µ)• es ultrabornológico;
(ii) S∗(µ)• es tonelado;

(iii) µ(A)(X) es cerrado en Y para cada átomo A deµ̂.

Demostración.La prueba de(ii)⇒(iii) sigue los pasos de la correspondiente implicación en el
Teorema 3.4.10. Por otro lado,(iii)⇒(i) es una consecuencia inmediata de los Corolarios 3.4.7,
3.4.15 y el Lema 3.4.16.

Corolario 3.4.18. Si µ̂ no tiene átomos, entonces S∗(µ)• es ultrabornológico.

En vista del Corolario 3.4.15 y los comentarios que siguen al Corolario 3.4.11,S∗(µ)• no es
tonelado en general.

Corolario 3.4.19 ([Rodc]). Sean Z un espacio de Banach y(T,S ,θ) un espacio de medida finito
y completo. Entonces el espacio de todas las (clases de equivalencia de) funciones integrables
Birkhoff de T en Z, con la norma de Pettis, es ultrabornológico.
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3.4.4. Espacios de funciones integrables McShane

A lo largo de este apartadoτ es una topología enΩ conτ ⊂ Σ y suponemos quêµ satisface
las condiciones (α) y (β ) consideradas en la Sección 3.3.

Las propiedades básicas de la integral de McShane que hemos probado en el Apartado 3.3.1
garantizan queM(µ), equipado con la seminorma‖ ·‖

ζ
dada por‖ f‖

ζ
:= ‖ζ f ‖(Ω), pertenece a la

claseJµ (tomandoVM(µ)
f

= ζ f ). Nuestro objetivo en este apartado es determinar bajo qué condi-

cionesM(µ)• es ultrabornológico. En este sentido, vamos a mostrar que las mismas conclusiones
que hemos obtenido anteriormente paraD(µ)• y S∗(µ)• son también válidas paraM(µ)•.

Comenzamos observando que(M(µ),‖ · ‖
ζ
) satisface los requisitos de la Proposición 3.4.8,

gracias al Corolario 3.3.15 y el siguiente lema.

Lema 3.4.20 ([Rodc]).Supongamos queΩ es un átomo dêµ. Si f ∈ M(µ), entonces existe un
E ∈ Σ con µ̂(Ω\E) = 0 tal queζ f (Ω) = µ(Ω)( f (t)) para cada t∈ E.

Demostración.La familia G = {G ∈ τ : ϑ(G) = 0} no es vacía y está dirigida superiormente,
luegoϑ(∪G ) = 0. DefinimosE := Ω\∪G . Como f |E es integrable McShane respecto deµE, con
integralζ f (E) = ζ f (Ω), para cadan∈ N podemos encontrar un calibreδn en(E,τE) y un ηn > 0
tales que ∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)( f (si))−ζ f (Ω)
∥∥∥≤ 1

n
(3.39)

para cada partición parcial de McShane{(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} deE subordinada aδn cumpliendo
µ̂(E \

⋃p
i=1Ei) ≤ ηn. Fijamost ∈ E y n ∈ N. Entoncesδn(t) = Gn∩E = Gn \

⋃
G para algún

Gn ∈ τ. Comoδn(t) 6= /0, se tieneϑ(Gn) > 0 y asíϑ(E \ δn(t)) = 0 (porqueΩ un átomo deϑ ).
En particular,µ(δn(t)) = µ(Ω). Por tanto, la desigualdad (3.39) aplicada a la partición parcial de
McShane{(δn(t), t)} implica ‖µ(Ω)( f (t))− ζ f (Ω)‖ ≤ 1/n. Comon ∈ N es arbitrario, se sigue
queζ f (Ω) = µ(Ω)( f (t)) para cadat ∈ E. Esto completa la demostración.

Corolario 3.4.21. Si A∈ Σ es un átomo dêµ, entonces PA(M(µ)•) es linealmente homeomorfo a
µ(A)(X) y las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) PA(M(µ)•) es un espacio de Banach;

(ii) PA(M(µ)•) es ultrabornológico;

(iii) PA(M(µ)•) es tonelado;

(iv) µ(A)(X) es cerrado en Y.

El siguiente teorema de convergencia “de tipo Beppo-Levi” será útil para poder aplicar el
criterio del Corolario 3.4.7 a(M(µ),‖·‖

ζ
). La prueba se inspira en algunas de las ideas empleadas

en [Swa97, Theorem 8] y [Swa98, Theorem 6], donde se establecen resultados semejantes en el
caso de funciones vectoriales integrables McShane definidas en[0,1].
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Proposición 3.4.22 ([Rodc]).Sea( fn) una sucesión en M(µ) tal que∑∞
n=1 fn converge puntual-

mente y∑∞
n=1‖ fn‖ζ

< +∞. Entonces:

(i) f := ∑∞
n=1 fn es integrable McShane respecto deµ;

(ii) ζ f (E) = ∑∞
n=1 ζ f (E) para cada E∈ Σ;

(iii) l ı́mN ‖∑N
n=1 fn− f‖

ζ
= 0.

Demostración.Definimosgn := ∑n
k=1 fk ∈M(µ) para cadan∈N y fijamosε > 0. Para cadan∈N

existe un calibreδn en(Ω,τ) tal que∥∥gn(P)−ζgn(WP)
∥∥≤ ε

2n (3.40)

para cualquier partición parcial de McShaneP de Ω subordinada aδn (Lema 3.3.13). Fijamos
N ∈ N suficientemente grande tal que

∑
n>N

‖ fn‖ζ
≤ ε. (3.41)

Como cadaζ fn
esϑ -continua (Proposición 3.3.12), podemos encontrar unη > 0 tal que∥∥ζ fn

(E)
∥∥≤ ε

2n para todoE ∈ Σ con µ̂(E)≤ η y cada 1≤ n≤ N. (3.42)

Por otro lado, para cadat ∈Ω fijamosn(t) > N cumpliendo‖gn(t)(t)− f (t)‖ ≤ ε.
Definimos un calibreδ en(Ω,τ) medianteδ (t) := δn(t)(t) para cadat ∈Ω. Afirmamos que∥∥∥ f (P)−

∞

∑
n=1

ζ fn
(Ω)

∥∥∥≤ (µ̂(Ω)+3) · ε para cadaP ∈Π
δ ,η . (3.43)

En efecto, tomamos cualquierP = {(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} ∈ Π
δ ,η . Para cadan∈ N, la colección

(quizás vacía){(Ei ,si) : n(si) = n} es una partición parcial de McShane deΩ subordinada aδn, y
podemos aplicar (3.40) para obtener∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)gn(si)
(si)−

p

∑
i=1

ζgn(si )
(Ei)

∥∥∥≤ ∞

∑
n=1

∥∥∥ ∑
n(si)=n

µ(Ei)gn(si)−ζgn

( ⋃
n(si)=n

Ei

)∥∥∥≤ ∞

∑
n=1

ε

2n = ε.

La elección den(si) garantiza que‖gn(si)
(si)− f (si)‖ ≤ ε para cada 1≤ i ≤ p. Por tanto,∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei) f (si)−
p

∑
i=1

ζgn(si )
(Ei)

∥∥∥≤ ∥∥∥ p

∑
i=1

µ(Ei)
(

f (si)−gn(si)
(si)

)∥∥∥+ ε ≤ (µ̂(Ω)+1) · ε. (3.44)

Por otro lado, (3.41) y (3.42) implican

∥∥∥ p

∑
i=1

ζgn(si )
(Ei)−

∞

∑
n=1

ζ fn
(Ω)

∥∥∥ =
∥∥∥ p

∑
i=1

n(si)

∑
k=1

ζ fk
(Ei)−

∞

∑
n=1

ζ fn
(Ω)

∥∥∥
=

∥∥∥ ∞

∑
n=1

ζ fn

( ⋃
n(si)≥n

Ei

)
−

∞

∑
n=1

ζ fn
(Ω)

∥∥∥≤ N

∑
n=1

∥∥∥ζ fn

(
Ω\

p⋃
i=1

Ei

)∥∥∥+ ε ≤
N

∑
n=1

ε

2n + ε ≤ 2ε
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(téngase en cuenta quen(si) > N para cada 1≤ i ≤ p y queµ̂(Ω\
⋃p

i=1Ei)≤ η). La desigualdad
(3.43) se sigue ahora de la anterior y (3.44). Comoε > 0 es arbitrario,f ∈ M(µ), con integral
ζ f (Ω) = ∑∞

n=1 ζ fn
(Ω). Esto completa la prueba de(i). Nótese que(ii) se puede obtener aplicando

el argumento anterior a cadaf |E conE ∈ Σ.
Finalmente, veamos(iii) . DadoN ∈ N, la función f −∑N

n=1 fn = ∑n>N fn =: hN ∈M(µ) satis-
faceζhN

(E) = ∑n>N ζ fn
(E) para cadaE ∈ Σ (gracias a(ii) ), luego

1
2

(
l ı́msup

N
‖hN‖ζ

)
≤ l ı́msup

N
sup
E∈Σ

‖ζhN
(E)‖= l ı́msup

N
sup
E∈Σ

∥∥∥ ∑
n>N

ζ fn
(E)

∥∥∥≤ l ı́m
N

∑
n>N

‖ fn‖ζ
= 0.

La demostración ha finalizado.

Corolario 3.4.23 ([Rodc]). Sean(An) una sucesión disjunta enΣ con uniónΩ, ( fn) una sucesión
‖ · ‖

ζ
-acotada en M(µ) tal que fn|Am

≡ 0 para todo n> m, y (αn) ∈ `1. Definimos f: Ω −→ X

mediante f:= ∑∞
n=1 αn fn. Entonces f∈M(µ) y l ı́mN ‖∑N

n=1 αn fn− f‖
ζ

= 0.

El resultado análogo a la Proposición 3.4.22 para la integral de Birkhoffnoes cierto en general.

Ejemplo 3.4.24 ([Rodc]). Existe una sucesión gn : [0,1] −→ c0(c) de funciones escalarmente
nulas e integrables Birkhoff tales que∑∞

n=1gn converge puntualmente a una función que no es
integrable Birkhoff.

Demostración.En el Ejemplo 2.5.4 encontramos una sucesión de funciones integrables Birkhoff
fn : [0,1] −→ c0(c) que converge puntualmente a una funciónf : [0,1] −→ c0(c) que no es inte-
grable Birkhoff. Un vistazo a dicha construcción revela que cadafn es escalarmente nula. Ahora
definimosg1 := f1 y gn := fn− fn−1 para cadan≥ 2. Entoncesgn es integrable Birkhoff y escalar-
mente nula para todon∈ N. Sin embargo,∑∞

n=1gn = l ı́mn fn = f no es integrable Birkhoff.

Finalmente, todo el trabajo previo nos conduce hacia la caracterización anunciada.

Teorema 3.4.25 ([Rodc]).Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) M(µ)• es ultrabornológico;
(ii) M(µ)• es tonelado;

(iii) µ(A)(X) es cerrado en Y para cada átomo A deµ̂.

Corolario 3.4.26. Si µ̂ no tiene átomos, entonces M(µ)• es ultrabornológico.

De nuevo, los comentarios que siguen al Corolario 3.4.11 (conτ := { /0,Ω}) muestran que
M(µ)• no es tonelado en general.

Corolario 3.4.27 ([Rodc]). Sean Z un espacio de Banach y(T,T,S ,θ) un espacio de medida
topológico quasi-Radon. Entonces el espacio de todas las (clases de equivalencia de) funciones
integrables McShane de T en Z, con la norma de Pettis, es ultrabornológico.

En el caso particularT = [0,1] (con la medida de Lebesgue), el resultado anterior se puede
encontrar en [DFFP95, Theorem 3].
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Las integrales de Birkhoff y
Pettis para funciones

multi-valuadas
Durante las últimas décadas el estudio de las propiedades de medibilidad e integrabilidad de

lasmulti-funciones(también llamadas correspondencias o funciones multi-valuadas) ha recibido
un notable impulso, debido en gran parte a las aplicaciones que estas técnicas proporcionan en
áreas como la Optimización y la Matemática Económica. El lector puede encontrar un completo
tratamiento de la teoría de correspondencias en las monografías de Castaing y Valadier [CV77],
Klein y Thompson [KT84], Aubin y Frankowska [AF90]. El reciente “survey” de Hess [Hes02]
ofrece una amplia panorámica sobre estos temas.

Los orígenes de la teoría de integración de correspondencias se remontan a los trabajos pio-
neros de Aumann [Aum65] y Debreu [Deb67]. Dada una multi-funciónF : [0,1]−→ 2Rn \{ /0}, la
integral de AumanndeF viene definida por

(Aumann)
∫ 1

0
F(t) dt

=
{∫ 1

0
f (t) dt : f : [0,1]−→ Rn es integrable yf (t) ∈ F(t) para todot ∈ [0,1]

}
.

Los puntos de vista de Debreu (véase el Apartado 4.1.4) son distintos y se basan en reducir el
problema al caso de funciones univaluadas, a través de una inmersión apropiada de la familia
ck(Rn), formada por todos los subconjuntos (no vacíos) convexos y compactos deRn, en otro
espacio de Banach. Una vez hecho esto, Debreu utiliza la teoría de laintegral de Bochnerpara
definir la integral de una correspondencia con valores enck(Rn). La “integral” de una función
integrable Debreu coincide a la postre con la integral de Aumann.

En este capítulo estudiamos la integración de multi-funciones, definidas en un espacio de medi-
da finito y completo(Ω,Σ,µ), cuyos valores son subconjuntos (no vacíos) convexos y débilmente
compactos de un espacio de BanachX que, en numerosas ocasiones, vamos a suponer separable.
En la Sección 4.2 nuestro interés se centra en laintegral de Pettisde multi-funciones, introducida
en [CV77] y ampliamente estudiada en los últimos años. Por otra parte, la Sección 4.3 está dedica-
da a estudiar la generalización natural de laintegral de Birkhoffa este contexto, y su relación con
las integrales de Debreu y Pettis. La mayoría de los resultados originales de este capítulo proceden
de nuestro trabajo conjunto con B. Cascales [CR04].
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4.1. Preliminares

En esta sección presentamos algunos conceptos y resultados que vamos a emplear frecuente-
mente a lo largo de este capítulo. En el Apartado 4.1.1 consideramos el hiperespacio de los sub-
conjuntos (no vacíos) convexos y débilmente compactos de un espacio de Banach, equipado con la
distancia de Hausdorff. Recordamos cómo sumergir isométricamente este hiperespacio en un es-
pacio de Banach y estudiamos bajo qué condiciones es separable. El Apartado 4.1.2 está dedicado
a analizar la noción deserie de conjuntos incondicionalmente convergente. En el Apartado 4.1.3
introducimos diferentes conceptos demedibilidad para multi-funcionesque, en el caso de espa-
cios de Banach separables, coinciden y aseguran la existencia de selectores fuertemente medibles.
Finalmente, el Apartado 4.1.4 contiene una breve introducción a laintegral de Debreu.

4.1.1. La distancia de Hausdorff en un espacio de Banach

Definición 4.1.1. Sean C,D ⊂ X dos conjuntos acotados. La distancia de Hausdorff entre C y D
se define como

h(C,D) = inf{η > 0 : C⊂ D+ηBX, D⊂C+ηBX}.

Es bien conocido queh es una métrica en la familiaC de todos los subconjuntos (no vacíos)
cerrados y acotados deX. Además, comoX es completo, lo mismo ocurre con(C ,h), véase
e.g. [CV77, Theorem II.3] o [KT84, Corollary 4.3.12]. En este capítulo vamos a trabajar con los
siguientes subespacios:

ck(X) = {C∈ C : C es convexo y compacto en norma}
y cwk(X) = {C∈ C : C es convexo y débilmente compacto}.

Para ver que ambos subespacios son cerrados en(C ,h) necesitamos la siguiente observación
(véase e.g. [CV77, Theorem II.14] o [KT84, Proposition 4.3.11]).

Lema 4.1.2. La familiaD = {C∈ C : C es convexo} es un subespacio cerrado de(C ,h).

Demostración.Fijamos unC∈ C perteneciente a la clausura deD en(C ,h). Dadoε > 0, existe
unD ∈D tal queC⊂ D+ εBX y D⊂C+ εBX. Por tanto, tenemos

co(C)⊂ co(C)+ εBX ⊂ co(D+ εBX)+ εBX = D+2εBX ⊂C+3εBX.

Comoε > 0 es arbitrario,h(C,co(C)) = 0, es decir,C = co(C) ∈D .

El resultado aislado en la siguiente proposición es conocido, al menos para el caso deck(X),
véase e.g. [CV77, Theorem II.14] o [KT84, Corollary 4.3.12] .

Proposición 4.1.3.ck(X) y cwk(X) son subespacios cerrados (y, por tanto, completos) de(C ,h).
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Demostración.Fijamos unC ∈ C perteneciente a la clausura deck(X) en (C ,h). Ya sabemos
queC es convexo (Lema 4.1.2). Por otro lado, dadoε > 0, podemos encontrar unD ∈ ck(X)
tal queC⊂ D + εBX. ComoD es totalmente acotado en norma, existenx1, . . . ,xn ∈ X tales que
mı́n1≤i≤n‖xi −x‖ < ε para todox∈ D. Por tanto, ḿın1≤i≤n‖xi −x‖ < 2ε para todox∈C. Como
ε > 0 es arbitrario,C es totalmente acotado, es decir, relativamente compacto en norma. Esto
demuestra queC ∈ ck(X).

La prueba de quecwk(X) es cerrado en(C ,h) es similar, teniendo en cuenta el criterio de
Grothendieck (véase e.g. [Die84, Lemma 2, p. 227]) que afirma que un conjuntoC⊂ X es débil-
mente relativamente compacto si para cadaε > 0 existe un conjunto débilmente compactoDε tal
queC⊂ Dε + εBX.

A continuación mostramos cómo sumergir convenientemente(cwk(X),h) en un espacio de
Banach. La existencia de una inmersión de este tipo fue demostrada por primera vez por Råd-
ström [Råd52]. Nuestra prueba es estándar y sigue los pasos de [CV77, Theorems II.18 y II.19].

Dados un conjunto acotadoC⊂ X y x∗ ∈ X∗, escribimos

δ
∗(x∗,C) := sup{x∗(x) : x∈C}.

Lema 4.1.4. La aplicación j: cwk(X) −→ `∞(BX∗) definida por j(C)(x∗) = δ ∗(x∗,C) satisface
las siguientes propiedades:

(i) j(C+D) = j(C)+ j(D) para cada C,D ∈ cwk(X);
(ii) j(λC) = λ j(C) para cadaλ ≥ 0 y cada C∈ cwk(X);

(iii) h(C,D) = ‖ j(C)− j(D)‖∞ para cada C,D ∈ cwk(X);
(iv) j(cwk(X)) es cerrado eǹ∞(BX∗).

Demostración.Las propiedades(i) y (ii) son inmediatas.
Para demostrar(iii) fijamosC,D ∈ cwk(X). Supongamos queη > 0 verificaC⊂ D + ηBX y

D ⊂C+ ηBX. Entonces se tienex∗(C) ⊂ x∗(D)+ [−η ,η ] y x∗(D) ⊂ x∗(C)+ [−η ,η ] para cada
x∗ ∈ BX∗ . Se sigue inmediatamente que|sup(x∗(C))− sup(x∗(D))| ≤ η para cadax∗ ∈ BX∗ , es
decir,‖ j(C)− j(D)‖∞ ≤η . Por tanto,‖ j(C)− j(D)‖∞ ≤ h(C,D). Para ver la desigualdad contraria
escribimosα := ‖ j(C)− j(D)‖∞. Entonces sup(x∗(C)) ≤ sup(x∗(D)) + α para todox∗ ∈ BX∗ .
Como D + αBX es convexo y cerrado, el teorema de separación de Hahn-Banach nos permite
deducir queC⊂ D+αBX. Por simetría, también tenemosD⊂C+αBX. Por tanto,h(C,D)≤ α.
Esto demuestra(iii) .

Finalmente,(iv) es consecuencia inmediata de(iii) y la completitud de(cwk(X),h) (Proposi-
ción 4.1.3). La prueba ha finalizado.

Los distintos métodos de integración para multi-funcionesF : Ω −→ cwk(X) que vamos a
considerar en este capítulo pueden interpretarse en términos de la “integrabilidad” de la función
univaluadaj ◦F : Ω−→ `∞(BX∗). Así, es natural preguntarse si el espacio de Banach

span( j(cwk(X)))⊂ `∞(BX∗)

posee propiedades relevantes desde el punto de vista de la integración vectorial. El resto del aparta-
do se dedica a analizar la separabilidad de dicho espacio o, equivalentemente, de(cwk(X),h).
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Comenzamos recordando que(ck(X),h) es separable si y sólo siX es separable (Corolario
4.1.6, véase [CV77, Theorem II.8]). Para la prueba necesitamos el siguiente lema bien conocido.

Lema 4.1.5. Para cada C∈ ck(X), la función j(C) : BX∗ −→ R es w∗-continua.

Demostración.Sea(x∗α) una red enBX∗ quew∗-converge ax∗ ∈ BX∗ . Fijamosε > 0. ComoC
es compacto en norma, podemos encontrarx1, . . . ,xn ∈ C tales que ḿın1≤i≤n‖x− xi‖ ≤ ε para
cadax ∈ C. Por otro lado, existe unα de manera que sup1≤i≤n |x∗β (xi)− x∗(xi)| ≤ ε para todo
β > α. Se sigue inmediatamente que|x∗

β
(x)− x∗(x)| ≤ 3ε para todox ∈ C y todo β > α. Por

tanto,| j(C)(x∗
β
)− j(C)(x∗)| ≤ 3ε para cadaβ > α. Esto demuestra quej(C) esw∗-continua.

Corolario 4.1.6. (ck(X),h) es separable si y sólo si X es separable.

Demostración.Nótese que(X,‖ ·‖) es isométrico a un subespacio de(ck(X),h) y, por tanto,X es
separable si(ck(X),h) lo es. Recíprocamente, supongamos queX es separable. Entonces(BX∗ ,w∗)
es un compacto metrizable y, por tanto, el espacio de BanachC(BX∗ ,w∗) es separable, véase e.g.
[FHH+01, Lemma 3.23]. El resultado se sigue ahora de los Lemas 4.1.4 y 4.1.5.

En las Proposiciones 4.1.10 y 4.1.12 caracterizamos la separabilidad de(cwk(X),h) para cier-
tas clases de espacios de Banach. Las construcciones que aparecen serán utilizadas de nuevo en la
Sección 4.3.

Lema 4.1.7 ([CR04]). Sea{(xi ,x
∗
i )}i∈I un sistema biortogonal en X×X∗ tal que{xi : i ∈ I} es

débilmente relativamente compacto y M:= supi∈I ‖x∗i ‖< +∞. Entonces:

(i) CJ := aco{xi : i ∈ J} ∈ cwk(X) para cada/0 6= J⊂ I;
(ii) h(CJ,CJ′)≥ 1/M para cada par de conjuntos distintos (no vacíos) J,J′ ⊂ I.

Demostración.(i) es consecuencia directa del teorema de Krein-Smulian, véase e.g. [DU77, The-
orem 11, p. 51]. Para demostrar(ii) tomamos dos conjuntos no vacíosJ,J′ ⊂ I conJ 6⊂ J′. Fijamos
unη > 0 tal queCJ⊂CJ′ +ηBX y tomamosi ∈ J\J′. Comoxi ∈CJ, dadoε > 0 podemos encontrar
unx∈ aco{x j : j ∈ J′} tal que‖xi −x‖ ≤ η + ε. Peroi 6∈ J′, luego

1 = x∗i (xi −x)≤M‖xi −x‖ ≤M(η + ε).

Comoε > 0 es arbitrario, deducimos queη ≥ 1/M. Esto demuestra queh(CJ,CJ′)≥ 1/M.

El siguiente lema nos dice, en particular, que todo espacio de Banach con una base de Marku-
shevich “shrinking” es débilmente compactamente generado, véase [FHH+01, Theorem 11.23].

Lema 4.1.8. Sea{(xi ,x
∗
i )}i∈I un sistema biortogonal en X×X∗ tal quesupi∈I ‖xi‖< +∞ y

X∗ = span{x∗i : i ∈ I}‖·‖.

Entonces{xi : i ∈ I} es débilmente relativamente compacto.
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Demostración.Por el teorema de Eberlein-Smulian (véase e.g. [Die84, Chapter III]), basta de-
mostrar que{xi : i ∈ I} es débilmente relativamentesucesionalmente compacto. Fijamos una
sucesión(in) en I . Se afirma que(xin) tiene una subsucesión convergente. En efecto, nótese que
podemos suponer que, para cadai ∈ I , el conjunto{n ∈ N : in = i} es finito. Entonces existen
n1 < n2 < .. . en N tales queink

6= in
k′

para cualesquierak 6= k′. Veamos que(xink
) converge

a 0 débilmente. Fijamosx∗ ∈ X∗ y ε > 0. ComoX∗ = span{x∗i : i ∈ I}‖·‖, existen j1, . . . , jp ∈ I
y a1, . . . ,ap ∈ R tales que el vectory∗ = ∑p

k=1
akx

∗
jk

satisface‖x∗− y∗‖ ≤ ε. Ahora podemos en-
contrar unk∈N suficientemente grande tal que, para cadak′ ≥ k, se tienein

k′
6∈ { j1, . . . , jp}, luego

|x∗(xin
k′
)|= |(x∗−y∗)(xin

k′
)| ≤ (sup

i∈I
‖xi‖) · ε.

Esto completa la demostración.

Con la ayuda de los dos lemas anteriores vamos a mostrar que(cwk(X),h) no es separable
si X es de dimensión infinita yX∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým. Antes es conveniente
recordar la siguiente observación elemental.

Observación 4.1.9.Sea Z⊂ X un subespacio cerrado. Entonces

cwk(Z) = {C∈ cwk(X) : C⊂ Z}

y la distancia de Hausdorff (relativa al espacio métrico Z) entre dos elementos cualesquiera
C,C′ ∈ cwk(Z) es exactamente h(C,C′).

Proposición 4.1.10 ([CR04]).Supongamos que X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým. En-
tonces(cwk(X),h) es separable si y sólo si X es de dimensión finita.

Demostración.Como hemos comentado en la Sección 1.4, es conocido queX∗ tiene la propiedad
de Radon-Nikodým si y sólo siX es de Asplund, es decir, todo subespacio cerrado separable
de X tiene dual separable. Supongamos queX tiene dimensión infinita. Fijamos un subespacio
cerrado separable de dimensión infinitaZ⊂ X. EntoncesZ∗ es separable. El teorema de Ovsepian
y Pelczynski [OP75], véase e.g. [LT77, Theorem 1.f.4], garantiza la existencia de una base de
Markushevich{(zn,z∗n)}n∈N enZ tal que

supn∈N ‖zn‖ · ‖z∗n‖< +∞;

Z∗ = span{z∗n : n∈ N}‖·‖.
Normalizando, podemos suponer que supn∈N ‖zn‖ < +∞ y supn∈N ‖z∗n‖ < +∞. Los Lemas 4.1.7
y 4.1.8 nos permiten deducir quecwk(Z) es un subespaciono separable de(cwk(X),h) (téngase
en cuenta la Observación 4.1.9).

Corolario 4.1.11. Supongamos que X∗ es separable. Entonces(cwk(X),h) es separable si y sólo
si X es de dimensión finita.
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Recordemos queX tiene lapropiedad de Schursi toda sucesión débilmente convergente es
convergente en norma. En tal caso se tieneck(X) = cwk(X), por el teorema de Eberlein-Smulian.
Por ejemplo, es bien conocido que`1 tiene la propiedad de Schur (véase e.g. [Die84, p. 85]).

La prueba del siguiente resultado es similar a la de la Proposición 4.1.10 y utiliza una carac-
terización debida a Dilworth, Girardi y Johnson [DGJ00] de los espacios de Banach duales sin la
propiedad de Schur en términos de sistemas biortogonales.

Proposición 4.1.12.Supongamos que X= Y∗ para algún espacio de Banach Y. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) (cwk(X),h) es separable;
(ii) X es separable y tiene la propiedad de Schur.

Demostración.La implicación(ii)⇒(i) es una consecuencia inmediata del Corolario 4.1.6 y los
comentarios anteriores.

Veamos la prueba de(i)⇒(ii) . Por un lado, como(X,‖ · ‖) es isométrico a un subespacio de
(cwk(X),h), resulta queX es separable. Para probar queX tiene la propiedad de Schur razona-
mos por reducción al absurdo. Si el dualX = Y∗ del espacio de Banach separableY no tiene la
propiedad de Schur, entonces un resultado de Dilworth, Girardi y Johnson, [DGJ00, Theorem 1],
asegura que existe una base de Markushevich{(yn,y∗n)}n∈N enY tal que

supn∈N ‖yn‖< +∞ y supn∈N ‖y∗n‖< +∞;
(y∗n) converge débilmente a 0.

De la convergencia débil de(y∗n) se sigue que{y∗n : n∈N} es débilmente relativamente compacto.
Por tanto, el sistema biortogonal{(y∗n,yn)}n∈N ⊂ X×X∗ está en las condiciones del Lema 4.1.7 y
deducimos que(cwk(X),h) no es separable, lo que contradice la hipótesis.

Los resultados anteriores ponen de manifiesto que el espacio de Banachspan( j(cwk(X)))
no es separable en numerosas situaciones. Vamos a finalizar este apartado discutiendo bajo qué
condiciones dicho espacio tiene bola dualw∗-separable o es WLD.

Necesitamos introducir la siguiente topología, que va a jugar un papel fundamental durante el
resto del capítulo.

Definición 4.1.13.La topología de Mackey en X∗, denotada porτM, es la topología de la con-
vergencia uniforme en todos los subconjuntos absolutamente convexos y débilmente compactos
de X.

Recordemos queτM es una topología localmente convexa Hausdorffcompatible con el par
dual 〈X,X∗〉 (teorema de Mackey-Arens, véase e.g. [Jar81, 8.5.5]), es decir, el dual topológico de
(X∗,τM) está formado precisamente por los funcionales de la formax∗ 7→ x∗(x), x∈ X. Por tanto,
para cualquier conjunto convexoA⊂ X∗, se tiene la igualdad

A
τM = A

w∗
,

véase e.g. [Jar81, 8.2.5].
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Nótese que, por el teorema de Krein-Smulian (véase e.g. [DU77, Theorem 11, p. 51]),τM es
precisamente la topología de la convergencia uniforme en todos los subconjuntos débilmente com-
pactos deX. En particular, tenemos la siguiente

Observación 4.1.14.Para cada C∈ cwk(X), la función j(C) : BX∗ −→ R esτM-continua. Por
tanto, j toma valores en Cb(BX∗ ,τM). En efecto, para verlo no es necesario utilizar el teorema de
Krein-Smulian: basta observar que, fijado un vectorx∈C, se tiene

aco(C)⊂C−C+{αx : α ∈ [−1,1]},

luegoaco(C) es débilmente compacto.

Lema 4.1.15.Si (BX∗ ,w∗) es separable, entonces(BCb(BX∗ ,τM)∗ ,w
∗) también es separable.

Demostración.EscribimosY = Cb(BX∗ ,τM). ComoX es separable, existe un conjunto contable

D ⊂ BX∗ tal queD
w∗ = BX∗ . En vista de los comentarios que siguen a la Definición 4.1.13, se

tieneco(D)
τM = BX∗ . Por tanto, el conjuntoA formado por todas las combinaciones convexas de

elementos deD con coeficientes racionales es contable y satisfaceA
τM = BX∗ . Como

B = {ex∗ |Y : x∗ ∈ A} ⊂ BY∗

es normante, el teorema de separación de Hahn-Banach asegura queaco(B)
w∗

= BY∗ . Para acabar,
nótese que el conjunto contable formado por todas las combinaciones “absolutamente convexas”
de elementos deB con coeficientes racionales es denso en(BY∗ ,w

∗).

En vista de la Observación 4.1.14 y el Lema 4.1.15, el espaciospan( j(cwk(X))) tiene bola
dualw∗-separable si lo mismo ocurre conX. En tal caso, sabemos quespan( j(cwk(X))) es WLD
si y sólo si es separable(véase la Sección 1.4). En general, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.1.16. Supongamos que(BX∗ ,w∗) es separable. Sea T⊂ cwk(X). Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) (T,h) es separable;
(ii) j(T) está contenido en un subespacio WLD de`∞(BX∗).

Demostración.La implicación(i)⇒(ii) es inmediata. Recíprocamente, supongamos queY es un
subespacio WLD dè∞(BX∗) que contiene aj(T). Como la clase de los espacios de Banach WLD
es estable para subespacios cerrados (véase la Sección 1.4), el espacioZ := Y∩Cb(BX∗ ,τM) es
también WLD. Por otra parte, la separabilidad deX asegura que(BCb(BX∗ ,τM)∗ ,w

∗) es separable

(Lema 4.1.15). Se sigue que(BZ∗ ,w
∗) es un compacto de Corson separable, es decir,(BZ∗ ,w

∗) es
metrizable, luegoZ ⊃ j(T) es separable y, por tanto, lo mismo ocurre con(T,h) (Lema 4.1.4).
Esto completa la demostración.
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4.1.2. Series de conjuntos en espacios de Banach

En este apartado estudiamos la convergencia incondicional de series de elementos decwk(X),
en el sentido de la Definición 1.5.4. Nuestro principal objetivo es mostrar (Proposición 4.1.18)
que dicha convergencia puede caracterizarse, a través de la inmersiónj, en términos de la noción
usual de convergencia incondicional de series de vectores en espacios de Banach. Este hecho
es consecuencia inmediata del siguiente lema y [Dre76, Propositions 2.3 y 2.5]. Para facilitar la
lectura incluimos una demostración autocontenida.

Lema 4.1.17 ([CR04]).Sea(Bn) una sucesión en cwk(X) tal que∑nBn es incondicionalmente
convergente. Entonces∑nBn ∈ cwk(X).

Demostración.Claramente,∑nBn es convexo. Para ver que∑nBn es débilmente compacto consi-
deramos la aplicación

S:
∞

∏
n=1

Bn −→ X, S((bn)∞
n=1) :=

∞

∑
n=1

bn.

SeaT la topología producto en∏∞
n=1Bn obtenida cuando cadaBn se considera equipado con la

restricción de la topología débil deX. Afirmamos que S esT-débil-continua. En efecto, fijamos
(bn)∞

n=1 ∈ ∏∞
n=1Bn y U ∈ U , dondeU denota la familia de todos entornos de 0 en la topología

débil deX. Evidentemente, existenε > 0 y V ∈ U tales que 2εBX +V ⊂ U . Como∑nBn es
incondicionalmente convergente, podemos encontrar unN ∈ N tal que‖∑i∈SBi‖ ≤ ε para cada
conjunto finitoS⊂ N \ {1, . . . ,N} (Observación 1.5.5). FijamosW1, . . . ,WN ∈ U de manera que
∑N

n=1Wn ⊂V. DefinimosHn := Bn∩ (bn +Wn) para cada 1≤ n≤ N, Hn := Bn para cadan > N y
H := ∏∞

n=1Hn. EntoncesH es unT-entorno de(bn)∞
n=1 tal que para cada(b′n)

∞
n=1 ∈ H

S((b′n)
∞
n=1) =

∞

∑
n=1

b′n =
N

∑
n=1

b′n + ∑
n>N

b′n ∈
N

∑
n=1

bn + ∑
n>N

b′n +
N

∑
n=1

Wn

⊂
∞

∑
n=1

bn + ∑
n>N

(b′n−bn)+V ⊂
∞

∑
n=1

bn +2εBX +V ⊂
∞

∑
n=1

bn +U.

Como(bn)∞
n=1 ∈∏∞

n=1Bn y U ∈U son arbitrarios,SesT-débil-continua. Finalmente, teniendo en
cuenta que(∏∞

n=1Bn,T) es compacto (por el teorema de Tychonoff), deducimos queS(∏∞
n=1Bn) =

∑nBn es débilmente compacto. Esto completa la demostración.

Proposición 4.1.18 ([CR04]).Sea(Bn) una sucesión en cwk(X). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) ∑nBn es incondicionalmente convergente;
(ii) existe un B∈ cwk(X) con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe un conjunto finito

P⊂ N tal que h(∑n∈QBn,B)≤ ε para cada conjunto finito P⊂Q⊂ N;
(iii) ∑n j(Bn) es incondicionalmente convergente en`∞(BX∗).

En tal caso,∑nBn = B y j(∑nBn) = ∑n j(Bn).
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Demostración.(i)⇒(ii) Nótese queB := ∑nBn pertenece acwk(X) (Lema 4.1.17). Fijamosε > 0.
Como∑nBn es incondicionalmente convergente, existe unN ∈ N de manera que‖∑n∈SBn‖ ≤ ε

para cada conjunto finitoS⊂ N \P, dondeP := {1, . . . ,N} (Observación 1.5.5). Dado cualquier
conjunto finitoP⊂Q⊂ N, se tiene

∑
n∈Q

Bn ⊂ B+ εBX y B⊂ ∑
n∈Q

Bn + εBX,

luegoh(∑n∈QBn,B)≤ ε. Esto demuestra(i)⇒(ii) .
Supongamos ahora que se cumple(ii) . En particular, para cadaε > 0 existe un conjunto finito

P⊂N tal queh(∑n∈QBn,∑n∈PBn)≤ ε para cualquierP⊂Q⊂N finito. Fijamos un conjunto finito
S⊂ N\P. Usando el Lema 4.1.4 deducimos∥∥∥∑

n∈S

Bn

∥∥∥ = h
(
∑
n∈S

Bn,{0}
)

=
∥∥∥ j

(
∑
n∈S

Bn

)∥∥∥
∞

=
∥∥∥ j

(
∑

n∈S∪P

Bn

)
− j

(
∑
n∈P

Bn

)∥∥∥
∞

= h
(

∑
n∈S∪P

Bn, ∑
n∈P

Bn

)
≤ ε.

Por tanto, la serie∑nBn es incondicionalmente convergente, y la implicación(ii)⇒(i) queda de-
mostrada.

Por otra parte, la equivalencia(i)⇔(iii) es consecuencia inmediata de la igualdad∥∥∥∑
n∈S

Bn

∥∥∥ = h
(
∑
n∈S

Bn,{0}
)

=
∥∥∥ j

(
∑
n∈S

Bn

)∥∥∥
∞

=
∥∥∥∑

n∈S

j(Bn)
∥∥∥

∞
para cada conjunto finitoS⊂ N.

Finalmente, la igualdad∑nBn = B se sigue de la prueba de(i)⇒(ii) . Por el Lema 4.1.4, también
tenemosj(∑nBn) = ∑n j(Bn). Esto completa la demostración.

Observación 4.1.19.Nótese que las condiciones de la Proposición 4.1.18 son equivalentes a:

(iv) Para cualquier inmersión i de cwk(X) en un espacio de Banach Y con las propiedades
(i)-(iv) del Lema 4.1.4, la serie∑n i(Bn) es incondicionalmente convergente en Y.

En tal caso,i(∑nBn) = ∑n i(Bn).

Es conveniente introducir el siguiente concepto, que aparece asociado de manera natural a la
noción de serie de conjuntos incondicionalmente convergente.

Definición 4.1.20. Una multi-función M: Σ −→ cwk(X) se llama multi-medida contablemente
aditiva si, para cada sucesión disjunta(En) enΣ, la serie∑nM(En) es incondicionalmente con-
vergente y M(

⋃
nEn) = ∑nM(En).

Como consecuencia inmediata de la Proposición 4.1.18 obtenemos el siguiente

Corolario 4.1.21. Una multi-función M: Σ−→ cwk(X) es una multi-medida contablemente adi-
tiva si y sólo si la composición j◦M es una medida contablemente aditiva.

El lector puede encontrar en [Hes02, Section 7] y [KT84, Chapter 19] más información y
numerosas referencias sobre la teoría de las multi-medidas.
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4.1.3. Medibilidad de multi-funciones y existencia de selectores medibles

En este apartado realizamos un breve repaso de las distintas nociones de medibilidad que
se pueden considerar cuando se trata con multi-funcionesF : Ω −→ cwk(X). Para información
detallada sobre este tema en contextos más generales, remitimos al lector a los libros [CV77,
KT84], el reciente “survey” [Hes02], los artículos [BH98, HU77, Him75] y las referencias que
allí se proporcionan.Durante el resto del apartado M es un espacio métrico y escribimosC (M)
para denotar la familia de todos los subconjuntos (no vacíos) cerrados de M.

Definición 4.1.22.Sea F: Ω−→C (M) una multi-función. Decimos que una función f: Ω−→M
es un selector de F si f(t) ∈ F(t) para cada t∈Ω.

Definición 4.1.23.Una multi-función F: Ω−→ C (M) se dice medible Effros si

{t ∈Ω : F(t)∩U 6= /0} ∈ Σ para cada abierto U⊂M.

Gran parte del interés de esta noción reside en un importante resultado de Kuratowski y Ryll-
Nardzewski [KRN65] (véase e.g. [CV77, Theorem III.6] o [KT84, Theorem 14.2.1]) que afirma
que, cuandoM esseparabley completo, toda multi-función medible EffrosF : Ω−→ C (M) tiene
un selectorΣ-Borel(M)-medible.

Definición 4.1.24.Decimos que una multi-función F: Ω−→ C (M) tiene gráfica medible si

Graph(F) = {(t,m) ∈Ω×M : m∈ F(t)} ∈ Σ⊗Borel(M).

Es bien conocido (véase e.g. [CV77, Theorem III.30] o [KT84, Theorem 13.2.7]) que siM es
separabley completo, entonces una multi-funciónF : Ω −→ C (M) es medible Effros si y sólo si
tiene gráfica medible.

En el caso de multi-funciones con valores encwk(X) se puede considerar también el concepto
de medibilidad escalar, que recordamos a continuación. Dada una multi-funciónF : Ω−→ cwk(X)
y x∗ ∈ X∗, escribimosδ ∗(x∗,F) para denotar la función real definida enΩ mediante

t 7→ δ
∗(x∗,F(t)).

Definición 4.1.25.Una multi-función F: Ω−→ cwk(X) se dice escalarmente medible siδ ∗(x∗,F)
es medible para cada x∗ ∈ X∗.

Medibilidad escalar y medibilidad Effros coinciden cuandoX esseparable, como se muestra
en [CV77, Theorem III.37] (véase también [BH98, Corollary 4.10 (a)]). A continuación incluimos
una prueba de dicha equivalencia.

Teorema 4.1.26.Supongamos que X es separable. Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F es medible Effros;
(ii) F tiene gráfica medible;
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(iii) F es escalarmente medible.

En tal caso, F tiene un selector fuertemente medible f: Ω−→ X.

Demostración.(i)⇒(iii) Fijamosx∗ ∈ X∗. Dadoa∈R, como el conjuntoU = {x∈ X : x∗(x) > a}
es abierto, tenemos que{t ∈ Ω : F(t)∩U 6= /0} = {t ∈ Ω : δ ∗(x∗,F(t)) > a} pertenece aΣ. Por
tanto,δ ∗(x∗,F) es medible.

La demostración de(iii)⇒(i) se divide en tres etapas.

Paso 1.- Para cadaη > 0, el conjunto{t ∈ Ω : F(t)∩ηBX 6= /0} pertenece aΣ. En primer
lugar, observamos que

{t ∈Ω : F(t)∩ηBX 6= /0}=
⋂

x∗∈BX∗

{t ∈Ω : x∗(F(t))∩ [−η ,η ] 6= /0}.

En efecto, nótese que si para un ciertot ∈Ω se cumpleF(t)∩ηBX = /0, el teorema de separación
de Hahn-Banach (F(t) es convexo y débilmente compacto) garantiza la existencia de unx∗ ∈ SX∗

tal que inf(x∗(F(t))) > sup(x∗(ηBX)) = η , luegox∗(F(t))∩ [−η ,η ] = /0.
Como (BX∗ ,w∗) es separable, lo mismo ocurre con(BX∗ ,τM) (véase la demostración del

Lema 4.1.15). FijamosA⊂ BX∗ contable tal queA
τM = BX∗ . Se afirma que

{t ∈Ω : F(t)∩ηBX 6= /0}=
⋂

x∗∈A

{t ∈Ω : x∗(F(t))∩ [−η ,η ] 6= /0}. (4.1)

Para ver esta igualdad, fijamos unt ∈ Ω tal quex∗(F(t))∩ [−η ,η ] 6= /0 para todox∗ ∈ A. Supon-
gamos, por reducción al absurdo, quex∗0(F(t))∩ [−η ,η ] = /0 para algúnx∗0 ∈ BX∗ . Por ejemplo,
podemos suponer que inf(x∗0(F(t))) > η . ComoA

τM = BX∗ y aco(F(t)) es débilmente compacto,
existe unx∗ ∈ A tal que|x∗(x)−x∗0(x)|< inf(x∗0(F(t)))−η para cadax∈ F(t), es decir,

x∗(x) > x∗0(x)− inf(x∗0(F(t)))+η ≥ η para cadax∈ F(t),

lo que contradice la elección det. Esto demuestra (4.1).
Finalmente, la medibilidad escalar deF garantiza que, para cadax∗ ∈ BX∗ , el conjunto

{t ∈Ω : x∗(F(t))∩ [−η ,η ] 6= /0}
= {t ∈Ω : δ

∗(x∗,F(t))≥−η}∩{t ∈Ω : δ
∗(−x∗,F(t))≥−η}

pertenece aΣ. Utilizando la igualdad (4.1) deducimos que{t ∈Ω : F(t)∩ηBX 6= /0} ∈ Σ.

Paso 2.- Para cadaη > 0 y cada x∈ X, el conjunto{t ∈Ω : F(t)∩ (x+ηBX) 6= /0} pertenece
a Σ. Para verlo, definimos una multi-funciónG : Ω−→ cwk(X) medianteG(t) =−x+F(t). Para
cadax∗ ∈ X∗ se tieneδ ∗(x∗,G) = −x∗(x)+ δ ∗(x∗,F). Por tanto,G también es escalarmente me-
dible y elPaso 1nos dice que{t ∈ Ω : F(t)∩ (x+ ηBX) 6= /0} = {t ∈ Ω : G(t)∩ηBX 6= /0} ∈ Σ,
como se quería demostrar.

Paso 3.- Para cada abierto U⊂X, el conjunto{t ∈Ω : F(t)∩U 6= /0} pertenece aΣ. En efecto,
comoX es separable, podemos escribirU =

⋃∞
n=1(xn +ηnBX) para ciertas sucesiones(xn) enX y
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(ηn) enR+. En virtud delPaso 2, se tiene

{t ∈Ω : F(t)∩U 6= /0}=
∞⋃

n=1

{t ∈Ω : F(t)∩ (xn +ηnBX) 6= /0} ∈ Σ.

Esto completa la demostración de(iii)⇒(i).

Finalmente, por el teorema de selección de Kuratowski y Ryll-Nardzewski mencionado ante-
riormente, sabemos que existe un selectorΣ-Borel(X,‖ · ‖)-medible deF . ComoX es separable,
dicho selector es necesariamente fuertemente medible (Teorema 1.7.8).

4.1.4. La integral de Debreu

Como se ha mencionado en la introducción, la noción de integral introducida por Debreu en
[Deb67] es la generalización natural de la integral de Bochner al caso de multi-funciones. A pesar
de que la teoría desarrollada por Debreu sólo consideraba multi-funciones con valores enck(X),
no es difícil comprobar, como advirtió Byrne [Byr78, p. 246], que esta teoría se puede extender
al caso de multi-funciones con valores encwk(X). El lector puede encontrar un estudio bastante
completo sobre la integral de Debreu en [KT84, Chapter 17]. Para más información, remitimos
a [Byr78, HU77], [Hes02, Section 3] y las referencias que allí se proporcionan.

Definición 4.1.27.Una multi-función F: Ω−→ cwk(X) se dice integrable Debreu si la composi-
ción j◦F : Ω −→ `∞(BX∗) es integrable Bochner. En tal caso, la integral de Debreu de F es el
único elemento(De)

∫
Ω F dµ ∈ cwk(X) que cumple j((De)

∫
Ω F dµ) = (Bochner)

∫
Ω j ◦F dµ.

Cabe destacar que el concepto de integrabilidad Debreu no depende de la inmersión particu-
lar j con la que estamos trabajando: para definir esta integral podemos utilizar cualquier aplicación
i decwk(X) en un espacio de Banach que cumpla las propiedades(i)-(iv) del Lema 4.1.4 (véase
e.g. [KT84, Proposition 17.2.4]).

Es conocido que para cualquier multi-función integrable DebreuF : Ω−→ cwk(X) se cumple
la igualdad

(De)
∫

Ω
F dµ =

{
(Bochner)

∫
Ω

f dµ : f : Ω−→ X es un selector integrable Bochner deF
}

,

es decir, la integral de Debreu deF coincide con la llamadaintegral de AumanndeF , [Aum65],
véase [KT84, Theorem 17.3.2] y [Byr78].

4.2. La integral de Pettis de multi-funciones

A lo largo de esta sección suponemos siempre que X es separable.

La integral de Pettis de multi-funciones fue considerada por primera vez en [CV77, Chapter V,
§4] y en los últimos años ha sido ampliamente estudiada por diversos autores, véase [Amr98,
EAH00, HZ02, Zia97, Zia00]. Se define del siguiente modo.
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Definición 4.2.1. Una multi-función F: Ω−→ cwk(X) se dice integrable Pettis si

(i) δ ∗(x∗,F) ∈L 1(µ) para todo x∗ ∈ X∗;
(ii) para cada A∈ Σ, existe un(P)

∫
AF dµ ∈ cwk(X) tal que

δ
∗
(

x∗,(P)
∫

A
F dµ

)
=

∫
A

δ
∗(x∗,F) dµ para todo x∗ ∈ X∗.

Dada una multi-funciónF : Ω−→ cwk(X), es claro que

〈ex∗ , j ◦F〉= δ
∗(x∗,F) para todox∗ ∈ X∗.

La igualdad anterior nos permite reformular la Definición 4.2.1 en términos de la composición
j ◦F : Ω−→ `∞(BX∗), como señalamos en la siguiente

Observación 4.2.2.Una multi-función F: Ω−→ cwk(X) es integrable Pettis si y sólo si

(i) 〈ex∗ , j ◦F〉 ∈L 1(µ) para todo x∗ ∈ X∗;
(ii) para cada A∈ Σ, existe un(P)

∫
AF dµ ∈ cwk(X) tal que

〈ex∗ , j
(
(P)

∫
A

F dµ

)
〉=

∫
A
〈ex∗ , j ◦F〉 dµ para todo x∗ ∈ X∗.

La condición(ii) garantiza la unicidad de(P)
∫

AF dµ, ya que el conjunto

E = {ex∗ : x∗ ∈ BX∗} ⊂ B`∞(BX∗ )
∗

es normante. En lo sucesivo, dada una multi-funciónF : Ω−→ cwk(X), escribimos

WF = Z j◦F,E = {δ
∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗} ⊂ RΩ.

Es bien conocido (véase e.g. [Mus91, Theorem 5.2]) queuna función f definida enΩ con
valores en un espacio de Banach separable Y es integrable Pettis si y sólo si la familia Zf es
uniformemente integrable. En lo que respecta a multi-funciones, disponemos de la caracterización
aislada en el Teorema 4.2.3. La implicación(iii)⇒(i) se debe esencialmente a Castaing y Valadier
[CV77, Chapter V, §4], mientras que las otras han sido probadas más recientemente por El Amri
y Hess [EAH00] y Ziat [Zia97] (véase [Zia00] para una prueba corregida de(i)⇒(ii) ).

Teorema 4.2.3.Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) F es integrable Pettis;
(ii) WF es uniformemente integrable;

(iii) F es escalarmente medible y cualquier selector fuertemente medible de F es integrable
Pettis.

En tal caso, para cada A∈ Σ, se tiene

(P)
∫

A
F dµ = {(Pettis)

∫
A

f dµ : f : Ω−→ X es un selector integrable Pettis de F}.
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El Apartado 4.2.1 está dedicado a proporcionar una prueba del Teorema 4.2.3. Este resultado
será fundamental en nuestras consideraciones posteriores sobre la integral de Pettis y su relación
con la integral de Birkhoff de multi-funciones. Como aplicación, en el Apartado 4.2.2 discutimos
la relación entre la integrabilidad Pettis de una multi-funciónF : Ω−→ cwk(X) y la integrabilidad
Pettis de la función univaluadaj ◦F .

4.2.1. Caracterización de la integrabilidad Pettis de multi-funciones

El apartado(ii) de la siguiente proposición es conocido, al menos para un espacio de Banach
separableY en el casoB = BY∗ (como hemos comentado antes del Teorema 4.2.3).

Proposición 4.2.4 ([CR04]).Sean Y un espacio de Banach tal que(BY∗ ,w
∗) es angélico, B⊂BY∗

un conjunto normante y f: Ω−→Y una función.

(i) Si Zf ,B está formada por funciones medibles, entonces f es escalarmente medible.
(ii) Si Zf ,B es uniformemente integrable, entonces f es integrable Pettis yν f (Σ) es relativamente

compacto en norma.

Demostración.Como B es normante, el teorema de separación de Hahn-Banach asegura que
aco(B) es w∗-denso enBY∗ . Utilizando la angelicidad de(BY∗ ,w

∗) concluimos que aco(B) es
w∗-sucesionalmente denso enBY∗ y, por tanto, aco(Zf ,B) esTp-sucesionalmente denso enZf . Es
claro ahora que siZf ,B está compuesta por funciones medibles, lo mismo ocurre conZf .

La prueba de(ii) es como sigue. Supongamos queZf ,B es uniformemente integrable. Como
aco(Zf ,B) es uniformemente integrable yTp-sucesionalmente denso enZf , podemos aplicar el
teorema de Vitali (véase e.g. [Fre01, 246J]) para deducir queZf es un subconjunto uniformemente

integrable deL 1(µ).
Para ver quef es integrable Pettis, conν f (Σ) relativamente compacto en norma, sólo tenemos

que comprobar que la aplicación canónicaJ : BY∗ −→ L1(µ) (que envía caday∗ ∈ BY∗ a la clase
de equivalencia dey∗ ◦ f ) esw∗-‖ · ‖1-continua (Proposición 1.9.2). FijamosC⊂ BY∗ y tomamos

cualquiery∗ ∈C
w∗

. Como(BY∗ ,w
∗) es angélico, existe una sucesión(y∗n) enC quew∗-converge

a y∗. Por tanto,(y∗n ◦ f ) converge puntualmente ay∗ ◦ f y, comoZf es uniformemente integrable,
podemos utilizar de nuevo el teorema de Vitali para concluir que lı́mn‖J(y∗n)− J(y∗)‖1 = 0. En

particular,J(y∗) ∈ J(C)
‖·‖1. Esto demuestra queJ esw∗-‖ · ‖1-continua.

Dada una multi-función integrable PettisF : Ω −→ cwk(X), podemos considerar la multi-
función asociada

MF : Σ−→ cwk(X), MF(A) = (P)
∫

A
F dµ.

En la Proposición 4.2.6 se muestra queMF es una multi-medida contablemente aditiva. Esto es una
consecuencia directa de un resultado de Costé [Cos] (véase [Hes02, Proposition 7.4]) que afirma
queuna multi-función M: Σ −→ cwk(X) es una multi-medida contablemente aditiva si y sólo si,
para cada x∗ ∈ X∗, la funciónδ ∗(x∗,M(·)) : Σ −→ R es una medida contablemente aditiva. Sin
embargo, hemos optado por incluir aquí una una prueba completa de la Proposición 4.2.6 que no
involucra la caracterización de Costé. Para ello necesitamos el siguiente lema (véase [Zia00]).
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Lema 4.2.5. Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función integrable Pettis. Entonces:

(i) F tiene un selector fuertemente medible;
(ii) cualquier selector fuertemente medible de F, digamos f: Ω −→ X, es integrable Pettis y

ν f (A) ∈ (P)
∫

AF dµ para todo A∈ Σ.

Demostración.(i) es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1.26.
Para probar(ii) fijamos un selector fuertemente mediblef : Ω −→ X deF . En primer lugar,

observamos quef es integrable Dunford. En efecto, basta tener en cuenta quef es escalarmente
medible y que se tiene la desigualdad

−δ
∗(−x∗,F)≤ x∗ ◦ f ≤ δ

∗(x∗,F) para todox∗ ∈ X∗.

FijamosE ∈ Σ y definimos la aplicación lineal

TE : X∗ −→ R, TE(x∗) =
∫

E
x∗ ◦ f dµ.

La funciónφ : X∗ −→ R dada porφ(x∗) = δ ∗(x∗,(P)
∫

E F dµ) esτM-continua (véase la Obser-
vación 4.1.14) y se anula en 0. Gracias a la integrabilidad Pettis deF , se cumple la desigualdad
−φ(−x∗) ≤ TE(x∗) ≤ φ(x∗) para todox∗ ∈ X∗. Concluimos queTE esτM-continua en 0 y, por
linealidad, en todo punto deX∗. Por el teorema de Mackey-Arens, véase e.g. [Jar81, 8.5.5], existe
xE ∈ X tal queTE(x∗) = x∗(xE) para todox∗ ∈ X∗. Esto demuestra quef es integrable Pettis.

Supongamos, por reducción al absurdo, queν f (A) 6∈ (P)
∫

AF dµ para ciertoA∈ Σ. El teorema
de separación de Hahn-Banach nos asegura que existe unx∗ ∈ X∗ tal que∫

A
x∗ ◦ f dµ = x∗(ν f (A))

> sup
{

x∗(x) : x∈ (P)
∫

A
F dµ

}
= δ

∗
(

x∗,(P)
∫

A
F dµ

)
=

∫
A

δ
∗(x∗,F) dµ,

lo que contradice quex∗ ◦ f ≤ δ ∗(x∗,F). Por tanto,ν f (A) ∈ (P)
∫

AF dµ para cadaA∈ Σ, como se
quería demostrar.

Proposición 4.2.6.Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-función integrable Pettis. Entonces MF es
una multi-medida contablemente aditiva.

Demostración.Es sencillo ver queν := j ◦MF : Σ−→ `∞(BX∗) es una medida finitamente aditiva.
Para probar que, de hecho,ν es contablemente aditiva, comenzamos con el siguiente:

Caso particular.- Supongamos que0 ∈ (P)
∫

AF dµ para todo A∈ Σ. Fijamos una sucesión
disjunta(An) en Σ. En primer lugar, vamos a ver que la serie∑n ν(An) converge incondicional-
mente. Esto equivale a demostrar que la serie de conjuntos∑n(P)

∫
An

F dµ es incondicionalmente
convergente (Proposición 4.1.18). Fijamosxn ∈ ∑n(P)

∫
An

F dµ para todon∈ N, y tomamos una

sucesiónn1 < n2 < .. . enN. Definimossk = ∑k
i=1xni

para todok∈ N. Nótese que

sk = sk +0∈
k

∑
i=1

(P)
∫

Ani

F dµ +(P)
∫

Ω\
⋃k

i=1 Ani

F dµ = (P)
∫

Ω
F dµ para todok∈ N.
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Por otra parte, para cadax∗ ∈X∗ la serie∑∞
i=1x∗(xni

) es convergente. En efecto, basta observar que

∞

∑
i=1

|x∗(xni
)| ≤

∞

∑
i=1

∣∣∣δ ∗(x∗,(P)
∫

Ani

F dµ

)∣∣∣+ ∞

∑
i=1

∣∣∣δ ∗(−x∗,(P)
∫

Ani

F dµ

)∣∣∣
≤

∞

∑
i=1

∫
Ani

|δ ∗(x∗,F)| dµ +
∞

∑
i=1

∫
Ani

|δ ∗(−x∗,F)| dµ

≤
∫

Ω
|δ ∗(x∗,F)| dµ +

∫
Ω
|δ ∗(−x∗,F)| dµ < +∞.

Esto garantiza que la sucesión(sk) tiene, a lo más, un punto de aglomeración para la topología
débil deX. Como cadask pertenece al conjunto débilmente compacto(P)

∫
Ω F dµ, se deduce

que(sk) es débilmente convergente, es decir, la serie∑∞
i=1xni

es débilmente convergente. Como
la sucesiónn1 < n2 < .. . es arbitraria, el teorema de Orlicz-Pettis 1.5.7 asegura que la serie∑nxn

es incondicionalmente convergente. Esto demuestra que la serie∑n ν(An) converge incondicional-
mente eǹ ∞(BX∗).

Se afirma que∑∞
n=1 ν(An) = ν(

⋃∞
n=1An). En efecto, para cadax∗ ∈ BX∗ tenemos

( ∞

∑
n=1

ν(An)
)
(x∗) = l ı́m

N

N

∑
n=1

ν(An)(x∗) = l ı́m
N

N

∑
n=1

δ
∗
(

x∗,(P)
∫

An

F dµ

)
= l ı́m

N

N

∑
n=1

∫
An

δ
∗(x∗,F) dµ =

∫
⋃∞

n=1 An

δ
∗(x∗,F) dµ

= δ
∗
(

x∗,(P)
∫

⋃∞
n=1 An

F dµ

)
= ν

( ∞⋃
n=1

An

)
(x∗).

La demostración delCaso particularha finalizado.

Caso general.-Fijamos un selector integrable Pettis deF , digamosf : Ω−→ X (Lema 4.2.5).
Definimos

G : Ω−→ cwk(X), G(t) =− f (t)+F(t).

Es claro queδ ∗(x∗,G) = −x∗ ◦ f + δ ∗(x∗,F) para todox∗ ∈ X∗. Por tanto,G es integrable Pettis
y 0∈ (P)

∫
AG dµ =−ν f (A)+(P)

∫
AF dµ para cadaA∈ Σ (de nuevo, aplicamos el Lema 4.2.5).

El Caso particularnos dice que la funciónν ′ : Σ−→ `∞(BX∗) dada por

ν
′(A) = j

(
(P)

∫
A

G dµ

)
= j({−ν f (A)})+ν(A)

es una medida contablemente aditiva. Finalmente, comoν f es una medida contablemente aditiva
(Teorema 1.8.7), deducimos que lo mismo ocurre conν . El Corolario 4.1.21 asegura ahora que
MF es una multi-medida contablemente aditiva.

Ya hemos reunido todas las herramientas necesarias para la prueba del Teorema 4.2.3.
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Demostración del Teorema 4.2.3.(i)⇒(ii) La funciónν : Σ −→ `∞(BX∗) dada porν = j ◦MF es
una medida contablemente aditiva (Proposición 4.2.6) yµ-continua. En vista de la desigualdad

‖ν‖(A)≥ sup
x∗∈BX∗

|〈ex∗ ,ν〉|(A) = sup
x∗∈BX∗

∫
A
|δ ∗(x∗,F)| dµ para cadaA∈ Σ,

deducimos queWF = {δ ∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗} es uniformemente integrable.

(ii)⇒(iii) Fijamos un selector fuertemente medible deF , digamosf : Ω−→ X. Se tiene

−δ
∗(−x∗,F)≤ x∗ ◦ f ≤ δ

∗(x∗,F) para todox∗ ∈ BX∗ .

Esta desigualdad y la integrabilidad uniforme deWF garantizan queZf = {x∗◦ f : x∗ ∈BX∗} es uni-
formemente integrable. Por la Proposición 4.2.4,f es integrable Pettis, como se quería demostrar.

Dividimos la prueba de(iii)⇒(i) en una serie de pasos.

Paso 1.-δ ∗(x∗,F) ∈ L 1(µ) para cada x∗ ∈ X∗. Fijamosx∗ ∈ X∗. Dado ε > 0, podemos
considerar la multi-funciónG

ε,x∗ : Ω−→ cwk(X) dada por

G
ε,x∗(t) = F(t)∩{x∈ X : x∗(x)≥ δ

∗(x∗,F(t))− ε}.

ComoF es escalarmente medible, el conjunto

Graph(F) = {(t,x) ∈Ω×X : x∈ F(t)}

pertenece aΣ⊗Borel(X) (Teorema 4.1.26). Por otra parte, la función

Ω×X −→ R, (t,x) 7→ x∗(x)−δ
∗(x∗,F(t))+ ε

esΣ⊗Borel(X)-medible, luego

Graph(G
ε,x∗) = Graph(F)∩{(t,x) ∈Ω×X : x∗(x)≥ δ

∗(x∗,F(t))− ε} ∈ Σ⊗Borel(X).

El Teorema 4.1.26 nos dice queG
ε,x∗ es medible Effros y que existe un selector fuertemente

medible deG
ε,x∗ , digamosg

ε,x∗ : Ω −→ X. En particular,g
ε,x∗ es un selector deF , luegog

ε,x∗ es
integrable Pettis. Comox∗ ◦g

ε,x∗ ∈L 1(µ) y

x∗ ◦g
ε,x∗ ≤ δ

∗(x∗,F)≤ x∗ ◦g
ε,x∗ + ε,

se sigue queδ ∗(x∗,F) ∈L 1(µ).
Paso 2.-Definimos

Q = { f : Ω−→ X : f es un selector integrable Pettis deF} 6= /0.

Por comodidad, escribimoshµ para denotar la clase de equivalencia enL1(µ) de cadah∈L 1(µ).
Fijamos una aplicación linealρ : L1(µ)−→L 1(µ) cumpliendoρ(hµ)∈ hµ para todah∈L 1(µ).
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SeaT la topología producto enL1(µ)X∗
obtenida cuandoL1(µ) se considera equipado con su

topología débil. Consideramos el conjunto

Q̃ = {φ ∈ L1(µ)X∗
: existe f ∈Q tal queρ(φ(x∗)) = x∗ ◦ f µ-a.e. para todox∗ ∈ X∗}.

Es sencillo comprobar quẽQ está formado por aplicaciones lineales deX∗ enL1(µ).
Vamos a demostrar quẽQ esT-cerrado en L1(µ)X∗

. Para verlo fijamos unφ ∈ L1(µ)X∗

perteneciente a la clausura deQ̃ en(L1(µ)X∗
,T). Tomamos una red(φα) enQ̃ tal que, para cada

x∗ ∈X∗, la red(φα(x∗)) converge aφ(x∗) débilmente. En particular,φ es lineal. Además, podemos
encontrar una red( fα) enQ tal que

lı́m
α

∫
E

x∗ ◦ fα dµ =
∫

E
ρ(φ(x∗)) dµ para todoE ∈ Σ y todox∗ ∈ X∗.

Para cadat ∈Ω podemos definir una aplicación lineal

s(t) : X∗ −→ R, s(t)(x∗) = ρ(φ(x∗))(t).

Como (BX∗ ,w∗) es separable, existeA⊂ BX∗ contable tal queA
τM = BX∗ (véase la prueba del

Lema 4.1.15). SeaC el Q-subespacio vectorialcontablede X∗ formado por todas las combina-
ciones lineales de elementos deA con coeficientes racionales. Dadox∗ ∈ X∗, tenemos∫

E
ρ(φ(x∗)) dµ = l ı́m

α

∫
E

x∗ ◦ fα dµ ≤
∫

E
δ
∗(x∗,F) dµ para todoE ∈ Σ.

Por tanto, para cadax∗ ∈ X∗ se cumple la desigualdad

ρ(φ(x∗))≤ δ
∗(x∗,F) µ-a.e. (4.2)

Podemos encontrar ahora unE ∈ Σ conµ(Ω\E) = 0 tal que

−δ
∗(−x∗,F(t))≤ s(t)(x∗)≤ δ

∗(x∗,F(t)) para cadat ∈ E y cadax∗ ∈C (4.3)

Afirmación.- Para cada t∈E existe un f(t)∈F(t) tal que x∗( f (t)) = s(t)(x∗) para todo x∗ ∈C.
En efecto, comoδ ∗(·,F(t)) esτM-continua, la desigualdad (4.3) nos asegura que la restricción
s(t)|C esτM-continua. Teniendo en cuenta queC es unQ-subespacio vectorialτM-denso enX∗,
un argumento estándar permite extenders(t)|C a una aplicación linealτM-continua definida en
todo X∗. Por el teorema de Mackey-Arens, véase e.g. [Jar81, 8.5.5], existe unf (t) ∈ X tal que
x∗( f (t)) = s(t)(x∗) para todox∗ ∈C. El hecho de queC

τM = X∗ y la desigualdad (4.3) implican
quex∗( f (t)) ≤ δ ∗(x∗,F(t)) para todox∗ ∈ X∗. Finalmente, el teorema de separación de Hahn-
Banach garantiza quef (t) ∈ F(t), como se quería demostrar.

Tomamosf (t) ∈ F(t) arbitrario para cadat ∈ Ω \E. Entoncesf : Ω −→ X es un selector
integrable PettisdeF . En efecto, por la propia definición def , para cadax∗ ∈ A se tienex∗ ◦ f =
ρ(φ(x∗)) µ-a.e. Usando la Proposición 4.2.4(i) deducimos quef es escalarmente medible y,
comoX es separable, el teorema de medibilidad de Pettis (Teorema 1.7.6) nos asegura quef es
fuertemente medible. Por tanto,f es integrable Pettis, es decir,f ∈Q.
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Vamos a demostrar ahora que, para cadax∗ ∈ X∗, se cumple la igualdadρ(φ(x∗)) = x∗ ◦ f
µ-a.e. Evidentemente, esto se tiene cuandox∗ ∈C. En general, dadox∗ ∈ X∗, existe una red(x∗

β
)

contenida enC que esτM-convergente haciax∗. En vista de (4.2), para cadaβ tenemos

−δ
∗(x∗−x∗

β
,F)≤ ρ(φ(x∗

β
−x∗))≤ δ

∗(x∗
β
−x∗,F) µ-a.e.

ComoC es contable, podemos encontrar unG∈ Σ conµ(Ω\G) = 0 tal que

−δ
∗(x∗−x∗

β
,F(t))≤ x∗

β
( f (t))−ρ(φ(x∗))(t)≤ δ

∗(x∗
β
−x∗,F(t)) para todot ∈G y todoβ .

Tomando límites deducimos queρ(φ(x∗))(t) = x∗( f (t)) para todot ∈ G. Esto demuestra que
φ ∈ Q̃. Por tanto,Q̃ es cerrado en(L1(µ)X∗

,T).
Paso 3.-Q̃ esT-compacto. En efecto, para cadax∗ ∈ X∗, la familia

Cx∗ = {h∈L 1(µ) : −δ
∗(−x∗,F)≤ h≤ δ

∗(x∗,F)}

es un subconjunto uniformemente integrable deL 1(µ) y, por el Teorema 1.2.2, su imagen canóni-
ca enL1(µ), denotada porCµ

x∗
, es débilmente relativamente compacta. ComoQ̃⊂∏x∗∈X∗Cµ

x∗
y Q̃

esT-cerrado (Paso 2), se sigue quẽQ esT-compacto.

Paso 4.-FijamosE ∈ Σ y definimos una aplicaciónTE : Q̃−→ X medianteTE(φ) = ν f (E),
dondef es cualquier selector integrable Pettis deF cumpliendoρ(φ(x∗)) = x∗ ◦ f µ-a.e. para todo
x∗ ∈ X∗. Evidentemente,TE esT-w-continua, luego

TE(Q̃) = {ν f (E) : f : Ω−→ X es un selector integrable Pettis deF}

es débilmente compacto. Además,TE(Q̃) es convexo y, por tanto, pertenece acwk(X). Fijamos
x∗ ∈ X∗. Es evidente queδ ∗(x∗,TE(Q̃)) ≤

∫
E δ ∗(x∗,F) dµ. Por otro lado, dadoε > 0, podemos

considerar la función integrable Pettisg
ε,x∗ : Ω−→ X obtenida en la prueba delPaso 1. Entonces

νg
ε,x∗

(E) ∈ TE(Q̃) y

δ
∗(x∗,TE(Q̃))≥ x∗(νg

ε,x∗
(E)) =

∫
E

x∗ ◦g
ε,x∗ dµ

≥
∫

E
(δ ∗(x∗,F)− ε) dµ =

∫
E

δ
∗(x∗,F) dµ−µ(E)ε.

Como ε > 0 es arbitrario, se tieneδ ∗(x∗,TE(Q̃)) =
∫

E δ ∗(x∗,F) dµ. Esto demuestra queF es
integrable Pettis, con(P)

∫
E F dµ = TE(Q̃) para todoE ∈ Σ. La prueba del Teorema 4.2.3 ha

finalizado.

4.2.2. La integral de Pettis en términos de funciones univaluadas

En vista de la definición de la integral de Pettis para multi-funciones, es natural plantearse la
siguiente pregunta:¿una multi-función F: Ω −→ cwk(X) es integrable Pettis si y sólo si j◦F es
integrable Pettis?Aparentemente, en la literatura no existe un estudio previo sobre esta cuestión.
La siguiente proposición resume algunas respuestas parciales. En el Apartado 4.3.2 mostraremos
que el “sólo si” no es cierto en general (Observación 4.3.16).
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Proposición 4.2.7 ([CR04]).Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Consideramos las siguien-
tes condiciones:

(i) j ◦F es integrable Pettis;
(ii) F es integrable Pettis.

Entonces (i)⇒(ii) y, en tal caso, se tiene j((P)
∫

AF dµ) = (Pettis)
∫

A j ◦F dµ para cada A∈ Σ. Si
(F(Ω),h) es separable (e.g. F(Ω)⊂ ck(X)), entonces (i) y (ii) son equivalentes.

Demostración.Supongamos quej ◦F es integrable Pettis. EntoncesZ j◦F es un subconjunto uni-
formemente integrable deL 1(µ) (Corolario 1.9.3) y lo mismo ocurre conWF ⊂ Z j◦F . Utilizando
el Teorema 4.2.3 concluimos queF es integrable Pettis. Además, para cadaA∈ Σ y cadax∗ ∈BX∗ ,
tenemos

〈ex∗ ,ν j◦F(A)〉=
∫

A
〈ex∗ , j ◦F〉 dµ

=
∫

A
δ
∗(x∗,F) dµ = δ

∗
(

x∗,(P)
∫

A
F dµ

)
= 〈ex∗ , j

(
(P)

∫
A

F dµ

)
〉.

Por tanto,j((P)
∫

AF dµ) = ν j◦F(A) para todoA∈ Σ. Esto demuestra(i)⇒(ii) .
Supongamos ahora que(F(Ω),h) es separable y queF es integrable Pettis. Nótese que

Y = span(( j ◦F)(Ω))

es un subespacio cerradoseparablede`∞(BX∗) en el quej ◦F toma valores. Además, el conjunto
B = {ex∗ |Y : x∗ ∈ BX∗} ⊂ BY∗ es normante. ComoF es integrable Pettis, la familiaWF = Z j◦F,B es
uniformemente integrable (Teorema 4.2.3) y la Proposición 4.2.4 garantiza quej ◦F es integrable
Pettis, como se quería demostrar.

El resto del apartado está dedicado a demostrar que la implicación(ii)⇒(i) de la proposición
anterior es válida si debilitamos la hipótesis “(F(Ω),h) es separable” a “WF es estable”. Las ideas
son similares a las empleadas en el Apartado 2.3.2.

Lema 4.2.8. Sean Y un espacio de Banach y f: Ω−→Y una función tal que:

(i) existe una partición contable(An) de Ω en Σ tal que, para cada n, la restricción f|An
es

integrable Pettis;
(ii) existe un conjunto normante B⊂ BY∗ tal que Zf ,B es uniformemente integrable.

Entonces f es integrable Pettis.

Demostración.Comenzamos observando que,para cada E∈ Σ, la serie∑n ν f |An
(E∩An) es in-

condicionalmente convergente.En efecto, nótese que para cada conjunto finitoQ⊂ N se tiene∥∥∥ ∑
n∈Q

ν f |An
(E∩An)

∥∥∥ = sup
y∗∈B

∣∣∣ ∑
n∈Q

y∗
(
ν f |An

(E∩An)
)∣∣∣ = sup

y∗∈B

∣∣∣∫
E∩(

⋃
n∈Q An)

y∗ ◦ f dµ

∣∣∣. (4.4)

La convergencia incondicional de∑n ν f |An
(E∩An) se sigue ahora de la integrabilidad uniforme de

la familiaZf ,B.
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Definimosν : Σ −→ X medianteν(E) = ∑n ν f |An
(E∩An). Vamos a demostrar quef es in-

tegrable Pettis y queν f (E) = ν(E) para todoE ∈ Σ. Es claro quef es escalarmente medible.
Fijamosy∗0 ∈ BY∗ . Entonces

1
2

(∫
⋃n

k=1 Ak

|y∗0◦ f | dµ

)
≤ sup

E∈Σ
E⊂

⋃n
k=1 Ak

∣∣∣∫
E

y∗0◦ f dµ

∣∣∣ = sup
E∈Σ

∣∣∣ n

∑
k=1

∫
E∩Ak

y∗0◦ f dµ

∣∣∣
≤ sup

E∈Σ

∥∥∥ n

∑
k=1

ν f |Ak

(E∩Ak)
∥∥∥≤ sup

y∗∈B

∫
Ω
|y∗ ◦ f | dµ < +∞ para todon∈ N,

gracias a (4.4). Por tanto,y∗0◦ f ∈L 1(µ) y f es integrable Dunford. Finalmente, nótese que∫
E

y∗ ◦ f dµ = ∑
n

y∗
(
ν f |An

(E∩An)
)

= y∗(ν(E)) para todoy∗ ∈Y∗ y todoE ∈ Σ.

Esto demuestra quef es integrable Pettis, conν f (E) = ν(E) para todoE ∈ Σ.

Corolario 4.2.9. Sean Y un espacio de Banach y f: Ω−→Y una función tal que:

(i) existe una partición contable(An) de Ω en Σ tal que, para cada n, la restricción f|An
es

acotada;
(ii) existe un conjunto normante B⊂ BY∗ tal que Zf ,B es uniformemente integrable y estable.

Entonces f es integrable Pettis y Zf es estable.

Demostración.Fijamosn ∈ N. Como la familiaZf |An
,B es uniformemente acotada y estable, un

resultado de Talagrand (véase [Tal84, 11-2-1] o [Fre03, 465N]) nos asegura que aco(Zf |An
,B) =

Zf |An
,aco(B) también es estable y, por tanto, lo mismo ocurre conZf |An

,aco(B)
Tp = Zf |An

. Como f |An
es

acotada, podemos aplicar el Teorema 1.9.4 para concluir quef |An
es integrable Pettis. El resultado

se sigue ahora del Lema 4.2.8.

Ya estamos preparados para aplicar las técnicas de familias estables de funciones dentro del
contexto de la integración de correspondencias.

Proposición 4.2.10.Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-función integrable Pettis tal que WF es
estable. Entonces j◦F es integrable Pettis y Zj◦F es estable.

Demostración.Recordemos que la composiciónj ◦F toma valores enY = Cb(BX∗ ,τM). En la
prueba del Lema 4.1.15 hemos visto que existe un conjunto normantecontable B⊂ BY∗ tal que
Z j◦F,B ⊂WF . Como la familiaZ j◦F,B está formada por funciones medibles y

‖( j ◦F)(t)‖∞ = sup
y∗∈B

|〈y∗,( j ◦F)(t)〉| para todot ∈Ω,

se sigue que la funciónt 7→ ‖( j ◦F)(t)‖∞ es medible. En particular, existe una partición contable
(An) deΩ enΣ tal que j ◦F |An

está acotada para cadan.
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Por otro lado, comoZ j◦F,B es uniformemente integrable (gracias a la integrabilidad Pettis deF ,
Teorema 4.2.3) y estable, el Corolario 4.2.9 nos permite concluir quej ◦F es integrable Pettis y
queZ j◦F es estable. La prueba ha finalizado.

4.3. La integral de Birkhoff de multi-funciones

En esta sección estudiamos la extensión natural de la integral de Birkhoff al caso de multi-
funciones con valores encwk(X). Para formular la definición seguimos los pasos de Debreu,
reemplazando integrabilidad Bochner por integrabilidad Birkhoff.

Definición 4.3.1 ([CR04]).Sea F: Ω−→ cwk(X) una multi-función. Decimos que F es integrable
Birkhoff si la composición j◦F : Ω−→ `∞(BX∗) es integrable Birkhoff.

SeaF : Ω −→ cwk(X) una multi-función integrable Birkhoff. Entoncesj ◦F es integrable
Pettis y el teorema de separación de Hahn-Banach garantiza queν j◦F(Ω)∈ µ(Ω) ·co(( j ◦F)(Ω)),
véase e.g. [DU77, Corollary 8, p. 48]. Utilizando el Lema 4.1.4 deducimos queν j◦F(Ω) pertenece
a j(cwk(X)) y, por tanto, existe un único(B)

∫
Ω F dµ ∈ cwk(X), la integral de Birkhoff de F,

cumpliendo

j
(
(B)

∫
Ω

F dµ

)
= ν j◦F(Ω).

Por otra parte, es claro que, para cadaA ∈ Σ, la restricciónF |A : A −→ cwk(X) es integrable
Birkhoff respecto deµA y su integral de Birkhoff, denotada por(B)

∫
AF dµ, satisface

j
(
(B)

∫
A

F dµ

)
= ν j◦F(A).

Como consecuencia inmediata del Lema 4.1.4 y las Proposiciones 2.1.4 y 4.1.18, obtenemos
la siguiente caracterización “intrínseca” de la integrabilidad Birkhoff.

Corolario 4.3.2 ([CR04]). Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-función. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) F es integrable Birkhoff;
(ii) existe un C∈ cwk(X) con la siguiente propiedad: para cadaε > 0 existe una partición

contableΓ deΩ enΣ tal que, para cada partición contableΓ′ = (An) deΩ enΣ más fina
queΓ y cualquier elección T′ = (tn) en Γ′, la serie∑n µ(An)F(tn) es incondicionalmente
convergente y

h
(
∑
n

µ(An)F(tn),C
)
≤ ε.

En tal caso, C= (B)
∫

Ω F dµ.

Observación 4.3.3.En vista del corolario anterior y la Observación 4.1.19, las nociones de in-
tegrabilidad Birkhoff e integral de Birkhoff para multi-funciones no dependen de la inmersión
particular decwk(X) en un espacio de Banach que hayamos utilizado, siempre que se cumplan las
propiedades(i)-(iv) del Lema 4.1.4.
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En los Apartados 4.3.1 y 4.3.2 vamos a discutir la relación que existe entre la integral de
Birkhoff para multi-funciones y las integrales de Debreu y Pettis. SiX es separable, para una
multi-funciónF : Ω−→ cwk(X) se tiene:

F integrable Debreu⇒ F integrable Birkhoff⇒ F integrable Pettis.

La primera (resp. segunda) implicación se convierte en una equivalencia siX tiene dimensión
finita (resp. siF toma valores enck(X)), véase el Teorema 4.3.7 (resp. Corolario 4.3.13). Por otra
parte, cuandoX tiene dimensión infinita yX∗ es separable, los recíprocos de ambas implicaciones
no son válidos en general, incluso para multi-funciones acotadas (Teoremas 4.3.10 y 4.3.15).

Para establecer algunos de estos resultados necesitamos reinterpretar, en el lenguaje de las
multi-funciones, algunas de las caracterizaciones de la integrabilidad Birkhoff en términos de la
propiedad de Bourgain (Sección 2.3.1).

Corolario 4.3.4. Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-función acotada. Entonces F es integrable
Birkhoff si y sólo si WF tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Es una consecuencia inmediata del Teorema 2.3.2, teniendo en cuenta quej ◦F es
acotada y queWF = Z j◦F,E , dondeE ⊂ B`∞(BX∗ )

∗ es normante.

Corolario 4.3.5. Supongamos que(BX∗ ,w∗) es separable. Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-
función. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) F es integrable Birkhoff;
(ii) WF es uniformemente integrable y tiene la propiedad de Bourgain.

Demostración.Por el Lema 4.1.15,(BCb(BX∗ ,τM)∗ ,w
∗) es separable. El resultado se sigue aplicando

el Corolario 2.3.28 aj ◦F , que toma valores enCb(BX∗ ,τM).

4.3.1. Relación con la integral de Debreu

Dado un espacio de BanachY, sabemos que toda función integrable Bochnerf : Ω −→Y es
integrable Birkhoff (Teorema 2.1.9), y que las correspondientes integrales coinciden. Por tanto, de
las propias definiciones se deduce el siguiente

Corolario 4.3.6. Toda multi-función integrable Debreu F: Ω −→ cwk(X) es integrable Birkhoff
y (B)

∫
Ω F dµ = (De)

∫
Ω F dµ.

Al igual que ocurre para funciones univaluadas, el recíproco del Corolario 4.3.6 es cierto
cuandoX tiene dimensión finita.

Teorema 4.3.7 ([CR04]).Supongamos que X tiene dimensión finita. Entonces una multi-función
F : Ω−→ ck(X) es integrable Debreu si y sólo si es integrable Birkhoff.
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Demostración.Sólo tenemos que demostrar la condición suficiente. Supongamos queF es in-
tegrable Birkhoff. Comospan( j(ck(X))) es separable (Corolario 4.1.6) yj ◦F es escalarmente
medible, j ◦F es fuertemente medible, por el teorema de medibilidad de Pettis (Teorema 1.7.6).
En virtud de la Proposición 1.8.3, para ver quej ◦F es integrable Bochner basta demostrar que∫

Ω
‖ j ◦F‖∞ dµ < +∞.

Dado cualquier conjuntoA⊂Ω, escribimosF(A) =
⋃

t∈AF(t). Nótese que

‖( j ◦F)(A)‖= sup{‖ j(F(t))‖∞ : t ∈ A}= sup{‖F(t)‖ : t ∈ A}= ‖F(A)‖.

Como j ◦ F es integrable Birkhoff, existe una partición contable(Am) de Ω en Σ tal que la
restricción j ◦ F |Am

está acotada cuandoµ(Am) > 0 y, para cada elección(tm) en (Am), la se-
rie ∑mµ(Am)( j ◦ F)(tm) es incondicionalmente convergente. Por tanto,‖F(Am)‖ < +∞ cuan-
do µ(Am) > 0 y la serie de conjuntos∑mµ(Am)F(Am) converge incondicionalmente (Proposi-
ción 4.1.18). En espacios de dimensión finita las nociones de convergencia incondicional y con-
vergencia absoluta coinciden, luego∫

Ω
‖ j ◦F‖∞ dµ ≤ ∑

µ(Am)>0

µ(Am)‖( j ◦F)(Am)‖= ∑
µ(Am)>0

µ(Am)‖F(Am)‖< +∞.

Esto completa la demostración.

Es bien conocido que, para una funciónacotadacon valores en un espacio de Banachse-
parable, las nociones de integrabilidad Bochner e integrabilidad Birkhoff coinciden (basta com-
binar la Proposición 1.8.3 con el teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6). En el Teorema 4.3.10
mostramos que, cuando se trabaja multi-funciones, esta equivalencia no es válida en general. Para
la demostración necesitamos un par de lemas técnicos.

Lema 4.3.8 ([CR04]). La familia uniformemente acotada

Q := {χ[0,s) : s∈ [0,1]}∪{χ[s,1] : s∈ [0,1]} ⊂ R[0,1]

es de oscilación pequeña.

Demostración.En vista de la igualdadχ[s,1] = 1− χ[0,s), s∈ [0,1], la familiaQ es de oscilación
pequeña si y sólo si ocurre lo mismo con{χ[0,s) : s∈ [0,1]}. Fijamosε > 0 y tomamosn ∈ N
suficientemente grande tal que 2/n≤ ε. DefinimosAi := [(i−1)/n, i/n) para cada 1≤ i ≤ n−1 y
An := [(n−1)/n,1]. Dadosti , t

′
i ∈ Ai , 1≤ i ≤ n, para cadas∈ [0,1] tenemos∣∣∣ n

∑
i=1

λ (Ai)χ[0,s)(ti)−
n

∑
i=1

λ (Ai)χ[0,s)(t
′
i )

∣∣∣ =
1
n
·
∣∣∣ n

∑
i=1

(
χ[0,s)(ti)−χ[0,s)(t

′
i )

)∣∣∣
=

1
n
·
∣∣∣ n

∑
i=1

(
χ(ti ,1](s)−χ(t ′i ,1](s)

)∣∣∣≤ 1
n
·
∣∣∣ ∑
ti<t ′i

χ(ti ,t ′i ]
(s)

∣∣∣+ 1
n
·
∣∣∣ ∑
ti>t ′i

χ(t ′i ,ti ]
(s)

∣∣∣≤ 2
n
≤ ε.

Esto demuestra que la familia{χ[0,s) : s∈ [0,1]} es de oscilación pequeña.
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Lema 4.3.9 ([CR04]).Fijamos una enumeración{q1,q2, . . .} deQ∩ [0,1]. Dados b1, . . . ,bN ∈R,
definimos hb1,...,bN

: [0,1]−→ R por la fórmula

hb1,...,bN
(t) := máx

(
{bn : 1≤ n≤ N, qn ≤ t}∪{0}

)
.

Entonces, para cada r> 0, la familia uniformemente acotada

Hr := {hb1,...,bN
: b1, . . . ,bN ∈ [0, r], N ∈ N} ⊂ R[0,1]

es oscilación pequeña.

Demostración.Comenzamos probando queHr ⊂ aco(3rQ), dondeQ es la familia definida en el
Lema 4.3.8. Fijamosb1, . . . ,bN ∈ [0, r]. Tomamos una permutaciónσ de{1, . . . ,N} tal que

q
σ(1) < q

σ(2) < .. . < q
σ(N)

y definimos
ci := máx

(
{b

σ( j) : 1≤ j ≤ i}∪{0}
)
, 1≤ i ≤ N.

Nótese que 0≤ c1 ≤ c2 ≤ . . .≤ cN ≤ r y que tenemos

hb1,...,bN
=

N−1

∑
i=1

ciχ[q
σ(i),qσ(i+1))

+cNχ[q
σ(N),1] =

N−1

∑
i=1

ci(χ[0,q
σ(i+1))

−χ[0,q
σ(i))

)+cNχ[q
σ(N),1]

=−c1χ[0,q
σ(1))

+
N−1

∑
i=2

(ci−1−ci)χ[0,q
σ(i))

+cN−1χ[0,q
σ(N))

+cNχ[q
σ(N),1].

Además,

|−c1|+
N−1

∑
i=2

|ci−1−ci |+ |cN−1|+ |cN|= c1 +
N−1

∑
i=2

(ci −ci−1)+cN−1 +cN = 2cN−1 +cN ≤ 3r.

Por tanto,hb1,...,bN
∈ aco(3rQ). Esto demuestra queHr ⊂ aco(3rQ).

Finalmente, como la familiaQ es de oscilación pequeña (Lema 4.3.8), lo mismo ocurre con
3rQ y, por tanto, conHr ⊂ aco(3rQ) (véase la prueba del Teorema 2.3.12).

Teorema 4.3.10 ([CR04]).Supongamos que X es de dimensión infinita y que X∗ es separable.
Entonces existe una multi-función acotada integrable Birkhoff F: [0,1] −→ cwk(X) que no es
integrable Debreu.

Demostración.Utilizamos las notaciones introducidas en el Lema 4.3.9. Como en la prueba de la
Proposición 4.1.10, podemos tomar una base de Markushevich deX, digamos{(xn,x∗n)}n∈N, tal
que

r := supn∈N ‖xn‖< +∞ y M := supn∈N ‖x∗n‖< +∞;

X∗ = span{xn : n∈ N}‖·‖.
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En vista de los Lemas 4.1.7 y 4.1.8, podemos definir una multi-función acotada

F : [0,1]−→ cwk(X), F(t) := aco{xn : qn ≤ t}.

En primer lugar, vamos a probar queF no es integrable Debreu. En efecto, para cualesquiera
puntost 6= sen[0,1], tenemos{n∈N : qn≤ t} 6= {n∈N : qn≤ s} y, por tanto,h(F(t),F(s))≥ 1/M
(Lema 4.1.7). Se sigue inmediatamente quej ◦F no es fuertemente medible.

Por otra parte,F es integrable Birkhoff. Para verlo sólo tenemos que comprobar queWF es una
familia de oscilación pequeña (Corolario 4.3.4). Definimos

G := {δ
∗(x∗,F) : x∗ ∈ BX∗ ∩span{x∗m : m∈ N}}.

Se afirma queG ⊂ Hr . En efecto, dado cualquierx∗ = ∑N
n=1anx∗n ∈ BX∗ ∩ span{x∗m : m∈ N}, se

cumplex∗(xn) = an y |an| ≤ ‖xn‖ ≤ r para todo 1≤ n≤ N. Además, para cadat ∈ [0,1], tenemos

δ
∗(x∗,F(t)) = sup

{
x∗(x) : x∈ aco{xm : qm≤ t}

}
= sup

{ N

∑
n=1

∑
qm≤t

anλmδn,m : ∑
qm≤t

|λm| ≤ 1, λm = 0 para todom salvo una cantidad finita
}

= sup
{ N

∑
n=1
qn≤t

anλn : ∑
qm≤t

|λm| ≤ 1, λm = 0 para todom salvo una cantidad finita
}

.

Es claro ahora que

δ
∗(x∗,F(t)) = máx

(
{|an| : 1≤ n≤ N, qn ≤ t}∪{0}

)
= h|a1|,...,|aN|

(t) para todot ∈ [0,1].

Esto demuestra queG ⊂Hr . Como consecuencia del Lema 4.3.9, deducimos queG es una familia

de oscilación pequeña y, por tanto,G
Tp también es de oscilación pequeña.

Para finalizar la prueba vamos a comprobar queWF ⊂ G
Tp. Fijamosx∗ ∈ BX∗ . Como

X∗ = span{x∗n : n∈ N}‖·‖,

existe una sucesión(y∗n) contenida enBX∗ ∩span{x∗n : n∈N} que converge ax∗ en norma. En par-
ticular,τM− l ı́mny∗n = x∗ y, por tanto, para cadat ∈ [0,1] tenemos ĺımn δ ∗(y∗n,F(t)) = δ ∗(x∗,F(t)).
Se sigue queδ ∗(x∗,F) ∈ G

Tp, como se quería demostrar.

Dados un subespacio cerradoZ ⊂ X y una multi-funciónF : Ω −→ cwk(Z), es fácil com-
probar queF es integrable Birkhoff (resp. Debreu) si y sólo siF es integrable Birkhoff (resp.
Debreu) cuando se considera como multi-función con valores encwk(X) (en tal caso, las respec-
tivas integrales coinciden). Por otra parte, ya hemos mencionado queX∗ tiene la propiedad de
Radon-Nikodým si y sólo si todo subespacio cerrado separable de X tiene dual separable(véase
la Sección 1.4). En vista de todo esto, el Teorema 4.3.10 nos permite deducir el siguiente resultado.
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Corolario 4.3.11 ([CR04]). Supongamos que X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodým. Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) toda multi-función integrable Birkhoff F: [0,1]−→ cwk(X) es integrable Debreu;
(ii) toda multi-función acotada integrable Birkhoff F: [0,1]−→ cwk(X) es integrable Debreu;

(iii) X es de dimensión finita.

4.3.2. Relación con la integral de Pettis

Para funciones con valores en espacios de Banach separables, las nociones de integrabilidad
Birkhoff e integrabilidad Pettis son equivalentes (Corolario 2.1.17). Combinando este hecho con
la Proposición 4.2.7 y el Teorema 4.2.3, obtenemos los siguientes corolarios.

Corolario 4.3.12 ([CR04]). Supongamos que X es separable. Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-
función integrable Birkhoff. Entonces:

(i) F es integrable Pettis;
(ii) F admite selectores fuertemente medibles;

(iii) cada selector fuertemente medible de F es integrable Birkhoff;
(iv) para cada A∈ Σ se cumple la igualdad

(B)
∫

A
F dµ = {ν f (A) : f : Ω−→ X es un selector integrable Birkhoff de F}.

Corolario 4.3.13 ([CR04]). Supongamos que X es separable. Sea F: Ω −→ cwk(X) una multi-
función tal que(F(Ω),h) es separable (e.g. F(Ω)⊂ ck(X)). Entonces F es integrable Birkhoff si
y sólo si F es integrable Pettis.

Demostración.Nótese quej ◦F toma valores en el espacio separablespan( j ◦F(Ω)).

Durante el resto de la sección escribimosπn : {0,1}N −→ R para denotar la proyección en la
n-ésima coordenada.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Lema 2.2.8 aplicado a la sucesión
En = {z∈{0,1}N : πn(z) = 1} en el espacio de probabilidad({0,1}N,L1,λ1). Sin embargo, hemos
optado por incluir una prueba directa.

Lema 4.3.14 ([CR04]).La familia{πn : n∈N} no tiene la propiedad de Bourgain respecto deλ1.

Demostración.Supongamos, por reducción al absurdo, que{πn : n ∈ N} tiene la propiedad de
Bourgain. Entonces existenA1, . . . ,Am∈Σ conλ1(Ai) > 0 tales queN =

⋃m
i=1Qi , donde escribimos

Qi = {n∈ N : osc(πn|Ai
) < 1}= {n∈ N : π

−1
n ({0})∩Ai = /0 ó π

−1
n ({1})∩Ai = /0}.

Por tanto, existe un 1≤ i ≤ m tal queQi es infinito. Comoπn(z) = πn(z′) para cadaz,z′ ∈ Ai y
cadan∈ Qi , deducimos queAi ⊂ ∏∞

n=1Tn, donde #(Tn) = 1 para cadan∈ Qi y Tn = {0,1} para
cadan∈ N\Qi . ComoQi es infinito, se sigue queλ1(Ai)≤ λ1(∏

∞
n=1Tn) = 0, contradicción.



••188 Las integrales de Birkhoff y Pettis para funciones multi-valuadas

Teorema 4.3.15 ([CR04]).Supongamos que X es de dimensión infinita y que X∗ es separable.
Entonces existe una multi-función acotada integrable Pettis F: [0,1] −→ cwk(X) que no es inte-
grable Birkhoff.

Demostración.Como({0,1}N,L1,λ1) y ([0,1],L ,λ ) son espacios de medida isomorfos (véase
la Sección 1.1), basta encontrar una multi-función acotada integrable PettisF : {0,1}N−→ cwk(X)
que no sea integrable Birkhoff respecto deλ1.

Como en la demostración del Teorema 4.3.10, fijamos una base de Markushevich{(xn,x∗n)}n∈N
deX con las siguientes propiedades:

supn∈N ‖xn‖< +∞ y x∗n ∈ BX∗ para cadan∈ N;

X∗ = span{x∗n : n∈ N}‖·‖.
Los Lemas 4.1.7 y 4.1.8 nos permiten definir una multi-funciónF : {0,1}N −→ cwk(X) por

F(z) :=

{
aco{xn : πn(z) = 1} si z∈ {0,1}N \{0},
{0} si z= 0 := (0,0, . . .).

Comenzamos probando queF no es integrable Birkhoff. En efecto, para ello sólo necesitamos
ver que la familia{δ ∗(x∗n,F) : n∈ N} ⊂WF no tiene la propiedad de Bourgain (Corolario 4.3.4).
Nótese que, para cadan∈ N, tenemos

δ
∗(x∗n,F(z)) = sup

{
x∗n(x) : x∈ aco{xm : πm(z) = 1}

}
= πn(z) para todoz∈ {0,1}N \{0}.

Por tanto,{δ ∗(x∗n,F) : n∈ N}= {πn : n∈ N} no tiene la propiedad de Bourgain (Lema 4.3.14).
Por otro lado, para demostrar queF es integrable Pettissólo tenemos que comprobar queWF

es uniformemente integrable (Teorema 4.2.3). ComoF es acotada, la familiaWF es uniformemente
acotada y basta probar queδ ∗(x∗,F) es medible para cadax∗ ∈BX∗ . Comenzamos con el siguiente
caso particular.

Afirmación.-δ ∗(x∗,F) es medible para cada x∗ ∈ span{x∗n : n ∈ N}. En efecto, fijamos un
x∗ ∈ span{x∗n : n∈N} y escribimosx∗ = ∑N

n=1 αnx∗n, αi ∈R. Nótese que para cadaz∈ {0,1}N \{0}
se tiene

δ
∗(x∗,F(z)) = sup

{
x∗(x) : x∈ aco{xm : πm(z) = 1}

}
= sup

{ N

∑
n=1

∑
πm(z)=1

αnλmδn,m : ∑
πm(z)=1

|λm| ≤ 1, λm = 0 para todom salvo una cantidad finita
}

= sup
{ N

∑
n=1

πn(z)=1

αnλn : ∑
πm(z)=1

|λm| ≤ 1, λm = 0 para todom salvo una cantidad finita
}

.

Es fácil ver ahora que

δ
∗(x∗,F(z)) =

{
máx{|αn| : 1≤ n≤ N, πn(z) = 1} si z∈ A

0 siz∈Ω\A,
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dondeA :=
⋃N

n=1{z∈ {0,1}N : πn(z) = 1}. Por tanto,δ ∗(x∗,F) es medible, como se quería de-
mostrar.

Finalmente, fijamos unx∗ ∈ BX∗ arbitrario. ComoX∗ = span{x∗n : n∈ N}‖·‖, existe una suce-
sión (y∗n) en span{x∗n : n ∈ N} que converge ax∗ en norma y, en particular, en la topología de
MackeyτM. Por tanto, para cadaz∈ {0,1}N tenemos ĺımn δ ∗(y∗n,F(z)) = δ ∗(x∗,F(z)). En virtud
de laAfirmaciónanterior,δ ∗(x∗,F) es medible. Esto completa la demostración.

Observación 4.3.16.De hecho, la multi-funciónF construida en la prueba del teorema anterior
cumple quej ◦F no es escalarmente medibley, por tanto,j ◦F no es integrable Pettis.

Demostración.IdentificamosP(N) con {0,1}N mediante la biyecciónψ : {0,1}N −→ P(N)
dada porψ(z) := {n ∈ N : πn(z) = 1}, y fijamos un ultrafiltro no principalU ⊂ P(N). Ya
sabemos queψ−1(U ) ⊂ {0,1}N no es medible (véase la Sección 1.2). Definimosξ ∈ `∞(BX∗)∗

medianteξ (h) := l ı́mn→U h(x∗n). Se afirma que〈ξ , j ◦ F〉 no es medible. En efecto, para cada
z∈ {0,1}N se tiene

〈ξ , j ◦F〉(z) = l ı́m
n→U

δ
∗(x∗n,F(z)) = l ı́m

n→U
πn(z) = χ

ψ−1(U )(z),

donde la última igualdad es consecuencia de queU es un ultrafiltro. Esto completa la prueba.
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A lo largo de este capítulo X e Y son dos espacios de Banach y(Ω,Σ,µ) es un espacio de
medida finito y completo.

Un operadoru : X −→ Y se diceabsolutamente sumantesi, para cada serie incondicional-
mente convergente∑nxn enX, la serie∑nu(xn) es absolutamente convergente. Como los opera-
dores absolutamente sumantes mejoran las propiedades de sumabilidad de las sucesiones,“no es
sorprendente que también mejoren la integrabilidad de las funciones vectoriales”, [DJT95, p. 56].
Aparentemente, el primero en considerar este tipo de cuestiones fue Diestel [Die72], que probó
el siguiente resultado. EscribimosPm(µ,X) para denotar el espacio de las (clases de equivalencia
escalar de) funciones fuertemente medibles e integrables Pettis deΩ enX.

Teorema 5.0.0 (Diestel).Si un operador u: X −→Y es absolutamente sumante, entonces:

(i) para cada función fuertemente medible e integrable Pettis f: Ω−→X, la composición u◦ f
es integrable Bochner;

(ii) la aplicación lineal

ũ : (Pm(µ,X),‖ · ‖P)−→ (L1(µ,Y),‖ · ‖1), f 7→ u◦ f ,

es continua.

Recíprocamente, siµ(Ω) > 0, µ no tiene átomos y u: X −→ Y es un operador que satisface (i)
y (ii), entonces u es absolutamente sumante.

Más adelante, Belanger y Dowling [BD88] demostraron quesi µ es perfecta, u: X −→ Y
es un operador absolutamente sumante y f: Ω −→ X es una función acotada integrable Pettis,
entonces u◦ f es escalarmente equivalente a una función integrable Bochner. Recientemente,
Marraffa [Mar04] ha eliminado la hipótesis de acotación en el resultado anterior y ha probado el
análogo del Teorema 5.0.0 para funciones integrables McShane definidas en un espacio de medida
topológico de Radon y compacto. Cabe señalar aquí que Heiliö [Hei88] también estudió problemas
similares en el contexto de las medidas de Baire en espacios de Banach.

En este capítulo pretendemos avanzar un poco más en el estudio de la composición de una
función vectorial “integrable” con un operador absolutamente sumante. Nuestro análisis involucra
clases especiales de espacios de Banach no separables, además de nociones como la estabilidad
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y la integrabilidad Birkhoff o McShane. Los resultados originales de este capítulo proceden de
nuestro artículo [Rod06].

5.1. Preliminares sobre operadoresp-sumantes

El punto de partida de la teoría de los operadoresp-sumantes se sitúa en el artículo pionero de
Pietsch [Pie67] (aunque las raíces se remontan a algunos trabajos de Grothendieck de los años 50).
En esta sección realizamos una breve introducción a esta clase de operadores y presentamos algu-
nas de sus propiedades fundamentales, debidas en su mayoría al propio Pietsch. Nuestra referencia
básica es el libro de Diestel, Jarchow y Tongue [DJT95].

Definición 5.1.1. Sea1≤ p < +∞. Un operador u: X −→ Y se dice p-sumante si existe una
constante C≥ 0 tal que( n

∑
i=1

‖u(xi)‖
p
)1/p

≤C ·sup
{( n

∑
i=1

|x∗(xi)|
p
)1/p

: x∗ ∈ BX∗

}
para cada colección finita x1, . . . ,xn ∈ X. En tal caso, la menor constante C≥ 0 que cumple la
desigualdad anterior se denota porπp(u).

Es bien conocido que la noción anterior coincide con la de operador absolutamente sumante
cuandop = 1 (véase e.g. [DJT95, p. 34]).

Proposición 5.1.2.Un operador u: X −→Y es absolutamente sumante si y sólo si es1-sumante.

Observación 5.1.3.Seau : X −→Y un operador absolutamente sumante. Entonces

n

∑
i=1

‖u(xi)‖ ≤ 2π1(u) ·sup
{∥∥∥∑

i∈S

xi

∥∥∥ : S⊂ {1, . . . ,n}
}

(5.1)

para cada colección finitax1, . . . ,xn ∈ X.

La siguiente proposición (véase e.g. [DJT95, 2.8]) relaciona los caracteres dep-sumabilidad
y q-sumabilidad de un operador entre espacios de Banach.

Proposición 5.1.4.Sean1≤ p < q < +∞. Entonces todo operador p-sumante u: X −→ Y es
q-sumante, conπq(u)≤ πp(u).

A continuación presentamos dos resultados que muestran algunos ejemplos de operadores
absolutamente sumantes de especial relevancia, véase e.g. [DJT95, 3.4] y [DJT95, 2.9 (b)].

Teorema 5.1.5 (Grothendieck).Sean(Ω1,Σ1,µ1) y (Ω2,Σ2,µ2) dos espacios de medida (no
necesariamente finita). Entonces todo operador u: L1(µ1)−→ L2(µ2) es absolutamente sumante.

Proposición 5.1.6.Sean1≤ p< +∞, K un espacio topológico compacto Hausdorff yν ∈M+(K).
Consideramos el operador

jp,ν : C(K)−→ Lp(ν)

que envía cada función a su clase de equivalencia. Entonces jp,ν es p-sumante.
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El siguiente teorema (véase e.g. [DJT95, Theorem 2.13]), conocido habitualmente comoteo-
rema de factorizaciónde Pietsch, nos dice que cualquier operadorp-sumante “factoriza” a través
de un operador de la formajp,ν .

Dado un conjunto normantew∗-compactoK ⊂ BX∗ , escribimosiK para denotar la inmersión
isométrica lineal deX enC(K) definida medianteiK(x)(x∗) = x∗(x) para todox∈X y todox∗ ∈K.

Teorema 5.1.7 (Pietsch).Sea1≤ p < +∞. Sean u: X −→Y un operador y K⊂ BX∗ un conjunto
normante w∗-compacto. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) u es p-sumante;
(ii) existenν ∈M+(K), un subespacio cerrado Z de Lp(ν) y un operador v: Z−→Y tales que

jp,ν(iK(X))⊂ Z;
v◦ jp,ν ◦ iK = u.

Como consecuencia del teorema de factorización de Pietsch tenemos los siguientes corolarios,
véase e.g. [DJT95, p. 48].

Corolario 5.1.8. Sean1≤ p < +∞ y K un espacio topológico compacto Hausdorff. Un operador
u : C(K)−→Y es p-sumante si y sólo si existenν ∈M+(K) y un operador v: Lp(ν)−→Y tales
que v◦ jp,ν = u.

Corolario 5.1.9. Sea K⊂ BX∗ un conjunto normante w∗-compacto. Un operador u: X −→Y es
2-sumante si y sólo si existenν ∈M+(K) y un operador v: L2(ν)−→Y tales que v◦ j2,ν ◦ iK = u.

Finalizamos la sección con dos aplicaciones bien conocidas del teorema de factorización de
Pietsch que serán fundamentales más adelante. El lector puede encontrar las demostraciones en
[DJT95, 2.17] y [DJT95, 2.19], respectivamente.

Teorema 5.1.10.Todo operador p-sumante u: X −→ Y es débilmente compacto, i.e. u(BX) es
débilmente relativamente compacto.

Proposición 5.1.11.Sea u: X −→ Y. Entonces u es p-sumante si y sólo si el segundo adjunto
u∗∗ : X∗∗ −→Y∗∗ es p-sumante.

5.2. Equivalencia escalar con funciones integrables Bochner

El objetivo principal de esta sección es extender el resultado de Belanger y Dowling [BD88]
mencionado en la introducción al caso de funciones integrables Dunford, sin suponer queµ es per-
fecta (Teorema 5.2.3). Como aplicación proporcionamos una respuesta afirmativa a un problema
propuesto por Heiliö en [Hei88] (Proposición 5.2.5). Además, también estudiamos la continuidad
del operador “composición”f 7→ u◦ f (Corolarios 5.2.7 y 5.2.8).

Comenzamos probando el siguiente lema elemental.

Lema 5.2.1. Sea u: X −→Y un operador absolutamente sumante. Siν : Σ−→ X es una medida
finitamente aditiva con rango acotado, entonces la composición u◦ν es una medida finitamente
aditiva con variación acotada.
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Demostración.Dada cualquier partición finita deΩ en Σ, digamos{E1, . . . ,En}, la desigual-
dad (5.1) nos permite deducir

n

∑
i=1

‖u◦ν(Ei)‖ ≤ 2π(u) ·sup
{∥∥∥∑

i∈S

ν(Ei)
∥∥∥ : S⊂ {1, . . . ,n}

}
≤ 2π(u) ·sup{‖ν(A)‖ : A∈ Σ}< +∞.

Por tanto,u◦ν tiene variación acotada.

El siguiente resultado nos dice, en particular, que a la hora de estudiar la integrabilidad Bochn-
er de la composición de una función integrable Dunford con un operador absolutamente sumante,
basta analizar si dicha composición es fuertemente medible.

Lema 5.2.2 ([Rod06]).Sean u: X −→Y un operador absolutamente sumante, f: Ω −→ X una
función integrable Dunford y g: Ω −→ Y una función escalarmente equivalente a u◦ f . Las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) g es integrable Bochner;
(ii) g es fuertemente medible.

En particular, u◦ f es integrable Bochner si y sólo si es fuertemente medible.

Demostración.Supongamos queg es fuertemente medible. Comof es integrable Dunford, la
composiciónu◦ f también lo es, conνu◦ f = u∗∗ ◦ ν f . Por tanto,g es integrable Dunford yνg =
νu◦ f = u∗∗ ◦ ν f . Por otra parte,u∗∗ es absolutamente sumante (Proposición 5.1.11) y podemos
aplicar el Lema 5.2.1 aν f y u∗∗ para deducir queu∗∗ ◦ν f = νg tiene variación acotada. En vista
del Corolario 1.8.12,g es integrable Bochner, como se quería demostrar.

Teorema 5.2.3 ([Rod06]).Sean u: X −→ Y un operador absolutamente sumante y f: Ω −→
X una función integrable Dunford. Entonces u◦ f es escalarmente equivalente a una función
integrable Bochner g: Ω−→Y.

Demostración.Como u es un operador débilmente compacto (Teorema 5.1.10), el espacio de
Banachu(X) es débilmente compactamente generado y, en particular, compacto en medida con
su topología débil (véase la Sección 1.4). Por tanto, la función escalarmente medibleu◦ f (que
toma valores enu(X)) es escalarmente equivalente a una función fuertemente medibleg : Ω−→Y
(Corolario 1.7.12). El Lema 5.2.2 nos asegura ahora queg es integrable Bochner.

Durante la revisión final de esta memoria, observamos que el Teorema 5.2.3 había sido de-
mostrado anteriormente por Lewis [Lew] en un trabajo sin publicar.

A continuación mostramos una aplicación del Teorema 5.2.3 dentro del contexto de las me-
didas de Baire en espacios de Banach. En concreto, vamos a considerar la clase de las medidas
débilmente sumables introducidas por Heiliö en [Hei88].
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Definición 5.2.4 ([Hei88]). Seaϑ una medida no negativa y finita enBaire(X,w). Decimos que

(i) ϑ es débilmente sumable si la función “identidad” IX : X −→ X es integrable Dunford
respecto de la completación deϑ ;

(ii) ϑ es absolutamente sumable si es débilmente sumable y existe una medida no negativa y
finita ϑ̃ enBorel(X,‖ · ‖) tal que

ϑ̃ |Baire(X,w) = ϑ ;

IX es integrable Bochner respecto de la completación deϑ̃ .

Heiliö demostró en [Hei88, 8.2.4] que, dados un operador absolutamente sumanteu : X −→Y
y una medida (no negativa y finita) débilmente sumableϑ en Baire(X,w), la medida imagen
ϑu−1 inducida en Baire(Y,w) es absolutamente sumablesi IX es integrable Pettis respecto de la
completación deϑ y su integral indefinida tiene rango relativamente compacto en norma. En
[Hei88, 8.2.5] se plantea la cuestión de si ocurre lo mismo para cualquier medida débilmente
sumable. Ahora podemos proporcionar una respuesta afirmativa a dicha pregunta.

Proposición 5.2.5 ([Rod06]).Sean u: X −→Y un operador absolutamente sumante yϑ una me-
dida no negativa y finita enBaire(X,w). Siϑ es débilmente sumable, entonces la medida imagen
ϑu−1 enBaire(Y,w) es absolutamente sumable.

Demostración.Es claro queϑu−1 es débilmente sumable. Escribimos(X,Σ,µ) para denotar la
completación de(X,Baire(X,w),ϑ). Aplicando el Teorema 5.2.3 a la funciónIX y al operadoru
deducimos queu = u◦ IX es escalarmente equivalente (respecto deµ) a una función integrable
Bochnerg : X −→Y. Comog es fuertemente medible, sabemos queg esΣ-Borel(Y,‖ ·‖)-medible
y que existe un subespacio cerrado separableY0 ⊂ Y tal queµ(g−1(Y0)) = 1 (Teorema 1.7.8).
Consideramos la medida imagenϑ̃ = µg−1 en Borel(Y,‖ · ‖). En vista del teorema de medibi-
lidad de Pettis 1.7.6, la función escalarmente medibleIY es fuertemente medible respecto de la
completación deϑ̃ . Por otra parte, comou y g son escalarmente equivalentes (respecto deµ),
tenemos la igualdadµ(u−1(E)) = µ(g−1(E)) para cadaE ∈ Baire(Y,w) (Lema 1.7.10), es decir,
ϑ̃ |Baire(Y,w) = ϑu−1. Finalmente, utilizando un cambio de variable estándar deducimos∫

Y
‖IY‖ dϑ̃ =

∫
X
‖g‖ dµ < +∞.

Por tanto,IY es integrable Bochner respecto de la completación deϑ̃ (Proposición 1.8.3). Esto
demuestra queϑu−1 es absolutamente sumable.

Vamos a finalizar la sección analizando la continuidad del operador “composición”f 7→ u◦ f
inducido por un operador absolutamente sumanteu : X −→Y.

EscribimosD(µ,X) para denotar el espacio normado obtenido a partir de(D(µ,X),‖ · ‖P)
(el espacio de todas las funciones integrables Dunford deΩ en X, con la seminorma de Pettis)
mediante el proceso de identificación usual:

f ∼ g ⇐⇒ ‖ f −g‖P = 0 ⇐⇒ f y g son escalarmente equivalentes.
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Dada f ∈ D(µ,X), escribimosf • para denotar la clase de equivalencia def en D(µ,X). Si M
es un subespacio vectorial deD(µ,X), utilizamos la notaciónM • para representar el subespacio
vectorial deD(µ,X) formado por todas las clases de equivalencia de elementos deM .

Como ya hemos mencionado en la Sección 3.4, los espacios normadosD(µ,X) y Pm(µ,X)
no son completos en general. Sin embargo, un resultado de Díaz, Fernández, Florencio y Paúl
[DFFP95] afirma que dichos espacios siempre son ultrabornológicos y, en particular, tonelados.
Por tanto, el “teorema de la gráfica cerrada” es válido para aplicaciones lineales definidas en
D(µ,X) ó Pm(µ,X) con valores en un espacio de Banach (Teorema 3.4.2). El siguiente lema nos
va a permitir aplicar dicho teorema al operador “composición”f 7→ u◦ f .

Lema 5.2.6 ([Rod06]).Sean u: X−→Y un operador yM un subespacio vectorial deD(µ,X) tal
que, para cada f∈M , la composición u◦ f es escalarmente equivalente a una función integrable
Bochner uf : Ω−→Y. Consideramos la aplicación lineal

ũM : (M •,‖ · ‖P)−→ (L1(µ,Y),‖ · ‖1)

que envía cada f• ∈M • a la clase de equivalencia de uf . Entonces̃uM tiene gráfica cerrada.

Demostración.Seanh1,h2 : Ω−→Y dos funciones fuertemente medibles y escalarmente equiva-
lentes. Por el teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6, existenE ∈ Σ conµ(Ω\E) = 0 y un subes-
pacio cerrado separableZ ⊂Y tales queh1(E)∪h2(E) ⊂ Z. Comoh1|E y h2|E son escalarmente
equivalentes y(BZ∗ ,w

∗) es separable, se sigue queh1 = h2 µ-a.e. En vista de esto, la aplicación
ũM está bien definida, no depende de la elección de lasuf ’s y es lineal.

Para ver que ˜uM tiene gráfica cerrada, fijamos una sucesión( fn) enM tal que

lı́mn‖ fn‖P = 0;
existe una función integrable Bochnerh : Ω−→Y con ĺımn‖ufn

−h‖1 = 0.

Pasando a una subsucesión apropiada, podemos suponer sin pérdida de generalidad que(ufn
)

converge ah µ-a.e., véase e.g. [Din67, Proposition 14, p. 130]. Comoh es fuertemente medible,
para demostrar queh = 0 µ-a.e. basta comprobar que para caday∗ ∈Y∗ tenemosy∗ ◦h = 0 µ-a.e.
Fijamosy∗ ∈Y∗. Como ĺımn‖ fn‖P = 0, se tiene

lı́m
n

∫
Ω
|y∗ ◦ufn

| dµ = l ı́m
n

∫
Ω
|y∗ ◦u◦ fn| dµ = 0,

y el lema de Fatou nos asegura que
∫

Ω |y∗ ◦h| dµ = 0. Por tanto,y∗ ◦h = 0 µ-a.e. Esto completa
la demostración.

Corolario 5.2.7 ([Rod06]). Sea u: X −→ Y un operador absolutamente sumante. Entonces la
aplicación lineal

ũD(µ,X) : (D(µ,X),‖ · ‖P)−→ (L1(µ,Y),‖ · ‖1)

es continua.

La segunda parte del siguiente resultado fue probada por Diestel [Die72] utilizando la con-
tinuidad de ˜uPm(µ,X) (Teorema 5.0.0). Nosotros hemos optado por incluir una prueba más directa.
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Corolario 5.2.8 ([Rod06]). Sea u: X −→Y un operador entre espacios de Banach tal que u◦ f
es integrable Bochner para cada f∈Pm(µ,X). Entonces la aplicación lineal

ũPm(µ,X) : (Pm(µ,X),‖ · ‖P)−→ (L1(µ,Y),‖ · ‖1)

es continua. Si, además,µ(Ω) > 0 y µ no tiene átomos, entonces u es absolutamente sumante.

Demostración.Sólo nos queda demostrar la última afirmación. Supongamos queµ(Ω) > 0 y que
µ no tiene átomos. Entonces podemos encontrar una sucesión disjunta(En) enΣ tal queµ(En) > 0
para todon ∈ N. Fijamos una sucesión(xn) en X tal que la serie∑nxn es incondicionalmente
convergente. Definimos una función fuertemente mediblef : Ω−→ X mediante

f =
∞

∑
n=1

1
µ(En)

xnχEn
.

Sabemos quef es integrable Pettis (véase la prueba del Corolario 1.8.8). Por tanto, la composición
u◦ f es integrable Bochner y, así,∑∞

n=1‖u(xn)‖ =
∫

Ω ‖u◦ f‖ dµ < +∞. Esto prueba queu es
absolutamente sumante.

5.3. Integrabilidad Bochner de la composición

En esta sección estudiamos bajo qué condiciones la composiciónu◦ f de una función inte-
grable Dunfordf : Ω −→ X con un operador absolutamente sumanteu : X −→ Y es integrable
Bochner. Nótese que, en virtud del Lema 5.2.2, esto ocurre si (y sólo si)u◦ f es fuertemente
medible y, en particular, siu(X) es separable (gracias al teorema de medibilidad de Pettis 1.7.6).
Por tanto, es natural preguntarse cuándo un espacio de BanachX satisface que todo operador
absolutamente sumante definido enX (con valores en cualquier otro espacio de Banach) tiene
rango separable. Dedicamos el Apartado 5.3.1 a analizar esta cuestión, mostrando que una am-
plia clase de espacios de Banach (que incluye, por ejemplo, a los débilmente numerablemente
K -determinados y a los de Asplund) cumple dicha propiedad.

En el Apartado 5.3.2 aplicamos dentro de este contexto las técnicas de familias estables de
funciones (en el sentido de Talagrand). Como consecuencia de nuestro resultado principal (Teo-
rema 5.3.2), deducimos queu◦ f es integrable Bochner si la familia Zf = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ BX∗} es
estable. En particular, la composición de una función integrable Birkhoff con un operador absolu-
tamente sumante siempre es integrable Bochner.

El Apartado 5.3.3 se dedica a establecer la integrabilidad Bochner de la composición de un
operador absolutamente sumante y una funciónintegrable McShane, definida en un espacio de
medida topológico quasi-Radon.

Finalmente, en el Apartado 5.3.4 incluimos un par de ejemplos que muestran que la composi-
ción de una función integrable Dunford con un operador absolutamente sumante no es integrable
Bochner en general.
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5.3.1. Operadores absolutamente sumantes con rango separable

La siguiente clase de espacios topológicos compactos aparece de manera natural al estudiar
cuándo tienen rango separable todos los operadores absolutamente sumantes definidos en un es-
pacio de Banach de la formaC(K).

Definición 5.3.1 ([DK95]). Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff. Se dice que K
pertenece a la clase MS si L1(ν) es separable para cadaν ∈M+(K).

Corolario 5.3.2. Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff. Entonces K pertenece a la
clase MS si y sólo si, para cada espacio de Banach Z, todo operador absolutamente sumante
de C(K) en Z tiene rango separable.

Demostración.El sólo sies una consecuencia inmediata del Corolario 5.1.8. Para el recíproco
basta tener en cuenta que el operadorj1,ν : C(K) −→ L1(ν) es absolutamente sumante (Proposi-
ción 5.1.6) y tiene rango denso, véase e.g. [Coh93, Proposition 7.4.2].

La claseMS es cerrada para subespacios, productos contables (véase [DK95]) e imágenes
continuas (como consecuencia de la Proposición 1.3.4), y contiene a los siguientes espacios:

(a) Compactos metrizables. En efecto, basta recordar que, dada una medida no negativa y finita
definida en unaσ -álgebra contablemente generada, el espacioL1 asociado a dicha medida
siempre es separable, véase e.g. [Coh93, Proposition 3.4.5].

(b) Compactos de Corson con la propiedad(M). Necesitamos recordar el siguiente concepto.

Definición 5.3.3. Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff. Se dice que K tiene la
propiedad(M) si supp(ν) es separable para cadaν ∈M+(K).

Por tanto, teniendo en cuenta (a) y el hecho elemental de que todo compacto de Corson
separable es metrizable, es claro queMScontiene a todos los compactos de Corson con la
propiedad(M). Recordamos que éstos son exactamente aquellos compactos de CorsonK
para los queC(K) es WLD (equivalentemente,C(K) es débilmente Lindelöf o tiene la
propiedad(C)), véase [AMN88, Theorem 3.5]. En particular, todos los compactos de Gul’ko
(e.g. compactos de Eberlein) pertenecen aMS.

(c) Compactos de Rosenthal(i.e. subconjuntos compactos de un espacio de funciones reales de
la primera clase de Baire, definidas en un espacio polaco, con la topología de la convergencia
puntual). El lector puede encontrar en [Tod99, Theorem 2] una prueba de este resultado de
Bourgain.

(d) Compactos linealmente ordenados, véase [DK95, Theorem 1.0].
(e) Compactos cero-dimensionales K tales que C(K) es débilmente Lindelöf, véase [FPRN01,

Lemma 3.5].
(f) Compactos de Radon-Nikodým, como mostramos a continuación.

Lema 5.3.4 ([Rod06]). Sea K un espacio topológico compacto Hausdorff. Si K es de Radon-
Nikodým, entonces K pertenece a la clase MS.
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Demostración.Denotamos porT la topología original deK. ComoK es de Radon-Nikodým,
existe una métricad enK inferiormente semicontinua, más fina queT, tal queK estáfragmentado
pord, es decir, para cadaε > 0 y cada conjunto (no vacío)H ⊂K, existe un conjunto relativamente
abierto (no vacío) deH cond-diámetro menor queε (véase la Sección 1.4).

Fijamosν ∈M+(K) y n∈N. En virtud de un resultado de Jayne, Namioka y Rogers, [JNR90,
Theorem 4.1], existe un conjuntod-compactoFn ⊂ K tal queν(K \Fn)≤ 1/n. Como la topología
inducida pord es más fina queT, el conjuntoFn es compacto y metrizable cuando se considera
equipado con la restricción deT. Por tanto,L1(νFn

) es separable y, en consecuencia,

En := {hχFn
: h∈ L1(ν)}

es un subconjunto separable deL1(ν). Se sigue que
⋃∞

n=1En es separable. Por otra parte, como
lı́mn ν(K \Fn) = 0, el conjunto

⋃∞
n=1En es denso enL1(ν) y, por tanto,L1(ν) es separable.

Bajo axiomas adicionales de la teoría de conjuntos se pueden decir más cosas sobre la clase
MS. Por ejemplo, Fremlin mostró en [Fre97] que,asumiendo el Axioma de Martin y la negación
de la Hipótesis del Continuo, un compactoK pertenece a la claseMSsi (y sólo si) no existe una
aplicación continua y suprayectiva deK en [0,1]ω1. Por tanto, en esta axiomática, la claseMS
contiene a todos los compactos con“tightness” contable(es decir, aquellos compactosK tales
que, para cualesquieraA ⊂ K y t ∈ A, existe un conjunto contableB ⊂ A tal quet ∈ B) y, en
particular, a todos los compactos angélicos, así como a todos los compactosK para los queC(K)
tiene la propiedad(C) (véase [Pol80]).

Por otra parte,bajo la Hipótesis del Continuo, existen compactos de Corson que no pertenecen
a la claseMS, véase e.g. [Neg84, §5] (el compacto de Kunen-Haydon-Talagrand) y [AMN88, Sec-
tion 3]. Para más información sobre medidas de Radon cuyo espacioL1 es separable y cuestiones
relacionadas, remitimos al lector a [AMN88, DK95, FPRN01, Fre97, KvM95, Ple02] y las refe-
rencias que allí se proporcionan.

A continuación introducimos la contrapartida de la claseMS en el marco de los espacios de
Banach.

Definición 5.3.5 ([Rod06]).Decimos que un espacio de Banach Z pertenece a la claseMS si
existe un espacio topológico compacto Hausdorff L en la clase MS tal que Z es isomorfo a un
subespacio cerrado de C(L).

Teniendo en cuenta que todo espacio de BanachZ es isomorfo a un subespacio deC(BZ∗), el
ejemplo (b) garantiza que siZ es débilmente numerablementeK -determinado (e.g. débilmente
compactamente generado), entonces pertenece a la claseMS (porque, en este caso,(BZ∗ ,w

∗) es
un compacto de Gul’ko, véase e.g. [Fab97, Theorem 7.1.9]). Por otra parte, en vista de (f) y el he-
cho de que(BZ∗ ,w

∗) es de Radon-Nikodým cuandoZ es Asplund generado (véase la Sección 1.4),
deducimos que todo subespacio cerrado de un espacio de Banach Asplund generado pertenece
aMS .

Vamos a concluir el apartado probando que todo operador absolutamente sumante definido en
un espacio de Banach en la claseMS tiene rango separable. Para ello necesitamos la siguiente
observación elemental.
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Lema 5.3.6. Sean L un espacio topológico compacto Hausdorff y Z un subespacio cerrado de
C(L). Entonces existen un conjunto normante w∗-compacto K⊂ BZ∗ y una aplicación continua y
suprayectiva de L en K.

Demostración.Nótese queB := {δt : t ∈ L} es un subconjuntow∗-compacto deBC(L)∗ que es
homeomorfo aL. La aplicación “restricción”r : BC(L)∗ −→ BZ∗ esw∗-w∗-continua y

K := r(B) = {δt |Z : t ∈ L} ⊂ BZ∗

es un conjunto normantew∗-compacto. Por tanto, existe una aplicación continua y suprayectiva
deL enK. La prueba ha finalizado.

Corolario 5.3.7 ([Rod06]). Si X pertenece a la claseMS , entonces cada operador absoluta-
mente sumante definido en X con valores en otro espacio de Banach tiene rango separable.

Demostración.Podemos suponer sin pérdida de generalidad queX es un subespacio cerrado
deC(L), dondeL es un espacio topológico compacto Hausdorff en la claseMS. Por el Lema 5.3.6,
existen un conjunto normantew∗-compactoK ⊂BX∗ y una aplicación continua y suprayectiva deL
enK. Como la claseMS es cerrada para imágenes continuas,K pertenece aMS. El resultado se
sigue ahora del teorema de factorización de Pietsch 5.1.7.

Corolario 5.3.8 ([Rod06]). Supongamos que X pertenece a la claseMS . Sea u: X −→ Y un
operador absolutamente sumante. Entonces u◦ f es integrable Bochner para cada f∈D(µ,X).

5.3.2. Estabilidad y operadores absolutamente sumantes

Inspirados por algunas de las ideas de Belanger y Dowling [BD88], en el Teorema 5.3.9 vamos
a aplicar los resultados de Talagrand que relacionan estabilidad y medibilidad conjunta (véase la
Sección 1.9) para discutir la integrabilidad Bochner de la composición de una función vectorial
con un operador absolutamente sumante.

Teorema 5.3.9 ([Rod06]).Sea f: Ω −→ X una función integrable Pettis. Consideramos las si-
guientes afirmaciones:

(i) Existe un conjunto normante w∗-compacto K⊂ BX∗ tal que, para cadaν ∈ M+(K), la
familia {x∗ ◦ f : x∗ ∈ supp(ν)} es estable.

(ii) Existe un conjunto normante w∗-compacto K⊂ BX∗ tal que, para cadaν ∈ M+(K), la
función

fK : Ω×K −→ R, fK(t,x∗) := (x∗ ◦ f )(t),

esµ×ν-medible.
(iii) Para cada operador absolutamente sumante u definido en X con valores en otro espacio de

Banach, la composición u◦ f es integrable Bochner.

Entonces (i)⇒(ii)⇒(iii). Más todavía, bajo el Axioma L, todas estas condiciones son equivalentes
si µ es perfecta (en tal caso, (i) y (ii) se cumplen para cualquier conjunto normante w∗-compacto
K ⊂ BX∗).
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Demostración.(i)⇒(ii) Fijamosν ∈ M+(K) y escribimosF := supp(ν). Evidentemente, la res-
tricción fK |Ω×F : Ω×F −→R es medible en la primera variable y continua en la segunda. Además,
la familia { fK |Ω×F(·,x∗) : x∗ ∈ F} = {x∗ ◦ f : x∗ ∈ F} es estable. Por el Teorema 1.9.5,fK |Ω×F
esµ×νF -medible y, por tanto,fK esµ×ν-medible, como se quería demostrar.

(ii)⇒(iii) Fijamos un conjunto normantew∗-compactoK ⊂ BX∗ en las condiciones de(ii) y
consideramos un operador absolutamente sumanteu : X −→ Y. En vista del Lema 5.2.2, para
demostrar queu◦ f es integrable Bochner basta comprobar queu◦ f es fuertemente medible.

El teorema de factorización de Pietsch 5.1.7 nos permite encontrarν ∈ M+(K), un subespa-
cio cerradoZ ⊂ L1(ν) y un operadorv : Z −→ Y tales quej1,ν(iK(X)) ⊂ Z y u = v◦ j1,ν ◦ iK .
EscribimosF := supp(ν) y consideramos

el operador “restricción”R : C(K)−→C(F);
un isomorfismo isométricoI : L1(νF)−→ L1(ν) tal que j1,ν = I ◦ j1,νF

◦R.

Evidentemente, la composicióng := R◦ iK ◦ f : Ω −→ C(F) es integrable Pettis. Por tanto,
νg(Σ) es débilmente relativamente compacto (Teoremas 1.8.7 y 1.6.6). Por otra parte, comoF es
el soporte deν , un resultado de Rosenthal [Ros70], véase e.g. [Tal84, Theorem 12-1-5], asegura
que todo subconjunto débilmente compacto deC(F) es separable. Por tanto,νg(Σ) es separable y,
en virtud del Teorema 1.8.14, existe una sucesión de funciones simplessn : Ω−→C(F) tal que

(α) {h◦sn : h∈ BC(F)∗ , n∈ N} es uniformemente integrable;
(β ) para cadah∈C(F)∗ tenemos ĺımnh◦sn = h◦g µ-a.e.

Definimosgn = g− sn para cadan ∈ N. Nótese que la familiaF := {δx∗ ◦gn : x∗ ∈ F, n ∈ N}
es uniformemente integrable, como consecuencia de (α) y del hecho de queZg es uniformemente
integrable (Corolario 1.9.3).

Como fK es µ × ν-medible, la restricciónfK |Ω×F es µ × νF -medible. Por otra parte, dado
n∈ N, es fácil ver que la función

Ω×F −→ R, (t,x∗) 7→ (δx∗ ◦sn)(t),

esµ×νF -medible. Por tanto, lo mismo ocurre con la función

Ω×F −→ R, (t,x∗) 7→ (δx∗ ◦gn)(t) = fK |Ω×F(t,x∗)− (δx∗ ◦sn)(t).

Como la familiaF es‖ · ‖1-acotada, tenemos∫
F

(∫
Ω
|(δx∗ ◦gn)(t)| dµ(t)

)
dν(x∗) < +∞

y podemos aplicar el teorema de Fubini para obtener∫
F

(∫
Ω
|(δx∗ ◦gn)(t)| dµ(t)

)
dν(x∗) =

∫
Ω

(∫
F
|(δx∗ ◦gn)(t)| dν(x∗)

)
dµ(t) (5.2)

para cadan∈ N. DefinimosGn ∈L 1(νF) medianteGn(x∗) =
∫

Ω |(δx∗ ◦gn)(t)| dµ(t). Como

F es uniformemente integrable y
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para cadax∗ ∈ F se tiene ĺımn δx∗ ◦gn = 0 µ-a.e. (por (β )),

el teorema de convergencia de Vitali asegura que(Gn) converge puntualmente a 0. Aplicando ahora
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue a la sucesión uniformemente acotada(Gn),
deducimos que lı́mn‖Gn‖1 = 0. La igualdad (5.2) nos permite concluir

lı́m
n

∫
Ω

(∫
F
|(δx∗ ◦gn)(t)| dν(x∗)

)
dµ(t) = 0.

Por tanto, la sucesión(Hn) enL 1(µ) definida porHn(t) =
∫

F |(δx∗ ◦gn)(t)| dν(x∗) converge a 0
en la norma‖ · ‖1 y, en particular, existe a subsucesión(Hnk

) que converge a 0µ-a.e.
Consideramos el operadorQ := I ◦ j1,νF

: C(F)−→ L1(ν). Nótese que

‖(Q◦gnk
)(t)‖=

∫
F
|(δx∗ ◦gnk

)(t)| dν(x∗) = Hnk
(t) para todot ∈Ω y todok∈ N.

Se sigue que lı́mk‖Q◦ snk
−Q◦g‖ = 0 µ-a.e. y, por tanto,Q◦g es fuertemente medible. Como

Q◦ g toma valores enZ, la composiciónu◦ f = v◦Q◦ g también es fuertemente medible. La
prueba de(ii)⇒(iii) ha finalizado.

Finalmente, supongamos quef satisface la condición(iii) . Fijamoscualquierconjunto nor-
mantew∗-compactoK ⊂ BX∗ y tomamosν ∈M+(K). DefinimosF := supp(ν) y consideramos el
operador “restricción”R:C(K)−→C(F). La composiciónj1,νF

◦R◦ iK es absolutamente sumante,

luegog := j1,νF
◦R◦ iK ◦ f : Ω −→ L1(νF) es fuertemente medible. Si, además,µ es perfecta y

suponemos que se cumple el Axioma L, entonces podemos aplicar el criterio del Teorema 1.9.6 a
fK |Ω×F , deduciendo que la familia{x∗◦ f : x∗ ∈ F} es estable. Esto completa la demostración.

Corolario 5.3.10 ([Rod06]). Sean u: X −→Y un operador absolutamente sumante y f: Ω−→X
una función.

(i) Si Zf es estable, entonces u◦ f es fuertemente medible.
(ii) Si Zf es estable y f es integrable Dunford, entonces u◦ f es integrable Bochner.

Demostración.Supongamos queZf es estable. La medibilidad escalar def asegura la existencia
de una función medibleh : Ω−→ [0,+∞) de manera que, para cadax∗ ∈ BX∗ , se tiene|x∗ ◦ f | ≤ h
µ-a.e. (Lema 1.8.9). Fijamosn∈N y definimosAn = {t ∈Ω : n−1≤ h(t) < n}∈Σ. Entonces la fa-
milia Zf |An

es estable y uniformemente integrable, luegof |An
es integrable Pettis (Teorema 1.9.4).

En virtud del Teorema 5.3.9, la composiciónu◦ f |An
es fuertemente medible. Comon ∈ N es

arbitrario,u◦ f es fuertemente medible. Si, además,f es integrable Dunford, el Lema 5.2.2 nos
permite deducir queu◦ f es integrable Bochner.

Corolario 5.3.11 ([Rod06]). Sean u: X −→Y un operador absolutamente sumante y f: Ω−→X
una función integrable Talagrand. Entonces u◦ f es integrable Bochner.

Ya hemos mencionado (Sección 1.9) que, bajo el Axioma L y paraµ perfecta, toda familia
Tp-separable yTp-compacta de funciones mediblesH ⊂ RΩ es estable. Combinando este hecho
con el Corolario 5.3.10, deducimos el siguiente
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Corolario 5.3.12 ([Rod06]). (Axioma L) Supongamos queµ es perfecta y que(BX∗ ,w∗) es sepa-
rable. Sea u: X −→Y un operador absolutamente sumante. Entonces u◦ f es integrable Bochner
para cada f∈D(µ,X).

En la Proposición 5.3.14 aislamos otra aplicación del Teorema 5.3.9. Para la prueba necesita-
mos el siguiente resultado de Pol [Pol80] (véase e.g. [FHH+01, Exercise 12.31]).

Lema 5.3.13 (Pol).Sea L un espacio topológico compacto Hausdorff. Si C(L) tiene la propiedad
(C), entonces L tiene la propiedad(M).

Demostración.Fijamosν ∈M+(L) y n∈ N. Dadot ∈ supp(ν), definimos

Cn
t =

{
h∈C(L) :

∫
L

h dν ≥ 1
n

y h(t) = 0
}

.

Evidentemente, cadaCn
t es convexo y cerrado. Como

⋂
t∈supp(ν)C

n
t = /0, existe un subconjunto

contableFn ⊂ supp(ν) tal que
⋂

t∈Fn
Cn

t = /0.

Se afirma que supp(ν) =
⋃∞

n=1Fn. En efecto, fijamost0 ∈ L \
⋃∞

n=1Fn. Utilizando el lema de
Urysohn podemos encontrar una función continuah : L −→ [0,1] tal queh(t0) = 1 y h(t) = 0
para todot ∈

⋃∞
n=1Fn. Dadon∈ N, se tiene

⋂
t∈Fn

Cn
t = /0, luego

∫
L h dν < 1/n. Deducimos que∫

L h dν = 0, es decir,ν({t ∈ L : h(t) > 0}) = 0. Por tanto, supp(ν)⊂ {t ∈ L : h(t) = 0}, luegot0
no pertenece a supp(ν). Esto demuestra que supp(ν) =

⋃∞
n=1Fn y, así, supp(ν) es separable.

Proposición 5.3.14 ([Rod06]).Sea L un espacio topológico compacto Hausdorff tal que C(L)
es débilmente Lindelöf. Supongamos que X es isomorfo a un subespacio cerrado de C(L). Sea
u : X −→Y un operador absolutamente sumante. Entonces u◦ f es integrable Bochner para cada
f ∈D(µ,X).

Demostración.Obviamente, podemos suponer sin pérdida de generalidad queX es un subespacio
cerrado deC(L). El Lema 5.3.6 nos permite encontrar un conjunto normantew∗-compactoK⊂BX∗

y una aplicación continua suprayectiva deL enK. ComoC(K) es isomorfo a un subespacio cerrado
deC(L), deducimos queC(K) también tiene la propiedad(C) y, por tanto,K tiene la propiedad(M)
(Lema 5.3.13).

Fijamos f ∈ D(µ,X). ComoC(L) es débilmente Lindelöf,X también lo es y, en consecuen-
cia, (X,w) es compacto en medida. Por tanto, la función escalarmente mediblef es escalarmente
equivalente a una función fuertemente medibleh : Ω−→ X (Corolario 1.7.12). Por el Lema 5.2.2,
la composiciónu◦h es integrable Bochner. Para finalizar la prueba basta comprobar queu◦( f −h)
es integrable Bochner. Definimosh′ = f −h : Ω −→ X y observamos que cada subconjunto con-
table deZh′ es estable (porqueh′ es escalarmente nula). Como la estabilidad se conserva al tomar
Tp-clausuras yK tiene propiedad(M), se sigue queh′ satisface la condición(i) del Teorema 5.3.9
y, por tanto,u◦h′ es integrable Bochner. La prueba ha finalizado.

Ya sabemos que la familiaZf asociada a una función integrable Birkhofff : Ω−→X es estable
(Proposiciones 2.2.5 y 2.3.1). Por tanto, en virtud del Corolario 5.3.10, para cualquier operador
absolutamente sumanteu : X −→Y, la composiciónu◦ f es integrable Bochner. A continuación
incluimos una prueba directa y más elemental de este hecho.
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Proposición 5.3.15 ([Rod06]).Sean u: X −→Y un operador absolutamente sumante y f: Ω−→
X una función integrable Birkhoff. Entonces u◦ f es integrable Bochner.

Demostración.Por el Lema 5.2.2, basta comprobar queu◦ f es fuertemente medible. Para ello
vamos a aplicar el criterio del Lema 1.7.4. Fijamosε > 0 yA∈Σ conµ(A)> 0. Como la restricción
f |A es integrable Birkhoff, existe una partición contable(An) deA enΣA tal que

2π1(u) ·
∥∥∥ m

∑
n=1

(
µ(An) f (tn)−µ(An) f (t ′n)

)∥∥∥ <
µ(A)

2
· ε

para cualesquiera eleccionestn, t ′n ∈ An y cadam∈ N. La desigualdad (5.1) (página 192) nos
asegura que

m

∑
n=1

µ(An)‖(u◦ f )(tn)− (u◦ f )(t ′n)‖<
µ(A)

2
· ε

para cualesquiera eleccionestn, t ′n ∈ An y cadam∈ N. Por tanto, existe algúnAn con µ(An) > 0
para el que osc(u◦ f |An

)≤ ε. Esto completa la demostración.

5.3.3. El caso de las funciones integrables McShane

La integral de McShane variacional, definida a continuación, aparece de modo natural a la ho-
ra de estudiar la composición de una función integrable McShane con un operador absolutamente
sumante.A lo largo de esta sección(T,T,S ,θ) es un espacio de medida topológico quasi-Radon.

Definición 5.3.16 ([DPM01]).Una función f: T −→ X es integrable McShane variacionalmente
si es integrable Pettis y para cadaε > 0 existe un calibreδ en(T,T) tal que

∞

∑
i=1

‖θ(Ei) f (si)−ν f (Ei)‖ ≤ ε

para cada partición de McShane{(Ei ,si) : i ∈ N} de T subordinada aδ .

Esta noción de integrabilidad ha sido ampliamente estudiada en [DPM01], donde se prueba
que, para una funciónf : T −→ X, se tiene:

f integrable Bochner⇒ f integrable McShane variacionalmente

⇒ f fuertemente medible e integrable Pettis.

Los recíprocos no son ciertos en general, aunque integrabilidad Bochner e integrabilidad McShane
variacional coinciden cuando(T,T) es compacto, véase [DPM01].

Para la conveniencia del lector, a continuación incluimos una prueba de que toda función
integrable McShane variacionalmente es fuertemente medible. Este hecho va a jugar un papel fun-
damental para demostrar que la composición de una función integrable McShane con un operador
absolutamente sumante siempre es integrable Bochner (Proposición 5.3.18).
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Lema 5.3.17 (Di Piazza-Musial).Sea f: T −→ X una función integrable McShane variacional-
mente. Entonces f es fuertemente medible.

Demostración.Como f es integrable McShane,ν f (S ) es relativamente compacto en norma

(Corolario 3.3.23) y, por tanto,H = span(ν f (S )) es un subespacio cerradoseparabledeX. Fi-
jamosn∈ N y definimos

An =
{

t ∈ T : inf
x∈H

‖ f (t)−x‖ ≥ 1
n

}
.

Consideramos el espacio de medida topológico quasi-Radon(An,T|An
,SAn

,θAn
) y fijamosBn∈S

tal queAn ⊂ Bn y θ ∗(An) = θ(Bn). No es difícil comprobar que la restricciónf |An
es integrable

McShane variacionalmente respecto deθAn
, conν f |An

(E∩An) = ν f (E∩Bn) para cadaE ∈S . Por

tanto, dadoε > 0, podemos encontrar una partición de McShane{(Ei ,si) : i ∈ N} deAn tal que

∑
θAn

(Ei)>0

θAn
(Ei)

∥∥∥ f (si)−
ν f |An

(Ei)

θAn
(Ei)

∥∥∥≤ ε.

Teniendo en cuenta queν f |An
(Ei)∈H para cadai ∈N, la definición deAn y la anterior desigualdad

nos permiten concluir queθ ∗(An)/n≤ ε. Comoε > 0 es arbitrario,θ ∗(An) = 0.
Se sigue queθ ∗({t ∈ T : f (t) 6∈ H}) = θ ∗(

⋃∞
n=1An) = 0. El teorema de medibilidad de Pet-

tis 1.7.6 nos asegura ahora quef es fuertemente medible, como se quería demostrar.

Proposición 5.3.18 ([Rod06]).Sean u: X −→Y un operador absolutamente sumante y f: T −→
X una función integrable McShane. Entonces u◦ f es integrable Bochner.

Demostración.Vamos a demostrar queu◦ f es integrable McShane variacionalmente. En efecto,
por un lado,u◦ f es integrable McShane y, en particular, integrable Pettis. Por otra parte, dado
ε > 0, el lema de Henstock-Saks, véase [Fre95, 2B], asegura la existencia de un calibreδ en(T,T)
tal que ∥∥∥ q

∑
i=1

(
θ(Fi) f (ti)−ν f (Fi)

)∥∥∥≤ ε

para cada partición parcial de McShane{(Fi , ti) : 1≤ i ≤ q} deT subordinada aδ . Utilizando la
desigualdad (5.1) (página 192) obtenemos

p

∑
i=1

∥∥∥θ(Ei)(u◦ f )(si)−νu◦ f (Ei)
∥∥∥ =

p

∑
i=1

∥∥∥u
(
θ(Ei) f (si)−ν f (Ei)

)∥∥∥≤ 2π1(u) · ε

para cada partición parcial de McShane{(Ei ,si) : 1≤ i ≤ p} deT subordinada aδ . Comoε > 0
es arbitrario,u◦ f es integrable McShane variacionalmente y, en particular, fuertemente medible
(Lema 5.3.17). El Lema 5.2.2 nos permite deducir ahora queu◦ f es integrable Bochner.

Como ya hemos comentado en el Apartado 3.3.3, Fremlin demostró en [Fre95, 3C] que si
f : T −→ X es una función integrable McShane, entonces cualquier subconjunto contable deZf
es estable. Combinando la Proposición 5.3.18 con el Teorema 5.3.9 podemos deducir la siguiente
extensión de dicho resultado.
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Corolario 5.3.19 ([Rod06]). (Axioma L) Supongamos queµ es perfecta. Sea f: T −→ X una
función integrable McShane. Entonces, para cadaν ∈M+(BX∗), la familia{x∗ ◦ f : x∗ ∈ supp(ν)}
es estable.

Finalizamos el apartado con una aplicación del teorema de Di Piazza y Preiss [DPP03] (Teo-
rema 3.3.4) sobre la coincidencia de las integrales de Pettis y McShane para funciones con valores
en espacios de Banach super-reflexivos.

Proposición 5.3.20 ([Rod06]).Sea u: X −→ Y un operador absolutamente sumante. Entonces
u◦ f es integrable McShane para cada f∈D(θ ,X).

Demostración.Fijamos una función integrable Dunfordf : T −→ X. Comou es absolutamente
sumante,u también es 2-sumante (Proposición 5.1.4) y, por tanto, existenν ∈ M+(BX∗) y un
operadorv : L2(ν)−→Y tales queu= v◦ j2,ν ◦ iBX∗

(Corolario 5.1.9). La composiciónj2,ν ◦ iBX∗
◦ f

es integrable Dunford. ComoL2(ν) es reflexivo,j2,ν ◦ iBX∗
◦ f es, de hecho, integrable Pettis. Por

el Teorema 3.3.4,j2,ν ◦ iBX∗
◦ f es integrable McShane y, por tanto, lo mismo ocurre conu◦ f ,

como se quería demostrar.

5.3.4. Ejemplos

Vamos a concluir el capítulo con dos ejemplos que dejan claro que,en general, la composi-
ción de una función integrable Dunford con un operador absolutamente sumante no es integrable
Bochner.

El primer ejemplo se apoya en una función (construida por Fremlin y Talagrand en [FT79])
integrable Pettis cuya integral indefinida no tiene rango relativamente compacto en norma. Antes
necesitamos recordar la definición del llamadoespacio de medida de Talagrand[Tal80], que va-
mos a denotar por({0,1}N,ΣT ,µT). Para un estudio completo de este espacio, remitimos al lector
a [Fre03, §464] y [Tal84, Chapter 13]. IdentificamosP(N) con {0,1}N mediante la biyección
ψ : {0,1}N −→P(N) dada porψ((an)) := {n∈ N : an = 1}. La σ -álgebraΣT contiene aL1 y
está formada por todos los conjuntosA⊂ {0,1}N para los que existen unB ∈ L1 y un filtro no
principal y no medibleF ⊂P(N) tales queψ(A)∩F = ψ(B)∩F . La medidaµT es la única
extensión deλ1 a ΣT que cumpleµT(A) = λ1(B) para cualesquieraA ∈ ΣT y B ∈ L1 tales que
existe un filtro no principal y no medibleF ⊂ P(N) de manera queψ(A)∩F = ψ(B)∩F .
Nótese queµT es completa y queψ−1(U ) ∈ ΣT para cada ultrafiltro no principalU ⊂P(N).

El siguiente lema (véase [FT79, 1J]) se puede aplicar, por ejemplo, a la medida finitamente
aditivaϑ : P(N)−→ [0,1] dada por

ϑ(a) = l ı́m
n

#({m∈ a : m≤ n})
n

,

véase e.g. [Fre03, 464J(b)].
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Lema 5.3.21 (Fremlin-Talagrand). Seaϑ : P(N)−→ [0,1] una medida finitamente aditiva con
las siguientes propiedades:

la composiciónϑ ◦ψ esL1-medible;
ϑ(P) = 0 para cada conjunto finito P⊂ N.

Entonces, para cada b∈ {0,1}N, se tiene

ϑ(ψ(·)∩ψ(b)) =
ϑ(ψ(b))

2
λ1-a.e.

Ejemplo 5.3.22 ([Rod06]).Existen un espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ), una función
integrable Pettis f: Ω−→ `∞ y un operador absolutamente sumante u definido en`∞ con valores
en otro espacio de Banach, tales que la composición u◦ f no es integrable Bochner.

Demostración.Sea(Ω,Σ,µ) la completación del espacio de probabilidad producto

({0,1}N×{0,1}N,ΣT ⊗ΣT ,µT ×µT).

Fremlin y Talagrand [FT79] (véase e.g. [Tal84, Theorem 4-2-5]) mostraron que la función

f : Ω−→ `∞, f ((an),(bn)) := (an−bn),

es integrable Pettis respecto deµ.
Fijamos cualquier medida finitamente aditivaϑ : P(N) −→ [0,1] con las propiedades men-

cionadas en el Lema 5.3.21 y tal queϑ(N) = 1. Denotamos porβN la compactificación de Stone-
Cech deN (equipado con la topología discreta) e identificamosC(βN) y `∞ de la manera habitual,
es decir, mediante el siguiente isomorfismo isométrico:

φ : C(βN)−→ `∞, φ(h) = (h(1),h(2), . . .).

Seaν el único elemento deM+(βN) tal que
∫

βN φ−1(a) dν = ϑ(ψ(a)) para cadaa∈ {0,1}N.

Consideramos el operador absolutamente sumanteu = j1,ν ◦ φ−1 : `∞ −→ L1(ν). Vamos a
demostrar quela composición u◦ f no es fuertemente medible respecto deµ. FijamosA∈ ΣT⊗ΣT
con(µT ×µT)(A) = 1. Entonces existe und ∈ {0,1}N tal queµT(Ad) = 1, donde

Ad = {a∈ {0,1}N : (a,d) ∈ A}.

En vista de la definición deµT , existenB∈L1 y un filtro no principal y no medibleF ⊂ {0,1}N

tales queψ(Ad)∩F = ψ(B)∩F y λ1(B) = µT(Ad) = 1. Nótese queλ ∗
1 (B∩ψ−1(F )) = 1, ya

queλ ∗
1 (ψ−1(F )) = 1 (véase la Sección 1.1).

Afirmación.- Existe un conjunto{aα : α < ω1} ⊂ B∩ψ−1(F ) tal que

ϑ

(⋂
α∈I

ψ(aα)
)

=
1

2#(I) para cada conjunto (no vacío) finitoI ⊂ ω1. (5.3)
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En efecto, procedemos por inducción transfinita. Supongamos queβ < ω1 y que ya hemos cons-
truido un conjunto{aα : α < β} ⊂ B∩ψ−1(F ) tal queϑ(

⋂
α∈I ψ(aα)) = 2−#(I) para cada con-

junto (no vacío) finitoI ⊂ β . EscribimosW para denotar la familia de todos los subconjuntos (no
vacíos) finitos deβ . DadoI ∈W , el Lema 5.3.21 nos permite encontrarEI ∈L1 conλ1(EI ) = 1
tal que

ϑ

(
ψ(a)∩

⋂
α∈I

ψ(aα)
)

=
1
2
·ϑ

(⋂
α∈I

ψ(aα)
)

=
1

2#(I)+1
y ϑ(ψ(a)) =

1
2

para todoa∈ EI . ComoW es contable (porqueβ < ω1), el conjunto
⋂

I∈W EI pertenece aL1 y
λ1(

⋂
I∈W EI ) = 1. Teniendo en cuenta queλ ∗

1 (B∩ψ−1(F )) = 1, deducimos que

B∩ψ
−1(F )∩

⋂
I∈W

EI 6= /0.

Tomamos una
β
∈ B∩ψ−1(F )∩

⋂
I∈W EI 6= /0. Es claro quea

β
cumple las propiedades deseadas

y la prueba de laAfirmaciónha finalizado.

Finalmente, dadosα,β < ω1, α 6= β , tenemos(aα ,d),(a
β
,d) ∈ A y la igualdad (5.3) asegura

que

‖(u◦ f )(aα ,d)− (u◦ f )(a
β
,d)‖=

∫
βN
|φ−1(aα −d)−φ

−1(a
β
−d)| dν

=
∫

βN
|φ−1(aα −a

β
)| dν =

∫
βN

φ
−1(

ψ
−1(ψ(aα)4ψ(a

β
))

)
dν = ϑ(ψ(aα)4ψ(a

β
)) =

1
2
.

Por tanto,(u◦ f )(A) no es separable. ComoA ha sido escogido arbitrariamente entre todos los
elementos deΣT⊗ΣT de medida 1, se sigue queu◦ f no es fuertemente medible respecto deµ.

El segundo ejemplo está basado en una función que no es integrable Pettis y se construye
suponiendo la existencia de un cardinal que no es de medida cero.

Ejemplo 5.3.23 ([Rod06]).Supongamos que existe un cardinalκ que no es de medida cero. En-
tonces existen un espacio de probabilidad completo(Ω,Σ,µ), una función integrable Dunford
f : Ω−→ `1(κ) y un operador absolutamente sumante u: `1(κ)−→ `2(κ), tales que la composi-
ción u◦ f no es integrable Bochner.

Demostración.Tomamos una medida de probabilidadµ enP(κ) tal queµ({α}) = 0 para ca-
da α < κ. Definimos f : κ −→ `1(κ) por f (α) = eα . Claramente,f es acotada y escalarmente
medible, luego integrable Dunford. Por otro lado, el operador “identidad”u : `1(κ) −→ `2(κ) es
absolutamente sumante (Teorema 5.1.5)

Finalmente, nótese que‖(u◦ f )(α)− (u◦ f )(β )‖=
√

2 para cualesquieraα,β < κ distintos.
Por tanto, para cadaA⊂ κ conµ(A) > 0, el conjunto(u◦ f )(A) no es separable (porqueA no es
contable). Se sigue queu◦ f no es fuertemente medible. Esto completa la prueba.

Observación 5.3.24.La función f construida en la prueba del ejemplo anteriorno es integrable
Pettis. En efecto, para cadaα < κ, escribimose′α para denotar el elemento de`∞(κ) dado por
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e′α(β ) = δ
α,β . Supongamos, por reducción al absurdo, queν f (κ) ∈ `1(κ). Entonces existe un

E ⊂ κ contable tal que〈ν f (κ),e′α〉= 0 para todoα ∈ κ \E. Nótese que

µ(κ \E) =
∫

κ

χ
κ\E dµ =

∫
κ

〈χ
κ\E, f 〉 dµ = 〈ν f (κ),χ

κ\E〉= ∑
α∈E

〈ν f (κ),e′α〉 ·χκ\E(α) = 0.

ComoE es contable, obtenemosµ(κ) = µ(κ \E) = 0, una contradicción.
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