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Resumen:

La formacion en matematicas de los fu-
turos maestros debe fijarse en contenidos
que tradicionalmente se han ensefado
desde procedimientos poco comprensivos,
como las operaciones con fracciones, para
disefar pautas formativas que se anticipen
alos posibles errores que se han adquirido
de manera previa. En este trabajo, centra-
mos nuestra atencion en los registros de
representacion de las fracciones (pictérico,

Abstract:

Preservice teacher preparation in mathe-
matics must focus on content that has tra-
ditionally been taught through procedures
which are not very comprehensive, such
as operations with fractions, in order to
design training guidelines that anticipate
possible errors acquired previously. In this
study, we focused our attention on the re-
gisters of representation of fractions (pic-
torial, symbolic and natural language), to
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simbdlico y lengua natural), con el objeti-
vo de favorecer la comprension y uso de
las operaciones. Presentamos la investiga-
cion realizada con una muestra de 85 estu-
diantes que cursan el Grado en Educacién
Primaria. Los datos se recopilaron antes y
después de una instruccion con material
manipulativo. Se analizan muestras de tra-
bajo desde la perspectiva de andlisis del
MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge). Los resultados del diagnés-
tico inicial sefalan que utilizan ndmeros
que les facilitan la representacién, y que
pocos de los futuros maestros utilizan el
registro pictérico. El error principal es no
reconocer que las partes en que se divide
el todo son de igual tamafo. Los resulta-
dos tras la formaciéon sefialan un cambio
en la eleccion de la representacién y una
mejora conceptual en los registros pict6-
rico y simbélico, convirtiéndose en mas
habituales tras la formacién. El trabajo
ha ayudado a identificar obstaculos en el
aprendizaje de las operaciones con frac-
ciones, que ponen de manifiesto la nece-
sidad de trabajarlas desde una perspectiva
que facilite potenciar la comprension del
contenido, y facilitar la ensefanza poste-
rior desde el uso y conexién entre los dis-
tintos registros de representacion.

Palabras clave:
Formacion de maestros; didactica; fraccio-
nes; representacion; MTSK.

Résumé:

favor the construction of fractions and the
understanding of operations. We present
the research carried out with a sample of
85 students who are currently studying the
Degree in Primary Education. Data were
collected before and after instructions
with manipulative materials. Work sam-
ples were analyzed from the perspective
of MTSK (Mathematics Teacher’s Specia-
lized Knowledge) analysis. The results of
the pretest indicate that students use num-
bers that facilitate representation, and the
pictorial record is used by a minority of
the future teachers. The main error is not
recognizing that the parts into which the
whole is divided are of equal size. The re-
sults after the training indicate a change
in the choice of representation and a con-
ceptual improvement in the pictorial and
symbolic registers which become more
common after training. This study has hel-
ped to identify obstacles in the learning
of operations with fractions, making clear
the need to work on them from a pers-
pective that targets the understanding of
the content, while facilitating subsequent
teaching from the use and connection bet-
ween the different representation registers.

Keywords:
Preservice teachers; didactics; fractions;
representation; MTSK.

La formation en mathématiques des futurs enseignants devrait se concentrer sur les con-
tenus qui ont traditionnellement été enseignés a I'aide de procédures peu complétes,
comme les opérations avec des fractions, afin de concevoir des directives de formation
qui anticipent les éventuelles erreurs acquises précédemment. Dans cet article, nous
portons notre attention sur les registres de représentation des fractions (pictural, sym-
bolique et langage naturel), dans le but de favoriser la compréhension et I'utilisation
des opérations. Nous présentons la recherche effectuée aupres d’un échantillon de 85
étudiants préparant un dipléme d’enseignement primaire. Les données ont été recueillies
avant et apres l'instruction avec le matériel de manipulation. Les échantillons de travail
sont analysés du point de vue de I’analyse des MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge). Les résultats du diagnostic initial indiquent qu’ils utilisent les chiffres pour
faciliter la représentation, et que peu de futurs enseignants utilisent le registre pictural.
La principale erreur consiste a ne pas reconnaitre que les parties dans lesquelles le tout
est divisé sont de taille égale. Les résultats apres la formation indiquent un changement
dans le choix de la représentation et une amélioration conceptuelle dans les registres
pictural et symbolique, plus fréquents apres la formation. Ce travail a permis d’identifier
des obstacles dans I"apprentissage des opérations avec des fractions, qui mettent en évi-
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dence la nécessité de les travailler dans une perspective qui contribue a améliorer la
compréhension du contenu, et de faciliter I’enseignement ultérieur basé sur |'utilisation
et la connexion entre les différents registres de représentation.

Mots clés:

Formation des enseignants; didactique; fractions; représentation; MTSK.

Fecha de recepcion: 10-07-2020
Fecha de aceptacién: 20-12-2020

Introduccion

La investigacién en diddctica de las matematicas ha tomado un cierto
apogeo en los dltimos afos gracias a los modelos de analisis descriptivo
del conocimiento especializado del profesor, partiendo muchos de ellos
del esquema de Shulman (1986), que incluyé por primera vez el cono-
cimiento pedagdgico del contenido (PCK) como elemento diferenciador
entre el conocimiento matematico que debe tener un docente y cual-
quier otra persona que realice tareas matematicas.

La observacién de este PCK plantea la importancia de conocer qué
dificultades surgen en contenidos concretos o qué ideas preconcebidas
se tienen sobre algunos de ellos, que pueden condicionar su aprendizaje
y por tanto su ensenanza posterior. Este analisis debe iniciarse cuando
los maestros estdn aldn en formacién, para conocer y reforzar aquellos
aspectos que les faciliten la adquisicién de un conocimiento matemético
adecuado, al tiempo que desarrollen destrezas didacticas que les facili-
ten su tarea posterior, que es ensefar.

Uno de estos modelos de andlisis es el MTSK (Mathematics Teacher’s
Specialised Knowledge) de Carrillo et al. (2018), que facilita un inventa-
rio de categorias de analisis de este conocimiento especializado, exclu-
sivo del docente para desarrollar su labor. Este modelo lejos de preten-
der realizar una evaluacion, se enmarca de alguna manera en un modo
constructivista de observacién de la tarea del docente de matematicas,
facilitando una comprension e interpretacién de sus acciones y conoci-
mientos. El modelo sefiala que este conocimiento propio del docente se
recoge de manera conjunta en el contenido matemético y pedagégico,
no pudiendo enmarcarse como una categoria especifica dentro de uno
de ellos.

Dentro del MTSK se distinguen dos dominios, el conocimiento del
contenido matematico (MK) y el PCK, ya mencionado de manera previa.
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En este modelo de manera especifica se sustituye la palabra pedagogico
por didactico, dada la acepcion diferencial de la lengua castellana’. El
PCK se denomina asi conocimiento didactico del contenido. Este trabajo
pretende centrar su andlisis en el primero, MK, y especialmente en uno
de sus subdominios denominado KoT, que recoge los tépicos matemati-
cos, “afirmaciones, postulados, o principios fundamentales, centrales en
las matematicas” (Lifidn, Contreras y Barrera, 2016, p. 12).

Desde este subdominio podriamos observar el conocimiento sobre
un contenido concreto, por ejemplo las fracciones, partiendo desde lo
mas general que conllevaria a su comprension, a lo particular como el
manejo de los algoritmos, o la representacion que se puede hacer tan-
to de ellas como de los procedimientos asociados a su tratamiento. La
eleccion de este contenido tan especifico se debe a que se considera
un contenido complejo para estudiantes de todo el mundo (Rodriguez y
Navarrete, 2020), ademds de que el conocimiento de las fracciones se
considera un predictor del conocimiento posterior del dlgebra (Siegler et
al., 2012), bloque de contenidos que supone la base de las matematicas
superiores.

La ensefanza de las operaciones con fracciones en la escuela se
ha centrado tradicionalmente en el procedimiento (KoT), mostrandose
como una serie de repertorios que se expresan en maneras tales como
“multiplicar en cruz” o “invertir y multiplicar” (Gémez, Figueras y Con-
treras, 2016, p. 47), en el caso de la division o “multiplicar en linea”, en
el caso de la multiplicacién; pero si intentamos que el estudiante razone
sobre el verdadero sentido de estas acciones, no se muestra un cono-
cimiento comprensivo de estos algoritmos particulares, probablemente
porque la transicién de la operacion de los nimeros naturales a las frac-
ciones se ha querido hacer con los mismos argumentos.

La investigacion centrada en el proceso de ensefanza-aprendizaje de
las fracciones ha analizado aspectos de distinta naturaleza. En el aparta-
do de aprendizaje, gran parte de ellas se han centrado en el algoritmo de
la division (Ball, 1990; Lee, 2017; Tirosh, 2000), especificando también
en la resolucién problemas de division de fracciones (Lifidn, Barrera y In-
fante, 2014); otras han trabajado la construccion de la nocién de fraccion
(Escolano, 2007; Perera y Valdemoros, 2007), la eficacia de herramientas

3 Pedagégico (adj.): Expuesto con claridad y que sirve para educar o ensefiar. Didactico
(adj.): Que tiene como finalidad fundamental ensefar o instruir. Fuente: RAE (https://
dle.rae.es/)
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como manipuladores virtuales para su aprendizaje (Suh, Moyer & Heo,
2005), el tratamiento en los libros de texto (Avila, 2019), e incluso los
distintos significados que tiene el término fraccion (Block, Mendoza y
Ramirez, 2010; Fandino, 2009; Kieren, 1976). Mientras que la investi-
gacion centrada en la ensefianza recoge resultados tanto de maestros en
formacién, como maestros con largas trayectorias de aprendizaje desde
el andlisis de modelos como el MTSK (Rojas, Flores y Carrillo, 2015), o
el andlisis de problemas aritméticos que resuelven estudiantes universi-
tarios de magisterio desde este mismo modelo (Montes et al., 2015). Asi,
nuestro trabajo desde el andlisis del KoT va a centrarse en estos proce-
dimientos, pero relacionados con la representacion, considerada como
una categoria de andlisis en este subdominio.

Las representaciones relacionadas con el aprendizaje de las matema-
ticas “hacen presentes los conceptos y procedimientos matematicos y
con las cuales los sujetos particulares abordan e interactdan con el cono-
cimiento matemadtico, es decir, registran y comunican su conocimiento
sobre las matematicas” (Rico, 2009, p. 3), por lo tanto, parece razonable
darle importancia a estos aspectos cuando tratamos el aprendizaje de
las fracciones. “Todo concepto matematico se ve obligado a servirse de
representaciones, dado que no se dispone de ‘objetos’ para exhibir en
su lugar” (D’Amore, 2005, p. 23). Ball (1990) descubrié que maestros
en formacion realizaban de manera correcta problemas utilizando el al-
goritmo de la multiplicacién (invertir-multiplicar), aunque se centraban
fundamentalmente en recordar reglas y aplicar el procedimiento estan-
dar, pero muy pocos de ellos eran capaces de realizar la representacion
grafica correctamente.

El uso de modelos y representaciones pictéricas es un tema comun
en matematicas elementales en los libros de texto en general, y es parti-
cularmente preponderante en los contenidos de la fraccién (Reys, Lind-
quist, Lambdin & Smith, 2007). Por lo tanto, resulta fundamental en este
sentido y dado el uso generalizado del libro de texto en las aulas de pri-
maria en Espafia, que los futuros maestros conozcan en profundidad las
representaciones de las fracciones, dado que, los libros de texto suelen
presentar los problemas sin contexto, limitando asi que solo se requieran
de conocimientos procedimentales para su resolucién (Son, 2005).

Sin embargo, hemos de ser conscientes que no toda representacién
es adecuada, “una representacion no necesariamente indica una com-
prension holistica de los matices de un particular concepto matematico”
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(Chinnappan & Forrester, 2014, p. 874), por lo tanto, el aprendiz de
maestro necesita formarse en los tipos de representacion existentes y en
las posibles conversiones que es posible realizar entre ellas.

de contexio

Figura 1. Cinco representaciones para las ideas matematicas.
Fuente: Adaptado de Lesh y Landau (1983, citado en Reys et al., 2007, p. 101)

Las formas consideradas para trabajar la representacion de fracciones
son las que abordan al menos cuatro de las cinco representaciones reco-
gidas en la figura 1, asi como las relaciones entre ellas, para que no se
aprendan de manera aislada unas de otras.

El andlisis del conocimiento de los contenidos mas basicos relaciona-
dos con las fracciones para un maestro de primaria no puede solo com-
plementar estos aspectos de procedimientos y representaciones (KoT),
sino que debe relacionarse con el papel que juegan los simbolos (KPM)
en la comprension de los contenidos relacionados con las fracciones
y los conocimientos relacionados con la estructura matemdtica (KSM),
establecidos en este caso desde la conexién entre las distintas represen-
taciones.

Marco teorico

La revision tedrica del presente estudio se sustenta dos pilares funda-
mentales relacionados con aprendizaje de las fracciones: el contenido
matematico y los sistemas de representacién que pueden utilizarse.
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El conocimiento de las fracciones, desde la mirada de los estudiantes
para maestro, ha sido analizando en multitud de estudios en los Gltimos
anos (Buforn, Llinares y Fernandez; 2018; Khoury & Zazkis, 1994; Linan
et al., 2014; entre otros).

Tomando el concepto de fraccién con maestros en formacion, tanto
desde la perspectiva del contenido matematico (MK) como didactico
(PCK), y focalizdndose en las percepciones que éstos tienen acerca de
la preparacion de sus conocimientos y el alcance que tienen sobre las
matematicas, Li y Kulm (2008) determinaron que los estudiantes para
maestro tienen un conocimiento limitado para ensefiar conceptualmen-
te la division de fracciones.

Examinando las caracteristicas de esta misma nocién en maestros en
formacion desde la resolucion de problemas, Buforn et al. (2018) de-
mostraron que éstos resuelven correctamente problemas de parte-todo,
medida-recta numérica y cociente, situacion proporcional de valor per-
dido y comparacion de razones, pero tienen dificultades cuando deben
reconstruir la unidad, reconocer una situacién no proporcional y com-
parar situaciones cuantitativas y cualitativas. Estas dificultades vienen
determinadas por las limitaciones en la comprensién del concepto ma-
tematico, dando lugar a que, sin haber desarrollado una comprensién
de la nocién de fraccién, razén y proporcién, pueden resolver de forma
correcta problemas mas procedimentales.

La investigacion centrada en el aprendizaje de las operaciones con
los nimeros racionales en los estudiantes de educacion primaria es
abundante, sefialando sobre todo las dificultades. Algunos de estos re-
sultados, reflejan la complejidad para los estudiantes de educacién pri-
maria de la transicion de los ndmeros naturales a los niimeros racionales,
por ejemplo, la debida al cambio conceptual, asociado principalmente
a algunas de las propiedades, por ello los maestros necesitan de manera
simultdnea el CK y el PCK (Depaepe et al., 2018).

La comprension de los estudiantes indica que aprender las fracciones
y las operaciones con fracciones es un proceso complejo (Kara & Incika-
bi, 2018). Ademas, es habitual que los estudiantes utilicen facilmente
los algoritmos con fracciones, pero no entiendan el significado de los
mismos (Mick & Snicrope, 1989). Para poder ayudar en estas dificultades
Tung-Pekkan (2015) propone utilizar multiples sistemas de representa-
cién en los procesos de ensefanza y aprendizaje.

Los trabajos de investigacion centrados en la ensehanza-aprendizaje
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de las matematicas donde se sefale la importancia de los sistemas de
representaciéon han sido numerosos en los Gltimos afos (Duval, 1998;
Gémez y Pantoja, 2013; Janvier, 1987; Rico, 2009; Rodriguez-Domingo,
2016; Valdemoros, 2004).

No es posible recordar las reflexiones surgidas a partir de los con-
ceptos, sino que necesitamos ayudarnos de las expresiones, dibujos o
simbolos que las representen. Se necesita realizar una representacion
interna para pensar y razonar, pero para poder comunicar esas ideas se
deberd realizar una representacion externa: las palabras, las imagenes,
los graficos, las ecuaciones, etc. (Gémez y Pantoja, 2013).

Duval (1998) indica que para comprender un concepto es necesario
la coordinacién entre diferentes sistemas de representacién, ya que uno
solo no permite la comprension total de concepto. Pero no es posible
el desarrollo de un concepto sin la utilizacién de un lenguaje que le
facilite un soporte (Valdemoros, 2004). La autora focaliza su interés
en los contenidos semanticos, donde se identifica el significado y los
procesos asociados a las fracciones; y también en aquellos conteni-
dos sintdcticos, en los que el nifo traduce de su lenguaje natural al
aritmético, pasando por una representacion pictérica. Khoury y Zazkis
(1994) examinaron las estrategias de razonamiento y los argumentos
que ofrecian los maestros de educacién primaria en formacién cuando
resolvian dos problemas de fracciones con diferentes representaciones
simbdlicas. En el primero debian comparar dos fracciones distintas con
la misma representacion numérica, y en el segundo comparaban dis-
tintas representaciones de la misma fraccién. Para evitar la aplicacion
directa de cualquier algoritmo, se utilizaron sistemas de numeracion
en bases distintas de diez, pudiendo observar que el conocimiento del
valor posicional y los nimeros racionales de los docentes en formacién
es mas sintactico que conceptual.

Por otra parte, Rodriguez-Domingo (2016) realiza una categorizacion
de los errores cuando los estudiantes abordan la traduccién de los enun-
ciados, en los que aparecen fracciones, de un sistema de representacion
al otro, en particular de simbélico a verbal y viceversa.

Desde el andlisis del KoT, los registros de representacion implican
conocer distintas maneras en que se puede mostrar un contenido, inclu-
yendo simbolos, notacion y lenguajes asociados a las representaciones.
Desde el contenido de las fracciones, consideramos fundamental el ma-
nejo de las representaciones pictéricas o geométricas, conjugado con
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una adecuada representacion verbal (lengua natural). Este dominio se
observara desde el trabajo con las fracciones cuando
algunos de sus significados se relacionan de modo mas natural con un tipo
de representacién (como el significado de operador con un modelo de repre-
sentacion discreto); conocer la definicion del concepto de niimero racional
y su relacion con fraccién y decimal; conocer distintos algoritmos para las
operaciones bdsicas con fracciones y su fundamentacién matematica (Carri-
llo, Flores-Medrano, Contreras y Climent, 2015, p. 464).

Partimos entonces de la necesidad del que ensefia de una base de co-
nocimiento sélido de las representaciones para facilitar la comprension
de los estudiantes y solucionar los obstaculos provocados por concep-
tos adquiridos erréneamente, en relacion a las fracciones (Adu-Gyamfi,
Schwartz, Sinicrope & Bossé, 2019).

Asi, la literatura consultada en la elaboracion de este marco inicial
para situar nuestro problema de investigacion, nos ha conducido a tener
como objetivo dar respuesta a cuatro cuestiones, para mejorar el disefio
de las sesiones de formacién de futuros maestros de primaria en relacién
a una primera aproximacion a las fracciones:

e ;Qué conocimiento de las fracciones tienen los maestros de pri-

maria en formacion en relacion con procedimientos (KoT)?

e ;De qué manera utilizan la representacion (KoT) como complemento

a un procedimiento de realizacién de una operacién con fracciones?

e ;Como se utilizan los simbolos, incluida la lengua natural (KPM),

en el aprendizaje de las fracciones en los futuros maestros?

e ;Qué tipo de conexiones (KSM) se establecen entre las distintas

representaciones utilizadas en las operaciones con fracciones?

Marco empirico

La muestra estd integrada por 85 estudiantes que asisten a una asignatura
del segundo curso del Grado en Educacién Primaria en el curso 2019/20,
en una universidad publica espafiola. Han asistido a un curso de conte-
nido matemdtico y didactico (centrado en el sentido de los nimeros na-
turales y enteros) en el cuatrimestre previo, por lo que sus conocimientos
especificos sobre fracciones los adquirieron de manera previa al acceso
a la universidad.
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Los elementos de analisis han sido las evidencias de las muestras de
trabajo de dos tareas (tabla 1), una realizada de manera previa (diagnos-
tico) a la instruccién formativa y otra a posteriori. Estas tareas se analizan
en base de los subdominios KoT, KPM y KSM, del MTSK. Como se puede
ver se ha provocado un uso de la representacion en los dos momentos,
forzando que se trabajase de manera independiente con cada una de las
operaciones aritméticas, para facilitar el analisis y la comparacion, en
términos de la eficacia de las sesiones de formacién.

Dentro del KoT las categorias que van a observarse, corresponden a
procedimientos y registros de representacion. En concreto, estos seran
las imagenes (representacion pictérica), la operacién (representacion
simbdlica) y la explicacién (representacion lenguaje natural) que los fu-
turos maestros hacen en las tareas de fracciones.

Tabla 1
Descripcion de las evidencias de trabajo: contenido y representacion
Tareas de diagndstico Tareas a posteriori

Describe las siguientes  Aporta un ejemplo y su representacion grafica en
situaciones con fraccio- los siguientes ejemplos, describiendo los pasos:
nes, utilizando ndmeros, 1. Una fraccién cuyo valor sea superior a 1

un dibujo y describe los 2. Una fraccion cuyo valor sea inferior a 1

pasos: 3. Una suma de dos fracciones

1. Suma 4. Una resta de dos fracciones

2. Resta 5. Una multiplicacién de dos fracciones

3. Multiplicacion 6. Una division de dos fracciones

4. Divisién Responde a las siguientes preguntas:

7. ;Consideras que esta representacién ayuda a los
ninos/as a entender el significado fisico de la
fraccion?

8. ;Qué dificultades has tenido para realizar esta
actividad?

Fuente: Elaboracién propia.

La intervencién (formacidn) tiene una duracion de 7 sesiones de 60
minutos, siendo cuatro de ellas (figura 2) de cohorte tedrico con un mo-
delo de clase magistral conducido por la docente, y el resto, son sesiones
de trabajo en pequefios grupos de trabajo de los estudiantes, situadas de
manera intercalada temporalmente (sefialadas por *), experimentando a
través de problemas (resolucién y disefio), representaciones (tratamiento
y conversién), y uso de materiales no especificamente didacticos.
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El objetivo durante estas sesiones es que los estudiantes desarrollen
comprensiones del algoritmo a partir de las representaciones, y las con-
versiones entre ellas. Consideramos que los materiales pueden facilitar
de alguna manera el uso de las representaciones, y lo situariamos en el
dominio PCK, y en particular, en el subdominio KMT (conocimiento de
la ensefanza de las matemadticas). Sin embargo, sefalamos que no va-
mos a analizar estos aspectos concretos del KMT, dado que los recursos
son utilizados por la formadora de la universidad durante la intervencion,
y no por los estudiantes que integran la muestra de estudio.

Los materiales que se utilizan durante el periodo de formacién son fun-
damentalmente regletas y policubos. Ademds, los contenidos se muestran
siempre por parte de la docente universitaria de manera simultanea en al
menos dos registros, siendo siempre uno de ellos el simbdlico.

Construccién Significados del
del niimero niimero
racional racional Operaciones y Operaciones y
Lopgitud —» Parte-todo problemas 1 [—| problemas 2
Area Cociente Suma * Multiplicaciony
Modelos Medida Resta division
discretos Operador
Propiedades Razén

Figura 2. Estructura y contenidos del plan formativo en las sesiones tedricas.

Para facilitar la codificacién de las muestras de trabajo se construye
un sistema de cédigos de analisis desde una revision de investigaciones
previas (tabla 2), que nos facilitaron la construccién de un cédigo propio,
para analizar e interpretar las subcategorias dentro del KoT.

Tabla 2
Revision tecrica de cédigos de analisis de representaciones de las fracciones.
Autor Cadigos

Chinnappan &  Construye 5 niveles basado en el conocimiento procesal
Forrester (2014) (PK) y el conocimiento conceptual (CK). Se considera PK un
dominio del algoritmo, mientras que CK se relaciona con
la representacién y/o explicacion. Los niveles recogen la
correccion o no del conocimiento, de fraccién y operacion.
Ivars, Fernandez, Recoge tres niveles de desempeno para la identificacion y
Llinares & Choy representacion de las fracciones. Cada uno de los niveles
(2018) se muestra detallado en términos de uso y comparacién.

Fuente: Autores mencionados.
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Para la construccion del cédigo propio (tabla 3) se Ilev6 a cabo un
proceso de categorizacion deductivo-inductivo, integrando las catego-
rias esperadas a partir de la revision tedrica sobre una muestra aleatoria
de las evidencias de trabajo, de manera que todas las posibles situacio-
nes estuviesen recogidas en los codigos.

Tabla 3
Categorias de andlisis de las operaciones de fracciones de acuerdo a su repre-

sentacion.

Representacion Representacion Representacion en lengua natural
pictérica simbdlica

0. No utiliza repre- 0. Nose pre- 0. No incluye una explicacién
sentacion senta algoritmo 1. Incluye una explicacion no correcta

1. Utiliza una repre- 1. El algoritmo 2. Incluye una explicacién correcta ba-

sentacion incorrecta no es correcto  sada Gnicamente en el procedimiento

2. Utiliza una repre- 2. El algoritmo 3. Incluye una explicacion correcta

sentacion correcta  es correcto no basada tnicamente en el procedi-
miento

Fuente: Elaboracién propia.

Se incluyen ademas dos categorias especificas que sefalaran si se
seleccionan para los ejemplos (KMT) de fracciones tienen o no el mis-
mo denominador, o si el tipo de los nimeros que utilizan son multiplos,
hecho que facilita la representacion. Asi como, el tipo de representacién
pictérica que se utiliza.

Para garantizar la calidad de la categorizacion de las muestras de tra-
bajo de los futuros maestros, se hace un andlisis de fiabilidad del sistema
de codificacion entre las dos investigadoras. Se codificaron de manera
independiente las respuestas de 17 participantes. Se utilizé el coeficien-
te Kappa, resultando un valor de .962 (p<.001), lo que indica un acuer-
do casi perfecto (Landis & Koch, 1977) entre los cédigos asignados por
cada investigadora.

Este trabajo se realiza desde dos enfoques complementarios. El pri-
mero, de tipo cuantitativo, que nos facilita una descripcion numérica (es-
tudio de frecuencias) del trabajo en las categorias y su posible relacion,
y el segundo de tipo cualitativo de tipo descriptivo y exploratorio (Mc-
Millan y Schumacher, 2005), que nos permite interpretar las muestras de
trabajo de los estudiantes desde el modelo MTSK.

El software utilizado para realizar los célculos de porcentajes y las
pruebas no paramétricas ha sido el SPSS v. 25.
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Resultados y discusion

Los resultados del diagnoéstico (tabla 4) sehalan que los estudiantes uti-
lizan de manera preferente el registro de la lengua natural, aunque es
frecuente reflejar Ginicamente aspectos procedimentales, sobre todo en
producto y division. En el caso del registro pictérico el dato de resulta-
dos correctos es mayor en la suma, mientras que en el simbélico lo es la
multiplicacion.

Tabla 4
Distribucion de porcentajes de las tareas de diagndstico en las categorias (cua-
tro operaciones).

Suma Resta Producto Divisién

Representacion  No utiliza representacion 72.46 7826  78.21 84.06
pictorica Utiliza una representacién 290 290 1739  15.94
incorrecta
Utiliza una representacion 24.64 18.84  4.35 .00
correcta
Representacion  No se presenta algoritmo 79.71 81.16  73.91 78.26
simbolica El algoritmo no es correcto .00 .00 1.45 2.90
El algoritmo es correcto 20.29 18.84 24.64 18.84
Representaciéon  No incluye una explicacién 290 435 5.80 8.70
en lengua natural Incluye una explicacié6n no ~ 75.36 78.26 57.97  55.07
correcta
Incluye una explicacién 8.70 8.70 17.39 23.19

correcta basada Gnicamente
en el procedimiento
Incluye una explicacién co-  13.04 8.70  18.84 13.04
rrecta no basada dnicamente
en el procedimiento
Fuente: Elaboracién propia.

Desde el andlisis cualitativo de las muestras de trabajo vemos que son
pocos los futuros maestros que utilizan el registro pictérico, pero el 50%
de quienes lo utilizan tiene la preferencia del uso geométrico de rectan-
gulos; en el caso de suma y resta optan de manera preferente por poner
el mismo denominador en el ejemplo (86.67%). Entre los que utilizan el
registro pictérico en la multiplicacion y divisién, son muchos (53.33 y
63.64%, respectivamente) los que cambian el tamafo de la unidad.

En cuanto a los resultados de las tareas a posteriori (tabla 5) vemos
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en primer lugar un cambio de tendencia en la forma de trabajo, siendo
los registros preferentes en la resolucion de la tarea el pictérico vy el
simbélico.

Tabla 5
Distribucion de porcentajes en las tareas a posteriori en las categorias.

Fraccion Fraccion Suma Resta Multiplicacion Division
impropia  propia

Representacién No utiliza repre-

NI . 3.80 2,53  13.92 10.13 10.13 24.05
pictérica sentacion

Utiliza una
representacion 5.06 7.60  18.99 21.52 20.25 37.98
incorrecta

Utiliza una
representacion 91.14 89.87 67.09 68.35 69.62 37.98
correcta

Representaciéon No se presenta

L . 5.06 5.06 12.65 8.86 12.66 22.79
simbdlica algoritmo

El algoritmo no
es correcto

El algoritmo es
correcto

1.27 2.53 1.27  2.53 3.80 6.33

93.67 92.41 86.08 88.61 83.54 70.89

Representacién No incluye una

L 84.81 87.34 83.54 81.01 77.22 77.22
en lengua explicacion

natural Incluye una
explicacion no 2.53 .00 1.27 2.53 .00 1.27
correcta

Incluye una
explicacion
correcta basada 8.86 8.86 10.13 11.39 12.66 11.39
Gnicamente en el
procedimiento
Incluye una
explicacion co-
rrecta no basada 3.80 3.80 5.06 5.06 10.13 10.13
Unicamente en el
procedimiento
Fuente: Elaboracién propia.

Los resultados muestran porcentajes altos en el desempeno, por parte
de los futuros maestros, en cada uno de los registros, excepto en el re-
gistro pictérico en la division. Y resultados bajos en el uso de la lengua
natural. Esta situacion de dificultad se refleja en los comentarios cuali-
tativos de las preguntas que se les solicitan. Algunos ejemplos de estos
comentarios son: “he encontrado dificultad y sigo teniendo dudas con
la explicacion de la divisién”, “me ha parecido un poco complicado,
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ya que nunca habia representado graficamente las operaciones de las
fracciones. La mds complicada de todas me ha parecido la divisién, ya
que todavia no la comprendo bien graficamente”, “no he podido reali-
zar uno de los ejercicios debido a que no comprendo en su totalidad el
proceso de la divisién representada en fracciones”.

La representacion pictérica mas elegida por los futuros maestros,
como ya ocurriese en el diagnéstico, son los rectangulos (90.79%).

La representacion pictérica de la multiplicacion presenta un porcen-
taje de éxito superior (69.20%) al resto de operaciones, mostrando la
mayoria de estos casos una representacion geométrica (figura 3).

3 LS HEEN b
i = 11
Tl ot
I—7fif‘a:immu;1-l
¥

J 2wl 1
|- L ekt
k’muho; - |:i|
.I'l':

Figura 3. Muestra de trabajo para la multiplicacion, con representacién pictori-
ca, simbdlica y lengua natural.

A pesar del elevado porcentaje de éxito en la representacién pictérica
de las fracciones mayor y menor que la unidad, se han detectado errores
asociados a la propia construccién de fraccién, con una construccién
donde las partes tienen distintos tamafios (figura 4).

Una fraccién cuyo valor sea inferiora 1

2/3

Figura 4. Muestra de trabajo para la representacion de una fraccién propia,
con distinto tamano en las partes.
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El error mas frecuente en la representacion pictérica de suma vy resta,
se ha debido al uso de distintos tamafios para la unidad (figura 5).

T T

Figura 5. Muestra de trabajo para la representacion de la suma con distintos
tamafos para la unidad.

Relativo al registro simbédlico, contemplamos que el porcentaje de
éxito para cada una de las tareas planteadas es superior a cualquier otra
representacion. Entre todas estas tareas, los resultados con un porcen-
taje de logro menor se encuentran en la divisién, y como ocurre con
la multiplicacién, el futuro maestro se apoya en la lengua natural para
acompanar a cada una de las igualdades. Tal y como afirman algunos
estudiantes, esta representacion era la Gnica que habian utilizado hasta
ese momento.

Finalmente, en los registros de la lengua natural encontramos un alto
porcentaje de alumnos que no llegan a utilizar este sistema de represen-
tacion. A pesar de estos bajos porcentajes de explicacién correcta, los
porcentajes mayores los encontramos en la multiplicacién y la divisién,
asociado tanto al procedimiento, donde los alumnos mencionan cada
uno de los pasos realizados, como otro tipo de comentarios asociados al
concepto y no tanto al procedimiento (figura 6).
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Figura 6. Muestra de trabajo para la representacion simbdlica, pictérica y len-
gua natural en la divisién.

En cuanto a la utilidad del uso de distintas representaciones, de ma-
nera general valoran positivamente este hecho, y sefalan el descono-
cimiento previo de estos aspectos, ya que reconocen haber aprendido
de manera mecénica sin reflexién alguna. Algunos de los comentarios
proporcionados por los futuros maestros fueron: “Considero que la re-
presentacion si ayuda a los nifos a entender el significado fisico de la
fraccion pues, de no hacerlo, la fraccion es un concepto abstracto”, “me
parece necesario para que los alumnos puedan entender la naturaleza
de los nimeros racionales y su uso en matematicas y en sus aplicaciones
en la vida real, y no pensar que son unos nimeros a los que se les ha atri-
buido unas cuantas reglas arbitrarias con las que funcionan”, “creo que
a los ninos les ayuda a entender el significado y a no ver las fracciones
como algo abstracto”.

Se utilizé el coeficiente Tau de Kendall para evaluar la relacion de
los valores de los distintos registros y las operaciones, entre las tareas de
diagnéstico y a posteriori (p<.001), concluyendo que existe relacién en
todas las categorias.
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Conclusiones

Los resultados de este trabajo dadas las caracteristicas particulares de
la muestra de estudio no son generalizables, sin embargo, si que nos
sirven para “proporcionar informacién sobre aspectos de los docen-
tes en formacién relacionados con el conocimiento y el papel de las
representaciones” (Dreher, Kuntze & Lerman, 2016, p. 368) que nos
ayudardn a la mejora de los materiales en los procesos formativos re-
lacionados con los contenidos de las fracciones, dado que podemos
considerarlo como un contenido dificil de aprender y ensefar (Lamon,
2007; Newton, 2008).

Para concluir este trabajo intentamos dar respuesta a las preguntas
de investigacién que nos hicimos de manera previa comenzando por
justificar el uso del modelo MTSK para el analisis, dado que el fin Gltimo
de este trabajo de investigacion es facilitar el analisis de una situacion
de ensenanza concreta que se utilizara en el futuro en la formacion de
maestros (Carrillo et al., 2018).

En relacion a la representacion (KoT), los futuros maestros de primaria
en formacién desconocen la representacion pictérica de las fracciones
de manera general, coincidiendo con los resultados de Ball (1990). Estos
reconocen entre sus dificultades el hecho de que no ha habido reflexion
en su aprendizaje, habiendo limitado su desempeno al uso de procedi-
mientos.

El registro pictérico preferente en la resolucion es el que utiliza rec-
tangulos, tanto antes como después de la formacion. Los principales
errores en la representacion pictérica son debidos al cambio del tamafo
de la unidad (Llinares y Sanchez, 1997), por lo que consideramos que
este debe ser un aspecto central en los planes formativos, al tiempo que
se debe afianzar el conocimiento de las conexiones entre las distintas
representaciones (KSM), y ensefar no priorizando el uso de procedi-
mientos (KoT).

En cuanto al registro simbdlico los resultados inferiores se muestran
en la divisién, podemos pensar por la forma en que se muestran las dis-
tintas representaciones pictodricas que este hecho es debido a que la frac-
cién se observa en este caso como dos niimeros enteros independientes
(Newstead & Murray, 1998).

Los futuros maestros utilizan de manera preferente el registro de la
lengua natural (KPM) en un formato poco comprensivo, limitandose a

124 https://doi.org/10.6018/educatio.436461



Arteaga-Martinez, B. y Arnal-Palacidn, M. (2022). Analisis del conocimiento especializado en
matematicas con maestros en formacion: una experiencia con la representacion de fracciones.
Educatio Siglo XXI, 40(1), 107-130.

describir procedimientos o pasos ordenados para la realizacién de ope-
raciones. Sin embargo, tras la formacién el lenguaje natural pasa a un
segundo plano, y los resultados mejoran excepto en la representacion
pictérica de la division. Este hecho nos muestra la importancia de dar
oportunidades de uso de distintos registros para demostrar la compren-
sion (Rothery y Flores, 2014).

Los buenos resultados en la operacién de la multiplicacion en el
registro pictérico pueden justificarse desde el hecho de que uno de
los materiales utilizados fue el papel cuadriculado para la represen-
tacion, siendo este tipo de representacion el utilizado de manera pre-
ferente.

El plan formativo ha supuesto una mejora de los resultados, aunque
lo que mas valoramos como formadores es el proceso reflexivo al que se
ha dado lugar, haciendo que los futuros maestros cuestionen la forma en
que aprendieron dichos contenidos. Este hecho se refleja por ejemplo en
el mayor uso del registro de la lengua natural en la multiplicacion y di-
visiéon, complementando a los otros registros y describiendo de manera
comprensiva la operacion.

Los estudiantes valoran la comprensién de los conceptos relacio-
nados con fracciones desde el uso de la representacion y la conexio-
nes con el concepto, coincidiendo con los resultados de Lee y Lee
(2019).

Este trabajo nos ha permitido identificar alguno de los obstaculos con
los que acceden los estudiantes al Grado en Educacion, que pueden
condicionar el aprendizaje de la nocién de fraccién. Aunque serd nece-
sario continuar el analisis con otros grupos de estudiantes que acceden
a los grados de magisterio, para contrastar los resultados expuestos. Los
planes formativos de los futuros maestros deben tener en cuenta las par-
ticularidades de este contenido, considerando las operaciones desde dis-
tintos registros de representacion que faciliten su comprensién, para su
posterior uso en contextos de resolucién de problemas. De esta manera
los estudiantes podrdn aprender de manera conjunta desde la perspecti-
va del contenido matematico (MK) y el contenido didactico (PCK), que
les facilitara su posterior labor docente.

https://doi.org/10.6018/educatio.436461 125



Arteaga-Martinez, B. y Arnal-Palacidn, M. (2022). Analisis del conocimiento especializado en
matematicas con maestros en formacion: una experiencia con la representacion de fracciones.
Educatio Siglo XXI, 40(1), 107-130.

Referencias

Adu-Gyamfi, K., Schwartz, C.S., Sinicrope, R. & Bossé, M.J. (2019). Making sense of frac-
tion division: domain and representation knowledge of preservice elementary tea-
chers on a fraction division task. Mathematics Education Research Journal, 31, 507—
528. doi:10.1007/513394-019-00265-2

Avila, A. (2019). Significados, representaciones y lenguaje: las fracciones en tres ge-
neraciones de libros de texto para primaria. Educacion matemadtica, 31(2), 22-60.
doi:10.24844/EM3102.02

Ball, D.L. (1990). The mathematical understanding that preservice teachers bring to tea-
cher education. The elementary School Journal, 90(4), 449-466. doi:10.1086/461626

Block, D., Mendoza, T. y Ramirez, M. (2010). ;Al doble le toca el doble? La ensefanza
de la proporcionalidad en la educacion basica. México: SM.

Buforn, A., Llinares, S. y Ferndndez, C. (2018). Caracteristicas del conocimiento de los
estudiantes para maestro espafioles en relacién con la fraccién, razén y proporcion.
Revista mexicana de investigacion educativa, 23(76), 229-251.

Carrillo, J., Climent, N., Montes, M., Contreras, L.C., Flores-Medrano, E., Escudero-Avila,
D., Vasco, D., Rojas, N., Flores, P., Aguilar-Gonzalez, M., Ribeiro, M. & Mufoz-
Catalan, M.C. (2018). The mathematics teacher’s specialised knowledge (MTSK) mo-
del. Research in Mathematics Education, 20(3), 236-253. doi:10.1080/14794802.20
18.1479981

Carrillo, J., Flores-Medrano, E., Contreras, L.C. y Climent, N. (2015). El profesor en el
marco de los ETM: el papel del MTSK como modelo de conocimiento. En I. Gémez-
Chacon, J. Escribano, A. Kuzniak, y P. Richard (Eds.), Actas del ETM 4 (pp. 461-471).
Madrid: Universidad Complutense de Madrid.

Chinnappan, M. & Forrester, T. (2014). Generating procedural and conceptual knowledge
of fractions by pre-service teachers. Mathematics Education Research Journal, 26(4),
871-896. doi:10.1007/s13394-014-0131-x

D’Amore, B. (2005). Bases filosoficas, pedagogicas, epistemoldgicas y conceptuales de la
Didactica de la Matematica. México: Reverté.

Depaepe, F., Van Roy, P, Torbeyns, B., Kleickmann, T, Van Dooren, W. & Verschaffel,
LJ. (2018). Stimulating pre-service teachers’ content and pedagogical content
knowledge on rational numbers. Educational Studies in Mathematics, 99, 197-216.
doi:10.1007/s10649-018-9822-7

Dreher, A., Kuntze, S. & Lerman, S. (2016). Why use multiple representations in the
mathematics classroom? Views of English and German preservice teachers. Interna-
tional Journal of Science and Mathematics Education, 14(2), 363-382. doi:10.1007/
s10763-015-9633-6

Duval, R. (1998). Registros de Representacion semidtica y funcionamiento cognitivo del
pensamiento. En F. Hitt (Ed.), Investigacion en Matemadticas Educativa Il. (pp. 173-
202). México: CINVESTAV.

Escolano, R. (2007). Ensefianza del ndmero racional positivo en Educacion Primaria: Un
estudio desde los modelos de medida y cociente. (Tesis doctoral). Universidad de
Zaragoza.

126 https://doi.org/10.6018/educatio.436461



Arteaga-Martinez, B. y Arnal-Palacidn, M. (2022). Analisis del conocimiento especializado en

matematicas con maestros en formacion: una experiencia con la representacion de fracciones.
Educatio Siglo XXI, 40(1), 107-130.

Fandifio, M. (2009). Las fracciones: aspectos conceptuales y didécticos. Colombia: Ma-
gisterio.

Gomez, B., Figueras, O. y Contreras, M. (2016). Modelos de ensenanza de los algoritmos
de la division de fracciones. Avances de Investigacion en Educacion Matematica, 9,
43-63. doi:10.35763/aiem.v0i9.147

Gomez, M. y Pantoja, Y. (2013). Limite de funciones, sistemas de representacion y es-
tandares de calidad: una metodologia de analisis de textos escolares. Revista Sigma,
11(1), 26-38.

Ivars, P., Fernandez, C., Llinares, S. & Choy, B.H. (2018). Enhancing noticing: Using a
hypothetical learning trajectory to improve pre-service primary teachers’ professio-
nal discourse. Eurasia. Journal of Mathematics, Science and Technology Education,
14(11), 1-16. doi:10.29333/ejmste/93421

Janvier, C. (1987). Problems of representations in the teaching and learning of mathema-
tics. Hillsdale, NJ: Lawrence Erlbaum Associated.

Kara, F. & Incikabi, L. (2018). Sixth grade students’ skills of using multiple representations
in addition and subtraction operations in fractions. International Electronic Journal of
Elementary Education, 10(4), 463-474. doi:10.26822/iejee.2018438137

Khoury, H.A. & Zazkis, R. (1994). On fractions and non-standard representations: Pre-
service teachers’ concepts. Educational Studies in Mathematics, 27, 191-204.

Kieren, T.E. (1976). On the mathematical, cognitive and instructional foundations of
rational numbers. In R.A. Lesh & D.A. Bradbard (Eds). Number and Measurement.
Papers from a research workshop (pp. 101-144). Columbus, OH: ERIC Information
Analysis Center for Science, Mathematics and Environmental Education.

Lamon, S.J. (2007). Rational numbers and proportional reasoning: Toward a theoretical
framework. In F. Lester (Ed.), Second handbook of research on mathematics teaching
and learning (pp. 629-668). Charlotte, NC: Information Age Publishing.

Landis, J.R. & Koch, G.G. (1977). The measurement of observer agreement for categorical
data. Biometrics, 33(1), 159-174.

Lee, M.Y. (2017). Pre-service teachers’ flexibility with referent units in solving a fraction
division problem. Educational Studies in Mathematics, 96(3), 327-348. doi:10.1007/
s10649-017-9771-6

Lee, M.Y. & Lee, J. (2019). Pre-service Teachers’ Perceptions of the Use of Representa-
tions and Suggestions for Students’ Incorrect Use. Eurasia Journal of Mathematics,
Science and Technology Education, 15(9), em1745. doi:10.29333/ejmste/103055

Li, Y. & Kulm, G. (2008). Knowledge and confidence of pre-service mathematics teachers:
The case of fraction division. ZDM, 40(5), 833-843. doi:10.1007/s11858-008-0148-2

Lindn, M.M., Barrera, V.J. y Infante, ].M. (2014). Conocimiento especializado de los es-
tudiantes para maestro: la resolucién de un problema con division de fracciones. EA,
Escuela Abierta, 17, 41-63. doi:10.29257/EA17.2014.04

Lindn, M.M., Contreras, L.C. y Barrera, V.J. (2016). Conocimiento de los Temas (KoT). En
J. Carrillo, L.C. Contreras y M. Montes (Eds.), Reflexionando sobre el conocimiento
del profesor. Actas de las Il Jornadas del Seminario de Investigacion de Didactica de

la Matematica de la Universidad de Huelva (pp. 12-20). Huelva: CGSE.

Llinares, S. y Sanchez, M.V. (1997). Aprender a ensefar, modos de representacion y

https://doi.org/10.6018/educatio.436461 127



Arteaga-Martinez, B. y Arnal-Palacidn, M. (2022). Analisis del conocimiento especializado en
matematicas con maestros en formacion: una experiencia con la representacion de fracciones.
Educatio Siglo XXI, 40(1), 107-130.

ndmero racional. Primer Simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Edu-
cacion Matematica. Zamora: Universidad de Granada, SEIEM.

McMillan, J.H. & Schumacher, S. (2005). Investigacion educativa (5.a edicion) Pearson
educacion.

Mick, H.W. & Snicrope, R. (1989). Two meanings of fraction multiplication. School
Science and Mathematics, 89(8), 632—639.

Montes, M.A., Contreras, L.C., Lifidn, M.M., Mufoz Catalan, M.C., Climent, N. y Carrillo,
J. (2015). Conocimiento de aritmética de futuros maestros. Debilidades y fortale-
zas. Revista de Educacion, 367, 36-62. doi:10.4438/1988-592X-RE-2015-367-282

Newstead, K. & Murray, H. (1998). Young students’ constructions of fractions. In A. Oli-
vier & K. Newstead (Eds.), Proceedings of the Twenty-second International Conferen-
ce for the Psychology of Mathematics Education: Vol. 3. (pp. 295-302). Stellenbosch,
South Africa.

Newton, K.. (2008). An extensive analysis of preservice elementary teachers’
knowledge of fractions. American educational research journal, 45(4), 1080-1110.
doi:10.3102/0002831208320851

Perera, P.B. y Valdemoros, M.E. (2007). Propuesta didactica para la ensefianza de las
fracciones en cuarto grado de educacion primaria. En M. Camacho, P. Flores y M.P.
Bolea (Eds.), Investigacicn en educacion matemadtica (pp. 209-218). San Cristébal de
la Laguna, Tenerife: Sociedad Espafola de Investigacion en Educacién Matemadtica,
SEIEM.

Reys, R., Lindquist, M., Lambdin, D.V. & Smith, N.L. (2007). Helping children learn
mathematics (9th edition). Boston: John Wiley & Sons.

Rico, L. (2009). Sobre las nociones de representacion y comprensién en la investigacion
en educacion matematica. PNA, 4(1), 1-14.

Rodriguez, P. y Navarrete, C.A. (2020). Influencia del conocimiento profundo del profe-
sor sobre fracciones en el aprendizaje de alumnos de 4o. grado. Revista Electronica
de Investigacion Educativa, 22, €10, 1-18. doi:10.24320/redie.2020.22.e10.2285

Rodriguez-Domingo, S. (2016). Traduccién entre los sistemas de representacién simboli-
co y verbal: un estudio con alumnado que inicia su formacién algebraica en secun-
daria. (Tesis doctoral). Universidad de Granada.

Rojas, N., Flores, P. y Carrillo, J. (2015). Conocimiento especializado de un profesor de
matemadticas de educacién primaria al ensefar los nimeros racionales. Bolema: Bole-
tim de Educacdo Matematica, 29(51), 143-166. doi:10.1590/1980-4415v29n51a08

Rothery, T.G. y Flores, A. (2014). Orden y distancia de fracciones y decimales en la recta
numérica: El caso de Abigail. Avances de Investigacion en Educacion Matematica, 5,
73-90.

Shulman, L.S. (1986). Those who understand: Knowledge growth in teaching. Educatio-
nal Researcher, 15(2), 4-14. doi:10.3102/0013189X015002004

Siegler, R.S., Duncan, G.J., Davis-Kean, P.E., Duckworth, K., Claessens, A., Engel, M., Sus-
perreguy, M.I. & Chen, M. (2012). Early predictors of high school mathematics achie-
vement. Psychological science, 23(7), 691-697. doi:10.1177/0956797612440101

Son, J.W. (2005). A comparison of how textbooks teach multiplication of fractions and
division of fractions in Korea and in the U.S. 2005. In H.L. Chick & J.L. Vincent (Eds.).

128 https://doi.org/10.6018/educatio.436461



Arteaga-Martinez, B. y Arnal-Palacidn, M. (2022). Analisis del conocimiento especializado en

matematicas con maestros en formacion: una experiencia con la representacion de fracciones.
Educatio Siglo XXI, 40(1), 107-130.

Proceedings of the 29th Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education (pp. 201-208). Melbourne: PME.

Suh, J., Moyer, P.S. & Heo, H.J. (2005). Examining technology uses in the classroom:
Developing fraction sense using virtual manipulative concept tutorials. Journal of
Interactive Online Learning, 3(4), 1-21.

Tirosh, D. (2000). Enhancing prospective teachers’ knowledge of children’s conceptions:
The case of division of fractions. Journal for Research in Mathematics Education, 31,
5-25. doi:10.2307/749817

Tung-Pekkan, Z. (2015). An analysis of elementary school children’s fractional knowled-
ge depicted with circle, rectangle, and number line representations. Educational Stu-
dies in Mathematics, 89(3), 419-441. doi:10.1007/s10649-015-9606-2

Valdemoros, M.E. (2004). Lenguaje, fracciones y reparto. Revista Latinoamericana de
Investigacion en Matematica Educativa, RELIME, 7(3), 235-256.

https://doi.org/10.6018/educatio.436461 129






