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Resumen:
La formación en matemáticas de los fu-
turos maestros debe fijarse en contenidos 
que tradicionalmente se han enseñado 
desde procedimientos poco comprensivos, 
como las operaciones con fracciones, para 
diseñar pautas formativas que se anticipen 
a los posibles errores que se han adquirido 
de manera previa. En este trabajo, centra-
mos nuestra atención en los registros de 
representación de las fracciones (pictórico, 

Abstract:
Preservice teacher preparation in mathe-
matics must focus on content that has tra-
ditionally been taught through procedures 
which are not very comprehensive, such 
as operations with fractions, in order to 
design training guidelines that anticipate 
possible errors acquired previously. In this 
study, we focused our attention on the re-
gisters of representation of fractions (pic-
torial, symbolic and natural language), to 



Arteaga-Martínez, B. y Arnal-Palacián, M. (2022). Análisis del conocimiento especializado en 
matemáticas con maestros en formación: una experiencia con la representación de fracciones. 
Educatio Siglo XXI, 40(1), 107-130.

108 https://doi.org/10.6018/educatio.436461

simbólico y lengua natural), con el objeti-
vo de favorecer la comprensión y uso de 
las operaciones. Presentamos la investiga-
ción realizada con una muestra de 85 estu-
diantes que cursan el Grado en Educación 
Primaria. Los datos se recopilaron antes y 
después de una instrucción con material 
manipulativo. Se analizan muestras de tra-
bajo desde la perspectiva de análisis del 
MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised 
Knowledge). Los resultados del diagnós-
tico inicial señalan que utilizan números 
que les facilitan la representación, y que 
pocos de los futuros maestros utilizan el 
registro pictórico. El error principal es no 
reconocer que las partes en que se divide 
el todo son de igual tamaño. Los resulta-
dos tras la formación señalan un cambio 
en la elección de la representación y una 
mejora conceptual en los registros pictó-
rico y simbólico, convirtiéndose en más 
habituales tras la formación. El trabajo 
ha ayudado a identificar obstáculos en el 
aprendizaje de las operaciones con frac-
ciones, que ponen de manifiesto la nece-
sidad de trabajarlas desde una perspectiva 
que facilite potenciar la comprensión del 
contenido, y facilitar la enseñanza poste-
rior desde el uso y conexión entre los dis-
tintos registros de representación.
Palabras clave: 
Formación de maestros; didáctica; fraccio-
nes; representación; MTSK.

favor the construction of fractions and the 
understanding of operations. We present 
the research carried out with a sample of 
85 students who are currently studying the 
Degree in Primary Education. Data were 
collected before and after instructions 
with manipulative materials. Work sam-
ples were analyzed from the perspective 
of MTSK (Mathematics Teacher’s Specia-
lized Knowledge) analysis. The results of 
the pretest indicate that students use num-
bers that facilitate representation, and the 
pictorial record is used by a minority of 
the future teachers. The main error is not 
recognizing that the parts into which the 
whole is divided are of equal size. The re-
sults after the training indicate a change 
in the choice of representation and a con-
ceptual improvement in the pictorial and 
symbolic registers which become more 
common after training. This study has hel-
ped to identify obstacles in the learning 
of operations with fractions, making clear 
the need to work on them from a pers-
pective that targets the understanding of 
the content, while facilitating subsequent 
teaching from the use and connection bet-
ween the different representation registers.

Keywords: 
Preservice teachers; didactics; fractions; 
representation; MTSK.

Résumé:
La formation en mathématiques des futurs enseignants devrait se concentrer sur les con-
tenus qui ont traditionnellement été enseignés à l’aide de procédures peu complètes, 
comme les opérations avec des fractions, afin de concevoir des directives de formation 
qui anticipent les éventuelles erreurs acquises précédemment. Dans cet article, nous 
portons notre attention sur les registres de représentation des fractions (pictural, sym-
bolique et langage naturel), dans le but de favoriser la compréhension et l’utilisation 
des opérations. Nous présentons la recherche effectuée auprès d’un échantillon de 85 
étudiants préparant un diplôme d’enseignement primaire. Les données ont été recueillies 
avant et après l’instruction avec le matériel de manipulation. Les échantillons de travail 
sont analysés du point de vue de l’analyse des MTSK (Mathematics Teacher’s Specialised 
Knowledge). Les résultats du diagnostic initial indiquent qu’ils utilisent les chiffres pour 
faciliter la représentation, et que peu de futurs enseignants utilisent le registre pictural. 
La principale erreur consiste à ne pas reconnaître que les parties dans lesquelles le tout 
est divisé sont de taille égale. Les résultats après la formation indiquent un changement 
dans le choix de la représentation et une amélioration conceptuelle dans les registres 
pictural et symbolique, plus fréquents après la formation. Ce travail a permis d’identifier 
des obstacles dans l’apprentissage des opérations avec des fractions, qui mettent en évi-
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dence la nécessité de les travailler dans une perspective qui contribue à améliorer la 
compréhension du contenu, et de faciliter l’enseignement ultérieur basé sur l’utilisation 
et la connexion entre les différents registres de représentation.
Mots clés: 
Formation des enseignants; didactique; fractions; représentation; MTSK.

Fecha de recepción: 10-07-2020
Fecha de aceptación: 20-12-2020

Introducción

La investigación en didáctica de las matemáticas ha tomado un cierto 
apogeo en los últimos años gracias a los modelos de análisis descriptivo 
del conocimiento especializado del profesor, partiendo muchos de ellos 
del esquema de Shulman (1986), que incluyó por primera vez el cono-
cimiento pedagógico del contenido (PCK) como elemento diferenciador 
entre el conocimiento matemático que debe tener un docente y cual-
quier otra persona que realice tareas matemáticas. 

La observación de este PCK plantea la importancia de conocer qué 
dificultades surgen en contenidos concretos o qué ideas preconcebidas 
se tienen sobre algunos de ellos, que pueden condicionar su aprendizaje 
y por tanto su enseñanza posterior. Este análisis debe iniciarse cuando 
los maestros están aún en formación, para conocer y reforzar aquellos 
aspectos que les faciliten la adquisición de un conocimiento matemático 
adecuado, al tiempo que desarrollen destrezas didácticas que les facili-
ten su tarea posterior, que es enseñar.

Uno de estos modelos de análisis es el MTSK (Mathematics Teacher’s 
Specialised Knowledge) de Carrillo et al. (2018), que facilita un inventa-
rio de categorías de análisis de este conocimiento especializado, exclu-
sivo del docente para desarrollar su labor. Este modelo lejos de preten-
der realizar una evaluación, se enmarca de alguna manera en un modo 
constructivista de observación de la tarea del docente de matemáticas, 
facilitando una comprensión e interpretación de sus acciones y conoci-
mientos. El modelo señala que este conocimiento propio del docente se 
recoge de manera conjunta en el contenido matemático y pedagógico, 
no pudiendo enmarcarse como una categoría específica dentro de uno 
de ellos.

Dentro del MTSK se distinguen dos dominios, el conocimiento del 
contenido matemático (MK) y el PCK, ya mencionado de manera previa. 
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En este modelo de manera específica se sustituye la palabra pedagógico 
por didáctico, dada la acepción diferencial de la lengua castellana3. El 
PCK se denomina así conocimiento didáctico del contenido. Este trabajo 
pretende centrar su análisis en el primero, MK, y especialmente en uno 
de sus subdominios denominado KoT, que recoge los tópicos matemáti-
cos, “afirmaciones, postulados, o principios fundamentales, centrales en 
las matemáticas” (Liñán, Contreras y Barrera, 2016, p. 12). 

Desde este subdominio podríamos observar el conocimiento sobre 
un contenido concreto, por ejemplo las fracciones, partiendo desde lo 
más general que conllevaría a su comprensión, a lo particular como el 
manejo de los algoritmos, o la representación que se puede hacer tan-
to de ellas como de los procedimientos asociados a su tratamiento. La 
elección de este contenido tan específico se debe a que se considera 
un contenido complejo para estudiantes de todo el mundo (Rodríguez y 
Navarrete, 2020), además de que el conocimiento de las fracciones se 
considera un predictor del conocimiento posterior del álgebra (Siegler et 
al., 2012), bloque de contenidos que supone la base de las matemáticas 
superiores.

La enseñanza de las operaciones con fracciones en la escuela se 
ha centrado tradicionalmente en el procedimiento (KoT), mostrándose 
como una serie de repertorios que se expresan en maneras tales como 

“multiplicar en cruz” o “invertir y multiplicar” (Gómez, Figueras y Con-
treras, 2016, p. 47), en el caso de la división o “multiplicar en línea”, en 
el caso de la multiplicación; pero si intentamos que el estudiante razone 
sobre el verdadero sentido de estas acciones, no se muestra un cono-
cimiento comprensivo de estos algoritmos particulares, probablemente 
porque la transición de la operación de los números naturales a las frac-
ciones se ha querido hacer con los mismos argumentos.

La investigación centrada en el proceso de enseñanza-aprendizaje de 
las fracciones ha analizado aspectos de distinta naturaleza. En el aparta-
do de aprendizaje, gran parte de ellas se han centrado en el algoritmo de 
la división (Ball, 1990; Lee, 2017; Tirosh, 2000), especificando también 
en la resolución problemas de división de fracciones (Liñán, Barrera y In-
fante, 2014); otras han trabajado la construcción de la noción de fracción 
(Escolano, 2007; Perera y Valdemoros, 2007), la eficacia de herramientas 

3 Pedagógico (adj.): Expuesto con claridad y que sirve para educar o enseñar. Didáctico 
(adj.): Que tiene como finalidad fundamental enseñar o instruir. Fuente: RAE (https://
dle.rae.es/)
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como manipuladores virtuales para su aprendizaje (Suh, Moyer & Heo, 
2005), el tratamiento en los libros de texto (Ávila, 2019), e incluso los 
distintos significados que tiene el término fracción (Block, Mendoza y 
Ramírez, 2010; Fandiño, 2009; Kieren, 1976). Mientras que la investi-
gación centrada en la enseñanza recoge resultados tanto de maestros en 
formación, como maestros con largas trayectorias de aprendizaje desde 
el análisis de modelos como el MTSK (Rojas, Flores y Carrillo, 2015), o 
el análisis de problemas aritméticos que resuelven estudiantes universi-
tarios de magisterio desde este mismo modelo (Montes et al., 2015). Así, 
nuestro trabajo desde el análisis del KoT va a centrarse en estos proce-
dimientos, pero relacionados con la representación, considerada como 
una categoría de análisis en este subdominio.

Las representaciones relacionadas con el aprendizaje de las matemá-
ticas “hacen presentes los conceptos y procedimientos matemáticos y 
con las cuales los sujetos particulares abordan e interactúan con el cono-
cimiento matemático, es decir, registran y comunican su conocimiento 
sobre las matemáticas” (Rico, 2009, p. 3), por lo tanto, parece razonable 
darle importancia a estos aspectos cuando tratamos el aprendizaje de 
las fracciones. “Todo concepto matemático se ve obligado a servirse de 
representaciones, dado que no se dispone de ‘objetos’ para exhibir en 
su lugar” (D’Amore, 2005, p. 23). Ball (1990) descubrió que maestros 
en formación realizaban de manera correcta problemas utilizando el al-
goritmo de la multiplicación (invertir-multiplicar), aunque se centraban 
fundamentalmente en recordar reglas y aplicar el procedimiento están-
dar, pero muy pocos de ellos eran capaces de realizar la representación 
gráfica correctamente. 

El uso de modelos y representaciones pictóricas es un tema común 
en matemáticas elementales en los libros de texto en general, y es parti-
cularmente preponderante en los contenidos de la fracción (Reys, Lind-
quist, Lambdin & Smith, 2007). Por lo tanto, resulta fundamental en este 
sentido y dado el uso generalizado del libro de texto en las aulas de pri-
maria en España, que los futuros maestros conozcan en profundidad las 
representaciones de las fracciones, dado que, los libros de texto suelen 
presentar los problemas sin contexto, limitando así que solo se requieran 
de conocimientos procedimentales para su resolución (Son, 2005). 

Sin embargo, hemos de ser conscientes que no toda representación 
es adecuada, “una representación no necesariamente indica una com-
prensión holística de los matices de un particular concepto matemático” 
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(Chinnappan & Forrester, 2014, p. 874), por lo tanto, el aprendiz de 
maestro necesita formarse en los tipos de representación existentes y en 
las posibles conversiones que es posible realizar entre ellas.

Figura 1. Cinco representaciones para las ideas matemáticas. 
Fuente: Adaptado de Lesh y Landau (1983, citado en Reys et al., 2007, p. 101)

Las formas consideradas para trabajar la representación de fracciones 
son las que abordan al menos cuatro de las cinco representaciones reco-
gidas en la figura 1, así como las relaciones entre ellas, para que no se 
aprendan de manera aislada unas de otras.

El análisis del conocimiento de los contenidos más básicos relaciona-
dos con las fracciones para un maestro de primaria no puede solo com-
plementar estos aspectos de procedimientos y representaciones (KoT), 
sino que debe relacionarse con el papel que juegan los símbolos (KPM) 
en la comprensión de los contenidos relacionados con las fracciones 
y los conocimientos relacionados con la estructura matemática (KSM), 
establecidos en este caso desde la conexión entre las distintas represen-
taciones.

Marco teórico

La revisión teórica del presente estudio se sustenta dos pilares funda-
mentales relacionados con aprendizaje de las fracciones: el contenido 
matemático y los sistemas de representación que pueden utilizarse.
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El conocimiento de las fracciones, desde la mirada de los estudiantes 
para maestro, ha sido analizando en multitud de estudios en los últimos 
años (Buforn, Llinares y Fernández; 2018; Khoury & Zazkis, 1994; Liñán 
et al., 2014; entre otros).

Tomando el concepto de fracción con maestros en formación, tanto 
desde la perspectiva del contenido matemático (MK) como didáctico 
(PCK), y focalizándose en las percepciones que éstos tienen acerca de 
la preparación de sus conocimientos y el alcance que tienen sobre las 
matemáticas, Li y Kulm (2008) determinaron que los estudiantes para 
maestro tienen un conocimiento limitado para enseñar conceptualmen-
te la división de fracciones.

Examinando las características de esta misma noción en maestros en 
formación desde la resolución de problemas, Buforn et al. (2018) de-
mostraron que éstos resuelven correctamente problemas de parte-todo, 
medida-recta numérica y cociente, situación proporcional de valor per-
dido y comparación de razones, pero tienen dificultades cuando deben 
reconstruir la unidad, reconocer una situación no proporcional y com-
parar situaciones cuantitativas y cualitativas. Estas dificultades vienen 
determinadas por las limitaciones en la comprensión del concepto ma-
temático, dando lugar a que, sin haber desarrollado una comprensión 
de la noción de fracción, razón y proporción, pueden resolver de forma 
correcta problemas más procedimentales. 

La investigación centrada en el aprendizaje de las operaciones con 
los números racionales en los estudiantes de educación primaria es 
abundante, señalando sobre todo las dificultades. Algunos de estos re-
sultados, reflejan la complejidad para los estudiantes de educación pri-
maria de la transición de los números naturales a los números racionales, 
por ejemplo, la debida al cambio conceptual, asociado principalmente 
a algunas de las propiedades, por ello los maestros necesitan de manera 
simultánea el CK y el PCK (Depaepe et al., 2018).

La comprensión de los estudiantes indica que aprender las fracciones 
y las operaciones con fracciones es un proceso complejo (Kara & Incika-
bi, 2018). Además, es habitual que los estudiantes utilicen fácilmente 
los algoritmos con fracciones, pero no entiendan el significado de los 
mismos (Mick & Snicrope, 1989). Para poder ayudar en estas dificultades 
Tunç-Pekkan (2015) propone utilizar múltiples sistemas de representa-
ción en los procesos de enseñanza y aprendizaje.

Los trabajos de investigación centrados en la enseñanza-aprendizaje 
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de las matemáticas donde se señale la importancia de los sistemas de 
representación han sido numerosos en los últimos años (Duval, 1998; 
Gómez y Pantoja, 2013; Janvier, 1987; Rico, 2009; Rodríguez-Domingo, 
2016; Valdemoros, 2004).

No es posible recordar las reflexiones surgidas a partir de los con-
ceptos, sino que necesitamos ayudarnos de las expresiones, dibujos o 
símbolos que las representen. Se necesita realizar una representación 
interna para pensar y razonar, pero para poder comunicar esas ideas se 
deberá realizar una representación externa: las palabras, las imágenes, 
los gráficos, las ecuaciones, etc. (Gómez y Pantoja, 2013).

Duval (1998) indica que para comprender un concepto es necesario 
la coordinación entre diferentes sistemas de representación, ya que uno 
solo no permite la comprensión total de concepto. Pero no es posible 
el desarrollo de un concepto sin la utilización de un lenguaje que le 
facilite un soporte (Valdemoros, 2004). La autora focaliza su interés 
en los contenidos semánticos, donde se identifica el significado y los 
procesos asociados a las fracciones; y también en aquellos conteni-
dos sintácticos, en los que el niño traduce de su lenguaje natural al 
aritmético, pasando por una representación pictórica. Khoury y Zazkis 
(1994) examinaron las estrategias de razonamiento y los argumentos 
que ofrecían los maestros de educación primaria en formación cuando 
resolvían dos problemas de fracciones con diferentes representaciones 
simbólicas. En el primero debían comparar dos fracciones distintas con 
la misma representación numérica, y en el segundo comparaban dis-
tintas representaciones de la misma fracción. Para evitar la aplicación 
directa de cualquier algoritmo, se utilizaron sistemas de numeración 
en bases distintas de diez, pudiendo observar que el conocimiento del 
valor posicional y los números racionales de los docentes en formación 
es más sintáctico que conceptual.

Por otra parte, Rodríguez-Domingo (2016) realiza una categorización 
de los errores cuando los estudiantes abordan la traducción de los enun-
ciados, en los que aparecen fracciones, de un sistema de representación 
al otro, en particular de simbólico a verbal y viceversa.

Desde el análisis del KoT, los registros de representación implican 
conocer distintas maneras en que se puede mostrar un contenido, inclu-
yendo símbolos, notación y lenguajes asociados a las representaciones. 
Desde el contenido de las fracciones, consideramos fundamental el ma-
nejo de las representaciones pictóricas o geométricas, conjugado con 
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una adecuada representación verbal (lengua natural). Este dominio se 
observará desde el trabajo con las fracciones cuando 

algunos de sus significados se relacionan de modo más natural con un tipo 
de representación (como el significado de operador con un modelo de repre-
sentación discreto); conocer la definición del concepto de número racional 
y su relación con fracción y decimal; conocer distintos algoritmos para las 
operaciones básicas con fracciones y su fundamentación matemática (Carri-
llo, Flores-Medrano, Contreras y Climent, 2015, p. 464).

Partimos entonces de la necesidad del que enseña de una base de co-
nocimiento sólido de las representaciones para facilitar la comprensión 
de los estudiantes y solucionar los obstáculos provocados por concep-
tos adquiridos erróneamente, en relación a las fracciones (Adu-Gyamfi, 
Schwartz, Sinicrope & Bossé, 2019).

Así, la literatura consultada en la elaboración de este marco inicial 
para situar nuestro problema de investigación, nos ha conducido a tener 
como objetivo dar respuesta a cuatro cuestiones, para mejorar el diseño 
de las sesiones de formación de futuros maestros de primaria en relación 
a una primera aproximación a las fracciones:

• ¿Qué conocimiento de las fracciones tienen los maestros de pri-
maria en formación en relación con procedimientos (KoT)?

• ¿De qué manera utilizan la representación (KoT) como complemento 
a un procedimiento de realización de una operación con fracciones?

• ¿Cómo se utilizan los símbolos, incluida la lengua natural (KPM), 
en el aprendizaje de las fracciones en los futuros maestros?

• ¿Qué tipo de conexiones (KSM) se establecen entre las distintas 
representaciones utilizadas en las operaciones con fracciones?

Marco empírico

La muestra está integrada por 85 estudiantes que asisten a una asignatura 
del segundo curso del Grado en Educación Primaria en el curso 2019/20, 
en una universidad pública española. Han asistido a un curso de conte-
nido matemático y didáctico (centrado en el sentido de los números na-
turales y enteros) en el cuatrimestre previo, por lo que sus conocimientos 
específicos sobre fracciones los adquirieron de manera previa al acceso 
a la universidad. 
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Los elementos de análisis han sido las evidencias de las muestras de 
trabajo de dos tareas (tabla 1), una realizada de manera previa (diagnós-
tico) a la instrucción formativa y otra a posteriori. Estas tareas se analizan 
en base de los subdominios KoT, KPM y KSM, del MTSK. Como se puede 
ver se ha provocado un uso de la representación en los dos momentos, 
forzando que se trabajase de manera independiente con cada una de las 
operaciones aritméticas, para facilitar el análisis y la comparación, en 
términos de la eficacia de las sesiones de formación.

Dentro del KoT las categorías que van a observarse, corresponden a 
procedimientos y registros de representación. En concreto, estos serán 
las imágenes (representación pictórica), la operación (representación 
simbólica) y la explicación (representación lenguaje natural) que los fu-
turos maestros hacen en las tareas de fracciones.

Tabla 1
Descripción de las evidencias de trabajo: contenido y representación
Tareas de diagnóstico Tareas a posteriori
Describe las siguientes 
situaciones con fraccio-
nes, utilizando números, 
un dibujo y describe los 
pasos:
1. Suma
2. Resta
3. Multiplicación
4. División

Aporta un ejemplo y su representación gráfica en 
los siguientes ejemplos, describiendo los pasos:
1. Una fracción cuyo valor sea superior a 1
2. Una fracción cuyo valor sea inferior a 1
3. Una suma de dos fracciones
4. Una resta de dos fracciones
5. Una multiplicación de dos fracciones
6. Una división de dos fracciones
Responde a las siguientes preguntas:
7. ¿Consideras que esta representación ayuda a los 

niños/as a entender el significado físico de la 
fracción?

8. ¿Qué dificultades has tenido para realizar esta 
actividad? 

Fuente: Elaboración propia.

La intervención (formación) tiene una duración de 7 sesiones de 60 
minutos, siendo cuatro de ellas (figura 2) de cohorte teórico con un mo-
delo de clase magistral conducido por la docente, y el resto, son sesiones 
de trabajo en pequeños grupos de trabajo de los estudiantes, situadas de 
manera intercalada temporalmente (señaladas por *), experimentando a 
través de problemas (resolución y diseño), representaciones (tratamiento 
y conversión), y uso de materiales no específicamente didácticos. 
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El objetivo durante estas sesiones es que los estudiantes desarrollen 
comprensiones del algoritmo a partir de las representaciones, y las con-
versiones entre ellas. Consideramos que los materiales pueden facilitar 
de alguna manera el uso de las representaciones, y lo situaríamos en el 
dominio PCK, y en particular, en el subdominio KMT (conocimiento de 
la enseñanza de las matemáticas). Sin embargo, señalamos que no va-
mos a analizar estos aspectos concretos del KMT, dado que los recursos 
son utilizados por la formadora de la universidad durante la intervención, 
y no por los estudiantes que integran la muestra de estudio.

Los materiales que se utilizan durante el periodo de formación son fun-
damentalmente regletas y policubos. Además, los contenidos se muestran 
siempre por parte de la docente universitaria de manera simultánea en al 
menos dos registros, siendo siempre uno de ellos el simbólico. 

Figura 2. Estructura y contenidos del plan formativo en las sesiones teóricas.

Para facilitar la codificación de las muestras de trabajo se construye 
un sistema de códigos de análisis desde una revisión de investigaciones 
previas (tabla 2), que nos facilitaron la construcción de un código propio, 
para analizar e interpretar las subcategorías dentro del KoT.

Tabla 2
Revisión teórica de códigos de análisis de representaciones de las fracciones.
Autor Códigos
Chinnappan & 
Forrester (2014)

Construye 5 niveles basado en el conocimiento procesal 
(PK) y el conocimiento conceptual (CK). Se considera PK un 
dominio del algoritmo, mientras que CK se relaciona con 
la representación y/o explicación. Los niveles recogen la 
corrección o no del conocimiento, de fracción y operación.

Ivars, Fernández, 
Llinares & Choy 
(2018)

Recoge tres niveles de desempeño para la identificación y 
representación de las fracciones. Cada uno de los niveles 
se muestra detallado en términos de uso y comparación.

Fuente: Autores mencionados.
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Para la construcción del código propio (tabla 3) se llevó a cabo un 
proceso de categorización deductivo-inductivo, integrando las catego-
rías esperadas a partir de la revisión teórica sobre una muestra aleatoria 
de las evidencias de trabajo, de manera que todas las posibles situacio-
nes estuviesen recogidas en los códigos.

Tabla 3
Categorías de análisis de las operaciones de fracciones de acuerdo a su repre-
sentación.
Representación 
pictórica

Representación 
simbólica

Representación en lengua natural

0. No utiliza repre-
sentación
1. Utiliza una repre-
sentación incorrecta
2. Utiliza una repre-
sentación correcta

0. No se pre-
senta algoritmo 
1. El algoritmo 
no es correcto
2. El algoritmo 
es correcto

0. No incluye una explicación
1. Incluye una explicación no correcta
2. Incluye una explicación correcta ba-
sada únicamente en el procedimiento
3. Incluye una explicación correcta 
no basada únicamente en el procedi-
miento

Fuente: Elaboración propia.

Se incluyen además dos categorías específicas que señalarán si se 
seleccionan para los ejemplos (KMT) de fracciones tienen o no el mis-
mo denominador, o si el tipo de los números que utilizan son múltiplos, 
hecho que facilita la representación. Así como, el tipo de representación 
pictórica que se utiliza. 

Para garantizar la calidad de la categorización de las muestras de tra-
bajo de los futuros maestros, se hace un análisis de fiabilidad del sistema 
de codificación entre las dos investigadoras. Se codificaron de manera 
independiente las respuestas de 17 participantes. Se utilizó el coeficien-
te Kappa, resultando un valor de .962 (p<.001), lo que indica un acuer-
do casi perfecto (Landis & Koch, 1977) entre los códigos asignados por 
cada investigadora. 

Este trabajo se realiza desde dos enfoques complementarios. El pri-
mero, de tipo cuantitativo, que nos facilita una descripción numérica (es-
tudio de frecuencias) del trabajo en las categorías y su posible relación, 
y el segundo de tipo cualitativo de tipo descriptivo y exploratorio (Mc-
Millan y Schumacher, 2005), que nos permite interpretar las muestras de 
trabajo de los estudiantes desde el modelo MTSK.

El software utilizado para realizar los cálculos de porcentajes y las 
pruebas no paramétricas ha sido el SPSS v. 25.
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Resultados y discusión

Los resultados del diagnóstico (tabla 4) señalan que los estudiantes uti-
lizan de manera preferente el registro de la lengua natural, aunque es 
frecuente reflejar únicamente aspectos procedimentales, sobre todo en 
producto y división. En el caso del registro pictórico el dato de resulta-
dos correctos es mayor en la suma, mientras que en el simbólico lo es la 
multiplicación.

Tabla 4
Distribución de porcentajes de las tareas de diagnóstico en las categorías (cua-
tro operaciones).

Suma Resta Producto División

Representación 
pictórica

No utiliza representación 72.46 78.26 78.21 84.06

Utiliza una representación 
incorrecta 

2.90 2.90 17.39 15.94

Utiliza una representación 
correcta

24.64 18.84 4.35 .00

Representación 
simbólica

No se presenta algoritmo 79.71 81.16 73.91 78.26

El algoritmo no es correcto .00 .00 1.45 2.90

El algoritmo es correcto 20.29 18.84 24.64 18.84

Representación 
en lengua natural

No incluye una explicación 2.90 4.35 5.80 8.70

Incluye una explicación no 
correcta

75.36 78.26 57.97 55.07

Incluye una explicación 
correcta basada únicamente 
en el procedimiento

8.70 8.70 17.39 23.19

Incluye una explicación co-
rrecta no basada únicamente 
en el procedimiento

13.04 8.70 18.84 13.04

Fuente: Elaboración propia.

Desde el análisis cualitativo de las muestras de trabajo vemos que son 
pocos los futuros maestros que utilizan el registro pictórico, pero el 50% 
de quienes lo utilizan tiene la preferencia del uso geométrico de rectán-
gulos; en el caso de suma y resta optan de manera preferente por poner 
el mismo denominador en el ejemplo (86.67%). Entre los que utilizan el 
registro pictórico en la multiplicación y división, son muchos (53.33 y 
63.64%, respectivamente) los que cambian el tamaño de la unidad.

En cuanto a los resultados de las tareas a posteriori (tabla 5) vemos 
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en primer lugar un cambio de tendencia en la forma de trabajo, siendo 
los registros preferentes en la resolución de la tarea el pictórico y el 
simbólico.

Tabla 5
Distribución de porcentajes en las tareas a posteriori en las categorías.

Fracción 
impropia

Fracción 
propia

Suma Resta Multiplicación División

Representación 
pictórica

No utiliza repre-
sentación

3.80 2.53 13.92 10.13 10.13 24.05

Utiliza una 
representación 
incorrecta 

5.06 7.60 18.99 21.52 20.25 37.98

Utiliza una 
representación 
correcta

91.14 89.87 67.09 68.35 69.62 37.98

Representación 
simbólica

No se presenta 
algoritmo

5.06 5.06 12.65 8.86 12.66 22.79

El algoritmo no 
es correcto

1.27 2.53 1.27 2.53 3.80 6.33

El algoritmo es 
correcto

93.67 92.41 86.08 88.61 83.54 70.89

Representación 
en lengua 
natural

No incluye una 
explicación

84.81 87.34 83.54 81.01 77.22 77.22

Incluye una 
explicación no 
correcta

2.53 .00 1.27 2.53 .00 1.27

Incluye una 
explicación 
correcta basada 
únicamente en el 
procedimiento

8.86 8.86 10.13 11.39 12.66 11.39

Incluye una 
explicación co-
rrecta no basada 
únicamente en el 
procedimiento

3.80 3.80 5.06 5.06 10.13 10.13

Fuente: Elaboración propia.

Los resultados muestran porcentajes altos en el desempeño, por parte 
de los futuros maestros, en cada uno de los registros, excepto en el re-
gistro pictórico en la división. Y resultados bajos en el uso de la lengua 
natural. Esta situación de dificultad se refleja en los comentarios cuali-
tativos de las preguntas que se les solicitan. Algunos ejemplos de estos 
comentarios son: “he encontrado dificultad y sigo teniendo dudas con 
la explicación de la división”, “me ha parecido un poco complicado, 
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ya que nunca había representado gráficamente las operaciones de las 
fracciones. La más complicada de todas me ha parecido la división, ya 
que todavía no la comprendo bien gráficamente”, “no he podido reali-
zar uno de los ejercicios debido a que no comprendo en su totalidad el 
proceso de la división representada en fracciones”.

La representación pictórica más elegida por los futuros maestros, 
como ya ocurriese en el diagnóstico, son los rectángulos (90.79%).

La representación pictórica de la multiplicación presenta un porcen-
taje de éxito superior (69.20%) al resto de operaciones, mostrando la 
mayoría de estos casos una representación geométrica (figura 3).

Figura 3. Muestra de trabajo para la multiplicación, con representación pictóri-
ca, simbólica y lengua natural.

A pesar del elevado porcentaje de éxito en la representación pictórica 
de las fracciones mayor y menor que la unidad, se han detectado errores 
asociados a la propia construcción de fracción, con una construcción 
donde las partes tienen distintos tamaños (figura 4).

Figura 4. Muestra de trabajo para la representación de una fracción propia, 
con distinto tamaño en las partes.
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El error más frecuente en la representación pictórica de suma y resta, 
se ha debido al uso de distintos tamaños para la unidad (figura 5).

Figura 5. Muestra de trabajo para la representación de la suma con distintos 
tamaños para la unidad.

Relativo al registro simbólico, contemplamos que el porcentaje de 
éxito para cada una de las tareas planteadas es superior a cualquier otra 
representación. Entre todas estas tareas, los resultados con un porcen-
taje de logro menor se encuentran en la división, y como ocurre con 
la multiplicación, el futuro maestro se apoya en la lengua natural para 
acompañar a cada una de las igualdades. Tal y como afirman algunos 
estudiantes, esta representación era la única que habían utilizado hasta 
ese momento.

Finalmente, en los registros de la lengua natural encontramos un alto 
porcentaje de alumnos que no llegan a utilizar este sistema de represen-
tación. A pesar de estos bajos porcentajes de explicación correcta, los 
porcentajes mayores los encontramos en la multiplicación y la división, 
asociado tanto al procedimiento, donde los alumnos mencionan cada 
uno de los pasos realizados, como otro tipo de comentarios asociados al 
concepto y no tanto al procedimiento (figura 6).
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Figura 6. Muestra de trabajo para la representación simbólica, pictórica y len-
gua natural en la división.

En cuanto a la utilidad del uso de distintas representaciones, de ma-
nera general valoran positivamente este hecho, y señalan el descono-
cimiento previo de estos aspectos, ya que reconocen haber aprendido 
de manera mecánica sin reflexión alguna. Algunos de los comentarios 
proporcionados por los futuros maestros fueron: “Considero que la re-
presentación sí ayuda a los niños a entender el significado físico de la 
fracción pues, de no hacerlo, la fracción es un concepto abstracto”, “me 
parece necesario para que los alumnos puedan entender la naturaleza 
de los números racionales y su uso en matemáticas y en sus aplicaciones 
en la vida real, y no pensar que son unos números a los que se les ha atri-
buido unas cuantas reglas arbitrarias con las que funcionan”, “creo que 
a los niños les ayuda a entender el significado y a no ver las fracciones 
como algo abstracto”.

Se utilizó el coeficiente Tau de Kendall para evaluar la relación de 
los valores de los distintos registros y las operaciones, entre las tareas de 
diagnóstico y a posteriori (p<.001), concluyendo que existe relación en 
todas las categorías.
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Conclusiones

Los resultados de este trabajo dadas las características particulares de 
la muestra de estudio no son generalizables, sin embargo, sí que nos 
sirven para “proporcionar información sobre aspectos de los docen-
tes en formación relacionados con el conocimiento y el papel de las 
representaciones” (Dreher, Kuntze & Lerman, 2016, p. 368) que nos 
ayudarán a la mejora de los materiales en los procesos formativos re-
lacionados con los contenidos de las fracciones, dado que podemos 
considerarlo como un contenido difícil de aprender y enseñar (Lamon, 
2007; Newton, 2008).

Para concluir este trabajo intentamos dar respuesta a las preguntas 
de investigación que nos hicimos de manera previa comenzando por 
justificar el uso del modelo MTSK para el análisis, dado que el fin último 
de este trabajo de investigación es facilitar el análisis de una situación 
de enseñanza concreta que se utilizará en el futuro en la formación de 
maestros (Carrillo et al., 2018).

En relación a la representación (KoT), los futuros maestros de primaria 
en formación desconocen la representación pictórica de las fracciones 
de manera general, coincidiendo con los resultados de Ball (1990). Estos 
reconocen entre sus dificultades el hecho de que no ha habido reflexión 
en su aprendizaje, habiendo limitado su desempeño al uso de procedi-
mientos.

El registro pictórico preferente en la resolución es el que utiliza rec-
tángulos, tanto antes como después de la formación. Los principales 
errores en la representación pictórica son debidos al cambio del tamaño 
de la unidad (Llinares y Sánchez, 1997), por lo que consideramos que 
este debe ser un aspecto central en los planes formativos, al tiempo que 
se debe afianzar el conocimiento de las conexiones entre las distintas 
representaciones (KSM), y enseñar no priorizando el uso de procedi-
mientos (KoT).

En cuanto al registro simbólico los resultados inferiores se muestran 
en la división, podemos pensar por la forma en que se muestran las dis-
tintas representaciones pictóricas que este hecho es debido a que la frac-
ción se observa en este caso como dos números enteros independientes 
(Newstead & Murray, 1998).

Los futuros maestros utilizan de manera preferente el registro de la 
lengua natural (KPM) en un formato poco comprensivo, limitándose a 
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describir procedimientos o pasos ordenados para la realización de ope-
raciones. Sin embargo, tras la formación el lenguaje natural pasa a un 
segundo plano, y los resultados mejoran excepto en la representación 
pictórica de la división. Este hecho nos muestra la importancia de dar 
oportunidades de uso de distintos registros para demostrar la compren-
sión (Rothery y Flores, 2014).

Los buenos resultados en la operación de la multiplicación en el 
registro pictórico pueden justificarse desde el hecho de que uno de 
los materiales utilizados fue el papel cuadriculado para la represen-
tación, siendo este tipo de representación el utilizado de manera pre-
ferente.

El plan formativo ha supuesto una mejora de los resultados, aunque 
lo que más valoramos como formadores es el proceso reflexivo al que se 
ha dado lugar, haciendo que los futuros maestros cuestionen la forma en 
que aprendieron dichos contenidos. Este hecho se refleja por ejemplo en 
el mayor uso del registro de la lengua natural en la multiplicación y di-
visión, complementando a los otros registros y describiendo de manera 
comprensiva la operación.

Los estudiantes valoran la comprensión de los conceptos relacio-
nados con fracciones desde el uso de la representación y la conexio-
nes con el concepto, coincidiendo con los resultados de Lee y Lee 
(2019).

Este trabajo nos ha permitido identificar alguno de los obstáculos con 
los que acceden los estudiantes al Grado en Educación, que pueden 
condicionar el aprendizaje de la noción de fracción. Aunque será nece-
sario continuar el análisis con otros grupos de estudiantes que acceden 
a los grados de magisterio, para contrastar los resultados expuestos. Los 
planes formativos de los futuros maestros deben tener en cuenta las par-
ticularidades de este contenido, considerando las operaciones desde dis-
tintos registros de representación que faciliten su comprensión, para su 
posterior uso en contextos de resolución de problemas. De esta manera 
los estudiantes podrán aprender de manera conjunta desde la perspecti-
va del contenido matemático (MK) y el contenido didáctico (PCK), que 
les facilitará su posterior labor docente.
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