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Director: Joaqúın Cervera López
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Departamento de Informática y Sistemas
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Teléfono: (+34) 968398334
Fax: (+34) 968364151
Correo electrónico: isaac.martinez@um.es





Dedicada a mis padres,
José Rafael y Josefa,
y a mi hermana,

Irene



Resumen

En este trabajo se aborda la aceleración de algoritmos del tipo búsqueda
global intervalar que tienen por objetivo la resolución, de forma automática,
del problema del ajuste del lazo en QFT. Esta técnica de diseño de contro-
ladores robustos en el dominio de la frecuencia se plantea como una sucesión
de etapas. En cada una de ellas se genera la información necesaria para la
siguiente, culminando todo este proceso en la fase más importante, el ajuste
del lazo, donde se genera el controlador.

Disponer de algoritmos que puedan resolver de forma automática, sin in-
tervención del usuario, el ajuste del lazo en QFT no es una tarea sencilla.
Dado que constituye un problema de optimización no lineal y no convexo, las
soluciones algoŕıtmicas que se le pueden aplicar tienen dificultades inherentes
de dif́ıcil solución.

A lo largo de la historia se han planteado diferentes propuestas para dar
respuesta a esta necesidad, pero hasta ahora no se ha conseguido ninguna
solución satisfactoria. Dada la complejidad del proceso, se ha afrontado el
problema desde diversas ópticas. Una aproximación interesante son los algo-
ritmos de búsqueda global intervalar. Este tipo de propuestas buscan asegurar
el óptimo en la solución utilizando aritmética intervalar, pero tienen la pro-
blemática de que, al ser una búsqueda global, tienen un coste computacional
muy alto, y con ello, lleva a una curva exponencial del tiempo de ejecución
conforme el tamaño del problema aumenta.

Este trabajo se ha centrado en analizar con detenimiento los algoritmos
de este tipo, focalizando el esfuerzo en comprender donde existen más po-
sibilidades de mejora. Una vez concluida esta tarea, se ha trabajado en el
planteamiento de alternativas que mejoren las propuestas existentes, culmi-
nando en una serie de novedosas estrategias que tienen por objetivo reducir
el coste computacional y el tiempo de ejecución.

Un primer grupo de estrategias tienen la finalidad de acotar el espacio de
búsqueda del algoritmo, y su objetivo es detectar tanto el subrango viable
como inviable de cada una de las variables del controlador, utilizando la fase
y la magnitud en el plano de Nichols. De esta forma, por un lado se con-
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sigue eliminar los subrangos identificados como inviables, y por otro lado,
encontrar soluciones en el subrango viable. Dentro de este mismo grupo, se
plantea una estrategia que busca encontrar soluciones al problema de forma
rápida, su funcionamiento es similar a las acotaciones descritas, pero tiene
la capacidad de encontrar mejores soluciones, que podrán ser utilizadas para
realizar podas en nodos poco prometedores.

Un segundo grupo tienen un carácter más transversal. La primera de
ellas contiene varias opciones para realizar la bisección del nodo. Como op-
ción principal se propone una bisección avanzada que utiliza la información
generada del nodo actual para tomar la mejor decisión posible. Complemen-
tado a ésta, se plantean tres opciones más básicas, realizar la bisección por
la variable que más influye en el área, por la que más influye en la magni-
tud o por la que más influye en la fase, todas ellas en el plano de Nichols,
según convenga en cada momento. A continuación, se plantea una segunda
estrategia que está centrada en adaptar el funcionamiento del algoritmo a la
situación en la que se encuentre a lo largo de su ejecución, es decir, modifica
el comportamiento del resto de estrategias y las adapta a las circunstancias
concretas del algoritmo en ese momento consiguiendo, de esta forma, mejorar
las prestaciones de todas las estrategias desarrolladas.

Para terminar, esta tesis propone un nuevo algoritmo de ajuste automáti-
co del lazo en QFT del tipo búsqueda global intervalar que engloba todas
estas estrategias propuestas. Dicho algoritmo logra reducir el coste compu-
tacional de manera importante con respecto a las soluciones previas y, de
esta forma, consigue una mejora en el tiempo de ejecución de dos órdenes de
magnitud para controladores t́ıpicos.



Abstract

This paper deals with the acceleration of interval analysis global search
algorithms whose goal is to automatically solve the loop shaping problem in
QFT. This design technique for robust controllers in the frequency domain
is proposed as a succession of stages. Each step generates information for the
following stage. The last stage, the most important one, is the loop shaping,
where the controller is generated.

Having algorithms which can automatically (without user intervention)
solve the QFT loop shaping problem isn’t an easy task. Given that it’s a
non-linear and non-convex optimization problem, the algorithmic solutions
that can be applied pose several difficulties.

Throughout time, different proposals have been made to solve the pro-
blem but, until now, no satisfactory solutions has been achieved. Given the
complexity of the process, the problem has been faced from various pers-
pectives. An interesting approach is interval global search algorithms. This
type of proposals try to ensure an optimum solution using interval arithme-
tic, but they have the problem that, being a global search, they have a very
high computational cost, and because of that, an exponential curve of the
execution time grows exponentially with the size of the problem.

This work has focused on carefully analyzing this kind of algorithms and
the effort has been centered on understanding where more possibilities for
improvement were. Once this task has been completed, the work has been
focused on the proposal of alternatives that improve the existing algorithms
and it culminates in a series of novel strategies that aim to reduce the compu-
tational cost and the execution time.

A first group of strategies has the purpose of delimiting the algorithm’s
search space and its objective is to detect both the feasible and unfeasible
subrange of each controller’s variable, using the phase and magnitude in the
Nichols plane. In this way, on the one hand, it’s possible to eliminate the
subranges identified as unfeasible, and on the other hand, to find solutions in
the viable subrange. Within this same group, it’s proposed a strategy which
seeks to quickly find solutions to the problem and whose performance is si-
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milar to the bounding described although it has the ability to find better
solutions, which can be used to prune unpromising nodes.

A second group has a more transversal disposition. The first one contains
several options to perform the bisection of the node. As a main option, the
proposal is an advanced bisection which uses the information generated from
the current node to make the best decision. Three more basic options are
proposed to complement the previous one, to carry out the bisection by the
most influential variable on the area, by the most influential one on the mag-
nitude or by the most influential one on the phase, all of them in the Nichols
plane, as appropiate depending on each moment’s conditions. Following, it’s
proposed a second strategy that aims to adapt the algorithm behaviour to
every situation along the execution, in other words, it modifies the behavior
of the rest of strategies and adapts them to each specific circumstance of the
algorithm at any time. Thereby it improves the performance of every deve-
loped strategies.

Finally, this thesis proposes a new interval global search QFT Automatic
Loop Shaping algorithm which involves all these strategies. This algorithm
achieves a significant reduction of the computational cost with respect to
previous solutions and, in this way, it achieves a two orders of magnitude
improvement in execution time for typical controllers.
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caṕıtulo de mi vida muy importante, no sé lo que me deparará el futuro, no
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Notaciones

LTI: Sistemas lineal e invariante en el tiempo, como su propio nombre
indica, cumple las propiedades de linealidad e invarianza en el tiempo,
como por ejemplo, el principio de superposición.

khf : ganancia de alta frecuencia de un lazo L(s),

khf = ĺım
s→∞

snpeL(s) (1)

donde npe es el exceso de polos sobre ceros.

Diagrama de Nichols o plano de Nichols : forma de representación del
plano complejo en forma polar, donde la fase en grados se representa
en el eje de abscisas y la magnitud en decibelios se representa en el eje
de ordenadas.

Fronteras multivaluadas : Son fronteras que representadas en el plano
de Nichols donde para una fase concreta tiene más de una solución.

Cı́rculo-M : Representa una frontera en el plano de Nichols donde los
puntos p cumplen la siguiente ecuación∣∣∣∣ p

1 + p

∣∣∣∣ = λ

para un cierto λ. Se suelen utilizar t́ıpicamente para definir fronteras
de estabilidad robusta.

ILP: Programación lineal entera (Integer Linear Programming). Son
problemas de optimización lineal donde todas o parte de las variables
pertenecen a los números enteros.

CACSD: Siglas de diseño de sistemas de control asistido por compu-
tador (computer-aided control systems design). Son aplicaciones que
ayudan al experto a diseñar sistemas de control.
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4.2.2. Bisección utilizando el tamaño en magnitud . . . . . . 59

4.2.3. Bisección utilizando el tamaño en fase . . . . . . . . . 59
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Caṕıtulo 1
Introducción

Un sistema puede definirse como un conjunto de partes o elementos or-
ganizados que se coordina para lograr un objetivo. Este sistema puede tener
variables de entrada que condicionan la actuación del sistema, y también es
posible, que generen una respuesta de salida en forma de señales (1.1).

Los sistemas pueden clasificarse de diferentes formas, algunas de las más
comunes se mencionan a continuación.

La primera clasificación diferencia entre sistemas dinámicos y sistemas
estáticos, los dinámicos evolucionan con el tiempo y, por tanto, tienen un
estado que define su comportamiento ante la entrada en un momento dado.
En cambio, los sistemas estáticos no vaŕıan su comportamiento con el tiempo.

- Variables de control
- Perturbaciones

Variables
de entrada

Figura 1.1: Sistema representado esquemáticamente.

La segunda de las clasificaciones es según el número de señales de salida
y de entrada que tengan, pueden ser sistemas de una sola señal de entrada
y una de salida, conocidos como SISO, o múltiples señales de entrada y de
salida, conocidos como MIMO.

Dentro de los sistemas dinámicos, existen los sistemas Lineales e inva-
riantes en el tiempo (LTI), que como su propio nombre indica, cumplen las

1
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propiedades de linealidad e invarianza en el tiempo. Un sistema se define
como lineal (L) si cumple el principio de superposición, que contiene las pro-
piedades de proporcionalidad y aditividad. La propiedad de proporcionalidad
significa que si la entrada de un sistema es multiplicada por un factor, la sa-
lida del sistema también se verá afectada en la misma proporción por dicho
factor. Por otro lado, que un sistema sea aditivo conlleva que si la entrada es
el resultado de la suma de dos entradas, la salida resultante será la suma de
las salidas que produciŕıan cada una de esas entradas individualmente. Este
tipo de sistemas se pueden representar con una función de transferencia, la
cual se define para un sistema LTI, como la transformada de Laplace de la
respuesta a un impulso. Es decir, si el sistema tiene como entrada una fun-
ción delta de Dirac o equivalente, la función de transferencia representa el
cociente de la transformada de Laplace de la salida y de la entrada, dando
por supuesto que las condiciones iniciales son nulas.

En ingenieŕıa de control, para que un sistema dinámico tenga el com-
portamiento deseado, se le acopla otro sistema, denominado de control, que
modificará su funcionamiento para adecuarlo a las restricciones que se le
quieran imponer. Al sistema original se le denominará planta, y al sistema
de control, que puede estar conformado por uno o más sistemas dinámicos, se
les llamará controladores. Las dos partes estarán representadas por funciones
de transferencia.

Existen diferentes esquemas de control para sistemas dinámicos, siendo
el más básico el lazo abierto (1.2). Otro más complejo, y utilizado en esta
tesis, es el lazo cerrado (1.3).

C(s) P(s)
e(t) u(t) y(t)

Figura 1.2: Esquema de sistema de control abierto.

+

_

r(t)
C(s) P(s)

e(t) u(t) y(t)
F(s)

Figura 1.3: Esquema de sistema de control cerrado.

En el contexto de un sistema de control, la señal de entrada e(t) y la señal
de salida y(t) se interpretan como una función en el tiempo de una variable
del dominio de los reales, u : t −→ R que representa una magnitud f́ısica
continua y su evolución en el tiempo.

La caracteŕıstica principal de los sistemas de lazo abierto es que la señal
de entrada e(t) no tiene relación con la señal de salida y(t), por tanto, la
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señal de entrada no recibe ningún tipo de corrección propiciada por la señal
de salida. Eso obliga a que se conozca perfectamente, y sin incertidumbre, el
sistema que se quiere controlar.

La función de transferencia de un lazo abierto es:

L(s) = C(s)P (s) (1.1)

donde C(s) es el controlador, P (s) es el sistema a controlar y L(s) es el
sistema de control completo resultante.

Por otro lado, en un sistema de control de lazo cerrado que sigue un es-
quema con realimentación, la señal de entrada e(t) depende de la señal de
salida y(t), por tanto, la señal de entrada se puede modificar con información
de la señal de salida. De esta forma, se permite corregir la incertidumbre de
la planta, o los posibles errores que puedan producirse en el tiempo y no
estén controlados previamente.

La función de transferencia de un lazo cerrado es:

T (s) =
L(s)

1 + L(s)
F (s) (1.2)

donde F (s) es el prefiltro/precompensador en el sistema de control, T (s)
es el sistema controlador y L(s) es el sistema de control.

Para que un sistema de control sea considerado robusto, debe cumplir
con las especificaciones impuestas en el diseño a pesar de la incertidumbre y
las perturbaciones sobre la planta.

En las siguientes secciones, se realiza un repaso a los principales concep-
tos utilizados en esta tesis, en primer lugar, se encuentra una introducción a
QFT (Quantitative feedback theory) donde se explica su funcionamiento, su
buen desempeño para obtener controladores robustos y se completa con un
ejemplo donde se muestran todas las etapas de su desarrollo.

A continuación, se realiza una introducción a la aritmética intervalar,
herramienta fundamental usada en los algoritmos propuestos que permite,
entre otras cosas, usar rangos para representar la incertidumbre de la planta
y la variabilidad del controlador sin perder precisión.

Para terminar, se introduce el método algoŕıtmico de Ramificación y poda
(Branch and Bound),
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1.1. Introducción a QFT

QFT es una técnica de control robusto que trabaja en el dominio de la
frecuencia, se centra espećıficamente en cuantificar de forma precisa la rela-
ción que existe entre la incertidumbre y el esfuerzo de control necesario para
cumplir las especificaciones impuestas. Las restricciones se deben cumplir a
pesar de la incertidumbre y las perturbaciones de la planta, por tanto, se
focaliza en encontrar el controlador óptimo que permita cumplir con las es-
pecificaciones de diseño con el menor esfuerzo de control posible.

En el libroNetwork Analysis and Feedback Amplifier Design (Bode [1945])
del año 1945, H.W. Bode introdujo los conceptos básicos del análisis de siste-
mas, de la realimentación (lazo cerrado (1.2)) y del diseño de compensadores
en el dominio de la frecuencia.

Posteriormente, en 1959, Isaac M. Horowitz publicó un art́ıculo titulado
Fundamental theory of automatic linear feedback control systems (Horowitz
[1959]) en el cual se introdujo el concepto de realimentación cuantitativa,
complementando las ideas de Bode. De esta forma, añadió la idea funda-
mental de que, cuando se implementa un sistema de control realimentado,
la cuantificación es importante con respecto a las especificaciones requeridas
y la incertidumbre de la planta. Con ello, inició la teoŕıa del control cuanti-
tativo. En 1963, ampliaŕıa estos conceptos en el libro Synthesis of Feedback
Systems (Horowitz [1963]), donde se aportaron interesantes ideas como el
control basado en dos grados de libertad, entre otras.

Ya en 1972 Horowitz y Sidi publicaron en libro Synthesis of feedback sys-
tems with large plant ignorance for prescribed time-domain tolerances (Ho-
rowitz y Sidi [1972]) donde se acuña el término Teoŕıa de la realimentación
cuantitativa (QFT) como método para para paliar los efectos de la incerti-
dumbre en la planta. La incertidumbre forma parte de los sistemas de control
robusto, puede estar presente debido a la incapacidad de modelar mejor un
sistema o por variaciones no previstas de los parámetros que pueden produ-
cirse en un proceso real. De esta forma, en el que se incluye a priori un modelo
de incertidumbre al proceso de diseño, se garantiza que el sistema de control
que se obtenga minimice sus efectos y satisfaga las especificaciones de diseño
impuestas a la planta, siempre teniendo en cuenta que existen restricciones
en el esfuerzo de control.

Por tanto, es fundamental modelar la incertidumbre de forma correcta
para conseguir representarla adecuadamente en el modelo del sistema, y aśı
diseñar un controlador que reduzca sus efectos en lo máximo posible.

A continuación, se definen dos de las formas más comunes para represen-
tar la incertidumbre en el caso de los sistemas LTI dados por una función de
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transferencia. Para una incertidumbre aditiva:

Pa = {P0(s) +D(s), D ϵD} (1.3)

y para la incertidumbre multiplicativa:

Pm = {P0(s)Q(s), Q ϵQ} (1.4)

donde los conjuntos D y Q representan la incertidumbre.

Si se está utilizando el dominio de la frecuencia, esta es la forma natural
para representar las plantas modeladas, donde se tienen unas frecuencias de
diseño concretas y para cada una de ellas se representa la respuesta de Pa y
Pm mediante una plantilla. Se puede observar en la figura (1.4).

Figura 1.4: Representación en forma de plantilla de la incertidumbre aditiva
y multiplicativa de una planta incierta.

Las diferentes formas que pueden tener las plantillas representadas en la
figura (1.4) dependerán del tipo de incertidumbre que tenga la planta, esta
puede ser de diferentes formas. Por ejemplo, si es incertidumbre no estructu-
rada estas tendrán forma de ćırculos, rectángulos, etc, siguiendo una norma.
En cambio, cuando estás plantillas se obtengan a partir de las variaciones
de parámetros de una función de transferencia (coeficientes de polinomios o
polos y ceros), la incertidumbre será paramétrica.

Por otro lado, existen formas más estructuradas de incertidumbre que
las paramétricas, por ejemplo, cuando una planta es el resultado de la in-
terconexión de subsistemas que a su vez también tienen incertidumbre, esta
incertidumbre podrá ser paramétrica o no.

En las técnicas de diseño de sistemas de control robusto en el dominio
de la frecuencia, de forma común, se suelen encontrar las siguiente etapas
(Bailey et al. [1994]):

1. Un sistema para representar la planta y su incertidumbre asociada.

2. Implementación de unas restricciones de diseño.
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3. Ajuste de una función racional que respete las restricciones de diseño
impuestas.

Todo el diseño de las diferentes etapas en QFT se basa en una serie de
datos que introduce el usuario y que se enumeran a continuación:

Planta e incertidumbre: El primer dato que requiere QFT es definir
cual es la planta que se quiere controlar, que además, llevará asociada
una incertidumbre. De la planta se elegirá un nominal, que se utilizará
en los cálculos posteriores, dicha elección indicará cual es la planta
principal y la diferenciará de la incertidumbre.

Frecuencias de diseño: Todas las etapas de QFT realizan los cálculos
basados en unas frecuencias de diseño concretas, dado que, por coste
computacional, las operaciones no se pueden realizar sobre un conjunto
de frecuencias demasiado amplio. Por tanto, éstas deben de ser elegi-
das estratégicamente para que interaccionen adecuadamente con las
restricciones de diseño.

Restricciones de diseño: Describen cuál es el comportamiento mı́nimo
admisible que debe respetar el sistema controlado.

Las etapas que se definen en (Bailey et al. [1994]) tienen su equiva-
lencia en las etapas de las que consta el proceso de QFT. Todos estos pasos
se realizan tradicionalmente en el plano de Nichols, donde se representa la
ganancia y la fase del lazo abierto.

La etapa número uno en QFT, que tiene su equivalencia con la etapa
(1), es el cálculo de plantillas o templates, estas representan la planta y la
incertidumbre que tengan asociada. Esta etapa es importante, dado que, si se
modela adecuadamente la incertidumbre, el controlador resultante, abarcará
un mayor número de variaciones de la planta nominal.

A continuación, en la etapa 2, y una vez que se han obtenido las plantillas
para el modelo de la planta P (jω), junto con las especificaciones de diseño
impuestas, tanto frecuenciales como temporales, se combinan con el fin de
obtener un conjunto de curvas B(jωi) (una por cada frecuencia de diseño
(ωi)) que son regiones aceptables para la ganancia y la fase nominales de la
función de transferencia en lazo abierto. Las fronteras de estas regiones, co-
nocidas en la literatura sobre el tema como boundaries, son las restricciones
de diseño, que es equivalente a la etapa (2).

La siguiente etapa, la número 3, que tiene su equivalencia con (3), es
la más importante del diseño en QFT. Es es el ajuste del lazo o loop sha-
ping, consiste en diseñar una función de transferencia nominal de lazo abierto
L0(jω) = C(jω)P0(jω) que cumpla con dichas restricciones de diseño para
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cualquier posible planta dada por la incertidumbre. Existen en la literatura
diferentes aproximaciones para abordar este apartado, desde técnicas basadas
en prueba y error, que con ayuda de un sistema informático, pero de forma
manual, consiguen llegar a una solución, hasta técnicas basadas en optimiza-
ción. Hasta ahora, las técnicas que resuelven esta etapa de forma automática
y sin intervención del usuario presentan diferentes problemas que todav́ıa
están sin resolver. Posteriormente, en la sección (2) se tratarán detallada-
mente.

El proceso de QFT se complementa con otras etapas de introducción de
datos necesarias para poder realizar las etapas principales ya descritas. A
continuación, se muestran estas etapas secundarias:

Modelado de la planta y su incertidumbre.

Elección de un conjunto de frecuencias de diseño (ω).

Definición de las restricciones de diseño o especificaciones.

Śıntesis del pre-filtro F (jω) (opcional).

Validación del diseño.

A continuación, se ejemplifican las etapas más importantes de QFT a
partir de un caso práctico. Para ello, se utiliza el ejemplo número dos del
Toolbox de QFT de Matlab (Borghesani et al. [2003]).

1.1.1. Modelado de la planta y su incertidumbre

En primer lugar se debe modelar la planta junto con la incertidumbre que
tenga asociada. En el ejemplo que se propone, la planta seŕıa la siguiente:

P (s) = k
1

(s+ a)(s+ b)
(1.5)

y la incertidumbre asociada seŕıa la siguiente:

k ∈ [1, 10]

a ∈ [1, 5]

b ∈ [20, 30]

En QFT se permite describir el modelo dinámico de la planta a contro-
lar desde diferentes perspectivas. Por ejemplo, desde datos experimentales
recogidos directamente de una planta real, mediante datos de respuesta fre-
cuencial, funciones de transferencia lineales, invariantes (LTI) o variantes
(LTV) en el tiempo, desde ecuaciones en el espacio de estados o mediante
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ecuaciones no lineales. Todas estas formas pueden tener incertidumbre no
paramétrica o paramétrica, la cual, a su vez puede ser, entre otras opciones,
intervalar, af́ın o probabiĺıstica. Con estas variantes que ofrece QFT, permite
una amplia flexibilidad para definir la planta y la incertidumbre de la mis-
ma. A pesar de toda esta flexibilidad que ofrece QFT para poder describir
la incertidumbre de la planta, la forma paramétrica es la más precisa, y por
ello es la elegida para este ejemplo.

1.1.2. Elección de un conjunto de frecuencias de diseño

En esta etapa se eligen las frecuencias de diseño con las que se va a rea-
lizar todo el proceso. Suelen ser pocas, pero se eligen estratégicamente para
que sean representativas, dado que, posteriormente el diseño se deberá va-
lidar con un conjunto de frecuencias más amplio y que siga respetando las
especificaciones de diseño. Las formas comunes de introducir las frecuencias
suelen ser, por un lado, utilizar un rango de inicio y fin, que puede tener es-
paciado lineal o logaŕıtmico, y por otro lado, introducir frecuencias de forma
manual.

Para el ejemplo, las frecuencias de diseño elegidas son las siguientes:

Ω = {0.1, 5, 10, 50, 100} rad/s

1.1.3. Cálculo de las plantillas

Las plantillas, también conocidas como templates, modelizan toda la in-
formación disponible sobre la planta, tanto la propia planta nominal como
su incertidumbre. Es fundamental el cálculo de unas plantillas adecuadas de
la planta y, principalmente, el cómo se representa la incertidumbre en ella.
Lo adecuado seŕıan unas plantillas lo más cercanas a la realidad posibles e
incluyendo todos los factores que pudieran afectar a la planta. La incertidum-
bre en las plantillas se puede representar de distintas formas, por un lado se
tiene la de más alto nivel, que es la incertidumbre paramétrica, siendo nor-
malmente una buena práctica elegir parámetros que tengan un significado
f́ısico. Por otro lado, el nivel más bajo de incertidumbre corresponde a la no
estructurada, éstas suelen seguir un modelo nominal en el cual sus variacio-
nes no tienen información de fase, sólo de magnitud, y suelen expresarse a
partir de una norma.

El cálculo de plantillas no está resuelto de forma completa para incer-
tidumbre paramétrica, es un tema en investigación, pero existen diversas
técnicas, que en general funcionan de forma adecuada para la mayoŕıa de
problemas prácticos y permiten calcular, para diferentes niveles de estructu-
ra en los parámetros, las plantillas de la planta.
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Para el ejemplo de esta sección, en la figura (1.5) se puede observar el
resultado del cálculo de plantillas para la planta, junto con su incertidumbre.

T100

T50

T10

T0.1

T5

∠P (jω) (grados)

|P
(j
ω
)|

(d
B
)

Figura 1.5: Representación en forma de plantilla de la incertidumbre de una
planta incierta.

1.1.4. Definición de las restricciones de diseño

En QFT, las especificaciones describen las cotas admisibles sobre la res-
puesta en frecuencia de las funciones de transferencia de lazo cerrado.

Las restricciones que usualmente se consideran en QFT son las siguientes:

(1) Seguimiento:

α(ω) ≤
∣∣∣∣ L(jω)

1 + L(jω)
F (jω)

∣∣∣∣ ≤ β(ω) ∀ω > 0 (1.6)

(2) Estabilidad: ∣∣∣∣ L(jω)

1 + L(jω)

∣∣∣∣ ≤ λ ∀ω > 0 (1.7)

(3) Eliminación de ruido del sensor:∣∣∣∣ L(jω)

1 + L(jω)

∣∣∣∣ ≤ δn(ω) ∀ω > 0 (1.8)
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(4) Eliminación de perturbaciones en la salida de la planta:∣∣∣∣ 1

1 + L(jω)

∣∣∣∣ ≤ δpo(ω) ∀ω > 0 (1.9)

(5) Eliminación de perturbaciones en la entrada de la planta:∣∣∣∣ P (jω)

1 + L(jω)

∣∣∣∣ ≤ δpi(ω) ∀ω > 0 (1.10)

(6) Esfuerzo de control: ∣∣∣∣ C(jω)

1 + L(jω)

∣∣∣∣ ≤ δce(ω) ∀ω > 0 (1.11)

Se puede observar como la especificación de estabilidad robusta se da en
términos de una limitación sobre la magnitud del lazo cerrado, lo que conlle-
va una especificación simultánea, y por tanto ligada, sobre el margen de fase
y el margen de ganancia. Esta limitación conjunta suele recibir el nombre,
en el plano de Nichols, de ćırculo-M.

Para el ejemplo espećıfico que se está tratando, las especificaciones dadas
son las siguientes:

(1) Seguimiento:

0.6584(s+ 30)

s2 + 4s+ 19.752
≤
∣∣∣∣ L(jω)

1 + L(jω)
F (jω)

∣∣∣∣ ≤ 120

s3 + 17s2 + 828s+ 120
(1.12)

(2) Estabilidad: ∣∣∣∣ L(jω)

1 + L(jω)

∣∣∣∣ ≤ 1.2 (1.13)

Además, está impĺıcita la restricción de estabilidad robusta, que debe
respetar el ćırculo-M en el plano de Nichols.

1.1.5. Cálculo de las fronteras

A continuación, una vez calculadas las plantillas y definidas las restric-
ciones de diseño, el siguiente paso es el cálculo de las fronteras o boundaries.
El objetivo es el traspaso de dichas especificaciones, descritas en el apartado
(1.1.4), y definidas en el dominio de la frecuencia, a regiones del plano de
Nichols donde deberá mantenerse la función L0(jω). Las regiones resultantes,
que definen los espacios prohibidos y permitidos en el plano de Nichols pue-
den ser de diferentes tipos. Por ejemplo, pueden ser conexas o no, o pueden
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ser cerradas, y que delimiten un espacio concreto dentro del plano, o pueden
ser abiertas, y por tanto definen una región, inferior o superior, prohibida.
Un cálculo preciso es importante, dado que, van a determinar el coste de la
realimentación en términos de ganancia y ancho de banda del controlador.

Dado que el cálculo de fronteras no es un proceso trivial, el uso de al-
goritmos que proporcionen un método automático es muy adecuado, sobre
todo, en aquellos casos que se salen de la norma y tienen una forma más
compleja, por ejemplo, las multivaluadas. De forma general, una frontera
delimitará una región, normalmente conexa, del plano de Nichols, y que se
expresa como una función M = F (ϕ). Una frontera es multivaluada cuando
la función F es multivaluada, por ejemplo, cuando en el plano de Nichols,
para una frecuencia concreta, existe más de un valor de magnitud. En el caso
de las fronteras de estabilidad, al ser cerradas, t́ıpicamente son, al menos,
bivaluadas y las fronteras de seguimiento, que normalmente son abiertas, en
muchos casos pueden ser multivaluadas.

Tradicionalmente, estas fronteras eran calculadas manualmente con ma-
nipulaciones gráficas sobre el plano de Nichols, pero enseguida empezaron a
surgir herramientas informáticas para el diseño asistido. Uno de los prime-
ros art́ıculos donde se aborda el estudio del cálculo de fronteras es (Bailey
et al. [1988]). En dicho art́ıculo, además, se dan algoritmos para el cálculo
de las especificaciones de estabilidad y seguimiento, y se aborda el problema
de las fronteras multivaluadas, aunque el método que aporta no es fácilmente
implementable en la práctica. Años más tarde, surgiŕıan nuevos trabajos, por
ejemplo, en (Chait y Yaniv [1993]) se propone un algoritmo basado en
la resolución de inecuaciones cuadráticas. Posteriormente, en los estudios de
(Brown y Peterson [1991]) y (Fadali y LaForge [1996]) se plantean
algoritmos para calcular las fronteras. Pero estos algoritmos tienen algunas
restricciones y no son generalizables para todos los casos, la principal de las
restricciones es en el cálculo de fronteras multivaluadas. También, en (Mo-
reno et al. [2006]) se plantea un algoritmo que resuelve, por fin, el cálculo
de fronteras multivaluadas. Está basado en los estudios del concepto de sec-
ción de cruces propuesto por (Bailey et al. [1988]).

En el ejemplo que se está tratando en esta sección se obtiene como resul-
tado inicial la figura (1.6).

Una vez disponibles las fronteras de forma definitiva se continua con el
siguiente paso de ajuste del lazo.

1.1.6. Ajuste del lazo

A continuación, viene la etapa más complicada de resolver de QFT, es
el ajuste del lazo y śıntesis del controlador, que se define como el diseño de
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B10

B5

UHFB

B0.1

Grados

d
B

Figura 1.6: Representación de fronteras.

la función de ganancia del lazo nominal (L0(s)). El cálculo del controlador
consiste en ajustar la función L0(jω) en el plano de Nichols con el objetivo
de que se cumplan las restricciones de diseño minimizando la ganancia de
alta frecuencia (khf ). Esto se traduce en que, para cada frecuencia de diseño
(ω), de las elegidas en la sección (1.1.2), el lazo nominal (L0(jω)) no debe
violar las restricciones correspondientes, es decir, debe estar en una región
permitida por las fronteras.

De forma general, esta etapa puede describirse como un problema de op-
timización no lineal con restricciones no convexas (Bailey et al. [1994]),
lo cual conlleva que la obtención de la solución sea un problema complejo de
resolver. Se han planteado diferentes algoritmos para algunos casos genera-
listas, por ejemplo, el de una planta racional incierta que contiene ceros de
forma estricta únicamente en el semiplano izquierdo (Brown y Peterson
[1991]). En esta situación se garantiza la solución, es decir, la existencia de
controlador para las especificaciones de estabilidad, seguimiento y rechazo de
perturbaciones. En (Blondel [1994]), se muestra cómo la dificultad de re-
solución del problema es alta, incluso para el caso (general) de estabilización
de un conjunto de plantas y se llega a la conclusión de que es un problema
intratable.

Para el ejemplo estudiado en esta sección, en la figura (1.7) se puede
observar el resultado obtenido, siendo controlador que resolveŕıa el ajuste del
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lazo de forma óptima, dentro de la estructura proporcionada al algoritmo, el
siguiente:

CQFTex1(s) = 16.36
(s+ 96.90)(s+ 93.81)

(s+ 344.40)

UHFB

B5

B0.1

L0(j100)

L0(j50)

L0(j10)

L0(j5)

L0(j0.1)

∠L0(jω) (grados)

|L
0
(j
ω
)|
(d
B
)

B50

Figura 1.7: Representación de L0(s).

En la sección de antecedentes (2), serán extensamente explicadas las di-
ferentes aproximaciones que han tratado de dar solución a este problema.

1.2. Introducción a Aritmética Intervalar

Si se desea representar, desde el punto de vista computacional, un sub-
conjunto de la recta real que tiene un extremo de inicio y otro de fin, la única
forma que existe para dicha representación que garantiza todas las posibili-
dades, es utilizar un intervalo. Dado que, cualquier otra representación, por
ejemplo, una discretización del subconjunto, obligaŕıa a tomar unos valores
concretos que no representaŕıan al subconjunto en su totalidad, independien-
temente de cuán elevado sea el número de valores utilizado para discretizar.
Por ello, utilizar intervalos para este tipo de representaciones en la imple-
mentación de algoritmos, es la única forma de garantizar la consecución del
resultado óptimo. En otras representaciones, al no ser exhaustivas y comple-
tas, puede ser que no se encuentre el óptimo aunque exista, dando lugar a
un resultado inconsistente.
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Varios autores (Dwyer [1951], Sunaga [2009]) han trabajado en cómo
minimizar los errores de redondeo de la aritmética computacional. Desde el
punto de vista teórico, la aritmética de números reales es completamente
precisa y no existen problemas de errores cuando se trabaja con ella, pero,
cuando se trata de problemas reales y además, utilizando computadores para
resolver dichos problemas, los inconvenientes aparecen. Cuestiones como el
ĺımite de los buffer de representación numérica, la pérdida de precisión en al-
gunas operaciones o, la ya comentada, discretización de rangos, suponen un
problema real a tener en cuenta. Valga como ejemplo el problema planteado
por Rust en (Loh y Walster [2002]).

Como se ha indicado, la utilización de intervalos puede ser muy benefi-
ciosa en ámbitos concretos, pero tiene la problemática asociada de que es
necesario realizar operaciones con intervalos. Es decir, al igual que existe una
aritmética clásica asociada al conjunto de números reales, es necesario dispo-
ner de una aritmética intervalar que permita realizar estas operaciones. Esta
aritmética intervalar no estaba desarrollada como la aritmética real clásica
y supońıa una limitación a la hora de trabajar con intervalos. A continua-
ción, se introducen los conceptos y resultados básicos de aritmética intervalar
(Moore [1962], Moore [1966] y Moore y Bierbaum [1979]) que se
usan en este trabajo.

1.2.1. Definiciones

A continuación se muestran las definiciones principales en las que se basa
la aritmética intervalar.

Definición 1 Un intervalo cerrado [a, b] se define como el conjunto de los
números reales dados por

[a, b] = {x|a ≤ x ≤ b}

se denotarán a los intervalos con letras mayúsculas y al conjunto de los
intervalos como I, siendo X ese intervalo. Entonces los extremos derecho e
izquierdo del intervalo se denotarán como X y X, respectivamente, por lo
tanto X = [X,X].

Definición 2 Se nombrará intervalo degenerado cuando X = X, el número
real x es equivalente a un intervalo de ancho cero, entonces

X = [X,X] = [x, x]

Definición 3 Sean dos intervalos X e Y , tal que, su intersección (X ∩ Y )
se define como

X ∩ Y = {z : z ∈ X ∧ z ∈ Y } = [máx{X, Y },mı́n{X,Y }]
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Si se da el caso que los intervalos X e Y no comparten ningún punto z
en común, es decir, Y < X o X > Y , esto tiene como consecuencia que el
intervalo resultante será el conjunto vaćıo ∅.

Definición 4 Sean dos intervalos X e Y , tal que, su unión (X∪Y ) se define
como

X ∪ Y = {z : z ∈ X ∨ z ∈ Y } = [mı́n{X, Y },máx{X,Y }]

cuando al menos existe un punto z compartido entre los dos intervalos.

En general, la unión de intervalos no tiene por qué dar como resultado un
solo intervalo, podŕıan ser más. Para evitar este tipo de situaciones se define
la envolvente convexa:

Definición 5 Sean dos intervalos X e Y , tal que, su envolvente convexa
(X∪Y ) se define como

X∪Y = [mı́n{X, Y },máx{X,Y }]

Como resultado siempre se obtendrá un solo intervalo, además siempre
se tendrá que

X ∪ Y ⊆ X∪Y

1.2.2. Relaciones de orden entre intervalos

La cuestión del orden entre intervalos no es un tema sencillo, dado que
no siempre tiene solución. En múltiples ocasiones, un intervalo X no es ni
mayor, ni menor ni igual que un intervalo Y . A continuación, se definen las
reglas que definen dichos órdenes.

Definición 6 Sean dos intervalos X e Y , para que X sea mayor que Y debe
cumplirse que

X > Y

Por el contrario:

Definición 7 Sean dos intervalos X e Y , para que X sea menor que Y debe
cumplirse que

X < Y

Para la igualdad:
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Definición 8 Sean dos intervalos X e Y , tal que, para que X sea igual que
Y debe cumplirse que

X = Y y X = Y

En cualquier otro caso, por ejemplo, cuando dos intervalos se solapen
parcialmente, no existe orden entre ellos.

1.2.3. Operaciones intervalares aritméticas

La aritmética intervalar define una serie de operaciones aritméticas bási-
cas para poder operar con intervalos. En esta sección se van a definir algunas
de las operaciones más importantes utilizadas en esta tesis. Para mayor in-
formación se puede consultar la página web del software que se ha utilizado
en la implementación de los algoritmos, la libreŕıa C-XSC, desarrollada por
el grupo Scientific Computing / Software Engineering del departamento
School of Mathematics and Natural Sciences de la University of Wuppertal 1

(Klatte et al. [1993] y Hammer et al. [1995]).

Suma de intervalos:

Dado dos intervalos X e Y , la suma de los mismos seŕıa

X + Y = [X + Y ,X + Y ].

Resta de intervalos:

Dado dos intervalos X e Y , la resta de los mismos seŕıa

X − Y = [X − Y ,X − Y ].

Multiplicación de intervalos:

Dado dos intervalos X e Y , la multiplicación de los mismos seŕıa

X · Y = [mı́n S,máx S], donde S = [X · Y ,X · Y , Y ·X,X · Y ].

División de intervalos:

La división de intervalos se define como un caso particular de la multi-
plicación, entonces, dados dos intervalos X e Y , la división de los mismos
seŕıa

1Página web: http://www2.math.uni-wuppertal.de/org/WRST/xsc-frame/index.

html a fecha 13/05/2021

http://www2.math.uni-wuppertal.de/org/WRST/xsc-frame/index.html
http://www2.math.uni-wuppertal.de/org/WRST/xsc-frame/index.html
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X/Y = X · 1
Y

= [X,X] ·
[
1

Y
,
1

Y

]
, donde 0 /∈ Y.

Como se puede observar en la definición, el intervalo que está dividiendo
no puede contener el 0, lo cual puede ser una limitación importante en algu-
nas situaciones. Existe una aritmética intervalar extendida que da solución
a este problema (Kahan [1968], Novoa [1993] y Ratz [1996]).

1.2.4. Vectores de intervalos (Cajas)

Un vector de intervalos, es una tupla de intervalos ordenados de n dimen-
siones.

X = (X1, · · · , Xn) ∈ In.

Por otro lado si x = (x1, ..., xn) se define como un vector de reales y
x = (X1, · · · , Xn), entonces

x ∈ X si xi ∈ Xi∀i = 1, · · · , n.

Las operaciones sobre vectores de intervalos son similares a las de los
intervalos individuales. A continuación, se definen varios operadores de los
utilizados en esta tesis.

Supremo de un vector intervalos:

El supremo de un intervalo y de un vector de intervalos X se define como

sup(X) = X y sup(x) = (X1, · · · , Xn).

Ínfimo de un vector intervalos:

El ı́nfimo de un intervalo y de un vector de intervalos X se define como

inf(X) = X y inf(x) = (X1, · · · , Xn).

Posición en un vector de intervalos:

El elemento i -ésimo en un vector de intervalos X se define como

x[i] = Xi

Operador sustitución:

Devuelve el mismo intervalo sustituyendo el elemento j por el intervalo I,
se define como
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subs(x, j, I) = (X1, · · · , Xj−1, I,Xj+1, · · · , Xn).

1.2.5. Extensión natural a intervalos

Sea función intervalar f como f : Rn → R, donde el rango real de la
función f sobre el intervalo X es:

f(X) = {f(x) : x ∈ X}

El cálculo de f es muy variable en dificultad, dependiendo de la operación
concreta que se quiera resolver, por ejemplo, para las funciones monótonas,
como pueden ser, exp(x) o log(x), el simple cálculo de aplicar las funciones
reales sobre sus extremos dará el resultado correcto. Pero existen otras mu-
chas situaciones, donde las funciones no son monótonas y, por tanto, obtener
el resultado es mucho más complejo.

Definición 9 Se define f(X) como el rango de una función f en el intervalo
X. Entonces, una función de intervalos F : I → I es una función de inclusión
si y, solo si, f(X) ⊆ F (X) = [F (X), F (X)].

Definición 10 Se define una función de inclusión isótona F si para cual-
quier intervalo X ⊆ Y , se tiene que F (X) ⊆ F (Y ).

La aritmética intervalar permite la obtención de una función F de in-
clusión isótona y que se define como el Teorema fundamental del análisis de
intervalos.

Propiedad 1 Teorema fundamental del análisis de intervalos. Se establece
que, si F es una extensión natural a intervalos, denotada como FNIE, donde
f : Rn → R, y

rango(f,x) ⊆ F (x)

entonces F es una función de inclusión isótona (Moore [1966]).

Siendo NIE una extensión de intervalo isotónico de inclusión, mediante
la aplicación directa de (1), para cualquier f : Rn → R,

rango(f,x) ⊆ FNIE(x)

La Extensión natural a intervalos es la función de aritmética intervalar
que se utiliza en los algoritmos explicados en esta tesis.
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1.3. Introducción a búsqueda global interva-

lar

El método de diseño de algoritmos llamado Ramificación y poda (en la
literatura conocidos como Branch and bound), es una variante del método
de Bracktracking. A este método se le dio nombre por primera vez en 1963,
en el art́ıculo que planteaba un nuevo algoritmo para el clásico problema del
viajante de comercio (Little et al. [1963]). Su aplicación más habitual
es para resolver problemas de optimización.

El método fue propuesto inicialmente, aunque no se le dio ningún nom-
bre concreto, para problemas de programación lineal entera (ILP) (Land y
Doig [1960]). Posteriormente, en 1966, se consiguió generalizar un método
que fuera independiente y que pudiera abordar una gran variedad de proble-
mas.

La técnica de Ramificación y poda se suele plantear como un árbol de
soluciones que el algoritmo va expandiendo, al igual que hace el método de
Backtracking, donde cada rama evoluciona en una posible solución posterior
a la actual. Las principales caracteŕısticas que introduce este método con
respecto a los anteriores, es que, como su propio nombre indica, ofrece he-
rramientas para ramificar y podar las ramas de dicho árbol.

En un algoritmo de Ramificación y poda, un nodo representa, en un mo-
mento concreto, una porción del espacio de parámetros. El denominado, nodo
actual es el nodo seleccionado por el algoritmo para trabajar con él. Dicho no-
do, entre otras posibles opciones, será particionado, con el objetivo de dividir
el espacio de búsqueda en porciones más pequeñas. Esta forma de desarrollar
el espacio de búsqueda se llama árbol y, cada una de sus ramas, que pueden
estar más o menos expandidas, son caminos hacia posibles futuras soluciones
situadas en las hojas del mismo al final de la rama. Por ello, al espacio de
búsqueda del algoritmo, también se le suele denominar comúnmente árbol de
búsqueda.

A continuación, se muestran las partes clave del método de Ramificación
y poda:

División: Su objetivo es particionar un nodo X en un número finito
de subnodos Xi de tal forma que satisfaga que X = ∪Xi, es decir,
entre todos los hijos generados, deben contener el mismo espacio de
parámetros que el nodo padre. Existen múltiples formas de realizar
este particionado. Por ejemplo, la elección del número de subnodos re-
sultantes, donde una opción común suele ser la bisección, pero también
existe la multisección. Otra elección que se puede hacer es la orientación
del particionado.
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Acotación: Calcula cotas (superior y/o inferior) del valor del rango
de la función objetivo para cada nodo, de esta forma se utiliza para
acotar el nodo actual del algoritmo y reducir el espacio de búsqueda
correspondiente.

Selección: Determina cuál es el siguiente nodo a ser procesado. De
todos los nodos posibles que el árbol de búsqueda tenga desplegados, el
algoritmo debe elegir cual es el siguiente con el que va a trabajar. Esta
selección es fundamental, dado que, es la forma principal de ramifica-
ción del método. Elegir un nodo que construya una rama prometedora
y que se acerque o consiga la solución de forma eficaz garantiza unos
tiempos de ejecución más rápidos.

Eliminación: Establece cuándo un nodo no es viable para encontrar
solución y es eliminado del árbol de búsqueda. También conocido como
poda, es una parte fundamental del método, dado que permite eliminar
las ramas por las cuales el algoritmo no va encontrar nada prometedor.
Esta situación se puede dar cuando un nodo no contiene solución o
cuando se tiene la certeza de que existen mejores soluciones que las que
ofrece el nodo.

Finalización: Determina cuándo un nodo es solución, es decir, perte-
nece al conjunto final de soluciones.

A continuación, se muestra el pseudocódigo del algoritmo clásico de Ra-
mificación y poda:

Algoritmo 1.1: Pseudocódigo algoritmo Ramificación y Poda
1 Inicializar lista de nodos vivos Λ := S
2 Inicializar lista de conjunto final Θ := ∅
3 Inicializar cota superior g∗ = +∞
4

5 mientras (λ ̸= ∅) hacer
6

7 Seleccionar nodo v de λ // Regla de selección

8 Actualizar f ∗ siF (x) < f∗, x ∈ v
9 Particionar v generando vi subnodos con i = 1 · · · k // Regla de división

10

11 Desde i = 1 hasta k
12 Evaluar vi // Regla de acotación
13 Si vi puede ser eliminado // Regla de eliminación
14 Descartar
15 Sino
16 Si vi cumple el // Regla de finalización
17 criterio de finalizaci ón
18 Insertar vi en ω
19 Sino
20 Insertar vi en λ
21

22

23 retornar ω
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Antecedentes

En esta sección se hace un resumen histórico de los métodos de resolución
automática del lazo que se han propuesto a lo largo del tiempo en QFT. Tra-
dicionalmente, la resolución de esta etapa se realizaba de forma manual, con
lo cual, la resolución del problema depend́ıa exclusivamente de la experien-
cia y habilidad de la persona que lo realizara. Posteriormente, se introdujo
el uso de herramientas CACSD, que básicamente es software que ayuda al
experto de control a resolver el problema (por ejemplo el toolbox de QFT
diseñado para Matlab (Borghesani et al. [2003])). Este tipo de software
tiene mejoras relevantes con respecto al método manual, aunque sigue sin ser
automático y requiere por tanto, la intervención fundamental de un experto.

2.1. Introducción

Como se comentó anteriormente, el ajuste automático del lazo en QFT es
un problema de optimización no lineal y no convexo, y ello conlleva que es un
problema de dif́ıcil solución. Por eso, a lo largo de los años se han realizado
diferentes propuestas. En la introducción (1.1), se ha mencionado la opción
de simplificar el problema para transformarlo en otro distinto más sencillo
de resolver, el cual, śı que pueda afrontarse con métodos algoŕıtmicos tradi-
cionales. Pero esta forma de proceder, es una forma conservadora de afrontar
el ajuste del lazo, dado que no se está resolviendo el problema original y,
por tanto, de forma general, no se obtendŕıa la solución óptima. Para aplicar
este método, es necesario elegir un equilibrio entre el grado de simplificación
del problema (cuanto más simple, más sencillo de resolver, pero más alejado
del problema real y de la solución óptima) y, por otro lado, la dificultad de
resolución (cuanto más cercano al problema original, mejor será la solución
y más cercana al óptimo, pero más dif́ıcil será de resolverlo).

Otra opción es estudiar estructuras concretas para usar en el controla-
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dor, que tengan un cierto grado de libertad, y que puedan ser adecuadas
para el problema concreto a resolver. Esta solución limita mucho las opcio-
nes del controlador y es posible que no consiga alcanzar el óptimo que con
otra estructura śı que podŕıa conseguirse. Otra alternativa disponible son los
algoritmos evolutivos, que son capaces de abordar problemas de optimiza-
ción no lineal y no convexa y, aunque tienen ciertas ventajas, también tienen
inconvenientes importantes, como por ejemplo, que no garantizan el óptimo
global, dado que puede finalizar en un óptimo local, o también, los grandes
recursos computacionales que requieren.

Para terminar, el último de los métodos para resolver el ajuste automáti-
co del lazo, son los algoritmos de optimización global intervalar, que se basan
en el método clásico de Ramificación y poda junto con aritmética intervalar.
Es el único método automático que asegura el óptimo global, pero a cambio,
tiene unos costes computacionales potencialmente altos.

2.2. Algoritmos que aproximan el problema

por simplificación

Esta serie de algoritmos realizan aproximaciones sucesivas que tienen co-
mo objetivo ir dando una mejor solución en cada una de las iteraciones. Su
principal inconveniente es que no suelen alcanzar el óptimo, y su aproxima-
ción más cercana como mucho llega a ser un pseudóptimo.

2.2.1. Algoritmo Gera y Horowitz

El primero de los algoritmos propuestos (Gera y Horowitz [1980]),
se basa en la repetición iterativa por parte del algoritmo. En cada una de
las iteraciones se aproxima a los boundaries en forma de ĺınea recta. Este al-
goritmo se basa en el documento (Horowitz [1973]) donde se demostraba
que el resultado óptimo para el ajuste del lazo se sitúa, para cada frecuencia
de diseño ω, justo sobre la frontera ψ(ω), siendo ésta la unión de todas las
restricciones impuestas para la frecuencia ω.

El funcionamiento del procedimiento se basa en la parametrización de ca-
da una de las fronteras como una recta tangente, es decir, la sustitución por
aproximación de las fronteras reales ψ(ω), por fronteras rectiĺıneas Slt(ω).
Una vez obtenidas estas fronteras rectiĺıneas, se calcula, para cada una de
ellas, el punto de la frontera sobre el cual se situaŕıa el lazo óptimo para
cada frecuencia (ω) correspondiente, Lopt(ω). Una vez realizada esta prime-
ra iteración, para cada frecuencia (ω) en la cual Lopt(ω) no se sitúe sobre
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ψ(ω), se inicia una nueva iteración por cada frecuencia en la que se despla-
za Slt(ω) hasta que coincida Lopt(ω) con ψ(ω). Es posible que sea necesario
añadir más frecuencias de diseño para poder seguir iterando con el algoritmo.

El lazo resultante, si se toman las decisiones adecuadas, debe correspon-
der al óptimo del problema original, es decir, sin linealizar las fronteras. Pero
el resultado se da en forma de aproximación numérica que deberá ser tratada
para expresarse en forma racional. El funcionamiento de este algoritmo esta-
ba pensado para realizarse de forma manual y está muy basado en decisiones
intuitivas del diseñador, por tanto, si las decisiones no se toman de forma ade-
cuada el resultado no seŕıa el óptimo (Yaniv y Nagurka [2004b]). Además,
la convergencia al óptimo no está garantizada (Chait et al. [1999]). El
procedimiento fue automatizado por (Ballance y Gawthrop [1991]),
donde adicionalmente, se introdujeron algunas mejoras como la simplifica-
ción de las iteraciones.

2.2.2. Algoritmo Thompson y Nwokah

El siguiente de los algoritmos, es el planteado por Thompson y Nwokah
(Thomson [1990]), el cual está basado en la simplificación de las plantillas
de incertidumbre de la planta, que transforman las plantillas originales, que
tienen formas arbitrarias, en rectángulos que las envuelven en el plano de
Nichols.

Con esta simplificación, el ajuste del lazo original se transforma en un
problema considerablemente más sencillo de resolver. Donde la violación de
las fronteras se limita a la comprobación en un análisis de casos, de las 4
esquinas del rectángulo de la frontera simplificada, aśı como, un punto adi-
cional por cada lado. De esta forma el problema original de optimización no
lineal y no convexa se transforma en un problema no lineal convexo, que se
resuelve mediante un algoritmo de optimización no lineal basado en gradiente
anaĺıtico. Posteriormente, en (Thompson y Nwokah [1994]), se presenta
una solución con aproximaciones circulares de las fronteras.

El problema asociado a este algoritmo es que encuentra soluciones conser-
vadoras que no son óptimas, dado que al simplificar el problema, la solución
se aporta sobre el problema simplificado, no sobre el original. Y ésta, estará
más alejada del óptimo conforme la envolvente calculada tenga un área sig-
nificativamente mayor que las fronteras originales.
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2.2.3. Algoritmo Bryant y Halikias

Para terminar los algoritmos de este tipo, la propuesta de (Bryant y
Halikias [1962]), aplica una simplificación del problema aproximando las
fronteras mediante inecuaciones lineales para luego resolver mediante un al-
goritmo de programación dinámica. Este algoritmo tiene problemas como
que el resultado que ofrece es conservador y no óptimo al tratarse de una
simplificación, además sólo es adecuado para sistemas de fase no mı́nima y
no asegura la estabilidad del lazo cerrado.

2.3. Algoritmos que limitan la estructura del

controlador

Los siguientes algoritmos abordan el problema completo de optimización
no lineal y no conexa pero, para ello, limitan la estructura del controlador
resultante, y aśı, simplifican el problema a resolver.

Por tanto, aunque resuelven el problema original y completo, el resultado
no tiene por qué ser el óptimo. Dado que al limitar la estructura del contro-
lador, el algoritmo sólo puede optimizar hasta donde la estructura le permite.

2.3.1. Algoritmo Chait et al.

En (Chait et al. [1999]) se propone un algoritmo de programación
lineal que aborda el problema original con una transformación no simplifica-
dora, que pasa de no lineal y no convexo, a lineal y convexo. Para ello, las
restricciones de lazo abierto de la función de transferencia L, se transforman
en restricciones de la función de lazo cerrado T = L

1+L
.

Esta transformación sin simplificar el problema original se basa en limitar
la estructura del controlador, en este caso, prefijando los polos del mismo.
Por tanto, el algoritmo optimizador sólo podrá optimizar los ceros del contro-
lador para una estructura dada. Esta limitación es problemática, dado que
en general, la solución que se obtenga como resultado estará lejos del óptimo.

2.3.2. Algoritmo Nandakumar et al.

El siguiente método (Nandakumar et al. [2002]) propone una serie
de estructuras concretas que permiten obtener el controlador óptimo para
una planta incierta. El objetivo es conseguir, a partir de una estructura con-
creta de controlador, el resultado óptimo permitido por esa estructura. Al
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ser estructuras prefijadas, el resultado no tiene por qué ser el óptimo global.

Las estructuras propuestas son las siguientes:

Un PID con la siguiente función:

K(s) = kp + kds+
ki
s

Una red de adelanto/atraso de primer orden con la siguiente función:

K(s) =
k(s+ b)

s+ a

Un sistema de segundo orden con polos y ceros complejos con la si-
guiente función:

k(s) =
k

s2 + sζωns+ w2
n

Para las tres estructuras descritas se propone que, cada una de ellas ten-
ga tres parámetros libres. Y aśı, determinar el lazo óptimo para una planta
incierta, salvo un factor de escala, utilizando la especificación de la fase del
lazo para dos frecuencias ωi y ωj. Estas dos frecuencias seŕıan elegidas de,
entre las frecuencias de diseño, para generar un muestreo discreto de las po-
sibles fases del lazo. Por tanto, el método planteado, más que un algoritmo
de optimización, se podŕıa considerar un algoritmo que genera un conjunto
denso de controladores, de entre los que elije al mejor candidato obtenido.

Como se puede observar, no se realiza ninguna simplificación del proble-
ma original. Sólo se aborda su solución con una serie de estructuras concre-
tas, que además, son relativamente simples y con pocos grados de libertad.
Por tanto, las soluciones obtenidas por esta aproximación estarán alejadas
del óptimo. Los propios autores reconocen este problema y añaden que se
podŕıan concatenar varias de estas estructuras, pero no plantean una forma
concreta de hacerlo de forma conjunta, y se limitan a explicar su aplicación
para cada una de ellas por separado. Por contra, y aśı mismo se indica en el
trabajo, la composición de lazos óptimos, no asegura como resultado un lazo
óptimo compuesto. Anteriormente a este trabajo, en (Zolotas y Halikias
[1999]), se presentan resultados previos basados únicamente en el controlador
PID.
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2.3.3. Algoritmo Fransson et al.

El siguiente de los algoritmos (Fransson et al. [2002]), tiene un fun-
cionamiento similar al expuesto en el punto anterior, dado que utiliza un
controlador PID de estructura fija para obtener la solución. Dicha estructura
tiene la siguiente forma:

KPID(s) = k1
1 + 2ζτs+ (τs)2

s
(
1 + s τ

β

)
Al usar una estructura de control fija, lo habitual es que la solución ob-

tenida quede lejos del óptimo de la planta dado que está limitado a la mejor
solución posible que ofrezca esa estructura. Por otro lado, a diferencia de
algoritmos anteriores, éste śı que se puede definir como un verdadero pro-
ceso de optimización porque, utilizando técnicas algoŕıtmicas que combinan
búsquedas locales y globales, tiene como objetivo minimizar khf . Para ter-
minar, esta propuesta aportó como novedad que es necesario considerar un
balance adecuado entre las prestaciones obtenidas a baja, media y alta fre-
cuencia.

2.3.4. Algoritmo Yaniv y Nagurka

El último de los algoritmos de este tipo es (Yaniv y Nagurka [2004b]),
que se basa en la generación mediante algoritmo de un conjunto denso de
controladores para luego elegir la mejor propuesta. Plantea una solución no
iterativa con una estructura de controlador de dos parámetros, inicialmente
propuesta en (Yaniv y Nagurka [2003]) para controladores PI, y am-
pliada para cualquier tipo de controlador de dos parámetros en (Yaniv y
Nagurka [2004a]).

Para construir el controlador, se parte de una definición de lazo basada
en las plantas P1(s) y P2(s), que pertenecen al conjunto de pares de plantas
P1(s), P2(s) y que, utilizando la definición de lazo, adopta la forma

L(s) = a(P1(s) + bPs(s))

donde a y b son dos números escalares que sirven como par de paráme-
tros del controlador. Se pueden utilizar diferentes formulaciones de P1(s) y
P2(s) que combinadas obtendrán diferentes estructuras de controladores que
seguirán definiéndose por dos parámetros.

Por ejemplo:

P1 = P y P2

P1
= s es equivalente a un controlador PD,
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G(s) = a(s+ bs)

P1 =
P
s
y P2

P1
= 1 es equivalente a un controlador PI,

G(s) = a
1

1 + bs

P1 =
P

1+ s
p
y P2

P1
= s es equivalente a un controlador PD aumentado con

un filtro paso bajo,

G(s) = a
1 + bs

2 + s
p

El funcionamiento del algoritmo es el siguiente: se determina cual es la
región del plano bidimensional, dado que son dos parámetros (a, b), donde
están representados los controladores admisibles. La solución óptima estará
en la frontera de esta región, con lo cual, es necesario calcular la frontera
y, adicionalmente, el punto donde se minimice el producto de a · b estará el
resultado óptimo.

El método permite ampliar el número de parámetros realizando una serie
de procedimientos adicionales, por ejemplo, para la siguiente propuesta con
3 parámetros

G(s) =
a(1 + bs)

1 + s
c

se pueden seguir los siguientes pasos: en primer lugar, se fija el polo c,
esto simplifica el problema a encontrar la frontera de los pares (a, b) para un
controlador de dos parámetros y se realiza aplicando el algoritmo original.
A continuación, se calcula la frontera para los mencionados parámetros y se
elije el mejor resultado que minimice la khf . Se continúa repitiendo los pasos
1 y 2 para un rango razonable de valores de c. Y para terminar, con los re-
sultados obtenidos con el añadido del nuevo parámetro, se vuelve a elegir un
nuevo controlador que minimice la khf . Que en este caso seŕıa el que obtenga
como resultado el menor producto de a · b · c.

Como se puede observar, la ampliación de los parámetros del controlador
se acaba reduciendo a una búsqueda exhaustiva. Es cierto que esta búsqueda
se reduce a dos parámetros, dado que el algoritmo resuelve los dos primeros.
Pero, para el resto de parámetros adicionales, no se produciŕıa una diferencia
significativa con respecto a un algoritmo de fuerza bruta y, por tanto, su
tiempo de ejecución acabaŕıa en una curva de tipo exponencial con respecto
al número de parámetros.
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2.4. Algoritmos evolutivos

Los algoritmos que se muestran a continuación son del tipo evolutivo. Ba-
san su funcionamiento en simular la evolución de una población de individuos
en el tiempo como si fuera una evolución biológica. Cruzando las poblaciones
y avanzando las que sean más aptas para encontrar la solución. Este tipo de
algoritmos se pueden aplicar a cualquier problema de optimización, incluido
el ajuste automático de lazo, siendo éste, como ya se ha indicado, un proble-
ma de optimización no lineal y no convexo, permitiendo abordar el problema
original sin necesidad de simplificación. Por contra, este tipo de algoritmos
tienen como problemática el alto consumo computacional que requieren para
llegar a una solución, y que no aseguran el óptimo global, dado que podŕıan
retornar como resultado un óptimo local.

2.4.1. Algoritmo Chen et al.

El primero de los métodos de este tipo es (Chen et al. [1998]), que
propone un algoritmo genético donde se hace un diseño directo del contro-
lador. En el que la estructura del controlador es elegida por el diseñador y
se optimizan los coeficientes de su función de transferencia. Por otro lado,
la estabilidad nominal del lazo se resuelve de forma numérica, mediante el
cálculo de las ráıces del polinomio. Y la violación de las fronteras se evalúa
de forma gráfica, estando éstas representadas por un conjunto discreto de
puntos en el plano de Nichols y utilizando interpolación entre cada uno de
los puntos consecutivos.

La función objetivo se define de la siguiente forma

J = Jhg +
h∑

i=1

γiJbi + γ0Jsta

donde γi, i = 0, 1, · · · , h, se utilizan como ponderadores de la función ob-
jetivo, con la finalidad de penalizar lo suficiente la violación de las fronteras
para que predomine la minimización de khf .

2.4.2. Algoritmo Raimúndez

El segundo de los algoritmos dentro de esta sección es (Raimúndez
[1997]), ampliado en (Raimúndez et al. [2001]), en el cual se utiliza
un método evolutivo para afrontar el problema completo de optimización no
lineal y no convexo.
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Este algoritmo se enfoca en optimizar las localizaciones de los polos y
ceros del controlador. De esta forma, según indican los autores, se evitan
las que potencialmente pueden ser grandes diferencias de escala en los coefi-
cientes de la función de transferencia en los controladores de alto orden. Por
otro lado, cuando es el polo el parámetro que participa directamente en la
optimización, es más sencilla de evaluar la estabilidad.

En el caso de un controlador inestable, se asigna automáticamente como
f = ∞ para que, de esta forma, este controlador quede en la práctica eli-
minado de las posibilidades. Para el resto de casos, la función objetivo que
utiliza este algoritmo es la siguiente:

f = k1ωc + k2B(Gc(π, jω)Gp(π, jω)) + k3C(Gc(π, jω)Gp(π, jω))

donde k1, k2 y k3 son constantes de rango, ωc es la frecuencia de cruce y
π es el conjunto de parámetros a optimizar. Además, las funciones B(. . .) y
C(. . .) son las encargadas de penalizar el coste de la violación de fronteras y
el coste de la realimentación respectivamente.

En este algoritmo, a diferencia de (Chen et al. [1998]), el objetivo
no es minimizar directamente khf . Si no que, se minimiza de forma indirec-
ta mediante la minimización conjunta de la frecuencia de cruce (ωcg) y la
definición y minimización de C(. . .).

2.5. Algoritmos que usan búsqueda global in-

tervalar

Los algoritmos de ajuste automático del lazo que usan búsqueda global
intervalar, aplican un método de Ramificación y poda (1.3) clásico, junto con
Aritmética intervalar(1.2) para definir el espacio de búsqueda del algoritmo.

El método de Ramificación y poda, considera un conjunto discreto y finito
de nodos vivos donde se representa el espacio de parámetros y que define el
espacio de búsqueda del algoritmo. Si fuera un enfoque no basado en interva-
los seŕıa necesario discretizar, de alguna forma representativa, dicho espacio
de parámetros, perdiendo con ello precisión y posibles soluciones. Al usar
intervalos, el conjunto es continuo e infinito, por tanto, todas las soluciones
están contenidas y el algoritmo siempre encontrará la óptima.

La principal problemática asociada a los algoritmos de búsqueda exhaus-
tiva es el alto coste computacional que tienen y, por lo tanto, el tiempo de
ejecución termina dibujando una curva exponencial con respecto al tamaño
del problema. Para solucionar este problema, se han propuesto diferentes he-
rramientas cuyo fin principal ha sido el reducir el espacio de búsqueda del
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algoritmo, consiguiendo aśı disminuir el tiempo de ejecución.

El primero de los algoritmos que abordan el ajuste automático del lazo
utilizando este método es el algoritmo NT (Nataraj y Tharewal [2002],
Nataraj y Tharewal [2003] y Nataraj y Tharewal [2004]). En él,
se propone un diseño de algoritmo que da solución al problema donde se
utiliza aritmética intervalar. Además, para mejorar el tiempo de ejecución,
se propone un método para acotar el espacio de parámetros centrado en la
variable que representa la ganancia de alta frecuencia, y que tiene por obje-
tivo eliminar las partes del rango de esa variable que violan las restricciones
de diseño.

La problemática que tiene este algoritmo es que, al centrarse sólo en la
ganancia de alta frecuencia y no plantear ninguna propuesta para los polos
y ceros del controlador, sólo se aborda una parte concreta del espacio de
parámetros, dejando el resto intacto. Por tanto, la mejora que pueda aportar
esta solución está limitada por la influencia que tenga la ganancia de alta
frecuencia en la incertidumbre del controlador.

El segundo de los algoritmos, NK (S. V. Paluri y Kubal [2007]), uti-
liza como base el algoritmo anterior y añade nuevas propuestas para acotar
la parte inviable de todas las variables del controlador. Se basa en el proce-
dimiento creado para reducir la ganancia de alta frecuencia y propone dos
métodos que se aplican tanto en los polos como en los ceros del controlador.

Además, propone utilizar un algoritmo de búsqueda local, que trate de
encontrar alguna solución de forma rápida al problema, y aśı poder utilizar
dicha solución para realizar podas en el árbol de búsqueda. Este algoritmo
de búsqueda local es muy improbable que encuentre la solución óptima, pero
śı que es posible que encuentre un óptimo local, y con ello, poder descartar
todo el espacio de parámetros que sea menos prometedor (poda).

El siguiente de los métodos propuestos (Nataraj y Deshpande [2008]),
se basa en el mismo método ya comentado, pero añade nuevas funcionalida-
des para recortar el espacio de parámetros, e inaugura un nuevo tipo de
algoritmos que utilizan técnicas de propagación de restricciones (Constraint
Satisfaction Techniques en la literatura sobre el tema).

Este tipo de técnicas tiene como objetivo la propagación al espacio de
parámetros de las restricciones de diseño impuestas, es decir, cumplir las
restricciones de las fronteras. Estas técnicas se basan en el traslado de las
restricciones de diseño a inecuaciones cuadráticas que luego se aplicarán pa-
ra cada una de las variables del controlador. Con su resolución se sabrá qué
parte de cada una de estas variables cumple con dichas restricciones y cuál
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no, pudiendo eliminar la parte inviable para, de esta forma, reducir el espacio
de búsqueda.

Posteriormente en (Rambabu Kalla y P. S. V. Nataraj [2010]), se
amplió este algoritmo para que se pudiera aplicar a controladores fraciona-
les y, en (Patil y Nataraj [2012]) se extendió para sistemas multivariables.

El siguiente caṕıtulo se extiende, de forma detallada, la explicación sobre
este tipo de algoritmos de búsqueda global intervalar.
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Caṕıtulo 3
Algoritmos ALS intervalares

En esta sección se va a entrar en detalle en los algoritmos de ajuste au-
tomático del lazo que utilizan la búsqueda global intervalar para encontrar la
solución. Como ya se ha mencionado en la sección (2.5), este tipo de algorit-
mos usan aritmética intervalar para representar la incertidumbre en la planta
a controlar, aśı como para representar el rango de las variables (polos, ceros
y ganancia de alta frecuencia) del controlador. Están basados en el método
de resolución de algoritmos de Ramificación y Poda

Como ya se ha comentado, este tipo de algoritmos, al ser una búsqueda
global, ofrecen la seguridad de encontrar la solución óptima al problema que
se esté planteando. Además, al usar intervalos para representar el rango de
las distintas variables, ya sea la incertidumbre de la planta o la variabilidad
del controlador, permiten no tener que discretizar dichos rangos, y aśı, no
perder precisión con las operaciones. Pero tienen un problema fundamental,
y es el asociado a las búsquedas exhaustivas, que son, por definición, muy
lentas en tiempo de ejecución y que definen una curva exponencial conforme
crece el tamaño del problema.

Por ello, los diferentes algoritmos propuestos en esta sección, tratan de
aportar diferentes mejoras y variaciones del algoritmo base para conseguir
reducir el coste computacional, generalmente, tratando de reducir el espacio
de búsqueda.

En las siguientes subsecciones se usará la notación introducida en el apar-
tado (1.2).

33
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3.1. Algoritmo Nataraj y Tharewal (NT)

En (Nataraj y Tharewal [2002], Nataraj y Tharewal [2003]
y Nataraj y Tharewal [2004]) se plantea un algoritmo de ajuste au-
tomático del lazo que usa aritmética intervalar tanto para representar la
incertidumbre de la planta, como la variabilidad del controlador. El algorit-
mo es una búsqueda exhaustiva en el espacio de parámetros del controlador,
que se denomina caja y se denota como x ∈ Rn, siendo n el número de
parámetros a optimizar.

La idea básica es usar la propiedad isotónica de inclusión de la aritmética
intervalar (1.2.5), conocida como Extensión natural de intervalos, que permi-
te realizar operaciones aritméticas considerando los rangos de las variables
del controlador como intervalos y, de esta forma, poder calcular el resultado
del controlador incierto. Asimismo, una vez calculado el resultado, se obtie-
ne un número complejo intervalar que podrá ser proyectado en el plano de
Nichols. En dicha proyección, podrá ser comparado con las fronteras para
comprobar que respeta las restricciones de diseño. El Teorema fundamental
del análisis de intervalos (1) nos asegura que la relación que se establezca en
el plano de Nichols entre la caja proyectada y las fronteras, viable, ambigua
o inviable (ver figura (3.1)), será la misma que la caja original y las restric-
ciones de diseño impuestas. Eso śı, es necesario tener en cuenta que aplicar
esta operación implica cierto grado de conservadurismo dada la pérdida de
precisión que supone.

Como requisitos del algoritmo se asumen una serie de caracteŕısticas ini-
ciales. En primer lugar, el algoritmo se plantea para una planta incierta
concreta P , con un conjunto de frecuencias de diseño elegidas Ω, un conjun-
to de especificaciones Sω, y una estructura de controlador (nrz, ncz, nrp, ncp).

A continuación, el algoritmo requiere tener calculados tanto las planti-
llas (Tω) como las fronteras (Bω) correspondientes que son los datos base
que utilizará. Seguidamente, para poder iniciar el procedimiento, es necesa-
rio plantear una estructura de controlador concreta, aśı como el espacio de
parámetros inicial del mismo, que se traduce en indicar los intervalos corres-
pondientes en cada variable del controlador a optimizar.

A continuación, se muestra el pseudocódigo del algoritmo (3.1) dividido
en secciones:

Algoritmo 3.1: Pseudocódigo del algoritmo Nataraj-Tharewal (NT)
1

2 Entradas: BΩ y x, caja inicial de búsqueda
3

4 Salidas: z, caja con los parámetros del controlador calculados en sus valores óptimos, o mensaje
de que ”No existe solución válida en x”.

5
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6➊ A. Comprobar factibilidad de la caja inicial de búsqueda:
7

8 z← x (inicializar caja actual con la caja inicial)
9

10 RzΩ ← (mag(z, ω), ang(z, ω)), ∀ω ∈ Ω
11

12 flagz ← FT(RzΩ,BΩ)
13

14 Si flagz = inviable, imprimir ”No existe solución válida en z” y salir
15

16➋ B. Inicializar la lista NL:
17

18 z ← inf(z[1]) (z inicialización)
19

20 NL← {(z, z,flagz)}.
21

22➌ C. Si es soluci ón z, imprimir ”La caja óptima de parámetros del controlador es z” y salir
23

24➍ D. Biseccionar z por la dirección más larga de la caja en el espacio de parámetros en dos subcajas
v1 y v2 tal que z = v1 ∪ v2

25

26➎ E. Realizar prueba de factibilidad a las nuevas subcajas y descartar las que sean inviables, i .e
., para l = 1, 2:

27

28 RvlΩ ← (mag(vl, ω), ang(vl, ω)), ∀ω ∈ Ω
29

30 flagvl ← FT(RvlΩ,BΩ)
31

32 vl ← inf(vl[1])
33

34 Formar tripleta (vl, vl,flagvl )
35

36 Si flagvl = inviable, descartar (vl, vl,flaglv)
37

38➏ F. Acotación y recorte de la ganancia de alta frecuencia
39

40 Para l = 1, 2 : vl ← CP (Rv′Ω, BΩ,Ω,vl)
41

42➐ G. Ordenar lista NL
43

44 NL← NL− {(z, z,flagz)}
45

46 Incorporar las tripletas restantes del paso F.(e) a NL.
47

48 Si NL es vaćıa, entonces no existe soluci ón válida en x, imprimir ”No existe solución válida
en x” y salir

49

50 Ordenar NL de modo que los segundos miembros de las tripletas en NL sean crecientes
51

52 Denotar el primer elemento de la lista NL como (z, z,flagz)
53

54➑ H. Ir a la etapa C

Se procede a explicar cada una de las secciones del algoritmo.

3.1.1. Comprobar factibilidad de la caja

Corresponde a las secciones (➊ y ➎) del algoritmo. Es una de las partes
principales donde el procedimiento comprueba si la caja respeta las especifi-
caciones de diseño o no, y de qué forma lo hace. Esta comprobación se realiza
en el plano de Nichols, para ello, en primer lugar es necesario proyectar la caja
de parámetros del controlador en dicho plano mediante la utilización de NIE.
El procedimiento se realiza calculando mag(x, ω) y ang(x, ω) siendo estas
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funciones operaciones intervalares definidas como |L0(jω, x)| y ∠L0(jω, x).
La caja resultante se proyecta en el plano de Nichols con la magnitud en
decibelios y la fase en grados.

A continuación, para cada frecuencia de diseño (ω) se dibujan, también
en el mismo plano, las fronteras previamente calculadas y se comparan con
cada una de las cajas proyectadas para cada frecuencia. En la figura (3.1) se
pueden observar distintas posibilidades.

Figura 3.1: Opciones de interacción entre la caja y la frontera en el plano
de Nichols.

Para este ejemplo, la frontera Bi hace viable el lado superior e inviable
el lado inferior del plano de Nichols. Entonces, tal y como se observa en la
figura, se pueden producir tres situaciones:

En la figura (a) la caja proyectada cumple con las especificaciones de
diseño, por lo tanto, esta caja se marca como tal y podrá tomarse como
una posible solución al problema. Este resultado se denominará como
viable.

En la figura (b) la caja proyectada interseca con las fronteras y no
se puede determinar qué partes respetan las restricciones de diseño y
cuáles no. Este tipo de caja se denomina ambigua.

En la figura (c) la caja proyectada no cumple con las especificaciones
de diseño, es decir, no respeta las fronteras. Si este es el resultado,
aunque sea únicamente para una de las frecuencias de diseño, el con-
trolador es descartado como no válido. Este resultado se denominará
como inviable.

Una vez que ha terminado la comprobación de la factibilidad de la caja
de proyección con respecto a las especificaciones de diseño, se genera una
tripleta de resultados con el siguiente contenido
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(z, z, f lagz)

donde z es el nodo analizado, z es el valor mı́nimo de la ganancia de alta
frecuencia de ese nodo y flagz es el resultado de la comprobación de factibi-
lidad de la caja, que puede tomar los valores de viable, ambigua o inviable.
Si fuera este último caso, la tripleta se eliminaŕıa.

Una vez creada la tripleta, se retornan los resultados.

3.1.2. Inicializar lista de nodos vivos

Corresponde al apartado (➋) del algoritmo. La lista de nodos vivos al-
macena el espacio de búsqueda del algoritmo. Son todos los nodos que, o
bien son soluciones, o pueden contener soluciones. Esta lista se crea y se ini-
cializa con el controlador propuesto por el usuario y, a partir de ah́ı, se va
completando con los nodos generados por el propio algoritmo. Si esta lista
se queda vaćıa antes de que se encuentre una solución, quiere decir que la
estructura de controlador inicial propuesto no es adecuada para cumplir las
restricciones de diseño.

3.1.3. Función solución

Corresponde con el apartado (➌) del algoritmo. Esta función se encarga
de determinar cuando una caja z es solución para la planta propuesta. Para
ello requiere por parte del usuario incluir un valor épsilon (ϵ) que indique la
precisión que se requiere de la solución. Este valor indicará a partir de qué
tamaño de caja proyectada (ancho y largo) se puede considerar un resultado
válido. Como este valor es ajustable, el usuario puede decidir qué precisión
requiere para solución.

De forma general, se considerará solución cuando la caja sea viable y me-
nor que el valor ϵ introducido por el usuario. En un algoritmo de Ramificación
y Poda clásico se debeŕıa explorar todo el espacio de búsqueda y encontrar
todas las soluciones para poder quedarse con la mejor. Pero en este caso,
por la propia ordenación de la lista de nodos vivos, la primera caja que sea
solución será la óptima.

Por otro lado, existe una circunstancia que puede hacer que el algorit-
mo se bloquee y no encuentre nunca solución, y es una caja que, aunque
cumpla las restricciones de tamaño ϵ, sea ambigua por quedarse siempre en-
cima de una de las fronteras. Es decir, que por mucho que se biseccionen
los nodos resultantes nunca seŕıan viables, no encontrando nunca la solución
y quedándose en un bloqueo infinito. Por este motivo, cuando una caja es
ambigua y cumple con el tamaño exigido por ϵ, se extraen los valores de
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los rangos de las variables del controlador que lo hacen viable, siguiendo lo
mostrado en la imagen (3.3) y se termina el algoritmo.

3.1.4. Bisección de la caja

Una vez analizada la caja y, si esta es ambigua, el siguiente paso es el
particionamiento de la misma, que corresponde con el apartado (➍) del al-
goritmo. Existen distintas formas de realizar esta operación. La regla general
seŕıa que particionar una caja X debe dar como resultado un número finito
de subcajas X i tal que se satisfaga la condición de X = ∪X i.

En el particionamiento de una caja se toman dos decisiones principales.
La primera de ellas es el número de subcajas a generar y la segunda es la
dirección o coordenada (pueden ser una o varias) por la cual se quiere dividir
la caja. En el caso de este algoritmo, se elige para particionar la variable de
mayor tamaño del controlador y la división en dos subcajas denominándose
de forma común como bisección.

3.1.5. Acotación y recorte del nodo

El siguiente paso corresponde con la etapa (➏). Una vez realizado el
análisis del nodo para determinar su relación con las fronteras, si el nodo es
inviable, se elimina, y si es viable se marca como solución. A continuación,
en estos dos casos, se retorna al algoritmo principal y se selecciona un nuevo
nodo. En el caso de que el nodo sea ambiguo, se continua con el procedimien-
to que se explica a continuación.

Figura 3.2: Análisis de una caja ambigua.
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Cuando una caja es ambigua, significa que se ha situado sobre la frontera
y no se puede determinar si esa caja contiene soluciones o viola las restriccio-
nes de diseño. Una frontera es sólo un cambio entre un espacio prohibido y
un espacio permitido en el plano de Nichols, por tanto, una caja proyectada
situada sobre ella, presumiblemente, tendrá una porción en la parte viable
y otra porción en la parte inviable, solo que con las técnicas aplicadas hasta
ahora no se pueden identificar estas porciones.

En la figura (3.2) se puede observar una caja ambigua proyectada sobre
una frontera B en el plano de Nichols. Si la parte superior de la frontera fuera
viable y la inferior inviable, el sitio indicado como Bmax indicaŕıa el punto
donde la caja ambigua pasa a ser viable, y el sitio señalado por Bmin donde
pasaŕıa a ser inviable. El objetivo de esta función es conseguir determinar,
usando el valor Bmin, qué parte de la ganancia de alta frecuencia es inviable
con respecto a las fronteras para aśı poder eliminar esa porción cuando la
caja sea ambigua. No es un procedimiento sencillo, dado que la proyección al
plano de Nichols no es reversible. Esto quiere decir que no existe un procedi-
miento directo para relacionar el punto indicado por Bmin en la figura (3.2)
con ninguna de las variables del controlador. La variable Bmin se define como
el valor mı́nimo en magnitud de la frontera dentro de la caja proyectada y la
variable Bmax, como el valor máximo en magnitud de la frontera dentro de
la caja proyectada.

El procedimiento que se plantea utiliza la monotońıa que adquiere la caja
proyectada en el plano de Nichols para que, de esta manera, y utilizando la
implicación de cada variable del controlador en la forma de la caja proyecta-
da, junto con la intersección con las fronteras, se pueda obtener qué parte de
la ganancia de alta frecuencia es inviable. Es un método indirecto que se rea-
liza utilizando el resto de variables del controlador, por tanto, aunque exista
una parte inviable de la ganancia de alta frecuencia para la caja actual, el
procedimiento no tiene por qué dar resultado, dado que dependerá de como
sea la interacción con el resto de variables del controlador y de la forma que
tenga la propia frontera.

En la figura (3.3) se puede observar una caja proyectada de un controla-
dor que contiene una ganancia de alta frecuencia, un polo y un cero. Todas
ellas variables con rangos. De esta manera, se puede atisbar cómo se implican
en la forma de la caja los distintos términos del controlador. Por ejemplo,
la ganancia de alta frecuencia incrementa la magnitud de la caja pero no
modifica la fase. Por otro lado, los polos y los ceros se implican tanto en
magnitud como en fase. De la imagen se puede deducir como cuanto mayor
sea el valor del cero, la caja vira hacia la derecha y hacia arriba, en cambio,
el polo se comporta de forma inversa, cuanto mayor sea su valor, la caja vira
haćıa la izquierda y hacia abajo.
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Figura 3.3: Implicación de las distintas variables del controlador en la caja
proyectada.

Para poder realizar este cálculo, si la frontera define como viable el lado
superior en el plano de Nichols, se ponen el resto de variables, polos y ceros,
en el valor de su rango que maximiza el resultado en la caja de proyección.
Tal y como se puede observar en la imagen (3.3) este seŕıa el mı́nimo para
los polos y el máximo para los ceros.

El algoritmo para realizar este cálculo (3.2) se muestra a continuación:

Algoritmo 3.2: Pseudocódigo del algoritmo que acota la khf
1

2 Entradas: Caja de parámetros z = {k, zk}, frecuencia de diseño ω, resultado de aplicar la extensión
natural a intervalos a |L0(k, zk, ω)| y el valor Bmin correspondiente con la frecuencia de diseñ
o.

3

4 Salidas: Intervalo de la ganancia de alta frecuencia (k).
5

6 kmin = k
7

8 Calcular L0kmin
= |L0(kmin, zk, ω)|

9

10 Calcular kB = k + (Bmin − L0kmin
)

11

12 k = k ∩ [kmin, kB ]
13

14 Retornar k

De esta forma, se obtendŕıa el nuevo intervalo para la ganancia de alta
frecuencia donde se ha eliminado su parte inviable, y dejando la parte res-
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tante de la caja como ambigua.

Este procedimiento se realiza para cada una de las frecuencias de diseño.
Si una parte del rango de la ganancia de alta frecuencia se determina inviable
para alguna de dichas frecuencias, automáticamente se podŕıa eliminar, dado
que, si es inviable para una frecuencia de diseño, lo es para todas.

3.1.6. Ordenación de la lista NL y selección del nodo

Una vez biseccionada la caja y comprobada la factibilidad de los subno-
dos generados, para cada uno de ellos, si no son inviables, se incorporan a la
lista de nodos vivos del algoritmo, que corresponde con el apartado (➐). La
ordenación de la lista es un paso fundamental del procedimiento, dado que
el nodo que quede en primera posición de la misma será el siguiente seleccio-
nado. Los criterios utilizados para esta selección serán los que definan cómo
ramifica el algoritmo y, por ende, cómo selecciona las ramas del árbol que se
explorarán primero. El objetivo final deberá ser la priorización de las ramas
más prometedoras para, de esta forma, encontrar antes la solución.

Para este algoritmo, las tripletas insertadas deben de estar ordenadas por
la ganancia de alta frecuencia de forma creciente, es decir, las de menor valor
en primer lugar. Como el objetivo del algoritmo es obtener el controlador con
la menor ganancia de alta frecuencia que cumpla las restricciones de diseño,
realizar esta ordenación asegura que se traten primero los nodos que tengan
el valor más bajo para la misma, dejando para más tarde los nodos con va-
lores superiores.

3.2. Algoritmo Nataraj y Kubal (NK)

Este algoritmo, propuesto en (Nataraj y Kubal [2006]), se basa en el
algoritmo descrito en (3.1) y aporta varias modificaciones al algoritmo base
con el fin de mejorar los tiempos de ejecución. Tal y como se describe en el
algoritmo original, se proporciona un método basado en Ramificación y Po-
da utilizando aritmética intervalar. Esto se traduce en realizar una búsqueda
global en el espacio de parámetros propuesto para el controlador. Este tipo
de algoritmos son lentos por definición y se emplean diversas técnicas con el
fin de mejorar su rendimiento.

En esta propuesta de algoritmo, se presentan dos mejoras con respecto al
original. En primer lugar, se propone utilizar un método de búsqueda local
para conseguir encontrar de forma rápida soluciones que permitan descartar
nodos menos prometedores. Y en segundo lugar, propone extender la acota-
ción y el recorte del nodo (3.1.5), realizado en el algoritmo inicial solo en la
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ganancia de alta frecuencia, a los polos y ceros del controlador.

A continuación, se muestra el pseudocódigo (3.3) del algoritmo mostrando
únicamente las diferencias con el algoritmo original:

Algoritmo 3.3: Pseudocódigo del algoritmo Nataraj-Kubal (NK)
1

2 Entradas: BΩ y x, caja inicial de búsqueda.
3

4 Salidas: z, caja con los parámetros del controlador calculados en sus valores óptimos, o mensaje
de que ”No existe solución válida en x”.

5

6 ...
7

8➊ C−bis. Optimización Local
9

10 z′ ← LO(RzΩ, BΩ,Ω, z)
11

12➋ G. Acotación y recorte de los polos y ceros del controlador
13

14 Para l = 1, 2 : vl ← QS(Rv′Ω, BΩ,Ω,vl)
15

16➌ G−bis. Descartar si no mejora solución
17

18 Para l = 1, 2 :
19

20 Si z′ < vl, descartar vl .
21

22

23 ...
24 I . Ir a la etapa C.

A continuación, se procede a explicar cada una de las partes del algoritmo.

3.2.1. Optimización local

Correspondiente a las secciones (➊) (donde se ejecuta la función) y (➌)
(donde se aplica el resultado). Este procedimiento de búsqueda local pretende
encontrar una solución de forma rápida con la finalidad de descartar los
nodos menos prometedores y aśı eliminar parte del espacio de búsqueda.
Este tipo de algoritmos no están pensados para encontrar la solución óptima,
generalmente dif́ıcil y lenta de encontrar, sino que optan por encontrar de
forma rápida una solución pseudóptima que sea útil para cierto cometido, en
este caso, eliminar espacio de búsqueda.

3.2.2. Acotación y recorte de polos y ceros

Correspondiente a la sección (➋) del algoritmo. Sustituye la misma sec-
ción G del algoritmo base para extender la funcionalidad originalmente plan-
teada. Basándose en los mismos principios de monotońıa en el plano de Ni-
chols e implicación de las variables del controlador en la caja proyectada
explicados en (3.1.5). En este algoritmo se propone extender la misma fun-
cionalidad a todos los polos y ceros del controlador. En la figura (3.4), se
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puede observar un ejemplo donde la caja proyectada R0.1z1 puede ser acota-
da por este método, dado que, tiene una subcaja inviable en magnitud que se
puede identificar. En cambio, las cajas proyectadas R0.1z2 y R100z3 , no seŕıa
posible realizar ningún tipo de acotación, dado que su parte inviable esta en
la fase y no en la magnitud, con respecto a la frontera.
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Figura 3.4: Acotación del subrango inviable de las variables del controlador.

El método se aplica para cada frecuencia de diseño y para cada varia-
ble del controlador. Para que se pueda aplicar, se necesitan unos datos de
entrada, que se generan cuando se comparan las fronteras con cada caja pro-
yectada en el plano de Nichols. De ésta se extraen los datos Bmin y Bmax que
corresponderán al mı́nimo y máximo en magnitud de la frontera dentro de
la caja proyectada, en la imagen (3.2) se puede observar.

Posteriormente, estos datos serán utilizados en las ecuaciones correspon-
dientes (3.3, 3.4 y 3.5). Estas ecuaciones tomarán valores distintos dependien-
do del semiplano que la frontera haga viable, es decir, si fuera una frontera
abierta e hiciera su semiplano superior viable, se utilizarán unos datos; si
fuera al revés, se utilizaŕıan los datos contrarios.

Por ejemplo, si se tuviera una frontera abierta que hiciera inviable su se-
miplano inferior, entonces se utilizaŕıa el valor Bmin, dado que este método
va orientado a estudiar la parte inviable de cada variable del controlador.
Aśı mismo, tal y como se plantea en el algoritmo original, participan el resto
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de variables del controlador, es decir, todas menos la que se está calculando,
y estas deben tomar el valor del rango que maximice el resultado de dicho
controlador. Esto se traduce en que la ganancia de alta frecuencia tomaŕıa su
valor máximo al igual que los ceros, pero los polos tomaŕıan su valor mı́nimo.
De esta forma, una vez conformada la ecuación se podŕıa resolver.

Se debe tener en cuenta, que también existe el caso contrario, es decir,
que una frontera haga inviable su semiplano superior. En este caso se tomaŕıa
el valor Bmax, dado que la parte inviable estaŕıa en el lado superior. A conti-
nuación, se tomaŕıan los valores de las variables que minimizaran el resultado
del controlador. Concretamente, seŕıa el valor mı́nimo de la ganancia de alta
frecuencia y de los ceros, y el valor máximo del rango de los polos. Como se
puede observar, seŕıan los valores contrarios.

A continuación, se muestran y desarrollan cómo seŕıan las ecuaciones para
despejar la ganancia de alta frecuencia, un polo y un cero del controlador. En
el caso que se está estudiando, para ejemplificar las ecuaciones, se ha elegido
el caso donde la frontera hace a su semiplano inferior inviable. En el caso
contrario, habŕıa que proceder de la forma que se ha explicado, utilizando
los valores inversos, tanto en las variables del controlador, como los valores
máximo o mı́nimo de la frontera dentro de la caja proyectada.

Seguidamente, se muestra cómo seŕıa el desarrollo de la ecuación para
la ganancia de alta frecuencia. En esencia, el mismo procedimiento que en
(3.1.5) pero cambiando la forma de calcularse. Se parte de un lazo abierto
ejemplo, como el siguiente:

L(jω) = C(jω, x) · p0 (3.1)

donde p0 es la planta nominal y C(jω, x) es la estructura del controlador,
que se define como

C(jω, x) = k

∏nrz

i=1(jω + zi)∏nrp

j=1(jω + pj)
(3.2)

con

x = (k, z1, . . . znrz , p1, . . . pnrp)

y donde nrz = ⌊n−1
2
⌋ y nrp = ⌈n−1

2
⌉

A continuación, para realizar el procedimiento, la magnitud de la ecuación
del lazo abierto (3.1) se concreta para un ω determinado y se iguala con su
correspondiente |Bmin|. Los ceros del controlador se sustituyen por el valor
superior de su correspondiente rango y los polo se sustituyen por el valor
inferior de su correspondiente rango. A su vez, la ganancia de alta frecuencia
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denominada como k, se sustituye por k′ y se convierte en la variable incógnita
a calcular de la ecuación. Por tanto, la ecuación a resolver quedaŕıa de la
siguiente forma:

|Bmin| =

∣∣∣∣∣∣k′
∏nrz

i=1(jω + zi)∏nrp

j=1

(
jω + pj

)p0(jω)
∣∣∣∣∣∣

donde el número de polos y ceros es indeterminado y dependerá del pro-
blema concreto que se esté resolviendo.

La ecuación definitiva quedaŕıa aśı:

k′ =
|Bmin|

|∏nrz
i=1 (jω+zi)|

|∏nrp
j=1(jω+pj)| |p0(jω)|

(3.3)

Donde el resultado k′ seŕıa el punto donde el rango de la ganancia de alta
frecuencia pasa de inviable a ambiguo. Por tanto, todo el valor inferior se
podŕıa eliminar ([k, k′]), siendo el nuevo rango k = [k′, k] .

De forma similar, partiendo de la misma estructura inicial de lazo abierto,
se pueden realizar las operaciones para calcular un cero del controlador. (3.1).
El desarrollo es equivalente, el cambio reside en que uno de los ceros del
controlador, el que se quiere calcular, se tratará de forma especial, dado que su
valor no será sustituido por el máximo de su rango, sino que se convertirá en
una variable a despejar. En cambio, el valor de la ganancia de alta frecuencia,
de forma similar al resto de variables del controlador, se sustituirá por el valor
de su rango que maximice el resultado, en este caso el valor máximo. Se usa
z1 a modo de ejemplo, pero podŕıa ser cualquiera de los ceros del controlador.

|Bmin| =

∣∣∣∣∣∣k(jω + z′1)
∏nrz

i=2(jω + zi)∏nrp

j=1

(
jω + pj

) p0(jω)

∣∣∣∣∣∣
|Bmin| =

k |(jω + z′1)| |
∏nrz

i=2(jω + zi)|∣∣∣∏nrp

j=1

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|

|(jω + z′1)| =
|Bmin|

∣∣∣∏nrp

j=1

(
jω + pj

)∣∣∣
k |
∏nrz

i=2 (jω + zi)| |p0(jω)|√
ω2 + z′21 =

|Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=1

(
jω + pj

)∣∣∣
k |
∏nrz

i=2 (jω + zi)| |p0(jω)|

ω2 + z′21 =

 |Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=1

(
jω + pj

)∣∣∣
k |
∏nrz

i=2 (jω + zi)| |p0(jω)|

2
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z′21 =

 |Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=1

(
jω + pj

)∣∣∣
k |
∏nrz

i=2 (jω + zi)| |p0(jω)|

2

− ω2

La ecuación definitiva quedaŕıa de la siguiente forma:

z′1 = ±

√√√√√ |Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=1

(
jω + pj

)∣∣∣
k |
∏nrz

i=2 (jω + zi)| |p0(jω)|

2

− ω2 (3.4)

Si el resultado z′1, estuviera dentro del rango, ya sea el positivo o el ne-
gativo, seŕıa el punto del rango donde, para este cero, su valor pasaŕıa de
inviable a ambiguo. Este mismo procedimiento se repetiŕıa para cada uno de
los ceros del controlador de forma independiente. Por tanto, para todos los
ceros del controlador, se aplicaŕıa zn = [z′n, zn].

Para terminar, se muestra el procedimiento para calcular los polos del
controlador. El procedimiento es muy similar al mostrado para los ceros, sólo
cambiando el objetivo a despejar. Se parte de la misma ecuación para el lazo
abierto (3.1) y se usa p1 como ejemplo, pero se aplicaŕıa a todos los polos.

|Bmin| =

∣∣∣∣∣∣ k
∏nrz

i=1(jω + zi)

(jω + p′1)
∏nrp

j=2

(
jω + pj

)p0(jω)
∣∣∣∣∣∣

|Bmin| =
k |
∏nrz

i=1(jω + zi)|

|(jω + p′1)|
∣∣∣∏nrp

j=2

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|
|(jω + p′1)| =

k |
∏nrz

i=1(jω + zi)|

|Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=2

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|
√
ω2 + p′21 =

k |
∏nrz

i=1(jω + zi)|

|Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=2

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|

ω2 + p′21 =

 k |
∏nrz

i=1(jω + zi)|

|Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=2

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|
2

p′21 =

 k |
∏nrz

i=1(jω + zi)|

|Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=2

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|
2

− ω2

La ecuación definitiva para despejar un polo del controlador:
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p′1 = ±

√√√√√
 k |

∏nrz

i=1(jω + zi)|

|Bmin|
∣∣∣∏nrp

j=2

(
jω + pj

)∣∣∣ |p0(jω)|
2

− ω2 (3.5)

Si el resultado p′1 estuviera dentro del rango, ya sea el positivo o el ne-
gativo, es el punto del rango de este polo en concreto donde pasa de invia-
ble a ambiguo, por tanto, para todos los polos del controlador se aplicaŕıa
pn = [p′n, pn].

El cálculo de estos valores se realiza para cada variable y para cada fre-
cuencia de diseño, por tanto, para cada uno de los términos del controlador
se dispondrá de varios valores. Uno por cada una de las mencionadas frecuen-
cias de diseño. El resultado final será el valor que quite mayor proporción de
rango de cada variable. Podŕıa darse el caso, en las tres ecuaciones, de que
no se obtuviera ningún resultado dentro del rango de la variable que se está
calculando. Si esto sucede, es que no hay posibilidad de acotación para esa
variable.

Este procedimiento se realiza para cada uno de los subnodos resultantes
de la bisección del nodo original y justo antes de insertarse a la lista de no-
dos vivos. De esta forma, se reduce el espacio de parámetros de búsqueda y,
al poder recortar la ganancia de alta frecuencia, que es la función objetivo,
altera el posible orden en la lista de nodos vivos.

Una vez explicadas las ecuaciones matemáticas que se emplean para rea-
lizar la acotación y recorte del nodo, se procede a mostrar el pseudocódigo de
la función que las aplica. En primer lugar recibe como parámetros de entrada
los siguientes datos:

BnmΩ son los valores mı́nimos en magnitud de las fronteras dentro de
cada caja proyectada1.

Ω es el conjunto de frecuencias de diseño.

z es la caja de parámetros.

Algoritmo 3.4: Pseudocódigo de la función Quick Solution (QS)
1 Entradas: BnmΩ, Ω, z
2 Salidas: z, versi ón reducida de la caja original z.
3

4 Para ω ∈ Ω
5 Para j ∈ {1, . . . , n}
6 y← z // z es copiado en y
7 Para λ ∈ {1, . . . , n} − {j} // En este para, y[λ] recibe el valor r de z[λ] que maximiza la

contribución de x(λ) a |L0(jω, x)|.

1Estos valores serán utilizados por las ecuaciones correspondientes para calcular los
subrangos inviables en cada una de las frecuencias.
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8 Si 1 ≤ λ ≤ 1 + nrz + 2ncz // ganancia (k) o cero
9 r ← sup(z[λ])

10 Sino // polo
11 r ← inf(z[λ])
12 Finsi
13 y← subs(y, λ, [r, r]) // intervalo y[λ]← r
14 Finpara
15 S ← mayor subintervalo de y[j] tal que subs(y, j, S) es inviable para ω
16 iz← subs(z, j, S)
17 z← z− iz
18 Finpara
19 Finpara



Caṕıtulo 4
Diferentes estrategias para
acelerar los algoritmos ALS
Intervalares

En la sección (3) se han presentado una serie de algoritmos basados en
una búsqueda global intervalar. Este tipo de algoritmos han supuesto un
gran avance en el cálculo automático del lazo en QFT dado que son los pri-
meros que aportan un método que obtiene como resultado la solución ópti-
ma. Dichos algoritmos, por sus propias caracteŕısticas (1.3), tienen un coste
computacional alto porque se basan en realizar una búsqueda exhaustiva en
todo el espacio de parámetros propuesto. Por tanto, conforme el problema
aumenta de tamaño, lo hace el espacio de búsqueda y el tiempo de ejecución
se convierte en una curva exponencial, quedando limitados el uso de este ti-
po de algoritmos a tamaños donde el número de variables no sea muy grande.

En el algoritmo original, NT (3.1), se reconoce este problema y se pro-
ponen medidas que permiten recortar el espacio de búsqueda (3.1.5). Pero al
centrarse sólo en una de las variables del controlador, que en este caso es la
ganancia de alta frecuencia, su impacto es limitado.

Por otro lado, como se ha comentado en la sección (3.2), el algoritmo NK
es una evolución del algoritmo NT que introduce nuevas caracteŕısticas que
mejoran el rendimiento. En primer lugar, se introduce una búsqueda local
(3.2.1) con la finalidad de encontrar soluciones rápidas que permitan realizar
podas en las ramas del árbol. Y en segundo lugar, se extiende la acotación
de la parte inviable de la ganancia de alta frecuencia a todas las variables
del controlador (polos y ceros) (3.2.2) con el objetivo de ampliar el impacto
de esta caracteŕıstica.

49
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Figura 4.1: Tiempos de ejecución para los algoritmos NT y NK.

En la figura (4.1) se pueden observar los tiempos obtenidos1 para los al-
goritmos NT y NK con el ejemplo número 2 del Toolbox de QFT de Matlab
(Borghesani et al. [2003]). Se puede comprobar como a partir de cier-
to número de variables, los dos algoritmos disparan su tiempo de ejecución
hasta convertirse en una curva exponencial, a pesar de las mejoras aportadas
por el algoritmo NK con respecto al NT. Esta es un cuestión importante,
dado que limita mucho a qué tipo de problemas pueden hacer frente estos
procedimientos, dado que se tienen que ceñir a un número limitado de varia-
bles en el controlador.

Por ello, el objetivo de esta tesis ha sido realizar nuevas propuestas con
la idea fundamental de crear un nuevo algoritmo que reduzca el tiempo de
ejecución obtenido por las soluciones vigentes hasta el momento. Algunas de
estas estrategias expanden varias de las funcionalidades ya implementadas
en los algoritmos NT y NK, en cambio, otras proponen ideas novedosas que
actúan en múltiples ámbitos hasta crear un algoritmo completamente nuevo
(Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]). A continuación, se explican en
detalle todas estas nuevas caracteŕısticas.

4.1. Acotación del espacio de búsqueda

Las estrategias que se van a exponer en esta sección desarrollan nuevos
procedimientos para acotar el espacio de búsqueda del algoritmo y, de esta
forma, reducir el tiempo de ejecución. Todas ellas, aunque tengan caracteŕısti-
cas propias, tienen una forma similar de proceder y, por ello, se agrupan en
esta sección.

1Para más detalles consultar el caṕıtulo (6)
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4.1.1. Información subcaja viable

El algoritmo original NT (3.1), ampliado en el algoritmo NK (3.2), se cen-
tra en explorar cómo localizar, y posteriormente eliminar, la subcaja inviable
de las distintas variables del controlador. Esta propuesta es muy interesante
para poder eliminar toda esta porción del rango de las distintas variables
que no contienen soluciones. Pero esta idea tiene la problemática de que sólo
se centra en reducir el espacio de búsqueda que incumple las restricciones
de diseño, dejando intacto el resto del espacio de parámetros. De esta for-
ma, aunque se consigue reducir el espacio de búsqueda, la implicación de
esta reducción será limitada en el tiempo de ejecución, dado que, el resto del
espacio del parámetros seguirá intacto. Esto se puede observar en la figura
(4.1) donde, aunque se marcan diferencias entre el algoritmo NT y NK, el
tamaño del problema solo puede crecer unas pocas variables antes de que la
curva de tiempo de ejecución se vuelva exponencial.

Tal y como se indica en (3.1.1), la caja de parámetros, una vez compro-
bada su factibilidad, puede estar en tres situaciones:

La primera de ellas es cuando la caja cumple las restricciones de diseño
y todos sus elementos son soluciones, llamada subcaja viable.

Una segunda situación es cuando la caja se denomina ambigua. Esto
quiere decir que se sitúa sobre la frontera y es imposible determinar si
contiene soluciones o, por el contrario, no cumple con las restricciones
de diseño.

Para terminar, estaŕıa la subcaja inviable, que es eliminada por no
cumplir con las restricciones de diseño.

La estrategia planteada en esta sección, para reducir el espacio de búsque-
da, consiste en no solo usar información sobre violación de restricciones (sub-
cajas inviables), como ya hacen los algoritmos NT y NK, sino también im-
plicar información procedente de las subcajas viables. Por ello, el objetivo
de esta nueva estrategia será encontrar las partes que contienen soluciones
de cada una de las variables del controlador, de forma semejante a como se
realiza para las partes inviables. En la figura (4.2), se puede observar como
para la caja proyectada R0.1z1 , se puede realizar la acotación del espacio via-
ble utilizando la magnitud. En cambio, paras las cajas proyectadas R0.1z2 y
R100z3 , no seŕıa posible, dado que su subcajas viables están en fase, no en
magnitud, con respecto a la frontera.

Pero detectar y trabajar con las subcajas viables tiene algunas particu-
laridades distintas respecto a trabajar con las subcajas inviables. El primer
cambio fundamental es que, cuando se trabaja con el objetivo de detectar
subcajas inviables, como estas no cumplen con las restricciones de diseño,
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Figura 4.2: Acotación del subrango viable de las variables del controlador
utilizando la magnitud.

pueden ser descartadas de forma automática porque no contienen soluciones.
En cambio, cuando se detecta una subcaja viable, lo que indica es que se ha
encontrado una solución, por tanto, no solo no se debe descartar, sino que se
puede utilizar para acotar el espacio de búsqueda alĺı donde los nodos sean
menos prometedores.

Una segunda diferencia importante radica en que, cuando se detecta una
de estas situaciones en una subcaja inviable para una frecuencia de diseño
concreta, automáticamente se puede descartar para todas las frecuencias de
diseño. En cambio, para que una subcaja pueda ser marcada como viable,
debe ser solución para todas las frecuencias de diseño. Por ello, cuando en
una variable se estudia qué partes del rango son viables para cada una de las
frecuencias de diseño, el resultado que satisfaga las restricciones para todas
las frecuencias será la intersección de cada una de las soluciones individuales.

Los distintos subrangos detectados como viables para cada variable, irán
desde un extremo del rango hasta el punto donde el rango se convierte en
ambiguo. Dichos subrangos estarán solapados entre ellos en el extremo del
rango pero, para cada frecuencia de diseño, terminarán en un punto distinto.
Esto quiere decir que, cuando se realice la intersección de dichos subrangos,
se seleccionará el que sea común a todas las frecuencias, es decir, el que menor
tamaño tenga, por este motivo, se puede hablar de inclusión de rangos. El
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subrango que sea viable solo para una frecuencia de diseño, estará incluido en
el resto de subrangos. El que sea viable para dos frecuencias, estará incluido
en el resto de subrangos menos en uno, y aśı consecutivamente.

El concepto base para poder detectar la subcaja viable es el mismo que
el explicado en la sección (3.2.2). Se basa en la idea equivalente de implica-
ción de los polos, ceros y ganancia de alta frecuencia en la caja proyectada.
Por ello, las ecuaciones empleadas son las mismas que las utilizadas en el
mencionado procedimiento. Dichas ecuaciones para cada tipo de elemento
del controlador son las siguientes: para la ganancia de alta frecuencia (3.3),
para los ceros (3.4) y para los polos (3.5); pero se utiliza el valor opuesto
de las variables del controlador, es decir, si la frontera hace viable su parte
superior del plano de Nichols, las variables de las ecuaciones se sitúan en el
valor de su rango que maximiza el resultado de la función de transferencia
del controlador. Justo lo contrario que lo utilizado para detectar la subcaja
inviable. Si la frontera hiciera viable su parte inferior en el plano de Nichols
seŕıan los valores inversos y las variables se situaŕıan en el valor del rango que
minimiza el resultado del controlador. Aśı como, de una forma equiparable,
en vez de utilizar el valor mı́nimo de la frontera dentro de la caja proyecta-
da en el plano de Nichols, se utiliza el valor máximo, denominado como Bmax.

Para ejemplificar las ecuaciones, se empleará el mismo caso que el utiliza-
do en la explicación del algoritmo NK (3.2.2). En dicho ejemplo, la frontera
es viable por parte superior e inviable en su parte inferior. No se entrará en
el detalle del desarrollo de las ecuaciones, dado que son equivalente a las ya
explicadas en la sección referida.

Para la ganancia de alta frecuencia:

k′ =
|Bmin|

|∏nrz
i=1 (jω+zi)|

|∏nrp
j=1(jω+pj)| |p0(ω)|

(4.1)

Para un cero del controlador:

z′1 = ±

√√√√( |Bmin|
∣∣∏nrp

j=1 (jω + pj)
∣∣

k
∣∣∏nrz

i=2

(
jω + zi

)∣∣ |p0(ω)|
)2

− ω2 (4.2)

Para un polo del controlador:

p′1 = ±

√√√√( k
∣∣∏nrz

i=1(jω + zi)
∣∣

|Bmin|
∣∣∏nrp

j=2 (jω + pj)
∣∣ |p0(ω)|

)2

− ω2 (4.3)
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A continuación, una vez aplicadas las ecuaciones correspondientes para
cada una de las variables y para cada una de las frecuencias de diseño, se
determinará como viable la porción del rango de cada variable que sea via-
ble para todas las frecuencias de diseño. Estos subrangos serán detráıdos de
la caja de parámetros, en la cual solo quedarán las partes ambiguas de las
variables.

Este procedimiento no siempre obtiene solución, dado que no siempre será
posible detectar la subcaja viable. Dependerá de las circunstancias concretas
que se estén tratando. Por ejemplo, podŕıa darse la situación de que la forma
de la caja proyectada en el plano de Nichols, junto con la forma que tenga la
frontera en los lugares en los que intersecan, diera como resultado que no es
posible detectar una subcaja viable. Por tanto, aunque se pudieran calcular
las ecuaciones correspondientes, éstas obtendŕıan un valor fuera del rango de
la variable, lo que quiere decir que no existe ninguna porción de ese rango
que sea viable con la información disponible en ese momento.

4.1.2. Información de la fase

Una caja proyectada en el plano de Nichols es básicamente un rectángulo
donde el eje de abscisas representa la fase en grados, de 0 a -360, y el eje de
ordenadas representa la magnitud en decibelios. En secciones anteriores se
han explicado varios procedimientos para realizar acotaciones en el espacio
de parámetros de la caja y aśı reducir el tiempo de ejecución (3.1, 3.2 y 4.1.1).
Todos estos procedimientos tienen la caracteŕıstica común de que trabajan
con la magnitud del plano de Nichols para realizar las operaciones, ya sea
para la parte viable como para la inviable. Pero hasta ahora no se ha realiza-
do ninguna propuesta que utilice la fase para realizar, de una forma similar
a cuando se utiliza la magnitud, la acotación en el espacio de parámetros.

Esta propuesta se basa en trasladar lo aplicado para la magnitud y rea-
lizar un procedimiento similar utilizando la fase. Dicho procedimiento puede
aplicarse tanto para detectar subcajas viables como subcajas inviables, de
forma similar a lo explicado en la sección anterior. En primer lugar, es ne-
cesario disponer del valor máximo y mı́nimo, en fase, de la frontera dentro
de la caja proyectada en el plano de Nichols. A este valor se le denominará
Cmin y Cmax, según corresponda al mı́nimo y al máximo.

A continuación, para cada una de las variables del controlador, polos y
ceros (excluyendo la ganancia de alta frecuencia, dado que no tiene compo-
nente de fase), y cada una de las frecuencias de diseño, se calcula la parte
viable e inviable de cada una de ellas en fase. El procedimiento es similar al ya
explicado para las partes viable e inviable de la magnitud, pero en vez de des-
pejar utilizando el módulo se despeja utilizando el ángulo. Para continuar, se



Caṕıtulo 4. Diferentes estrategias para acelerar los algoritmos ALS
Intervalares 55

desarrollan las funciones, siendo estas dependientes de qué porción de plano
haga viable o inviable la caja según el tipo de frontera, de forma similar a
como se actúa cuando se utiliza la magnitud. En el caso de la magnitud, que
corresponde al eje de ordenadas, se caracteriza como lado superior o inferior,
donde el lado superior pod́ıa ser viable y el inferior inviable, o viceversa. En
el caso de la fase, que corresponde al eje de abscisas, se caracteriza como lado
izquierdo y derecho.

En la figura (4.3), se puede observar como para las cajas proyectadas
R0.1z2 y R100z3 se podŕıa realizar la acotación de la subcaja, tanto viable
como inviable, dado que las dos están en fase con respecto a las fronteras.
En cambio, para la caja proyectada R0.1z1 , utilizando esta estrategia, no se
podŕıa realizar ninguna acotación, dado que la subcaja viable está en mag-
nitud con respecto a la frontera.
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Figura 4.3: Acotación del subrango viable e inviable de las variables del
controlador utilizando la fase.

De una forma similar a como se calcula utilizando la magnitud, para ca-
da una de las variables, se puede calcular para su lado superior y su lado
inferior del rango, dónde se situaŕıa el punto donde la variable pasa a ser de
inviable a ambigua, y de ambigua a viable. Como ya se ha explicado, el lado
que corresponda a viable o a inviable dependerá de qué porción del plano de
Nichols haga viable o inviable la frontera.
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A continuación, se muestran las ecuaciones para realizar la mencionada
acotación del espacio de parámetros utilizando la fase, tanto para ceros como
para polos. Estas ecuaciones se van a ejemplificar empleando el mismo caso
utilizado en (3.2.2), donde la frontera hace viable la porción derecha del plano
e inviable su porción izquierda. Se parte del lazo abierto siguiente:

L(jω) = C(s, x) · p0 (4.4)

donde p0 es la planta nominal y C(s, x) es la estructura del controlador,
que se define como

C(s, x) = k

∏nrz

i=1(s+ zi)∏nrp

j=1(s+ pj)
(4.5)

con

x = (k, z1, . . . znrz , p1, . . . pnrp)

y donde nrz = ⌊n−1
2
⌋ y nrp = ⌈n−1

2
⌉.

A continuación, en la ecuación del lazo abierto los ceros y los polos to-
marán el valor que minimice el resultado del controlador. Esto se traduce en
que los ceros tomarán el valor mı́nimo de su rango y los polos el máximo.
El siguiente paso es calcular el ángulo de todo el lazo abierto e igualarlo con
Cmin. Para terminar, z′i, es el cero que se quiere calcular.

Cmin = ∠

(
k(jω + z′1)

∏nrz

i=2(jω + zi)∏nrp

j=1 (jω + pj)
p0(ω)

)
Las operaciones se realizan en coordenadas polares, por tanto, las multi-

plicaciones se transforman en sumas y las divisiones en restas. Aśı mismo, la
ganancia de alta frecuencia desaparece al no tener componente de fase.

Cmin = ∠(jω + z′1) + ∠

(
nrz∏
i=2

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(
nrp∏
j=1

(jω + pj)

)

Cmin = atan

(
ω

z′1

)
+ ∠

(
nrz∏
i=2

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(
nrp∏
j=1

(jω + pj)

)

−atan
(
ω

z′1

)
= −Cmin + ∠

(
nrz∏
i=2

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(
nrp∏
j=1

(jω + pj)

)

ω

z′1
= tan

(
Cmin − ∠

(
nrz∏
i=2

(jω + zi)

)
− ∠(p0(ω)) + ∠

(
nrp∏
j=1

(jω + pj)

))
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La ecuación definitiva seŕıa la siguiente:

z′1 =
ω

tan
(
Cmin − ∠

(∏nrz

i=2(jω + zi)
)
− ∠(p0(ω)) + ∠

(∏nrp

j=1 (jω + pj)
))
(4.6)

De esta forma se podŕıa despejar cada uno de los ceros del controlador.

A continuación, se replica el mismo proceso para despejar un polo:

Cmin = ∠

(
k
∏nrz

i=1(jω + zi)

(jω + p1)
∏nrp

j=2 (jω + pj)
p0(ω)

)

Cmin = ∠

(
nrz∏
i=1

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠ (jω + p′1)− ∠

(
nrp∏
j=2

(jω + pj)

)

Cmin = −atan
(
ω

p′1

)
+ ∠

(
nrz∏
i=1

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(
nrp∏
j=2

(jω + pj)

)

atan

(
ω

p′1

)
= ∠

(
nrz∏
i=1

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(
nrp∏
j=2

(jω + pj)

)
− Cmin

ω

p′1
= tan

(
∠

(
nrz∏
i=1

(jω + zi)

)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(
nrp∏
j=2

(jω + pj)

)
− Cmin

)

1

p′1
=
tan

(
∠
(∏nrz

i=1(jω + zi)
)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(∏nrp

j=2 (jω + pj)
)
− Cmin

)
ω

p′1 =
ω

tan
(
∠
(∏nrz

i=1(jω + zi)
)
+ ∠(p0(ω))− ∠

(∏nrp

j=2 (jω + pj)
)
− Cmin

)
(4.7)

Este procedimiento se aplicaŕıa para cada uno de los polos del controla-
dor y para cada frecuencia de diseño. Al igual que en el caso de la magnitud,
no tiene por qué obtenerse un resultado válido. Como se ha explicado an-
teriormente, si la variable que se está despejando no contiene soluciones, la
ecuación obtendrá un resultado fuera del rango de dicha variable.
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4.1.3. Estructura de la acotación del espacio de búsque-
da

En este apartado se organizan las estrategias relacionadas con la acotación
del espacio de parámetros, con el objetivo de aportar claridad dado que,
en caṕıtulos posteriores, serán utilizadas de forma conjunta. Las estrategias
concernientes a esta sección se puede dividir en cuatro fundamentales:

Acotación de la parte inviable del espacio de búsqueda utilizando la
magnitud (3.2.2). Estrategia propuesta en el algoritmo NK y que fija las
bases para poder realizar este tipo de acotaciones en todas las variables
del controlador.

Acotación de la parte inviable del espacio de búsqueda utilizando la
fase (4.1.2). Este apartado se refiere a cuando se aplica el procedimiento
centrado en la parte inviable del espacio de parámetros.

Acotación de la parte viable del espacio de búsqueda utilizando la mag-
nitud (4.1.1). Este apartado se centra en aplicar la acotación a la parte
viable del espacio de parámetros.

Acotación de la parte viable del espacio de búsqueda utilizando la fase
(4.1.2 y 4.1.1). En este caso se aplican dos de las estrategias presentadas
en este caṕıtulo y que permiten realizar la acotación del espacio de
búsqueda combinando las estrategias de acotación utilizando la fase y
la parte viable de las variables del controlador.

De esta forma, se clasifican las distintas estrategias de acotación que serán
utilizadas en caṕıtulos posteriores, tanto en el caṕıtulo (5) donde se explica el
algoritmo propuesto, como en el caṕıtulo (6), donde se desarrollan los casos
prácticos en detalle para todas la estrategias.

4.2. Bisección del nodo

Tal y como se explica en la sección (3.1.4), la subdivisión del nodo es una
parte fundamental del algoritmo, dado que es el mecanismo por el cual se
ramifica el espacio de búsqueda. Realizar una ramificación adecuada ayudará
a expandir las ramas más prometedoras del algoritmo en primer lugar. En
el algoritmo original (NK y NT) esta bisección se realiza por la variable del
controlador que tenga mayor diferencia entre los extremos de su rango. Como
idea general es adecuada, pero la intersección entre las fronteras y las cajas
de proyección puede tener una casúıstica muy variada, y ceñirse siempre a la
misma forma de proceder, limita las posibilidades del algoritmo.

En esta sección se van a analizar diferentes formas de realizar la bisec-
ción. Algunas tendrán un propósito más general de reducir el tamaño de los
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subnodos resultantes de forma homogénea, otras harán incidencia en reducir
el tamaño en fase o en magnitud. Y para terminar, se plantea un sistema que
utiliza la información disponible del nodo hasta ese momento para decidir
por donde realizar la bisección.

Estas formas de bisección se utilizarán conforme indique la estrategia Eta-
pas de ejecución e historia del nodo (4.4) según convenga en cada momento
de la ejecución del algoritmo.

4.2.1. Bisección utilizando el tamaño en área

Esta forma de realizar la bisección es la más genérica de todas. Dado que,
para seleccionar la variable por la cual se realiza la bisección, se usa como
criterio para elegir la que más aporta al área de la caja de proyección en el
plano de Nichols. De esta forma, la bisección siempre se hará por la variable
que reduce más el tamaño de la proyección de los subnodos generados. Siendo
ésta una opción que aporta un buen resultado de forma general, pero que no
tiene en cuenta las diferentes casúısticas que puedan afectar a la intersección
de la caja proyectada con las fronteras.

4.2.2. Bisección utilizando el tamaño en magnitud

En esta segunda forma de realizar la bisección se optará por seleccionar la
variable que más aporte a la caja proyectada en el plano de Nichols en mag-
nitud. De esta forma, las proyecciones de los dos subnodos generados verán
reducido su tamaño especialmente en esa dirección. Esta opción podrá apli-
carse cuando interese reducir el tamaño en magnitud de la caja proyectada,
que puede ser en diversas situaciones. Por ejemplo, cuando por la forma en
la que intersecan las fronteras con las cajas proyectadas, reducir la magnitud
favorece para aplicar acotaciones del espacio de búsqueda.

4.2.3. Bisección utilizando el tamaño en fase

Opción muy similar a la explicada en la sección anterior (4.2.2),que se
focaliza en seleccionar la variable que más favorece la reducción de la fase
de la caja proyectada en los subnodos generados. Al igual que en el caso
anterior, puede ser beneficioso utilizarla cuando reducir la fase favorezca la
aplicación de otras técnicas para mejorar el rendimiento del algoritmo.

4.2.4. Bisección en árbol

Cuando se analiza la subcaja viable de la caja de proyección, para po-
der identificar qué parte de dicha caja contiene soluciones, tal y como se ha
explicado en la sección (4.1.1), el resultado será la intersección de todos los
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valores calculados de cada frecuencia de diseño. Dado que, para que una sub-
caja pueda considerarse solución, lo debe ser para todas las frecuencias. Por
tanto, el resto de valores que son solución solo para unas frecuencias concre-
tas, y que permitiŕıan identificar una parte mayor del espacio de parámetros,
no se utilizan en el mencionado procedimiento.

Los valores calculados para cada una de las frecuencias de diseño se pue-
den ordenar de la siguiente forma. La subcaja factible para todas las frecuen-
cias de diseño es la que se utiliza para identificar las soluciones en (4.1.1). La
siguiente subcaja lo será para todas las frecuencias menos una, el siguiente
para todas menos dos, y aśı sucesivamente. Conforme la subcaja seleccionada
sea viable para menos frecuencias, mayor porcentaje del rango de las varia-
bles podrá ser identificado como viable para esas frecuencias concretas para
las que sea viable.

Estos puntos calculados para cada una de las variables del controlador y
para cada una de las frecuencias podŕıan utilizarse para realizar la bisección.
De esta forma, de los dos subnodos generados, uno de ellos seŕıa ambiguo
para todas las frecuencias de diseño y el otro seŕıa viable para algunas de
ellas, dependiendo del punto que se eligiera. A partir de esta idea se pue-
den plantear diferentes formas de proceder, por ejemplo, realizar múltiples
bisecciones con la finalidad de obtener varias cajas viables para una o va-
rias frecuencias de diseño. Estas cajas se marcaŕıan como viables para esas
frecuencias concretas y ya no seŕıa necesario realizar operaciones sobre ellas,
ahorrando tiempo de cómputo posterior.

Por otro lado, también permitiŕıa priorizar las cajas que son viables para
frecuencias de diseño concretas, concentrando las cajas ambiguas en otras
frecuencias que permitan realizar acotaciones en el espacio de parámetros de
forma más sencilla o con mayor efectividad.

En general, esta opción de bisección permite decidir estrategias con más
información y posibilidades que las formas de bisección planteadas anterior-
mente y aśı tomar decisiones en distintas fases del algoritmo según convenga.

Para ejemplificar el funcionamiento de esta estrategia se parte de una caja
z con un controlador que tiene dos variables, la ganancia de alta frecuencia y
un polo. Ya se les ha aplicado la estrategia de (4.1.1), por tanto, las subcajas
viables ya han sido identificadas y no están presentes, la subcaja restante es
ambigua y en la caja actual solo quedan la subcajas que son viables para
algunas frecuencias, pero no para todas.

Se parte del siguiente controlador ejemplo:
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C(s) =
k

(s+ a)
,

donde

k ∈ [1, 10]

a ∈ [20, 100]

Y las frecuencias de diseño son Ω = {0.1, 0.5, 1} rad/s.

Se ha detectado que para cada frecuencia de diseño las siguientes subcajas
viables:

Para la frecuencia 0.1 las subcajas factibles son k′1 ∈ [7, 10] y a′1 ∈
[80, 100]

Para la frecuencia 0.5 las subcajas factibles son k′2 ∈ [9, 10] y a′2 ∈
[60, 100]

Para la frecuencia 1 no existe ninguna subcaja viable.

El procedimiento calcula para que variable y para que frecuencia de diseño
la subcaja factible es porcentualmente mayor. Por ejemplo:

Para la variable k y la frecuencia 0.1 la subcaja factible es el 33.33%
de la caja.

Para la variable a y la frecuencia 0.5 la subcaja factible es el 40% de
la caja.

Por tanto, el procedimiento decidirá que la bisección se realiza por la
variable a y el punto 60, quedando como resultado lo siguiente:

z1 = (k, a′1) donde k = [1, . . . , 10] y a′1 = [20, . . . , 60].

z2 = (k, a′2) donde k = [1, . . . , 10] y a′2 = [60, . . . , 100].

donde se cumple que

z = z1 ∪ z2

y obteniendo como resultado que:

z1 es una caja ambigua que deberá se analizada posteriormente.

z2 es una caja ambigua, pero es viable para la frecuencia 0.5. Esta infor-
mación podrá ser usada tanto en esta caja como en sus descendientes.

De esta forma se consigue utilizar la información disponible del nodo para
realizar la bisección del nodo y generar sus hijos.
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4.3. Búsqueda mejor ganancia de alta frecuen-

cia

El procedimiento explicado en (4.1.1) tiene como objetivo encontrar los
rangos de las variables del controlador que sean viables para cada frecuen-
cia de diseño. En este procedimiento, en el caso de que la parte viable de
una frontera esté en el lado superior en el plano de Nichols, las variables del
controlador se sitúan en el valor que minimiza el resultado del mismo. En
este caso, los polos en su valor máximo y los ceros, junto con la ganancia
de alta frecuencia, en su valor mı́nimo. De esta forma, al situarse los polos,
ceros y ganancia de alta frecuencia en el valor que minimiza el resultado del
controlador, mientras se busca la subcaja viable, el valor que se obtenga para
la ganancia de alta frecuencia será viable independientemente de dónde estén
situadas el resto de variables. Es decir, que como el resto de variables están
en la peor situación posible para obtener soluciones, las zonas viables que se
obtengan serán viables para todo el rango del resto de variables. Si el resto
de variables del controlador movieran sus valores a otras zonas de sus rangos,
la ganancia de alta frecuencia detectada como viable lo seguiŕıa siendo. En
todo caso, podŕıa mejorar el resultado pero nunca empeorarlo.

Esta forma de proceder asegura que el rango detectado como viable lo
sea siempre independientemente del valor que tomen el resto de variables del
controlador. Esta opción es conservadora, dado que, este procedimiento tiene
por objetivo encontrar las zonas viables de todas las variables del controlador
y aśı acotar el espacio de búsqueda a las zonas ambiguas.

Tal y como se explicó en la sección (1.3), una de las caracteŕısticas princi-
pales de este tipo de algoritmos es podar las ramas menos prometedoras del
espacio de búsqueda. La forma principal de realizar esta poda es encontrar
soluciones que permitan descartar todas las ramas que no puedan mejorar
dichas soluciones. De esta forma, se pueden eliminar estas ramas evitando
expandirlas y sin tener que realizar la búsqueda exhaustiva por ellas, redu-
ciendo aśı el tiempo de ejecución.

El procedimiento explicado en (4.1.1) encuentra soluciones para cada una
de las variables, también la ganancia de alta frecuencia, y se puede utilizar
con la finalidad de realizar estas podas. Pero trata por igual a todas las varia-
bles del controlador, sin tener en cuenta que la función objetivo del algoritmo
es encontrar la ganancia de alta frecuencia más baja que cumpla las restric-
ciones de diseño. Por tanto, dada esta función objetivo, en esta estrategia se
plantea una forma de proceder especial para esta variable concreta.

El procedimiento funciona utilizando la fórmula (4.1) para despejar la ga-
nancia de alta frecuencia, pero cambiando el valor de los polos al mı́nimo y el
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de los ceros a su máximo. Se puede consultar la ecuación definitiva en (4.8).
De esta forma, el valor que se podŕıa obtener como punto donde el rango de
la ganancia de alta frecuencia pasa de ser ambiguo a ser viable, puede ser
potencialmente mucho menor. Esta solución sólo seŕıa un punto concreto de
cada variable del controlador. Por tanto, otros valores de dentro del rango
de los polos y los ceros podŕıan hacer que el resultado obtenido no fuera
solución. Pero esto no es problema porque cumple el objetivo de encontrar
la mı́nima ganancia de alta frecuencia para la que se encuentra una solución
válida, independientemente del valor que tuvieran el resto de variables.

k′ =
|Bmin|

|∏nrz
i=1 (jω+zi)|

|∏nrp
j=1(jω+pj)| |p0(ω)|

(4.8)

En la figura (4.4) se puede observar un ejemplo proyectado en el plano
de Nichols para el siguiente controlador:

C(s) =
k

s+ a

donde

k = [1 · · · 10]

a = [1 · · · 10]

donde la ĺınea roja bordeada por Bmin y Bmax es la frontera que interseca
con la caja de proyección. Ademas, se puede observar para las variables del
controlador, qué valores tomaŕıan cada una de ellas a lo largo de la imagen.
De esta forma, se puede examinar la implicación del polo y de la ganancia de
alta frecuencia en la caja proyectada. Si se quisiera calcular la parte viable de
la ganancia de alta frecuencia con el método propuesto en (4.1.1) se utilizaŕıa
el valor del polo en su máximo, a = 10, dado que es cuando se minimiza el
resultado del controlador. Como se puede observar en la propia figura por la
curva introducida por el polo (ĺınea discontinua), en el lado derecho donde
a = 10, el valor de la frontera coincidente con Bmax, es superior al rango
de k. Por tanto, para este ejemplo concreto no se podŕıa encontrar ninguna
parte de la ganancia de alta frecuencia que fuera viable.

En cambio, tal y como se ha propuesto en esta sección, si situamos el
valor del polo en su mı́nimo, a = 1, entonces el valor de la frontera en el lazo
izquierdo de la gráfica, donde a = 1, coincidiŕıa con k = 2.5; siendo el resto
del rango, k = [2.5 . . . 10] viable y, por tanto, conteniendo soluciones.

La solución obtenida con k = 2.5 se podrá usar para realizar podas en
otros nodos cuyos valores khf sean superiores. Pero, como ya se ha explicado



64 4.4. Etapas de ejecución e historia del nodo

Figura 4.4: Ejemplo de búsqueda de mejor ganancia de alta frecuencia.

anteriormente, esta solución sólo es válida con a = 1. Del propio ejemplo
se desprende que, si vaŕıa el valor de a, ese valor dejaŕıa de cumplir las
restricciones de diseño. En el ejemplo ilustrado, donde solo interviene otra
variable, que es un polo, se puede observar claramente como éste es el mejor
valor conseguible para la ganancia de alta frecuencia. Este ejemplo es muy
sencillo de entender visualmente dado que, al contener solo dos variables el
controlador, se puede plasmar de forma fácil en un gráfico. Pero en un caso
general con múltiples variables, otras combinaciones de parámetros podŕıan
dar un resultado mejor que el obtenido con esta estrategia. Por tanto, la
solución obtenida por este procedimiento nunca podrá ser valorada como un
óptimo global. Ademas, en este ejemplo sólo se está teniendo en cuenta una
frecuencia de diseño. Por tanto, en un problema estándar se deberán realizar
las operaciones y obtener la intersección de los subrangos de khf obtenidos
como viables para cada una de ellas y, de esta forma, será viable para todas.

4.4. Etapas de ejecución e historia del nodo

En los algoritmos planteados en la sección (3), desde que se inician hasta
que se terminan, siempre aplican los mismos procedimientos de manera sis-
temática. Independientemente del estado en el cual se encuentre la ejecución.

Después de estudiar a fondo esta forma de proceder, se ha llegado a
la conclusión de que algunos procedimientos base del algoritmo, como son
la bisección o algunas de las mejoras, como es la acotación del espacio de
búsqueda, podŕıan funcionar de forma más efectiva si variaran su comporta-
miento a lo largo de la ejecución del algoritmo.
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Se propone dividir la ejecución del procedimiento en tres etapas principa-
les, donde en cada una de las etapas podrá variar el funcionamiento de una
o varias funcionalidades.

A continuación, se entra en detalle de cada una de las etapas.

4.4.1. Etapa inicial

La etapa inicial se establece con el comienzo del algoritmo hasta que la
caja de proyección deja de ocupar todo el ancho en frecuencia en el plano de
Nichols. Es común que, cuando se inicia el algoritmo, si se han establecido
rangos grandes para las variables del controlador, la caja proyectada en el
plano de Nichols ocupe todo el ancho en frecuencia, de -360 a 0 grados. Esta
situación puede darse incluso aunque se ya hayan realizado bisecciones en el
nodo.

Para este tipo de situaciones, donde la caja proyectada tiene un tamaño
tan grande, el interés principal es reducir su extensión de forma rápida sin
centrarse en ninguna orientación concreta del plano. Para este fin, la aco-
tación del espacio de búsqueda en magnitud puede ser muy útil dada la
distancia del borde de las cajas de proyección con las fronteras, pudiendo de-
tectar grandes partes inviables y viables de las variables del controlador. En
cambio, la acotación del espacio de búsqueda utilizando la fase no tiene sen-
tido si existen fronteras abiertas, dado que al ocupar la caja proyectada todo
el ancho en frecuencia, este procedimiento no se puede realizar. Por tanto,
su aplicación no obtendŕıa ningún resultado y, en cambio, śı que consumiŕıa
tiempo de ejecución.

Por otro lado, la bisección se realiza utilizando el área (4.2.1) dado que
el interés principal es reducir el tamaño de la caja de forma genérica, no
especificando o detallando que se prefiere la reducción en fase, en magnitud
u otra forma más avanzada de bisección.

La búsqueda de mejor ganancia también está activada con el objetivo de
encontrar soluciones que permitan podar el espacio de búsqueda.

4.4.2. Etapa intermedia

La etapa intermedia se inicia después de la etapa inicial, cuando la caja
proyectada ya no ocupa todo el ancho en fase del plano de Nichols. Esta
etapa se caracteriza por tener cajas proyectadas de tamaño mediano donde
la acotación del espacio de búsqueda, tanto en fase como en magnitud, puede
dar buenos resultados, aunque siempre dependiendo de la casúıstica concreta
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del problema.

Por otro lado, la bisección se realiza por el procedimiento del árbol (4.2.4),
dado que el objetivo en esta fase ya no es solo reducir el tamaño de la caja
proyectada de forma genérica, sino que se busca realizar la bisección de forma
más inteligente aprovechando las caracteŕısticas adicionales que aporta este
tipo de bisección.

La búsqueda de mejor ganancia adquiere importancia por su capacidad
de podar nodos que no mejoran las soluciones ya encontradas, pudiendo ser
una herramienta fundamental a la hora de reducir el espacio de búsqueda.

4.4.3. Etapa final

Esta etapa se inicia al acabar la etapa intermedia. Se establece cuando
el procedimiento de acotación del espacio de búsqueda tanto en magnitud
como en fase ya no obtiene resultados. Esta situación se da cuando la caja
proyectada se hace pequeña con respecto a la frontera y la intersección con
la misma se aproxima a una ĺınea recta. Esto quiere decir que no hay parte
ambigua en la caja proyectada y, por tanto, con realizar una última detec-
ción de la parte viable e inviable puede desactivarse esta caracteŕıstica. La
desactivación de esta funcionalidad puede darse en fase y/o magnitud. No
es necesario que suceda en los dos tipos de acotación a la vez. También se
desactivará la Búsqueda de mejor ganancia, dado que al igual que los pro-
cedimientos mencionados, no producirán resultados y consumiŕıa tiempo de
cómputo.

Para terminar, la bisección se realizará por fase o magnitud (4.2.3 y 4.2.2),
dependiendo en cada momento de cuál de las dos tiene mayor ancho en el
plano de Nichols, dado que en esta fase final del algoritmo, interesa reducir el
tamaño de las cajas de forma similar en las dos coordenadas para que ninguno
de los lados de la caja proyectada se quede con un tamaño significativamente
mayor que el otro, puesto que la función solución del algoritmo (3.1.3) fija
que terminará cuando se cumpla la condición de tamaño fijado por ϵ tanto
en fase como en magnitud. Por ello, una reducción homogénea de las dos
coordenadas acelerará el fin del algoritmo.

4.4.4. Historia del nodo

La estrategia planteada en (4.4) de variar el comportamiento del algorit-
mo y las funcionalidades que se aplican a lo largo de la ejecución del mismo,
tiene una dificultad inherente a este tipo de algoritmos. Al ir expandiendo
las ramas del árbol de parámetros cada nodo puede estar en una etapa dis-
tinta, sobretodo porque unas ramas se expanden más que otras. Por tanto,
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es dif́ıcil definir unas etapas del algoritmo de forma general para todos los
nodos. Con el objetivo de solucionar este problema, cada nodo guardará,
aparte del momento actual, los datos que se estimen relevantes del pasado
del mismo. Gracias a esto, el algoritmo se situará en la etapa adecuada con
respecto al nodo actual que esté en ejecución.

Cada nodo contiene información. Por un lado, guarda de los datos básicos
de la función de transferencia del controlador, si es viable o ambiguo (si fuera
inviable ya se habŕıa eliminado) y la mejor ganancia de alta frecuencia del
mismo para usarse como ı́ndice de la lista de nodos vivos (3.1.6). Además,
añade a esta información, la etapa actual del nodo, que se irá actualizando
conforme se den las condiciones explicadas para cada una de las etapas. Por
otro lado, guarda también las frecuencias para las cuales el nodo es viable, ya
sea propiamente calculado por la función de comprobar factibilidad (3.1.1) o
determinado por la bisección en árbol (4.2.4).

De esta forma cada nodo podrá guardar su información asociada y el
algoritmo tomará las decisiones adecuadas conforme a la información que le
proporcione.

4.5. Detección de la violación en Nyquist

La detección de la violación de las fronteras por parte de las cajas proyec-
tadas para cada frecuencia de diseño se ha realizado tradicionalmente en el
plano de Nichols. Este plano se compone de fase en grados y de magnitud en
decibelios, por tanto, las operaciones con números complejos intervalares que
componen el controlador deben trasladarse desde coordenadas cartesianas a
coordenadas polares. Cuando se realiza este cambio con números complejos
intervalares se obtiene una representación conservadora y, de esta forma, la
caja proyectada en el plano de Nichols es, generalmente, más conservadora
que si se comparara con las coordenadas cartesianas.

Como solución a esta problemática se propuso realizar la comprobación
de factibilidad utilizando coordenadas cartesianas. En lo que se refiere al
cálculo del controlador por la planta nominal utilizando la Natural Interval
Extension (1.2.5), ya se realizan estas operaciones en coordenadas cartesia-
nas, y solo al final del procedimiento se transforman a coordenadas polares
para usarse en el plano de Nichols. Por tanto, para implementar este pro-
cedimiento, sólo es necesario no realizar este último paso. Por otro lado, las
fronteras tradicionalmente se han calculado en magnitud y fase, por tanto,
es necesario realizar el traspaso de coordenadas a forma cartesiana. Una vez
que se disponga de los datos en forma adecuada sólo seŕıa necesario realizar
el procedimiento de comparación entre las fronteras y la caja proyectada.
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Esta estrategia se implementó y se añadió como opción al algoritmo,
pero los resultados que se obtuvieron no mejoraron el tiempo de ejecución
del algoritmo, todo lo contrario, incluso lo empeoraron. El motivo principal
de este resultado fue que, la mayor dificultad para realizar las operaciones
en en el plano de Nyquist, no compensaba la potencial mejora que aportaba
realizar la comprobación de factibilidad utilizando coordenadas cartesianas
y, por tanto, esta estrategia no ha sido incorporada al algoritmo propuesto
en (5).

4.6. Acotación del espacio de búsqueda en

Nyquist

Tal y como se ha propuesto en la sección anterior (4.5) se puede realizar
la comprobación de factibilidad utilizando coordenadas cartesianas. Se pro-
puso aplicar esta misma idea a la acotación del espacio de búsqueda (3.2.2)
en la parte del plano inviable utilizando la magnitud. Hasta ahora se hab́ıan
utilizado coordenadas polares en el plano de Nichols en decibelios y grados.
La idea principal es que al realizar el cambio de coordenadas de cartesiano a
polar se pierde precisión en la caja proyectada, por tanto, si se puede realizar
los recortes sin necesidad de realizar este cambio de coordenadas, el resultado
será más preciso y el recorte podrá ser mayor.

Este sistema adolece de un problema principal y es que, las coordenadas
cartesianas como resultado del cálculo del lazo abierto, no son monótonas.
En una primera idea se intentó caracterizar el resultado del cálculo en una
monotońıa por partes, dependiente de las variables del controlador, que pu-
diera ser manejada adecuadamente para obtener un resultado satisfactorio;
pero después de investigar más profundamente y apoyado en casos prácticos,
se llegó a la conclusión de que la identificación de la monotońıa por partes
depend́ıa de la combinatoria del número de variables del controlador y que,
por tanto, las operaciones a realizar para poder identificar la monotońıa por
partes se complicaban tanto que resultaba inviable aplicarlas en el algoritmo.
Finalmente se descartó usar este procedimiento.
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Algoritmo propuesto

El objetivo fundamental de esta tesis es, tomando como base los algo-
ritmos NT (3.1) y NK (3.2), proponer una nuevo algoritmo que integre y
coordine todas las estrategias propuestas en el caṕıtulo (4). Tiene como fi-
nalidad mejorar el coste computacional de las propuestas previas y, derivado
de ello, mejorar el tiempo de ejecución, permitiendo aśı aumentar lo máximo
posible el tamaño del problema.

A continuación, se estructuran todas las estrategias propuestas con el
objetivo de clasificarlas para su posterior inclusión en el algoritmo:

1. Acotación del espacio de búsqueda: Estrategias destinadas a re-
ducir el espacio de búsqueda, resumidas en la sección (4.1.3). Pueden
categorizarse del siguiente modo:

a) Acotación del espacio de búsqueda en el subrango invia-
ble: Esta estrategia tiene como objetivo detectar para cada varia-
ble del controlador, qué parte de su rango es inviable para cada
frecuencia de diseño. De esta manera, sabiendo que viola las res-
tricciones de diseño, se puede eliminar dicha parte. Esta estrategia
a su vez se subdivide en dos procedimientos:

Acotación del espacio de búsqueda en el subrango in-
viable utilizando la magnitud: Este primer procedimiento
es el propuesto por el algoritmo NK (3.2.2) que, utilizando la
magnitud en el plano de Nichols, tiene como objetivo detec-
tar cuál es la parte inviable de cada una de las variables del
controlador.

Acotación del espacio de búsqueda en el subrango in-
viable utilizando la fase: Este procedimiento, detallado en
(4.1.2) tiene el mismo objetivo que el anterior, pero en este
caso, utilizando la fase en el diagrama de Nichols.
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b) Acotación del espacio de búsqueda en el subrango viable:
Esta estrategia tiene por objetivo detectar, para cada frecuencia
de diseño, y para cada variable del controlador, qué parte de las
mismas sólo contiene soluciones. De esta forma, una vez realizada
la intersección entre todas las porciones de rangos calculadas para
cada frecuencia de diseño, se puede determinar qué parte del es-
pacio de parámetros sólo contiene soluciones. Esta estrategia, de
forma similar a la anterior, se compone de dos procedimientos:

Acotación del espacio de búsqueda en el subrango via-
ble utilizando la magnitud: Este procedimiento, descrito
en (4.1.1), propone detectar las partes viables de cada varia-
ble del controlador utilizando la magnitud en el diagrama de
Nichols.

Acotación del espacio de búsqueda en el subrango via-
ble utilizando la fase: Este procedimiento aplica dos de las
estrategias descritas en (4.1.1 y 4.1.2) con el objetivo de con-
seguir encontrar la parte viable de cada una de las frecuencias
de diseño del controlador utilizando la fase en el diagrama de
Nichols.

2. Bisección del nodo: Esta estrategia propone varias formas de bi-
seccionar el nodo (4.2). Cada una de ellas centrada en una necesidad
distinta para el momento en el que se ejecuten. Está relacionada con
la estrategia Etapas del nodo (4.4). Dicha estrategia, que tiene como
fundamento variar el funcionamiento del algoritmo a lo largo de su eje-
cución, selecciona las mejores estrategias según el momento en que se
encuentre:

Bisección utilizando el área: Este procedimiento se describe
en (4.2.1). Tiene como base de funcionamiento realizar la bisec-
ción por la variable del controlador que más reduzca el área de la
proyección en el plano de Nichols de los subnodos generados.

Bisección utilizando la magnitud: Este procedimiento descri-
to en (4.2.2) tiene por objetivo realizar la bisección del nodo por la
variable del controlador que más reduce su tamaño en magnitud
de la proyección en el plano de Nichols. Esta forma de proceder es
adecuada cuando la casúıstica concreta necesite reducir la magni-
tud de las cajas proyectadas.

Bisección utilizando la fase: Equivalente al procedimiento an-
terior pero con el objetivo de reducir la fase de la caja proyectada
en el plano de Nichols. Se describe en (4.2.3).

Bisección en árbol: Este procedimiento, descrito en (4.2.4), uti-
liza los datos calculados en la estrategia (4.1.1) para realizar la
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bisección en el lugar exacto donde la variable del controlador pa-
sa de ser ambigua a ser viable para una, o varias, frecuencias de
diseño. De este modo, se obtienen dos subnodos, uno de ellos es
viable a ciertas frecuencias, siendo esta información utilizada, en
este mismo nodo y en su descendencia, para ahorrar cálculos inne-
cesarios. Esta forma de proceder tiene como objetivo conseguir que
el nodo sea viable para el mayor número posible de frecuencias de
diseño y aśı poder centrar el esfuerzo en las restantes frecuencias
donde todav́ıa sea ambiguo.

3. Búsqueda mejor ganancia de alta frecuencia: Esta estrategia se
describe en (4.3) y funciona encontrando soluciones rápidas al problema
donde la ganancia de alta frecuencia sea lo menor posible. Esto permite
podar o recortar en etapas tempranas nodos del espacio de búsqueda
con el consiguiente ahorro sustancial de tiempo.

4. Etapas de ejecución e historia del nodo: Esta estrategia desarro-
llada en (4.4) propone que, dado que la relación entre la caja de pro-
yección y las fronteras vaŕıa cualitativamente a lo largo de la ejecución
del algoritmo, es una opción prometedora modificar el funcionamien-
to del procedimiento y adaptarlo a la situación en la que el nodo esté
en cada momento. Para ello, dado que cada nodo es independiente y
tendrá un desarrollo diferente al resto dependiendo principalmente de
cuándo se haya expandido la rama del árbol de búsqueda donde se
sitúe, es necesario guardar la historia del nodo. Una vez que se conoce
con detalle el momento concreto del nodo, se pueden tomar diferentes
decisiones. Por ejemplo, elegir una forma u otra de bisección según sea
más conveniente, o desactivar las estrategias de acotación del espacio
de búsqueda cuando ya no tenga sentido ejecutarlas.

Una vez listadas todas las estrategias (4) que se van a incorporar al al-
goritmo, es importante indicar que, para facilitar la legibilidad y claridad
de las mismas, varias de estas estrategias serán utilizadas mediante la de-
finición de una serie de funciones que las implementan con la intención de
incorporarlas posteriormente al algoritmo general mediante la invocación de
dichas funciones. Otras estrategias, dada su naturaleza más transversal al al-
goritmo, serán implementadas directamente en el esquema general del mismo.

Todas las estrategias propuestas, junto con el algoritmo general, van a
ser descritas en pseudocódigo. Esto permitirá obviar los detalles espećıficos
de la implementación pero tendrá el suficiente grado de detalle como para
llevar a la práctica todas las ideas expuestas. Si se quiere visualizar en detalle
del código implementado, el caṕıtulo (7) describe detenidamente el software
desarrollado, aśı como el acceso de forma libre al mismo, bajo licencia GNU.
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A continuación, se explica y se muestra el pseudocódigo de cada una de
las funciones en las que se divide el algoritmo para terminar con el esquema
general del mismo.

5.1. Acotación del espacio de búsqueda

En este primer apartado, que corresponde a las estrategias listadas en el
punto (1), se van a describir las funciones asociadas a la acotación del espa-
cio de búsqueda. Dicho apartado se va dividir en dos partes, correspondiente
cada una de ellas al tratamiento de un subrango de cada variable del contro-
lador. Por un lado, se va a afrontar la acotación del subrango inviable. Por
otro lado y en una segunda función, se va a definir la acotación del subrango
viable, utilizando ambas partes los cálculos en fase y en magnitud en el plano
de Nichols.

Las fronteras en el plano de Nichols pueden ser de dos tipos. En primer
lugar están las abiertas, que tienen como caracteŕıstica principal que ocupan
todo el ancho en fase, además pueden ser multivaluadas, pero nunca defi-
nirán un espacio cerrado. Este tipo de fronteras, al tener una predominancia
de variación en fase en el plano de Nichols, la acotación que hacen utilizando
la magnitud suele obtener buenos resultados. Eso no quita que, en algunas
zonas particulares, la frontera pueda mostrar comportamientos de variación
en magnitud que permitan aplicar la acotación utilizando la fase.
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Figura 5.1: Posibilidad de acotación del espacio de búsqueda en fase y mag-
nitud en el plano de Nichols.

En segundo lugar, existen las fronteras cerradas, que encierran parte del
espacio del plano de Nichols. En este tipo de fronteras, la acotación del espa-
cio de búsqueda se puede realizar de forma equivalente, tanto en fase como en
magnitud. La efectividad de cada uno de estos métodos dependerá de cada
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problema concreto y de como vaŕıe en fase y en magnitud cada una de las
fronteras.

En la figura (5.1) se pueden observar los dos tipos de fronteras señalados,
el B0.1 corresponde a una frontera abierta, y el B100 a una frontera cerrada.
A su vez, en las cajas proyectadas R0.1z1 , R0.1z2 y R100z3 , se puede observar,
indicado con flechas, qué subcajas seŕıan viables e inviables, tanto en fase
como en magnitud, y que pueden ser detectadas por este procedimiento. A
su vez, se puede advertir que, tanto en las fronteras abiertas como en las
cerradas, existe la posibilidad de acotar el espacio de búsqueda utilizando
tanto la fase como la magnitud.

A continuación, se detallan las funciones para realizar la acotación del
espacio de búsqueda tanto en el subrango inviable como en el subrango viable,
siendo cada una de ellas un procedimiento independiente.

5.1.1. Acotación del espacio de búsqueda, subrango in-
viable

Como se ha indicado, esta primera función está centrada en la acotación
del subrango inviable utilizando la fase y magnitud en el plano de Nichols.
Con el objetivo, de conseguir identificar, para cada variable del controlador
cual es su parte inviable (1a), y de esta forma poder descartar dicha parte,
reduciendo aśı el espacio de búsqueda del algoritmo.

La función implementada incluye la función QS (3.4) presentada en el
algoritmo NT (3.2.2) y centrada en acotar el espacio de búsqueda utilizando
la magnitud completa con la presentada en la estrategia (4.1.2) para realizar
esta misma acotación utilizando también la fase.

Es necesario tener en cuenta que, para simplificar la exposición del pseu-
docódigo, se describe solo el caso en que las fronteras abiertas delimitan por
su mitad superior la parte viable y por su mitad inferior la parte inviable, y
las fronteras cerradas tienen en su interior la parte inviable y en su exterior
la parte viable. Si bien, el algoritmo implementado contempla todos los ca-
sos posibles, para llevar a cabo esta tarea, la función de factibilidad (3.1.1),
reporta estas caracteŕısticas propias de las fronteras para que el algoritmo
adapte su funcionamiento, invirtiendo las funciones superior (sup) e inferior
(inf), cuando sea necesario.

La función recibe como parámetros de entrada los siguientes datos:

BnfΩ son los valores mı́nimos en fase de las fronteras dentro de cada
caja proyectada.
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BnmΩ son los valores mı́nimos en magnitud de las fronteras dentro de
cada caja proyectada1.

Ω es el conjunto de frecuencias de diseño.

z es la caja de parámetros.

A continuación, se describe el funcionamiento del algoritmo propuesto
(5.1). Los apartados se han identificado mediante números para facilitar su
explicación:

En primer lugar se llama a la función QS, que se encarga de calcular
la acotación utilizando la magnitud (Apartado ➊).

Se continúa con la acotación utilizando la fase. Para ello, se recorren
las frecuencias de diseño, llevando a cabo los siguientes pasos para cada
una. (Apartado ➋).

Si z es viable para ω salta a la siguiente caja, dado que este procedi-
miento sólo funciona con z que sean ambiguas para la frecuencia de
diseño seleccionada (Apartado ➌).

Se recorren las variables del controlador, exceptuando la ganancia de
alta frecuencia (que no tiene componente de fase) y para cada una
de estas variables se calcula la ecuación correspondiente desarrollada
(4.1.2) (Apartado ➍).

Para ello, es necesario seleccionar, para el resto de variables que no se
están despejando, qué valores deben tomar de sus rangos para maxi-
mizar el resultado del controlador (Apartado ➎).

Con este objetivo, para cada cero del controlador se seleccionará el
valor superior de su rango y para cada polo del controlador, el valor
inferior de su rango (Apartado ➏).

A continuación, se aplica la ecuación correspondiente. Si j es un polo,
se utiliza (4.7); si es un cero, se utiliza (4.6). Y se calcula el subintervalo
inviable para dicha variable (Apartado ➐).

El subintervalo identificado como inviable se elimina de z (Apartado
➑).

Estos pasos se repiten para el resto de variables del controlador, en la
frecuencia de diseño actual. Y posteriormente, para el resto de frecuen-
cias.
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Figura 5.2: Acotación de la subcaja inviable utilizando la fase y la magnitud
en el plano de Nichols.

Como se puede observar en el ejemplo de la figura (5.2), el objetivo de
esta función es poder detectar, y posteriormente eliminar, todas las subca-
jas inviables de las cajas proyectadas en el plano de Nichols. Siendo éstas
denominadas, en dicho ejemplo, como Ri0.1z1 , Ri100z3 y Ri0.1z2 . Como se ha
definido en (1.2.5), cuando se utiliza la Extensión natural a intervalos y la
caja se proyecta en el plano de Nichols, este procedimiento no es reversible.
No existe correspondencia directa entre la proyección en el plano de Nichols y
el espacio de parámetros. Por tanto, el objetivo de esta función será conseguir
trasladar parte de la información de la proyección al espacio de parámetros
con el objetivo de detectar la subcaja inviable en cada uno de los subrangos
de las variables del controlador. La intención final es eliminar dicha parte y
reducir aśı el espacio de búsqueda del algoritmo.

Algoritmo 5.1: Pseudocódigo del algoritmo QSInv
1 Entradas: BnmΩ, BnfΩ, Ω y z
2 Salidas: z
3

4 // APARTADO 1, QS es usada para reducir z usando la información de la magnitud.
5➊ z← QS(BnmΩ, Ω, z) // Función implementada en (3.4)
6

7 // APARTADO 2, se reduce z usando la información de fase
8➋ Para ω ∈ Ω,
9➌ Si z no es viable para ω

10➍ Para j ∈ {2, . . . , n} // se excluye la k porque no tiene influencia en la fase.
11 y← z // z es copiado a y
12➎ Para λ ∈ {2, . . . , n} − {j} // En este bucle, y recibe el valor r en z[λ] que maximiza la

contribución de x(λ) a ∠L0(jω, x) · · ·
13 Si 2 ≤ j ≤ 1 + nrz + 2ncz // cero
14 r ← sup(z[λ])
15➏ Sino // polo
16 r ← inf(z[λ])
17 Finsi
18 y← subs(y, λ, [r, r]) // intervalo y[λ]← r

1Estos valores serán utilizados por las ecuaciones correspondientes para calcular los
subrangos inviables en cada una de las frecuencias.
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19 Finpara
20

21➐ Si {j} es un cero
22 S ← utilizando (4.6) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S) es inviable en ω
23 Sino
24 S ← utilizando (4.7) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S) es inviable en ω
25 Finsi
26 S ← mayor subintervalo de y[j] tal que subs(y, j, S) es inviable para ω
27➑ iz← subs(z, j, S)
28 z← z− iz
29 Finpara
30 Finsi
31 Finpara

5.1.2. Acotación del espacio de búsqueda, subrango
viable

La segunda función, que se describe a continuación, está centrada en aco-
tar el espacio de búsqueda del algoritmo identificando el subrango viable de
cada una de las variables del controlador, utilizando para ello la fase y la
magnitud en el plano de Nichols (1b).

Para conseguir este objetivo, utiliza dos de las estrategias propuestas en
el caṕıtulo (4). La estrategia propuesta en (4.1.1), donde se explica la po-
sibilidad de identificar las partes viables de cada una de las variables del
controlador y la estrategia propuesta en (4.1.2), donde se desarrolla cómo
añadir a este procedimiento la posibilidad de utilizar la fase en el plano de
Nichols y no sólo la magnitud.
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Figura 5.3: Acotación de la subcaja inviable utilizando la fase y la magnitud
en el plano de Nichols.

Como se ha indicado en la función anterior, la utilización de la Extensión
natural a intervalos no es reversible una vez que se proyecta la caja en el
plano de Nichols y no hay correlación directa con el espacio de parámetros.
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Por tanto, el objetivo es trasladar la parte detectada como viable a cada una
de las variables del controlador. En el ejemplo de la figura (5.3), se pueden
observar las subcajas Rf0.1z1 , Rf0.1z2 y Rf100z3 , identificadas como viables,
junto con el resto de subcajas, identificadas como inviables por la función
(5.1.1).

Como ya se indicó en el apartado (4.1.1), la identificación de partes via-
bles es diferente a la identificación de partes inviables porque, para que un
subrango de una variable pueda ser marcado como viable, lo debe de ser para
todas las frecuencias de diseño, y aśı cumplir con las restricciones impuestas
por todas las fronteras. Esto se traduce en que, una vez que se han detectado
los subrangos viables para cada una de las frecuencias de diseño, el resul-
tado viable para todas ellas será la intersección de los subrangos. El resto
de valores viables que no son comunes a todas las frecuencias de diseño no
se descartan, sino que se devuelven como resultado del procedimiento, dado
que, posteriormente, podŕıan ser utilizados por la función (5.3).

Para terminar, es necesario comentar que el procedimiento implementado
en (5.2) es complementario y más efectivo que éste para encontrar soluciones.
Por tanto, en el esquema general del algoritmo se decidió que, si el procedi-
miento Búsqueda de mejor ganancia termina con éxito y obtiene resultado,
se descarta ejecutar este apartado. El motivo de esta decisión se debe a que
tratan de resolver la misma cuestión, es decir, encontrar soluciones al proble-
ma con el objetivo de realizar podas y acotaciones del espacio de parámetros.
Por tanto, dado que solapaŕıan funcionalidad y consumiŕıan más tiempo de
ejecución, no es interesante ejecutar los dos a la vez. Dado lo anterior, este
procedimiento sólo se ejecutará cuando la Búsqueda de mejor ganancia no
encuentre resultado.

Igual que en el apartado anterior, es necesario tener en cuenta que, para
simplificar la exposición del pseudocódigo, se describe solo el caso en que
las fronteras abiertas delimitan por su mitad superior la parte viable y por
su mitad inferior la parte inviable, aśı como, las fronteras cerradas tienen
en su interior la parte inviable y en su exterior la parte viable. Si bien el
algoritmo implementado contempla todos los casos posibles, para llevar a
cabo esta tarea, la función de factibilidad (3.1.1) reporta estas caracteŕısti-
cas propias de las fronteras para que el algoritmo adapte su funcionamiento,
invirtiendo las funciones superior (sup) e inferior (inf), cuando sea necesario.

La función recibe como parámetros de entrada los siguientes datos:

BxfΩ que son los valores máximo en fase de las fronteras dentro de cada
caja proyectada. BxmΩ que son los valores máximos en magnitud de las
fronteras dentro de cada caja proyectada2.

2Estos valores serán utilizados por las ecuaciones correspondientes para calcular los
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Ω es el conjunto de frecuencias de diseño.

z es la caja de parámetros.

A continuación, se describe el funcionamiento del algoritmo propuesto
(5.2), donde se ha identificado mediante números los apartados para facilitar
su explicación:

En primer lugar, se recorren todas las variables del controlador, para
realizar operaciones sobre ellas (Apartado ➊).

A continuación, se recorren todas las frecuencias de diseño, dado que
las operaciones que se realizan para cada variables son dependientes de
una frecuencia de diseño concreta (Apartado ➋).

Si la caja de parámetros (z) es viable para la frecuencia actual (ω),
se salta a la siguiente frecuencia de diseño, dado que estas operaciones
sólo se pueden aplicar sobre cajas ambiguas (Apartado ➌).

El siguiente paso será seleccionar los valores de cada una de las variables
del controlador que participan en la ecuación para calcular el valor de
la variable actual (j). En este caso, para la ganancia de alta frecuencia
y para los ceros se selecciona su valor mı́nimo, y para los polos su valor
máximo; cada una de ellas dentro de su rango (Apartado ➍).

Con los valores adecuados en cada una de las variables, se aplica la
ecuación correspondiente según sea la variable a despejar (Apartado
➎).

Una vez calculados los subrangos viables para cada variable y para
cada frecuencia de diseño, se seleccionará la intersección de todos ellos
en magnitud (Apartado ➏).

Se continúa quitando de la caja actual el subrango detectado como via-
ble en magnitud, para aśı dejar solo los subrangos ambiguos. Además,
los subrangos viables se almacenan en un vector (Apartado ➐).

Se realiza este mismo proceso para la fase. En primer lugar selecciona
el mejor subrango detectado como viable y, a continuación, quita dicho
subrango de la caja de parámetros (Apartado ➑).

El siguiente paso será almacenar los subrangos viables restantes de la
intersección (Apartado ➒).

Para terminar, la función retornará los siguientes datos:

subrangos viables en cada una de las frecuencias.
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• z: La caja de parámetros que recib́ıa la función como entrada con
los subrangos viables eliminados (Apartado ➓).

• UM: Vector que contiene los subrangos viables para todas las fre-
cuencias de diseño detectados en la acotación utilizando la mag-
nitud.

• UF: Vector que contiene los subrangos viables para todas las fre-
cuencias de diseño detectados en la acotación utilizando la fase.

• MM: Vector de vectores, uno por cada variable del controlador,
que contiene los subrangos viables para solo alguna frecuencia de
diseño en magnitud.

• MF: Vector de vectores, uno por cada variable del controlador,
que contiene los subrangos viables para solo alguna frecuencia de
diseño en fase.

Algoritmo 5.2: Pseudocódigo del algoritmo QSFact
1 Entradas: BxmΩ, BxfΩ, Ω y z
2 Salidas: z, UM, UF, MM y MF
3

4➊ Para j ∈ {1, . . . , n} // todas las variables del controlador
5➋ Para ω ∈ Ω,
6➌ Si z no es viable para ω
7 y← z // z es copiado a y
8➍ Para λ ∈ {1, . . . , n} − {j} // En este bucle, y recibe el valor r en z[λ] que minimiza la

contribución de x(λ) a ∠L0(jω, x) y a |L0(jω, x)|...
9 Si 2 ≤ j ≤ 1 + nrz + 2ncz // cero y ganancia de alta frecuencia

10 r ← inf(z[λ])
11 Sino // polo
12 r ← sup(z[λ])
13 Finsi
14 y← subs(y, λ, [r, r]) // intervalo y[λ]← r
15 Finpara
16➎ Si {j} es la ganancia de alta frecuencia
17 S1[ω]← utilizando (4.1) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S1[ω]) es viable en ω
18 Sino Si {j} es un cero
19 S1[ω]← utilizando (4.2) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S1[ω]) es viable en ω
20 S2[ω]← utilizando (4.6) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S2[ω]) es viable en ω
21 Sino
22 S1[ω]← utilizando (4.3) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S1[ω]) es viable en ω
23 S2[ω]← utilizando (4.7) mayor subrango de y[j] tal que subs(y, j, S2[ω]) es viable en ω
24 Finsi
25 Finsi
26 Finpara
27

28➏ VM ← min(S1[1, . . . , nω ]) // intersección magnitudes
29 eliminar(S1, VM )
30 mz← subs(z, j, VM )
31 UM [j]←mz
32➐ y← y −mz
33

34➑ VF ← min(S2[1, . . . , nω ]) // intersección fases
35 eliminar(S2, VF )
36 fz← subs(z, j, VF )
37 UF [j]← fz
38 y← y − fz
39

40➒ MM [j]← S1

41 MF [j]← S2
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42 Finpara
43

44➓ z← y

5.2. Búsqueda de la mejor ganancia de alta

frecuencia

La función que se plantea en esta sección implementa la estrategia de
Búsqueda de la mejor ganancia de alta frecuencia (4.3). En ĺıneas generales,
este procedimiento tiene como objetivo encontrar la menor ganancia de al-
ta frecuencia que es solución al problema que se esté tratando con la caja
planteada. Esto se traduce en encontrar el subrango viable más grande de la
ganancia de alta frecuencia que es solución para todas las frecuencias de di-
seño, estando el resto de variables en un valor determinado. Objetivo similar
al explicado en (5.1.2), pero con la diferencia fundamental de que, en este
procedimiento, se busca encontrar una solución puntual para unos valores de
z concretos. De esta forma, el subrango viable encontrado para la ganancia
de alta frecuencia no podrá ser utilizado para acotar el espacio de búsqueda,
eliminando este subrango de la caja de parámetros. Pero śı que servirá para
podar las ramas del espacio de parámetros que tengan soluciones menos pro-
metedoras que la ya encontrada o para reducir las cajas que no puedan ser
podadas.

Parece importante añadir, como ya se ha explicado en (5.1.2) que, al ser
este procedimiento complementario a Acotación de las variables del controla-
dor, subrango viable, no se ejecutan los dos a la vez. Concretamente éste tiene
prioridad al poder encontrar soluciones con mejor ganancia de alta frecuencia.

La función recibe como parámetros de entrada los siguientes datos:

BnmΩ que son los valores mı́nimos en magnitud de las fronteras dentro
de cada caja proyectada3.

Ω es el conjunto de frecuencias de diseño.

z que es la caja de parámetros.

En este punto es necesario reseñar que, al igual que en funciones anterio-
res, para simplificar la exposición del pseudocódigo, se describe solo el caso
en que las fronteras abiertas delimitan por su mitad superior la parte viable
y por su mitad inferior la parte inviable, y las fronteras cerradas tienen en
su interior la parte inviable y en su exterior la parte viable. El algoritmo

3Estos valores serán utilizados por las ecuaciones correspondientes para calcular los
subrangos viables en cada una de las frecuencias.
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implementado contempla todos los casos posibles, por lo que se eligen esos
valores del rango de las variables para utilizarlos en la ecuación. En el código
implementado se tiene en cuenta este hecho y se contemplan todas las posi-
bilidades.

A continuación, se describe el funcionamiento del algoritmo propuesto
(5.3), donde se ha identificado mediante números los apartados para facilitar
su explicación:

En primer lugar, se seleccionan los valores adecuados del rango para
cada una de las variables, exceptuando la ganancia de alta frecuencia
dado que es el objetivo del cálculo. En este caso para los ceros se se-
lecciona su valor máximo del rango y para los polos su valor mı́nimo
(Apartado ➊).

A continuación, se recorren las frecuencias de diseño. Si la caja z no es
ambigua para alguna de estas frecuencias, se salta dicha frecuencia, y
se pasa a la siguiente (Apartado ➋).

El siguiente paso es aplicar la ecuación correspondiente para el cálculo
de la ganancia de alta frecuencia (Apartado ➌).

Una vez calculado el valor, si es que este existiera, se guarda el mayor
encontrado hasta ese momento, dado que al estar tratando el subrango
viable, se debe guardar la porción del rango que sea viable para todas
las frecuencias de diseño (Apartado ➍).

Para terminar, si se encuentra resultado, se devuelve una nueva caja
de parámetros v con la mejor solución en ganancia de alta frecuencia
encontrada (Apartado ➎).

Algoritmo 5.3: Pseudocódigo del algoritmo MG
1 Entradas: BxmΩ, Ω y z
2 Salidas: v, solución encontrada o vaćıo
3

4 y← z // z es copiado en y
5➊ Para λ ∈ {2, . . . , n} // se excluye la k por que es la variable que se va a calcular
6 Si 1 ≤ λ ≤ 2 + nrz + 2ncz // cero
7 r ← sup(z[λ])
8 Sino // polo
9 r ← inf(z[λ])

10 Finsi
11 y← subs(y, λ, [r, r]) // intervalo y[λ]← r
12 Finpara
13 kmin ← inf(z[1]), kmax ← sup(z[1]), kf ← −∞
14➋ Para ω ∈ Ω
15 Si z no es viable para esta ω
16➌ kω ← utilizando (4.8) valor mı́nimo de z[1] si subs(y, 1, [kf , kmax]) es viable para ω, o −∞ si

no existe ningún valor.
17➍ kf ← max(kω , kf ) // intersección
18 Finsi
19 Finpara
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20➎ Si kf = −∞ // no existe caja viable
21 v← ∅
22 Sino
23 v← subs(z, 1, [kf , kmax])
24 Finsi

5.3. Bisección en árbol

Este procedimiento describe la estrategia de Bisección por el método del
árbol (4.2.4) que tiene por objetivo realizar una bisección guiada por la infor-
mación disponible del nodo a biseccionar. Como se ha explicado en la sección
(5.1.2), el procedimiento que alĺı se describe, retorna para cada variable del
controlador una serie de puntos del rango de dicha variable donde esta se hace
viable para una o varias frecuencias de diseño, pero nunca para todas, porque
entonces se consideraŕıa solución y se trataŕıa de forma distinta. La clave del
funcionamiento de esta función es que, si se realiza la bisección del nodo por
alguno de estos puntos concretos, uno de los subnodos resultantes será via-
ble para alguna de las frecuencias de diseño. De esta forma, con la bisección
se facilita no sólo profundizar en la rama del árbol del nodo, sino también
obtener soluciones parciales para algunas de las frecuencias de diseño. Aśı,
por un lado no seŕıa necesario comprobar la factibilidad del nodo para estas
frecuencias de diseño (lo que ahorra tiempo de ejecución) y se consigue que
la exploración del árbol de búsqueda se haga de una forma más guiada por
la información disponible, en comparación con, simplemente dividir por la
mitad el rango de un parámetro, como se hace en 3.1. En el algoritmo princi-
pal (5.6), en el apartado G, se indica el lugar donde se ejecutaŕıa esta función.

Es necesario reseñar en este punto, al igual que en funciones anteriores,
que para simplificar la exposición del pseudocódigo, se describe solo el caso
en que las fronteras abiertas delimitan por su mitad superior la parte viable,
y por su mitad inferior la parte inviable, aśı como, las fronteras cerradas tie-
nen en su interior la parte inviable y en su exterior la parte viable. Si bien,
el algoritmo implementado contempla todos los casos posibles.

La función recibe como parámetros de entrada los siguientes datos:

z es la caja de parámetros.

MM son los valores viables de cada una de las variables, utilizando la
magnitud, para alguna de las frecuencias de diseño.

MF son los valores viables de cada una de las variables, utilizando la
fase, para alguna de las frecuencias de diseño.

La primera parte del procedimiento se basa en encontrar, para los subran-
gos recibidos en los parámetros MM y MF, cuál de ellos es el más grande.
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Esto quiere decir que se seleccionará el subrango que más porcentaje de rango
de una variable concreta convierta en viable la caja para una frecuencia de
diseño. En la segunda parte, una vez seleccionado el subrango, se realizará
la bisección por el valor del mismo donde la caja pase de viable a ambigua.

A continuación, se describe el funcionamiento del algoritmo propuesto
(5.4), donde se ha identificado mediante números los apartados para facilitar
su explicación:

En primer lugar, el procedimiento busca el menor valor de los guardados
para la ganancia de alta frecuencia (Apartado ➊).

A continuación, se realiza el mismo procedimiento para los ceros y
los polos del controlador. En este caso, empleando también los valores
generados utilizando la fase (Apartado ➋).

El siguiente paso se trata de, una vez seleccionado el valor que más
porcentaje de rango indica que es viable, realizar la bisección por ese
punto (Apartado ➌).

Para terminar, el algoritmo retorna las dos subcajas generadas. La
primera de ellas que se desconoce su factibilidad y la segunda se sabe
que será viable para, al menos, una frecuencia de diseño (Apartado ➍).

Algoritmo 5.4: Pseudocódigo del algoritmo BA
1 Entradas:z, MM y MF
2 Salidas: z1 y z2
3

4 // Se empieza por la ganancia de alta frecuencia
5➊ i← min(MM[1][1, . . . , n]) // Se busca la variable más propicia en la ganancia de alta frecuencia.
6 var← 1
7

8 // Continúa con los polos y los ceros
9➋ Para j ∈ {2, . . . , n}

10 m← min(min(MM[j][1, . . . , n]),min(MF[j][1, . . . , n]))// Se busca la variable más propicia para
los polos y ceros del controlador.

11 Si m < i
12 i = m
13 var← j
14 Finsi
15 Finpara
16

17➌ [z1, z2]← bisección por la variable var por el punto del rango indicado por i.
18

19➍ Se marca la caja z2 como viable para la ω por la cual se haya hecho la partición.

5.4. Esquema general del algoritmo

En esta sección se explica el esquema general del algoritmo (5.4.9) don-
de se ensamblan todas las estrategias propuestas en el caṕıtulo (4). Algunas
de ellas se han implementando, por claridad, en funciones independientes
explicadas en las secciones anteriores y serán llamadas desde el algoritmo
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principal. El algoritmo está dividido en diferentes etapas para facilitar aśı la
comprensión y claridad del código.

A continuación, para una primera explicación, se presenta el esquema ge-
neral sin entrar en el detalle de cada una de las etapas:

Algoritmo 5.5: Secciones del algoritmo Mart́ınez-Cervera (MC)
1 Entradas: BΩ y z, caja inicial de búsqueda
2 Salidas: z, caja con los parámetros del controlador calculados en sus valores óptimos, o mensaje

de que ”No existe solución válida en x”
3

4 A. Comprobar factibilidad de la caja inicial de búsqueda
5

6 B. Inicializar la lista NL y variable de poda C
7

8 C. Poda y reducción de cajas usando la información de C
9

10 D. Comprobar factibilidad de la caja actual
11

12 E. Cambio de etapa
13

14 F. Búsqueda de soluciones y reducción del nodo
15

16 G. Bisección de la caja
17

18 H. Procesar las cajas z1, z2, UM y UF, e insertar en NL
19

20 I . Ir a la etapa C

En los apartados siguientes se van a explicar cada una de las etapas del
algoritmo entrando en el detalle de la implementación y funcionalidad de
cada una de ellas.

5.4.1. Comprobar factibilidad de la caja

Corresponde con los apartados A (➊) y D (➍) del algoritmo y su tarea
fundamental es comprobar la factibilidad de la caja de parámetros con res-
pecto a las fronteras. El apartado A, además de la mencionada funcionalidad,
al ejecutarse en la parte inicial del algoritmo, incluye algunas instrucciones
más de inicialización.

La funcionalidad principal de esta etapa es realizar una llamada a la fun-
ción de factibilidad (3.1.1) y, según el resultado, tomar las decisiones opor-
tunas. En el caso del apartado A, al ser esta la caja inicial de búsqueda, si
la función retorna que la caja es inviable, quiere decir que la propuesta de
controlador, junto con su espacio de parámetros, no es válida para dar solu-
ción al problema y, por tanto, el algoritmo termina e informa de ello. Si no
fuera este el caso, el algoritmo continúa e inicializa algunas variables antes
de continuar con el siguiente apartado.

En el caso del apartado D, después de comprobar la factibilidad de la
caja actual del algoritmo, si esta fuera inviable, se descartaŕıa y el algoritmo
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volveŕıa a la etapa C para seleccionar una nueva caja de la lista de nodos
vivos. En caso contrario, la ejecución continúa con la caja actual seleccionada.

5.4.2. Inicializar la lista de nodos vivos y la variable
de poda

Esta sección, que corresponde con el apartado B (➋), se encarga de ini-
cializar la lista de nodos vivos con la caja inicial de búsqueda proporcionada
por el usuario e inicializar la variable de poda C a infinito (∞), dado que
todav́ıa no se ha encontrado ninguna solución válida al problema.

5.4.3. Poda y reducción de la caja usando la informa-
ción de C

Corresponde con el apartado C (➌) del algoritmo. Es la sección que ini-
cia el bucle del algoritmo y que solo terminará cuando no encuentre solución
al problema, o bien, encuentre la solución óptima. Por claridad expositiva,
en diferentes puntos del pseudocódigo se utilizan saltos incondicionales para
retornar a este apartado C, a diferencia del código realmente implementado,
en el cual se utiliza programación estructurada.

Este apartado comienza extrayendo de la lista de nodos vivos la caja que
esté en su primera posición, la de menor ganancia de alta frecuencia, para
convertirla en la caja acual de búsqueda (z). Si dicha lista estuviera vaćıa, el
algoritmo terminaŕıa porque no podŕıa encontrar una solución viable con la
caja inicial propuesta. A continuación, se comprueba si la caja seleccionada
tiene mejor ganancia de alta frecuencia que la almacenada en la variable C,
que recoge la mejor solución encontrada hasta el momento. Si fuera aśı, y la
caja z fuera peor, se descartaŕıa y se podaŕıa el nodo, volviendo a iniciar la
etapa C. Si no, la segunda opción es comprobar si se puede reducir el rango
de la ganancia de alta frecuencia. Esta situación podŕıa darse si alguna parte
del rango de k superara a la variable de poda C. De esta forma, se podŕıa
reducir el espacio de búsqueda del algoritmo. Este tipo de podas se pueden
realizar en la ganancia de alta frecuencia, dado que la función solución del
algoritmo es encontrar la mejor ganancia de alta frecuencia que cumpla las
restricciones de diseño. Por ello, cualquier solución encontrada que sea me-
jor que la actual, o parcialmente mejor, puede podar parte del espacio de
búsqueda.

Para terminar, indicar que la variable de poda C es una caja de paráme-
tros que representa la mejor solución encontrada hasta el momento.
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5.4.4. Cambio de etapa

Corresponde con el apartado E (➎) del algoritmo. En esta sección se im-
plementan los cambios de etapa propuestos en la estrategia (4.4). La variable
que regula las etapas se inicializa en el apartado A y cada subnodo (hijo)
hereda el valor de esa variable desde el padre cada vez que se realiza la bi-
sección. En este apartado se analiza la situación del nodo actual y, si cumple
las condiciones para un cambio de etapa, se lleva a cabo.

Para terminar, es importante reseñar que esta estrategia va complemen-
tada con la historia del nodo, la cual es imprescindible para disponer de la
información necesaria para realizar los cambios de etapa. Esta estrategia es
transversal en el algoritmo y se implementa a lo largo de todo el código.

5.4.5. Búsqueda de soluciones y reducción del nodo

Corresponde con el apartado F (➏) del algoritmo, y tiene por objetivo
aplicar las funciones de acotación del espacio de búsqueda. Estas funciones
se aplicarán si, para el nodo actual que se esté tratando, tiene activa dicha
funcionalidad según indique la estrategia de Etapas de ejecución (4.4). Si no
fuera aśı, y esta opción no estuviera activa, este apartado no se ejecutaŕıa y
se pasaŕıa al siguiente.

En cambio, si el nodo tiene la funcionalidad activa, en primer lugar se
tratará de ejecutar la función de Búsqueda de mejor ganancia (5.3) que, tal
y como se indica en su sección (5.2), trata de encontrar soluciones donde la
ganancia de alta frecuencia sea lo menor posible, coincidiendo este criterio
con la función objetivo del algoritmo. Si este procedimiento encuentra alguna
solución que sea mejor que la variable de poda C, se establece como nueva
mejor solución encontrada hasta el momento.

A continuación, si el apartado anterior no encuentra ninguna solución, se
ejecuta la función (5.2) que, tal y como se indica en (5.1.2), trata de encon-
trar la parte viable de cada una de las variables del controlador.

Para terminar, se ejecuta la función (5.1) que, según se indica en el aparta-
do (5.1.1), trata de encontrar las partes inviables de cada una de las variables
del controlador para que estas puedan ser eliminadas y reducir aśı el espacio
de búsqueda.

5.4.6. Bisección de la caja

En esta sección, correspondiente al apartado G (➐) del algoritmo, es don-
de se procede con la bisección del nodo, aplicando alguno de los métodos en
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la estrategia (4.2). Una de las opciones será la mencionada como Bisección
en árbol (5.3) que, dada su superior complejidad programática comparada
con el resto de estrategias de bisección, tiene una función implementada por
separado (5.4).

El tipo de bisección que se ejecutará dependerá de la etapa (4.4) en la
que se encuentre el nodo actual. En la etapa inicial se utiliza la bisección por
área (4.2.1). En cambio, si la etapa actual es la intermedia, se ejecutará la
bisección en forma de árbol (4.2.4). Para terminar, si la etapa actual es la
final, dependiendo de si la caja proyectada tiene mayor tamaño en fase o en
magnitud en el plano de Nichols, se ejecutará la bisección en fase (4.2.3) o la
bisección en magnitud (4.2.2).

5.4.7. Procesamiento de las cajas e inserción en la lista
de nodos vivos

Para continuar, el apartado H (➑) se encarga de procesar todas las cajas
resultantes de los procesos anteriores que corresponden, por un lado a la bi-
sección (5.4.6) y, por otro lado, a las cajas viables generadas por la función de
acotación del nodo utilizando la parte viable (5.1.2) si es que se hubiera eje-
cutado y hubieran producido dichas cajas. Una vez procesadas, se incluiŕıan
en la lista de nodos vivos en el orden que les correspondiera.

5.4.8. Retorno al bucle principal

Para terminar, y correspondiente al apartado I (➒). Si el algoritmo ha
llegado a esta etapa significa que todav́ıa no ha encontrado solución y que si-
guen quedando nodos en la LNV por explorar, por tanto, retorna al apartado
C para continuar con la ejecución.

5.4.9. Pseudocódigo

Algoritmo 5.6: Pseudocódigo algoritmo Mart́ınez-Cervera (MC)
1 Entradas: BΩ y z, caja inicial de búsqueda
2 Salidas: z, caja con los parámetros del controlador calculados en sus valores óptimos, o mensaje

de que ”No existe solución válida en x”
3

4➊ A. Comprobar factibilidad de la caja inicial de búsqueda:
5 z← x (Inicializar la caja actual con la caja inicial).
6 RzΩ ← (mag(z, ω), ang(z, ω)),∀ω ∈ Ω
7 [flagz , BnmΩ, BnfΩ]← FT (RzΩ, BΩ) // Llamada a la función de factibilidad (3.1.1)
8 Si flagz = inviable, IMPRIMIR ”No existe solución viable para x” y SALIR
9 ez← Inicial // Se marca como inicial la etapa de la caja.

10 r← True // Los procedimientos de reducción de caja y búsqueda de soluciones están activados
11

12➋ B. Inicializar lista NL y variable de poda C
13 NL← {(z, z , f lagz , ez, r)} // Inicialización de la lista de nodos vivos
14 C ←∞ // Inicialización de la variable de poda a infinito
15
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16➌ C. Poda y reducción de cajas usando la información de C:
17 Si NL es vaćıa, IMPRIMIR ”No existe solución viable para x” y SALIR
18 z← NL[1] // Se recupera el primer nodo
19 Si C < z , // Se usa < y no ≤ para evitar la poda de nodos viables
20 Descartar z
21 Ir a la etapa C
22 Sino //Reducir z usando la información de C
23 K ← [z , C]
24 y← subs(z, 1,K)
25 {(z, z , f lagz , ez, r)} ← y // Actualizar z con la nueva caja reducida
26 Finsi
27

28➍ D. Comprobar factibilidad de la caja actual
29 RzΩ ← (mag(z, ω), ang(z, ω)), ∀ω ∈ Ω
30 [flagz , BnmΩ, BnfΩ]← FT (RzΩ, BΩ) // Llamada a la función de factibilidad (3.1.1)
31 Si flagz = inviable
32 Descartar z // Si es inviable la caja se descarta
33 Ir a la etapa C.
34 Finsi
35

36➎ E. Cambio de etapa
37 Si z es menor en fase que el ancho del plano de Nichols
38 ez← Intermedia
39 Sino Si z < (mag(z, ω) o z < ang(z, ω)),∀ω ∈ Ω
40 ez← Final
41 r← false // Los procedimientos de reducción de caja y búsqueda de soluciones están

desactivados
42 Finsi
43

44

45➏ F. Búsqueda de soluciones y reducción del nodo
46 Si r = True
47 v ←MG(BxmΩ,Ω, z) // Llamada a la función (5.3)
48 Si v < C // Si la solución encontrada es mejor que la actual se sustituye
49 C ← v
50 Finsi
51 Si v = ∅
52 [z,UM,UF,MM,MF]← QSFact(BxmΩ, BxfΩ,Ω, z) // Llamada a la función (5.2)
53 Finsi
54

55 z← QSInv(BnmΩ, BnfΩ,Ω, z) // // Llamada a la función (5.1)
56 Finsi
57

58➐ G. Bisección de la caja
59 Si ez = Inicial
60 [z1, z2]← bisección por la variable del controlador que más implicación tenga en el área.
61 Sino Si ez = Intermedia
62 [z1, z2]← BA(z,MM,MF) // Llamada a la función Bisección árbol (5.4)
63 Sino
64 Si diámetro(mag(z, ω)) > diámetro(ang(z, ω))
65 [z1, z2]← bisección por la variable del controlador con más contribución en magnitud
66 Sino
67 [z1, z2]← bisección por la variable del controlador con más contribución en fase
68 Finsi
69 Finsi
70

71➑ H. Procesar las cajas z1, z2, UM y UF, e insertar en NL:
72 Para j = 1, 2:
73 Si zj ̸= ∅,
74 NL← (zj, inf(zj[1], ambigua, ez, r))
75 Finsi
76 Finpara
77 Para j = UM [1, . . . , n]
78 Si UM[j] ̸= ∅,
79 NL← (UM[j], inf(UM[j][1], viable, ez, r))
80 Finsi
81 Finpara
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82 Para j = UF [1, . . . , n]
83 Si UF[j] ̸= ∅,
84 NL← (UF[j], inf(UF[j][1], viable, ez, r))
85 Finsi
86 Finpara
87

88➒ I . Ir a la etapa C





Caṕıtulo 6
Casos prácticos

6.1. Introducción

En este caṕıtulo, con el objetivo de demostrar el funcionamiento del al-
goritmo propuesto (5), se van a resolver dos casos prácticos diferentes. Las
pruebas realizadas incluyen comparar su funcionamiento con los algoritmos
NT (3.1) y NK (3.2) expuestos en el caṕıtulo (3), junto con el algoritmo
MC-prev, descrito en (Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]). Para rea-
lizar esta tarea, se van a tomar diferentes mediciones de tiempos (pruebas
de rendimiento) utilizando diferentes tamaños de problema con el objetivo
de comprobar cómo responden los algoritmos conforme crece el tamaño del
problema (número de parámetros del controlador) de cada caso práctico.

Por otro lado, ya centrados en el algoritmo propuesto en esta tesis, se van
a medir los tiempos de ejecución para cada una de las estrategias explicadas
en el caṕıtulo (4). Estas pruebas se realizarán con el objetivo de comprobar
cómo impacta en el tiempo de ejecución cada una de las estrategias de for-
ma individual (cuando no existan restricciones o dependencias entre ellas),
aśı como diferentes combinaciones interesantes entre ellas, con la intención
de realizar un análisis más exhaustivo del algoritmo propuesto. El objetivo
final del caṕıtulo es realizar una análisis pormenorizado del comportamiento,
tanto del algoritmo completo, como de las estrategias individuales, utilizan-
do para ello ejemplos clásicos de la literatura de QFT y comparando estos
resultados con los algoritmos del mismo tipo predecesores.

Para cada uno de los casos prácticos, se calcularán todas las etapas del
proceso de diseño de un controlador mediante QFT utilizando el software
implementado explicado en el caṕıtulo (7). De esta forma, se expondrá el
desarrollo completo para resolver un problema aplicando QFT y utilizando
el software desarrollado.
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6.2. Descripción de las pruebas de rendimien-

to

Para cada uno de los casos prácticos que se desarrollan en las siguientes
secciones, se harán dos comparaciones fundamentales a partir de las pruebas
de rendimiento:

A) En primer lugar, el algoritmo planteado en esta tesis (5) se compara
con los algoritmos previos NT (3.1), NK (3.2) y MC-prev (Mart́ınez-
Forte y Cervera [2021]). Para cada uno de los casos prácticos, se
propondrá una estructura de controlador con polos y ceros reales que
se inicializará con una sola variable y que irá incrementado el número
de estas para cada prueba de rendimiento. Las mediciones terminarán
para cada algoritmo cuando el tiempo de ejecución supere un minuto de
duración. Se ha utilizado este ĺımite buscando un equilibrio que permita
un tamaño adecuado de los experimentos, suficiente para observar la di-
ferencia entre algoritmos y, a la vez, permita que sean ágiles de realizar.
De esta forma se podrá comprobar, para cada caso de prueba concreto,
qué tamaño de problema, basado en el número de variables, es capaz
de resolver cada algoritmo. Todas las pruebas ejecutadas resuelven el
problema de optimización satisfactoriamente.

B) En segundo lugar, se va a estudiar cómo se comportan las diferentes
estrategias propuestas en el Caṕıtulo (4). Para ello, se han realizado
diferentes pruebas y se han medido los tiempos de ejecución. Tanto de
las diferentes estrategias de forma individual (siempre que las depen-
dencias entre ellas lo permitan), como agrupadas por tipoloǵıa. El al-
goritmo base utilizado, NK, es el propuesto en (3.2). A él se le añadirán
las diferentes propuestas.

En el siguiente listado se muestran todas las estrategias individuales que
se han utilizado para medir tiempos:

1. Acotación del espacio de búsqueda del subrango viable de las variables
del controlador utilizando la magnitud (4.1.1).

2. Acotación del espacio de búsqueda del subrango inviable de las variables
del controlador utilizando la fase (4.1.2).

3. Acotación del espacio de búsqueda del subrango viable de las variables
del controlador utilizando la fase (4.1.1 y 4.1.2).

4. Búsqueda de mejor ganancia de alta frecuencia (4.3).

5. Bisección avanzada del nodo (4.2).

6. Etapas de ejecución e historia del nodo (4.4).
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A continuación, se enumeran y describen las diferentes combinaciones de
estrategias estudiadas:

1. Combina las estrategias (1 y 3) para medir de forma conjunta cómo
afecta la acotación del espacio de búsqueda del subrango viable de las
variables del controlador.

2. Implementa la estrategia (2) para medir de qué forma afecta la utili-
zación de la fase en la acotación del espacio de búsqueda del subrango
inviable de las variables del controlador.

3. Combina las estrategias (1, 2 y 3) midiendo aśı cómo afectan al tiempo
de ejecución todas las estrategias de acotación del espacio de búsqueda
de forma conjunta.

4. Mide el desempeño de la estrategia de Búsqueda mejor ganancia (4).

5. Combina las estrategias (1, 2 y 3, junto con 5), dado que esta última
es dependiente de las anteriores para poder ejecutarse. Y tiene por
objetivo medir el impacto en el tiempo de ejecución de activar esta
estrategia.

6. Combina las estrategias (1, 2 y 5), con la idea de comprobar la di-
ferencia de tiempo de ejecución de estas tres mejoras sin activar (3).
Dado que esta última, al utilizar la fase, y teniendo el primero de los
casos prácticos casi todas las fronteras abiertas, es interesante medir si
realmente aporta a mejorar el tiempo de ejecución o no.

7. Combina las estrategias (1, 2, 4 y 5), con la idea de comprobar la
diferencia de tiempo de ejecución de estas cuatro mejoras sin activar
(3).

8. Combina las estrategias (1, 2, 3, 5 y 4), que son todas las estrategias
desarrolladas menos (6), es decir, el algoritmo casi completo menos esta
última funcionalidad indicada.

A continuación, enumeradas de la 9 a la 16, se repiten todas las combi-
naciones mencionadas anteriormente pero añadiendo la estrategia (6). Por
tanto, la número 16 será el algoritmo completo. Se han planteado aśı las
pruebas, dado que dicha estrategia tiene un funcionamiento global que afec-
ta al funcionamiento base del algoritmo y a su organización. Por tanto, se
queŕıa estudiar cómo interaccionaba con el resto de estrategias que tienen un
carácter local, es decir, actúan sólo en algunas partes concretas del algoritmo.

Siguiendo con lo explicado y, para que queden listadas para su posterior
uso, se enumeran a continuación cada una de ellas:

9 Combina las estrategias (1, 3 y 6).



94 6.3. Ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT Toolbox

10 Combina las estrategias (2 y 6).

11 Combina las estrategias (1, 2, 3 y 6).

12 Combina las estrategias (4 y 6).

13 Combina las estrategias (1, 2, 3, 5 y 6).

14 Combina las estrategias (1, 2, 5 y 6).

15 Combina las estrategias (1, 2, 4, 5 y 6).

16 Combina las estrategias (1, 2, 3, 4, 5 y 6), que suponen el algoritmo
completo.

Una vez presentadas la configuración de las distintas pruebas de ren-
dimiento que se van a utilizar con los casos prácticos, se procede con las
secciones correspondientes a cada uno de ellos.

6.3. Ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT Tool-

box

Este caso práctico es descrito en el Matlab® QFT Toolbox (Borghe-
sani et al. [2003]) (de ahora en adelante QFT Toolbox para abreviar)
como el ejemplo de diseño número 2. Es un problema fácil de resolver a
mano, usando QFT Toolbox como herramienta de ayuda al diseño. Este ca-
so práctico ilustra un problema clásico de restricción de seguimiento en QFT.

Este ejemplo ha sido también usado en diferentes publicaciones, por ejem-
plo, en (Chen et al. [1998], Raimúndez et al. [2001] y Nataraj y
Tharewal [2004]).

6.3.1. Realización de las etapas de QFT

Modelado de la planta y su incertidumbre

A continuación se define la planta que se quiere controlar:

P (s) =
ka

s(s+ a)

Junto con la incertidumbre de dicha planta:

k ∈ [1, 10]

a ∈ [1, 10]
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Definición de las restricciones de diseño

Se continúa con el siguiente paso, la definición de las restricciones de
diseño, para el ejemplo que se está tratando son las siguientes:

(1) Seguimiento:

α(ω) ≤
∣∣∣∣F (jω) P (jω)C(jω)

1 + P (jω)C(jω)

∣∣∣∣ ≤ β(ω),∀ω ∈ Ω (6.1)

con

α(ω) =

∣∣∣∣ 0.6584(jω + 30)

(jω)2 + 4jω + 19.752

∣∣∣∣
y

β(ω) =

∣∣∣∣ 120

(jω)3 + 17(jω)2 + 82jω + 120

∣∣∣∣ .
(2) Estabilidad: ∣∣∣∣ P (jω)C(jω)

1 + P (jω)C(jω)

∣∣∣∣ ≤ γ = 1.2, ∀P ∈ P, ω ∈ R+ (6.2)

Elección de un conjunto de frecuencias de diseño

En la siguiente etapa, se elige el conjunto de frecuencias de diseño que
se van a utilizar a lo largo de todas las etapas de QFT. En este caso, las
seleccionadas son:

Ω = {0.1, 0.5, 1, 2, 15, 100} rad/s

Cálculo de plantillas

Una vez descrita la planta, junto con su incertidumbre, y las frecuencias
de diseño, se procede al cálculo de plantillas. Se creará una plantilla que
refleja la planta nominal y su incertidumbre por cada frecuencia de diseño.
En la figura (6.1) se puede observar el resultado.

Cálculo de fronteras

Con las restricciones de diseño, junto con las plantillas evaluadas en la
etapa anterior, se calculan las fronteras, que definirán las regiones de acepta-
ción-prohibición que deberá cumplir la planta junto con el controlador que se
diseñe. A continuación, en la figura (6.2), se muestra el resultado obtenido.
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Figura 6.1: Plantillas calculadas del el caso práctico 1.

Ajuste del lazo

Una vez que se han calculado las fronteras, se dispone de toda la in-
formación necesaria para realizar el ajuste del lazo y, con ello, obtener el
controlador óptimo, que respete la restricciones de diseño impuestas a la
planta. A continuación, se muestra un ejemplo de controlador resultante con
n = 10:

CQFTex2(s) = 7 · 106 (s+ 1.47)(s+ 1089)(s+ 1987.5)(s+ 3212.9)

(s+ 575)(s+ 998)(s+ 1995)(s+ 2700)(s+ 3010)

Para terminar se muestra el lazo resultante en el diagrama de Nichols
junto con las fronteras en la figura (6.3).

6.3.2. Análisis de tiempos de ejecución

A) Comparación con otros algoritmos

En este apartado se van a detallar de forma pormenorizada los distintos
tiempos de ejecución medidos en cada una de las pruebas realizadas en com-
paración con los algoritmos NT (3.1) y NK (3.2).
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Figura 6.2: Problema diseño 2 de Matlab QFT Toolbox, fronteras Bω.

-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0
-150

-100

-50

0

50

100

∠L0(jω) (grados)

|L
0
(j
ω
)|

(d
B
)

B0.1

B0.5
B1B2

B15 UHFB

L0(j0.1)
L0(j0.5)L0(j1)
L0(j2)

L0(j15)

Figura 6.3: Problema diseño 2 de Matlab QFT Toolbox, fronteras Bω, y
ejemplo para L0(s) con solución obtenida con el algoritmo MC.

En primer lugar, en la tabla (6.1) se muestran los tiempos de ejecución
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Tabla 6.1: Tiempo de ejecución (ms) para cada algoritmo, con tamaño de
problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT Toolbox.

Var

Alg
NT NK MC-prev MC

1 7 24 32 5
2 108 112 99 20
3 879 657 349 38
4 15 476 3897 2397 128
5 39 091 8880 2289 259
6 95 097 20 754 5009 157
7 47 890 12 098 538
8 97 745 24 789 368
9 50 490 890
10 101 087 1359
11 2515
12 9313
13 13 578
14 18 906
15 53 301
16 127 324

del algoritmo completo MC, que incluye todas las estrategias activadas, pro-
puesto en (5) con los algoritmos NT (3.1), NK (3.2) y el algoritmo MC-prev,
descrito en (Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]). Para complementar la
información, en la figura (6.4) se muestran los mismos tiempos de ejecución
en forma de gráfico de ĺıneas para una mejor visualización de los mismos.
Tal y como se indicó al inicio de este caṕıtulo, no se han tomado la misma
cantidad de mediciones para todos los algoritmos, sino que, se ha ajustado
al tiempo indicado como ĺımite para las pruebas.

Tabla 6.2: Coeficientes de la función de regresión para cada algoritmo, con
tamaño de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT
Toolbox.

Cof

Alg
NT NK MC-prev MC

α 2.01 14.22 24.82 5.52
β 1.94 1.18 0.86 0.59

Para cuantificar de forma precisa cuál es la diferencia entre los tiempos
de ejecución de los distintos algoritmos, se muestran los coeficientes de la
función de regresión exponencial y(x) = α + βn, calculando el valor de α y
β para cada uno de de ellos. Los resultados se pueden visualizar en la tabla
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Figura 6.4: Tiempo de ejecución (ms) para cada algoritmo, con tamaño de
problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño 2 del Matlab QFT Toolbox.

(6.2).

Como se puede observar en los datos mostrados, los tiempos de ejecución
para el algoritmo propuesto mejoran de forma considerable los resultados
obtenidos por los algoritmos previos similares. En la sección (6.5) se hará un
análisis detallado de los resultados.

B) Comparación de diferentes estrategias

En este apartado se ven los resultados de cada una de las pruebas rea-
lizadas para cada una de las estrategias según la configuración expuesta al
principio de este caṕıtulo (6.2). Una vez conocidas las distintas combinacio-
nes, los resultados se han divido en dos tablas para mayor comodidad de
lectura. En la tabla (6.3) se muestran los resultados de tiempo obtenidos pa-
ra las 8 primeras pruebas, y en la tabla (6.4) para las 8 pruebas restantes. Tal
y como se indicó al inicio de este caṕıtulo, no se han tomado la misma can-
tidad de mediciones para todas las combinaciones, sino que, se ha ajustado
al tiempo indicado como ĺımite para las pruebas.

La figura (6.5) muestra gráficamente los datos de las tablas (6.3 y 6.4).

6.4. Ejemplo de diseño ACC ’90 benchmark

Este caso práctico es descrito de forma amplia en la literatura sobre QFT.
Es un problema propuesto en (Wie y Bernstein [1990]) que se ha usado
de forma recurrente para realizar ajustes del lazo con distintas técnicas, por
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Tabla 6.3: Tiempo de ejecución (ms) para las 8 primeras combinaciones, con
tamaño de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT
Toolbox.

1 2 3 4 5 6 7 8
1 4 3 5 3 5 4 5 4
2 15 20 20 21 28 23 21 16
3 35 31 36 61 37 58 34 54
4 293 1862 359 259 114 71 72 127
5 664 16 598 808 4827 378 158 185 418
6 519 44 847 664 10 723 132 466 459 138
7 667 111 345 821 35 218 1961 1318 1331 1636
8 1059 1321 100 989 1671 1367 1246 2213
9 2530 3045 3781 6249 5946 3144
10 5423 6694 6786 9377 5397 7234
11 22 195 19 457 12 315 24 587 13 655 11 931
12 40 520 29 005 25 854 36 868 32 216 20 453
13 77 685 50 457 39 894 52 640 52 906 30 992
14 88 214 77 485 89 389 85 573 48 059
15 90 729
16

Tabla 6.4: Tiempo de ejecución (ms) para las 8 últimas combinaciones, con
tamaño de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT
Toolbox.

9 10 11 12 13 14 15 16
1 3 3 5 5 3 4 4 5
2 25 22 24 20 12 17 18 20
3 36 65 37 45 36 32 41 38
4 87 149 108 138 58 77 72 128
5 241 2017 237 1982 129 132 185 259
6 111 5401 134 5809 134 100 102 157
7 124 18 917 137 21 482 152 88 79 538
8 182 56 129 222 74 241 200 201 265 368
9 410 122 438 433 452 1107 434 869
10 721 859 799 551 1512 1359
11 2875 2236 2776 1626 1533 2515
12 9132 74 625 9448 4978 3245 9313
13 15 488 16 575 16 563 9490 9966 13 578
14 36 545 27 966 27 591 14 348 14 041 18 906
15 81 893 79 956 89 284 20 408 22 145 52 488
16 82 091 75 971 127 324
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Figura 6.5: Tiempos de ejecución (ms) para cada combinación, con tamaño
de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT Toolbox.

ejemplo en (Horowitz [1993], Chiang y Safonov [2001] y Nataraj y
Kubal [2006]).

6.4.1. Realización de las etapas de QFT

Modelado de la planta y su incertidumbre

A continuación, se define la planta que se quiere controlar:

P (s) =
Y (s)

U(s)
=

e

m1s2
(
m2s2 + e

(
1 + m1

m2

)) ,
donde m1 = m2 = 1 y e ∈ [0.5, 2].

Es un sistema masa-resorte no amortiguado (6.6). El objetivo de control
es obtener una estabilidad robusta con un esfuerzo de control razonable. El
tiempo de establecimiento de la respuesta al impulso debe de estar alrede-
dor de ts = 15s. La principal dificultad proviene del par de polos complejos
no amortiguados en s =

√
−2e porque conducen a un pico de resonancia

de magnitud infinita en la frecuencia ωp, dependiendo del valor de e. Para
poder visualizar gráficamente L0(s) en un área finita del plano de Nichols,
estos polos se considerarán ligeramente amortiguados.

e0 = 0.5 se elije como valor nominal de e, lo que conduce a ωp = 1 rad/s.
Entonces, el conjunto de frecuencias de diseño Ω se elegirá con especial énfa-



102 6.4. Ejemplo de diseño ACC ’90 benchmark

sis entorno a esa frecuencia.

Figura 6.6: Problema ACC ’90 benchmark

Definición de las restricciones de diseño

Se continúa con el siguiente paso, la definición de las restricciones de
diseño, para el ejemplo que se está tratando son las siguientes:

(1) Estabilidad: ∣∣∣∣ P (jω)C(jω)

1 + P (jω)C(jω)

∣∣∣∣ ≤ γ = 1.75, ∀P ∈ P, ω ∈ R+ (6.3)

Elección de un conjunto de frecuencias de diseño

En la siguiente etapa, se elige el conjunto de frecuencias de diseño que se
van a utilizar a lo largo de todas las etapas de QFT, como para este problema
ωp = 1 rad/s, las frecuencias se han elegido entorno a ella:

Ω = {0.1, 0.98, 0.99, 1, 2, 5, 7, 8.5, 10, 15, 20, 100} rad/s

Cálculo de plantillas

Una vez descrita la planta, junto con su incertidumbre, y las frecuencias
de diseño, se procede al cálculo de plantillas. Se creará una plantilla que
refleja la planta nominal y su incertidumbre por cada frecuencia de diseño.
En la figura (6.7) se puede observar el resultado.

Cálculo de fronteras

Con las restricciones de diseño, junto con las plantillas evaluadas en la
etapa anterior, se calculan las fronteras, que definirán las regiones de acepta-
ción-prohibición que deberá cumplir la planta junto con el controlador que se
diseñe. A continuación, en la figura (6.8), se muestra el resultado obtenido.
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Figura 6.7: Plantillas calculadas para ACC ’90 benchmark.
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Figura 6.8: Problema ACC ’90 benchmark, fronteras Bω.

Ajuste del lazo

Una vez que se han calculado las fronteras, se dispone de toda la informa-
ción necesaria para realizar el ajuste del lazo y, con ello, obtener el contro-
lador óptimo que respete la restricciones de diseño impuestas a la planta. A
continuación, se muestra un ejemplo de controlador resultante para n = 12:

CACC90(s) = 1.14·107 (s+ 0.075)(s+ 0.35)(s+ 0.39)(s+ 25)(s+ 35)

(s+ 7.2)(s+ 30)(s+ 39.8)(s+ 40)(s+ 95.9)(s+ 96.25)
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Para terminar se muestra el lazo resultante en el diagrama de Nichols
junto con las fronteras en la figura (6.9).

-350 -300 -250 -200 -150 -100 -50 0
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-50

0

50

|L
0(
jω

)|
(d
B
)

∠L0(jω) (grados)

L0(j0.1)
L0(j0.98)

L0(j0.99)

L0(j2)

L0(jω), ω ∈ {5, 7, 8.5, 10}

L0(j1)

UHFB

B0.99
B1

B0.98

B2

Figura 6.9: Problema ACC ’90 benchmark, fronteras Bω, y ejemplo para
L0(s) con solución obtenida con el algoritmo MC.

6.4.2. Análisis de tiempos de ejecución

A) Comparación con otros algoritmos

En este apartado se van a detallar de forma pormenorizada los distintos
tiempos de ejecución medidos en cada una de las pruebas realizadas en com-
paración con los algoritmos NT (3.1) y NK (3.2).

En primer lugar, en la tabla (6.5) se muestran los tiempos de ejecución
del algoritmo completo MC, propuesto en (5) con los algoritmos NT (3.1),
NK (3.2) y el algoritmo MC-prev (Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]).
Para complementar la información, en la figura (6.10) se muestran los mis-
mos tiempos de ejecución en forma de gráfico de ĺıneas para facilitar una
mejor visualización. Tal y como se indicó al inicio de este caṕıtulo, no se han
tomado la misma cantidad de mediciones para todos los algoritmos, sino que
se ha ajustado al tiempo indicado como ĺımite para las pruebas.

Para cuantificar de forma precisa cuál es la diferencia entre los tiempos
de ejecución de los distintos algoritmos, se muestran los coeficientes de la
función de regresión exponencial y(x) = α + βn, calculando el valor de α y
β para cada uno de de ellos. Los resultados se pueden visualizar en la tabla
(6.2).

Como se puede observar en los datos mostrados, los tiempos de ejecución
para el algoritmo propuesto mejoran de forma considerable los resultados
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Tabla 6.5: Tiempo de ejecución (ms) para cada algoritmo, con tamaño de
problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño ACC ’90 benchmark.

Var

Alg
NT NK MC-prev MC

1 31 24 14 16
2 264 34 158 47
3 468 37 158 71
4 9064 108 214 128
5 50 839 453 467 117
6 128 675 550 876 256
7 2785 1288 664
8 44 568 1346 943
9 97 890 4896 338
10 8547 1654
11 27 895 3857
12 64 730 9085
13 110 023 20 231
14 44 735
15 79 853
16 128 603

Figura 6.10: Tiempo de ejecución (ms) para cada algoritmo, con tamaño de
problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño ACC ’90 benchmark.

obtenidos por los algoritmos previos similares. En la sección (6.5) se hará un
análisis detallado de los resultados.
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Tabla 6.6: Coeficientes de la función de regresión para cada algoritmo, con
tamaño de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño ACC ’90 bench-
mark.

Cof

Alg
NT NK MC-prev MC

α 5.88 2.65 16.15 8.17
β 1.72 1.08 0.65 0.58

B) Comparación de diferentes estrategias

En este apartado se ven los resultados de cada una de las pruebas rea-
lizadas para cada una de las estrategias según la configuración expuesta al
principio de este caṕıtulo (6.2). Una vez conocidas las distintas combinacio-
nes, los resultados se han divido en dos tablas para mayor comodidad de
lectura. En la tabla (6.7) se muestran los resultados de tiempo obtenidos pa-
ra las 8 primeras pruebas y en la tabla (6.8) para las 8 pruebas restantes. Tal
y como se indicó al inicio de este caṕıtulo, no se han tomado la misma can-
tidad de mediciones para todas las combinaciones, sino que, se ha ajustado
al tiempo indicado como ĺımite para las pruebas.

Tabla 6.7: Tiempo de ejecución (ms) para las 8 primeras combinaciones,
con tamaño de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño ACC ’90
benchmark.

1 2 3 4 5 6 7 8
1 13 17 16 8 18 17 23 22
2 38 20 42 19 33 30 19 47
3 239 112 225 86 313 527 103 81
4 721 1257 660 101 967 445 115 168
5 992 3682 1128 1108 1448 351 571 388
6 2319 9112 4452 2183 3123 723 610 610
7 8884 18 762 8197 6784 4414 2988 1758 656
8 18 723 39 358 19 985 21 847 7963 5729 1296 701
9 47 955 88 480 35 495 55 370 11 352 11 618 5423 1721
10 87 623 70 921 93 868 27 107 20 076 9258 5686
11 141 749 122 416 60 934 35 528 12 763 10 082
12 112 867 58 723 34 972 19 313
13 91 670 66 540 51 296
14 125 854 86 520
15 132 952
16

La figura (6.11) muestra gráficamente los datos de las tablas (6.7 y 6.8).
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Tabla 6.8: Tiempo de ejecución (ms) para las 8 últimas combinaciones, con
tamaño de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño ACC ’90 bench-
mark.

9 10 11 12 13 14 15 16
1 15 14 14 15 14 12 17 16
2 15 8 24 16 18 12 35 47
3 121 104 231 87 239 113 52 71
4 342 908 546 72 526 152 82 80
5 577 1108 987 551 674 258 152 117
6 772 4925 1274 1831 980 506 276 256
7 1954 9328 2189 3680 1898 1515 610 664
8 4979 22 956 5108 9958 2009 2563 1052 943
9 10 008 61 428 10 087 25 783 2360 3564 762 338
10 24 176 112 008 30 762 54 629 3650 4860 2674 1654
11 46 762 80 006 134 267 12 158 15 923 10 453 3857
12 80 956 142 458 28 365 32 734 25 986 9085
13 142 479 56 954 60 067 53 749 20 231
14 92 307 94 692 89 967 44 735
15 132 907 135 900 131 872 79 853
16 128 603

Figura 6.11: Tiempos de ejecución (ms) para cada combinación, con tamaño
de problema n = 1..16, para el ejemplo de diseño ACC ’90 benchmark.

6.5. Análisis de resultados

Una vez expuestos los datos de los dos casos prácticos, se llega a la con-
clusión de que el algoritmo MC (5), con respecto a los algoritmos NT (3.1),
NK (3.2) y MC-prev (Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]), mejora los
tiempos de ejecución de forma considerable. En la comparación de tiempos
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que se realiza de estos algoritmos, se puede observar que el algoritmo MC
consigue resolver el problema con hasta 16 variables antes de que el tiempo
de ejecución sobrepase los dos minutos y medio , en comparación con el algo-
ritmo NK, que consigue llegar hasta las 8 variables en el primer caso práctico
y a 9 variables en el segundo. De esta forma se puede observar la mejoŕıa de
tiempo que aporta este nuevo algoritmo. Con respecto al resto de pruebas, en
la sección (6.2) se detallan la configuración de las mismas y qué combinación
de estrategias se ha realizado para cada una de ellas.

Centrados en el caso práctico 1, en la tabla (6.2) se pueden observar los
coeficientes para la función de regresión exponencial de cada uno de los al-
goritmos. Para el algoritmo NK, su coeficiente β es 1.18, en cambio, para el
algoritmo MC su coeficiente es 0.59, notándose de forma clara y cuantificada
la mejora en el tiempo de ejecución.

A continuación, se comparan los tiempos de ejecución de las diferentes
combinaciones de estrategias. Los resultados de la sección se pueden observar
en (6.3, 6.4 y 6.5).

Objetivamos como la combinación número 16, que es el algoritmo al com-
pleto con todas las estrategias activadas, no es la que tiene el mejor tiempo
de ejecución. Las pruebas 14 y 15, que se caracterizan por tener la acotación
del espacio de búsqueda del algoritmo utilizando la fase en el subrango viable
desactivado, obtienen mejores resultados. Esto se debe principalmente a dos
cuestiones. La primera de ellas, como se ha explicado en (4.1.2), es la detec-
ción del subrango viable. Al tener que cumplirse esta condición para todas
las frecuencias de diseño, es menos efectivo que cuando se trata de detectar
el subrango inviable. La segunda se debe a emplear la acotación utilizando
la fase. Ya que, dada la forma de las fronteras en este caso práctico (6.2),
siendo todas abiertas menos la frontera de estabilidad y teniendo la mayoŕıa
muy poca variación en magnitud, dificulta realizar este tipo de acotación.

Por ello, los resultados de las mediciones de tiempo indican que desactivar
esta estrategia mejora el rendimiento. Esto se debe a que el costo de realizar
los cálculos necesarios y de aplicar dicha estrategia es mayor que la ganancia
en tiempo de ejecución que pueda aportar. Este tipo de situaciones pueden
ser muy comunes, dado que varias de las estrategias tienen una estrecha re-
lación con cómo sea la interacción entre la caja proyectada y las fronteras
en el plano de Nichols. Por lo que el resultado de aplicar dichas estrategias
puede ser muy variable dependiendo del problema que se esté resolviendo.

Con respecto a la prueba nº 1, se puede observar que la estrategia de de-
tección del subrango factible (4.1.1) de las variables del controlador es muy
efectiva, consiguiendo por si sola llegar hasta las 13 variables. Siendo una



Caṕıtulo 6. Casos prácticos 109

de las estrategias con mejor resultado al aplicarse de forma individual. Es-
ta prueba incluye la detección usando la magnitud y la fase en el plano de
Nichols. Tal y como se ha indicado en el párrafo anterior, la utilización de
la fase no es muy efectiva para este caso práctico, por tanto, es la utiliza-
ción de la magnitud la que proporciona la mejora de los tiempos de ejecución.

Del resto de estrategias implementadas, se puede observar como la Búsque-
da de mejor khf (4.3) mejora el tiempo de ejecución de las pruebas, aunque
tiene un impacto modesto. De hecho, en la prueba nº 5 se puede observar
que si se activa de forma individual, el aporte es pequeño. De forma similar
se comporta la estrategia Bisección en forma de árbol (4.2.4), pues tiene un
impacto semejante. De estas dos estrategias se puede concluir que aportan
una mejora en el tiempo de ejecución, pero su impacto es moderado para
este ejemplo.

Con respecto a la estrategia de Etapas del nodo (4.4), como se puede ob-
servar en las pruebas de la 9 a la 16 y en comparación con las anteriores,
su impacto es muy grande. Los tiempos de ejecución de todas las pruebas
mejoran cuando esta estrategia está activa independientemente de como esté
combinada con el resto de estrategias.

Del análisis de resultados de este caso práctico se puede concluir que to-
das las estrategias aportan mejoras en el tiempo de ejecución, salvo las que
utilizan la fase en el plano de Nichols como base de su funcionamiento. Co-
mo ya se ha comentado, esta problemática surge por el tipo de fronteras que
tiene este ejemplo. Lo que indica que el comportamiento de esta estrategia
puede variar con otros casos prácticos que le fueran más favorables.

Con respecto al caso práctico 2, en la tabla (6.6) se pueden observar los
coeficientes para la función de regresión exponencial de cada uno de los algo-
ritmos. La diferencia entre el algoritmo NK, con coeficiente 1.08, con respecto
al algoritmo MC, con coeficiente 0.58, es aproximadamente la mitad. Lo que
cuantifica de forma clara la mejora en el tiempo de ejecución.

Para este caso práctico, el algoritmo completo (prueba nº 16) es el que
tiene el mejor tiempo de ejecución, diferencia fundamental con respecto al
caso práctico 1. Esto es debido a que, para este ejemplo, todas las fronteras
son cerradas. De esta forma, cuando se aplica la acotación utilizando la fase
en el plano de Nichols, su efectividad es similar a cuando se utiliza la mag-
nitud.

Se puede observar como todas estas estrategias aportan de manera simi-
lar a la mejora del tiempo de ejecución, que es más parejo que en el caso
práctico 1 y, conforme se van añadiendo más estrategias, éstas contribuyen a



110 6.5. Análisis de resultados

mejorar el tiempo de ejecución de forma proporcional. Al igual que en el ca-
so anterior, cabe destacar que la estrategia de Etapas del nodo (4.4), cuando
está activa, mejora el rendimiento en todas las pruebas en las que participa.
También es importante conocer que la Búsqueda de mejor khf (4.3) tiene
un buen desempeño, incluso cuando está activa de forma individual, lo que
contrasta con el caso práctico 1 donde teńıa un impacto menor.

Resaltar que la estrategia de acotación de subrango factible de las va-
riables (4.1.1) sigue siendo una de las estrategias principales. En este caso
no destaca tanto con respecto a otras estrategias pero sigue siendo de las
estrategias con mayor impacto en el tiempo de ejecución.

Como conclusión, se puede determinar que el algoritmo propuesto mejora
de forma considerable los tiempos de ejecución en los dos casos prácticos.
Con respecto al algoritmo NK, es capaz de resolver problemas con el doble
de variables en el controlador en el caso práctico 1 y casi el doble en el caso
práctico 2.

Con respecto a las distintas estrategias, en las pruebas individuales o en
combinaciones, se ha podido observar que, dependiendo del tipo de proble-
ma a resolver, no todas las estrategias se comportan igual. Llegando a tener
un impacto negativo en el tiempo de ejecución en los casos menos propicios.
En el apartado de v́ıas futuras (8.2), se plantean opciones para mejorar este
comportamiento.



Caṕıtulo 7
Software desarrollado

En este caṕıtulo se describe el software implementado, durante un perio-
do que comienza antes de esta tesis doctoral. Este desarrollo empezó como
alumno interno durante los estudios de ingenieŕıa informática en la Univer-
sidad de Murcia, orientado a realizar el proyecto fin de carrera de dicha
titulación. El objetivo de este proyecto fue crear un software libre que im-
plementara algunas de las etapas de la técnica de control robusto QFT. Se
planteó de esta forma porque todas las herramientas disponibles teńıan licen-
cia privativa y no eran un espacio abierto en el cual, cualquier investigador
interesado, pudiera colaborar. Por esta limitación de licencia, los distintos
desarrollos de software se limitaban a implementar los diseños propios de los
desarrolladores y no estaban abiertos a las nuevas contribuciones más nove-
dosas que se estaban realizando.

Por ejemplo, dos de los paquetes más utilizados, desarrollados como li-
breŕıa de Matlab® son el QFT Toolbox (Borghesani et al. [2003]) y
QFTCT (Garcia-Sanz [2008-present]). En el caso de QFT Toolbox im-
plementa el cálculo automático de fronteras pero no ofrece ningún algoritmo
para las plantillas. Y en cuanto a QFTCT, śı que ofrece algoritmos para las
etapas de cálculo de plantillas y de fronteras. Con respecto al ajuste del lazo,
son lo que se conoce como un software de ayuda a la decisión, es decir, no
implementan algoritmos que resuelvan el ajuste del lazo, si no, que ayudan
al diseñador con herramientas informáticas que facilitan el trabajo. Este tipo
de herramientas son útiles para realizar el proceso de QFT pero tienen una
finalidad distinta al software planteado en este caṕıtulo.

A esto se une que, los dos son software privativo. No están a disposición
de los investigadores, ni para su uso de forma gratuita, ni tienen licencia que
permita acceder al código fuente para realizar nuevos desarrollos. El objetivo
cuando se empezó esta aplicación fue crear un software libre a disposición de
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la comunidad para que cualquiera pudiera utilizarlo, y sobretodo, que fuera
posible modificarlo y adaptarlo a las necesidades de cada investigador.

7.1. Introducción

El primer proyecto implementado, como proyecto fin de carrera (Mart́ınez-
Forte y Cervera [2014]), inclúıa las primeras etapas de QFT hasta el
cálculo de fronteras (1.1). De las etapas implementadas, destacan dos por
el número de horas de trabajo que conllevaron. La primera de ellas fue el
cálculo de plantillas, que inclúıa dos algoritmos diferenciados, uno para el
cálculo propiamente dicho de las plantillas y el segundo, para el cálculo del
contorno de las mismas. La segunda etapa fue el cálculo de fronteras, que
inclúıa diversos algoritmos accesorios y el principal, que soportaba cálculos
de fronteras multivaluadas (Moreno et al. [2006]); además de otros acce-
sorios para complementar al principal. Se decidió realizar la implementación
usando como lenguaje C++ (ISO [2012]) y como libreŕıa gráfica QT (QT
et al. [2022]).

El segundo proyecto, continuación del primero, fue el desarrollado como
trabajo fin de máster (Mart́ınez-Forte y Cervera [2014]) y consistió en
la paralelización de los principales algoritmos implementados en el proyec-
to fin de carrera, tanto en CPU (multicore) como en GPU. Los algoritmos
estudiados fueron 3, cálculo de plantillas, e-hull (algoritmo para calcular
el contorno de las plantillas) y cálculo de fronteras. Las decisiones de diseño
fueron implementar el paralelismo en CPU usando OpenMP (OpenMP Ar-
chitecture Review Board [2011]) y, para la paralelización en GPU, se
usó CUDA (NVIDIA et al. [2014]).

El proyecto se decidió continuar como tesis doctoral, focalizando la aten-
ción en la última de las etapas fundamentales de QFT, el ajuste del lazo.
Para ello, se decidió partir de los únicos algoritmos publicados que permiten
obtener la solución óptima, los explicados en (3). Como parte del estudio
del estado del arte y base de la que partir, además de para poder realizar
pruebas de rendimiento posteriores, se decidió implementar los algoritmos
NT (3.1) y NK (3.2), junto con el algoritmo NR (Rambabu Kalla y P.
S. V. Nataraj [2010]), aunque éste no está mantenido y tiene un código
no funcional con los últimos desarrollos realizados. La decisión de no conti-
nuar con el mantenimiento del algoritmo NR se debe principalmente a que
se desv́ıa de la rama de estudio principal que se planteo para realizar la tesis
doctoral y, por tanto, su interés disminuyó en el contexto de este trabajo.

Una vez con el estudio del arte realizado en profundidad, este proyecto se
convirtió en una parte fundamental de la tesis doctoral, al servir como base
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para realizar todas las implementaciones y las pruebas de todas las ideas que
han ido surgiendo durante la realización de la misma. Disponer de todo el
sistema de QFT implementado ayudó de forma notable a facilitar cualquier
tipo de prueba práctica que fuera necesaria, dado que al tener toda la base
desarrollada, todo el esfuerzo pod́ıa ser dirigido a las nuevas ideas.

El software incluye los dos algoritmos desarrollados durante la tesis (MC-
prev y MC). El primero de ellos incluye algunas de las mejoras planteadas
(Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]). El segundo de los algoritmos in-
cluye todas las estrategias propuestas en (4). En el caṕıtulo (5) se dan todos
los detalles sobre los cálculos necesarios para implementar las estrategias pro-
puestas en el caṕıtulo (4).

Con estos algoritmos implementados, en el proyecto se incluyen actual-
mente todas las etapas principales de QFT terminadas y funcionales. Por en-
de, se puede usar tanto por un usuario interesado en generar un controlador
óptimo para una planta utilizando QFT (ver 7.3), como por un investigador
cuyo interés sea usar el proyecto como base para sus investigaciones; tanto
como soporte para sus pruebas, como para implementar nuevas mejoras y
algoritmos en el proyecto. La aplicación está disponible como software libre.
Para más detalles consultar (7.2).

7.2. Repositorio y licencia

Dada la intención de publicar la aplicación como software libre, dos de
las cuestiones más importantes eran qué licencia elegir y dónde publicar el
código.

La primera de las opciones se resolvió eligiendo la licencia GNU GE-
NERAL PUBLIC LICENSE Version 3 1, que permite su distribución como
software libre. Además, quien quiera utilizar el código y publicarlo, debe ha-
cerlo bajo las mismas condiciones.

En cuanto a la segunda cuestión, el proyecto se ha alojado durante su
desarrollo en github, utilizado como control de versiones. Y es en este lu-
gar desde donde se puede descargar todo el código junto con las instruccio-
nes de instalación (https://github.com/Isaac-Martinez-Forte/QFTbx).
El repositorio no incluye versiones estables ni publicadas, simplemente reco-
ge el código a medida que se va desarrollando.

1https://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html

https://github.com/Isaac-Martinez-Forte/QFTbx
https://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html
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7.3. Manual de usuario

Como se ha comentado al inicio de este caṕıtulo, el software desarrollado
ofrece la posibilidad de realizar todas las etapas importantes del proceso de
QFT. Faltan algunas etapas opcionales por implementar, pero es perfecta-
mente funcional para resolver un problema y obtener la solución óptima. En
esa sección se desarrolla un manual completo de la aplicación, con el objetivo
de facilitar su uso a cualquier usuario que estuviera interesado. Todo el pro-
ceso se va a realizar utilizando el ejemplo 1 del QFT toolbox (Borghesani
et al. [2003]) para mostrar aśı su funcionamiento.

La planta ejemplo viene dada por:

P (s) =
k

(s+ a)(s+ b)
(7.1)

Se define la incertidumbre de la planta como:

k ∈ [1, 10] Nominal = 1

a ∈ [1, 5] Nominal = 5

b ∈ [20, 30] Nominal = 30

Las frecuencias de diseño elegidas en el toolbox son:

Ω = {0.1, 5, 10, 50, 100} rad/s

7.3.1. Pantalla principal

La pantalla principal de la aplicación se plantea con un diseño muy senci-
llo que de acceso directo a las etapas del proceso de diseño QFT. Aśı como a
algunas opciones extra para mostrar gráficos y guardar los datos introducidos
y calculados. Para cada una de las etapas, al pulsar su botón correspondiente,
se abrirá en una nueva ventana independiente, permitiendo aśı tener dispo-
nibles varias a la vez y poder consultar los datos calculados de varias etapas.

Figura 7.1: Pantalla principal de la aplicación.
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7.3.2. Introducir la planta

Para esta etapa, el software dispone de dos ventanas de introducción de
datos. En la primera pantalla (7.2), se elige la estructura de la planta a in-
troducir de entre las opciones disponibles. Una vez elegida, es el momento
de definir el numerador y denominador, que pueden ser tanto variables como
valores concretos para los polos y los ceros. Si fueran variables, se deberán
registrar con una letra. De esta forma, posteriormente se podrá indicar la
incertidumbre de cada una de ellas. Para la ganancia y para el retardo, se
deberá indicar cuál es su valor nominal. En la siguiente pantalla, si nos in-
teresa, se definirá su incertidumbre asociada.

Figura 7.2: Pantalla de introducción de la planta en la aplicación.

Una vez cumplimentada, se pasará a una segunda pantalla (7.3). Que tiene
como finalidad introducir la incertidumbre asociada de las variables definidas
en la primera pantalla, incluida la ganancia y el retardo. Por ahora, sólo está
implementada la opción de introducir el rango de las variables manualmente,
pero en un futuro se podrán desarrollar otras opciones.

Figura 7.3: Pantalla de introducción de la incertidumbre de la planta en la
aplicación.
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7.3.3. Introducir las frecuencias de diseño

El siguiente paso es introducir las frecuencias de diseño que se van a
utilizar durante todas las etapas del proceso de diseño QFT. Existen varias
opciones disponibles: la primera opción es introducir los valores manualmen-
te, como se muestra en la figura (7.4). La segunda y tercera opción dan la
posibilidad de que los valores sean generados utilizando un espaciado lineal
o logaŕıtmico, como se muestra en la figura (7.5). Y para terminar, existe la
opción de que los valores sean léıdos desde un fichero.

Figura 7.4: Pantalla de introducción manual de las frecuencias de diseño en
la aplicación.

Figura 7.5: Pantalla de introducción con espaciado logaŕıtmico de las fre-
cuencias de diseño en la aplicación.

7.3.4. Cálculo de plantillas

La etapa del cálculo de plantillas se realiza por parte de dos algoritmos.
Para iniciarlos, es necesario introducir unos datos básicos, tal y como se mues-
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Figura 7.6: Pantalla de introducir datos para el algoritmo de cálculo de
plantillas en la aplicación, parte 1.

Figura 7.7: Pantalla de introducir datos para el algoritmo de cálculo de
plantillas en la aplicación, parte 2.

tra en la figura (7.6). En primer lugar hay que definir el número de puntos
en los que se va a discretizar cada variable. Se puede elegir un valor de forma
global para todas ellas, tal y como se muestra en la figura (7.6). O se puede
elegir un número de puntos distinto para cada variable de la planta, como
se muestra en la figura (7.7). Para terminar será necesario indicar el tamaño
que se requiere para ϵ (épsilon) parámetro necesario para el algoritmo e-hull
para calcular el contorno de las plantillas.
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Figura 7.8: Diagrama de Nichols de las plantillas calculadas por la aplicación.

Una vez que los algoritmos han terminado, el resultado se puede mostrar
para visualizar las plantillas completas en el diagrama de Nichols (7.8), o el
contorno calculado de las plantillas, que se puede observar en la figura (7.9).

7.3.5. Introducir especificaciones de diseño

La siguiente etapa corresponde a la introducción de las especificaciones
de diseño, donde se registrarán los datos necesarios, junto con las plantillas
ya calculadas, para avanzar a la siguiente etapa. En la figura (7.10) se puede
observar la pantalla para introducir las especificaciones de diseño.

En ella se pueden definir las distintas especificaciones de QFT (1.1.4), y
a su vez, cada una de ellas, se pueden registrar de dos formas. Como primera
opción, las que estén delimitadas por números, se pueden definir tanto en
lineal como en decibelios. Como segunda opción, se pueden delimitar por
funciones de transferencia. La primera opción se puede observar en la figura
(figura 7.11) para una especificación de estabilidad. Y la segunda opción se
puede observar en la figura (figura 7.12) para una especificación de segui-
miento.
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Figura 7.9: Diagrama de Nichols del contorno de las plantillas calculadas
por la aplicación.

Figura 7.10: Pantalla de introducir datos de las especificaciones de diseño,
parte 1.

Finalmente, se puede indicar, para cada una de las especificaciones, para
qué frecuencias de diseño está activa dicha restricción, en el caso de que no
sea para todas.

7.3.6. Cálculo de fronteras

El siguiente paso es el cálculo de fronteras. Donde se utilizarán los datos
de las plantillas, junto con las especificaciones de diseño, para calcularlas.
En primer lugar, es necesario introducir los datos básicos que necesitan los
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Figura 7.11: Pantalla de introducir datos de las especificaciones de diseño,
parte 2.

Figura 7.12: Pantalla de introducir datos de las especificaciones de diseño,
parte 3.

diferentes algoritmos de esta etapa. Como se puede observar en la figura
(7.13), inicialmente se proponen unos datos por defecto que son válidos para
el algoritmo. Estos se pueden cambiar, por ejemplo, para indicar sobre qué
fases y magnitudes del plano de Nichols se quieren realizar las operaciones, o
qué precisión le requerimos al algoritmo. El siguiente de los datos a introdu-
cir es la altura de corte para la función Contour, necesaria para generar las
fronteras bidimensionales en el plano de Nichols. También existe la opción
de introducir un vector de alturas para que el algoritmo nos muestre el plano
de Nichols con las diferente fronteras generadas para cada altura. Para ter-
minar, como algunos datos generados por el algoritmo pueden tener el valor
de infinito, y estos pueden ser exportados, por motivos de compatibilidad se
le puede dar un valor concreto para que sustituya a infinito cuando éste se
genere. Si no se necesita exportar los datos, este campo se puede dejar en
blanco. En la figura (7.14), se puede observar el resultado una vez calculadas
las fronteras.
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Figura 7.13: Pantalla de introducir datos para el algoritmo de cálculo de
fronteras en la aplicación.
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Figura 7.14: Diagrama de Nichols con las fronteras calculadas por la aplica-
ción.

7.3.7. Ajuste del lazo

La última etapa implementada actualmente es el ajuste del lazo. La eta-
pa principal de QFT donde se obtiene el controlador solución. En lo que se
refiere a la ejecución de esta etapa, en primer lugar se inicia definiendo una
estructura de controlador, tal y como se observa en la figura (7.15). Al igual
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que en la etapa(7.3.2), consta de la misma pantalla y las mismas opciones.

Figura 7.15: Pantalla de introducir los datos del controlador en la aplicación.

Una vez indicadas las variables del controlador, se deben introducir los
rangos de dichas variables, tal y como se puede observar en la pantalla de la
figura (7.16).

Figura 7.16: Pantalla de introducir los rangos de las variables del controlador
en la aplicación.

A continuación, una vez definida la estructura del controlador, el siguien-
te paso es elegir el algoritmo a utilizar e introducir unos valores básicos, tal
y como se puede observar en la figura (7.17).

Una vez terminada la configuración de la estructura del controlador y la
elección del algoritmo por parte del usuario, se procederá a la ejecución del
algoritmo elegido, si encuentra un resultado, se muestra una figura con el
calculo realizado (7.18), aśı como el controlador resultante. Si no encontrara
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Figura 7.17: Pantalla de elección de algoritmo de ajuste del lazo en la apli-
cación.

resultado, mostraŕıa un mensaje indicando el error encontrado.

Para este ejemplo el controlador resultante es el siguiente:

CQFTex1(s) = 16.36
(s+ 96.90)(s+ 93.81)

(s+ 344.40)

7.4. Estructura del proyecto

La aplicación está diseñada siguiendo técnicas estándar de desarrollo de
software como UML (Rumbaugh et al. [2004] y Gamma et al. [1995])
que tienen asociado el uso de patrones de diseño, que simplifican la creación
y gestión del código. Como base fundamental, el software está implementa-
do usando el patrón modelo-vista-controlador, que propone la construcción
del software separado en tres componentes distintos. Por un lado, estaŕıa la
vista, que es la parte del software encargada de la interacción con el usuario
(u otros elementos clientes). Ésta puede ser una interfaz gráfica, una interfaz
de comandos, etc, que se ponga a disposición de los clientes.

En segundo lugar, el componente modelo incluiŕıa toda la lógica del nego-
cio del software. De esta forma, todo el modelo del software quedaŕıa agru-
pado en este componente. Para terminar, el patrón de diseño propone la
construcción de un controlador que haga de interfaz entre el modelo y la
vista. Con ello, toda la comunicación está centralizada en un único pun-
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Figura 7.18: Diagrama de Nichols con L0(s) calculado por la aplicación.

to. Con lo que, el modelo y la vista quedaŕıan desacoplados y su desarrollo
puede producirse de forma independiente y autónoma. Además, este tipo de
construcción permite que los dos componentes principales puedan ser inter-
cambiables sin afectar al otro o añadir una nueva vista. Por ejemplo, una
API REST (Richardson et al. [2013]), que también haga uso del modelo
a través del controlador.

A lo largo de esta sección, se han utilizado conceptos relacionados con la
ingenieŕıa del software, como son UML y los patrones de diseño (Larman
[2003]). A continuación, se introduce una notación básica para esta sección:

Patrón de diseño: Técnicas estándar para la resolución de problemas
comunes en el desarrollo de software.

Rol : En el contexto de un sistema software, representa el comporta-
miento de un objeto con respecto al resto de objetos participantes.

Actor : Representa el rol jugado con un usuario o cualquier otra entidad
que interactúa en un sistema software.

Caso de uso: Es una descripción de las distintas etapas o las actividades
que deberán realizarse para llevar a cabo la conclusión de algún proceso.
Los usuarios o entidades que participan en un caso de uso se denominan
actores.

Diagrama conceptual : Se encarga de definir qué elementos (entidades,
objetos, áreas, departamentos, componentes, etc) pertenecen al sistema
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que se está diseñando, aśı como las relaciones que se establecen entre
ellos.

Diagrama de clases : Describe la estructura estática de un sistema mos-
trando sus clases, atributos, funciones y las relaciones entre ellas.

Persistencia: Acción de preservar la información de un objeto o siste-
ma de forma permanente, y a su vez, también poder recuperar dicha
información cuando sea necesaria.

Patrón adaptador: Permite la colaboración entre dos interfaces software
incompatibles entre ellas.

DAO : Data Access Object (DAO) es un patrón de diseño de tipo adap-
tador que permite abstraer al sistema de una implementación de per-
sistencia concreta.

En el la figura (7.19) se puede observar el diagrama de casos de uso,
que representa toda la funcionalidad implementada en la aplicación. Como
se puede observar, en el diagrama se representa a un solo actor, que es el
usuario y que hace uso de todas las etapas de QFT que están implementadas
en la aplicación.

Además, en la figura (7.20) se puede observar el diagrama conceptual del
proyecto. Que refleja un diseño muy básico de como está construido el softwa-
re. Al ser un diagrama conceptual no se entra en detalles de implementación.
Esa información podrá consultarse en secciones posteriores.

7.4.1. Vista

La vista se diseñó e implementó como una interfaz gráfica basada en las
etapas de QFT. Se inicia con una pantalla principal muy sencilla desde la
cual acceder a cada una de dichas etapas. Como particularidad, indicar que
las distintas pantallas de la aplicación propias de cada etapa están desaco-
pladas de la pantalla principal y que permite abrir varias de ellas a la vez. De
esta forma, se puede trabajar en las distintas etapas de forma simultánea y
cualquier modificación de datos en una de las ventanas producirá una actua-
lización de los mismos entre ellas, con los consecuentes recálculos de datos
que sean necesarios, permitiendo aśı un funcionamiento más dinámico e in-
teractivo. Para cada una de las etapas, la mecánica es muy similar. En primer
lugar se muestra una pantalla de configuración e introducción de datos para
que, al confirmar, y si corresponde, se ejecute el algoritmo respectivo. Al fi-
nalizar, se muestran los resultados con un gráfico en la pantalla.

En la figura (7.21) se puede observar el diagrama de clases de la interfaz.
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Figura 7.19: Diagrama de casos de uso del software.

Como ya se ha indicado anteriormente, la interfaz gráfica está programada
usando la libreŕıa gráfica Qt sobre C++. Esta libreŕıa provee herramientas
para crear gráficos de forma sencilla aśı como estructuras de almacenamiento
de datos más completas que las clásicas de C++.

7.4.2. Modelo

El modelo del software reúne toda la funcionalidad implementada por el
software. Ésta se divide principalmente en las distintas etapas de QFT, con
algunos módulos accesorios. En la figura (7.22) se puede observar el diagra-
ma de clases, en el cual, aparecen las principales entidades del modelo del
software, aśı como sus principales relaciones. Por claridad, se han obviado
multitud de clases y relaciones auxiliares.

A continuación, se procede a explicar cada uno de los módulos del modelo:
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Figura 7.21: Diagrama de clases de la interfaz del software.
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Boundaries: (Moreno et al. [2006]) Es el módulo encargado de cal-
cular las fronteras en QFT. Aparte del algoritmo principal, implemen-
ta dos algoritmos adicionales, el primero de ellos, Contour (Aramini
[1980]), es necesario para completar el algoritmo principal y generar las
fronteras en el diagrama de Nichols. El segundo de ellos, es el encarga-
do de simplificar las fronteras creadas, reuniendo, para cada frecuencia
de diseño, las distintas fronteras creadas en una sola. Esta forma de
proceder facilita los cálculos posteriores.

Templates:Módulo que agrupa los algoritmos necesarios para el cálcu-
lo de plantillas. El primero de ellos, calcula las plantillas completas rea-
lizando una combinatoria de los datos de la planta y su incertidumbre.
El segundo de ellos, e-hull (Nordin [1993] usando como base la im-
plementación de Montoya [1998]), resume estas plantillas mediante
el cálculo de su contorno.

GPU: Es el componente que incluye los algoritmos programados en
CUDA para ejecutar en la GPU. Tiene implementados los siguientes
procedimientos.

• Algoritmo de cálculo de fronteras.

• Algoritmo e-hull.

Sistema: Es la estructura de datos encargada de representar tanto los
datos como la funcionalidad asociada de las plantas y los controladores
que se introduzcan en la aplicación. Está construida como una jerar-
qúıa de clases con herencia que representan las distintas formas que
soporta la aplicación para introducir tanto plantas como controladores.
Además, también soporta describir la incertidumbre de las plantas, aśı
como los distintos rangos de las variables del controlador. Este sistema
de herencia es flexible y permite añadir nuevas estructuras de definición
de datos siempre que implementen las funciones cabecera que existen
en la interfaz Sistema.

LoopShaping: Módulo que agrupa los distintos algoritmos de ajuste
del lazo implementados en la aplicación. Son los siguientes:

• Algoritmo Nataraj y Tharewal (NT) (Nataraj y Tharewal
[2002], Nataraj y Tharewal [2003] y Nataraj y Tharewal
[2004]).

• Algoritmo Nataraj y Kubal (NK) (Nataraj y Kubal [2006]).

• Algoritmo Nataraj y Rambabu (NR) (Rambabu Kalla y P. S.
V. Nataraj [2010]).

• Algoritmo Mart́ınez-Cervera previo (MC-prev) (Mart́ınez-Forte
y Cervera [2021]).
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• Algoritmo Mart́ınez-Cervera (MC), propuesto en esta tesis (5.6).

Complementando a los algoritmos principales, se añaden otros dos au-
xiliares, necesarios para los cálculos internos:

• Algoritmo que implementa la extensión natural a intervalos (1.2.5).

• Algoritmo que implementa el test de factibilidad de la caja con
respecto a las fronteras (3.1.1).

Para terminar, se implementan dos estructuras de datos adicionales
que son, la Lista ordenada, que es la lista de nodos vivos usados en el
algoritmo, y la Tripleta, que representa a un nodo vivo, salvo para el
algoritmo MC, que necesita guardar información extra de los nodos, y
para ello utiliza un hijo de la clase anterior llamado Tripleta2.

El siguiente de los módulos implementa el sistema DAO, que aplica
dicho patrón para el sistema de guardado y lectura de datos. Es una
especialización del patrón adaptador que permite abstraer el módulo
de persistencia para no ligarlo a ningún tipo concreto de sistema. Para
ello, implementa interfaces para cada una de las estructuras de datos
a guardar que serán implementadas por adaptadores, que serán los
encargados de desarrollar el sistema de persistencia concreto a utilizar.

El último de los módulos complementa al patrón DAO y desarrolla el
sistema concreto de persistencia. En este caso, estas dos clases imple-
mentan un parser a XML de las distintas estructuras de datos, con el
objetivo de guardarlas en un fichero.
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Figura 7.22: Diagrama de clases del modelo del software.



Caṕıtulo 8
Conclusiones y v́ıas futuras

8.1. Conclusiones

En este trabajo se ha abordado la resolución del problema del ajuste au-
tomático del lazo en QFT mediante un nuevo algoritmo de búsqueda global
intervalar (ALS intervalar).

El algoritmo propuesto se basa en los algoritmos intervalares descritos en
(3), capaces de resolver el problema original de forma exacta, pero con un alto
coste computacional. Sobre esa base, se han propuesto diferentes estrategias
(4) que tienen por objetivo conseguir un menor coste computacional y una
mejora en el tiempo de ejecución. A modo de resumen, se listan todas la
propuestas, implementadas y analizadas:

1. Acotación del espacio de búsqueda: Estrategias destinadas a re-
ducir el espacio de búsqueda, resumidas en la sección (4.1.3). Pueden
categorizarse del siguiente modo:

a) Acotación del espacio de búsqueda en el subrango invia-
ble: Esta estrategia tiene como objetivo detectar, para cada va-
riable del controlador, qué parte de su rango es inviable para cada
frecuencia de diseño, para aśı, sabiendo que viola las restriccio-
nes de diseño, poder eliminar dicha parte. Una primera propuesta
en el algoritmo NK (3.2.2) realiza las operaciones utilizando la
magnitud en el plano de Nichols. Esta funcionalidad es ampliada
con una nueva estrategia que realiza esta misma operación utili-
zando también la fase; ampliando de esta forma, las opciones de
acotación.

b) Acotación del espacio de búsqueda en el subrango viable:
Esta estrategia tiene por objetivo detectar para cada frecuencia

131
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de diseño, y para cada variable del controlador, qué parte de las
mismas contienen soluciones. Y con ello, poder podar todas las
cajas que tienen soluciones peores. Esta estrategia, al igual que
la anterior, se plantea para poder realizar los cálculos utilizando
tanto la magnitud como la fase en el diagrama de Nichols.

2. Bisección del nodo: En esta estrategia se proponen varias formas de
biseccionar el nodo (4.2), cada una de ellas centrada en una necesidad
distinta para el momento en el que se ejecuten. Cabe reseñar que la
más importante de las propuestas dentro de este apartado es la bisec-
ción en árbol. Este procedimiento, descrito en (4.2.4), utiliza los datos
calculados en la estrategia (4.1.1) para realizar la bisección en el lugar
exacto donde la variable del controlador pasa de ser ambigua a ser via-
ble para una o varias frecuencias de diseño. De este modo se obtienen
dos subnodos, siendo uno de ellos viable a ciertas frecuencias. Esta in-
formación puede ser utilizada en este mismo nodo y en su descendencia
para ahorrar cálculos innecesarios además de para guiar la búsqueda.
Esta forma de proceder tiene como objetivo conseguir que para el ma-
yor número posible de frecuencias de diseño, el nodo sea viable. Y aśı,
poder centrar el esfuerzo en las restantes frecuencias donde todav́ıa sea
ambiguo.

3. Búsqueda mejor ganancia de alta frecuencia: Esta estrategia se
describe en (4.3) y funciona encontrando soluciones rápidas al proble-
ma donde la ganancia de alta frecuencia sea lo menor posible. Lo que
permite podar o recortar en etapas tempranas nodos del espacio de
búsqueda con el consiguiente ahorro sustancial de tiempo.

4. Etapas de ejecución e historia del nodo: Esta estrategia es de-
sarrollada en (4.4) y propone que, dado que la relación entre la caja
de proyección y las fronteras vaŕıa cualitativamente a lo largo de la
ejecución del algoritmo, es una opción prometedora modificar el fun-
cionamiento del procedimiento y adaptarlo a la situación en la que el
nodo esté en cada momento. Para ello, es necesario guardar la historia
del nodo, dado que cada nodo es independiente y tendrá un desarrollo
diferente al resto, dependiendo principalmente de cuánto se haya ex-
pandido la rama del árbol de búsqueda donde se sitúe. Una vez que
se conoce con detalle el momento concreto del nodo, se pueden tomar
diferentes decisiones, por ejemplo, elegir una forma u otra de bisección
según sea más conveniente, o desactivar las estrategias de acotación del
espacio de búsqueda cuando ya no tenga sentido ejecutarlas.

Se ha propuesto e implementado un algoritmo (5) que incluye todas las
estrategias enumeradas. Algunas de estas estrategias tienen un carácter más
local, como por ejemplo, las herramientas para la acotación del espacio de
búsqueda o la búsqueda de soluciones rápidas que permitan realizar podas
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en las ramas menos prometedoras. Otras en cambio, tienen un carácter más
transversal, como por ejemplo, la modificación del comportamiento del algo-
ritmo conforme avanza su ejecución. Al ser estrategias de tan diverso funcio-
namiento, el algoritmo las coordina y resuelve las dependencias entre ellas,
presentando de esta forma, una solución compacta que permite ponerlas en
funcionamiento de forma sencilla.

Es necesario tener en cuenta que el algoritmo implementado tiene sus limi-
taciones, solo admite términos (ceros/polos) reales con ceros de fase mı́nimo
y polos estables. Por otro lado, solo tiene implementada una función objetivo,
que es la clásica en QFT de minimizar la ganancia de alta frecuencia.

El algoritmo desarrollado ha sido puesto a prueba mediante la resolución
de dos casos prácticos (6) con el objetivo de medir el rendimiento del nuevo
algoritmo con respecto a los anteriores. Se ha llegado a la conclusión de que
la mejora en el tiempo de ejecución es importante, permitiendo aumentar el
tamaño del problema de forma considerable mientras se mantiene el tiempo
de ejecución por debajo de los dos minutos y medio. Además, en este mismo
caṕıtulo, se analizan las variaciones en el tiempo de ejecución producidas
por cada estrategia de forma individual, aśı como en diversas combinaciones
interesantes de las mismas. De esta forma, se puede conocer de forma por-
menorizada cómo se comporta cada una de ellas.

También se ha desarrollado un software (7) que implementa todas las eta-
pas principales de QFT. Faltan por implementar algunas accesorias, como por
ejemplo, el ajuste del prefiltro. Para las etapas implementadas, permite dar
solución a un problema aplicando diferentes algoritmos en cada una de dichas
etapas. Para la etapa de ajuste del lazo, se han implementado los algoritmos
ALS intervalares explicados en el caṕıtulo (3), aśı como, dos versiones de los
algoritmos desarrollados durante esta tesis. Una primera versión publicada
(Mart́ınez-Forte y Cervera [2021]) que incluye alguna de las estrate-
gias propuestas y una segunda versión con el algoritmo completo propuesto
en esta tesis.

En todos los algoritmos desarrollados en el software, tanto para el ajuste
del lazo, como para el resto de etapas, se ha puesto el énfasis en conseguir que
tuvieran tiempos de ejecución bajos con el objetivo de plantear una aplicación
que permitiera la interactividad del usuario con las distintas etapas de QFT.
De esta forma, si se vaŕıan los datos en cualquiera de las etapas, estos cambios
se aplicaŕıan de forma rápida al resto de etapas posteriores. Aśı se permite
la realización de pruebas y cambios de forma rápida y ágil.

Este software se ha publicado bajo licencia libre GPLv3 y está a dispo-
sición en descarga libre en (https://github.com/Isaac-Martinez-Forte/
QFTbx).

https://github.com/Isaac-Martinez-Forte/QFTbx
https://github.com/Isaac-Martinez-Forte/QFTbx
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A continuación, se enumeran diferentes posibles continuaciones del tra-
bajo realizado:

El algoritmo presentado está actualmente acotado al uso de polos y
ceros reales, por tanto, seŕıa importante ampliarlo para que permita
utilizar estructuras con términos de segundo orden. Eso implica revisar
varias de las estrategias propuestas y adaptarlas para esta caracteŕısti-
ca.

Una de las estrategias diseñadas (4.4) propone variar el funcionamiento
del algoritmo a lo largo de su ejecución para adaptarse a las diferentes
situaciones en las que se encuentra el nodo a lo largo del algoritmo. Una
propuesta interesante es que el algoritmo adapte su funcionamiento
según el tipo de problema que esté tratando de resolver. Varias de las
estrategias basan su forma de proceder a la interacción de las fronteras
y la caja proyectada en el plano de Nichols. Por tanto, analizar cómo es
esta interacción y adaptarse a diferentes posibilidades puede dar buenos
resultados.

Actualmente, la ramificación se realiza por el nodo que tenga la ga-
nancia de alta frecuencia más baja. Esta ramificación se convierte, en
la práctica, en una búsqueda secuencial por dicha variable desde su
valor más bajo hasta que se encuentra la solución óptima. Por tanto,
incorporar otros sistemas inteligentes para la ramificación del árbol de
búsqueda, por ejemplo, sistemas de ramificación basados en la informa-
ción disponible, como el número de frecuencias para las que un nodo
es viable, y que apliquen heuŕısticas para seleccionar el siguiente nodo
a ser analizado.

En algunos experimentos se ha comprobado, inicialmente y para algu-
nos ejemplos concretos, que la extensión natural a intervalos produce
cajas proyectadas de un tamaño mayor al estrictamente necesario. Seŕıa
importante profundizar en este estudio, y si fuera aśı, plantear solucio-
nes para reducir al máximo dicho tamaño.

Diversos algoritmos de la aplicación se han implementado utilizando
programación paralela, pero la etapa principal, el ajuste del lazo, so-
lo tiene implementación secuencial. Se plantea como mejora, utilizar
técnicas de paralelismo, tanto en CPU como en GPU, para implemen-
tar una versión paralela del algoritmo de ajuste automático del lazo
presentado en esta tesis.

El software desarrollado incluye las principales etapas de QFT, pero
seŕıa interesante completarlo implementando el resto de fases acceso-
rias, aśı como, realizar una revisión completa para la renovación del
código antiguo.
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Actualmente, el algoritmo presentado tiene como única función obje-
tivo minimizar la ganancia de alta frecuencia. El siguiente paso, seŕıa
generalizar el algoritmo diseñado junto las estrategias para que se pue-
dan utilizar diferentes funciones objetivo en la optimización.
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Controladores . Tesis Doctoral E. T. S. de ingenieros industriales, Uni-
versidad de Vigo Vigo, España [1997].

C. Raimúndez, A. Baños y A. Barreiro. Qft controller synthesis using
evolutive strategies. En Proc. of the 5th International QFT Symposium
on Quantitative Feedback Theory and Robust Frequency Domain Methods
291–296. Pamplona, Spain [2001].

Rambabu Kalla y P. S. V. Nataraj. Synthesis of Fractional-order QFT
Controllers using Interval Constraint Satisfaction Technique. Inf. téc.
IIT Mumbai [2010].

D. Ratz. On extended interval arithmetic and inclusion isotonicity. Preprint
[1996].

L. Richardson, M. Amundsen y S. Ruby [2013]. RESTful Web APIs .
O’Reilly Media, Inc.

J. Rumbaugh, I. Jacobson y G. Booch [2004]. Unified Modeling Lan-
guage Reference Manual, The (2nd Edition). Pearson Higher Education.

N. S. V. Paluri y N. Kubal [2007]. Automatic loop shaping in qft using
hybrid optimization and constraint propagation techniques. Internatio-
nal Journal of Robust and Nonlinear Control 17, no 2-3: 251–264.

T. Sunaga [2009]. Theory of an interval algebra and its application to nu-
merical analysis. Japan Journal of Industrial and Applied Mathematics
26, no 2: 125–143.

D. F. Thompson y O. Nwokah [1994]. Analytic loop shaping methods
in quantitative feedback theory. Journal of Dynamic Systems, Measure-
ment and Control 116: 169–177.

D. Thomson. Optimal and Sub-Optimal Loop Shaping in Quantitative Feed-
back Theory . Tesis Doctoral School of Mechanical Eng., Purdue Univer-
sity West Lafayette, IN, USA [1990].

B. Wie y D. Bernstein. A benchmark problem for robust control system
design. En Proceedings of the ACC . ACC, San Diego, CA, USA. [1990].

O. Yaniv y M. Nagurka [2003]. Robust pi controller design satisfying
sensitivity and uncertainty specifications. IEEE Automatic Control 48,
no 11: 2069–2072.

https://www.qt.io/


142 BIBLIOGRAF́ıA

O. Yaniv y M. Nagurka. Automatic loop shaping of structured controllers
satisfying qft performance. Inf. téc. [2004a].

O. Yaniv y M. Nagurka [2004b]. Design of pid controllers satisfying gain
margin and sensitivity constraints on a set of plants. Automática 40,
no 1: 111–116.

A. Zolotas y G. Halikias [1999]. Optimal design of pid controllers using
the qft method. IEEE Proc.- Control Theory Appl. 146, no 6: 585–589.


	Resumen
	Abstract
	Agradecimientos
	Notaciones
	Índice
	Índice de figuras
	Índice de cuadros
	Introducción
	Introducción a QFT
	Modelado de la planta y su incertidumbre
	Elección de un conjunto de frecuencias de diseño
	Cálculo de las plantillas
	Definición de las restricciones de diseño
	Cálculo de las fronteras
	Ajuste del lazo

	Introducción a Aritmética Intervalar
	Definiciones
	Relaciones de orden entre intervalos
	Operaciones intervalares aritméticas
	Vectores de intervalos (Cajas)
	Extensión natural a intervalos

	Introducción a búsqueda global intervalar

	Antecedentes
	Introducción
	Algoritmos que aproximan el problema por simplificación
	Algoritmo Gera y Horowitz
	Algoritmo Thompson y Nwokah
	Algoritmo Bryant y Halikias

	Algoritmos que limitan la estructura del controlador
	Algoritmo Chait et al.
	Algoritmo Nandakumar et al.
	Algoritmo Fransson et al.
	Algoritmo Yaniv y Nagurka 

	Algoritmos evolutivos
	Algoritmo Chen et al.
	Algoritmo Raimúndez

	Algoritmos que usan búsqueda global intervalar

	Algoritmos ALS intervalares
	Algoritmo Nataraj y Tharewal (NT)
	Comprobar factibilidad de la caja
	Inicializar lista de nodos vivos
	Función solución
	Bisección de la caja
	Acotación y recorte del nodo
	Ordenación de la lista NL y selección del nodo

	Algoritmo Nataraj y Kubal (NK)
	Optimización local
	Acotación y recorte de polos y ceros


	Diferentes estrategias para acelerar los algoritmos ALS Intervalares
	Acotación del espacio de búsqueda
	Información subcaja viable
	Información de la fase
	Estructura de la acotación del espacio de búsqueda

	Bisección del nodo
	Bisección utilizando el tamaño en área
	Bisección utilizando el tamaño en magnitud
	Bisección utilizando el tamaño en fase
	Bisección en árbol

	Búsqueda mejor ganancia de alta frecuencia
	Etapas de ejecución e historia del nodo
	Etapa inicial
	Etapa intermedia
	Etapa final
	Historia del nodo

	Detección de la violación en Nyquist
	Acotación del espacio de búsqueda en Nyquist

	Algoritmo propuesto
	Acotación del espacio de búsqueda
	Acotación del espacio de búsqueda, subrango inviable
	Acotación del espacio de búsqueda, subrango viable

	Búsqueda de la mejor ganancia de alta frecuencia
	Bisección en árbol
	Esquema general del algoritmo
	Comprobar factibilidad de la caja
	Inicializar la lista de nodos vivos y la variable de poda
	Poda y reducción de la caja usando la información de C
	Cambio de etapa
	Búsqueda de soluciones y reducción del nodo
	Bisección de la caja
	Procesamiento de las cajas e inserción en la lista de nodos vivos
	Retorno al bucle principal
	Pseudocódigo


	Casos prácticos
	Introducción
	Descripción de las pruebas de rendimiento
	Ejemplo de diseño 2 de Matlab QFT Toolbox
	Realización de las etapas de QFT
	Análisis de tiempos de ejecución

	Ejemplo de diseño ACC ’90 benchmark
	Realización de las etapas de QFT
	Análisis de tiempos de ejecución

	Análisis de resultados

	Software desarrollado
	Introducción
	Repositorio y licencia
	Manual de usuario
	Pantalla principal
	Introducir la planta
	Introducir las frecuencias de diseño
	Cálculo de plantillas
	Introducir especificaciones de diseño
	Cálculo de fronteras
	Ajuste del lazo

	Estructura del proyecto
	Vista
	Modelo


	Conclusiones y vías futuras
	Conclusiones
	Vías futuras

	Bibliografía

