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Resumen

Las simulaciones dinamicas son herramientas muy ttiles para el estudio de mul-
titud de sistemas fisicos. Desde la fisica de la materia condensada se han explotado
las técnicas de simulacién dinamica para tratar de entender con mayor profundidad
la respuesta con el tiempo de materiales de todo tipo. En este trabajo utilizamos
este tipo de técnicas para estudiar la dindmica de voértices impulsados por una
corriente externa a través de una red de uniones Josephson bidimensional. Més
concretamente, en el campo de los defectos topoldgicos nos preguntamos cuéles son
las velocidades méximas para la estabilidad que pueden alcanzar los vortices en
funciéon de los parametros del sistema y qué ocurre mas alla de estas velocidades
maximas, cuando el movimiento de los vortices deviene inestable. Hemos obtenido
perfiles de las velocidades de los vortices en funcion de los pardmetros de las redes
de uniones Josephson y hemos sido capaces de descifrar por qué se dan saltos dis-
cretos en la velocidad de los vortices, que resultan en inestabilidades que generan
cascadas de pares vortice-antivortice. Ademas, presentamos un diagrama de fases
que caracteriza los diferentes regimenes dinamicos que se pueden encontrar para un
vortice moviéndose a través de una red de uniones Josephson.

En esta tesis también nos proponemos estudiar la dinamica de sistemas de elec-
trones desordenados. Nuestro primer objetivo era centrarnos el caso interactuante.
En este sentido hemos abordado la ley de Efros-Shklovskii, que se produce cuando
domina la interaccién coulombiana, y el régimen activado, que se origina cuando la
interaccion es aproximadamente logaritmica. Pero, durante el desarrollo de la tesis,
nos dimos cuenta de que era conveniente estudiar primero el caso no interactuante y

profundizar en la ley de Mott en tres dimensiones. Realizamos las simulaciones mas
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VI RESUMEN

punteras en tres dimensiones de la conductividad en sistemas desordenados no in-
teractuantes a bajas temperaturas mediante el método de Monte Carlo, obteniendo
los valores mas fiables de la temperatura caracteristica. Encontramos en la conduc-
tividad ligeras diferencias con respecto a la ley de Mott. Hemos acompanado estas
simulaciones con medidas microscopicas y de tamano finito que nos informan sobre
la posible estructura que subyace en la generaciéon de conductividad en este tipo
de sistemas, asi como de simulaciones de la red de resistencias aleatorias que nos
permiten llegar a temperaturas mas bajas. También aportamos un modelo tedrico
basado en teoria de percolacion que nos permite obtener la ley de Mott con térmi-
nos de o6rdenes adicionales en la exponencial. Simulamos la conductividad del caso
bidimensional no interacuante, del interactuante en tres dimensiones y del régimen
activado en dos dimensiones. Sugerimos los mejores parametros que se pueden obte-
ner hasta el momento en el campo de las simulaciones en cada una de las diferentes

situaciones.
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Capitulo 1

Introduccion

La fisica computacional constituye una parte fundamental del estudio de sis-
temas en materia condensada. En el campo de las simulaciones nos encontramos,
por un lado, con simulaciones de sistemas en equilibrio, que tratan de determinar
propiedades fisicas independientes del tiempo. Por otro, tenemos las simulaciones
dindmicas, que consisten en el estudio de la evolucién temporal de las magnitudes
fisicas de los sistemas que estudia. Incorporar el tiempo como parédmetro fisico en
las simulaciones es una cuestion que entrana dificultades que se irdn viendo a lo
largo del presente trabajo.

En particular, nos encontramos en la naturaleza con multitud de sistemas in-
teractuantes que tienen un elevado interés tecnologico y, por su complejidad, su
comportamiento dindmico no se entiende completamente. La dindmica de vortices
o defectos topoldgicos y de sistemas de electrones desordenados es buen ejemplo de
ello. En primer lugar, los defectos topoldgicos son entidades fisicas con propiedades
dinamicas sumamente interesantes. Cuando los defectos topologicos o vortices se
encuentran en redes de uniones Josephson atravesadas por una corriente eléctrica
suficientemente intensa pueden empezar a moverse, dando lugar a escenarios diné-
micos muy ricos. Tanto la influencia de los parametros de la red en la velocidad de
los vortices como la aparicion de inestabilidades que generan nuevos pares vortice-
antivortice son algunos de ellos. En segundo lugar, la conductividad en los sistemas

de electrones desordenados es una cuestion que permanece sin ser totalmente expli-
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cada a dia de hoy.

En este trabajo nos proponemos estudiar mediante simulaciones la dindmica de
vortices en redes de uniones Josephson atravesadas por una corriente externa y la
conduccién eléctrica sistemas de electrones desordenados interactuantes. Al abordar
esta segunda hemos considerado que aun existen deficiencias en cuanto a la com-
prension de la conduccién en sistemas de electrones desordenados no interactuantes
en el caso tridimensional. Por lo tanto, de manera natural hemos considerado estu-
diar primero a fondo el caso no interactuante, que nos parece previo en complejidad
e incluido en el caso interactuante. También simulamos la conductividad del caso
interactuante en tres dimensiones, del caso no interactuante en dos dimensiones y
de interaccion logaritmica en dos dimensiones.

En este capitulo presentamos de manera introductoria todos los elementos teori-
cos necesarios para entender las simulaciones que vamos a realizar. Lo terminamos
con una revision bibliogréafica de los resultados experimentales para la conducciéon
de sistemas de electrones desordenados.

En el capitulo 2 hablamos de los métodos numéricos mediante los que realiza-
mos las simulaciones. Introducimos los detalles técnicos necesarios para simular el
movimiento de un vortice a través de una red de uniones Josephson y para obtener
la conductividad de un sistema de electrones desordenado con el método de la red
de resistencias aleatorias y de Monte Carlo.

En el capitulo 3 estudiamos los resultados obtenidos en la simulaciéon de las
redes de uniones Josephson con detalle. Presentamos los perfiles de temperatura en
funcion de los pardmetros de la red, las diferentes inestabilidades que se pueden
generar y un diagrama de fases de los diferentes estados dindmicos del sistema.

En el capitulo 4 estudiamos la conductividad en sistemas de electrones desorde-
nados mediante simulaciones. Abordamos en profundidad la ley de Mott tridimen-
sional mediante diferentes enfoques, simulamos la ley de Mott en dos dimensiones
y de Efros-Shklovskii en tres, asi como el régimen activado.

Por tltimo, enumeramos todas las conclusiones que se desprenden de nuestros

estudios.
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1.1. Dinadmica de vortices en redes de uniones Jo-

sephson

En esta seccion presentamos los elementos tedricos necesarios para poder des-
cribir la simulacién de redes de uniones Josephson bidimensional y los resultados
que obtenemos con ellas. Hablamos de la superconductividad en general para po-
der hacer una introduccién basica del efecto Josephson y los defectos topologicos.
A continuacion abordamos el modelo que utilizaremos para tratar las uniones Jo-
sephson de manera simplificada y como construimos la red. Cerramos la secciéon
comentando brevemente algunas de las situaciones en las que se trata la dinamica

de vortices.

1.1.1. Superconductividad

Las propiedades electromagnéticas de los superconductores, desde su descubri-
miento en 1911 por H. K. Onnes, han despertado el interés de la comunidad cienti-
fica. Los superconductores son capaces de conducir electricidad con resistencia nula
o de repeler las lineas de campo magnético y tienen aplicaciones tecnologicas de un
elevado interés. Unas décadas después del descubrimiento de los superconductores
y por vias independientes nos encontramos con dos teorias que fueron capaces de
explicar sus principales propiedades. Las dos teorias que explican la superconduc-
tividad son la teoria Ginzburg-Landau (GL), que lo hace mediante consideraciones
macroscopicas, y la teoria BCS (Bardeen, Cooper y Schrieffer) que lo hace a escala
microscopica.

Dos de las principales propiedades de los superconductores son la conductividad
perfecta, es decir, la capacidad de transportar corriente con resistencia nula, y el
diamagnetismo perfecto, la capacidad de repeler por completo las lineas de campo
originadas por un campo externo. Ginzburg y Landau proponen una funcién de
onda compleja 1 para describir el superconductor, y que desempena el papel del

parametro de orden en la teoria general de Landau para transiciones de fase de se-
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gundo orden. El tratamiento de la teoria GL permite estudiar variaciones espaciales
en el parametro de orden v, que resulta de especial interés para caracterizar los
defectos topologicos que estudiaremos a continuacién. Después de la publicacion de
la teoria GL, BCS desarrollan su teoria microscopica de la superconductividad y
consiguen explicar la existencia de una temperatura critica 7, y un gap de energias
A, encontradas mediante medidas calorimétricas y de absorcion electromagnética.
La teoria microscopica se basa en la existencia de pares de electrones ligados, llama-
dos pares de Cooper, debido a las interacciones electron-fonén. Con la teoria BCS se
explica el gap superconductor que esté directamente relacionado con la temperatura
critica T, a partir de la cual podemos encontrar comportamiento superconductor en
una material dado. La teoria BCS fue capaz también de explicar de forma robusta
el efecto Meissner o diamagnetismo perfecto. Esta teoria dota de soporte tedrico
microscopico al fenémeno de la superconductividad y resulta de una importancia
crucial en el campo de la fisica del estado sélido.

En esencia, las teorfas GL y BCS se conjugan teniendo en cuenta la existencia
de una funcién de onda de un condensado de pares de Cooper y que da sentido fisico
microscopico al parametro de orden introducido en la teorfa Ginzburg-Landau. En el
limite macroscopico podemos tomar el modulo, ||, que es proporcional al ntimero
de portadores, y la fase de la funciéon de onda ¢ como variables semiclésicas. Hay
que destacar que la funcién de onda v tiene que ser univaluada, por lo que debe
ser equivalente sumarle cualquier miltiplo de 27 a la fase. El grado de libertad
que aporta la fase implica el fenémeno de la cuantizacion del flujo para un camino
cerrado. En el punto de uniéon del camino cerrado ambas fases de las funciones de
onda de los superconductores deberan coincidir excepto por un posible multiplo de
2m. Por lo tanto, el flujo a través de un camino cerrado en ausencia de un campo

magnético externo tendra que estar cuantizado
¢ ]{Vgods = 27n. (1.1)

La cuantizacion del flujo magnético implica la existencia de una porciéon minima de

flujo llamado cuanto de flujo &y = hc/2e, introducido originalmente por F. London.
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1.1.2. Efecto Josephson

En 1973, el premio Nobel de fisica fue concedido a B.D. Josephson por el des-
cubrimiento teérico del efecto que lleva su nombre. El efecto Josephson consiste
en la aparicion de corriente eléctrica en la interfase de dos superconductores con
resistencia nula, provocada por una diferencia de fase entre ambos (supercorriente).
Este efecto se da, en general, cuando existe una “unién débil” entre dos elementos
superconductores cualesquiera. Una unién débil se caracteriza por la separacion de
dos islas superconductoras, que puede darse por la presencia de un material aislante
o un superconductor mas débil en la interfase, o por un estrechamiento entre las
dos islas. Los pares de Cooper pueden atravesar esta barrera gracias al efecto tinel,
generando una supercorriente. La intensidad de corriente producida por el efecto Jo-
sephson puede derivarse a partir de la ecuaciéon unidimensional de Ginzburg-Landau

y viene descrita por la siguiente ecuaciéon
I = I¢sin Ay, (1.2)

donde I es la corriente critica del enlace, que depende de la masa de los portadores
y las dimensiones de la union, y Ap es la diferencia de fases ¢y — o entre ambos

elementos superconductores. La caida de potencial en la uniéon viene dada por

dAp  2e
— T =V 1.
dt h v (1.3)

Aunque estamos trabajando con magnitudes puramente cuanticas, como la dife-
rencia de fase, a través del efecto Josephson obtenemos magnitudes macroscopicas,
que podemos medir en un laboratorio, como una corriente y un potencial eléctricos.
También existe la vertiente del efecto Josephson para corriente alterna, aunque no
la presentamos por no formar parte del objetivo del presente trabajo.

El efecto Josephson ha jugado un gran papel en cuanto a la aplicabilidad de los
superconductores en el campo tecnologico. Encontramos uniones Josephson en el
desarrollo de circuitos superconductores, que forman un paradigma para la informa-

cion cudntica (Devoret y Schoelkopf, 2013), en la tecnologia de lineas de transmision
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(Pedersen y Ustinov, [1995), en la creacion de estandares de voltaje (Kautz, [1996]),

en la deteccion de particulas (Booth y Goldie], [1996), entre otras aplicaciones.

1.1.3. Defectos topolégicos

En el caso de los sistemas ordenados es posible definir un parametro de orden
f(r) que caracteriza una cierta fase. Si el sistema es uniforme f es constante, pero
en los sistemas no uniformes el parametro de orden puede depender de la posicién.
De la misma forma que en la teoria Ginzburg-Landau, podemos asumir que las
variaciones de este parametro a lo largo del espacio van a ser suaves. Aun asi, es
posible encontrar regiones en las que se producen saltos discretos en el valor del
parametro de orden. Las regiones donde el parametro de orden cambia de forma
abrupta son lo que llamamos defectos topoldgicos (Mermin, 1979). Se habla de de-
fectos topologicos en cristales liquidos, en la caracterizacion de defectos en fisica del
estado soélido, en dindmica de fluidos, entre muchos otros campos.

Los defectos topoldgicos son fenémenos de gran interés en sistemas de materia
condensada. En el caso de la superconductividad, se empezaron a encontrar indicios
de la existencia de estos defectos en los superconductores del tipo IT descubiertos por
Abrikosov| (1957)). En este trabajo nos centraremos en los defectos topologicos mag-
néticos, como los vortices de Abrikosov, a través de los cuales el campo magnético
atraviesa el superconductor mediante paquetes de flujo cuantizados. Concretamen-
te, cada vortice es atravesado por un flujo miltiplo de &g = he/2e. Desde el punto
de vista de la teoria Ginzburg-Landau, donde el parametro de orden del super-
conductor viene dado por la funciéon de onda de Ginzburg-Landau, los vortices se
caracterizan por tener circulacion de la fase 2mn para un camino cerrado que incluya
el defecto topolégico (ecuacion (|1.1))). Se define el factor n de la circulacion como la
carga topologica del vortice y puede tomar cualquier valor entero. Si consideramos
un superconductor en volumen la funcién de onda de Ginzburg-Landau dependera

de las coordenadas espaciales de forma continua, y la podemos separa en su moédulo
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y fase de la siguiente manera
V(z,y) = Wz, y)le?, (1.4)

para el caso bidimensional.

En la figura podemos ver el esquema de diferentes estructuras de vortices
con distintos valores de su carga topolégica, donde los vectores representan la fase
de la funciéon de onda de Ginzburg-Landau con su angulo respecto al eje x. Estamos
representando ¢(x,y) para | V| constante en el espacio. En la columna de la izquierda
hemos dibujado vortices en los que la fase suma 27 al realizar una circulacién
completa alrededor del defecto, mientras que en la de la derecha este valor suma
47. En el caso de las redes de uniones superconductoras estas diferencias de fase se
encuentran localizadas en el espacio, pero podemos establecer analogias con el caso
continuo, que viene a ser un limite del discreto.

La presencia de vortices en materiales con propiedades topoldgicas puede de-
terminar las propiedades fisicas del material en cuestion. En algunos casos, las
fluctuaciones térmicas pueden provocar la proliferacion de vortices en los sistemas
superconductores, rompiendo las caracteristicas que los hacen interesantes a nivel
tecnologico. Un ejemplo de este fendmeno es la famosa transicion de Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless (BKT), por cuyo descubrimiento fueron galardonados sus au-
tores con el premio Nobel en 2016 (Thouless et al. 2016). La transicion BKT se
traduce en un aumento de la resistencia eléctrica y en la pérdida de coherencia cuén-
tica al romperse el orden en el sistema. Dada la gran aplicabilidad tecnolégica de
los materiales superconductores en general y de las uniones Josephson en particular
nos encontramos ante fenémenos fisicos que cuentan con una importante atenciéon

investigadora en la actualidad.
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Figura 1.1: Esquema de cuatro defectos topolégicos para diferentes valores
de la carga topolédgica, n = 1 en la columna izquierda y n = 2 en la derecha.
En esta figura se representa la fase de la funciéon de onda de Ginzburg-Landau

como el angulo de los vectores respecto al eje x.

1.1.4. Modelo RCSJ y redes de uniones Josephson

Para describir la dinamica de las uniones Josephson contamos con una apro-
ximaciéon que consiste en reducir el efecto completo de la unién a la combinacion
en paralelo de una unién Josephson ideal, una resistencia y un condensador (José
y Torres, 2003)). A esta aproximacion la llamamos modelo RCSJ, siglas en inglés
de resistively and capacitively shunted junction. Entonces, la corriente eléctrica que

atraviesa una uniéon vendra dada por la expresion
I =1Ig,sing+V/R+CdV/dt, (1.5)

donde I¢, es la resistencia critica de la uniéon ideal, ¢ su diferencia de fases, V
la caida de potencial a través del sistema y R y C' los valores de la resistencia

y la capacidad introducidas en el modelo, respectivamente. Aplicando la segunda
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relacion de Josephson (ecuacion (|1.3])), obtenemos la siguiente ecuacion
P+nY+sing =1 (1.6)

donde i = I /I, es la intensidad de corriente normalizada al valor de la resistencia

critica, n = w,RC es la amortiguaciéon y hemos derivado respecto de 7 = wpt.

2el¢,
w, = \/h—g. (1.7)

El modelo RCSJ es 1util para describir la dindmica de redes de uniones Josephson

También hemos definido w, como

bajo determinadas condiciones. Las uniones no pueden ser demasiado grandes, en ese
caso existen dificultades para definir la diferencia de fase ya que en ese caso pueden
depender de la posicion a lo largo de la uniéon. Por lo tanto, el tamano de la union
deberé ser mucho mas pequeno que el parametro de red. Las ecuaciones del modelo
RCSJ, en esencia, son clasicas, por lo que también estamos asumiendo que las
incertidumbres para las variables conjugadas involucradas son pequenas. Pero, por
otro lado, este modelo también presenta ventajas. Las redes de uniones Josephson
son relativamente faciles de construir en el laboratorio, asi que los resultados teéricos
y de simulaciones pueden ser contrastados. Ademas, la naturaleza discreta de este
tipo de sistemas los hace muy aptos para su simulacién.

Se puede generalizar la ecuacion para el caso de una red de uniones Jo-
sephson cuadrada bidimensional como la que dibujamos en la figura [1.2] En caso
de una red de uniones hay que tener en cuenta el flujo de campo magnético que
atraviesa la red y considerar la contribucion a la corriente de cada uniéon. Teniendo
en cuenta las corrientes que atraviesan las uniones y el flujo magnético que atraviesa
las plaquetas, podemos escribir el sistema de ecuaciones (José y Torres, |2003) que
caracteriza la corriente eléctrica de cada enlace

Guij + ncvij + sin iy = e(§; — &ij-1),
B@'j =+ 7]61’]’ +sin B = e(&i-1; — i) + s (1.8)
§ij = Bij + qijy1 — Bivry — auy,
donde las « son las diferencias de fase de los enlaces horizontales y las [ las de los

verticales; € es el pardmetro que cuantifica el acoplamiento inductivo entre uniones
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Figura 1.2: A la izquierda se presenta un dibujo de una red de uniones
Josephson bidimensional como la que simulamos en el presente trabajo. Los
elementos amarillos representan las islas superconductoras que componen
la red. La flecha verde representa la direccién en la que se ha simulado la
corriente externa. A la derecha tenemos un esquema de una plaqueta del
sistema, rodeada por cuatro uniones Josephson. En azul hemos destacado las
diferencias de fase de las uniones horizontales y en rojo las de las verticales.
La circulacion §; ; es la suma de las diferencias de fase en la direccion de las

agujas del reloj.

vecinas, definido como € = sl;/lIx, donde I, es la corriente de desapareamiento,
[ la longitud de coherencia y s es el drea de la zona que encierran cuatro uniones
vecinas; y 7 es la corriente externa normalizada a la corriente critica de las unio-
nes. Notese que las ecuaciones sirven para una red cuadrada homogénea de
uniones Josephson donde introducimos una corriente externa en el eje vertical (),
adimensional, ya que se encuentra normalizada a la corriente critica de las uniones
que conforman la red.

Es posible simular el comportamiento magnético y eléctrico mediante la resolu-
cion del sistema de 2N ecuaciones diferenciales de segundo orden que presentamos
en la ecuaciéon , donde N es el numero de islas superconductoras con las que
cuenta la red. Otra cuestion importante para la simulaciéon de redes de uniones Jo-
sephon son las condiciones de contorno que debemos imponer. El contorno puede

generar la entrada de defectos topologicos no deseados en el sistema y jugar un
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papel critico. En particular vamos a utilizar condiciones de contorno perioédicas en
una direccion, la transversal al movimiento de los vortices, y abiertas en la otra, la
paralela al movimiento de los vortices.

El movimiento de los vortices a través de redes de uniones Josephson se puede
modelizar también entendiéndolos como cuasiparticulas. Entonces se tiene en cuen-
ta que se desplazan a través de un potencial similar a una caja de huevos (egg crate
potential). El centro del vortice ve “valles” y “cimas” en los huecos y en los cen-
tros de los elementos superconductores respectivamente. Entender el vortice como
una cuasiparticula que se mueve sobre un potencial periédico puede ser 1til para
interpretar algunos de los fenémenos que aparecen en el estudio de la dinamica de

vortices.

1.1.5. Dinamica de vortices

Como se ha comentado anteriormente, los defectos topologicos pueden determi-
nar las propiedades fisicas de materiales superconductores y su proliferacion puede
provocar la ruptura de la superconductividad y la coherencia. Entender el comporta-
miento de los vortices resulta crucial para mantener bajo control los dispositivos que
se fundamenten en materiales superconductores. Encontramos en la literatura mul-
titud de trabajos que tratan la dinamica de vortices desde diferentes perspectivas.
Las primeras simulaciones de vortices en redes bidimensionales de uniones Joseph-
son se dan en Nakajima y Sawada (1981). Gracias a las simulaciones se verifican
numéricamente conceptos ya introducidos por algunos modelos, como la energia de
anclado (pinning energy) de los vortices en la red.

Los vortices Josephson no solo se estudian en redes de uniones discretas, pode-
mos encontrarlos en uniones continuas unidimensionales o bidimensionales en las
cuales aparecen fendémenos caracteristicos como la radiacion Cherenkov asociada
a su movimiento (Mints y Snapiro, [1995)). Para el tratamiento de los vortices Jo-
sephson, como se ha comentado en el apartado anterior, podemos hacer servir dos
formalismos diferentes. Por un lado, se pueden describir mediante las diferencias

de fase dependientes del tiempo, que es el formalismo explicito que utilizamos en
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nuestra simulacion y del que hemos introducido las ecuaciones dinamicas en la sec-
cion anterior (Ciria y Giovannella, 1998)). Y, por otro, podemos ver los vortices
como cuasiparticulas que se mueven a través de un medio viscoso. A efectos prac-
ticos utilizaremos esta segunda perspectiva para interpretar los resultados de las
simulaciones, mientras que todos los calculos estan realizados mediante la primera
perspectiva.

De los experimentos que se centran en el estudio del movimiento de vortices en
redes de uniones Josephson destacamos algunos puntos clave ampliamente estudia-
dos. En lineas generales, el movimiento de los vortices empujados por una corriente
eléctrica externa se puede describir mediante tres etapas. Para corrientes suficien-
temente bajas, el vortice se encuentra anclado en la red. Cuando la corriente rebasa
un cierto umbral (i4, deppining current) el vortice empieza a moverse a través de
la red de forma viscosa, empujado por la corriente externa. En esta etapa la ve-
locidad del vortice aumenta con la intensidad de corriente. Existe un cierto valor
de corriente 75, que depende de las caracteristicas de la red, para el cual el vortice
deja de ser estable. La corriente de desanclaje, el movimiento a velocidad constante
y la corriente de inestabilidad pueden verse modificadas por las caracteristicas de
la red, que en nuestro caso vienen determinadas por los pardmetros 1 y €. En la
literatura se distinguen dos regimenes limite en los que el movimiento de los vorti-
ces presenta comportamientos diferentes, el régimen sobre-amortiguado (n > ¢) y
el régimen infra-amortiguado (n < €). En el régimen infra-amortiguado podemos
estudiar los vortices sencillamente como particulas que presentan movimiento balis-
tico, es decir, mantienen su velocidad constante sin presencia de corriente externa.
En el caso sobre-amortiguado (Ciria y Giovannellal 1997) se aprecian efectos como
el de generacion de cascadas de vortices inducidos por los limites de la muestra.

El movimiento de los vortices a través de las redes de uniones Josephson pre-
senta también efectos no locales. A partir de una cierta velocidad, concretamente
la velocidad de Swihart, el movimiento de los vortices origina ondas Cherenkov que
se propagan a lo largo de toda la red. La velocidad de Swihart es la velocidad de

propagacion de las ondas electromagnéticas a través de la red (Malishevskii et al.|
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2006, [2009; |Alfimov et al., [2014)).

En el presente trabajo planteamos como problema el movimiento de un voértice
aislado a través de una red de uniones Josephson, para diferentes valores de los
parametros de la red. Trataremos también de minimizar el efecto de los bordes para
encontrar los efectos que aparecen como producto del movimiento de un voértice

arrastrado por una corriente externa.

1.2. Conduccidén en sistemas desordenados

Desde hace décadas, el campo de las simulaciones en fisica ha sido clave para
entender la estructura de multitud de materiales y sus propiedades. En particu-
lar; el estudio y uso de materiales semiconductores revolucion6 el mundo de las
tecnologias de la informacion, pero a dia de hoy seguimos sin comprenderlos por
completo. La caracteristica que les da nombre a los semiconductores es la capacidad
para comportarse como conductor o como aislante en funciéon de ciertos pardme-
tros. De aqui destacamos que en los semiconductores podemos encontrar diferentes
regimenes de conduccioén, es decir, los electrones se pueden comportar de diferentes
formas en su interior. Entre los parametros que determinan los regimenes de con-
duccién en un semiconductor nos encontramos con la temperatura, la estructura, la
dimensionalidad, la concentraciéon de impurezas o el campo electromagnético. Las
distintas variaciones de cada una de estas pueden repercutir de forma crucial en el
comportamiento electrénico.

De practicamente todas las posibles combinaciones que existen podemos encon-
trar referencias en la literatura, siendo el de los semiconductores y sus posibilidades
un campo de investigacion tremendamente prolifico. En este caso nos centramos
en la ventana de los sistemas desordenados en el régimen de bajas temperaturas.
Las fuentes de desorden en un material semiconductor pueden ser diversas (defec-
tos estructurales, impurezas) y se manifiestan como niveles de energia localizados
espacialmente y con energias que dependeran de las caracteristicas del defecto. La

movilidad de los electrones puede encontrarse determinada por los saltos que es-
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tos pueden realizar entre los diferentes estados localizados, entonces hablamos de
conducciéon por hopping. Este tipo de sistemas, bajo determinadas condiciones pue-
den presentar caracteristicas tipicamente asociadas a los vidrios, como la relajacion
lenta, hecho que ha llevado a algunos autores a denominarlos vidrios de Coulomb.

El objetivo de esta seccion es introducir la teoria acerca de la conductividad
de los vidrios de Coulomb a bajas temperaturas, en los regimenes tanto de elec-
trones interactuantes como no interactuantes en sistemas tridimensionales. Para
este proposito presentamos la teoria relacionada con la conduccién por saltos de
rango variable, es decir, las leyes de Mott para el caso no interactuante y la de
Efros-Shklovskii para el caso interactuante. De ambas se obtiene la tendencia de
la conductividad a baja temperatura para el caso interactuante y no interactuan-
te respectivamente, pero se encuentran aun en debate aspectos finos, aunque no
menos cruciales, como posibles términos adicionales en los exponentes o la forma
del prefactor, intensamente discutida en la bibliografia y que trataremos a lo largo
del presente trabajo. También es necesario hablar de teoria de percolacion, que es
la herramienta teoérica que nos permite abordar el estudio de la conductividad en
este tipo de sistemas. A continuacion trataremos algunos conceptos sobre sistemas
fractales que podréan ser ttiles para el estudio en detalle las distribuciones de las
transiciones de electrones que se dan en la muestra. Por tltimo presetamos una

revision bibliogréafica del estado del arte en el plano experimental

1.2.1. Saltos de rango variable

A mediados del siglo pasado, el interés por entender el funcionamiento de sis-
temas desordenados encontré en los semiconductores inorganicos dopados un buen
ejemplo. Los semiconductores dopados o con impurezas presentan una variedad de
regimenes de conduccidén que indujeron a pensar en los detalles de su estructura
electréonica para explicarlos. Como sabemos, las impurezas modifican la estructura
de bandas aportando niveles localizados de donores o aceptores de portadores. Es-
tos nuevos niveles tienen un efecto importante sobre las propiedades de conduccion,

introduciendo nuevos regimenes cuando las temperaturas de las muestras son sufi-
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cientemente bajas. Asi, nos encontramos con tres temperaturas a partir de las cuales
tenemos propiedades de conduccion completamente diferentes (Shklovskii y Efros,
1984)). A temperaturas altas se da la conduccion intrinseca del semiconductor, con
los portadores excitados térmicamente por encima del gap, donde los niveles loca-
lizados modifican el namero de portadores y actiian como centros de dispersion. A
medida que la temperatura baja por debajo de la energia del gap semiconductor la
concentraciéon de portadores también baja, dando lugar a la conductividad extrin-
seca, gobernada por las impurezas. En este punto, a temperaturas suficientemente
bajas, llegamos a la situacion en que la conductividad se encuentra determinada
por el salto de los electrones entre diferentes niveles de impurezas.

Nos referiremos a este tltimo régimen como conducciéon por hopping y se en-
cuentra determinado por el salto de portadores de carga entre diferentes estados de
energia localizados. Las interacciones entre estos electrones y los fonones del siste-
ma determinaran la probabilidad de que los diferentes saltos ocurran. Para calcular
esta probabilidad necesitamos tener en cuenta todos los escenarios posibles: que
el electron descienda a un estado de energia menor emitiendo un fonén, y puede
hacerlo de forma esponténea o estimulada, o que ascienda a un estado de energia
mayor absorbiendo un fonén. Las expresiones de la probabilidad de transicién entre

dos estados con diferencia de energia AFE vienen dadas por

m AE>0
L+ mpry AE <0

I' x

En el caso en que AE > kT, las distribuciones de Bose-Einstein se pueden aproximar
por el factor de Boltzmann. En cuanto a la parte espacial, en el caso de los sistemas
que estamos tratando, la presencia de desorden provoca una localizacion de las
funciones de onda de los electrones. Mientras que en los casos en los que tenemos
una red cristalina podemos hablar de los estados extendidos de los electrones, el
desorden hace que las densidades de probabilidad de las funciones de onda de los
electrones dependan de la posicion y se concentren en ciertos puntos. De hecho, de
la teoria obtenemos que la probabilidad de encontrar un electréon en una posicion

dada decae exponencialmente respecto del centro de localizacion de la siguiente
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forma

|W(r)]* o exp (—M) . (1.9)

La separacion espacial entre los sitios involucrados en la transicion también aporta
un factor a la probabilidad que dependera de la longitud de localizacion del sistema.

Para construir la probabilidad de transiciéon de un electréon de un sitio a otro
contamos con tres elementos: el factor de Boltzmann exp(—AE/kT), un factor 7, *
que depende del espectro de fonones y el factor correspondiente al solapamiento
de las funciones de onda de los electrones en las impurezas (Mott y Davis, [1979)).
Entonces, la tasa de intercambio de electrones entre un sitio ¢ y otro j viene dada
por

Iy = 5" exp(—2r;;/&) min(exp[—AE;; /KT, 1), (1.10)

propuesta por Abrahams y Miller en 1960 (Miller y Abrahams, 1960). Donde r;; es
la distancia entre sitios, £ la longitud de localizacién y AE;; la diferencia entre las
energias de los electrones localizados en los sitios 7 y j. Si la localizacion de los elec-
trones es muy grande nos encontramos solo con saltos a primeros vecinos, es decir,
estaremos en un escenario de hopping a primeros vecinos. Pero en general, a medida
que bajamos la temperatura esperamos que la distancia de salto aumente, por lo
que nos encontramos en el régimen variable-range hopping (VRH). Este efecto fue
propuesto por Mott (Mott} [1968), que también propone la dependencia en tempera-
tura de la conductividad bajo estas condiciones. El desarrollo de esta propuesta fue
modificado para dotarlo de més rigor matematico por Efros y Shklovskii (Shklovs-
kii y Efros| [1975), que utilizan los conceptos de teoria de percolacion para estudiar
el problema. La teoria de percolacion sigue siendo, a dia de hoy, una herramienta
tedrica tutil para tratar de entender la conductividad en sistemas desordenados y
més adelante introduciremos sus ideas clave.

A medida que la temperatura del sistema baja, la interaccién entre electrones
empieza a ser relevante, por lo que debera incluirse esta interaccion en la diferencia
de energias (AE;;) de alguna manera. (Pollak| |1970) menciona por primera vez la
existencia de un valle en la densidad de estados en el nivel de Fermi ocasionado

por la presencia de interaccion entre portadores. En este sentido enfocan su trabajo
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Efros y Shklovskii (Efros y Shklovskii, |1975), que introducen la forma que ha de
tener esta densidad de estados alrededor del nivel de Fermi, el denominado gap
de Coulomb, y dan una expresion para la dependencia de la conductividad con la
temperatura para el caso interactuante.

El contraste entre la ausencia de interacciéon y su presencia se manifiesta en
dos tendencias diferentes para la conductividad en funcién de la temperatura: sin
interaccién se comporta como la ley de Mott y con interacciéon como la ley de
Efros-Shklovskii.

Cabe remarcar que la ecuaciéon ((1.10) solo tiene en cuenta el salto de un elec-
tron en la muestra, es decir, presupone que los saltos electréonicos se suceden de
uno en uno, que las frecuencia de las transiciones simultaneas son despreciables y
que son independientes entre ellos. Esta cuestiéon ha suscitado mucho debate que
se puede encontrar en trabajos de impacto (Tsigankov y Efros, 2002; Diaz-Sanchez
et all |1999; [Pollak, 1981} Gosar, [1983). En cualquier caso, siempre es posible en-
contrar rangos de los parametros que permitan despreciar estos efectos. Bajo estas
suposiciones se propone el estudio de los dos regimenes previamente citados.

En los dltimos anos, aparece también un importante aumento del interés cien-
tifico en los semiconductores organicos, asi como de las estructuras nanométricas,
sistemas en los que podemos encontrar conduccion por VRH (Groves, 2017; Ma-
rinov et al |2020; Kaiser y Skakalovabl [2011)). En el caso de los semiconductores
orgénicos, existe la necesidad de introducir densidades de estado gaussianas como
propone [Bassler| (1993), que a temperaturas suficientemente bajas se pueden ma-
pear con una densidad de estados constante. Se pueden encontrar en la bibliografia
numerosos experimentos muy recientes que reproducen el comportamiento VRH
para diferentes materiales, que comentaremos en detalle en la seccion

Es necesario remarcar que, aunque sea un tema ampliamente estudiado durante
tanto tiempo, la complejidad de los sistemas con los que trata dificulta la capacidad
que tenemos de simularlos. La capacidad de calculo ha aumentado muchisimo desde
que apareci6 formulada por primera vez la ley de Mott en 1968, pero todavia hoy

encontramos dificultades para tender un puente seguro entre los resultados que
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se obtienen de las simulaciones numéricas y los despliegues teodricos con los que
contamos. En ese sentido se expresa Nenashev et al.| (2015) en su revision, al poner
de manifiesto la separacion entre, lo que ellos llaman, el mundo de la simulacién
(World of Simulation, WoS) y el mundo de la teoria (World of Theory, WoT'). Dos
mundos que pierden todo el sentido si no anadimos el que los fundamenta, el mundo
de la naturaleza. Es clave, para entender este tltimo, establecer bien la teoria con la
que contamos y contrastarla con simulaciones suficientemente fiables y que cuenten

con todas las suposiciones que construyen la teoria.

1.2.1.1. Ley de Mott

En el contexto del estudio de la conduccién en vidrios que contienen iones me-
talicos, Mott| (1968), fija las bases de la conduccién por hopping para temperaturas
bajas. Explicaremos brevemente los fundamentos del desarrollo que se realiza en su
trabajo.

Bajo las condiciones de suficientemente baja temperatura, donde la conduc-
cién se encuentra gobernada por hopping, es posible obtener una expresion para la
conductividad en funcion de la temperatura a partir de los siguientes argumentos.
Consideremos a y € la distancia media entre primeros vecinos y su diferencia de
energia media, respectivamente. Supongamos que el electréon salta una distancia
més larga que primeros vecinos pR siendo p > 1. Entonces, si nos encontramos en
un sistema tridimensional, aumenta el ntimero de sitios a los que puede saltar como
p?, donde podemos encontrar puntos més cercanos en energia, de manera que la

diferencia de energia ird como ¢/p3. Asi, podemos escribir la probabilidad de salto

exp(—2pa/é — €/p°kT), (1.11)

que tiene un maximo en
= : 1.12
b <2akT ( )

Entonces, si substituimos este maximo de p en la ecuacion (1.11)) de la probabilidad

de salto, obtenemos una dependencia en temperaturas de la longitud de salto como

exp(—C(a/&)*/(e/kT)), (1.13)
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donde C' es una constante. Resultando asi la dependencia en temperatura de 7~ /4
en la exponencial, ademas de otras dependencias adicionales que dependen de los
parametros de la red, como la distancia media entre primeros vecinos a y la dife-
rencia de energia media entre primeros vecinos e.

Es posible repetir esta deducciéon para cualquier dimensiéon del sistema hacien-
do uso de la densidad de estados. Una forma de modelar un sistema desordenado
consiste en la introduccion de un parametro de desorden W, que delimita un rango
en el que nos podemos encontrar las energias de los sitios que conforman el siste-
ma. Si asociamos a los sitios energias de manera aleatoria y hacemos que estas se
encuentren dentro de la franja [—W /2, W/2], obtendremos una densidad de estados

constante en funciéon de la energia. Podemos escribir esta densidad de estados como

yw  —W/2<e<W/2
0 e>W/2ve < -W/2.

gle) =

En este caso, el argumento de Mott se puede reducir a la siguiente relaciéon entre la
diferencia de energias y la longitud de salto, que sustituiremos en la expresion para
la probabilidad de salto. Supongamos que nos encontramos en un sitio del sistema
y queremos saltar a otro, tal que la diferencia de energias del salto sea AFE. Nos
podemos preguntar entonces cual es la cantidad de sitios accesibles a una diferencia

de energia AFE a través de la densidad de estados g de la siguiente manera

AE
/0 g(e)de = AEg(er) = % (1.14)
Si suponemos que los sitios del sistema se encuentran uniformemente distribuidos a
lo largo del espacio de dimensiéon d, cabe esperar que esta cantidad de sitios a una
diferencia de energia AFE decaiga conforme al volumen de la hiperesfera de radio R
ar_ L (1.15)
W R4
siendo R la distancia entre los sitios. Una forma ilustrativa de verlo puede ser la
siguiente. Para diferencias de energia arbitrariamente grandes dentro del desorden

del sistema, siempre podremos encontrar sitios relativamente cercanos. A medida

que disminuimos AFE resulta cada vez més poco probable encontrar sitios cercanos
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con energias proximas a la del sitio en que nos encontramos, de manera que ten-
dremos que aumentar la distancia R a la que buscamos el sitio al que saltar, y la
densidad de sitios que encuentro a una distancia R va como R~3.

Maximizando la probabilidad de salto y utilizando la relaciéon , obtenemos
un par de distancia de salto y diferencia de energias tipicas, més probables, para la

ley de Mott, que resultan

de)l/(dH) (116

2kT \ @+
T )

S (22
) Mott w de

RMott = <

Estos son los valores 6ptimos para los saltos segiin los argumentos de Mott, es decir,
los méas probables. Entonces, podemos escribir la expresion de la conductividad,

suponiendo que nos encontramos en una red de resistencias como la de Miller-

Abrahams
7o\ V(@)
o(T) = Aexp [— <?M> : (1.17)
donde
Qg

donde a4 es un coeficiente numérico que depende de la dimensionalidad del sistema
y go la densidad de estados en el nivel de Fermi. En la expresion nos encontra-
mos con dos parametros, el factor preexponencial A, y la temperatura de Mott Ty;.
La asuncion en ecuacion no es necesaria para realizar esta derivacion, como
demuestran |Apsley y Hughes| (1974). Por otro lado, aqui nos estamos limitando al
caso tridimensional, pero el calculo se puede hacer para una dimension arbitraria a
través del exponente de R en la ecuacion , con lo que se obtiene un exponente
en temperatura 1/(1 + d), donde d es la dimension del sistema.

En el desarrollo hemos asumido una dependencia suave de estos pardmetros con
la temperatura y que podemos despreciar. Veremos posteriormente que estos para-
metros pueden incorporar dependencias adicionales en la temperatura, aportando
modificaciones al comportamiento previsto por la ecuaciéon . Encontramos en

la literatura trabajos en esta direccion, ya Efros y Shklovskii se preguntan por la

forma del factor preexponencial A en la ecuacion ((1.17)) (Shklovskii y Efros, [1984)).
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La deduccion de Mott, més bien cualitativa, fue tempranamente reforzada me-
diante la teoria de percolacion (V. Ambegaokar, B. 1. Halperin, 1971; Efros y Sh-
klovskii, [1975), que sera ampliamente usada en el estudio de problemas de con-
duccién en materiales con localizacion y desorden, entre muchas otras aplicaciones.
Para profundizar en esta deduccion serd necesario utilizar conceptos de teoria de

percolacion, por lo que volveremos a esta cuestion en la seccidon

1.2.1.2. Ley de Efros-Shklovskii

Podemos anadir las interacciones para un sistema de electrones mediante el

siguiente hamiltoniano

H:qumi—l—lzi(ni—y)(nj—u) (1.19)

i 2 iy

donde n; = 0,1 son las ocupaciones, las ¢; son las energias aleatorias de los sitios,
entre 1 y —1, y v es la ocupacion media, para la que hemos tomado 1/2. Mientras
que el primer término incluye el desorden en los diferentes sitios de la red, el segundo
término de este hamiltoniano corresponde al de interaccion. Las interacciones entre
electrones anaden un nivel adicional de complejidad que complica la derivacion de
la ley de conducciéon para este caso. Una de las primeras consecuencias es que la
inclusiéon de interaccion hace que no podamos modelar el sistema mediante una
densidad de estados constante.

Efros y Shklovskii| (1975) introducen los efectos de las interacciones electronicas
en la conductividad de sistemas con desorden. En este trabajo se presenta el cono-
cido como gap de Coulomb, que supone una disminucion en la densidad de estados
alrededor del nivel de Fermi. Habitualmente se llama soft gap (gap débil o suave)
por el hecho de que la densidad de estados solo se anula en un punto, en este caso
en el nivel de Fermi ep. Para su derivacion debemos plantearnos cual es el papel de
las correlaciones entre los electrones, como se afectan entre ellos.

Aunque la propuesta de Efros y Shklovskii se consolidé como vélida en los esce-
narios en los que las interacciones entre electrones son relevantes para la conduccion,

podemos encontrar en la bibliografia sugerencias adicionales para tener en cuenta,
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como la posibilidad de encontrar saltos simultaneos (Pollak, |[1981; |Gosar|, 1983)).
La incorporacion de la interaccion coulombiana hace que las energias de los sitios
ya no dependan tinicamente de su energia potencial, en este escenario hay que tener
en cuenta la energia que proviene de las interacciones con el resto de electrones que
forman el sistema. Entonces escribimos la energia de sitio para un sitio 7, en el caso

interactuante, de la siguiente forma

2
=ity = (1.20)

g Y
donde ¢; es la energia potencial del sitio ¢, e es la carga del electron A su vez hay
que anadir el término e?/kR a la diferencia de energias del salto, que describe el
“efecto excitonico”, la energia del par electron-hueco creado. Entonces incorporamos

la nueva diferencia de energias a la expresion de las probabilidades de salto
o2
AEZ‘]‘ =& —&— 57z > 0. (121)
Esta construccion de la diferencia de energias provoca un desplome de la densidad
de estados en el nivel de Fermi. De hecho puede demostrarse que esta expresion no
es compatible con una densidad de estados constante alrededor del nivel de Fermi.
En este situacion, la densidad de estados alrededor del nivel de Fermi adquiere la

forma
g(e) o< |e —ep|*H, (1.22)
donde e corresponde a la energia del nivel de Fermi.
Para obtener la conductividad basta con tener en cuenta esta densidad de estados
y seguir una derivacion anéloga a la realizada para la ley de Mott, maximizando
la probabilidad de salto. Asi, de la misma forma que hemos procedido para la

deduccion de la ley de Mott, el numero de estados en un entorno AE alrededor del

nivel de Fermi viene dado por la siguiente integral de la densidad de estados
AE
N(AFE) x / e — ep|"td(e — ep) x AE? (1.23)
0

donde d es la dimensionalidad del sistema. De forma anéloga a la expresion ([1.15),

para cualquier dimensioén d la tendencia del ntimero de estados con una diferencia
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de enertgia AE va como 1/R?. Asi, para el caso interactuante podemos escribir la

siguiente dependencia de la diferencia de energias con la distancia de salto

1
AF x —. 1.24
x5 (1.24)

Con todo, podemos obtener una dependencia de la conductividad respecto la

temperatura
Tis 1/2
o(T) = Aexp [— (T) ] : (1.25)

donde A, en el caso tridimensional puede aun depender como una exponencial de
la temperatura del tipo T7. En esta ecuacion hemos introducido la temperatura de

Efros-Shklovskii Tgg que se define como

2
Ts = 21 (1.26)

§

donde (4 es un coeficiente numérico que depende de la dimensionalidad del siste-
ma. Expresion que puede contener, de la misma manera que para la ley de Mott,
dependencias en temperatura que no estamos considerando en nuestro desarrollo
teodrico, no solo en el prefactor A.

En el plano experimental hay articulos muy recientes que manifiestan esta ley
de conduccion en diferentes compuestos inorganicos (Gupta y Srivastava, [2020;
Hizi et al., 2020; [Ma y Scott], |2020; Paes et al. [2019). Otra cuestion de relevante
interés investigador es la presencia de una transicion entre la ley de Mott y la
ley de Efros-Shklovskii. Como hemos visto, la diferencia entre ambos regimenes de
conduccién se encuentra en la magnitud de la interaccion coulombiana, por lo que
cabe esperar que, para la variaciéon de algin pardmetro, esta se atentie o cobre més
presencia. En particular, a medida que bajamos la temperatura esperamos que los
efectos interaccion entre portadores cobren importancia. A temperaturas altas, las
transiciones no “ven”, de manera efectiva, la hendidura en la densidad de estado,
mientras que al bajar la temperatura esta zona estrecha en la densidad de estados
puede llegar a dominar la conducciéon. Esta transicion ha sido estudiada desde el
punto de vista tedrico también en el caso tridimensional, mediante modificaciones

en las densidades de estados (Rosenbaum et al., |1997)), introduciendo funciones de
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escalado con teoria de percolacion (scaling) (Meir, |1996|) y con otras propuestas que
tratan de refinar esta cuestion (Amir et al. 2009). Encontramos en la bibliografia
resultados experimentales recientes que avalan esta transicion (Souri et al. 2019).
Aun asi, hasta la fecha y conocido por los autores, no existen propuestas en el campo
de las simulaciones que sean capaces de reproducir este crossover. Este hecho destaca
que nos encontramos ante un problema abierto y que el terreno de las simulaciones
puede arrojar luz sobre las caracteristicas de esta transicion en el caso de que sean
capaces de reproducirlas.

Para tratar de fundamentar estas propuestas en el campo de la conducciéon en
materiales desordenados es necesario recurrir a un formalismo mateméatico sélido
capaz de sustentarlo. Entonces se propuso utilizar teoria de percolaciéon en esta
clase de problemas, que presentaremos en el siguiente apartado y a partir de este

momento tendra un papel central en este trabajo.

1.2.2. Teoria de percolacién

Como se ha comentado en secciones anteriores, la propuesta de utilizar teoria
de percolacion para estudiar la conductividad en semiconductores desordenados
debemos atribuirla originalmente a Shante y Kirkpatrick (1971)), que ya ven esta
aplicacion y que se formaliza con Kirkpatrickl (1973). A esta propuesta le siguen
las simulaciones realizadas por [Pike y Seager| (1974ab). Pero fueron [Shklovskii y
Efros (1975) los que trabajaron con estos conceptos para describir tedricamente la
conductividad en sistemas con desorden, y lo condensan en su libro [Shklovskii v
Efros (1984)).

La idea basica de teoria de percolacién consiste en conectar diferentes sitios de
la red de forma aleatoria. Dada una red infinita cualquiera, podemos plantearnos
cuantas de estas conexiones necesitamos para que un punto al azar conecte con
un conjunto finito o infinito de sitios. Entonces se parte de la probabilidad P(z)
de que un sitio se encuentre conectado con un nimero infinito de sitios, para una
fraccion x de enlaces conectados. Existe un valor critico x. a partir del cual la pro-

babilidad de encontrar sitios conectados con infinitos sitios crece de forma brusca.
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Este x. depende del tipo de red en que nos encontremos o, en el caso de una red
aleatoria en posiciones, de la densidad de puntos. El cambio brusco en P(x.) se
puede estudiar como una transicion de fase, de hecho es posible calcular exponentes
criticos relacionados con esta transicion. En una primera aproximacion, podemos
aplicar esta magnitud z. en el desarrollo que hemos presentado para la derivacion
de la conductividad mediante los argumentos de Mott. En la expresion , don-
de sacamos la relacion entre la distancia y la diferencia de energias entre los sitios,
hemos asumido una densidad de sitios igual a 1. Es decir, para un radio R = 1,
en promedio encontramos un sitio. En el caso de teoria de percolacion se sugiere
que en realidad esta red es més densa, y que para R = 1 podemos encontrar més
conexiones. En concreto la relacion de Mott tomando el valor de percolacion queda

AE 23 (1.27)
W RY ‘
donde el factor 2,3 es el valor de percolacion para el niimero medio de enlaces por
sitio en un espacio cuatridimensional, en nuestro caso las tres dimensiones espaciales
més la energia como cuarta dimension. Teniendo en cuenta el factor que hemos
introducido de percolacion, los valores promedio de las distancias de salto y las
diferencias de energia de la ecuacion se modifican para el caso tridimensional
(d = 3) de la siguiente manera

2,3 3W¢

2kT  \/4
)

1/4
) ’ M sW 2,3 3W¢

Ruee = ( (1.28)

Pero desde el punto de vista de la conductividad, nos interesa como podemos mapear
las conexiones de teoria de percolacion a transiciones de electrones entre estados
localizados. Una posibilidad es asignarle a cada posible transiciéon una resistencia
proporcional a la probabilidad de salto, que hemos introducido en la ecuacion .
Esta construccion es la llamada red de resistencias aleatorias o RRN por sus siglas
en inglés (Random Resistor Network), introducidas por Miller y Abrahams| (1960)
y de la que volveremos a hablar en secciones posteriores. Tenemos entonces una red

de resistencias exponencialmente distribuidas

rij = T0€, (1.29)
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donde obtenemos 7 y (;; de la comparacion con la probabilidad de salto descrita en
la ecuacion (1.10). Abrahams y Miller sugieren que para calcular la conductividad
total de este tipo de sistemas hay que ir incorporando resistencias cada vez menores
progresivamente. Llegara un punto de este proceso en el que se habran conectado
los dos extremos de la muestra, en este punto habremos encontrado el camino de
percolacion del sistema. La distribuciéon exponencial de resistencias nos lleva a poder
afirmar que la conductividad del sistema puede ser determinada por la resistencia
mas grande que podamos encontrar en este camino de percolacion, a la que le
asociamos el valor critico de percolacion (.. En este caso la resistencia total de la
red vendré dada por

R = RyéS, (1.30)

donde R es una constante.

Hay que destacar que la complejidad de los caminos de percolaciéon que aparezcan
en el sistema van a estar fuertemente determinadas por su tamano y dimensiona-
lidad. En el caso tridimensional, el aumento del tamano del sistema puede venir
acompanado por la formacién de nuevos caminos de percolaciéon en paralelo hasta
formar una red de percolacion. Esta red, por tanto, tendra sus caracteristicas que
determinaran las propiedades de tamano finito de las muestras. Podemos ilustrar
el efecto de la influencia de la red de percolaciéon en las propiedades de conduccién
del sistema mediante la siguiente explicacién. Supongamos que troceamos nuestro
sistema tridimensional ciibico de lado L en cubos mas pequenos de lados ¢. En este

caso, en virtud de la ley de Ohm, la resistencia total del sistema viene dada por

l
R~ R (1.31)

Solo en el caso en el que la longitud ¢ sea suficientemente grande, la resistencia del
sistema aumentara con el tamano de acuerdo con la ley de Ohm. Existen tamanos
demasiado pequenos para los cuales esta ley no se cumple. Entendemos que, para
que pueda formarse la red de percolacién en nuestro sistema, necesitamos, como
minimo, que el sistema tenga el tamano del parametro de red de esta red de per-

colacion. Esperamos que, a partir de una cierta longitud /., la longitud tipica de
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la red de percolacion, la conductividad de nuestras muestras tenga un comporta-
miento macroscopico y que deje de depender del tamano del sistema. Al final de
la presente seccion desarrollamos brevemente las ideas con las que se puede derivar
una dependencia con la temperatura en el prefactor de las leyes de conductividad
a partir de estos conceptos.

Tenemos que destacar que el comportamiento percolativo funciona bien a tem-
peraturas bajas (Kirkpatrick, 1973), ya que se basa en la situacion critica de encon-
trarnos en el limite de percolacion, pero en este trabajo nos preguntamos por las
posibles correcciones debido a que no nos encontramos en el limite que se supone en
teoria de percolacién. En nuestro caso, todos los enlaces de la muestra pueden jugar
un papel en la conductividad. Trabajos muy recientes apuntan a la posibilidad de
que mediante teoria de percolacion nos falten ingredientes para la caracterizacion
eficiente de la conductividad en sistemas desordenados (Pasveer et al., [2005; Agam
y Aleiner], 2014). Estas aportaciones informan de que nos encontramos ante un pro-
blema muy complejo, tanto a nivel teérico como numérico. Necesitamos tanto teoria
que tenga en cuenta todos los factores involucrados, como llevar las simulaciones
al limite (temperaturas muy bajas, tiempos muy largos, grandes promedios...) para
llegar a resultados satisfactorios.

El ejemplo de |/Agam y Aleiner| (2014)) es relativamente reciente y volveremos a él
en capitulos posteriores. En su trabajo abordan la problemética de las dependencias
en temperatura adicionales en sistemas electréonicos desordenados a través de teoria
de percolacion. Agam y Aleiner (2014) consideran que a temperaturas suficiente-
mente bajas la conductividad se puede describir mediante dos redes de percolacion
que se encuentran débilmente ligadas entre si: la de los saltos por encima del nivel
de Fermi y la de los saltos por debajo. Este esquema tedrico deriva en un compo-
nente adicional en el argumento de la exponencial que, segtin los autores, en ciertas
ocasiones puede hacerse pasar por un prefactor exponencial.

Otra forma intuitiva de abordar los resultados numéricos de las simulaciones en
términos de teoria de percolacién puede ayudar a interpretar las curvaturas de las

leyes de conducciéon como un prefactor exponencial. Para tratar la percolacién en
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una red infinita podemos hacerlo mediante los conceptos introducidos en el modelo
SSDG, llamado asi por ser planteado de forma paralela por Skal y Shklovskii y De
Gennes. El modelo SSDG asume que el conjunto conectado completo de percolacion
conforma una especie de red de la que podemos extraer una longitud caracteristica
del mismo orden que la longitud de correlacion. En virtud de este esquema general,
podemos asumir que cuando el sistema es suficientemente grande como para tener
una red de percolacion consolidada, su conductividad en funcién del tamano de
la muestra se comportara de acuerdo con la ley de Ohm. Para tamanos inferiores
esperamos una fuerte dependencia de la conductividad con el tamano de la muestra,
es decir, esperamos un apreciable efecto de tamano finito.

Como hemos visto anteriormente, podemos escribir la resistencia macroscopica

de nuestro sistema como

14

R=Ro(l) 7. (1.32)

siendo [ la longitud a partir de la cual el sistema empieza a comportarse de forma 6h-
mica, la longitud caracteristica de la red de percolacion. Por tanto la conductividad

viene dada por
1

7T Ro(O)C

(1.33)

El ingrediente que falta para el estudio del VRH es la temperatura. En cuanto a las
dependencias en temperatura de las magnitudes que constituyen la conductividad,

nos encontramos con
TM 1/4

Por otro lado, de la longitud critica ¢, relacionada también con la distancia de

correlacion, esperamos que dependa como una potencia de T'. Asi,
0o T, (1.35)

Con estas suposiciones podemos esperar una conductividad que dependa de la com-
binacién de la exponencial junto a una potencia de T
En sintesis, teoria de percolacion ofrece un abanico de conceptos muy intere-

santes para abordar el problema de la conduccion por VRH. Aporta tanto una
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herramienta teoérica para obtener resultados analiticos como una herramienta in-
tuitiva para tratar de entender qué ocurre a nivel microscépico en el interior de la
red. Estas perspectivas nos dan un soporte solido para estudiar los resultados de las
simulaciones que se han realizado en este capitulo. La presencia de estructuras co-
rrelacionadas, como la subred critica de percolacion, en un espacio a priori aleatorio
nos abre la puerta a pensar esta cuestion en términos de fractales, como haremos a

continuacion.

1.2.3. Fractalidad

La complejidad espacial de los sistemas de electrones desordenados nos lleva
a plantear herramientas de céalculo con las que poder abordar la cuestion de su
estructura. Si recurrimos al modelo intuitivo de la red de resistencias aleatorias,
podemos imaginarnos nuestra red de electrones desordenados como una marana de
resistencias tridimensional con multiples nodos, de los que salen diversas resistencias
hacia todos los lados de la muestra. En este escenario nos encontramos enlaces de
diferentes tamanos, que pueden ir aproximadamente desde la distancia media entre
los sitios de la red hasta la mitad del lado de la muestrall Una forma de abordar este
tipo de complejidad es mediante los conceptos y las herramientas que introducen
los fractales.

Los fractales se definen como distribuciones espaciales invariantes de escala, es
decir, no podemos definir longitudes caracteristicas que aporten informacién sobre
ellas. Existen dos tipos de estructuras fractales: las deterministas y las aleatorias.
Las deterministas se caracterizan porque pueden ser construidas mediante una regla
fija que se repite y existen numerosos ejemplos ampliamente conocidos, como el
fractal de Mandelbrot o el conjunto de Cantor. Las aleatorias, por contra, se definen
como estructuras aleatorias con cierto grado de correlacion espacial.

Para clarificar el concepto de los fractales aleatorios podemos imaginar un con-

junto de puntos posicionados de forma aleatoria en el plano. Si las posiciones de los

'Las condiciones de contorno periédicas, tal y como las hemos definido, impiden saltos més

grandes que L/2, donde L es la longitud del lado de la muestra.
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puntos son aleatorias y homogéneamente distribuidas, las distancias entre los pun-
tos son aproximadamente las mismas en cualquier direcciéon y es posible asignarle
a la distribucion una distancia media entre los puntos. Pero es posible que exista
cierta correlacion espacial entre los puntos, de manera que no podemos definir una
longitud especifica. En este caso nos encontramos con que la densidad de puntos
depende de la escala en la que nos encontremos para medirla, mientras que en el

caso anterior sin correlacion espacial la densidad de puntos es independiente de la

escalall
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Figura 1.3: a) Distribucion aleatoria y homogénea de puntos en el plano de

la que se puede extraer una densidad de puntos y una longitud caracteristica
(distancia media entre los puntos). b) Distribucién aleatoria y no homogénea

de puntos en el plano, su densidad depende de la escala a la que sea medida.

Una forma de calcular la fractalidad de una distribucién de puntos cualquiera
es midiendo las densidades a lo largo de la muestra mediante cajas de diferentes
tamanos, el llamado método del box counting. Este método puede ser ilustrado por

la siguiente generalizacion de la densidad

pll) = (1.36)

donde [ es la longitud arbitraria de las cajas con las que medimos la densidad, i es

el indice para las diferentes cajas y d es la dimension del sistema.

2Siempre que nos encontremos por encima de la longitud caracteristica del sistema.
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En la figura representamos dos configuraciones bidimensionales aleatorias
diferentes, en la de la izquierda los sitios estan colocados de forma aleatoria y ho-
mogénea de manera que es posible definir una distancia media entre ellos. En la
configuracion de la derecha, en cambio, los sitios estan colocados también aleato-
riamente pero con cierta correlacion espacial. Si aplicamos el método de las cajas
para calcular la densidad a las distribuciones de la figura [I.3h, podemos apreciar

que la p se mantendra constante, asi
(M;(1)); o 14, (1.37)

En el caso de la distribucion de la figura[I.3p nos encontramos con una dependencia
de la densidad p(l) con la longitud de la caja [, de manera que no se cumple la

proporcion de la ecuacion [1.37] En este caso se cumple
(M;(1)); oc 17", (1.38)

donde Dy es un parametro que depende de la distribuciéon espacial de puntos. En
caso de que Dy < d, p(l) disminuye al aumentar [ y podemos decir que la estructura
es fractal, ya que no es posible definir una longitud caracteristica. Llamamos al
pardametro Dy dimensién fractal y es posible tener una percepciéon intuitiva de su
significado.

Hay casos de estructuras fractales que no son descritas completamente por la
dimension fractal. Podemos tomar como ejemplo para ilustrar esta cuestion una red
de resistencias aleatorias que transportan corriente. La fractalidad en un sistema
de enlaces que transportan corriente, como el de una red de resistencias aleatorias,
puede enfocarse mediante una pequena modificacion del boz-counting. Para sim-
plificar la complejidad que se encuentra en la red tridimensional con enlaces que
transportan diferentes corrientes, podemos reducir las corrientes en los enlaces a
corrientes en los nodos de la red. De esta forma tenemos un conjunto de puntos
aleatoriamente distribuidos pero con diferentes pesos asociados a las corrientes que
los atraviesan. Asi, podemos rellenar el espacio con cajas de una cierta escala r y

contar la contribucién a la corriente de los nodos que caen dentro de cada caja.
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Si las resistencias de la red estan distribuidas exponencialmente, esperamos que
solo unos pocos caminos transporten el grueso de corriente de la muestra. Por un
lado podemos estudiar la dimension fractal de los caminos que portan la mayor
parte de la corriente. Pero también podemos calcular la dimension fractal de los
caminos que portan fracciones inferiores de corriente, ante lo que podemos obtener
diferentes valores para la dimension fractal. Para estudiar esta posible multifractali-
dad hacemos uso de los diferentes momentos de las variables que estemos tratando.

Sea una magnitud fisica u, podemos calcular su momento ¢ de la forma
(u)y = oc L7, (1.39)

donde 7(q) juega el papel de la dimension fractal. En caso de que 7(¢q) no sea
lineal en ¢ podemos afirmar que la distribucién de la magnitud p es multifractal
(Nakayama y Yakubo| 2003).

Los datos sobre las posibles propiedades de fractalidad en la red y su dimension
fractal nos pueden ayudar a conocer la estructura microscopica de la propagacion
de corriente a través de la muestra. Ademas, las medidas cuantitativas pueden
contribuir a aportar més informaciéon a la ley de conductividad que gobierna los

sistemas de electrones desordenados.

1.2.4. Régimen activado

El régimen de Arrhenius o activado se encuentra en multitud de aislantes y se
caracteriza por una dependencia en temperatura de la conductividad que va como

o= A(T)exp (—%) : (1.40)

donde llamamos a 7T, temperatura de activaciéon. La energia de activacion es pro-
porcional a la energia de carga

2

kT, =~ (1.41)

2megkd’

donde 7 es una constante de proporcionalidad.
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Este régimen se da cuando la conduccién se encuentra determinada por saltos
a primeros vecinos, es decir, cuando la longitud de localizaciéon es grande y nos
encontramos a temperaturas suficientemente elevadas. De manera paradoéjica, ex-
perimentalmente nos encontramos este régimen para muy bajas temperaturas en
sistemas cerca de la transicion de superconductor a aislante (Shahar y Ovadyahu,
1992; Kowal y Ovadyahu, 2008; Delahaye et al., 2008 Givan y Ovadyahu, 2012]).

La situacion de longitudes de localizacion grandes y, consecuantemente, cons-
tantes dieléctricas elevadas en sistemas bidimensionales provoca que las lineas de
campo tiendan a mantenerse en la capa bidimensional y como resultado obtenemos
una interaccion efectiva que puede aproximarse por una interaccion logaritmica de

la forma

V(r) ocIn r";_”, (1.42)

donde 7,4, corresponde a la distancia de apantallamiento electrostatico. Con la
interaccion de la ecuacion ([1.42) y extendiendo el argumento de Mott es posible

deducir la resistencia total del sistema de la ecuacion (|1.40)).

1.2.5. Resultados experimentales: Estado del arte

Existen numerosos estudios que han medido experimentalmente las propiedades
de materiales desordenados y que obtienen conducciéon por VRH. En la década de
los 50 ya se empezaba a estudiar en los laboratorios la conductividad de semicon-
ductores dopados a bajas temperaturas, pero no fue hasta dos décadas después que
se comenzaron a observar evidencias experimentales del VRH en la forma tanto de
la ley de Mott como de la de Efros y Shklovskii (Brodsky y Gambino), |1972; [Sheng
et al., [1973; Knotek et al., (1973} Knotek, [1975; [Pollak v Knotekl|, 1977 Apsley et al.,
1978). Los experimentos realizados para encontrar este tipo de conducciéon son muy
variados y, en general, se utilizan tanto compuestos inorganicos dopados o aleaciones
de estos, como nanoestructuras y compuestos organicos. En este apartado reunimos
las diferentes contribuciones experimentales que reportan comportamientos identi-

ficables con las leyes de conductividad de VRH. A parte del interés de catalogar
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los diferentes materiales que responden a la ley de Mott debido a sus posibilida-
des tecnologicas, los resultados experimentales pueden contribuir a comparar las
interpretaciones de los resultados que obtenemos de nuestras simulaciones.

Nos interesa comprobar el rango de temperaturas en el que se mueven los ex-
perimentos, o, dicho de otra manera, cual es el intervalo, en 6rdenes de magnitud
de la conductividad, que abarca el régimen de VRH. En relacién con el objetivo
del trabajo, también resulta de especial interés prestar atencion a la calidad de los
ajustes en funciéon de las leyes que asumen los autores, con el proposito de buscar
posibles desviaciones que hagan pensar en la existencia de prefactores adicionales
en las leyes de Mott y Efros-Shklovskii. Para este proposito nos sirve recopilar las
temperaturas de Mott (Ty) de los diferentes experimentos, asi como las tempera-
turas mas bajas a las que llegan. También analizaremos si se necesita o no una
preexponencial dependiente de T' para explicar los datos. Clasificaremos los ma-
teriales que se han usado para realizar experimentos en tres grandes familias, los
semiconductores dopados, los solidos amorfos y los metales granulares. La tltima
seccion la destinaremos a aquellos materiales nuevos que no hemos podido clasificar

en estas tres categorias.

Semiconductores dopados

El primer trabajo del que tenemos noticia en el que se estudia la conductividad
de semiconductores dopados data de 1946 en SiC (Busch y Labhart|, |1946)). Le
siguen las medidas en germanio realizadas por |[Hung y Gliessman| (1954) y [Fritzsche
(1955), donde se detallan los diferentes regimenes de conduccion que existen en
este tipo de materiales a bajas temperaturas. Después de las predicciones tedricas
de Mott| (1968) nos encontramos con los primeros trabajos que se centran en el
régimen de VRH obteniendo la ley de Mott o la ley de Efros-Shklovskii. Shlimak
y Nikulin| (1972)) y |Allen y Adkins| (1972)) realizan sus experimentos con germanio
dopado. Los tltimos presentan valores para Ty entre 29 K y 2 x 10* K y llegan
a temperaturas T, = 0,19 K partiendo de los T, = 1,52 K. También sugieren

diferentes exponentes para el prefactor de la exponencial que extraen de los diversos
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desarrollos tedéricos que encuentran en la bibliografia. Por un lado consideran la
propuesta de Miller y Abrahams| (1960) donde, en funcién de las condiciones del
sistema, incluyen antes de la exponencial un factor T%/2 o T~'/2. Por otro presentan
las ecuaciones a las que llegan [Mott y Davis (1979)), que proponen también dos
prefactores en funcién de las condiciones, e incorporan un factor 7%/4 o T5/4. Por
ultimo, tienen en cuenta la aportacion de Pollak (1972) que considera un factor del
tipo T~/ previo a la exponencial. Allen y Adkins| (1972) concluyen que la primera
aportacion de [Miller y Abrahams| (1960) aporta resultados satisfactorios en cuanto
al ajuste de sus datos experimentales.

En su articulo de revision |Castner (1991) recopila la informacion clave de los
experimentos relevantes realizados hasta ese momento. En el mismo libro, (Mans-
field, |1991) se centra en revisar los aportes en los que se realizan experimentos
con compuestos I1I-V. También se incluyen los diferentes regimenes que se encuen-
tran en la biliografia para distintos compuestos, mayormente InP y GaAs (Castner),
1991)). Pignatel y Sanguinetti (1993) presenta un posible crossover entre los regi-
menes de Mott y Efros-Shklovskii. Estos autores introducen una pequena variacion
del exponente, cercana a 1/4, para la que presentan valores de Ty = 0,0399 K y
Tgs = 0,006124 K para el AsG y el AsD. Miden aproximadamente la ley de Mott en
el rango de temperaturas de 0,35 K a 1,2 K y no se aprecia una notable curvatura
en los datos. En el trabajo de |Zhang et al.| (1993)) interpretan que sus muestras de
Si dopadas con boro y fésforo se encuentran en el régimen de Efros-Shklovskii, con
valores para la Tgg entre 1,36 K y 47,5 K. Han medido las conductividades en el
rango de temperaturas 0,05K < 7" < 20 K, donde se puede apreciar una clara cur-
vatura en los datos. Itoh et al|(1996)) miden la ley de Efros-Shklovskii en muestras
de germanio dopado con galio. Los valores de Tgs en funcién del dopaje oscilan
entre 1,5 y 800 K. El rango de temperaturas del experimento va de 0,02 a 0,64 K,
donde obtienen un buen ajuste a al exponente 1/2.|Moreira et al.|[(1998) estudian la
conductividad en AlGaAs:Si y se encuentran con la ley de Mott para temperaturas
entre 16 K y 2,4 K, donde no apreciamos curvatura. Las temperaturas de Mott

asociadas a las diferentes concentraciones van de 200 K a 3 K.
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Bhatt et al. (1999)) realizan el experimento para silicio dopado con boro. Los
datos parecen indicar que la respuesta de la conductividad se encuentra mas préoxima
al régimen de Efros-Shklovskii. Reportan la ley de Efros-Shklovskii en un rango de
temperaturas entre 0,5 y 1 K. Obtienen valores de Tgg entre 0,2 y 5,2 K. Incoporan
un prefactor T%/2 en la presentacién de la conductividad. [Lee y Massey| (2000)
observan también la transiciéon entre regimenes para el silicio dopado con boro.
Encuentran la ley de Mott en el rango de temperaturas entre 2 K y 11 K, con un
valor de la pendiente de Ty = 1480 K. Apenas se aprecia curvatura en sus datos
experimentales. Sandow et al.|(2001]) miden la resistividad en germanio tipo n en un
rango de temperaturas entre 0,1 y 16 K. Del ajuste de la resistividad en funcién de
la temperatura se quedan con el comportamiento del tipo Efros-Sklovskii. Obtienen
un valor de Tgg para la ley de Efros-Shklovskii de 0,4 K. Rentzsch y Ionov| (2001)
utilizan para sus experimentos diversas muestras de GaAs, CdTe, Ge y Si dopados.
Miden la conductividad en el rango de temperaturas ente 0,03 — 300 K y obtienen
la ley de Efros-Shklovskii. Los valores de Tgg en los ajustes se encuentran en el
rango 366 — 1324 K. [Park et al| (2015)) aportan una tendencia con pocos puntos,
de los cuales es dificil discernir si existe una curvatura en el rango estudiado. Para
los autores el sistema se comporta de acuerdo con la ley de Mott por debajo de
la temperatura Ty = 17,4 K y se llega a una temperatura de Ty,;,, = 1,92 K. No
incluyen prefactores adicionales a la ley de Mott. |Zhou et al| (2017) estudian la
conductividad del Sr,IrO, dopado con calcio. No tienen en cuenta ningin prefactor
y la curvatura que se aprecia respecto a la ley de Mott pura es despreciable. Para
los distintos dopajes de Ca se obtienen valores de Tyy = 1,09 x 107 K, Ty = 1,4 x 10°
Ky Ty = 1,67 x 10°. Llegan a temperaturas de T, = 10 K desde los T = 100
K.

Referencia Rango Ty /T Ty ( K) Exp. | Prefac.
1,3 x 10*— T2,
Allen y Adkins (1972) 29 —2x 101 | 1/4
1,1 x 10° T-1/2

33 x1072 | 39x 1072,
Pignatel y Sanguinetti (1993) ~ 14 -
—0,114 6,1 x 1073




1.2. Conduccién en sistemas desordenados 37

Zhang et al. (1993 237 —349 | 1,36-475 | 1/2 ;
1,3 x 10°—
Itoh et al. (1996 1,5 — 800 1/2 -
4 % 10*
Moreira et al.| (1998 12,5 — 83,3 3 — 200 1/4 -
Bhatt et al.| (1999 5,2 — 10,4 0,2—52 1/2 TY/?
1,3 x 10%—
Lee y Massey| (2000 1480 1/4 -
7.4 % 103
Sandow et al.| (2001 25x1072 4 0,4 1/2 -
Rentzsch y Ionov| (2001 44 —44x10* | 366 — 1324 1/2 -
Park et al. (2015 - 17,4 1/4 -
1,67 x 10°—
Zhou et al. (2017 10° — 108 1/4 -
1,09 x 107

Tabla 1.1: Tabla de los parametros de temperatura y de los ajustes utilizados en
diversos trabajos experimentales encontrados en la literatura para semiconductores

dopados.

So6lidos amorfos

El primer trabajo que hemos encontrado en el campo experimentando con solidos

amorfos es de Brodsky y Gambino (1972)). Los autores incorporan un prefactor 7/

para un o6ptimo ajuste de los datos. Incorporando el prefactor obtienen un valor
de Ty = 3,5 x 10" K y llegan a una T, = 1,32 K. Unos afios méas tarde
miden la conductividad en capas de germanio y silicio amorfo en un
rango de temperaturas de 14 — 300 K. Encuentran valores para la ley de Mott entre

Tv=27x105Ky Ty = 3,9 x 10° K.

Posteriormente, en la recopilacion bibliografica de [Mobius (1985)) se recogen

algunos experimentos en aleaciones entre un semiconductor y un metal de transicion
con respuestas asociadas a la ley de Efros-Shklovskii. En el caso de la aleacion oro

germanio, midiendo la conductividad en el rango de los 1 —300K se obtienen valores
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de Tgs entre 2 K y 400 K. Para la aleacion estano niobio se obtiene una variacion del
exponente de la temperatura que varia entre 0,5 y 0,7. Kumar et al.|(1991) estudian
la conductividad en capas amorfas de Ge—Sb—Se. Ajustan los datos a la ley de Mott,
y en ellos puede apreciarse una ligera curvatura. El rango de temperaturas va de
Tmin = 95 K a Tipax = 256 K. Obtienen valores de Ty alrededor de 1,2 x 107.

Maddison y Tansley| (1992) estudian la conductividad VRH en capas de polipi-
rrol. Lo hacen en el rango de temperaturas 40 — 300 K, donde se aprecia curvatura.
Obtienen valores de la temperatura de Mott entre Ty = 4,65 x 10* Ky Tyy = 9x 107
K. [Yoon et al| (1995) utilizan diversos materiales orgénicos como el polipirrol, la
polianilina y los polialquitiofenos. Interpretan que sus materiales se comportan de
acuerdo con la ley de Mott en temperaturas 10 < T' < 40 K, mientras que lo hacen
con la de Efros-Shklovskii para temperturas 7" < 10 K. Para la ley de Mott obtienen
valores de Ty entre 1,01 x 10 K y 1,3 x 10°, y para la ley de Efros-Shklovskii entre
29,1 K y 56,3 K. Shi et al| (1998) miden las propiedades de transporte en carbono
amorfo dopado con nitrégeno. Obtienen la ley de Mott representando la conductivi-
dad con el prefactor T-'/2 y bajo estas condiciones no se aprecia curvatura alguna
en los datos. Realizan estos experimentos en el rango de temperatura 108 — 301 K.
Obtienen valores de Ty en el rango entre 2,24 x 10° K y 1,39 x 10® K.

Ya entrados en los afios 2000, |[Rogatchev y Mizutani| (2000) realizan el experi-
mento en aleaciones amorfas de titanio y silicio. Para una misma muestra obtienen,
en el rango de temperaturas 3,6 — 14 K, la ley de Mott y, en el rango 30 — 100
K, la de Efros-Shklovskii, a la inversa de lo que apunta la teoria. Con valores de
Ty = 5,9 x 10° K y Tgs = 790 K respectivamente. |Aoki et al| (2000) miden la con-
ductividad en capas amorfas de la aleacion silicio germanio. Ajustan las dos leyes
e interpretan la existencia de un a transiciéon entre la ley de Efros-Shklovskii y la
ley de Mott a una temperatura de 156 K. El rango de temperaturas experimental
va de los 70 K a los 270 K. Butko et al.| (2000) miden la conductividad de capas
ultrafinas de berilio amorfo. La conductividad de este sistema responde a la ley de
Efros-Shklovskii con una ligera curvatura. Realizan las medidas en el rango de tem-

peraturas 0,05 — 6 K. Del ajuste extraen un valor de Tgs = 1,6 K. Roy et al.| (2002])
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estudian las propiedades electrénicas del YHx. Obtienen un comportamiento acorde
con la ley de Efros-Shklovskii, para lo que incluyen un prefactor en la conductividad
del tipo T"/%. La curva de conductividad con mas pendiente la recogen en un rango
de temperaturas entre Ty, = 1,5 Ky Th.x = 25 K. En este caso obtienen un valor
de Tgs = 14 K y no se aprecia curvatura.

Imran y Lafi (2013) utilizan para sus experimentos aleaciones basadas en selenio,
teluro y estaiio. Incorporan un prefactor 7-'/2 en la representacion de los datos para
la ley de Mott. Obtienen valores de la conductividad en el rango de temperaturas
175 — 245 K y se aprecia una ligera curvatura en los datos. Encuentran un valor de
Ty = 10* K. [Dult et al.| (2014) miden la conductividad en aleaciones de silicato de
bismuto y 6xido de titanio. Presentan la ley de Mott en el rango de temperaturas de
623 K a 703 K sin que se aprecie ninguna curvatura. Obtienen una Ty = 1,1 x 10°
K. Ovadyahul (2014)) estudia el caso en capas amorfas de ¢xido de indio. No aprecia
curvatura en los datos, que ajustan de forma razonable a la ley de Mott. Se realizan
las medidas en un rango de temperaturas entre 4 K y 67 K. Para dos valores
diferentes del desorden en las muestras, se aportan dos valores para la temperatura
de Mott, Ty = 6,6 x 103 Ky Ty = 4 x 10* K.

Souri et al.| (2016 miden la conductividad en un material vitreo con 6xidos de
metales de transicion. Apreciamos en sus resultados experimentales que dependien-
do de las concentraciones pueden conseguir comportamientos asociados a la ley de
Mott. Se han realizado las medidas en un rango de temperaturas de 150 — 380
K. Obtienen valores de para la temperatura de Mott entre Ty = 3.4 x 10° K y
Ty = 1,2 x 101% K. [Yao et al| (2018)) estudian la conductividad en capas delgadas
de arsenuro de indio amorfo. Comprueban la transicion entre el régimen de Mott y
de Efros-Shklovskii, para los que recogen valores de Ty entre 1,3 — 8,5 x 10 K y
Tgs entre 747 — 2186 K. Realizan su estudio en un rango de temperaturas de 2 K
a 30 K. Incorporan a su representacion de los datos un factor en la conductividad
T2,

Unos anios més tarde Souri et al.| (2019) vuelven con nuevas medidas y el mismo

material. Presentan la ley de Mott en 3D sin ningtn prefactor con una leve curva-
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tura. Obtienen valores de la temperatura de Mott entorno a Ty = 2,2 x 10° K en

el rango de temperaturas desde Tiin = 53 K hasta T, = 300 K. Paes et al.| (2019)

realiza medidas de conductividad con 6xido de titanio con zonas amorfas. Repre-
senta los datos utilizando un prefactor T'/2 y no aparece curvatura. Su estudio se

centra en el rango de temperatura entre T, = 43 Ky Thax = 108 y del ajuste

obtienen Ty = 1,4 x 10%. Hizi et al| (2020) miden las propiedades de transporte

del Lag 9Srp,1MnO3 donde se pueden distinguir dos fases cristalinas. Representan los
datos sin prefactor y no se puede apreciar ninguna curvatura ya que ajustan pocos
puntos a ley de Mott. También interpretan que existe un cambio de pendiente para
un cierto valor de la temperatura. De los ajustes se obtiene una temperatura de
Mott de Ty = 3,9 x 10° K y los experimentos llegan a temperaturas Ty, = 75 K y
Tax = 256 K.

Referencia Rango Ty/T Ty (K) Exp. | Prefac.
9.8 x 10— »
Brodsky y Gambino| (1972 3,5 x 10° 1/4 T Y
9,0 x 103
0% 105~ | 2,7 x 105,
Apsley et al.| (1978 1/4 -
1,9 x 105 3,9 x 10°
Mébius| (1985 1,3-400 | 2-400 |1/2-0.7| -
4,7 x 10%—
Kumar et al.| (1991 ~ 1,2 x 107 1/4 -
1,3 x 10°
3x 10— | 4,7 x 10*—
Maddison y Tansley| (1992 1/4 -
2,3 x 10° 9 x 107
33x10°%— | 1x10°— 1/4 ;
Yoon et al.| (1995 1,3 x 10* 1,3 x 10°
5,6 — 563 29,1 — 56,3 1/2 -
47x10°— | 2.2 x 106—
Shi et al.| (1998 1/4 T2
1,3 x 108 1,4 x 108
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4,2 x 10*—
' _ 5,9 x 10° 1/4 -
Rogatchev y Mizutani (2000 1,6 x 10°
790 1/2 -
7,9 — 26,3
Butko et al.| (2000 0,27 — 32 1,6 1/2 -
Roy et al| (2002 0,56 — 9,3 14 1/2 TS
Imran y Lafi (2013 41 — 57 104 1/4 T-1/2
1,6 x 105—
Dult et al.| (2014 1,1 x 10° 1/4 -
1,8 x 108
6,6 x 103,
Ovadyahu (2014 6 x 10% — 10* 1/4 -
4 x 10*
3,2 x 10— | 3,4 x 10—
Souri et al.| (2016 1/2 -
8 x 107 1,2 x 10'°
2,8 x 10°— | 1,3 x 10— 1/4
Yao et al. (2018 43%105 | 85x10° T2
— 747 — 2186 1/2
7.3 x 103—
Souri et al.| (2019 2,2 x 106 1/4 -
4,2 x 10*
3,3 x 106—
Paes et al. (2019 1.4 x 10% 1/4 T-1/2
1,3 x 108
1,5 x 103—
Hizi et al.| (2020 3,9 x 107 1/4 -
5,2 x 103

Tabla 1.2: Tabla de los parametros de temperatura y de los ajustes utilizados en

diversos trabajos experimentales encontrados en la literatura para solidos amorfos.

Metales granulares

Sheng et al.| (1973)) miden la conductividad en capas granulares de Ni—SiO,.

Lo hacen en el rango de temperaturas entre Ty, = 16 K y Th.x = 278 K donde

observan un comportamiento del tipo Efros-Shklovskii. En este rango obtienen una
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Tgs = 1,3x10% [Heinz et al|(2001)) estudian la conductividad en capas granulares de
trioxido de wolframio. Los datos de conductividad se comportan de manera acorde
a la ley de Mott en el rango de temperaturas 90 — 256 K. Obtienen de sus datos
valores aproximados de la temperatura de Mott Ty = 1,1 x 107 K. Dekic et al.
(2015) miden la resistividad en capas nanocristalinas de Ky 3MoOj3. Representan los
datos de conductividad en funcion de T-'/2, por lo que los autores interpretan que
sus muestras se comportan de acuerdo con la ley de Efros-Shklovskii y que capturan
un cambio de Tgg en valores intermedios del rango de temperatura que estudian.
Miden resistividades en el rango de 20 K a 300 K y los valores de Tgs que obtienen
se encuentran en el rango de 1000 K a 1150 K. En su ajuste tienen en cuenta un
prefactor exponencial en temperaturas para el que encuentran exponentes entorno
a 2. Roy y Ghosh| (2014) miden el efecto en rutenocuprato superconductor. En este
caso si se aprecia una curvatura emergente a medida que se aumenta la cantidad de
oxigeno del compuesto, aunque la abordan sin tener en cuenta un prefactor adicional
en la exponencial. Representan sus datos de conductividad en funciéon de 7-4, por
lo que asumen que corresponde la ley de Mott. Realizan su estudio en el rango de
temperaturas 35 —300 K. De los datos que se aprecian mas o menos rectos, podemos

obtener de la pendiente un valor de Ty = 74,8 K.

Referencia Rango Ty/T To ( K) Exp. | Prefac.
Sheng et al.| (1973) 47 — 813 1,4 x 10 | 1/2 -
43 % 10—
Heinz et al.| (2001) 1,1 x 107 1/4 -
1.2 x 10°
Dekic et al.| (2015) | 3,8 —57,5 | 1000 — 1150 | 1/2 T?
Roy y Ghoshl (2014) | 0,2 — 2,1 74,8 1/4 ;

Tabla 1.3: Tabla de los pardametros de temperatura y de los ajustes utilizados en
diversos trabajos experimentales encontrados en la literatura para metales granu-

lares.
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Otros materiales

Briggs et al. (1983)) estudian heterouniones de InyGa;_(As — InP a bajas tempe-
raturas. Incorporan un prefactor para representar la conductividad 7! y la asocian
a la ley de Efros-Shklovskii. Estudian un rango de temperatura entre 50 mK y 1
K y obtienen, para tres muestras diferentes, valores para la temperatura de Efros-
Shklovskii de Tgs = 11, 70 y 7,8 K. No se aprecia curvatura significativa en los
datos. Ebert et al. (1983) lo hacen para heteroestructuras de GaAs — Al,Ga;_As.
Para una de las muestras asignan la ley de Mott bidimensional y para otra la ley de
Efros-Shklovskii, con prefactores T-%/3 y T~ respectivamente. Se aprecia una ligera
curvatura en los datos presentados. Van Keuls et al.| (1997) mide la conductividad en
heteroestructuras de GaAs-Al. En este caso los autores manifiestan la existencia de
una transicion entre el régimen de Mott en dos dimensiones y el de Efros-Shklovskii.
En ambos casos representan la conductividad acompainiada de un prefactor 78,
Para las muestras que miden obtienen valores de Txg en el rango entre 4,5 K y 320
K. Se puede apreciar una curvatura suave en los datos presentados. Shlimak et al.
(1999) utilizan heteroestructuras GaAs—AlGaAs en sus experimentos. El sistema
responde con una conductividad del tipo Efros-Shklovskii en el rango de tempera-
turas 1 — 0,02 K. Obtienen un valor de Tgs = 0,125 K para la muestra con el rango
de temperatura mas grande recogida. Se aprecia poca curvatura Khondaker et al.
(1999b) experimenta con los mismos materiales en un rango de temperaturas entre
0,16 K y 4 K. Asumen la existencia de una transicion entre Mott bidimensional y
Efros-Shklovskii en una temperatura intermedia del intervalo. Los valores que apor-
tan para Tgg en el régimen de Efros-Shklovskii se encuentran entre 2,65 K y 7,07
K.

En el caso de|Liu et al.| (2017)) se representa la conductividad acompanada de un
prefactor T-%8. Asi, los datos ajustan razonablemente a una recta, aunque seguimos
apreciando cierta curvatura a medida que la temperatura disminuye. Para las dos
configuraciones del fosforo negro (black phosphorus) con las que experimentan, ob-

tienen Ty = 6,8 x 10* K y Ty = 7,9 x 10* K. Se llega hasta temperaturas T, = 29
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K desde los Thax = 390 K. |Nieves et al. (2017) miden la conductividad de estruc-
turas de carbono en un rango que llega desde los Ti,.x = 300 K hasta Ti,;, = 80 K.
No utilizan ningtin prefactor adicional y se aprecia una infima curvatura en los da-
tos. Obtienen dos valores de Ty para diferentes configuraciones Ty = 1,3 x 10° K y
Twv = 2,5x 10% K. |Gu et al.| (2018)) utilizan nanocompuestos de metales y polimeros.
En sus datos de conductividad se aprecian curvaturas y no incorporan prefactores
adicionales. En temperatura llegan desde T},.. = 188 K hasta T,,;, = 53 K y ob-
tienen valores de la temperatura de Mott entre Ty = 1,39 — 5,53 x 107 K. [Sarkar
et al| (2019) también utilizan nanoestructuras de 6xido de grafeno. La temperatura
minima que alcanzan es T,;, = 85 K y no utilizan prefactor adicional ni se aprecia
curvatura alguna en los datos. De la grafica que presentan podemos extraer una
temperatura de Mott Ty = 9,5 x 10 K. [Karachevtsev y Kurnosov| (2019) miden el
transporte electronico en nanoestructuras de 6xido de grafeno hasta T1,;, = 5 K. No
se aprecia curvatura en sus medidas y obtienen valores de la temperatura de Mott
Ty=17x10" Ky Tyy =29 x 10° K.
Bouzidi et al.| (2020)) se centran en el mecanismo de transporte en el

Lag 75Cag 25-xNaxMnO3. Ajustan un tramo infimo de los datos, por lo que resulta
imposible apreciar la existencia de curvatura. No incorporan ningin tipo de prefac-
tor adicional a los datos experimentales Obtienen valores de la temperatura de Mott
en torno a 10° K. Stavropoulos et al.| (2020) estudian nanoestructuras de carbono.
Ajustan los datos con un prefactor T—1/2 y se aprecia curvatura. Reportan valores
de la temperatura de Mott en 6rdenes de magnitud entre 107 y 10'!. Llegan a va-
lores de temperatura Ty,;, = 300 K. Mollah et al. (2020) mide la conductividad en
compuestos basados en 6xido de bismuto. No incluyen prefactor al represetar la con-
ductividad ni tampoco se aprecia curvatura en los datos. La temperatura minima
alcanzada es Tini, = 108 K y obtienen valores de Ty = 0,8 x 10° K y Ty = 1,07 x 10°
K. |Venugopal et al. (2020) miden la conductividad en nanotubos de carbono. No
tienen en cuenta ningin prefactor y se aprecia curvatura al representar los datos
experimentales. Llegan a los Ty, = 20 K y se obtiene una temperatura de Mott

Tu = 1,3 x10° K. [Raghav et al.| (2020) miden la conduccion en perovskitas de man-
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ganita. Representan los datos de conductividad sin prefactor y se aprecia una ligera
curvatura. Se obtienen valores de Ty alrededor de 10® K y llegan a temperaturas
minimas de Ty, = 70 K. |Gupta et al. (2020b) no utilizan prefactor para represen-
tar los datos y no se aprecia una curvatura clara en una direccién. Obtienen una
temperatura de Mott de Ty = 3,81 x 10° K y llegan a temperaturas de Ty, = 277
K.

Kharkwal et al.| (2020) miden las propiedades de la doble perovskita
(Sr1_xCay)2FelrOg. No incorporan prefactor en la representacion de sus datos de
conductividad. Interpretan que en sus datos existen dos rangos de temperatura en
los que el material presenta dos temperaturas de Mott diferentes. Mediante esta
interpretacion obtienen valores de de Ty del orden de 10° K. Llegan a tempera-
turas Ty, = 19 K desde los T = 300 K. [Aswathi y Varma, (2020) estudian las
propiedades estructurales, de transporte y magnéticas del Pro,CoMnQOg. No incor-
poran ningin prefactor y se aprecia curvatura en los datos. Alcanzan temperaturas
Tmin = 108 K v de su ajuste se obtiene una temperatura de Mott Ty = 7,7 x 108
K. Sharma et al.| (2020) miden la conductividad en sistemas basados en nanoparti-
culas de 6xido de cobalto. No utilizan ningin prefactor para representar los datos,
se aprecia una ligera curvatura y llegan a valores de temperatura T, = 162 K.
Obtienen valores de la temperatura de Mott del orden de 10'° K.

Gupta et al.| (2020a) estudian la conductividad en SrRuO3 y su dopaje con Ti.
No se aprecia curvatura en sus datos y representan la conductividad acompanada
de un factor dependiente de la temperatura como 7"/2. Llegan a valores minimos
en temperatura de T),;, = 40 K. Obtienen temperaturas de Mott en funciéon de la
concentracion de Ti que van de Ty = 466 K a Ty = 14561 K. |Jeon et al. (2020)
también estudian conductividad en polimeros. No consideran ningtun prefactor adi-
cional para estudiar la ley de Mott y llegan a temperaturas minimas de T, = 8
K. Los valores de la temperatura de Mott que reportan van de los 10° K a los 1072
K. Hasanli et al| (2020) miden la conductividad en o6xidos de metales de transi-
cion. También representan la ley de Mott sin prefactor y los datos se ajustan a ella

hasta valores de temperatura 7T,,;, = 75 K. De sus ajustes se obtienen valores de
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Tv = 2 x 107 K. Mandal y Mitra (2020)) estudia la aleacion de TiOy y MnCoy0,.
No utilizan ningtn prefactor para representar los datos y apreciamos curvatura en
ellos. La temperatura mas baja a la que miden es T},;, = 383 K y obtienen valores
de la temperatura de Mott entorno a Ty = 136 K.

Rawal y Goyal (2020) miden la conductividad en nanoestructuras de polimeros.
Sin incorporar ningun prefactor en la representacion de los datos se aprecia que
estos obedecen la ley de Mott. Llegan a temperaturas minimas de T,,;, = 75 K
y de los ajustes extraen los valores Ty = 2,36 x 105 K y Tyy = 9,76 x 107 K.
Gupta y Srivastaval (2020)) estudian el caso del aislante topologico BiySes. Puede
notarse curvatura en los datos representados sin ningtn prefactor. El valor minimo
de temperatura es T1,;, = 25 K y obtienen valores de la temperatura de Mott entorno
a Ty = 256 K. [Sui et al.| (2020) miden la conductividad en éxido de grafeno. Se
aprecia curvatura en los datos de conductividad y no incorporan prefactor para
representar los datos. Se llega a una temperatura 7T,,;, = 10 K y se obtienen valores
de la temperatura de Mott Ty = 3,1 x 10* K.

Este mismo ano nos encontramos con (Chauhan et al.| (2021) que estudian la
conducciéon por VRH en el NiFe,O,. No aniaden prefactor a las representaciones y
se puede apreciar una ligera curvatura. Llegan a temperaturas T,,;, = 175 K. Del
ajuste se obtiene el valor para la temperatura de Mott Ty = 8,6 x 10% K. |Zambrzycki
et al. (2021)) miden la estructura y el transporte eléctrico en nanofibras y nanotubos
de carbono. No utilizan prefactor para presentar los datos y llegan a temperaturas
de Thin = 101 K desde los Thax = 333 K. Obtienen una temperatura de Mott
de Ty = 6355 K y no se aprecia curvatura notable. |Liu et al.| (2021) estudian el
mecanismo de transporte en capas delgadas de siliciuro de molibdeno. No consideran
prefactor y llega a temperaturas de Ty,;, = 70 K. Obtienen valores de la temperatura
de Mott entorno a 10° K. |[Rudra et al. (2021) estudian la posible conductividad
por VRH en Pry,ZnMnQOg. Representan los datos sin prefactor acompanando a la
conductividad y no se aprecia curvatura. La temperatura minima a la que miden es
Tmin = 300 K v parten de los Ti,.x = 566 K. Del ajuste se obtiene una temperatura
de Mott Ty = 5,4 x 107 K.
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Estas discrepancias en los resultados experimentales coexiste con el debate acer-
ca de la fundamentacion tedrica de la ley de Mott. Para tratar de cerrar tal brecha,
uno de los caminos que tenemos a nuestro alcance son las simulaciones. En el si-
guiente apartado vemos como han evolucionado estas en el campo del VRH y como

se ha sacado provecho de ellas.

Referencia Rango Ty/T Ty ( K) Exp. | Prefac.
Briggs et al.| (1983 70 — 1,4 x 103 7,8 =170 1/2 T-1
Shlimak et al.| (1999 0,125 — 6,25 0,125 1/2 -
- - 1/3
Khondaker et al.| (1999a -
1,8 — 44,2 | 2,65-7.07 | 1/2
2 x 10— 6,8 x 10*—
Liu et al. (2017 1/4 T-08
2.7 x 10° 7.9 x 10
83x10°— | 13x10°,
Nieves et al.| (2017 1/4 -
3,1 x 10° 2.5 x 106
29x10° | 1,39 x 107—
Gu et al,| (2018 1/4 -
—10° 5,53 x 107
3,2 x 10*—
Sarkar et al. (2019 9,5x10% | 1/4 -
1,1 x 10°
2.9 x 10°,
Karachevtsev y Kurnosov (2019) | 66 — 6,4 x 103 1/4 -
1,7 x 104
Bouzidi et al.| (2020 - 106 1/4 -
Stavropoulos et al.| (2020 - 107 — 10" | 1/4 | T2
3,6 x 10— 8 x 108,
Mollah et al.| (2020 1/4 -
9.9 x 10° 1,09 x 10°
4,3 x 10—
Venugopal et al.| (2020 1,3 x 10° 1/4 -
6,5 x 103
3,3 x 10°—
Raghav et al.| (2020 ~ 108 1/4 -
1.4 x 108
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6,1 x 106—

Gupta et al. (2020b 3,8x10° | 1/4 -
1.4 x 107
3,3 x 10*°—

Kharkwal et al.| (2020 10° 1/4 -
5,3 x 103
2.6 x 105—

Aswathi y Varma (2020 7.7 x 103 1/4 -
7.1 x 108

Sharma et al.| (2020 - 100 1/4 -
3,3 x 10%—

Jeon et al.| (2020 1072 —-10° | 1/4 -
1,3 x 10*
6,7 x 10*—

Hasanli et al.| (2020 2 x 107 1/4 -
2,7 x 10°

Mandal y Mitral (2020 0,296 — 0,355 136 1/4 | -

927 x 10°— | 2.4 %108,
Rawal y Goyal (2020 1/4 -
1,3 x 108 9,8 x 107

Gupta y Srivastava| (2020 1—-10 256 1/4 -

Sui et al.| (2020 103 — 3,1 x 10° 3,1 x 10* 1/4 -
2,9 x 106—

Chauhan et al.| (2021 8,6 x 10® 1/4 -
4,9 x 108

Zambrzycki et al. (2021 19 — 63 6355 1/4 -

Liu et al| (2021 333 - 14x10° | ~10° 1/4 | -
9,5 x 10*—

Rudra et al.| (2021 5.4 x 107 1/4 -
1,8 x 10°

Tabla 1.4: Tabla de los pardmetros de temperatura y de los ajustes utilizados en

diversos trabajos experimentales encontrados en la literatura para otros materiales.




Capitulo 2

Métodos numéricos

En el presente capitulo introducimos los métodos numéricos que se han utilizado
a lo largo del presente trabajo, tanto para realizar los calculos relativos a nuestras
investigaciones, como para la interpretacion de los resultados que obtenemos. Abor-
damos los problemas asociados a la dinamica en redes de uniones superconductoras
y de electrones desordenados mediante tres métodos distintos que desarrollamos en
las secciones que siguen.

Para simular la dinamica de vortices en redes de uniones Josephson bidimensio-
nales utilizamos el método de integracion de Runge-Kutta de 4° orden, junto con
algunas técnicas particulares que pueden facilitar el estudio y que comentaremos a
continuacion. Para la conductividad en sistemas desordenados utilizamos dos técni-
cas diferentes, cada una con su propia potencialidad. Por un lado veremos el método
de Monte Carlo para simular este tipo de sistemas, al que anadimos una pequena
modificacién para aumentar su eficiencia. Por otro lado presentamos el modelo de
la red de resistencias aleatorias que simplifica y nos permite llegar a temperaturas
més bajas a costa de obviar la correlacion entre electrones. El concepto de la red
de resistencias se puede llevar a otros ejemplos como la red de condensadores, que

nos permitiré estudiar el régimen activado.
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2.1. Dinamica de vortices

Para la simulacién de la dinamica de vortices en redes de uniones Josephson
hemos utilizado el método de integracion Runge-Kutta de 4° orden. Ademas de la
resoluciéon numérica de las ecuaciones que describen el sistema necesitamos, por un
lado, construir una muestra con un vortice que sea capaz de moverse a través de la
red y, por otro, ser capaces de interpretar fisicamente la distribucion de diferencias
de fase entre elementos superconductores. Por lo tanto, se explicara la generaciéon
y aislamiento de un voértice simple, la técnica utilizada para minimizar los efectos

de borde y como calculamos el campo magnético que aparece en la muestra.

2.1.1. Runge-Kutta de cuarto orden

La dinamica de vortices en redes de uniones Josephson viene descrita, como
hemos visto en la seccion [I.1.4] por un sistema de 2N ecuaciones diferenciales de
segundo orden acopladas . Para la resolucion numérica del sistema se ha utili-
zado el método de integracion de Runge-Kutta de 4° orden, ampliamente empleado
para la integracion de este tipo de ecuaciones. El método Runge-Kutta se basa en el
de Euler, en el que se utiliza la derivada en un punto para estimar el punto posterior.
Mientras que en el método de Euler se utiliza la pendiente en un punto para calcular
el proximo a una cierta distancia, en el caso del método Runge-Kutta se calcula la
pendiente en puntos intermedios para estimar el punto final con mayor precision. De
la misma forma que en el método de Euler, el paso en la integracion resulta crucial
para que el calculo converja. El Runge-Kutta de 4° orden contiene una dependencia
més suave con el paso que el Euler pero es mas costoso a nivel computacional ya
que necesita cuatro evaluaciones previas. En este trabajo utilizamos el algoritmo
estandar para la resoluciéon de un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo

orden acopladas, que obtenemos de la referencia Numerical Recipes (Press et al.

1996).
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2.1.2. Generaciéon de un vortice simple

El proceso de generaciéon de un vortice simple es convencional tanto en el campo
de las simulaciones como en el de los experimentos. Una posibilidad para construir
un vortice en la muestra consiste en elegir las diferencias de fase de manera que
construyan una de las configuraciones que aparecen en la figura[I.1] En las redes de
uniones Josephson no es suficiente con fijar las diferencias de fase, ya que no tenemos
la libertad de elegir las fases de cada elemento superconductor, como si ocurre en
el modelo XY. Para generar la configuracion de un vértice basta con introducir un
enlace débil en algin punto de la muestra (Ciria y Giovannellal [1998]). En el dibujo
de la figura representamos la red de uniones Josephson en el momento en el
que empiezan a aparecer vortices. Para que se de esta generaciéon espontanea de
nuevos vortices por efecto de la corriente construimos un enlace débil modificando
la ecuacion de un enlace (vertical, en la direccion de la corriente externa) en medio
de uno de los extremos de la muestra, como se ilustra en la figura[2.1], de la siguiente

manera:

Bij + 775@' + xsin By = (&1 — &ij) + 7, (2.1)

donde hemos fijado el valor y = 0,01 en nuestras simulaciones. El enlace débil, bajo
la accion de la corriente a través de la muestra, produce una cascada constante de
defectos topologicos en ambas direcciones, conservando la carga topologica total. Ya
que el enlace débil se encuentra en uno de los extremos de la muestra, solo aparecen
vortices de carga topologica positiva. Los vortices de carga topologica opuesta salen
de la muestra debido a las condiciones de contorno abiertas.

Una vez generados vortices en el interior de la muestra es suficiente con guardar
la configuracion de las diferencias de fase. Para obtener un vortice estable y aislado
en la muestra simplemente cargamos la configuracion en una nueva red homogénea

y dejamos que el sistema se estabilice de forma apropiada.
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Figura 2.1: Esquema de la red de uniones Josephson durante el proceso de
generacién de vortices. En el margen izquierdo se encuentra el enlace débil
vertical, en la direcciéon de la corriente externa. Las flechas verdes indican la
direcciéon de la corriente eléctrica externa que atraviesa la muestra. Se han
representado los ntcleos de los vortices mediante dibujos en negro, cuyas
flechas indican el sentido de movimiento generado por la accién de la corriente

eléctrica.

2.1.3. Propogacioén estable

Una herramienta tutil para visualizar el movimiento y comportamiento del vortice
a través de la red es la magnitud del campo magnético generado por la distribuciéon
de corrientes. Para el calculo de la componente transversal del campo magnético

utilizamos la version discreta de la ley de Biot-Savart

(Y —y)Ju(@’y) = (x = 2)Jy (@', y)
H.(2,y,2) = H, : 2.2
o) Oxzy: |z —2')% + (y —y)? + 222 22

donde Hy = poJ./4ms? (todas las variables estan en unidades de s) y
Jx(;p’7 y/) = (i + noy; + sin a4, (2 3)

Jy(2',y') = Bij + npi; + sin B;;
son las componentes de la corriente en las posiciones (2/,%') en los puntos medios

de cada unién. Los perfiles de la componente transversal del campo magnético a lo
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largo de la red son una herramienta esencial para la interpretacion de los resultados
que veremos en las proximas secciones del trabajo. Mediante las representaciones
del campo magnético apreciamos tanto la presencia de vortices como de radiacion
Cherenkov asociada a su movimiento. Para la identificacion de los nticleos de los
vortices calculamos los méximos de las circulaciones, que resaltamos con lineas
continuas cerradas en los perfiles de campo magnético.

La principal limitacién que se presenta a la hora de simular el movimiento de
un vortice simple es el tamano de la muestra. Para aumentar la posibilidad de mo-
vimiento del vortice construimos muestras mas largas en una direcciéon que en otra,
como podemos apreciar en la figura La direccion larga (eje x) es la direccion de
movimiento del vortice, con condiciones de contorno abiertas, y la corta la trans-
versal, con condiciones de contorno cerradas. En nuestro caso hemos impuesto las
condiciones de contorno sobre las circulaciones £. Para las condiciones de contorno
cerradas o periddicas cada plaqueta en un extremo de la red equivale a la del otro
extremo, mientras que para las condiciones abiertas hemos forzado a que las cir-
culaciones en los extremos sean igual a cero. En nuestros célculos hemos simulado
una muestra de 100 x 50 sitios.

Para maximizar la posibilidad de movimiento a través de la red, ademas de
construir una red rectangular, se ha utilizado un artificio en la simulacién que
posibilita el movimiento del vortice sin limites. El algoritmo utilizado modifica la
red sobre la que se mueve el vortice de manera que forzamos a que el centro del
defecto topolodgico se encuentre siempre en un punto concreto de la muestra, en el
que se encuentra el vortice en la figura[2.2] En la figura representamos mediante
un mapa de colores la componente vertical del campo magnético para el caso en
el que un vortice se propaga de forma estable a través de la red. En esta imagen
vemos el centro del vortice y también la cola de radiacion Cherenkov provocada
por el movimiento de este. Cuando el centro del vortice salta de una plaqueta a
otra eliminamos una columna en la parte trasera y anadimos otra en la delantera.
La tasa de refresco de este proceso también nos sirve para medir la velocidad del

vortice. Este procedimiento nos permite estudiar los efectos que proceden de manera
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intrinseca del movimiento del vortice a través de la red, sin influencia de los extremos

de la muestra.
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Figura 2.2: Mapa de color de la componente vertical del campo magnético
para un voértice moviéndose a través de una red de uniones Josephson. La
linea amarilla representa un maximo de circulacién en la plaqueta del centro
del vortice, donde se encuentra el defecto topoldgico. Se aprecia el cono de
radiacion Cherenkov en la direccion en la que se mueve el vortice. Este calculo

ha sido realizado bajo condiciones n = 0,1, ¢ = 1,0 e ¢ = 0,575.

2.2. Meétodo de Monte Carlo para vidrios de elec-
trones

El método de Monte Carlo es un método numérico estocastico mediante el que
es posible resolver problemas numéricos complejos. En general, el método de Monte
Carlo consiste en la realizacion de sucesivas pruebas con nimeros aleatorios para
abordar problemas tanto de naturaleza probabilistica como determinista. El uso
de la aleatoriedad para realizar distintos tipos de calculo aparece ya a finales del
siglo XVIII (Kalos y Withlock, 2004), pero no sera hasta la eclosién de la compu-

tacion digital moderna cuando las técnicas que explotan el potencial de los nimeros
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aleatorios empiezan a cobrar verdadera importancia. La flexibilidad del método de
Monte Carlo hace que se aplique en multitud de campos y situaciones diferentes.
Concretamente, en el campo de la fisica de la materia condensada encontramos el
método de Monte Carlo en la simulacion de sistemas tan distintos como el modelo
de Ising en magnetismo, el modelo de Potts en vidrios o modelos de percolaciéon en
transiciones de fase (Binder, [1992), etc.

En nuestro caso el método de Monte Carlo se compone de los siguientes procesos.
Primero elegimos un par de sitios de la muestra. En caso de que un sitio del par
esté ocupado y otro vacio, le podemos asociar al par una probabilidad de salto, tal
y como hemos introducido en la seccion [I.2.1] En caso de que ambos se encuentren
ocupados o vacios, elegimos otro par de sitios. Conocida la probabilidad de salto,
generamos un numero aleatorio entre 0 y 1: si el nimero aleatorio es menor que
la probabilidad de salto, realizamos el salto, si es mayor, no. Si el sorteo resulta
exitoso, eliminamos el electron del sitio ocupado y lo incluimos en el vacio, en caso
contrario volvemos a elegir un nuevo par. Asi, se actualiza la configuracion de los
electrones a lo largo de la muestra.

La probabilidad de transiciéon de un estado a otro puede depender de la tra-
yectoria de configuraciones que el sistema haya recorrido, de los estados anteriores
al que se encuentra. Una caracteristica interesante de algunos sistemas que nos
puede ayudar a reducir la complejidad del calculo de las probabilidades de tran-
sicion entre estados es la propiedad de Markov. Consideramos a un sistema como
markoviano cuando se cumple que las probabilidades de transiciéon solo dependen
de la configuracién inicial y final, y no de las configuraciones anteriores. Para una
cadena de Markov podemos escribir las probabilidades asociadas a una transicion
arbitraria como P(z;|z;), donde x; y z; representan diferentes configuraciones de
los electrones en la muestra.

El método de Monte Carlo puede aplicarse de formas muy diversas. La forma
méas comun de aplicar el método de Monte Carlo en fisica es para el estudio de

propiedades de equilibrio, donde es posible hacer uso de la condiciéon de balance
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detallado
P(x;|x;) P(x;) = P(xi|z;)P(;), (2.4)

donde P(x;|x;) son las probabilidades de transicién de una configuraciéon a otra y
P(x;) es la probabilidad de encontrar al sistema en la configuracion x;. De todos
modos, es posible adaptar el método de Monte Carlo para obtener la dindmica de
ciertos sistemas. Llamamos métodos de Monte Carlo dinamicos a los métodos que
son capaces de reflejar la evolucion temporal del sistema de forma fidedigna. Una de
las ventajas del método de Monte Carlo dinamico es que tiene en cuenta de manera
natural las posibles correlaciones espaciales y temporales de los electrones.

Para el caso que estamos estudiando, como hemos visto en el capitulo anterior,
la probabilidad del sistema para realizar una transicion viene dada por la ecuacion
(L.10). En caso de que la transicion disminuya la energfa del sistema la probabilidad

de salto sera independiente de la temperatura y solo incorporara el factor espacial
Ffjf =75t exp(—2r;;/§). (2.5)

Estas probabilidades forman parte de la dindmica que viene dada por los saltos
de un electréon. Para nuestras simulaciones descartaremos los ordenes superiores, es
decir, saltos de electrones simultaneos. Ademés, consideraremos que los sitios solo
pueden ser ocupados por un unico electron, es decir, restringimos los posibles valores
de las ocupaciones de los sitios a 0 y 1. Esto implica asumir que la interaccion dentro
de los sitios es mucho mas grande que el resto de energias relevantes.

Otra cuestiéon a abordar si se quiere capturar la dindmica del sistema mediante
la simulacién Monte Carlo es el tiempo. En este caso el tiempo de un paso Monte
Carlo, es decir, de realizar N pruebad'], sera igual al factor 7y de la probabilidad de la
ecuacion . Una de las caracteristicas habituales de este tipo de métodos apli-
cados a sistemas a muy bajas temperaturas es su baja tasa de éxito. Existen algunas
modificaciones en el algoritmo que nos permiten atajar este problema, y en nuestro
caso hemos utilizado la modificacion aportada por [Tsigankov et al.| (2003)). Gracias

a ella la eficacia del método de Monte Carlo dindmico mejora considerablemente,

Donde N es el tamaifio del sistema.
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disminuyendo asi el tiempo de computacion.

2.2.1. Método de Monte Carlo dindmico

La modificacion del método de Monte Carlo dindmico que se ha utilizado en
este trabajo consiste en aprovechar que la probabilidad de salto se compone de un
producto de dos elementos que podemos tratar por separado, ya que realizar dos
pruebas para cada factor equivale a hacer una con el producto de ambos. Es posible
tener en cuenta el factor de distancias a la hora de elegir el sitio que va a saltar
y, a continuacion, proseguir solo con el factor de energiaﬂ. Teniendo en cuenta el
factor de distancias en la eleccion del salto a realizar se aumenta notablemente la
tasa de éxito de cada prueba. El tinico inconveniente de este procedimiento es el
aumento en memoria que supone. En el momento de construcciéon de la muestra es
necesario guardar todos los pares y ordenarlos en funciéon de su distancia. Mediante
la generaciéon de un primer nimero aleatorio elegimos un par de acuerdo con el
factor espacial, tal y como lo hemos escrito en la ecuacion . La generacion de
un segundo nimero aleatorio nos permite compararlo solo con el factor de energias,
que podemos escribir como

, —AE;;
I'7 = min (exp { T ]} ,1) . (2.6)

Si una vez elegido el par comprobamos que la energia del sistema disminuye al
realizarlo, llevamos a cabo la transiciéon autométicamente. Podemos calcular la mo-

dificacion en el tiempo de cada paso Monte Carlo como

At = <ZZexp (%))1 (2.7)

i i
que ahora depende del factor espacial de las probabilidades de salto.

Podemos comparar la eficiencia que esta modificaciéon del método de Monte Car-

lo dinamico aporta a nivel computacional. En el método de Monte Carlo tradicional

2(Cabe destacar que en un método de Monte Carlo tradicional los sitios en los que se prueba la

transicion se suelen elegir de forma aleatoria.
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elegimos al azar el par que vamos a probar para realizar la transicién. Una vez elegi-
do se calcula la probabilidad de salto en funcién de su distancia, ecuacién , y su
diferencia de energias y se sortea un niimero aleatorio para comprobar si realizamos
la transicion o no. Un par elegido al azar tendra una distancia del orden de L, y en
la mayorfa de los casos se rechazaré el salto por la ecuacion (2.5)). Eligiendo direc-
tamente los pares proporcionalmente a Fg se evita dicho rechace. La probabilidad
de elegir al azar una transicion cualquiera va como 1/N? donde N es el nimero de
sitios del sistema. Por lo tanto, el coste computacional de este método es de orden
O(N?). Si elegimos el par teniendo en cuenta el factor de probabilidad asociado al
efecto tunel, el tiempo asociado a cada transicion va como 1/N. Es decir, estamos
reduciendo el coste computacional a O(N).

Una de las caracteristicas que hace mas atractivo al método de Monte Carlo es
que, gracias a que reproduce la evolucion temporal en cada instante, tiene en cuenta
el efecto de las posibles correlaciones entre los electrones a lo largo de la muestra,
tanto espaciales como temporales. También nos permite guardar la conductividad
para cada uno de los enlaces del sistema, ventaja que explotaremos en detalle en
secciones posteriores. Existen otros métodos que obvian la cuestion de las corre-
laciones y, por ello, resultan méas eficientes a nivel computacional. En la siguiente
seccidn explicamos como hemos aplicado uno de estos métodos simplificados, la red

de resistencias aleatorias.

2.3. Detalles de las simulaciones Monte Carlo

2.3.1. Obtenciéon de la conductividad

Para realizar medidas de conductividad en las muestras, es necesario llevarlas
a un estado estacionario de conducciéon mediante la acciéon de un campo eléctrico
externo que atraviese la muestra o de una diferencia de potencia entre los extremos.
En cuanto a las simulaciones, podemos utilizar de manera indistinta estos dos mé-

todos para incluir el aporte energético que hard que las cargas se muevan en una
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direccion. Hemos aplicado condiciones de contorno periddicas en todos los extremos
de la muestra y se ha aplicado un campo eléctrico externo homogéneo a lo largo de
la muestra. En particular, el efecto del campo se ha incluido anadiendo el termino
relativo al cambio de energia por efecto del campo en la diferencia de energia de los
sitios. Asi, podemos reescribir la diferencia de energia entre un sitio ¢ y otro j, para

en caso no interactuante, como
AGij = |€z' - €j| + AJIUE, (28)

donde E es el moédulo del campo eléctrico en el eje z y Ax;; es la proyeccion en el
eje x de la distancia entre los sitios ¢ y j. Para el calculo de la conductividad de la
muestra hacemos uso de este mismo valor Az;;, ya que la obtenemos a través del
calculo de la velocidad de la carga. La carga en el interior de la muestra se mueve
una distancia total Az;; en un tiempo ¢. Asumiendo que las cargas tienen valor
unidad, podemos escribir el moédulo de la densidad de corriente en el eje x como
j= D saltos Dij (2.9)

)
™ Npruebas

donde > es la suma para todos los saltos realizados, my es el tiempo asociado

saltos
a la prueba del salto de un par y Npruebas €5 €l niimero total de pruebas de salto
entre dos sitios que se dan en la simulaciéon. Para calcular la conductividad, sim-
plemente tenemos que considerar los factores espaciales que nos encontramos en el

caso tridimensional, asi la conductividad resulta

o= Zsaltos Axij
™ NpruebasLSE

(2.10)

Es necesario destacar que este procedimiento de calculo de conductividad de la
muestra necesita un tiempo de termalizacion, al que se puede asociar un tiempo
caracteristico 1/o.

Este calculo de la conductividad entrana ciertas complicaciones que debemos

tener en cuenta a la hora de estimar el error estadistico de nuestros datos.



60 CAPITULO 2. Métodos numéricos

2.3.2. Fuentes de error

De las simulaciones realizadas extraemos valores de la conductividad en funciéon
de las condiciones fisicas del sistema (fundamentalmente la temperatura), calculada
a partir de promedios. Las fuentes de aleatoriedad en la simulacién de las conduc-
tividades provienen de las pruebas Monte Carlo y de realizar experimentos para
diferentes muestras construidas aleatoriamente. Conviene, entonces, tener en cuen-
ta que es necesario realizar simulaciones suficientemente largas, asi como promediar
para un nimero de muestras grande. Un tiempo suficientemente largo en las simu-
laciones disminuye el error provocado por la aleatoriedad de las sucesivas pruebas
Monte Carlo, mientras que el promedio en muestras disminuye el error provocado
por la aleatoriedad de la muestra concreta que estemos simulando. Para el trata-
miento de los datos de conductividad tendremos pues que aplicar cierta estadistica
que conviene tener en cuenta. Ademas, al calcular la conductividad en la ecuaciéon
como la pendiente de una recta, estamos asumiendo que los datos responden
a una tendencia lineal con el tiempo.

En la figura [2.3] representamos un histograma de las conductividades para di-
ferentes muestras del mismo tamano y que han sido simuladas a la misma tempe-
ratura. El error de la conductividad proveniente del promedio de muestras viene
dado por el error estandar, ya que las conductividades responden a una distribu-

cién gaussiana, como se aprecia en la figura [2.3] Por lo tanto, el error asociado al

promedio en muestras vendra dado por su error estandar do = /Var(o)/Nyuestras-
El error asociado al tiempo de simulaciéon utilizado para estimar la conductividad
viene dado por el error asociado al estimar la pendiente de la recta mediante la

ecuacion (2.10)), y que podemos escribir de la siguiente manera

1 Var|a/

00 =
)
™ L3E Npruebas

(2.11)

donde o = ) Az;j, como hemos visto en la ecuacion 2.10f En este caso la

saltos

varianza se realiza respecto al promedio de los diferentes saltos realizados a lo largo

del tiempo.
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Figura 2.3: Histograma de las conductividades para un tamano y tempera-
tura fijado. Podemos apreciar como los datos responden a una distribucién

gaussiana.

Otro de los efectos a tener en cuenta para obtener la conductividad con precision
es la posible variacion de la conductividad de las muestras con el tiempo, es decir,
que la pendiente de la carga frente la tiempo varie. Mientras que para disminuir el
error para el promedio de muestras tendremos que aumentar el niimero de muestras,
en el caso del error debido al tiempo de simulaciéon convendran simulaciones méas
largas en las que se aprecie mejor comportamiento lineal de nuestros datos. A medida
que nos alejamos del tiempo de termalizacion de las muestras, disminuimos el error
procedente de asumir una conductividad lineal con el tiempo.

Las estimaciones de estos errores concluyen que para las muestras y los tiempos
que han sido simulados, existe un peso sistematicamente mayor en el error prove-
niente del nimero de muestras, que ha sido para todos los casos ~ 100, excepto para

los tamanos mas pequenos, donde se necesitan més muestras para obtener buenos
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promedios. El error estadistico del promedio respecto a las muestras nunca excede

el valor relativo del 12 % en el peor de los casos.

2.3.3. Reégimen lineal

Otro de los pardmetros que es necesario controlar en las simulaciones es la mag-
nitud del campo eléctrico externo. Para valores pequenos del campo eléctrico se
pueden empezar a excitar saltos que produzcan corriente pero, a medida que lo
incrementamos, es posible que aparezcan respuestas no lineales en la muestra.

Para el objetivo del presente trabajo se espera una respuesta lineal del siste-
ma. Resulta importante entender a fondo el comportamiento mas basico (lineal)
de la conduccién por VRH para entender por completo el funcionamiento de este
tipo de sistemas. A las bajas temperaturas donde encontramos es facil excitar no
linealidades en el sistema debido al débil acoplamiento entre electrones y fonones,
que impide que se disipe la potencia eléctrica con facilidad (Pollak et al., 2013)).
Como el foco del estudio se encuentra en la determinacién de las dependencias en
temperatura debido a percolacién, una posible no linealidad aparceria como efecto
adicional, introduciendo error sistematico en nuestras medidas de conductividad.
Asi, necesitamos asegurar que todos los datos aqui presentados para el propoésito
que nos concierne se encuentran libres de efectos no lineales.

La forma de asegurar que nos encontramos en el rango de intensidad del campo
eléctrico en que el sistema responde de forma lineal es estableciendo la cota a partir
de la cual esta condicion desaparece. Un conjunto de medidas de la corriente eléctrica
para distintos valores del campo nos permiten realizar una estimacion al respecto.
En la figura mostramos diferentes valores de la conductividad en funciéon del
campo eléctrico externo para un valor fijo de temperatura. La conductividad en
funcion del campo eléctrico muestra una region lineal, hasta £ = 0,05, para seguir
creciendo exponencialmente a partir de este valor del campo. Teniendo en cuenta que
en nuestras simulaciones el campo eléctrico lo fijamos como parametro de manera
que E = T/10, podemos constatar que nos encontramos en el régimen lineal en

todos nuestros experimentos numéricos.
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Las no linealidades pueden aparecer con campos mas débiles a medida que baja-
mos la temperatura, por lo que es conveniente mantener un campo que dependa de
esta. Una vez considerado y analizado este efecto, podemos eliminarlo como posible

fuente de error sistemaético en los datos provenientes de nuestras simulaciones.

T=0.1

o°

0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175
E

Figura 2.4: Conductividad en funcién del campo eléctrico externo a tem-

peratura T' = 0,1.

2.4. Red de resistencias aleatorias

Para abordar el problema de la conductividad en sistemas de electrones desorde-
nados, Miller y Abrahams| (1960) propusieron el modelo de una red de resistencias
aleatorias. La construccion de la red de resistencias aleatorias consiste en asignar
a cada posible transiciéon en la muestra un enlace con una determinada resistencia.
Una vez construida la red de resistencias es posible plantear cual sera la conducti-

vidad total del sistema. Aun asi, el calculo de la conductividad total de una red de
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resistencias aleatorias no es una cuestion trivial, como vamos a ver a continuacion.

Existen en la literatura diversos métodos para calcular la conductividad de una
red de resistencias aleatorias. Shklovskii y Efros (1984) destacan que el célculo de
la conductividad total del sistema a partir de la media de las conductividades de
los enlaces no aporta méas informaciéon que una cota superior para la conductividad.
Uno de los métodos més comunes para abordar el problema de la red de resistencias
aleatorias es la teoria de percolaciéon, que se ha presentado en el capitulo anterior.
Hay que destacar que el planteamiento del problema de la red de resistencias alea-
torias es inexacto, ya que no tiene en cuenta todas las posibles contribuciones a la
corriente que se dan en la red. Aun asi, ha sido histéricamente un método viable
para estudiar este tipo de sistemas, cuando no era posible una resolucién analitica
de los mismos por falta de recursos computacionales.

En este apartado introducimos el método matricial del que hacemos uso para
resolver la conductividad de la red de resistencias aleatorias. El método matricial
consiste en la construcciéon de un sistema de ecuaciones que nos permita obtener
el resultado de la corriente que atraviesa el sistema a partir del campo eléctrico
externo. Dada una conductividad para cada resistencia del sistema, como es posible
resolver el problema haciendo uso de las ecuaciones de Kirchhoff y de la ley de Ohm.
En virtud de la ley de Ohm podemos escribir la corriente de un enlace entre el nodo
1y el nodo j como

G (Vi = Vj), (2.12)
donde G;; = G; es la conductancia entre el nodo 7 y el j y V; es el valor del potencial
en un nodo ¢. La conductancia G;; es proporcional a la probabilidad de salto I';;
por lo que sus valores son conocidos en la simulaciéon. También podemos definir la
intensidad que atraviesa un nodo mediante la siguiente expresion

L= Gy(Vi—Vj), (2.13)

J

donde el subindice j cuenta los nodos con los que se encuentra enlazado el nodo <.
A continuacién utilizaremos una version simplificada, con solo tres sitios y uni-

dimensional, para construir las ecuaciones que describen el problema de forma siste-
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Gs1 G12 Gos Gsa1
. ..............................................................................................
4 o Vo
. .......

Figura 2.5: Esquema del sistema unidimensional simplificado que utilizamos
para la construccién de las ecuaciones matriciales que permiten resolver el
problema de la red de resistencias aleatorias. Las etiquetas G;; dan nombre
a las conductancias de cada enlace entre nodo ¢ y nodo j. Los puntos de la
parte inferior representan los valores del potencial eléctrico en cada punto.
La diferencia de potencial entre los puntos unidos por las condiciones de

contorno periodicas se ha etiquetado como Vj.

mética. Después llevaremos a cabo la generalizacion para un sistema arbitrariamente
grande y tridimensional. Supongamos un sistema con tres nodos y unidimensional
como el que hemos dibujado en la figura [2.5] Teniendo en cuenta que la suma de
corrientes que entran y salen de un nodo de la red es igual a cero, es decir, la inten-
sidad de la ecuacion tiene que ser nula en cualquier nodo, podemos escribir

la ecuacion de conservacion de la corriente en un punto intermedio de la red como

G1a(Va — V1) — Gaz(Vz — V) = 0; (214)
—G12Vi + (Gha + Ga3) Vo — GpsV3 = 0.

Si suponemos condiciones de contorno periédicas que unan el nodo 3 con el nodo
1, tenemos que anadir una sutileza en las ecuaciéon para la suma de corrientes
nula en el nodo 1. En este punto, se tiene que tener en cuenta que para cumplir
con las condiciones de contorno periddicas las diferencias de potencial tienen que
seguir cayendo del nodo 3 al nodo 1. Para que la condicién de contorno se cumpla

introducimos un potencial Vy que anadiremos al limite de la muestra, como se
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ilustra en la figura . Asi, la ecuacion ([2.14)) en el limite de la muestra queda de

la siguiente manera

(Vi — (Vo + V3))Gs1 — Gia(Va — V1) = 0;

(2.15)
(Ga1 +G2)Vi — GraVo — G Vs — Gi3,Vy = 0.
Es posible escribir las ecuaciones y en forma matricial
G+ Gz —Gh2 —G13 Vi Gi3
-Gy Gao1 + Ga3 —Goa3 Va =W 0 . (2.16)
—Gi3 —Gas Gz + Ga3 Vs —G13

De esta manera podemos definir la matriz G y el vector q para un sistema de n
sitios de la siguiente manera, por un lado

G=—Gi;+ (Z Gk> 5. (2.17)

ki

donde §;; es la delta de Kronecker. Por otro definimos el vector que incluye las
condiciones de contorno, en este vector todas las componentes tendran que ser
0 excepto las que atraviesan el contorno de la muestra. En una direccién seran
positivas y en otra negativas. Con estas definiciones podemos escribir de manera

compacta la ecuacion (2.16) como
Gv = Vaq, (2.18)

donde v contiene los valores del potencial en cada punto de la muestra. Hay que
destacar que la ecuacion ([2.18)) no depende de las dimensiones del sistema. Podemos
aplicar este método para sistemas de cualquier tamano y dimensionalidad, ya que
solo tenemos que conocer cuales son las conexiones que imponen nuestras condicio-
nes de contorno periédicas. En forma matricial, podemos escribir la ecuacion ([2.18])

para un conjunto de n nodos de la siguiente manera

2#1 G -G e -Gy, i Gou1

_Gln ce Zi?én Gm Vn _Gnl
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Esta ecuacion esté escrita para el caso de conexiones a primeros vecinos y en una
dimension, ya que solo estamos aplicando las condiciones de contorno periddicas
uniendo el altimo nodo con el primero. En caso de aumentar las dimensiones y las
posibilidades de salto en el sistema, el conjunto de nodos conectados seria mayor,
haciendo que tengamos menos ceros en el vector q.

En la ecuacion tenemos N incognitas que se corresponden con el valor del
potencial de cada nodo. Por lo tanto, podemos resolver el problema simplemente
invirtiendo la matriz de conductancias. Con lo que podemos escribir el vector v
como

v="0"q (2.20)

Para determinar la conductividad de la muestra es necesario seleccionar las inten-
sidades que atraviesan una superficie cualquiera perpendicular a la direcciéon de la
corriente. Por construccion del problema ya contamos con una superficie relevante
en la que imponemos las condiciones de contorno periédicas. El vector q, como se
aprecia en la ecuaciéon , solo contiene la informacion relativa al borde de la
muestra en el que aplicamos las condiciones de contorno periddicas, de modo que
la intensidad de corriente que atraviesa el sistema vendra dada por el siguiente
producto escalar

I=q-v. (2.21)

Conocidas las dimensiones de la muestra y el campo eléctrico, resulta trivial el

calculo de la conductividad o.

2.5. Red de condensadores

Haciendo uso de la idea de la red de resistencias aleatorias, podemos construir
una red de condensadores para modelar la conductividad por hopping en sistemas
desordenados de alta constante dieléctrica. En este caso, suponemos que los enlaces
entre los diferentes sitios no se cruzan, de manera que solo tendremos enlaces que
conecten primeros vecinos. Nombramos a las capacidades que enlazan cada sitio Cj;

distribuidas exponencialmente tal que Cj; = Ce?, donde ¢ € [—B/2, B/2]. Hemos
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elegido C' =1y B = 2. Conectamos el extremo izquierdo de la muestra al suelo y el
extremo derecho a un potencial V' e imponemos condiciones de contorno periodicas
en la direccion vertical. En el caso bidimensional, si queremos tener en cuenta las
lineas de campo que salen de la muestra en direccion transversal, debemos incluir
conexiones para cada sitio con el suelo, a una capacidad Cj.

En la figura presentamos el esquema de la red de condensadores bidimensio-
nal que hemos simulado para estudiar el régimen activado. También anadimos su

seccion transversal, donde podemos ver las conexiones a los condensadores Cj.

_j ’ﬁ/‘*‘/& %
é% j\

/\f ;

\/
—--||-Q /{\7/\ HE—-

4%4#

Figura 2.6: Arriba dibujamos el esquema de la red de condensadores bidi-
mensional. Abajo presentamos su seccioén transversal, con las conexiones a

los condensadores Cj.

Las cargas de cada sitio corresponderan a la suma de la carga en las plaquetas
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de los condensadores con los que esté conectado. Siendo esta carga Q; = > ; Qij»
donde g;; es la carga en las plaquetas del condensador que conecta los sitios i y j,

y que cumplen

g =Y Cy(Vi=Vj). (2.22)

Podemos construir un vector de cargas Q y un vector de diferencias de potencial
V, y proceder mediante el formalismo de matrices, de forma similar a como se ha
procedido con la red de resistencias aleatorias.

En este caso, la relaciéon entre Q y 'V la podemos escribir como Q = CV donde

deifnimos la matriz de capacitancias

[Clij = (Z Cik) ;5 — Cij. (2.23)

ki

Entonces la energia electrostatica total viene dada por

H = %chqT. (2.24)

Ademas, con este modelo podemos calcular la energia de transicion de una carga

de un sitio a otro, que viene dada por la siguiente expresion
A EER S —1
iy =Vi—Vi—=Cj + 5[("” +Cj; J- (2.25)

Las energfas A;; pueden utilizarse en un método de Monte Carlo, tal y como hemos

visto en la seccién anterior.






Capitulo 3

Dinamica de vortices en redes de

uniones Josephson

En el presente capitulo hemos centrado nuestra atenciéon en la dindmica de
vortices en redes de uniones Josephson bajo la accién de una corriente que los
empuja. Las redes de uniones Josephson estdn conformadas por uniones de islas
superconductoras susceptibles de que se formen defectos topoldgicos en su interior.
El caracter discreto de este tipo de redes nos permite introducirlas de manera muy
natural en un modelo para realizar calculos. En las redes de uniones, bajo ciertas
condiciones, pueden aparecer vortices, que se mueven empujados por el efecto de
una corriente eléctrica externa. Podemos ver esta fuerza de empuje como una fuerza
de Lorentz. A medida que aumenta la corriente externa, aparecen inestabilidades
en el movimiento de los vortices que generan nuevos pares vortice-antivortice en la
muestra. La aparicion continua de mas y més vortices termina rompiendo el control
que teniamos sobre las diferencias de fase entre islas superconductoras a lo largo
de la muestra. En el estudio de las inestabilidades durante el movimiento de los
defectos topologicos se ha encontrado una riqueza de escenarios posibles, donde
la proliferacion de vortices en cascada depende fuertemente de los parametros de
las redes involucradas. Concluimos este capitulo con un diagrama de fases de los
diferentes patrones que nos permite tener una imagen global del comportamiento de

este tipo de sistemas en el limite a partir del cual los defectos topoldgicos empiezan
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a autorreplicarse en el sistema.

Este tipo de fendmenos pueden aportar informaciéon no solo sobre redes de unio-
nes Josephson, sino también sobre sistemas muy diferentes pero donde resulta rele-
vante la dinamica de defectos topologicos. Por ejemplo, los patrones que se forman
para las inestabilidades de vortices pueden relacionarse con la dindmica de defectos
en redes cristalinas. En el caso de las redes cristalinas la fuerza de empuje vendria
dada por la tension y los defectos pueden ser dislocaciones, vacantes o la presencia

de 4tomos intersticiales.

3.1. Estado estacionario

Tal y como se ha descrito en el capitulo anterior, una vez generado y controlado
un vortice en la red de uniones Josephson, es posible estudiar su movimiento cuando
se encuentra empujado por una corriente externa. Hemos calculado las velocidades
de vortices aislados para diferentes valores de los parametros de las redes de uniones
Josephson y de la corriente externa. Para corrientes pequenas, menores que un valor
critico, el vortice se encuentra anclado en la red, dado que su energia no rebasa
la energia de desanclaje de la red. Existe un cierto valor de la corriente externa
para la que el vortice empieza a moverse. Llamamos a este valor critico corriente
de desanclaje (i4), y lo definimos como el valor minimo de la corriente externa
para que un vortice anclado en la muestra empiece a moverse. Otro valor critico
relevante para la corriente externa es la corriente de inestabilidad (is). A medida
que se aumenta la corriente externa y esta llega a la corriente de inestabilidad,
el vortice inicial se vuelve inestable y empieza a generar pares vortice-antivortice
que se organizan a lo largo de la muestra en distintos patrones que estudiaremos a
continuacion.

En las graficas de las figuras y representamos la velocidad del vortice en
funcién de la corriente normalizada simulada para diferentes valores de los para-
metros de la red. Para obtener los perfiles de velocidad hemos aplicado una rampa

de corriente continua con una pendiente suficientemente baja como para que no
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provoque inestabilidades no deseadas en el movimiento del vortice.
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Figura 3.1: Velocidad del vortice en funciéon de la corriente ¢ para diferentes
valores de € y n = 0,3. Cada curva empieza en la corriente de desanclaje iq y
termina en la corriente critica 75, marcada con una flecha vertical que indica
la transicion a un estado dindmico sin orden de largo alcance. En la grafica
interior hemos representado los valores de la corriente externa a partir de la
cual el vortice se vuelve inestable para diferentes valores de los pardmetros

delared nye.

En la figura [3.1] presentamos la velocidad del vortice inicial en funcién de la
corriente externa para diferentes valores de la inductancia de las uniones y mante-
niendo el amortiguamiento constante. Vemos que las corrientes de desanclaje au-
mentan progresivamente al disminuir la inductancia de la red. Una vez desancla-
dos, los vortices se mueven a una velocidad constante y que crece progresivamente
a medida que aumentamos la corriente externa. En este punto en el que podemos
obtener una medida de la velocidad del vortice, decimos que se encuentra en estado
de propagacion estable. Para cierto valor de la corriente externa, la corriente de
inestabilidad (is), apreciamos que las curvas de velocidad se interrumpen. En este

punto el vortice alcanza una inestabilidad que provoca la creacién de nuevos pares
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vortice-antivortice producto del movimiento del defecto inicial. Esta inestabilidad se
manifiesta con un aumento repentino de la velocidad del vortice, que hemos ilustra-
do con una flecha vertical en la grafica. La creaciéon de nuevos pares junto al efecto
de la corriente provoca que los vortices con la misma carga topologica que el inicial
se acumulen, aumentando la fuerza de empuje ejercida por la corriente externa. A
partir de este punto, al aparecer nuevos defectos topoldgicos en la red, el método
de monitorizacion de la velocidad del vortice deja de ser efectivo. La grafica interior
en la figura muestra los valores de i5 en funciéon tanto de la inductancia como
del amortiguamiento. Aunque apreciamos que la velocidad a la que empiezan las
inestabilidades sube con la inductancia, encontramos también una no monotonia

respecto a la intensidad externa a la que estas inestabilidades aparecen.
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Figura 3.2: Velocidad del vortice en funcion de la corriente externa ¢ para
diferentes valores de n y € = 0,3. El valor de corriente en el que empiezan
las curvas en el eje de abscisas corresponde a la corriente de desanclaje i4.
Las curvas terminan en el punto en que se alcanza la corriente critica i5. La
flecha vertical indica que se estan generando nuevos pares vortice-antivortice

en la muestra, con el consecuente aumento brusco de velocidad.

La figura [3.2] incluye curvas de velocidad en funcion de la corriente externa. En
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este caso se ha mantenido constante la inductancia y se han recogido curvas de
velocidad para diferentes valores del amortiguamiento de la red. Se aprecia que las
intensidades de desanclaje no dependen del amortiguamiento. La interpretacion de
los perfiles de la velocidad de los vortices debe ser la misma que hemos explicado
para los perfiles en funciéon de la inductancia de la red. Para amortiguamiento
constante apreciamos que las corrientes de inestabilidad crecen de forma constante
a medida que aumentamos el amortiguamiento de la muestra. En este caso, aunque
la intensidad para la que el vortice se vuelve inestable crezca mondétonamente, el pico
de velocidad que alcanza empieza creciendo para, llegado a cierto punto, disminuir.
Los comportamientos no mondétonos que encontramos en las figuras y seran
comentados con més detalle en secciones posteriores.

En la figura [3.2| apreciamos que existe un maximo de velocidad del vortice para
un valor intermedio del amortiguamiento, en concreto n = 0,6. A partir de este
punto la velocidad maxima a la que puede llegar el vortice empieza a bajar y las
curvas se juntan. Este resultado indica que existen combinaciones de pardmetros de
la red que pueden optimizar esta velocidad maxima y también esté relacionado con
el comportamiento de la red de uniones mas alla de los saltos de velocidad de las
figuras 3.1y 3.2

El movimiento del vortice a través de la red manifiesta tres situaciones diferen-
tes que describimos a continuacién y que se pueden distinguir en las figuras y
B.2] Para corrientes suficientemente pequenas la velocidad del vortice es nula, es
decir, el vortice se encuentra anclado en uno de los pozos de potencial de la red.
Una vez alcanzada la corriente de desanclado, el vortice se empieza a mover de for-
ma estable. A medida que aumenta la corriente externa, el vortice gana velocidad
progresivamente. En este punto, en funcién de las condiciones de la red, se pue-
de producir una cola de radiacion Cherenkov en el vortice. Finalmente, el sistema
llega a la corriente de inestabilidad, donde el vortice empieza a emitir nuevos pa-
res vortice-antivortice en la muestra. Esta generacion de nuevos vortices se puede
dar de diferentes maneras en funciéon de las condiciones de la red, procederemos a

estudiarlas a continuacion.



76 CAPITULO 3. Dindmica de vortices en redes de uniones Josephson

Una forma de estudiar qué esta pasando en el interior del sistema es prestando
atencion a la componente z del campo magnético, como ilustramos en la figura 2.2
Con los datos del campo magnético apreciamos que, a medida que aumentamos la
corriente externa, aparece en la cola del vortice un haz de radiaciéon Cherenkov, que
ha sido comentado en trabajos anteriores (Malishevskii et al., [2006} 2009; |Alfimov,
et all 2014). En los perfiles del campo magnético, obtenidos a partir de nuestras
simulaciones, aparece una dependencia en la intensidad de la radiaciéon Cherenkov
emitida en funcién de los parametros de la red.

De forma alternativa a las medidas del campo magnético, las oscilaciones rela-
tivas a la radiacion Cherenkov en la cola del vortice se manifiestan también en el
perfil de las diferencias de fase verticales de la fila en la que se mueve el vortice a
lo largo del eje x, que mostramos en la figura |3.3]

En la figura hemos representado los valores de las diferencias de fase ver-
ticales de la fila horizontal central en la que inicialmente se mueve el vortice. Los
puntos azules representan los valores de las diferencias de fase, mientras que la linea
continua naranja representa un ajuste a los datos mediante splines. El salto brusco
en la mitad derecha de la grafica es el defecto topoldgico que estamos estudiando
y que se mueve de izquierda a derecha. En la parte posterior de este salto brusco
emerge una oscilacion amortiguada que corresponde con la radiaciéon Cherenkov
producida por el movimiento del vortice. Después de que pase el vortice, en la mi-
tad izquierda de la muestra, vemos que las diferencias de fase se mantienen otra vez
en un valor constante. La diferencia entre el valor constante antes de que pase el
defecto y después es 2w, como esperamos.

A medida que aumentamos el amortiguamiento n de la red desaparece progre-
sivamente el perfil de la radiaciéon, de manera que dejamos de apreciarla aproxi-
madamente para valores de amortiguamiento n > 0,5. La radiaciéon generada por
el movimiento del vortice, si cuenta con la energia suficiente, puede excitar nuevos
defectos topologicos a lo largo de la red de uniones Josephson. La generacion de los
nuevos vortices estard fuertemente condicionada por los parametros de las uniones

que conforman nuestra red, como veremos en la siguiente seccion.
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Figura 3.3: Perfil de las diferencias de fase verticales a lo largo del eje z de
la red, para condiciones 1 = 0,3 y € = 1,0. La diferencia entre las diferencias
de fase a la izquierda y a la derecha contiene el salto de 2w que caracteriza al
defecto topoldgico. En este perfil apreciamos la oscilaciéon en las diferencias

de fase asociada a la presencia de radiacion Cherenkov.

En la siguiente seccion estudiamos los detalles de lo que ocurre en la red cuando
el vortice inicial rebasa la corriente de inestabilidad (is). Asi como la presencia de
radiacion Cherenkov, las inestabilidades que encontramos para el vortice inicial pue-
den ser muy diferentes y estardn fuertemente condicionadas por las caracteristicas
de la red. Ya en los perfiles de velocidad de las figuras y se puede comprobar
que en funciéon de las condiciones de la red, el sistema llega de forma diferente a
la inestabilidad del vortice inicial. A continuacién analizaremos las diferentes situa-
ciones en cuanto a la distribucién del campo magnético y la produccion de defectos
topologicos que se generan a partir de la inestabilidad del vortice en funcion de los

parametros que caracterizan la red.
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3.2. Tipos de inestabilidad

Atendiendo a los diferentes patrones de formacion de nuevos pares vortice-
antivortice a lo largo de la muestra, asi como a su dependencia en funciéon de los
parametros de la red, podemos clasificar las diferentes inestabilidades para tratar
de entender mejor qué ocurre en la red. Como hemos visto en la seccién anterior,
las figuras y [3:2] donde presentamos los perfiles de velocidad en funcion de los
pardametros de la red, muestran comportamientos diversos. Por un lado podemos
apreciar que ciertos valores en las graficas se comportan de forma moné6tona. En la
figura 3.1 vemos como las corrientes de desanclaje aumentan progresivamente a me-
dida que disminuimos el parametro de inductancia de la red, de la misma manera,
los valores maximos de la velocidad de los vortices antes de llegar a la inestabili-
dad crecen a medida que aumentamos . De la misma forma, en la figura nos
encontramos con valores de la intensidad critica que aumentan con el amortigua-
miento n de la red. Por otro lado, hay ciertos valores que se comportan de manera
no monoétona en las figuras v [3:2] en la primera esto ocurre con la corriente
de inestabilidad y en la segunda con la velocidad maxima. Estas no monotonias se
encuentran relacionadas con los diferentes tipos de inestabilidad a los que llega el
sistema y para el estudio de los cuales necesitamos mas informacion sobre lo que
ocurre en la red.

Si nos fijamos en los perfiles de la componente z del campo magnético para
apreciar lo que esta ocurriendo en la red alrededor del vortice inicial, nos encon-
tramos que estas no monotonias estan asociadas a diferentes comportamientos del
campo magnético que generan las inestabilidades. En la figura [3.4] presentamos los
diferentes patrones que hemos encontrado bajo las condiciones de las redes estu-
diadas. Las tres imagenes corresponden a inestabilidades producidas por un vortice
inicial empujado por una corriente externa, justo después de rebasar la corriente
de inestabilidad i, y antes de que los defectos topolégicos que se mueven en direc-
cion contraria a la del vortice inicial salgan del sistema. La escala de color es la

componente z del campo magnético y las lineas cerradas representan méximos en
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las circulaciones de las diferencias de fase. Concretamente la figura se obtiene
bajo condiciones n = 0,5, ¢ = 1,0 e i = 0,898, la figura[3.4p con n =1,0,e =1,0e
i = 0,99 y, por ultimo, la figura3.4c an =0,1,e = 1,0 e i = 0,579.

a)so n=20.5¢=1.0,i=0.898 b) n=10e=1.0i=0.99
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Figura 3.4: Esta figura representa los tres tipos de inestabilidad que apa-
recen en la muestra cuando se rebasa la intensidad critica, para diferentes
parametros de la red de uniones Josephson. La escala de color representa la
componente z del campo magnético, y las lineas identifican los centros de
los vortices. a) Produccion de pares a lo largo de la direccién de movimiento,
calculada para n = 0,5, ¢ = 1,0 e i = 0,898. b) Inestabilidad en condicio-
nes de mayor amortiguamiento, donde los pares se generan en los extremos
inferior y superior del vortice inicial, para condiciones n = 1,0, ¢ = 1,0 e
i = 0,99. ¢) Ramificaciéon transversal respecto la direccion del movimiento
del vortice inicial, para condiciones de red infra-amortiguada n = 0,1, e = 1,0

ei=0,579.

Para el caso de bajo amortiguamiento y baja inductancia en la red, se produce
una generacion de pares vortice-antivortice en la misma linea en la que se mueve
el vortice inicial y en la cola de este, como se muestra en la figura [3.4h. En esta

figura vemos claramente las dos cadenas de vortices y antivortices consecutivas, en
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la linea central de la red, sin propagaciéon transversal al movimiento. En momentos
previos a esta inestabilidad apreciamos una cola de radiacién Cherenkov detrés del
vortice inicial. Este tipo de inestabilidad, donde los pares se generan tnicamente
en la linea de movimiento del vortice inicial, nos lleva a ver la red como una unién
unidimensional, donde la inestabilidad solo juega un papel en las diferencias de fase
de esta fila a lo largo del eje x. La inestabilidad producida por la generacion de
pares vortice-antivortice en la cola de un voértice principal a lo largo de una unién
unidimensional ha sido reportada en trabajos anteriores (Sheikhzada y Gurevich,
2015)). Es posible hacer una comparacion de los perfiles de las diferencias de fase
£ a lo largo de la fila horizontal central, en la que se mueve el vortice principal,
notando que en nuestro caso tenemos una sucesion discreta de diferencias de fase,
como en la figura [3.3] Si solo consideramos las diferencias de fase verticales de
la fila central horizontal y llevamos la red al limite continuo, es decir, al caso en
el que las distancias entre uniones son mucho méas pequenas que cualquier otra
distancia involucrada en el sistema, mapeamos exactamente un unién Josephson
unidimensional.

En la figura representamos las diferencias de fase verticales respecto a la
posiciéon a lo largo de la fila central de la red, en la que se mueve el vortice inicial.
La linea amarilla es un ajuste a los datos de las diferencias de fase mediante splines.
Se han recogido los datos de las diferencias de fase para las condiciones n = 0,3,
e =1,0e7=0,775. Vemos en la figura los saltos discretos en forma de escalera,
con escalones multiplo de 27, que representan vortices y antivortices moviéndose en
direcciones opuestas. En las dos figuras [3.4h, con el perfil de la componente vertical
del campo magnético después de la inestabilidad, y con las diferencias de fase a
lo largo de la fila central de la muestra, toda la diferencia de fases se acumula en la
fila en la que se mueve el vortice inicial y la informacion del fenémeno se encuentra
encapsulada en la fila central de la muestra.

En la figura incluimos seis perfiles bidimensionales de la componente z del
campo magnético, donde se presenta una composicion de la evoluciéon dindmica

de la red a lo largo del tiempo. Los dos primeros fotogramas muestran una tenue
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cola de radiacion Cherenkov que se propaga en direcciéon contraria al movimiento
del vortice. En el fotograma 3° de la figura empezamos a ver como se genera,
poco a poco, un nuevo vortice de carga topoldgica inversa a la del inicial. Esta
evolucion lleva asociada de inmediato la generaciéon de nuevos pares que se van
acumulando progresivamente en la misma fila en la que se mueve el vortice inicial.
Como se aprecia en el ultimo fotograma de la figura [3.6] la generacion de pares
de este modo contintia tanto como el tamano de la muestra permita. Para una red
infinita esta estructura se mantendria en propagacion estable sin desordenar el resto

de diferencias de fase del sistema.
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Figura 3.5: Perfil de la diferencia de fases. Captura de la diferencia de fases
Be,rs2 en la fila de uniones en la que se produce la propagaciéon de pares
vortice-antivortice. Cada paso ascendente en 3, a lo largo del eje x corres-
ponde a un paquete de carga topoldgica negativa y cada paso descendente a
un paquete de carga topologica positiva, siendo la diferencia de fases total
igual a un multiplo de 27, conservando la carga topoldgica inicial. Calculo

realizado en condiciones n = 0,3, e = 1,0 e ¢ = 0,775.

Para amortiguamientos de la red méas bajos, nos encontramos con colas Che-

renkov mas largas, como la que se muestra detréas del vortice inicial en movimiento
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de la figura 2.2 Al bajar el amortiguamiento, la red no es capaz de contener la
inestabilidad en la fila central de la muestra, de forma que aparece una generacién
de defectos topolodgicos en cascada que se distribuye en todas las direcciones. Bajo
estas condiciones aparece la inestabilidad que se propaga en todas las direcciones de
la figura[3.4k. Cuando el amortiguamiento de la red es suficientemente bajo, las per-
turbaciones en las uniones generadas por la radiacion Cherenkov del vortice inicial
no solo afectan a la linea central, sino que provocan la aparicion de nuevos defectos
topologicos en las filas colindantes. Las ramificaciones de las inestabilidades para
bajas amortiguaciones tienen una similitud destacable con la propagacion de rotu-
ras en solidos cristalinos, donde los defectos topologicos relevantes son dislocaciones
(Hirth, J. P., Lothe, 1982).

Los fotogramas recogidos en la figura muestran como se llega a la configu-
racion de campo magnético presentada en la figura . En el primer fotograma
apreciamos el intenso cono de radiaciéon Cherenkov como el que presentamos en
la figura 2.2 A medida que avanza el tiempo, y con él la intensidad de corriente
externa, apreciamos como emerge una cascada de pares vortice-antivortice que se
propaga en todas las direcciones, a diferencia de el caso presentado en la secuen-
cia de fotogramas de la figura [3.6] El bajo amortiguamiento hace que las ondas se
propaguen con facilidad a lo largo de la muestra, de manera que con la generacion
de nuevos pares aparecen ondas en la direccion transversal al movimiento del vor-
tice inicial. Bajo las condiciones presentadas en la figura (m=201,¢ =10
e i = 0,579) la inestabilidad no puede contenerse en la fila central de la red, de
manera que los pares propagados en todas las direcciones llenan progresivamente la
muestra, rompiendo el orden de largo alcance.

Por tltimo, a medida que aumentamos el amortiguamiento, las inestabilidades
aparecen a intensidades aplicadas mayores. Pero existe un punto en el que el patréon
de propagacion lineal desaparece para dar paso a una nueva configuracion de vorti-
ces después de la inestabilidad. Cuando el amortiguamiento y la corriente externa
son suficientemente grandes, los nuevos pares vortice-antivortice que se generan en

la muestra no lo hacen de ninguna de las dos maneras que acabamos de comentar.
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Bajo estas condiciones los pares vortice-antivortice aparecen de forma controlada
en las filas adyacentes a la fila en la que se mueve el vortice inicial. La evolucién
del sistema resulta en la formaciéon de estructuras verticales de vortices que emiten
pares en las filas colindantes hasta que se rellena el espacio vertical disponible. Po-
demos visualizar este tipo de patrones mediante las imagenes del campo magnético,
como se puede apreciar en la figura[3.4b. Este tipo de inestabilidad parece que no se
encuentra mediado por la radiaciéon Cherenkov, ya que al aumentar el amortigua-
miento en la red la amplitud de la radiacién decrece hasta hacerse imperceptible.
Bajo las condiciones de la figura [3.4p no se aprecia ningtun indicio de radiacion
Cherenkov en la red.

En el montaje de la figura [3.8 podemos apreciar como evoluciona el vortice bajo
las condiciones de la configuraciéon mostrada en la figura m=10,e=10¢e
i =0,99). En esta situacion, vemos que el primer fotograma no presenta emision de
radiacion de ningtn tipo. Para una intensidad de corriente externa suficientemente
elevada, muy cercana a la intensidad critica de la red, el vortice inicial empieza a
emitir pares, pero de forma diferente a como hemos visto anteriormente. Este caso
se caracteriza porque los vortices, como vemos a partir del fotograma 2 de la figura
3.8 aparecen en las filas colindantes a la fila del movimiento del vortice inicial, de
manera que el vortice inicial se ensancha. A medida que evoluciona la inestabilidad,
el vortice inicial se va ensanchando y en su cola se forman estructuras de defectos
resultantes de las interacciones de los pares generados. Esta proliferacion de nuevos
pares, por tanto, se genera tanto en el eje de movimiento del vortice inicial como en
el transversal, de manera que los pares tenderan a llenar la muestra con el tiempo.
En esta configuracion nos encontramos, consecuentemente, con que la inestabilidad
puede llegar a descontrolar todas las diferencias de fase de la red.

Los fotogramas de las figuras [3.6] y han sido extraidas de animaciones
en las que se puede comprobar como el sistema llega a estas configuraciones a
partir de la inestabilidad de un vortice aislado. Se pueden encontrar las animaciones
accediendo a la informacion adicional de nuestro articulo (Estellés-Duart et al.|

2018)). Este abanico de comportamientos en las inestabilidades y su dependencia
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con los parametros de la red nos permite agruparlos bajo un diagrama de fases. Una
vision compacta de las diferentes respuestas nos puede ayudar a entender mejor la

dinamica de vortices en redes de uniones Josephson de forma general.

Inestabilidad A
1 2

Figura 3.6: Secuencia de fotogramas ordenados en el tiempo, del 1 al 6, que
muestran la evolucién dindmica de la componente vertical del campo magné-
tico para el movimiento de un vortice inicial que finaliza con la configuracién
presentada en la figura [3.4h. Apreciamos a partir del segundo fotograma co-
mo emergen nuevos pares vortice-antivortice en la misma fila en la que se
propaga el vortice inicial hasta llegar al extremo de la muestra. El calculo
fue realizado para las siguientes condiciones de la red n = 0,5, ¢ = 1,0 e

i = 0,898.
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Inestabilidad C

1 2

Figura 3.7: Secuencia de fotogramas de la componente vertical del campo
magnético de la simulacién realizada para condiciones de lared n = 0,1, ¢ =
1,0 e i = 0,579. En los dos primeros fotogramas apreciamos una intensa cola
de radiaciéon Cherenkov provocada por el movimiento del vortice inicial. A
partir del segundo fotograma empieza la generaciéon de nuevos pares vortice-
antivortice que se multiplican tanto en la direcciéon del movimiento como
en la direccién transversal. La inestabilidad avanza de manera progresiva,
llenando la muestra de defectos topolégicos y rompiendo el control que se

tenia sobre las diferencias de fase.
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Inestabilidad B
1 2
: i 3 il
- gl g
E — E IR
3 4
5 6

Figura 3.8: Secuencia de fotogramas de la componente vertical del campo
magnético. Se presenta la evolucién dinamica de la inestabilidad de un vortice
para condiciones de la red n = 1,0, ¢ = 1,0 e ¢ = 0,99, muy cerca de la
intensidad critica. En estas circunstancias no existe evidencia de radiaciéon
Cherenkov en la muestra. Los pares vortice-antivortice se generan en las las
colindantes a la que se mueve el vortice inicial, de manera que el voértice

inicial se ensancha en direccion transversal al movimiento.
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3.3. Diagrama de fases

Con las clasificaciones que se han introducido en el apartado anterior, es posible
construir un diagrama de fases en funcion de los tres parametros con los que cuenta
nuestro problema: la corriente externa ¢, el pardmetro de induccion € y el de amor-
tiguamiento 7. A partir de este diagrama de fases podemos interpretar todos los
fenomenos que hemos comentado en apartados anteriores de una forma unificada.

Presentamos el diagrama de fases en la figura donde condensamos los resul-
tados obtenidos sobre los puntos de desanclaje (i4) e inestabilidad (i) en funcion
del amortiguamiento de la red y para una inductancia fija e = 1,0. A la izquierda
tenemos la zona de corrientes externas bajas, coloreada en rojo. Bajo estas condi-
ciones el vortice se encuentra anclado en la red hasta que rebasamos la corriente
de desanclaje, que hemos representado como la linea vertical azul. A partir de este
punto el vortice se mueve de forma estacionaria y a velocidad constante, emitien-
do radiaciéon Cherenkov para amortiguamientos 7 suficientemente bajos. La zona
en la que el vortice se mueve de forma estable estd coloreada en amarillo, donde
puede haber o no formacién de radiacion Cherenkov y que resulta complicado de
distinguir, ya que depende muy suavemente de los parametros.

A medida que aumentamos la corriente, el sistema llega a su valor critico, donde
forma pares vortice-antivortice a través de los diferentes patrones que se han co-
mentado en la seccion anterior. La linea verde de la figura representa el punto
de corriente a partir del cual los vortices presentan inestabilidades. Por un lado, en
el caso de bajo amortiguamiento aparece una fuerte cola Cherenkov con un com-
portamiento critico de generacién de pares en la misma linea en la que se mueve
el vortice inicial. Por otro, cuando aumentamos el amortiguamiento, la intensidad
y longitud de la cola Cherenkov se acorta, y el comportamiento critico responde a
la formacion de pares en las filas adyacentes a la del movimiento del vortice ini-
cial. Estas dos diferentes respuestas que asociamos a bajo y alto amortiguamiento
han sido coloreadas en rosa y azul respectivamente. Entre ellas no hay una zona

de separacion clara, sino que se trata de una franja de transicién suave que hemos
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representado mediante un degradado entre las dos regiones en el diagrama de fases
de la figura [3.9

Las tres estrellas representan los puntos donde se han calculado las inestabilida-
des de la figura [3.4] donde mostramos los tres diferentes patrones de formacion de
pares que se pueden encontrar en la red. Para amortiguamientos mas bajos (estrella
verde) la inestabilidad presenta la propagacion asociada a la figura . En este
punto la muestra se llena de defectos topoldgicos rapidamente, perdiendo el control
sobre las diferencias de fase. Los otros dos puntos (estrella azul y roja) presentan
inestabilidades donde aparecen cascadas de vortice-antivortice pero que llegan a
formar estructuras relativamente estables. Bajo las condiciones de la estrella azul,
donde se forma una cadena de defectos en la linea de movimiento del vortice ini-
cial, no apreciamos ninguna perturbacion en la direcciéon transversal al movimiento.
En el caso de la roja, donde los vortices nuevos no se generan por la presencia de
radiacién Cherenkov, las estructuras verticales se mueven de forma estable aunque
las interacciones entre los nuevos vortices que aparecen en la muestra pueden llevar

al sistema a nuevas reacciones en cadena.
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Figura 3.9: Diagrama de fases de las distintas configuraciones dinamicas
que podemos encontrar en la red en funciéon del amortiguamiento n y para
e = 1,0. En la zona roja el vortice se encuentra anclado en la red. En la
zona amarilla el vértice se mueve a velocidad constante empujado por la
corriente externa. A partir de la linea de inestabilidad (verde) se empiezan a
generar pares vortice-antivortice en las proximidades del vortice inicial. Las
zonas azul y morada representan diferentes configuraciones en la aparicién
de nuevos vortices. Las tres estrellas representan las condiciones para las
inestabilidades de la Fig. La azul corresponde a la a), la roja a la b) y

la verde a la c).






Capitulo 4

Conduccién en sistemas

desordenados

El nucleo del presente capitulo son las simulaciones de la conduccion en sistemas
de electrones desordenados. En primer lugar presentamos un modelo analitico para
la situacion tridimensional sin interaccion basado en teoria de percolaciéon. Con este
modelo, ademas de deducir la ley de Mott, podemos obtener terminos adicionales
en el exponente. A continuaciéon presentamos los resultados obtenidos con nuestras
simulaciones tanto de la ley de Mott en tres dimensiones, que abordamos con pro-
fundidad, y en dos dimensiones, de la ley de Efros-Shklovskii y del régimen activado.
Se concluye con una discusion sobre los valores para el factor pre-exponencial y las
temperaturas caracteristicas de las expresiones de la conductividad en sistemas de
electrones desordenados obtenidos a través de simulaciones y que pueden resultar

utiles para el ajuste de datos experimentales.

4.1. Modelo analitico de conducciéon de Mott

El modelo RRN y el marco tedrico de percolaciéon, como hemos visto, aportan
un punto de vista teérico desde el que estudiar el VRH. Uno de los aspectos mas
relevantes al llevar la teoria de percolacion al &mbito de la conductividad en sistemas

desordenados es como introducimos todos los parametros fisicos que determinan
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el comportamiento de nuestro sistema percolativo. Para estudiar el VRH de una
manera rigurosa a través de teoria de percolaciéon, en nuestro caso, partimos de
las premisas que llevan a |Shklovskii y Efros (1984)) a la obtencién del parametro
Ty mediante sus simulaciones. En el presente capitulo tratamos de extender esta
metodologia con el objetivo de obtener una dependencia en el prefactor de VRH
propia del fenémeno percolativo.

El punto de partida de nuestro estudio se encuentra en los conceptos introducidos
sobre teoria de percolacion que tratamos en la seccion[I.2.2] Consideremos la funcion
F(w,r) que definimos de manera tal que 47 F(w,r)r?*drdw sea la probabilidad de
encontrar, por unidad de volumen, un par de sitios la separacién de los cuales se
encuentra en el intervalo (r,r + dr) y su transicién energética en (w,w + dw). En
virtud de los argumentos introducidos por la teoria de percolaciéon, un par dado se
encuentra enlazado si satisface la desigualdad

2rij | i
< 4.1
R (4.1)

donde (. es el exponente critico de percolacion. Si consideramos los dos sitios de la
red enlazados como polos de una esfera de radio /2 e introducimos la cantidad ©
como el cociente entre el volumen ocupado por estas esferas frente al volumen total

del sistema, entonces podemos escribir la siguiente expresion
0= /F(w, )0 <CC v &) W—ng:srdw, (4.2)
KT £/ 6
donde @ es la funcion escalon de Heaviside. Podemos considerar el valor de © en el
limite de percolaciéon, que lo llamamos ©., como un invariante. Mediante calculos
geométricos de percolacion se obtiene un valor en tres dimensiones ©, = 0,23. Sin
tener en cuenta la interaccion entre los pares de sitios (Shklovskii y Efros, [1984)), la

expresion de F' viene dada por la siguiente ecuaciéon

F(w,r) = //00 g(€1)g(€2)d[e12(1) — w]dedes, (4.3)

donde g es la densidad de estados y hemos situando el nivel de Fermi en ¢ = 0. En

la figura hemos representado grafica la funcion F'(w) para W = 2.
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Figura 4.1: Funciéon F(w) para W = 2.

Para el caso sin interaccion, la funciéon €15 es independiente de r

|€j — €i| €€ < 0
Gij =
maz (|, |e;]]  €ie€; > 0.

Con estos ingredientes, conocida F' mediante la expresion (4.3)), nos podemos plan-
tear cual es la relacion entre (. y T'. Desde aqui es posible obtener una expresion

para la resistividad, ya que
B e$©IN(O)
p - L Y

donde \(O) x (© — ©,) es una longitud de correlacion de la que podriamos esperar

(4.4)

términos adicionales de la forma
ANO)=C(O,—-0)""(1+ A6, —0)%). (4.5)

En cuanto al procedimiento para obtener ((©) nos centraremos en el caso no in-

teractuante. Para este caso concreto, mediante la resoluciéon de la ecuacién para
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© que recuperamos de la expresion (4.2) se obtiene la siguiente dependencia para

el exponente de percolacién (, en consonancia con la dependencia logo oc T—1/4
caracteristica de la ley de Mott
W /4
— 2(420)'® (-) 4.6
c=2020)" () . (16)

para a = 1 yv k = 1. Rescatando la expresion para la resistividad que se ha in-
troducido posteriormente en la ecuacion (4.4)), sustituyendo en la expresion (4.6]) y

aplicando logaritmos, se obtiene
@1/8

Inp= -v(0.,-0)+C (4.7)

1/4

donde, por simplicidad, hemos definido z = 2 - 421/8 (”;) y C es una constante

p
que depende del tamano de la muestra. Minimizar esta funcién respecto a © aporta
un argumento fisico que nos fuerza a ir mas alla del valor critico de percolaciéon para
obtener un perfil realista de la resistividad p, como sugiere |[Pasveer et al. (2005),
con vistas de ser comparado con los resultados provenientes de las simulaciones asi
como de los diversos experimentos que se han llevado a cabo con materiales que
responden con una conduccién por VRH.

Uno de los detalles que debemos destacar de esta minimizacion es su fuerte de-
pendencia con la temperatura. En la figura 4.2 representamos la funcion 0 log R/0©
para valores T'= 0,02 y W = 2. Hemos marcado el valor en el que se anula la deri-
vada y que corresponde al minimo de la resistividad con un punto rojo, asi como el
valor de percolacion, donde obtenemos el comportamiento critico asimptoético en la
linea vertical. En esta grafica podemos comprobar que la funcion dlog R/0© contie-
ne un par de asintotas verticales. Teniendo en cuenta donde se sittia el punto rojo de
la gréfica que representa un extremo en la funcion log R(©), nos interesa en especial
coémo se acerca de rapido esta funcion al punto 0. En virtud de su definiciéon, © no
puede rebasar la unidad, mientras que a medida que aumentamos la temperatura,
el valor de © que anula la derivada se acerca muy rapido a valores cada vez mas

grandes de O.

La minimizacion de la funcion (4.7)) conduce a la siguiente relacion recurrente

e-/8 v
8z  ©-0, (48)
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Figura 4.2: Funciéon 0log R/0O para valores T' = 0,02 y W = 2. El punto
rojo representa el valor en el que se anula la derivada. El valor de percolacion

de O, estd marcado por la linea vertical.

A primer orden en el desarrollo del exponente en el limite W > T, podemos rees-

. <:%M>l/4 _c%)“ (49)

De esta forma, es posible reinterpretar la curvatura como una modificaciéon de la

cribirlo como

temperatura de Mott con la temperatura. Es muy dificil distinguir en los datos
de conductividad si es mas probable que la curvatura provenga de la dependencia
de Ty con la temperatura o de un factor pre-exponencial. Asi lo comentan en el
reciente articulo de Agam y Aleiner| (2014).

En este punto resulta de vital importancia conocer la relevancia del prefactor
frente a las posibles modificaciones de la temperatura de Mott en vistas a una
posible comparaciéon con resultados experimentales.

Se ha de destacar, que estos dos modelos para ((©) como para \(O), funcionan



96 CAPITULO 4. Conduccién en sistemas desordenados

en el limite para temperaturas bajas. Mediante una comprobacion réapida de la eq.
se evidencia que este minimo se puede encontrar en valores demasiado altos en
O, teniendo O sentido fisico inicamente para valores inferiores a 1. Por un lado, es
posible plantearse una primera modificacion con motivacion fisica para la expresion
de A\(©) de la forma

AO)=(©-0.)7"(1-09), (4.10)

forzando la tendencia esperada cuando © = 1. Esta adaptacion, para funcionar, de-
be venir acompanada de una modificacion en ((©) con sentido fisico y que contenga

la obtencién del minimo deseado.
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Figura 4.3: Calculos numéricos de la conductividad en funcién de la tem-
peratura. Los puntos rojos han sido calculados mediante la ecuacion (4.8)).

Para los azules se ha anadido el término (1 — ©).

En la figura se presentan los datos obtenidos calculando la conductividad
para dos expresiones diferentes de A\(0). Por un lado, en rojo hemos aplicado una

dependencia critica habitual en ©. con el exponente critico de percolacion. Por otro,
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hemos incorporado una pequena modificaciéon de orden superior a esta tendencia.
En esta figura podemos ver como se suaviza la curvatura al incorporar el término

adicional hasta practicamente desaparecer.

4.2. Simulaciones anteriores

El campo de las simulaciones ha sido, de forma paralela al teérico, un campo su-
mamente fructifero para el estudio de sistemas electronicos desordenados. Podemos
encontrar en la bibliograffa numerosas simulaciones focalizadas en el problema de
los vidrios de Coulomb desde diversas técnicas. En este apartado trataremos de dar
un breve resumen de los trabajos que hasta ahora existen en la bibliografia y de las
técnicas de calculo numérico que hasta ahora se han utilizado. El enorme desarrollo
que se ha dado en el mundo de la computacion, desde los anios 60, ha hecho que a
dia de hoy contemos con un potencial de célculo insospechado en el momento de
nacimiento de las teorias con las que trabajamos. En principio, podemos clasificar
las técnicas de simulacién por la cantidad de efectos que pueden tener en cuenta. Es
decir, algunas técnicas tienen en cuenta mas parametros que las otras, o se acercan
mas a como nos imaginamos que ocurren las cosas en la naturaleza.

Los modelos que hemos visto hasta ahora, como la RRN de Miller-Abrahams
o la teoria de percolacion, tienen sus limitaciones en cuanto a que tratan de llevar
el problema al plano analitico para que podamos describirlo mediante ciertas leyes
matematicas. Con las simulaciones podemos imitar los procesos naturales tal y
como creemos que ocurren para ver hasta qué punto podemos aplicar estos modelos.
Podemos hablar de simulaciones de RRN, campo medio, resolucién de la ecuacion
maestra o simulaciones del tipo Monte Carlo. En el primer caso reducimos los saltos
entre sitios a resistencias en una red, en el segundo reducimos el efecto del resto de
electrones a un promedio de los mas proximos, para la ecuacién maestra podemos
incluir correlaciones para intentar tener en cuenta el efecto de los demas electrones
y, por ultimo, en las técnicas de Monte Carlo intentamos replicar el movimiento

de los electrones dentro de la red de la forma maés realista posible, teniendo en
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cuenta la probabilidad de cada salto individual. El peso de los saltos colectivos ha
sido motivo de debate durante el desarrollo de este campo de investigacion (Pollak,
2019)) y sigue siendo una cuestiéon abierta en la que no vamos a ahondar en este
trabajo.

Uno de los primeros trabajos en comparar calculos numéricos y analiticos en
el campo de la conducciéon en semiconductores desordenados es el de |[Kirkpatrick
(1973)), aunque |Pike y Seager| (1974alb) se centran mas explicitamente en la cues-
tion de las simulaciones, en especial en la técnica Monte Carlo. En el momento en
el que se publican estos articulos, aunque existe un planteamiento del problema,
las simulaciones se limitan a tratar de reproducir los puntos criticos de percolacion,
donde el problema se simplifica y parece ser posible describirlo mediante una red de
resistencias. Hay que destacar que, aun asi, las simulaciones de redes de resisten-
cias siguen teniendo un interés crucial para entender el comportamiento de sistemas
desordenados. Tanto es asi que pueden encontrarse trabajos posteriores que siguen
esta cuestion de cerca (Derrida et al., 1983, |1984; Ty¢ y Halperin, 1989; Strelniker
et al., 2005; |Knudsen y Fazekas, 2006|). Por su simpleza y generalidad, la red de
resistencias aleatorias tiene un gran potencial en distintos marcos. Una de las téc-
nicas propuestas se basa en el formalismo de matrices para resolver el problema,
mientras que el trabajo mas actual de [Knudsen y Fazekas| (2006) plantea el “método

de eliminacién gaussiana” para optimizar el problema.

4.2.1. Simulaciones recientes

Otra posibilidad es la de tratar con simulaciones del VRH, ya no mediante una
red de resistencias aleatorias, sino tratando el problema teniendo en cuenta més
complejidad en el sistema. Se introduce por parte de Tsigankov y Efros (2002) un
Monte Carlo dindmico, en el que se tiene en cuenta el tiempo fisico que transcurre
en cada prueba Monte Carlo en el sistema. Mientras que originalmente la técnica
de Monte Carlo trata de encontrar configuraciones de equilibrio, con el método
dindmico podemos emular una evoluciéon temporal. En este trabajo de Tsigankov

y Efros (2002)) se estudia la conductividad por VRH de un sistema bidimensional,
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tanto para el caso no interactuante como para el interactuante. Se trata de una
simulacién mediante un Monte Carlo dindmico con una ligera modificaciéon para
aumentar la eficiencia del algoritmo, tal y como se ha explicado en la seccion [2.2]
Tsigankov y Efros (2002)) también reportan los pocos casos que se encuentran en
la literatura para el problema en tres dimensiones y que manifiesta su complejidad
(Diaz-Sanchez et al.; [1999). Para Efros y Tsigankov, con esta simulacion concluyen
el debate acerca de la relevancia de los saltos simultéaneos.

Maés recientemente encontramos, en el trabajo de [Pasveer et al. (2005), otra
técnica de simulacién que se basa en el formalismo de la ecuacion maestra. El coste
computacional de esta técnica es sensiblemente inferior al Monte Carlo dindmico
utilizado por Tsigankov y Efros (2002), por lo que realizan simulaciones tanto de
sistemas bidimensionales como tridimensionales. Con esta técnica los autores llegan
a tamanos de 50 x 50 x 50 en tres dimensiones. Pasveer et al. (2005) manifiestan
que son conscientes de que no se han realizado simulaciones mas realistas que las de
RRN, simuladas en los 70, en contextos computacionales muy distintos (McInnes y
Butcher, |1979).

El impulso que recientemente encontramos en cuanto a las simulaciones de este
tipo de sistemas se encuentra en el estudio de la conductividad en materiales organi-
cos, que cuentan con un gran interés en cuanto a sus aplicaciones. Por ello podemos
encontrar revisiones que se centran en el estado de las simulaciones especificamente
para este tipo de materiales. En el trabajo de |Groves| (2017 se explicitan los tipos
de simulacién que se hallan en la literatura y que hemos comentado con anteriori-
dad, aplicados al caso de materiales organicos. La diferencia fundamental que se da
en este tipo de simulaciones es que utilizan una densidad de estados exponencial
(Nenashev et all |2015]), mientras que en el caso inorgénico tendemos a utilizarla
plana o constante. Podemos encontrar con trabajos muy recientes, como el de Ma-
rinov et al.| (2020), que se centran en la cuestion del VRH en materiales orgénicos
desde el prisma de las simulaciones, pero siguen conscientes de las problematicas
que existen en la fundamentacion de las leyes de conductividad comentadas.

Una de las cuestiones mas relevantes en el campo de las simulaciones es la di-
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ficultad que encontramos para imitar sistemas suficientemente complejos como los
que queremos tratar. Las técnicas de simulaciéon de las que hemos hablado, RRN,
ecuacion maestra o Monte Carlo dindmico tienen sus pros y sus contras. El mayor
inconveniente de las técnicas de Monte Carlo se encuentra en que necesitamos veloci-
dad de calculo para realizar las sucesivas pruebas aleatorias necesarias para apreciar
la evolucién del sistema. El caracter aleatorio de esta técnica también requiere repe-
tir los calculos las veces necesarias para obtener estadistica suficientemente buena
que nos permita extraer resultados aceptables. Ademas, si consideramos sistemas
tridimensionales suficientemente grandes como para asumir que simulamos un sis-
tema en volumen, es decir, que los efectos de borde sean despreciable, emerge el
problema de la memoria. Con estos comentarios queremos enfatizar que la poca
presencia en la literatura de simulaciones de VRH tridimensionales no resulta aza-
rosa, ademas del problema fisico que hemos comentado en el apartado anterior, nos
encontramos también con un problema computacional de primer orden.

En este estudio nos hemos centrado en la simulacién del Monte Carlo dinamico,
mediante el cual obtenemos numéricamente conductividades de muestras tridimen-
sionales desordenadas, tanto en energias como en la posiciéon de los sitios. Hemos
aplicado la modificaciéon en la técnica mediante la cual elegimos los pares en fun-
cion de su probabilidad en distancias (Tsigankov y Efros, 2002)), con el objetivo de,
gracias a la capacidad de computaciéon que disponemos en la actualidad, llegar a
tiempos y tamanos mayores que nos permitan una mejor verificacion de los detalles
asociados a las leyes de conduccion de Mott y de Efros-Shklovskii. Ademés, nos
apoyamos de simulaciones paralelas de la RRN para comparar y corroborar la vali-
dez de los resultados obtenidos en ambos métodos. En este apartado describiremos

las simulaciones y presentaremos los resultados que se han obtenido con ellas.

4.3. Ley de Mott en sistemas tridimensionales

Para el caso de las simulaciones tridimensionales y sin interacciéon mediante la

técnica de Monte Carlo, esperamos que el logaritmo de la conductividad total de las
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muestras que se han simulado, de la manera en la que se ha calculado en la seccion
m, se comporte de forma proporcional a 7-'/4. En cuanto a la resoluciéon de la
red de resistencias aleatorias, tal y como hemos explicado en la seccion también
esperamos el comportamiento tipico de la ley de Mott. En esta secciéon veremos
como los datos se ajustan a esta tendencia y si es posible plantear alternativas
en la direccion de un factor pre-exponencial dependiente de la temperatura o de
anadir dependencias adicionales en el argumento de la exponencial. Posteriormente
trataremos de relacionar los resultados obtenidos con el resto de medidas que se
presentaran en esta seccion.

En la figura se han representado todos los valores de conductividad que se
han simulado mediante las dos diferentes técnicas introducidas en el capitulo [2} Los
cuadrados representan los datos obtenidos con la resoluciéon de la red de resistencias
aleatorias mientras que los cuadrados representan los calculados con el método de
Monte Carlo. Los diferentes colores de los circulos indican los tres desérdenes que
se han utilizado en las simulaciones. La linea solida azul es la curva de ajuste para
la que se ha utilizado la expresion de la ley de Mott anadiéndole un factor adicional
dependiente de la temperatura en forma de un exponente como parametro del ajuste

TMW) 1/4]

= (4.11)

ol = AT exp [— (

Notemos que en la ecuacion se ha introducido el pardametro de desorden
W para tener en cuenta el escalado que se realiza en la figura [4.4] La linea roja
discontinua ajusta, en el rango de temperaturas que consideramos conveniente, la
ley de Mott

(4.12)

1/4
ol = Aexp [— (M) ] ,

T

a la que deberian responder los valores de conductividad a temperaturas bajas.
En la grafica superior derecha se muestran los datos de conductividad calculados
mediante el método de Monte Carlo sin escalar con el desorden.

Una de las principales caracteristicas a destacar de la figura[4.4] es la apreciable
curvatura de los datos en el rango de temperaturas que estamos estudiando. El

ajuste de la ley de Mott ilustra como una recta no contiene parametros suficientes
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Figura 4.4: Conductividad escalada con la temperatura en escala logarit-
mica en funcion de (W/T)'/4. Identificamos mediante circulos los resultados
obtenidos con el método Monte Carlo y los cuadrados mediante el método
RRN. Los colores que identifican los datos del Monte Carlo incluyen diferen-
tes desordenes, W = 2 en color azul, W = 4 en naranja y W = 8 en verde.
Representamos con las dos lineas los diferentes ajustes que se han llevado
a cabo de los datos. “Fit 17 corresponde a la ecuacién y “Fit Mott”
corresponde a la ecuacién Arriba a la derecha hemos representado los
datos obtenidos mediante el Monte Carlo sin escalar, es decir el logaritmo

de la conductividad frente a T-1/% y para los mismos valores del desorden.

para ajustar bien los puntos de las simulaciones. En cambio, el ajuste mediante la
ecuacion se cinie de manera razonable a los puntos de las simulaciones.

Con los resultados de la conductividad obtenidos en las simulaciones realizadas
sin interaccion, hemos probado diferentes ajustes. El primero es la ley de Mott pura,
la de la ecuacion El segundo es el que presentamos en la ecuacion ,

al que le asignamos un prefactor libre, por lo que contamos con tres parametros
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libres en el ajuste. Para el tercero nos hemos basado en nuestro modelo analitico,
que presentamos en secciones posteriores de este capitulo y que se basa en los
resultados de teoria de percolacion. Se han tenido en cuenta tres desérdenes para la
simulacion mediante el Monte Carlo. Los parametros de obtenidos con los ajustes
para las diferentes funciones se presentan en la tabla [4.1]

De los resultados de los ajustes presentados en la tabla[d.1] podemos determinar
que el mejor ajuste para los datos de nuestras simulaciones se obtienen para la
expresion con prefactor, la que hemos llamado “Ajuste 2”. De todos modos, como
se comenta en Agam y Aleiner (2014), la ambigiiedad entre un posible prefactor y
una contribucién adicional en el exponente impide que este resultado sea confirme

rotundamente la existencia del prefactor.

4.3.1. Efecto de tamano finito

La finitud de las muestras simuladas hace que exista una dependencia entre el
tamano de las muestras y las magnitudes fisicas que en ellas medimos. Es importante
tener en cuenta el efecto que produce esta finitud de las muestras en las medidas y
como varia con el tamano. Conocido con detalle el efecto de tamano finito, podemos
tratar de extrapolar los resultados para tamanos infinitos o no condicionados por
el efecto de tamano finito. Por un lado, necesitamos comprobar que las muestras
simuladas son suficientemente grandes como para que los bordes no estén afectando
demasiado a las medidas, y que no encontremos conductividades que dependan del
tamano de la muestra. Por otro, las dependencias de las magnitudes medidas en
funcion del tamano de la muestra nos pueden informar acerca de las diferentes
longitudes relevantes que juegan papel fisico en nuestro problema. En este sentido,
si prestamos atencion a la teoria de percolacion presentada en la seccion [1.2.2]
podemos explotar este analisis como primera via para obtener la longitud asociada
a la posible red de percolacion que determina la conductividad del sistema.

En nuestro caso esperamos tres longitudes que pueden tener un papel crucial en
las simulaciones: por un lado tenemos el tamano de la muestra, que denotaremos

como L, por otro la longitud media de salto 7 y por ultimo el tamano a partir del
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i L-20, b—2, 4, 8
T=2=L
w 2
A Q3 Y B X
Ajuste 1 22+ 3 159 £ 9 — — 140
Ajuste 2 | 11.23 + 0.07 | 1.85 + 0.11 | 1.477 £ 0.011 — 0.18
Ajuste 3 16 4+ 730 2+ 14 045+ 6 2+373|0.14
G L=20, b=2
- A Qs Y B X
Fit 1 105 + 1.2 112+ 6 — — 21000
Fit 2 12.54 4+ 0.09 | 3.06 + 0.18 | 1.395 + 0.014 — 63.5
Fit 3 16 £+ 730 2+ 14 0.45 + 6 2+373 | 0.14
174
Ajuste 1 Aexp <— (%) >
- 1/4
Ajuste 2 AT7 exp (— (a—~3> )
' N N1/ FNI/A
Ajuste 3 | AT7 exp [— (?‘) - B (a—3> }

Tabla 4.1: Valores del ajuste para los datos del logaritmo de la conductividad por
la temperatura, escalados con el desorden. En la tabla de arriba presentamos los
parametros relativos a la simulaciéon mediante el método de Monte Carlo. En la
tabla de en medio se encuentran los parametros de los ajustes a los datos obtenidos
mediante el método de la red de resistencias aleatorias. En la tltima tabla se en-
cuentra la leyenda con las funciones utilizadas para los distintos ajustes en ambos

Casos.
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cual nuestro sistema responde acorde con la ley de Ohm, /.

Mediante el argumento de Mott se puede realizar una estimacion de la longitud
media de salto 7 relevante en la conduccion por hopping. De este modo obtenemos
la siguiente expresion para esta magnitud

e (B w1z

donde Ty es la temperatura de Mott y £ la longitud de localizacion. Esta magnitud
nos aporta un valor ttil para dilucidar en que régimen de conduccién se encuentra
el sistema. Aunque no es suficiente para determinar los efectos de tamano finito. La
existencia y formaciéon de una red de percolaciéon tridimensional es la responsable
de que, para tamanos pequenos, no funcione la ley de Ohm, por lo que sera el
parametro de red de este fendémeno el determinante en cuanto al efecto de tamano
finito.

La primera forma de abordar esta cuestion se basa en realizar medidas de con-
ductividad en funciéon del tamano de la muestra. En la figura presentamos los
valores de la conductividad en funcién del tamano del sistema para tres valores
diferentes de la temperatura y para un desorden W = 2. Para poder compararlos
bien los hemos normalizado respecto al valor de a conductividad para la tempe-
ratura mas alta representada, T' = 0,1, para el tamano mas grande que hemos
simulado, L = 20. En esta figura podemos apreciar como la conductividad se em-
pieza a estabilizar en valores préoximos a L = 10. En este caso hemos obtenido las
conductividades representadas mediantes las simulaciones Monte Carlo. Uno de los
hechos que llama la atencién al observar la tendencia de la conductividad frente al
tamano de la muestra es que las tres curvas representadas saturan para el mismo
valor del tamano de la muestra. Esperamos que el tamano de la muestra al que se
llega al valor de la conductividad en volumen aumente a medida que la tempera-
tura baja, pero no ocurre asi. Bajo las condiciones que hemos simulado podemos
apreciar que el tamano al que se llega al valor de la conductividad en volumen es
aproximadamente el mismo para las tres temperaturas comparadas.

Para llegar obtener valores de la conductividad a temperaturas mas bajas hemos
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Figura 4.5: Conductividad en funcién de la longitud de lado de la muestra
para tres temperaturas diferentes para un desorden W = 2, normalizadas
para el valor de la conductividad obtenida para tamano 20 y a temperatura
T = 0,1. Los datos de conductividad se han obtenido mediante simulaciones

Monte Carlo.

realizado simulaciones de la red de resistencias aleatorias. Con esta técnica de simu-
lacion si se han encontrado variaciones relevantes de las curvas de la conductividad
en funcion de la temperatura del sistema. En la figura también representamos
valores de la conductividad en funcién del tamano de la muestra, pero en este caso
utilizando la técnica de la red de resistencias aleatorias y para valores de la tempe-
ratura mucho més bajos. En esta figura se muestran tres temperaturas diferentes,
que hemos simulado hasta tamanos de L = 20. El valor del desorden se ha man-
tenido constante en W = 2. Los datos se encuentran normalizados para el valor
de conductividad del tamano méas grande y la temperatura més alta 7" = 0,006.
En la figura aparece un méaximo de conductividad que aumenta su valor relativo

a medida que disminuye la temperatura de la simulaciéon. Mientras que el méaximo
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parece coincidir para el mismo valor del tamano de la muestra, debido a la magnitud
relativa del méximo, para temperaturas mas bajas se llega mas tarde al valor de
la conductividad en volumen. Estas dos tendencias encontradas en el caso de bajas
temperaturas remiten a la existencia de dos longitudes involucradas en el proceso.
La primera de las longitudes se manifiesta para tamanos pequenos, hasta un valor
de L ~ 9, y puede estar relacionada con la longitud de localizacién que se introduce
como parametro en nuestras simulaciones. La segunda se manifiesta a tamanos més

grandes y la relacionamos con la longitud caracteristica de la red de percolacion

que se constituye en la muestra.
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Figura 4.6: Conductividad en funcién de la longitud de lado de la muestra

para tres temperaturas diferentes para un desorden W = 2, normalizadas

para el valor de la conductividad obtenida para tamano L = 23 y a tem-

peratura T" = 0,006. Los datos de conductividad se han obtenido mediante

simulaciones de la red de resistencias aleatorias.

Otra forma de abordar la cuestion del efecto de tamano finito es estudiando la

varianza de las conductividades en funcién del tamano de la muestra. En el caso
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de encontrarnos en el régimen 6hmico, cuando la conductividad no depende del
tamano de la muestra, esperamos que la varianza de la conductividad decaiga con

el tamaino de la muestra de la forma

Var(o) (%)3, (4.14)
donde ¢ es una cierta longitud caracteristica del sistema.

Si en el sistema se forma una red de percolaciéon més grande que el tamartio de la
muestra, esto repercutiré en la varianza de la conductividad, de modo que los valores
de la conductividad para diferentes muestras no responderan a una distribucién
normal. En la figura [£.7] se representan, en escala logaritmica, las varianzas entre
la conductividad al cuadrado frente al tamano de la muestra, también en escala
logaritmica. La direccion de la flecha negra indica temperaturas ascendentes de los
datos. Hemos ajustado las partes finales de las curvas, donde los datos se empiezan
a comportar de manera lineal, a rectas con pendiente —3, tal y como describe
la ecuacion (4.14)). De estos ajustes se puede obtener una ordenada en el origen
que aporte informacién sobre la longitud critica que estamos buscando. Anadimos
también un grafica interior en la figura [£.7 donde se han escalado los datos teniendo
en cuenta los datos de la recta de ajuste.

De las ordenadas en el origen que obtenemos de los ajustes es posible obtener

una longitud critica, ya que, aplicando logaritmos a la ecuacion obtenemos

In (Var U) x3Inl—3InL. (4.15)

o2
Asi, podemos obtener una longitud caracteristica que depende exponencialmente
de la temperatura. Para determinar su exponente, de nuevo, podemos representarla
en escala logaritmica, ajustar a una recta y quedarnos con la pendiente.

En la figura [4.8| representamos diferentes valores de la ordenada en el origen de
los ajustes de las varianzas para dos valores diferentes del desorden. Los valores de
la figura [4.8| se han obtenido mediante simulaciones de la técnica de Monte Carlo.
Del ajuste de los datos obtenemos una pendiente —1,64 4 0,08, del que deducimos
un exponente para la temperatura —0,55 4+ 0,03, teniendo en cuenta el factor 3

delante de la longitud critica en la ecuacion (4.15)).



4.3. Ley de Mott en sistemas tridimensionales 109

6,

4-

T
Z
c

J 0

-2

-
—4-

1.75 2.00 2.25 250 2.75 3.00
Ln(L)

Figura 4.7: El logaritmo de la varianza de la conductividad entre la con-
ductividad al cuadrado en funcién del logaritmo del tamano de la muestra.
Los diferentes colores representan diferentes valores para la temperatura. Las
rectas de ajuste responden a una pendiente —3 de acuerdo con la teoria, en
la zona en la que los datos se comportan de forma lineal. La flecha negra
indica la direccién en la que aumenta la temperatura. En la grafica interior
se muestran los mismos datos pero escalados en base a los datos obtenidos

de las rectas de ajuste.

Que el ajuste mediante la sugerencia presentada en la ecuaciéon no sea
suficiente para describir los datos, apunta a que quizas no exista solo una longitud
critica en nuestro sistema, tal y como apreciamos en las anteriores medidas del efecto
de tamano finito que se presentan en la figura [4.6, Una sugerencia adicional podria
ser la inclusiéon de un término de orden superior en la varianza de la conductividad

en funcion de la muestra, de la forma

Vajga) _ (%)3 (1 N (%)3> , (4.16)
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Figura 4.8: El logaritmo de la ordenada en el origen que se ha extraido de los
ajustes lineales del logaritmo de la varianza frente al logaritmo del tamano de
la muestra. Representamos valores obtenidos de ajustes para datos obtenidos
de simulaciones del método de Monte Carlo para dos valores del desorden
diferentes. La recta corresponde a un ajuste lineal de los datos de donde
se obtiene una pendiente —1,64 4+ 0,08. En la grafica interior mostramos los
datos de la varianza frente a la temperatura que hemos ajustado para obtener

las ygp.

Para un valor de temperatura arbitrario, podemos comprobar la eficacia de la ecua-
cion para el ajuste de los datos de la varianza. En la ﬁgura mostramos la
dependencia de la varianza de la conductividad, normalizada respecto la conducti-
vidad al cuadrado, con el tamano de la muestra para una temperatura 7" = 0,0064.
Para el ajuste de los datos se ha utilizado la ecuacion . Se puede apreciar que
las dos longitudes ¢; y /5 parecen coincidir y que la ecuacion ajusta fielmente
los datos.

Los resultados obtenidos hasta ahora para las longitudes criticas los podemos
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Figura 4.9: La varianza de la conductividad entre la conductividad al cua-
drado en funcion del tamano de la muestra en escala lineal para una tem-
peratura de T' = 0,0064. Donde hemos utilizado para el ajuste la expresion

4. 16l

sintetizar para tratar de ver sus tendencias en funcién de la temperatura. En la fi-
gura[£.10] comparamos los diferentes valores de las longitudes relevantes que pueden
manifestarse en el sistema. En esta figura podemos ver como, a partir de una cierta
temperatura, los valores de las longitudes criticas empiezan a tomar un comporta-
miento lineal con una pendiente diferente a la de la ley de Mott en tres dimensiones,
en concreto ~ —0,4 + 0,1.

Otra forma de investigar las longitudes relevantes involucradas en el sistema es
utilizando métodos que exploten las posibles propiedades fractales en las muestras.
El hecho de suponer la existencia de una red con un parametro de red mayor que
la distancia de separaciéon media entre los sitios de nuestra muestra nos sugiere la
existencia de fractalidad en el sistema. Para este proposito necesitamos medidas

microscopicas, es decir, debemos conocer la estructura de las diferentes transiciones
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Figura 4.10: El logaritmo de las longitudes criticas obtenidas junto en fun-
cion del logaritmo de la temperatura T entre el desorden W. En azul y
naranja se muestras las parejas de f1 y ¢ que se han resuelto ajustando
con la ecuacion [£.16] para las temperaturas bajas simuladas con la RRN. En
verde mostramos las longitudes criticas extraidas mediante el ajuste con la
ecuacion de las simulaciones a temperturas mas altas que realizamos
con la técnica de Monte Carlo. La linea morada discontinua representa un
ajuste lineal sobre los datos de las parejas £1 y f5. La inea roja continua

corresponde a la pendiente —1/4 relativa a la ley de Mott.

entre sitios que realizan los electrones en la red. Hasta ahora hemos visto funda-
mentalmente promedios que nos permiten obtener valores de la conductividad de
la muestra en su conjunto. Para estudiar la fractalidad se necesita toda la infor-
macion espacial de los saltos, mientras que hasta ahora solo hemos utilizado las
distancias en el eje del campo eléctrico para calcular la conductividad, como vimos

en la ecuacion ([2.9).
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4.3.2. Medidas microscopicas

Para las simulaciones en tres dimensiones y no interactuantes mediante la técnica
Monte Carlo hemos tratado de entender que ocurre a escala microscopica en el
interior de las muestras. Hemos estudiado la contribucion a la conductividad total

que aporta cada enlace de la muestra, siendo estas

donde el subindice i denota el enlace en cuestion, Az es la proyeccion de la distancia
entre los puntos en el eje = y ¢ la carga neta que ha cruzado el enlace.

Para obtener un buen promedio en las medidas de ¢; mediante la ecuacion (4.17])
es necesario realizar simulaciones suficientemente largas. Hay que tener en cuenta
que para este tipo de medidas no es posible realizar promedios en muestras, por lo
que hemos simulado unas pocas muestras a diferentes temperaturas.

En la figura [£.11] presentamos un dibujo tridimensional de los 500 primeros en-
laces que méas contribuyen a la corriente total de la muestra, a una temperatura
T = 0,02y T = 0,1, para tamano de la muestra L = 20 y desorden W = 2. El
diferente grueso de los segmentos indica la contribucion de corriente de cada enlace.
Se han coloreado los enlaces en funcién de su relacion con el nivel de Fermi, si atra-
viesan el nivel de Fermi le asignamos el negro, si los dos sitios quedan por encima
del nivel de Fermi lo coloreamos en rojo y reservamos el azul para los pares de sitios
que se encuentran por debajo del nivel de Fermi. Una primera representacion gréafica
de los enlaces que mas contribuyen a la corriente no aporta demasiada informaciéon
sobre la conducciéon del sistema, ya que en las figuras tridimensionales somos in-
capaces de distinguir caminos preferentes para la conducciéon. De todas formas si
es posible apreciar las diferencias entre las longitudes tipicas de salto entre las dos
temperaturas. Para la temperatura mas baja tenemos més saltos largos que para la
alta, tal y como cabe esperar.

El hecho de distinguir los enlaces por su relaciéon con el nivel de Fermi se en-
cuentra motivado por el trabajo de Agam y Aleiner| (2014)), que aprecian que la

proporciéon de corriente que llevan los enlaces que cruzan el nivel de Fermi frente
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Figura 4.11: Representaciéon tridimensional los 500 enlaces que mas con-
tribuyen a la corriente, para una muestra a 7' = 0,02 (arriba) y 7' = 0,1
(abajo), L =20 y W = 2. El azul representa las transiciones por debajo de
la energia de Fermi, el rojo por encima y en negro las que la atraviesan. El
grueso de las lineas representa las diferentes contribuciones de los enlaces a

la corriente total de la muestra.
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a la corriente total del sistema baja de forma brusca con la tempertaura. En este
trabajo los autores proponen la existencia de dos tipos de redes de percolacion,
una asociada a las transiciones por encima del nivel de Fermi y otra asociada a
las transiciones por debajo, asumiendo que puede haber una pequena proporciéon
de enlaces, que atraviesan el nivel de Fermi y que actiien como puente entre estas
dos redes de percolacion. Como concluyen que la proporcion de corriente que llevan
los enlaces que cruzan el nivel de Fermi es cada vez mas pequena al disminuir la
temperatura, pueden tratar las dos redes de forma independiente en el limite de
percolacion. Podemos probar esta afirmacion sobre los datos de las simulaciones
realizadas representando la ratio entre la parte de corriente que pasa por enlaces
que cruzan el nivel de Fermi respecto al total de la corriente (py), en funcion de la
temperatura.

En la figura representamos la fraccion de la corriente que transportan los
enlaces que atraviesan el nivel de Fermi respecto a la corriente total que transporta
el sistema en funcion de la temperatura. Estos datos han sido recogidos para una
muestra de tamano L = 20 y desorden W = 2.

Segiin los resultados de nuestras simulaciones mediante el método de Monte
Carlo podemos apreciar que, en el rango de temperaturas en el que trabajamos, la
fraccion de corriente que atraviesa el nivel de Fermi es aproximadamente un 30 %.
Existe un cambio de tendencia, aproximadamente en 7" = 0,1, a partir de la cual
se acrecienta la bajada de p; al disminuir la temperatura. Este resultado puede
sugerir que las temperaturas a las que hemos realizado las simulaciones guardando
los datos de cada enlace sean demasiado altas para posicionarnos en la suposicion
de |Agam y Aleiner| (2014]).

Otra cuestion de interés respecto a la informaciéon que podemos extraer median-
te este tipo de simulaciones es la cuestion de como se distribuye la corriente en el
sistema. Ademas de la distribucion espacial que hemos presentado en la figura [4.11]
donde dibujamos los enlaces en tres dimensiones, puede resultar interesante el ané-
lisis de la distribucién de las corrientes en funcién de las distancias de salto y de las

diferencias de energia entre los sitios. Una posibilidad consiste en representar cada



116 CAPITULO 4. Conduccién en sistemas desordenados

0.3001 o
0.2981
0.296 °
20.2941 « °°
@

0.2921 °
0.290]

O

0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16

T

Figura 4.12: Fraccién de corriente que atraviesa el nivel de Fermi en funcién

de la temperatura, para una muestra con L =20y W = 2.

enlace como un punto en un plano delimitado por un eje que represente la distancia
entre los sitios (horizontal) y otro que represente la diferencia de energia entre los
sitios (vertical). La corriente se puede representar como el peso de cada uno de los
puntos en una superficie de nivel. Para visualizar esta distribucién hemos hecho uso
de la aproximacion kernel-density estimation (KDE), que nos permite suavizar los
datos para realizar una mapa de nivel de la distribuciéon de corriente.

En la figura presentamos un mapa bidimensional de la intensidad de co-
rriente de los diferentes enlaces, en funciéon de la distancia de salto y de la diferencia
de energia entre los sitios. En particular, esta grafica ha sido calculada para una
temperatura 7' = 0,02, un tamano de la muestra L = 20 y un desorden W = 2. En
este plano bidimensional cada enlace se situaria en un punto, pero hemos prome-
diado los datos més cercanos para obtener una funciéon continua, donde la escala

de color representa la intensidad relativa que portan los enlaces bajo esas carac-
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teristicas. El punto blanco representa el valor medio de la longitud de salto y de
la diferencia de energias, es decir, donde deberia encontrarse el maximo de nuestro
perfil de conductividad. El punto negro seria este mismo valor teniendo en cuenta
teoria de percolacion. La linea negra diagonal representa el valor critico para la re-
sistencia, es decir, segin teoria de percolacion ese valor corresponde a la resistencia
méaxima que contribuye a la corriente, por lo que no deberiamos esperar enlaces
més alla de esta.

Nuestros datos, representados en la figura [{.13] contienen un méximo en la
conductividad que no ajusta ni con el maximo predicho por la ley de Mott, ni con
el maximo reproducido por la ley de percolacién. De hecho, en este caso, el maximo
se encuentra desplazado a la izquierda pero reposa sobre la recta que maximiza la
conductividad -que sale del origen de coordenadas y pasa por los puntos obtenidos
de la relacion de Mott -con la que obtenemos los saltos tipicos de Mott. Los dos
méximos, el de Mott por un lado, escrito en la ecuacion (|1.15)), v el de percolacién
por otro, en la ecuaciéon , estan calculados de la manera propuesta en la seccién
[1.2.1.7] con la unica diferencia de los vecinos preferentes que incluimos. Por un lado
en la ley de Mott constatamos que la integral de la densidad de estados entre 0 y
AF es 1/R3, mientras que en el caso de percolaciéon tenemos en cuenta que esta
integral es igual a 2,3/R?, siendo 2,3 el valor de las conexiones promedio que se
obtiene en una red cuadridimensional aleatoria en el limite de percolacion (Pike y
Seager|, (1974a)).

Estas mismas graficas las encontramos en el trabajo de Pasveer et al. (2005),
para los casos bidimensional y tridimensional. En este trabajo se utilizan para com-
probar las propiedades de escalado de los datos, pero también podemos observar
que, en el caso tridimensional existe una mayor proporcion de resistencias que se
salen del limite de percolacion, comparado con el caso bidimensional. Para nues-
tras simulaciones podemos apreciar una dependencia en la temperatura en la que,
a medida que aumenta, aumenta también la proporcién de resistencia que cae fuera
del limite establecido por teoria de percolacion. Asi, como esperdbamos, encontra-

mos que la aproximacion que hemos introducido en la seccion [.1] basada teoria de
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Figura 4.13: Mapa de la distribucién de corriente en funcién de la distancia
de salto y de la diferencia de energia de los sitios, para una muestra a T' =
0,02, L = 20 y W = 2. La escala de colores representa promedios de la
contribucién a la corriente total de la muestra, en unidades arbitrarias. El
punto blanco representa el méximo de corriente calculado mediante la ley de
Mott, mientras que para el punto negro hemos utilizado teoria de percolacién.

La linea negra representa la resistencia critica de percolacion.

percolacion, gana validez a bajas temperaturas.

Otra de las herramientas que se han usado para el estudio de las longitudes
relevantes que manifiesta el sistema es el estudio de la posible dimension fractal
que pueda aparecer en la red. Tal y como se ha introducido en la seccién [1.2.3
hemos aplicado una variacion del método box counting para calcular las propiedades
fractales de nuestro sistema. El hecho de estudiar datos asociados a conductividad
por enlaces complica esta cuestion, ya que en las regiones limite podemos encontrar

enlaces que las crucen.
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Figura 4.14: Conductividades calculadas para diferentes tamafios de los
cubos en el interior de la muestra. Las curvas para diferentes temperaturas
han sido escaladas para hacer coincidir el codo con la curva de temperatura
T = 0,02. Asi, los ejes vertical y horizontal se ven modificados un cierto

factor para cada valor de la temperatura.

Para atajar el problema del corte de los enlaces se ha calculado la contribucién
a la corriente de cada sitio y se ha procedido a calcular las corrientes para diferentes
volimenes en el interior de la muestra. Nos hemos basado en los célculos del index
participation ratio que se utilizan para identificar el grado de localizacion de las
funciones de onda en mecanica cuéntica. En nuestro caso, calculamos el cuadrado
de la fraccion de conductividad de cada caja de la L respecto a la total, sumamos los
valores de todas las cajas y lo normalizamos también respecto al volumen total V.

Si la corriente estuviese totalmente localizada en un punto de la red obtendriamos
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un valor del parametro A = 1/V. Entonces, la expresion de A viene dada por

1 2
A= (ZL: Onorm (L) ) (4.18)

donde ,,0rm (L) es la media de la conductividad de los puntos dentro de una caja de
lado L, normalizada a la conductividad total de la muestra, V' es el volumen de la
muestra y el sumatorio en L representa la suma de las corrientes normalizadas para
todas las cajas de longitud L que caben en la muestra. El parametro A\ en funcion de
la distancia de muestreo L puede dar informaciéon sobre la existencia de longitudes
relevantes en la muestra. En particular va a ser 1til representarlo en funcion de las
longitudes de las diferentes cajas que se han utilizado.

En la figura representamos la media del cuadrado de las conductividades
que atraviesan una caja concreta, en funcion de los diferentes tamano de las cajas.
Los colores indican las temperaturas para las que se han obtenido los datos. Hemos
realizado calculos para un conjunto de nueve temperaturas diferentes. Los datos
representados en la figura han sido simulados mediante el método de Monte
Carlo. En esta representacion se han introducido factores a mano para escalar las
curvas y que los codos para todas las temperaturas coincidan. Podemos comprobar
que el escalado funciona bastante bien para este tipo de datos. Los factores obtenidos
para escalar las graficas de diferentes temperaturas aportan también informaciéon
acerca de la distribucion de corrientes que hay en la muestra. En particular, el
factor sobre el eje horizontal debe estar relacionado con una distancia caracteristica.
Aunque su valor absoluto no aporte informacién, su comparaciéon con los valores
que obtenemos del resto de temperaturas si puede ser relevante.

De la misma forma que hemos estudiado la fractalidad para los datos obtenidos
de la simulacion con el método de Monte Carlo, también podemos hacerlo para la
simulacién de la red de resistencias aleatorias. En este caso, el método mediante
el cual obtenemos la conductividad y que hemos presentado en la seccion no
contiene de manera obvia la informacién sobre cémo se distribuyen las corrientes a
través de la muestra. Tenemos que anadir una pequena modificacion al programa

para estudiar la corriente de los diferentes enlaces. Para extraer las corrientes de
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cada enlace simplemente tendremos que tener en cuenta la probabilidad de salto de

las transiciones y las diferencias de potencial entre la muestra, de manera que
Ciy =Ty5(Vi = V; = V), (4.19)

donde V; es es potencial en el punto ¢ y Vj es la diferencia de potencial de extremo
a extremo de la muestra. Hay que tener en cuenta que el potencial Vj solo inter-
viene en la ecuacién cuando los dos puntos atraviesan la superficie conectada por
las condiciones de contorno. Con los datos de las corrientes de la ecuacion (4.19)
realizamos el mismo procedimiento para obtener la posible fractalidad en la muestra
para diferentes temperaturas.

En la figura [£.15] representamos también las medias de los cuadrados de las
intensidades que pasan por cada enlace, incluidos en el interior de una caja de
longitud L, tal y como viene en la ecuacion . En este caso hemos utilizado
los datos de siete temperaturas simuladas mediante la red de resistencias aleatorias
y los datos han sido escalados de la misma manera que en la figura [£.14] Puede
apreciarse que con este método hemos sido capaces de bajar mas la temperatura
que con el Monte Carlo, ya que se trata se una simulacion mucho mas sencilla.

Podemos obtener las distancias caracteristicas a partir de los parametros del
escalado y compararlas en ambos casos, para la simulacion mediante el método de
Monte Carlo que hemos presentado en la figura[d.14]y mediante la red de resistencias
aleatorias plasmadas en la figura [£.15 Las distancias tal y como se presentan en
las figuras escaladas a mano y [4.15'| necesitan una referencia para poder ser
comparadas a lo largo del rango de temperatura. Como la informacion relevante
de las longitudes que obtenemos de los escalados reside en su dependencia con la
temperatura més que en su valor absoluto, podemos mover los datos arbitrariamente
a lo largo del eje vertical para clarificar su representacion grafica.

En la figura [£.16] representamos, en escala logaritmica, los factores de distancia

que hemos utilizado en las figuras escaladas y frente a la temperatura.

'En esta grafica se presentan dos factores de forma implicita: uno, que multiplica a la distancia,

en la horizontal y otro en la vertical.
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Figura 4.15: Conductividades calculadas para diferentes tamafios de los
cubos en el interior de la muestra. Las curvas para diferentes temperaturas
han sido escaladas para hacer coincidir el codo con la curva de temperatura
T = 0,001. De la misma forma que para la figura los ejes vertical y hori-

zontal se ven modificados un cierto factor para cada valor de la temperatura.

Los valores absolutos de la distancia han sido elegidos de manera que coincidan
para una temperatura 7' = 0,02, para la que hemos cogido como referencia una
de las longitudes obtenidas mediante métodos presentados en secciones anteriores.
Las lineas continuas representan ajustes mediante los que podemos comprobar que a
bajas temperaturas se obtiene una mayor pendiente negativa. Estos ajustes verifican
también, en este rango de temperaturas, el comportamiento exponencial de las
longitudes caracteristicas en funcion de la temperatura. Del par de ajustes podemos
obtener el coeficiente que determina el decaimiento exponencial de esta longitud
caracteristica. En cuanto a las graficas interiores de la figura[4.16] arriba a la derecha

tenemos los datos crudos obtenidos mediante la técnica de Monte Carlo y abajo a la
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izquierda presentamos un detalle del escalado de los mismos puntos, comprobando
que forman un codo muy preciso.

Como vemos en la figura[d.16] los datos se han ajustado de manera que se puede
apreciar facilmente la diferencia de pendiente entre las dos curvas. El ajuste lineal
en la escala logaritmica en la que se encuentran los datos supone una tendencia
exponencial de la longitud caracteristica con la temperatura de la forma ¢ oc T“.
Del ajuste de los datos obtenidos de la simulacion de la red de resistencias aleatorias
podemos extraer los siguientes valores del parametro «, por un lado aggn = —0,2398
y por otro apnc = —0,3266. El valor para temperaturas bajas, asociado a la red de
resistencias aleatorias, es cercano a la dependencia de la longitud media de salto
con la temperatura segtin el argumento de Mott. Para el caso de temperaturas
relativamente altas, la dependencia se aleja del valor anterior para acercarse al
1/3. De todas formas, estos datos tienen un caracter puramente orientativo. La
metodologia de obtencién de las longitudes criticas no es excesivamente rigurosa,
por lo que la intencién de este tipo de célculos es ver las diferentes tendencias que
se obtienen en los dos tipos de simulaciones que abordamos, asi como la posibilidad
de que los datos puedan ser escalados en la zona en la que los datos se curvan.

Otra propiedad interesante de la informacion de la corriente de los enlaces en
nuestras muestras es su distribucion de corrientes ordenada. Un ordenamiento de
enlaces que més contribuyen a enlaces con menor contribuciéon nos puede ayudar
a entender como esta de repartida la corriente en la muestra. Es decir, estos datos
nos pueden decir si la mayor parte de corriente la llevan pocos enlaces, de manera
que la corriente de la muestra se encontraria muy concentrada, o si la llevan un
conjunto grande de enlaces con poca corriente, donde tendriamos una situaciéon con
la corriente muy repartida a lo largo del volumen de la muestra. Segun teoria de
percolacion esperamos que la media de la diferencia entre el logaritmo de las resis-
tencias de cada enlace sea aproximadamente la unidad (Shklovskii y Efros| [1984)).
Hay que destacar que al trabajar con teoria de percolaciéon lo hacemos suponiendo
una distribucién exponencial de resistencias y es este exponente, que en nuestro ca-

so hemos asociado a la probabilidad de salto de la ecuacion [I.10] el que determina



124 CAPITULO 4. Conduccién en sistemas desordenados

1.2 ’
: ®
o 10°-
1.0
. 0.8 | :
= x10~° \.:ix 10 20
20.6/
4,
0.4
5
0.2 .
00/ 00 25 50 7.5 10.0
—7 —6 -5 —4 -3 -2
Log(T)

Figura 4.16: Logaritmo del factor de distancias, extraido del escalado de
la figura y de la figura frente al logaritmo de la temperatura. Se
han ajustado los datos para que coincidan los factores para la temperatura
T = 0,02. En color azul representamos los valores para bajas temperaturas
realizados mediante la simulaciéon de la RRN y en naranja para temperaturas
relativamente altas, obtenidos con el método Monte Carlo. En el la grafica
superior derecha representamos los datos crudos en doble escala logaritmica,
mientras que en la grafica inferior izquierda tenemos los datos escalados, en

escala semilogaritmica.

la conductividad del sistema.

En la figura presentamos la corriente ordenada que porta cada enlace en
la direcciéon en la que medimos la corriente de la muestra, para tres temperaturas
diferentes. Se han representado los datos en escala logaritmica en el eje vertical para
apreciar mejor el comportamiento. Una de las conclusiones que podemos sacar de

estas representaciones es que a medida que bajamos la temperatura tenemos mas y
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mas enlaces que conducen muy poco. Es decir, a temperaturas altas la conductividad
de la muestra se encuentra mas fuertemente determinada por los enlaces que méas

conducen.
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Figura 4.17: Distribuciéon de enlaces ordenados en funciéon del desplaza-
miento de carga acumulado para diferentes temperaturas T' = 0,03, T' = 0,04
y T = 0,1 en escala logaritmica. Para diferentes temperaturas vemos como,
aunque la cantidad de enlaces que contribuyen en mayor medida a la corrien-

te, hay una fuerte dependencia para los enlaces que llevan poca corriente.

Estos resultados contribuyen a una comprension conjunta de las propiedades
de conduccion del sistema a estudio y han de ser necesariamente conjugados con
los macroscopicos. En suma, apreciamos que bajo las condiciones en las que nos
encontramos, aunque existen indicios que apuntan a comportamientos relacionados
con teoria de percolacion, podemos afirmar que el sistema no estd gobernado por
un comportamiento inicamente reducible al limite de percolacién. A continuacién
comentaremos los resultados obtenidos hasta ahora para la ley de Mott en sistemas

tridimensionales y seguiremos abordando otras tres situaciones complementarias: la
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ley de Mott para sistemas de dos dimensiones, la ley de Efros-Shklovskii tridimen-

sional y el régimen activado.

4.3.3. Prefactor en la ley de Mott en tres dimensiones

Dentro del campo de estudio de la conductividad eléctrica en sistemas desor-
denados existen algunas probleméaticas que a dia de hoy siguen abiertas. Para las
expresiones de la conductividad que se han presentado con anterioridad, una de
las cuestiones que permanece en debate es la forma del posible factor preexponen-
cial que se encuentra en estas dos leyes: Mott para el caso sin interaccion (ecua-
cion (1.17))) y Efros-Shklovskii para el caso con interaccion coulombiana (ecuacion
(1.25)). A lo largo de los multiples estudios que se hallan en la literatura, este tema
es tratado con relativa o escasa profundidad en algunos de ellos, lo que pone de
manifiesto la dificultad que el problema entrana.

La existencia y forma de un posible factor preexponencial se ha abordado de
diferentes maneras en la literatura. En la descripciéon de la conductividad por VRH
son muchos los fenémenos que pueden contribuir a la forma que ha de tener este
prefactor. La complejidad de una teoria que tenga en cuenta todos los fenémenos
nos lleva a tener que realizar algunas simplificaciones para poder trabajar con el
sistema (Brodsky y Gambino| [1972). Uno de los elementos que contribuye a la exis-
tencia de un prefactor se encuentra en la distribucion energética de los fonones en
la red. La competiciéon entre los dos parametros que determinan el tipo de siste-
mas desordenados que estamos tratando y que constituyen nuestro hamiltoniano,
el desorden y la longitud de localizacion, también influyen de manera decisiva en la
forma de la conductividad de nuestro sistema.

Podemos encontrar dos teorias fundamentales a partir de las cuales es posible
deducir una expresion para la conductividad y que se han presentado en capitulos
anteriores, a saber, la red de resistencias aleatorias y la teoria de percolacion.

Las primeras propuestas teéricas que sugieren la existencia de un factor de-

pendiente de la temperatura para el caso no interactuante vienen dadas por [Mott
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(1972) y Miller y Abrahams (1960). Allen y Adkins| (1972) comparan tres formas
diferentes del prefactor para ajustar sus datos experimentales con germanio dopado.
Si se mantiene constante la contribucion de los fonones y se consideran solo la RRN
de Abrahams y Miller se obtiene tnicamente la dependencia exp[—(Ty/T ) . La
primera de las contribuciones al prefactor se deducen a partir de los resultados que
obtienen [Miller y Abrahams| (1960), basadas en las interacciones electron-fonon, y
con ellas se llega a una dependencia de la temperatura de la forma

T2 exp[—(Tu/T)/*] para gR > 1
o(T) o [=(T/T)] (4.20)

T'?exp|—(Tw/T)"*]  para R < 1,
donde ¢ es el niimero de onda del electron y R es la distancia de salto. Asumiendo de
nuevo la red de Abrahams y Miller pero haciendo diferentes consideraciones fisicas,
Mott| (1972)) deduce una nueva dependencia del prefactor como

T exp[—(T\/T)V*] para qR > 1
o(T) =T/ T (4.21)

T5* exp|—(Twu/T)"*] para ¢R < 1.
En cuanto a las dos primeras propuestas, la de |Miller y Abrahams (1960) y la de
Mott (1972)), los prefactores dependen de la distribucion y del acoplamiento que
consideremos para los fonones de nuestro sistema.

En anos posteriores se ha tratado de abordar la problematica del prefactor me-
diante la teorfa de percolacion. Podemos encontrar en la bibliograffa tanto simula-
ciones como trabajos experimentales que hacen referencia a ella. Un primer trabajo
con una propuesta de prefactor contemporaneo a los anteriores citados es el de

Pollak! (1972), que utiliza teoria de percolacion para proponer
o(T) = T~ exp|—(Ta/T) ], (4.22)

dada una densidad de estados constante. |Pike y Seager (1974a)) y Pike y Seager
(1974b) estudian de forma amplia el problema de la conducciéon mediante percola-
cion y simulaciones computacionales. Pike y Seager sugieren un prefactor 7/2 para

un correcto ajuste de los resultados de conductividad de sus simulaciones. A su vez,
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relacionando la Ty de Mott con el exponente critico de percolacion obtienen valores
numéricos para este parametro.

Shklovskii y Efros| (1984)) recogen algunas propuestas basadas en teoria de per-
colacion. En este caso el prefactor exponencial se encuentra relacionado con los
exponentes criticos para redes desordenadas tridimensionales. En referencias a tra-
bajos anteriores mencionan las sugerencias oy ~ T-¢2/% vy gy ~ T-#+2/4 ¢p
funcién de las caracteristicas de los materiales estudiados. Asumiendo que el pre-
factor de las resistencias de la red es constante, los autores proponen un prefactor
oM ™~ Tﬁy/4.

Otra contribucion relevante en el campo es la de Pasveer et al.| (2005). Estos au-
tores inciden en la extension necesaria que hay que realizar en teoria de percolacion
para que los resultados de esta puedan tener validez para describir la conduccion.
La necesidad de extender teoria de percolacion se debe a que esta teoria nos permite
trabajar solo en el limite de percolacion. Al estudiar la conductividad de una red de
electrones desordenados nos encontramos lejos de la situaciéon donde la densidad de
enlaces coincide con la densidad critica que aporta teoria de percolaciéon. Pasveer
et al.| (2005) optan por calcular la conductividad del sistema a partir de la ecuacion

maestra

> Wina(l —ny) = Wys(1 = n)] =0, (4.23)
J#i

donde W;; son las probabilidades de transicién entre un sitio ¢ y otro j, y n; las
probabilidades medias de ocupacién en el sitio i. Encuentran distribuciones de co-
rriente que manifiestan que es necesario ir mas alla del limite de percolaciéon para
describir la conductividad completa de la muestra.

Por tltimo resulta conveniente comentar el trabajo de |Agam y Aleiner| (2014),
donde se estudia el efecto de las correlaciones en la corriente y como estas modifican
los resultados que se obtienen tinicamente mediante teoria de percolaciéon. Proponen
una idea original que consiste en dividir el sistema en dos redes de percolacion dife-

rentes (two-color percolation problem). Al tener en cuenta las correlaciones sugieren
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que la conductividad por wvariable-range hopping entonces ha de escribirse como

o(T) = B(T) exp [— (T?Mf/(dﬂ) +ag (%M)“] | (4.24)

donde 4 depende de los exponentes criticos de percolacion y en el caso tridimensio-
nal aportan el valor us ~ 0,095. Los autores concluyen que este término adicional
puede ser confundido con un prefactor grande. A su vez, se sugiere que este resulta-
do justificaria las dificultades que existen para distinguir un factor pre-exponencial
potencia de T en la conductividad. Segin sus resultados, obtienen una potencia de
T compatible con el termino adicional en el exponente tal que B(T) = AT%S.

El conjunto de resultados tedricos que se han aportado en esta seccion muestra
que la cuestion de la forma del factor preexponencial en las leyes que describen la
conductividad por saltos de rango variable no es un asunto trivial. Las aportaciones
al factor preexponencial que se han incluido en esta secciéon los hemos recogido
el la tabla [4.2] En la actualidad no contamos con un anéalisis tedrico que resuelva
las cuestiones a las que nos hemos referido, de la misma forma que no hay buena

evidencia experimental que confirme un valor concreto.

Referencia Prefactor

Miller y Abrahams (1960) | 7-/2 T%/2

Mott| (1972) T4 T5/4
Pollak| (1972) T1/4
Shklovskii y Efros| (1984 T-v/4
Agam y Aleiner| (2014) 708

Tabla 4.2: Prefactores sugeridos en trabajos tedricos anteriores.

Términos adicionales en el exponente

Como hemos visto, la cuestion teodrica del factor pre-exponencial ha sido abor-
dada a través de numerosas vias, en vistas de tratar de explicar las desviaciones

experimentales. A parte de los posibles términos incorporados por la densidad de
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fonones en el medio y por la interaccion electréon fonén, nos planteamos cuales son
los efectos intrinsecos al desorden y la dimensionalidad del sistema. En ese senti-
do la teoria de percolaciéon, como hemos ido viendo hasta ahora juega un papel
fundamental, ya que se restringe a los efectos mencionados. Para describir un esce-
nario realista esta deberia ser la base sobre la que se anaden el resto de fenémenos
deseados, ya sea interaccion electron-electron, electron-fonon, ete.

Hemos visto que |Agam y Aleiner| (2014 proponen una modificacion de la ley
de Mott que vendria a incorporar términos en el argumento de la exponencial de la

siguiente manera

o(T) = B(T) exp [— (TTM>1/((H1) + ay (TTM>M] : (4.25)

motivado por la existencia de dos redes de percolacion diferentes que juegan su
papel en el sistema. También sugieren en su trabajo que este término adicional
puede comportarse como un prefacto a efectos practicos. En la linea de anadir
términos a la exponencial también se encuentra nuestras propuesta fundamentada
en extender teoria de percolacion para considerar aquellos enlaces que se salen del
limite de percolacién. Tal y como derivamos en la siguiente seccion [4.1] extendiendo

teoria de percolacion obtenemos la siguiente expresion para la conductividad

o(T) = B(T) [_ (TTM>1/4 —C <%)U1 . (4.26)

Con todo ello hemos ajustado los datos que obtenemos de las simulaciones a la con-
tribucién en el factor pre-exponencial como a la sugerencia del término adicional
en el exponente. En cuanto a los ajustes realizados los resultados son claros. Las
pruebas para diferentes funciones recogidas en la tabla dejan de manifiesto que
en cualquier caso el mejor ajuste a la desviacion de los datos es el de la contribucion
mediante un factor pre-exponencial que depende como una potencia de la tempera-
tura. Asi, dadas las investigaciones existentes, nos decantamos por la presencia de
un posible factor pre-exponencial que podria venir determinado por la generacion

de subredes criticas de percolacion en el sistema, determinando su conductividad.
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4.4. Ley de Mott en sistemas bidimensionales

A parte de la comprobacion tanto de la ley de Efros y Shklovskii como la de Mott
en tres dimensiones, hemos simulado el caso no interactuante en dos dimensiones.
El escenario bidimensional puede resultar especialmente 1til para comprobar que,
en esta situacion de relativamente baja complejidad, la ley de Mott se cumple
rigurosamente, de manera que no es necesario profundizar en los detalles de la
teoria de percolaciéon que hemos abordado en las dos secciones anteriores. Por estas
razones las simulaciones en dos dimensiones se encuentran con mayor frecuencia en
la bibliografia, en especial las encontramos en el periodo entre 2002 y 2006.

El trabajo de Tsigankov et al. (2003) estudia el caso de la ley de Mott bidi-
mensional para compararla con la ley de Efros-Shlovskii. Otro grupo que estudia la
conductividad por hopping en sistemas bidimensionales desordenados es |Pasveer et
al.| (2005); Pasveer y Michels (2006)), tanto en dos como en tres dimensiones. Y por
ultimo, en cuanto a simulaciones relevantes para la cuestion de este apartado, nos
encontramos con las simulaciones de Kinkhabwala et al.| (2006). Tanto el método
numeérico, como los valores de a5 y la dependencia del prefactor con la temperatura,
son presentados previamente en este trabajo, concretamente en la tabla [4.4]

En este apartado, de la misma manera que para el anterior, calculamos la conduc-
tividad para un sistema bidimensional desordenado sin interacciéon y comprovamos

en que medida responde a la ley de Mott. En la figura presentamos, en escala

E)l/?)

semilogaritmica, el producto o7 frente a (T

. En la representacion grafica se
puede apreciar que en el caso bidimensional los datos de la conductividad, repre-
sentados mediante puntos azules, se ajustan de manera correcta a una linea recta,
que responde segun los ejes que hemos elegido, a la ley de Mott en dos dimensiones.

Los resultados numéricos de este ajuste han sido presentados en la tabla [£.4]
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Figura 4.18: Logaritmo del producto de la conductividad por la tempera-
tura en funcion de (W/T)/3. Los puntos azules representan los valores de la
conductividad obtenidos mediante la simulacién, a los que hemos ajustado
una recta que, es esta escala, corresponde a la ley de Mott en dos dimensio-

nes.

4.5. Ley de Efros-Shklovskii

Se han simulado muestras de diferentes tamanos a diferentes temperaturas para
tratar de encontrar la ley de Efros-Shklovskii en 3D. Estas simulaciones se han
llevado a cabo mediante un Monte Carlo dindmico para tamano de la muestra
L = 20, donde L es la medida de un lado de la muestra y la medimos en unidades
de distancia media entre sitios. Los datos de tamano finito ponen de manifiesto
que necesitariamos tamanos més grandes para temperaturas a partir de 7" = 0,02.
Se han simulado temperaturas entre 1 y 0,02 en estos tamanos de las muestras, de

manera que podemos corroborar que nos encontramos en un rango en el que nuestros
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datos no se encuentran influenciados por efectos de tamano finito. De acuerdo con
las posibles desviaciones de la conductividad respecto la ley de Efros-Shklovskii nos
proponemos ajustar los datos incorporando un factor pre-exoponencial que dependa

como una potencia de la temperatura

Tgg )1/2

oT' = Ae (FF* (4.27)

\ e Monte Carlo
—4 Fit E-S

—6 S — Fit 1l

Ln(oT)
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S

Figura 4.19: Curva de conductividad en funcién de la temperatura prome-
diada para diversos tamafnos de la muestra. La linea continua representa el
ajuste de la ley de Efros y Shklovskii sin modificaciéon alguna, tal y como
la escribimos en la ecuacién . La linea discontinua representa el ajuste

obtenido mediante una expresiéon con prefactor exponencial, tal y como la

introducimos en la ecuacion (4.27)).

En la figura [4.19 presentamos los valores de la conductividad en funcion de la
temperatura en escala semilogaritmica y teniendo en cuenta el factor 17" proveniente

del campo magnético. Los valores han sido obtenidos promediando los datos de las
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simulaciones para diferentes tamanos de la muestra. Estos datos han sido ajustados
por un lado a la ley de Efros y Shklovskii que corresponde a una recta en la escala en
la que nos encontramos. Por otro lado hemos ajustado los valores de la simulacion a
la ley de Efros y Shklovskii anadiendo un prefactor dependiente de la temperatura
tal y como se menciona en la ecuacion ([4.27), a la que hemos llamado “Fit 17 en la
figura [4.19

El ajuste de la linea continua de la figura [4.19 nos permite apreciar la curvatura
que aparece en los datos de conductividad obtenidos mediante la simulacién del
Monte Carlo. A su vez, incorporar un factor antes de la exponencial permite un
ajuste mucho més fino, para el que se obtiene un valor del a de la expresion (4.27))

tal que a = —0,35.

4.5.1. Representacion de Zabrodskii

Hasta ahora hemos estado suponiendo que la ley de Efros-Shklovskii se cumple,
de manera que estamos trabajando con el exponente en la exponencial de tempera-
turas 1/2. Ya que estamos estudiando posibles desviaciones de los datos obtenidos
en las simulaciones respecto las leyes de conductividad, una buena prueba debe
consistir en ver hasta que punto los datos ajustan fielmente a este exponente. Para
este propoésito planteamos la llamada representacion de Zabrodskii, donde represen-
tamos w(7") frente al logaritmo de la conductividad. Definimos w(7") = dlno/dInT.
Si no hay dependencia del factor preexponencial con la temperatura, esta gréfica
mostrard una linea recta, la pendiente de la cual correspondera al exponente de la
temperatura arriba de la exponencial.

En la figura[d.20]representamos el parametro w frente al logaritmo de la conducti-
vidad. Para obtener esta grafica hemos calculado las derivadas discretas provenientes
de los datos representados en la grafica Mediante el método del punto medio
obtenemos entonces la derivada en el punto medio w(7T") = (Ilno;41 —Inoy)/(In Ty —
InT;) y el punto medio del logaritmico de la conductividad (In o;,1+1no;)/2. Donde
o; v T; son cada valor representado en la figura [4.20] De la pendiente de la linea de

ajuste representada obtenemos el valor del exponente 0,52 4 0,2. Podemos compa-



4.6. Régimen activado 135

®
5,
®
4 N
&
N
= 3 e
o®
2 e
9
1 @
°
-10 -8 -6 —4 -2
logo

Figura 4.20: Parametro w en funcién del logaritmo de la conductividad
obtenido a partir de los datos de la figura [1.19] Del ajuste de la linea recta

obtenemos un valor de la pendiente 0,52 + 0,02.

rar este resultado con un ajuste a los datos de la simulacién dejando el exponente
de la temperatura como pardmetro del ajuste con el que obtenemos 0,573 4+ 0,019.
Apreciamos que los valores son proximos entre ellos y cercanos al 1/2 previsto por
la teorfa.

Nuestros resultado son compatibles con la ley de Efros-Shklovskii, aunque tam-
bién apuntan en la direcciéon de una densidad de estados méas empinada, tal y como

obtienen Mobius et al.| (2009).

4.6. Reégimen activado

En la literatura encontramos el trabajo de |Kaplan et al. (2003), donde simulan

una red de electrones con tension y que puede mapear con un sistema bidimensional
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con interaccion logaritmica. En este trabajo se sugiere un parametro v, = 1,1.

En nuestras simulaciones obtenemos también una respuesta acorde con el régimen

activado.
-4
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Figura 4.21: Logaritmo de la conductividad por la temperatura en funcién
de la inversa de la temperatura para un sistema bidimensional con interac-
cion logaritmica y para tres valores diferentes de Cy representados mediante
tres colores diferentes. Los puntos son los valores obtenidos mediante las si-
mulaciones y las rectas son ajustes del comportamiento activado para los

datos.

En la figura [4.21] representamos los datos de conductividad frente a la tempe-
ratura obtenidos para las simulaciones Monte Carlo utilizando las diferencias de
energia que se deducen del formalismo matricial de la red de condensadores, para
tres valores diferentes de (. Las barras de error asociadas al error estadistico en
esta representacion es son menores que el tamano de los puntos representados. Po-
demos apreciar que la energia de activacion crece a medida que disminuimos Cy y

aumenta la longitud de apantallamiento. De estos resultados podemos obtener la
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siguiente expresion para el pardmetro v, = 0.9.

En el escenario presentado es posible anadir desorden asignando cargas fijas
aleatorias a los sitios, formando consecuentemente un potencial aleatorio a lo largo
de los sitios de la red. La presencia de un desorden puede llegar a apantallar el largo
alcance de la interaccion, resultando en una reduccion de la energia de activacion
(Ortuno et al., 2015).

Una buena estimacion intermedia entre los valores para el pardametro v, que

hemos introducido es v, ~ 1,0 £ 0,1.

4.7. Discusion de los resultados

El conjunto de los resultados obtenidos en las simulaciones realizadas para el
caso tridimensional no interactuante aportan informacion nueva que puede arrojar
luz sobre la comprension del régimen VRH y su relacién con teoria de percolacion,
asi como con otras propuestas tedricas que se han comentando a lo largo del trabajo.

Las medidas microscopicas, motivadas en mayor medida por los trabajos de
Agam y Aleiner| (2014)) y [Pasveer et al. (2005)), nos dan un componente adicional
que contribuye a la meta de entender el sistema de electrones desordenados en su
conjunto, ya sea en el caso interactuante o no interactuante. De la distribucion
espacial, tal y como la hemos representado, no aporta informacién mas alla de
verificar aquello que va implicito en la construccién del sistema: a medida que
disminuimos la temperatura ganan importancia los saltos més largos. Por otro lado,
en nuestro caso apreciamos que la porcion de corriente que atraviesa el nivel de
Fermi baja con la temperatura, aunque aun nos encontramos en un escenario en
que esta fraccion es importante, encontrandose en un ~ 30 %. La enorme cantidad
de enlaces activos hace también que sea dificil distinguir posibles caminos o redes
de percolaciéon que se hayan formado en el sistema y tengan un papel importante en
el transporte de corriente. La perspectiva que aporta la representaciéon propuesta
por [Pasveer et al| (2005) nos ayuda a justificar que necesitamos que se incluya, al

menos en el desarrollo de la ley de Mott mediante teoria de percolacion, el aporte a la
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conductividad generado por los enlaces que quedan fuera del limite de percolacion.
Es decir, tenemos enlaces que, de manera efectiva, juegan un papel relevante para
la conductividad y que no se estan teniendo en cuenta en los desarrollos clésicos de
las leyes que describen la conductividad por VRH.

Una cuestion relevante del estudio que estamos realizando y que ha sido aborda-
da mediante dos perspectivas diferentes es la presencia de longitudes caracteristicas
para la conductividad de las muestras. En la justificacion de este propodsito tiene un
papel central teoria de percolacién, que supone que existe una red critica que deter-
mina la conductividad del sistema. Hemos visto que las medidas de tamano finito
nos permiten obtener distancias criticas de nuestro sistema, mientras que mediante
la extraccion de longitudes criticas a partir de los célculos de fractaliada obtenemos
solo la dependencia de estas con la temperatura. En todo caso, lo que nos interesa es
ver como cambian las longitudes criticas con la temperatura y comprobar si pueden
jugar un papel relevante en la dependencia de la conductividad con la temperatura.
Las dos graficas que condensan la informacion relativa a estas longitudes en ambos
casos son las figuras y [£.16] En comun, en todos los casos podemos decir que
queda verificado el comportamiento exponencial de las longitudes criticas con la
temperatura. En relacion con el parametros del ajuste, es decir, el exponente de
la hipotética expresion ¢ = T7, aunque no encontramos compatibilidad completa
entre los diferentes valores obtenidos, si que podemos dar unas cotas orientativas.
Con las medidas del efecto de tamano finito obtenemos un valor v = —0.4 + 0,1,
mientras con los datos de fractalidad se obtiene vy, = —0,3266 v vgrry = —0,2398.
De nuevo, estos valores apuntan a una desviaciéon importante respecto de la ley de
Mott en el rango de temperaturas para el que simulamos mediante el método de
Monte Carlo, mientras que el exponente para el rango més bajo de temperaturas, al
que llegamos con la RRN, se ajusta mas a un Mott puro. Podemos relacionar este
resultado con la evolucién en funcion de la temperatura que se da para el mapa de
color presentado en la figura [4.13]

En la figura representamos los mapas de la conductividad por enlace en

funciéon de las distancias y las diferencias de energia para cuatro temperaturas di-
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ferentes. También hemos representado mediante puntos los cien enlaces que mas
conducen en cada caso. La linea diagonal indica el limite de percolacion y se han
escalado los ejes para comparar las diferentes temperaturas apropiadamente. Apre-
ciamos que el comportamiento que aparece en la figura [4.22| es compatible con los
resultados obtenidos con las longitudes criticas. De la misma manera, podemos apre-
ciar que el l6bulo que sobresale del limite de percolaciéon aumenta su superficie a
medida que aumentamos la temperatura, por lo que las correcciones respecto teoria

de percolacion deben de ser mas importantes.
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Figura 4.22: Composiciéon con cuatro mapas de nivel para diferentes tem-
peraturas. En la linea de arriba se representa la distribuciéon de intensidades
en funciéon de la distancia entre los sitios y su diferencia de energfas. En la
linea de abajo se han dibujado los 100 enlaces que transportan més corriente,
los 5 que transportan méas corriente en naranja y el enlace que més corriente
transporta en verde. La linea inclinada representa el limite de percolacion.
Los ejes se han escalado con la temperatura para poder compararlas adecua-

damente.

Con estos resultados en mente, cabe preguntarse como corregimos estas desvia-

ciones respecto las leyes de conduccion por VRH conocidas. Para este propodsito
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necesitamos fijarnos en las medidas macroscopicas de la conductividad y compro-
bar como varian exactamente las leyes de conducciéon en los rangos de temperatura
que hemos utilizado en nuestras simulaciones. Mas all&4 de los casos realizados por
completitud, como es el caso de la simulacién del caso interactuante y el de la ley
de Mott bidimensional, nos hemos centrarado en el caso mas sencillo para el esce-
nario tridimensional: la ley de Mott tridimensional. Los datos de las simulaciones
de la ley de Efros-Shklovskii apuntan a que en el caso tridimensional también exis-
te una ligera desviacién de la ley que seria necesario estudiar mas a fondo. Con
el caso del Mott bidimensional apreciamos que no se distingue curvatura en este
escenario, de manera que las desviaciones encontradas en el caso tridimensional se
encuentran determinados por el aumento de complejidad que aporta anadir una
dimension espacial adicional al sistema.

Los datos de la conductividad para la ley de Mott simulada mediante el método
de Monte Carlo y la red de resistencias aleatorias revelan que existe una curvatura
y que se sostienen los resultados que acabamos de comentar y que apuntan en esa
direccion. El debate entonces reside en cual debe ser esta modificacion de la ley de
Mott y como la justificamos teéricamente. Asi como a través de simulaciones, en la
seccion de recopilacion de trabajos experimentales queda de manifiesto que muchos
de estos trabajos aceptan la existencia de esa desviacion y asumen una curvatura
en la ley de conductividad.

Tanto los resultados més relevantes de la bibliografia como los originales pre-
sentados en este trabajo los presentamos en la tabla [4.4] En la tabla de arriba
presentamos los resultados obtenidos para sistemas bidimensionales y en la de aba-
jo para sistemas tridimensionales. En la primera columna indicamos el régimen
simulado, en la segunda el valor de los parametros de las temperaturas caracteris-
ticas para cada ley, en la tercera el prefactor que se ha utilizado para estudiar los
datos, en la cuarta el método numérico utilizado para realizar la simulacion, en la
quinta el tamano maximo simulado en cada caso y, por ultimo, en la secta columna
la referencia. La tercera tabla es la leyenda de referencias.

Como primera consideracion se puede apreciar que las simulaciones bidimensio-
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nales son més frecuentes que las tridimensionales debido al aumento de complejidad
que entranan para ser simuladas. Necesitamos tamanos grandes, que derivan en la
necesidad de grandes cantidades de memoria, tiempos largos y muchos promedios
para obtener valores lo suficientemente precisos y que nos permitan llegar a una
conclusion sobre las leyes de conducciéon. En concreto, encontramos una buena con-
tribucién en cuanto a las simulaciones bidimensionales de la conductividad en siste-
mas desordenados entre 2002 y 2006. La primera simulaciéon que podriamos llamar
moderna, la realizan Tsigankov y Efros| (2002) y encuentran un valor ag = 13,0 asu-
miendo un prefactor 7!, Aportan un método pionero para optimizar la eficacia de
las pruebas de la simulacién de Monte Carlo, que necesita que guardemos los pares
con el consecuente coste en memoria. Pasveer et al| (2005) utilizan el método de
la ecuacion maestra en sus simulaciones sin tener en cuenta las correlaciones entre
electrones. Sus resultados cumplen la ley de Mott pero tinicamente aportan cotas
superiores para los pardmetros caracteristicos de la temperatura de Mott tales que
s < 6,04 y az < 10,24. Su trabajo se centra en aportar una teoria de escalado para
la distribucion de corrientes de los enlaces en funciéon de las distancias de salto y
las diferencias de energia. Kinkhabwala et al. (2006) realizan también una simula-
ciones de la que obtienen los siguientes valores para la ley de Mott a, = 2,0 + 0,2
con un prefactor 7°,68. Estas simulaciones incluyen diferencias notables con las
nuestras ya que consideran una dependencia del prefactor 7y de las probabilidades
de salto con la energia. En el presente trabajo hemos calculado la conductividad
en el caso bidimensional y no interactuante utilizando la red de resistencias alea-
torias. Para nuestra simulaciéon comprobamos una buena concordancia con la ley
de Mott y obtenemos un valor de ay = 7,52 £ 0,06. Consideramos que para siste-
mas bidimensionales no interactuantes los mejores valores obtenidos para la ley de
Mott los aportan Tsigankov y Efrog (2002), ya que las simulaciones de la ecuacion
maestra y las de la red de resistencias aleatorias obvias las posibles correlaciones
entre electrones. Aun asi, si nos fijamos en los ajustes realizados por Tsigankov y
Efros| (2002) apreciamos cierta curvatura en los datos respecto a la ley de Mott.

Eliminando puntos de alta temperatura es posible afinar su ajuste, procedimiento
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con el que hemos obtenido un valor de as = 10,6 + 0,4, valor que consideramos el
mejor hasta la fecha a falta de nuevas simulaciones que lleguen a temperaturas mas
bajas.

Para el caso interactuante en dos dimensiones contamos también con la simu-
lacion de |Tsigankov y Efros| (2002), donde se confirma la ley de Efros-Shklovskii
y aportan un valor de 8, = 5,8, con un prefactor 7!, de acuerdo a los valores
predichos por teoria de percolacion. Somoza et al| (2006) aportan un nuevo en-
foque mediante teoria de percolacion aplicindola al espacio de configuraciones de
sistemas bidimensionales e interactuantes. Este procedimiento permite incluir los
saltos simultaneos de dos electrones. Para comparar con el resto de simulaciones
que hemos introducido, debemos comparar el valor de 3 que obtienen para el ca-
so en el que consideran tnicamente saltos de un electréon. Para este caso obtienen
B = 7,2. Otra simulaciéon de esta situaciéon que encontramos en la biliogragia es la
de Duc Nguyen et al.| (2006]), donde obtienen un valor 5, = 6,5 + 1 para la ley de
Efros-Shklovskii. Kinkhabwala et al. (2006) también simulan el caso interactuante
y obtienen /3, = 2,8 4 0,6 con un prefactor 742

Para las simulaciones del régimen activado tenemos el ejemplo en la bibliografia
de Kaplan et al. (2003), con el que llegan mediante un Método Monte Carlo a una
constante de proporcionalidad v, = 0,9. En el presente trabajo hemos realizado
simulaciones en redes de condensadores bidimensionales, donde hemos obtenido un
comportamiento activado. De los resultados de la simulaciéon obtenemos el parame-
tro v = 0,91n(A/0,2).

La complejidad de las simulaciones de sistemas en tres dimensiones hace que
encontremos menos material en la bibliografia. Las primera simulaciones modernas
para la ley de Mott, como hemos comentado antes las aportan Pasveer et al.| (2005)
dando cotas superiores para los parametros as y as. En el presente trabajo hemos
realizado las simulaciones mas grandes y en rango de temperatura més amplio para
la ley de Mott en tres dimensiones. Hemos obtenido un valor para az = 3,6 & 0,2
considerando un prefactor 7936, dificil de explicar con la teoria disponible actual-

mente. Consideramos que, en este escenario, nuestra simulaciéon de Monte Carlo es
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con la que podemos obtener los mejores valores para los parametros de la ley.

En cuanto a los sistemas interactuantes en tres dimensiones encontramos la
simulacion de [Roca-Gonzalez et al.| (2018)) mediante un método de Monte Carlo
con el que obtienen 8, = 3,40 & 0,02 y un prefactor T-%%%. Nosotros realizamos
también una simulacion tridimensional de la ley de Efros-Shklovskii para un tama-
no 20 x 20 x 20 y en un amplio rango de temperatura. De nuestras simulaciones
obtenemos los valores By = 3,2 + 0,2 y un exponente 0,65 en la exponencial. La
representacion de Zabrodskii nos informa de que efectivamente nos encontramos en
un comportamiento del tipo Efros-Shklovskii. La nuestra es, por el momento, la

simulacion mas fiable mediante la que podemos obtener valores de los parametros

de la ley de Efros-Shklovskii.
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2D
Régimen | « / B/ v | Prefactor Método Tamano Ref.
Mott 13,0 T-! Monte Carlo 200 x 200 1
< 6,04 - Ecuaciéon maestra 100 x 100 2
2,0+0,2 7968 Monte Carlo 80 x 50 3
7,52+ 0,06 T-1 RRN 100 x 100 4
E-S 5,8 T-1 Monte Carlo 200 x 200 1
7,2 - Percolacion 50 x 50 )
6,50+ 1,0 - Monte Carlo 160 x 160 6
1,440,3 7102 Monte Carlo 80 x 50 3
Activado 1.1 - Monte Carlo 50 x 50 9
0.9 - Monte Carlo 50 x 50 4
3D
Régimen a/pB Prefactor Método Tamano Ref.
Mott < 10,24 - Ecuacion maestra | 50 x 50 x 50 | 2
3,6 +0,2 7936 Monte Carlo y RRN | 20 x 20 x 20 | 7
E-S 3,40 £ 0,02 | T7956 Monte Carlo 2000 8
3,24+0,2 T-935 Monte Carlo 20x20x20 | 4
Indice de referencias
TiTSigankov y Efros?2002)7
2 Pasveer et al.| (2005)
3 | |Kinkhabwala et al.| (2006)
4 Review
5 Somoza et al.| (2006)
6 | Duc Nguyen et al.| (2006])
7 Articulo
8 | |Roca-Gonzalez et al.| (2018)
9 Kaplan et al.| (2003))

Tabla 4.3: Resultados principales de las simulaciones numeéricas. De izquierda a
derecha tenemos el tipo de ley de conductividad, el valor de las constantes a y
B, el prefactor exponencial, el método numérico empleado, el tamano mas grande

simulado y, por dltimo, la referencia.
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Las conclusiones mas importantes que hemos extraido en este trabajo son las

siguientes:

» En cuanto a la dindmica de vortices en redes de uniones Josephson bidimen-
sionales, hemos corroborado la presencia de radiacién Cherenkov provocada
por el movimiento de un vortice inducido por una corriente externa. Compro-
bamos como el parametro de amortiguamiento influye de forma dréstica en la

propagacion de la radiacion a través de la red.

= Hemos encontrado las velocidades maximas en movimiento estable que puede
alcanzar un vortice. Para valores fijos de la inductancia existe un valor del

amortiguamiento que maximiza esta velocidad maxima.

» La generacion de nuevos pares vortice-antivortice en la cola del vortice en

movimiento explica los saltos bruscos en los perfiles de velocidad.

= Se han caracterizado tres tipos de inestabilidades diferentes que pueden ser
controladas por el pardmetro de amortiguamiento 7): para amortiguamientos
bajos tenemos una inestabilidad que se propaga en todas las direcciones, para
amortiguamientos intermedios una inestabilidad unidimensional y para amor-

tiguamientos altos la formacion de pares en la direccion transversal.

» Planteamos un diagrama de fases, figura [3.9] que condensa la informacion
relativa a los diferentes estados dinamicos encontrados en la red. Los puntos

maximos de velocidad en funcién del amortiguamiento de la red coinciden con
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la discontinuidad en la derivada de la curva asociada a la transicion inestable

que presentamos en el diagrama de fases.

En cuanto a la dindmica de sistemas de electrones desordenados, hemos rea-
lizado las simulaciones mas grandes y para un mayor rango de temperaturas
hasta la fecha en el caso no interactuante en tres dimensiones mediante un

método de Monte Carlo dindmico.

Se han simulado sistemas de electrones desordenados no interactuantes en dos
dimensiones mediante el método de la red de resistencias aleatoras (RRN) y

no encontramos desviaciones considerables respecto la ley de Mott.

Hemos estudiado la ley de Efros-Shklovskii en sistemas de electrones desorde-
nados en tres dimensiones. Mediante la representacion de Zabrodskii hemos

obtenido un valor del exponente de la temperatura compatible con el de la

ley de Efros-Shklovskii.

Con el modelo bidimensional de la red de condensadores hemos sido capaces
de simular el régimen activado. Se ha obtenido un valor para el parametro

v =0,9.

Las medidas microscopicas y de tamano finito constatan que existen longitudes
caracteristicas que pueden ser determinantes en la respuesta macroscopica de

la conductividad del sistema.

Se ha visto que el modelo percolativo solo tiene validez a temperaturas muy
bajas. En el rango de temperaturas de nuestra simulaciéon los enlaces con

mayor conductividad no coinciden con los de Mott ni con los de percolacion.

Comprobamos que la aproximacion de la ley de resistencias aleatorias coin-
cide, en buena medida, con el método de Monte Carlo en nuestro rango de

temperaturas.

Hemos comprobado que la proporcién de corriente a través de enlaces que

cruzan el nivel de Fermi es mayor que la propuesta de|Agam y Aleiner| (2014).



Conclusiones 147

Aunque dicha proporcién puede disminuir a temperaturas mas bajas que las

simuladas.

= Presentamos una propuesta analitica mediante la que obtener la ley de Mott
que da lugar a términos adicionales dependientes de la temperatura en el

argumento de la exponencial.

» Hemos extraido los valores més aceptables para las temperaturas caracteristi-

cas de las distintas leyes de conducciéon, que resumimos en la siguiente tabla:

Ley 3D 2D
Mott a3 =36+£02 | a=10,6+0,4
Efros y Shklovskii | 83 = 3,3+ 0,2 By = 5,8
Activado - v=1

Tabla 4.4: Constantes de proporcionalidad de las temperaturas caracteristicas de
Mott y Efros-Shklovskii para sistemas en dos y tres dimensiones. La tltima fila de
la tabla corresponde a la temperatura caracteristica del régimen activado en dos

dimensiones.
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