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IntroducciónIntroducción

La teoŕıa de las subvariedades minimales es una de las ramas más antiguas de la geometŕıa dife-

rencial y uno de los campos más fascinantes estudiados en dicho ámbito. En general, la teoŕıa de

subvariedades minimales involucra la mayoŕıa de las ramas más importantes de las matemáticas.

Entre ellas, y por mencionar simplemente unas pocas: análisis, topoloǵıa diferencial y algebraica,

cálculo de variaciones y ecuaciones en derivadas parciales. Como ejemplos clásicos de subvariedades

minimales en el espacio eucĺıdeo podemos encontrar geodésicas, planos, catenoides y helicoides. Uno

de los principales resultados de la geometŕıa global de superficies minimales es el conocido teorema

de Bernstein (véase [Ber]), demostrado en 1915, que establece que

los únicos grafos minimales enteros en R3 son los planos.

Se dice que una hipersuperficie en el espacio de Lorentz-Minkowski es no degenerada si la métrica

inducida es una métrica no degenerada. En ese caso, la hipersuperficie puede ser tanto espacial

como temporal (véase el Caṕıtulo 1 para más detalles). Teniendo eso en cuenta, décadas más tarde

del resultado de Bernstein, en el año 1970, Calabi (véase [Cal]) demostró una versión análoga a

dicho resultado para superficies espaciales en el espacio L3 de Lorentz-Minkowski. Recordemos que

se dice que una superficie en L3 es espacial si su métrica inducida es riemanniana, y se dice que es

maximal si además tiene curvatura media igual a cero. Teniendo esto en cuenta, el llamado teorema

de Calabi-Bernstein en su versión no paramétrica nos dice que

los únicos grafos maximales enteros en L3 son los planos espaciales.

Un gran diferencia entre estos dos resultados es que, tal y como demostraron Bombieri, De Giorgi y

Giusti (véase [BGG]), el resultado de Bernstein puede extenderse a grafos minimales en Rn+1 pero

solo hasta n = 7, puesto que para dimensiones mayores ya no es cierto. Sin embargo, el teorema

de Calabi-Bernstein śı puede extenderse a una dimensión arbitraria tal y como fue demostrado por

Cheng y Yau (véase [CY]).

Es interesante observar que toda hipersuperficie espacial y completa en Ln+1 es necesariamente un

grafo entero sobre cualquier hiperplano espacial (véase [ARS]). Consecuentemente, el teorema de

Calabi-Bernstein también puede expresarse de una forma paramétrica asegurando que

las únicas hipersuperficies maximales completas en Ln+1 son los hiperplanos

espaciales.
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La versión análoga riemanniana al teorema anterior no es cierta, puesto que existe una amplia

familia de hipersuperficies minimales completas en Rn+1.

Dada una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio de Lorentz-Minkowski, podemos

otorgarle la métrica heredada del espacio eucĺıdeo y, teniendo eso en cuenta, podemos considerar

dos funciones curvatura media: la obtenida a través de la métrica inducida del espacio eucĺıdeo y la

del espacio de Lorentz-Minkowski. Como una consecuencia inmediata del resultado anterior, puede

concluirse que

las únicas hipersuperficies completas que son simultáneamente minimales en Rn+1 y

maximales en Ln+1 son los hiperplanos espaciales.

Por otro lado, y sin suponer la hipótesis de completitud, Kobayashi (véase [Ko]) estudió el problema

para hipersuperficies con HR = HL = 0 en el espacio L3 de Lorentz-Minkowski. En este sentido,

demostró que

las únicas superficies que son simultáneamente minimales en R3 y maximales en L3

son los planos espaciales y los trozos espaciales de helicoides.

En realidad, lo que Kobayashi demostró fue que dichas superficies deben ser regladas, donde recor-

demos que se dice que una hipersuperficie es reglada si admite una foliación por hipersuperficies

que son subvariedades totalmente geodésicas del espacio ambiente. Sin embargo, tal y como se sabe

gracias a un resultado de Catalan, las únicas superficies minimales y regladas en R3 son los planos

y los helicoides.

Yendo un paso más adelante, podemos considerar hipersuperficies espaciales que tienen las mis-

mas funciones curvatura media HR y HL constantes. En 1955, como una consecuencia directa del

teorema clásico de la divergencia, Heinz (véase [He]) demostró que

dado un grafo en R3 definido sobre un disco en R2 de radio R y centrado en el origen,

B0(R), si |HR| ≥ c > 0 para una constante c, entonces necesariamente R ≤ 1
c .

Años más tarde, Chern y Flanders (véase [Che, Fla]) extendieron este resultado a dimensión ar-

bitraria de forma simultánea e independiente. Como consecuencia, los únicos grafos enteros con

curvatura media constante HR en Rn+1 son minimales. La versión lorentziana de este resultado no

es cierta, puesto que hay ejemplos de grafos enteros y espaciales con curvatura media constante HL

en Ln+1 que no son maximales, como por ejemplo los espacios hiperbólicos. Sin embargo, teniendo

en cuenta el teorema de Calabi-Bernstein (en su versión paramétrica), podemos concluir de nuevo

que

las únicas hipersuperficies espaciales completas en Ln+1 con las mismas funciones

curvatura media HR y HL constantes son los hiperplanos espaciales.

El siguiente paso natural es considerar superficies que tienen la misma curvatura media HR y HL en

R3 y en L3 pero no necesariamente constante. Aśı, Albujer y Caballero (véase [AC]) continuaron con

este estudio y demostraron que dichas superficies tienen curvatura de Gauss no positiva con respecto
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a la métrica inducida de R3 en todos sus puntos, y obtuvieron varias consecuencias interesantes

acerca de la geometŕıa de dichas superficies.

Recapitulando, hasta ahora se ha realizado un breve resumen de algunas de las ĺıneas de investi-

gación referentes al estudio de las superficies que tienen la misma curvatura media HR y HL. Para

el caso en el que son iguales a cero o a una constante tenemos resultados para hipersuperficies

en dimensiones arbitrarias. Sin embargo, para el caso de hipersuperficies con la misma curvatura

media pero no necesariamente constante sólo hemos mencionado resultados en dimensión n = 2.

Aśı, lo interesante seŕıa continuar con el estudio de este tipo de problemas para hipersuperficies

en variedades (n + 1)-dimensionales. Por ello, como un primer objetivo de esta tesis nos plantea-

remos generalizar los resultados de [AC], obteniendo además algunas propiedades geométricas de

las hipersuperficies espaciales en Ln+1 con HR = HL. Concretamente, se demostrará que las hi-

persuperficies espaciales en Ln+1 con HR = HL no tienen puntos eĺıpticos. Este hecho, junto con

un resultado clásico de existencia de puntos eĺıpticos debido a Osserman (véase [Os]), dará lugar a

varias consecuencias sobre la geometŕıa de las hipersuperficies que estamos considerando. Por otro

lado, teniendo en cuenta que toda hipersuperficie espacial en Ln+1 es localmente un grafo sobre

cualquier hiperplano espacial (véase el Caṕıtulo 2 para más detalles), las hipersuperficies que esta-

mos estudiando con HR = HL estarán localmente determinadas por las soluciones de una ecuación

en derivadas parciales que será estudiada y para la cual se darán algunos resultados de unicidad.

Una vez realizado el estudio anterior, el siguiente paso seŕıa estudiar qué resultados pueden darse

en los espacios producto. Siguiendo esa ĺınea, y en relación a los espacios producto S2×R y H2×R,

Masal’tsev (véase [Ma]) demostró que

las superficies regladas minimales y completas son los slices, los cilindros sobre

geodésicas y los helicoides.

Unos años después, Kim, Koh, Shin y Yang (véase [KKSY]), haciendo uso de una aproximación

intŕınseca, volvieron a obtener el resultado de Masal’tsev y encontraron helicoides que no estaban

descritos en [Ma]. En particular, demostraron que

las únicas superficies simultáneamente minimales y maximales en el espacio producto

riemanniano M2 ×R, con M2 una variedad riemanniana orientable, son

horizontalmente regladas.

Como una aplicación, obtuvieron que

las únicas superficies que son simultáneamente minimales y maximales en S2 ×R y en

H2 ×R son los slices y los helicoides.

En dimensión general, Barbosa, Dajczer y Jorge (véase [BDJ]) describieron todas las subvarie-

dades minimales regladas en los espacios riemannianos modelo de curvatura seccional constante.

Demostraron que

toda subvariedad minimal reglada es, localmente, parte de un helicoide generalizado.
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Recientemente, Lee y Lee (véase [LL]) también presentaron ejemplos no planos de grafos espacia-

les que son simultáneamente minimales y maximales en el espacio de Lorentz-Minkowski. Dichos

ejemplos pueden ser vistos como superficies regladas generalizadas. De hecho, son la generalización

natural de los helicoides.

Teniendo en cuenta lo anterior, el segundo objetivo de esta tesis será estudiar qué resultados pueden

darse en espacios producto con dimensión arbitraria. Por ello, se estudiará la geometŕıa extŕınseca

de hipersuperficies Σn no degeneradas inmersas en el espacio producto Mn ×R, con (Mn, 〈 , 〉M )

una variedad riemanniana, a las que se les otorgará dos métricas: la métrica riemanniana estándar

〈 , 〉M +dt2 y la métrica lorentziana 〈 , 〉M−dt2. Aśı, podremos considerar dos curvaturas medias y

dos curvaturas de Gauss, una asociada a cada métrica. Entonces, suponiendo que Σn tiene curvatura

media igual a cero con respecto a ambas métricas, se demostrará que está foliada por hipersuperficies

que son subvariedades minimales del espacio ambiente. Además, como una aplicación, también se

demostrará que las superficies no degeneradas en el espacio producto lorentziano M
3
L = M2(c)×R1

(donde M2(c) es el plano eucĺıdeo R2 cuando c = 0, la esfera eucĺıdea cuando c = 1 y el plano

hiperbólico cuando c = −1) con curvatura media igual a cero con respecto a ambas métricas deben

ser trozos abiertos de slices, cilindros sobre geodésicas o helicoides. Más aún, también se estudiará

el caso en el que estas superficies no degeneradas tienen la misma curvatura de Gauss con respecto

a ambas métricas.

Una vez presentado el contexto en el que se enmarca esta tesis y una vez expuestos los principales

objetivos de esta, pasemos a describir cómo se encuentra estructurada. La tesis está dividida en

tres caṕıtulos, siendo el primero de ellos un caṕıtulo preliminar dedicado a presentar los conceptos

y propiedades generales que se necesitarán a lo largo de esta memoria.

Comenzaremos el primer caṕıtulo definiendo los espacios producto M
n+1

= Mn×R y dos métricas,

〈 , 〉R = 〈 , 〉M + dt2 y 〈 , 〉L = 〈 , 〉M − dt2, generalizando las métricas de Rn+1 y Ln+1

respectivamente, y con las cuales trabajaremos a lo largo de toda la tesis. Esto hará necesario

distinguir los espacios producto como M
n+1
R cuando estemos trabajando con la primera métrica

y M
n+1
L cuando estemos con la segunda. Sin embargo, en ocasiones trabajaremos simplemente

con M
n+1
δ teniendo en cuenta que si δ = 1 estamos en el primer caso y si δ = −1 estamos en

el segundo. Con esta notación, se estudiará qué relación existe entre los operadores gradiente de

la aplicación proyección πR y el campo vectorial y unitario ∂t. Asimismo, se demostrará que las

conexiones de Levi-Civita de M
n+1
R y M

n+1
L son en realidad la misma. A continuación, se procederá

a introducir las hipersuperficies espaciales y temporales como los elementos que serán objeto directo

de estudio. Asimismo, se recordarán tanto las fórmulas de Gauss y Weingarten como la definición de

función curvatura media y conceptos tales como hipersuperficies minimales y maximales. En este

mismo primer caṕıtulo también se estudiarán los grafos de M
n+1
δ en profundidad, centrándonos

en su métrica y en la expresión de su vector normal, su operador forma y su función curvatura

media. Además, para la curvatura media se analizará el caso particular en el que la variedad Mn
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es el espacio eucĺıdeo Rn. Por último, se recordarán las definiciones y algunas propiedades de los

operadores lineales y cuasi-lineales eĺıpticos, prestando especial atención al principio del máximo

fuerte y al principio del máximo interior, puesto que ambos resultados serán necesarios más adelante

en la tesis.

A lo largo del segundo caṕıtulo se analizará la geometŕıa de las hipersuperficies espaciales en

Ln+1 que verifican que tienen la misma curvatura media tanto con la geometŕıa de la métrica

〈 , 〉R como con la geometŕıa de la métrica 〈 , 〉L. Es decir, aquellas que verifican HR = HL.

Aśı, se comenzará recordando que toda hipersuperficie espacial puede ser vista localmente como

un grafo sobre un hiperplano espacial, el cual puede suponerse sin pérdida de generalidad que es

el hiperplano xn+1 = 0. Por tanto, también se describirán los campos vectoriales normales y las

funciones curvatura media con respecto a ambas métricas en términos de los operadores diferenciales

de la función que describe localmente la hipersuperficie. A continuación, se recordará un resultado

de caracterización de Osserman (véase [Os]) para hipersuperficies en Rn+1 sin puntos eĺıpticos y se

demostrará su versión lorentziana para hipersuperficies espaciales en Ln+1 (Teorema 2.6, [AAC2]):

Una hipersuperficie espacial Σ en Ln+1 verifica la propiedad de la envoltura convexa

si, y solo si, no hay puntos eĺıpticos en Σ.

A partir de ese momento comenzaremos a estudiar las hipersuperficies espaciales con HR = HL,

obteniendo que dichas hipersuperficies no pueden tener puntos eĺıpticos y llegando a varias conse-

cuencias geométricas como por ejemplo la siguiente (Teorema 2.10, [AAC2]):

Sea Σ una hipersuperficie espacial compacta en Ln+1 con frontera (necesariamente) no

vaćıa y tal que HR = HL. Entonces Σ está contenida en la envoltura convexa de su

frontera.

A continuación, se mostrará la ecuación de las hipersuperficies espaciales con HR = HL, ya que

toda hipersuperficie objeto de nuestro estudio estará localmente determinada por una solución de

esta ecuación satisfaciendo ‖Du‖ < 1, donde D y ‖ · ‖ son el gradiente eucĺıdeo y la norma eucĺıdea

en Rn, respectivamente. Se demostrará que dicha ecuación es una ecuación en derivadas parciales

cuasilineal y eĺıptica salvo en los puntos en los que Du = 0. Además, se demostrará la unicidad del

problema de Dirichlet asociado a esta ecuación bajo unas ciertas condiciones de frontera.

El siguiente objeto de estudio será el caso particular de los grafos espaciales rotacionalmente in-

variantes con respecto a un eje vertical y que verifiquen HR = HL. Se obtendrá un resultado de

unicidad para ellos que nos dice lo siguiente (Teorema 2.15, [AAC2]):

Los únicos grafos enteros espaciales rotacionalmente invariantes con respecto a un eje

vertical y tales que HR = HL son los hiperplanos horizontales.

Sin embargo, es importante mencionar que, tal y como se mostrará, localmente śı existen soluciones

a la ecuación HR = HL rotacionalmente invariantes y que no son hiperplanos.



8 Introducción

Continuaremos el estudio con otra consecuencia geométrica de los grafos espaciales que verifican

nuestra ecuación. En esta ocasión comenzaremos relacionando la curvatura media de dichas hiper-

superficies y la curvatura media de sus hipersuperficies de nivel para acabar obteniendo una cota

para el supremo del radio de las bolas contenidas en el conjunto de los puntos en los que el gradiente

de la función que define el grafo no se anula.

Terminaremos este estudio suponiendo que el factor Mn del producto M
n+1
δ es parabólico. Aśı,

entre otros, se obtendrá un resultado de unicidad que nos dice (Teorema 2.22):

Sea Mn una variedad riemanniana parabólica. Los únicos grafos enteros espaciales Σu

en M
n+1
δ tales que HR = HL = H ≥ 0 y con la función u acotada superiormente por

una función v superarmónica son las traslaciones verticales de Σv, siempre que Σv sea

espacial con HR = HL.

Por último, en el tercer caṕıtulo trabajaremos con hipersuperficies no degeneradas Σn inmersas en

el espacio producto Mn×R y a las que les otorgaremos las dos métricas, 〈 , 〉R y 〈 , 〉L, con las que

se ha estado trabajando a lo largo de la tesis. Para ello, dada una hipersuperficie no degenerada en

M
n+1
L con campo vectorial normal y unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0, comenzaremos estudiando

qué relación existe entre dicho campo y el campo NR que se obtiene al considerar la hipersuperficie

inmersa en M
n+1
R . A continuación, se hará notar un hecho interesante, y es que si tomamos el

campo ∂t y lo descomponemos en su parte tangente y normal cuando lo consideramos en M
n+1
L y

en M
n+1
R , sucederá que las partes tangentes no tienen por qué ser iguales. De hecho, se propondrá

un ejemplo en el que puede observarse que son distintas. Después, se estudiará qué relación existe

entre los gradientes de la función altura y esto dará lugar a dos consecuencias. La primera de ellas

es que una hipersuperficie es un slice en M
n+1
R si y solo si es un slice en M

n+1
L , mientras que la

segunda es que una hipersuperficie tiene ángulo constante como hipersuperficie en M
n+1
R si y solo

si lo tiene viéndola como hipersuperficie en M
n+1
L (Corolario 3.8, [AAS]). Siguiendo con el estudio

de las relaciones existentes al considerar las dos métricas, el siguiente paso será estudiar tanto los

operadores forma como las funciones curvatura media.

Posteriormente, en la penúltima sección, se usarán los resultados anteriores para demostrar lo

siguiente (Lema 3.12 [AAS]):

Si Σn es una hipersuperficie no degenerada que tiene curvatura media igual a cero con

respecto a ambas métricas, entonces las hipersuperficies de nivel de su función altura

son subvariedades minimales en M
n+1
L y en M

n+1
R .

Como consecuencia, también se obtendrá el siguiente resultado acerca de dicha hipersuperficie

(Teorema 3.13, [AAS]):

Si Σn es temporal, entonces está foliada por hipersuperficies espaciales que son

subvariedades minimales de M
n+1
L .
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Si Σn es espacial y no es un slice, entonces está foliada por hipersuperficies que

son subvariedades minimales de M
n+1
L .

En particular, cuando n = 2, el resultado anterior caracterizará las superficies regladas como las

únicas superficies no degeneradas que tienen curvatura media igual a cero con respecto a ambas

métricas en M2 ×R (Corolario 3.14, [AAS]).

A continuación, se estudiarán algunos ejemplos de hipersuperficies en distintos espacios producto

y que tienen curvatura media igual a cero con respecto a las dos métricas estudiadas. Más aún, se

caracterizarán los trozos abiertos de slices, los cilindros sobre geodésicas y los helicoides como las

únicas superficies no degeneradas en los espacio producto M
3
L = M2(c)×R1 que tienen curvatura

media igual a cero con respecto a ambas métricas (Teorema 3.19, [AAS]). Tal y como se indica

en la tesis, este resultado puede verse como una aproximación alternativa y unificada de resulta-

dos previamente obtenidos por Kobayashi y por Kim et al. (véase [Ko, KKSY]). Sin embargo, es

importante destacar que en esta tesis se considerarán no solo superficies espaciales, sino que se

extenderá a superficies no degeneradas (incluyendo, por tanto, tanto las superficies espaciales como

las temporales).

Por último, se estudiará qué relación existe entre las curvaturas de Gauss de superficies en M
3
R y

en M
3
L para terminar estableciendo el siguiente teorema de caracterización (Teorema 3.22, [AAS]):

Los trozos de planos, conos, cilindros y superficies tangentes desarrollables son las

únicas superficies no degeneradas en el espacio tridimensional de Lorentz-Minkowski

que tienen la misma curvatura de Gauss (no necesariamente constante) con respecto a

ambas métricas.

Más aún, en el caso de que dicha curvatura de Gauss sea una constante no nula, tendremos el

siguiente resultado (Teorema 3.23, [AAS]):

Las únicas superficies no degeneradas inmersas en el espacio producto lorentziano

M
3
L = M2(c)×R y satisfaciendo KR = KL = c 6= 0 son los slices.





Caṕıtulo 1

PreliminaresPreliminares

Sumario. El objetivo de este primer caṕıtulo es introducir los conceptos básicos que van a
ir apareciendo a lo largo de la tesis. Concretamente, se introducirán los espacios producto

M
n+1

= Mn×R y las dos métricas, 〈 , 〉R y 〈 , 〉L, con las cuales se trabajará. Esto permitirá
definir las hipersuperficies espaciales y temporales, que serán estudiadas en profundidad en
los caṕıtulos posteriores. Asimismo, también se introducirán los grafos y se estudiará su
geometŕıa en detalle. Por último, se estudiarán los operadores lineales y cuasi-lineales, los
cuales nos permitirán llegar al principio del máximo.

1.1. Las variedades producto riemanniano y lorentziano.

Sea M
n+1

= Mn × R una variedad producto (n + 1)-dimensional en la que Mn es una variedad

riemanniana n-dimensional con métrica riemanniana 〈 , 〉M . A lo largo de esta tesis, dotaremos a

esta variedad producto de dos métricas distintas, una riemanniana y una lorentziana. Aśı, M
n+1
R

denotará la variedad producto Mn ×R con la métrica riemanniana usual para productos

〈 , 〉R = π∗M (〈 , 〉M ) + π∗R
(
dt2
)
,

mientras que M
n+1
L denotará la misma variedad producto Mn×R pero con la métrica lorentziana

para productos

〈 , 〉L = π∗M (〈 , 〉M )− π∗R
(
dt2
)
.

Cuando sea conveniente, se denotará también M
n+1
L = Mn ×R1 para enfatizar que en el segundo

factor estamos trabajando con la signatura lorentziana.

Obsérvese que en la expresión de ambas métricas intervienen las proyecciones πM : Mn×R −→Mn

y πR : Mn × R −→ R de los espacios producto sobre los factores Mn y R, respectivamente. No

obstante, y con el fin de simplificar, haremos un abuso de notación y escribiremos, como es usual,

〈 , 〉R = 〈 , 〉M + dt2 y 〈 , 〉L = 〈 , 〉M − dt2.
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Por otro lado, con el fin de poder trabajar con las dos métricas al mismo tiempo, en ocasiones

usaremos la notación M
n+1
δ y la métrica

〈 , 〉δ = 〈 , 〉M + δ dt2,

teniendo en cuenta que si δ = 1 estaremos trabajando en M
n+1
R con la métrica 〈 , 〉R y que si

δ = −1 estaremos en M
n+1
L con la métrica 〈 , 〉L.

En particular, cuando Mn sea el espacio eucĺıdeo n-dimensional, Rn, tendremos que M
n+1
R = Rn+1

y M
n+1
L = Ln+1. Es decir, estaremos trabajando con el espacio eucĺıdeo (n+ 1)-dimensional y con

el espacio de Lorentz-Minkowski (n+ 1)-dimensional, respectivamente.

Como una primera observación tengamos en cuenta que

∂t =

(
∂

∂t

)
(x,t)

, (x, t) ∈Mn+1
δ ,

es un campo vectorial unitario y globalmente definido sobre los espacios M
n+1
δ que verifica la

condición 〈∂t, ∂t〉δ = δ. Esto nos permite descomponer todo campo vectorial U en M
n+1
δ como

U = Û + δ 〈U, ∂t〉δ∂t, (1.1)

donde 〈Û , ∂t〉δ = 0.

A continuación, vamos a ver una serie de resultados que nos van a ser útiles para demostrar que

las conexiones de Levi-Civita de las métricas 〈 , 〉R y 〈 , 〉L que estamos considerando van a ser en

realidad la misma.

Proposición 1.1. Se verifican las siguientes igualdades:

∇RπR = ∂t y ∇LπR = −∂t,

donde ∇R y ∇L denotan, respectivamente, el operador gradiente en MR y ML, y la aplicación

πR : M ×R −→ R dada por πR(x, t) = t es la proyección sobre R.

Demostración. Como M δ es una variedad producto, dado q = (x, t) ∈M δ = M×R, podemos tomar

un referencial ortonormal {E1, . . . , En, ∂t}, donde {E1, . . . , En} es un referencial local de campos en

X(Mn) y ∂t es el campo natural de R. Entonces, como ∇RπR es tangente a M δ, podemos expresarlo

a partir de este referencial de la siguiente forma:

∇RπR =
n∑
i=1

〈∇RπR, Ei〉MEi + 〈∇RπR, ∂t〉∂t

=

n∑
i=1

Ei(πR)Ei + ∂t(πR)∂t = ∂t(πR)∂t =
d

dt
(t)∂t = ∂t.
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Análogamente,

∇LπR =

n∑
i=1

〈∇LπR, Ei〉MEi − 〈∇
L
πR, ∂t〉∂t

=

n∑
i=1

Ei(πR)Ei − ∂t(πR)∂t = −∂t(πR)∂t = − d

dt
(t)∂t = −∂t.

Ahora, teniendo en cuenta la Proposición 1.1, si tenemos un vector v ∈ T(x,t)M δ y tomamos la

métrica 〈 , 〉R, obtenemos

(dπR)(x,t)(v) = v(πR) = 〈∇RπR, v〉R = 〈∂t, v〉R.

Por otro lado, con la métrica lorentziana y de forma análoga obtenemos

(dπR)(x,t)(v) = v(πR) = 〈∇LπR, v〉L = −〈∂t, v〉L.

Aśı, hemos demostrado la siguiente proposición.

Proposición 1.2. Para todo X ∈ X(M δ) se verifica 〈X, ∂t〉L = −〈X, ∂t〉R.

Como hemos adelantado antes, es interesante observar que las conexiones de Levi-Civita de las dos

métricas que estamos considerando son la misma, por lo que a lo largo de toda la tesis no haremos

distinción entre ellas y las denotaremos simplemente por ∇. Veámoslo en la siguiente proposición.

Proposición 1.3. Las conexiones de Levi-Civita de M
n+1
L y M

n+1
R , denotadas respectivamente por

∇L y ∇R, verifican ∇L = ∇R, por lo que de ahora en adelante las denotaremos por ∇.

Demostración. Dados X,Y ∈ X(M) y denotando por D la conexión de Levi-Civita en (M, 〈 , 〉M ),

la Proposición 56 del Caṕıtulo 3 del libro de [ON] nos da las siguientes igualdades:

∇L∂t∂t = 0 = ∇R∂t∂t.

∇LX∂t = ∇L∂tX = 0 = ∇R∂tX = ∇RX∂t .

∇LXY = DXY = ∇RXY .

Por la unicidad de la conexión de Levi-Civita, se sigue que ∇L = ∇R en los casos anteriores.

Para el caso general, es decir, tomando X,Y ∈ X(M δ), obsérvese que cuando estamos trabajando

con respecto a la métrica 〈 , 〉R podemos expresarlos a partir de (1.1) como

X = X̂ + 〈X, ∂t〉R∂t e Y = Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t, (1.2)

mientras que en el caso de la métrica 〈 , 〉L tenemos

X = X̂ − 〈X, ∂t〉L∂t e Y = Ŷ − 〈Y, ∂t〉L∂t. (1.3)
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Usando las expresiones (1.2) y (1.3), vamos a calcular ∇RXY para ver que efectivamente coincide

con ∇LXY .

∇RXY = ∇R(X̂+〈X,∂t〉R∂t)

(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
= ∇RX̂

(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
+ 〈X, ∂t〉R∇

R
∂t

(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
= ∇RX̂

(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
− 〈X, ∂t〉L∇

R
∂t

(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
.

(1.4)

Ahora, vamos a calcular por separado cada uno de los dos sumandos.

∇RX̂
(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
= ∇RX̂ Ŷ + X̂ (〈Y, ∂t〉R) ∂t + 〈Y, ∂t〉R∇

R
X̂∂t

= ∇LX̂ Ŷ − X̂ (〈Y, ∂t〉L) ∂t − 〈Y, ∂t〉L∇
L
X̂∂t

= ∇LX̂
(
Ŷ − 〈Y, ∂t〉L∂t

)
= ∇LX̂Y.

(1.5)

∇R∂t
(
Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t

)
= ∇R∂t Ŷ + ∂t (〈Y, ∂t〉R) ∂t + 〈Y, ∂t〉R∇

R
∂t∂t

= ∇L∂t Ŷ − ∂t (〈Y, ∂t〉L) ∂t − 〈Y, ∂t〉L∇
L
∂t∂t

= ∇L∂t
(
Ŷ − 〈Y, ∂t〉L∂t

)
= ∇L∂tY.

(1.6)

Entonces, si insertamos los resultados de (1.5) y (1.6) en la expresión (1.4), obtenemos

∇RXY = ∇LX̂Y − 〈X, ∂t〉L∇
L
∂tY = ∇L(X̂−〈X,∂t〉L∂t)Y = ∇LXY.

Aśı, teniendo en cuenta la unicidad de la conexión de Levi-Civita, se sigue que ∇R = ∇L como

queŕıamos demostrar.

1.2. Hipersuperficies en las variedades producto.

Se dice que una variedad conexa n-dimensional Σn es una hipersuperficie no degenerada en M
n+1
L si

existe una inmersión diferenciable ψ : Σn −→M
n+1
L que induce, a partir de la métrica lorentziana

〈 , 〉L sobre M
n+1
L , una métrica no degenerada sobre Σn y que, como suele ser usual, denotaremos

también por 〈 , 〉L. En ese caso, tenemos dos posibilidades:

1) La métrica inducida sobre Σn es riemanniana, en cuyo caso diremos que Σn es una hipersu-

perficie espacial sobre M
n+1
L .

2) La métrica inducida sobre Σn es lorentziana, en cuyo caso diremos que Σn es una hipersuper-

ficie temporal sobre M
n+1
L .
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De esta forma, en el primer caso el hiperplano tangente dψp(TpΣ) es un hiperplano espacial de

Tψ(p)ML para todo p ∈ Σ, mientras que en el segundo caso es un hiperplano temporal.

En el caso en que la hipersuperficie Σn sea espacial, como ∂t es un campo vectorial temporal,

unitario y globalmente definido sobre M
n+1
L y el hiperplano tangente es espacial en cada punto

de Σn, puede demostrarse que existe un único campo vectorial unitario, normal a Σn y temporal,

definido globalmente sobre Σn, que tiene la misma orientación temporal que ∂t y al que denotaremos

por NL. Aśı, podremos suponer que Σn está orientada por NL. Vamos a demostrar esto.

Proposición 1.4. Las hipersuperficies espaciales en M
n+1
L son orientables en el sentido de que

admiten un campo normal globalmente definido.

Demostración. Sea Σn una hipersuperficie espacial y sea p ∈ Σ. Consideremos también el hiperplano

tangente dψp(TpΣ), que sabemos que es espacial. Existe entonces un vector N(p) normal a dicho

hiperplano, temporal y unitario.

Haciendo uso, con los vectores N(p) y ∂t, de la desigualdad invertida de Cauchy-Schwarz para

vectores temporales, ocurre que

|〈N(p), ∂t〉L| ≥ ‖N(p)‖L · ‖∂t‖L = 1,

siendo ‖ · ‖L la norma de un campo de vectores en ML con respecto a la métrica 〈 , 〉L.

Esto nos da dos opciones:

1) 〈N(p), ∂t〉L ≤ −1 y ambos vectores están en el mismo cono temporal (en este caso diremos

que N apunta hacia el futuro).

2) 〈N(p), ∂t〉L ≥ 1 y el vector temporal N(p) pertenece a la orientación temporal opuesta a ∂t

(en este caso diremos que N apunta hacia el pasado).

Elegimos entonces, para cada p ∈ Σ, el vector normal N(p) que verifica la primera condición, esto

es, aquel que apunta hacia el futuro.

De esta forma, siempre que tengamos una hipersuperficie espacial en M
n+1
L tomaremos como NL

el vector normal del resultado anterior que apunta hacia el futuro.

Por otro lado, una consecuencia que se tiene del hecho de que

〈NL(p), ∂t〉L ≤ −1, (1.7)

y de acuerdo con [ON], es que existe un único número ϕ ≥ 0, llamado ángulo hiperbólico entre NL

y ∂t, tal que

〈NL, ∂t〉L = −cosh(ϕ). (1.8)

Por otro lado, en el caso en que la hipersuperficie Σn sea temporal, no podemos asegurar la exis-

tencia de un campo vectorial unitario, normal a Σn y globalmente definido satisfaciendo (1.7). No
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obstante, śı que es posible la elección de un campo normal verificando dicha condición en casi toda

la hipersuperficie. En concreto, consideremos la región abierta de Σn dada por

Σ̂n = {p ∈ Σn : existen Up, NL de modo que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0 en Up},

donde Up ⊆ Σn es un entorno de p y NL es un campo vectorial normal en Σn. Es inmediato

comprobar que Σ̂n es un subconjunto abierto y denso de Σn, y que la elección de NL, que en este

caso será espacial, se puede hacer de modo global sobre cualquier componente conexa de Σ̂n de

modo que

〈NL, ∂t〉L ≤ 0.

En este caso, y de acuerdo con [FN], sabemos que en cada componente conexa de Σ̂n existe un

único número ϕ ≥ 0, llamado también ángulo hiperbólico entre NL y ∂t, tal que

〈NL, ∂t〉L = −senh(ϕ). (1.9)

A modo ilustrativo, en la Figura 1.1 se ha representado una superficie temporal de revolución con

respecto al eje temporal en L3 de modo que Σ̂ tiene dos componentes conexas y Σ \ Σ̂ consiste en

una circunferencia.

Figura 1.1: Ejemplo de Σ̂n con dos componentes conexas.

Denotaremos por ε el signo de 〈NL, NL〉L, esto es,

ε =

{
−1 si Σn es espacial,

1 si Σn es temporal.

Teniendo eso en cuenta, si denotamos por ∇L la conexión de Levi-Civita en Σn con respecto a 〈 , 〉L,

tendremos que dados dos campos tangentes X,Y ∈ X(Σ), las fórmulas de Gauss y Weingarten para

la hipersuperficie ψ : Σn −→M
n+1
L son, respectivamente, las siguientes:

∇XY = ∇LXY + ε〈ALX,Y 〉LNL y ALX = −∇XNL, (1.10)
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donde AL : X(Σ) −→ X(Σ) es el operador forma de Σn con respecto a NL. Observemos además que

AL es autoadjunto con respecto a la métrica 〈 , 〉L, es decir, se verifica la igualdad

〈ALX,Y 〉L = 〈X,ALY 〉L

para todo X,Y ∈ X(Σ). Sin embargo, AL no tiene por qué ser diagonalizable en el caso de que Σn

sea temporal (ver [ON], Caṕıtulo 9). Por otro lado, la función curvatura media de Σn con respecto

a NL está definida por

HL =
ε

n
tr(AL),

y diremos que Σn es minimal (en el caso ε = 1) o maximal (en el caso ε = −1) si HL = 0.

Además, en el caso en que Σn sea espacial, el operador AL será diagonalizable y la función curvatura

podrá expresarse como

HL =
−1

n

(
kL1 + . . .+ kLn

)
,

donde kLi , i = 1, . . . , n son las curvaturas principales de (Σn, 〈 , 〉L).

Más aún, en el mismo caso en el que Σn es espacial, es interesante observar que la función curva-

tura media tiene una expresión en términos de las curvaturas normales de cualquier conjunto de

direcciones ortogonales. Esto es,

HL =
−1

n

(
κLv1 + . . .+ κLvn

)
, (1.11)

donde {v1, . . . , vn} es una base ortonormal de TpΣ con respecto a 〈 , 〉L y κvi denota la curvatura

normal en la dirección dada por vi.

Centrándonos en Ln+1, es bien conocido que no existen hipersuperficies espaciales compactas sin

frontera (véase [AA] o [ARS]). Por tanto, toda hipersuperficie espacial compacta Σn en el espacio

de Lorentz-Minkowski necesariamente tiene frontera no vaćıa.

Observemos ahora que, dada ψ : Σn −→ M
n+1
L una hipersuperficie no degenerada e inmersa en

la variedad lorentziana M
n+1
L , podremos verla tanto con la métrica de M

n+1
L como con la métrica

heredada de M
n+1
R . En este último caso, tendremos garantizada la existencia de un único campo

vectorial local, normal y unitario, NR. Además, de forma análoga al caso lorentziano, denotaremos

por ∇R la conexión de Levi-Civita en Σn con respecto a 〈 , 〉R. Por tanto, la fórmula de Gauss y

la fórmula de Weingarten ahora son de la forma:

∇XY = ∇RXY + 〈ARX,Y 〉RNR y ARX = −∇XNR, (1.12)

donde AR : X(Σ) −→ X(Σ) es el operador forma de Σn con respecto a NR. Además, AR es

autoadjunto con respecto a la métrica 〈 , 〉R, es decir,

〈ARX,Y 〉R = 〈X,ARY 〉R

para todo X,Y ∈ X(Σ). En contraste con el caso lorentziano, AR siempre es diagonalizable.
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Por otro lado, la función curvatura media de Σn con respecto a NR está definida en este caso por

HR =
1

n
tr(AR) =

1

n

(
kR1 + . . .+ kRn

)
,

donde kRi , i = 1, . . . , n son las curvaturas principales de (Σn, 〈 , 〉R). Además, diremos que la

hipersuperficie Σn es minimal si HR = 0.

De forma análoga a lo que suced́ıa al considerar la métrica 〈 , 〉L, la función curvatura media puede

expresarse en términos de las curvaturas normales de cualquier conjunto de direcciones ortogonales.

Es decir,

HR =
1

n

(
κRv1 + . . .+ κRvn

)
(1.13)

con {v1, . . . , vn} una base ortonormal de TpΣ con respecto a 〈 , 〉R y κvi denota la curvatura normal

en la dirección dada por vi.

1.3. Grafos en las variedades producto.

Dado que en el siguiente caṕıtulo de esta tesis trabajaremos con grafos en M
n+1
δ , el objetivo de

esta sección es ver cómo son los grafos en dicha variedad. Aśı, estudiaremos su métrica y veremos

cómo es la expresión de su vector normal, su operador forma y su función curvatura media.

1.3.1. Métrica.

Consideremos Ω ⊆ Mn un dominio conexo. Se verifica que toda función diferenciable u ∈ C∞(Ω)

determina un grafo sobre Ω dado por

Σu = Σ(u) = {(x, u(x)) : x ∈ Ω} ⊆Mn+1
δ .

Es interesante observar que todo grafo Σu puede verse como la imagen de la inmersión

fu : Ω −→ M
n+1
δ

x 7−→ fu(x) = (x, u(x)).

A continuación, como se ha indicado antes, vamos a estudiar la geometŕıa de estos grafos, y para

ello calcularemos en primer lugar la aplicación diferencial de la inmersión fu.

Dados x ∈ Ω y v ∈ TxMn, por definición se tiene que

dfu(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

fu(α(t))

para cualquier curva diferenciable α : I −→ Ω, con I un intervalo abierto, tal que α(0) = x y

α′(0) = v. Entonces,

dfu(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

fu(α(t)) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(α(t), u(α(t))) = (v, dux(v)) = (v, 〈v,Du〉M ), (1.14)
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donde Du denota el gradiente de u sobre Ω con respecto a la métrica 〈 , 〉M .

A partir de la expresión obtenida para dfu se comprueba inmediatamente que fu es, como se ha

afirmado, una inmersión.

Veamos cómo queda la expresión general de la métrica inducida sobre Ω v́ıa el grafo Σu. Dados

v, w ∈ TxMn, usando (1.14) se tiene

〈v, w〉δ = 〈dfu(v), dfu(w)〉δ = 〈(v, 〈v,Du〉M ), (w, 〈w,Du〉M )〉δ
= 〈v, w〉M + δ〈v,Du〉M 〈w,Du〉M ,

es decir, la métrica inducida sobre Ω de la métrica del espacio ambiente M
n+1
δ v́ıa el grafo Σu viene

dada por

〈 , 〉δ = 〈 , 〉M + δdu2,

donde 〈 , 〉δ = 〈 , 〉L en el caso δ = −1 y 〈 , 〉δ = 〈 , 〉R en el caso δ = 1 representan las métricas

inducidas de M
n+1
L y M

n+1
R respectivamente.

1.3.2. Vector normal.

Definamos ahora el campo vectorial

η(x) = (−δDu(x), 1) = −δDu(x) + ∂t.

Este campo es normal a la superficie, ya que para todo v ∈ TxMn se verifica

〈dfu(v), η(x)〉δ = 〈(v, 〈v,Du(x)〉M ), (−δDu(x), 1)〉δ
= −δ〈v,Du(x)〉M + δ〈v,Du(x)〉M = 0.

Por otro lado, como

〈η(x), η(x)〉δ = 〈(−δDu(x), 1), (−δDu(x), 1)〉δ = ‖Du‖2δ2 + δ = ‖Du‖2 + δ,

entonces, en el caso δ = −1, fu determinará un grafo espacial en M
n+1
L si, y solo si, se verifica

la desigualdad ‖Du‖2 < 1 en todo Ω, siendo ‖Du‖ la norma del gradiente de u con respecto a la

métrica 〈 , 〉M sobre Ω ⊆Mn. Supondremos en lo que resta de esta sección que en el caso de M
n+1
L

vamos a trabajar solo con grafos espaciales.

De esta forma, trabajaremos con el siguiente vector normal:

Nδ(x) =
η(x)

‖η(x)‖
=

(−δDu(x), 1)√
1 + δ‖Du‖2

=
1√

1 + δ‖Du‖2
(−δDu(x) + ∂t) , (1.15)

donde Nδ = NL en el caso δ = −1 y Nδ = NR en el caso δ = 1 representarán, respectivamente, el

vector normal con respecto a la métrica 〈 , 〉L y el vector normal con respecto a la métrica 〈 , 〉R.
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Es necesario mencionar que, por simplificar la notación, no vamos a poner ‖η‖δ, pero téngase en

cuenta que

‖η‖ = ‖η‖δ =
√

1 + δ‖Du‖2 =


√

1− ‖Du‖2 al trabajar con la métrica 〈 , 〉L.

√
1 + ‖Du‖2 al trabajar con la métrica 〈 , 〉R.

Obsérvese además que

〈Nδ, ∂t〉δ =
δ√

1 + δ‖Du‖2

será positivo cuando estemos trabajando con la métrica 〈 , 〉R (es decir, con δ = 1), mientras que

será negativo al trabajar con la métrica 〈 , 〉L (esto es, con δ = −1).

1.3.3. Operador forma.

Nuestro objetivo ahora es calcular el operador forma de Σu apoyándonos en la fórmula de Weingar-

ten para hipersuperficies que, de acuerdo con (1.10) y (1.12) nos asegura que, dada una variedad

M , para todo X ∈ X(M) se verifica

∇dfu(X)Nδ = −dfu(AδX), (1.16)

siendo Aδ = AL si δ = −1 y Aδ = AR si δ = 1.

Teniendo en cuenta las propiedades básicas de la conexión de Levi-Civita y la definición de Nδ

tenemos

∇dfu(X)Nδ = ∇dfu(X)

(
1

‖η‖
η

)
= dfu(X)

(
1

‖η‖

)
η +

1

‖η‖
∇dfu(X)η. (1.17)

Para calcular el valor del primer sumando, tendremos en cuenta que dfu(X) = X + 〈Du,X〉M∂t
debido a (1.14) y que ∂t

(
1√

1+δ‖Du‖2

)
= 0 porque u no depende de t. Entonces,

dfu(X)

(
1

‖η‖

)
= dfu(X)

(
1√

1 + δ‖Du‖2

)
= X

(
1√

1 + δ‖Du‖2

)

=
−2δ〈DXDu,Du〉M

2
√

1 + δ‖Du‖2(1 + δ‖Du‖2)
= −δ 〈DXDu,Du〉M

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

,

(1.18)

donde hemos usado que

X(‖Du‖2) = 2〈DXDu,Du〉M .

Ahora, para continuar con nuestro cálculo del operador forma, debemos tener en cuenta que, usando

las expresiones de Levi-Civita que aparecen en el Proposición 56 del Caṕıtulo 3 de [ON] y que ya

se nombraron en la demostración de la Proposición 1.3, puede demostrarse que para cualesquiera
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U y V campos de vectores tangentes sobre M
n+1
δ , la conexión de Levi-Civita del espacio ambiente

producto, ∇, se expresa en función de la conexión de Levi-Civita de la hipersuperficie Mn, D, como

∇UV = DU∗V
∗,

donde U∗ = π∗M (U) ∈ X(M) y V ∗ = π∗M (V ) ∈ X(M) son las proyecciones de U y V sobre Mn.

Teniendo esto en cuenta obtenemos

∇dfu(X)η = ∇(X,〈X,Du〉M )(−δDu, 1) = −δDXDu. (1.19)

Por tanto, usando (1.18) y (1.19) en la expresión (1.17), obtenemos

∇dfu(X)Nδ = −δ 〈DXDu,Du〉M
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

(−δDu+ ∂t)− δ
DXDu√

1 + δ‖Du‖2
. (1.20)

Al mismo tiempo, si usamos (1.14), tenemos que

dfu(AδX) = AδX + 〈Du,AδX〉M∂t. (1.21)

Finalmente, si combinamos la fórmula de Weingarten (1.16) con las ecuaciones (1.20) y (1.21),

llegamos a la expresión

−δ 〈DXDu,Du〉M
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

(−δDu+ ∂t)− δ
DXDu√

1 + δ‖Du‖2
= −AδX − 〈Du,AδX〉M∂t,

de donde, igualando partes tangentes, obtenemos que para todo X ∈ X(Ω), el operador forma tiene

la siguiente expresión:

AδX = δ
DXDu√

1 + δ‖Du‖2
− 〈DXDu,Du〉M

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

Du. (1.22)

1.3.4. Curvatura media.

Sea {E1, E2, . . . , En} un referencial ortonormal local de X(Ω) con respecto a la métrica usual de

Mn. Si denotamos por D2 el operador hessiano en (Mn, 〈 , 〉M ), observemos que

〈DEiDu,Du〉M = D2u(Ei, Du) = D2u(Du,Ei) = 〈DDuDu,Ei〉M . (1.23)

Asimismo, obsérvese también que el operador laplaciano en (Mn, 〈 , 〉M ) de una función puede

verse de la siguiente forma:

∆f = div(Df) = tr(D(Df)) = tr(X 7→ DXDf) =
n∑
i=1

〈DEiDf,Ei〉M , (1.24)

siendo div el operador divergencia en (Mn, 〈 , 〉M ).
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A continuación vamos a tomar trazas en (1.22) teniendo en cuenta tanto (1.23) como (1.24).

tr(Aδ) = δ

∑n
i=1〈DEiDu,Ei〉M√

1 + δ‖Du‖2
−
∑n

i=1〈DEiDu,Du〉M 〈Du,Ei〉M
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

= δ
∆u√

1 + δ‖Du‖2
−
∑n

i=1〈DDuDu,Ei〉M 〈Du,Ei〉M
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

= δ
∆u√

1 + δ‖Du‖2
− 〈DDuDu,Du〉M

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

.

Ahora, recordemos que

nHδ = δ tr(Aδ),

siendo Hδ = HL si δ = −1 y Hδ = HR si δ = 1.

Por tanto, la función curvatura media vendrá dada por

nHδ =
1√

1 + δ‖Du‖2
∆u− δ 1

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

〈DDuDu,Du〉M . (1.25)

Esta última expresión puede reescribirse de un modo más compacto usando que el operador diver-

gencia verifica

div(fX) = X(f) + f div(X),

y que por tanto

div(f ·Dg) = Dg(f) + f div(Dg) = 〈Df,Dg〉M + f ∆g. (1.26)

Si comparamos las expresiones (1.25) y (1.26), observamos que son muy similares y que todo parece

indicar que, tomando f = 1√
1+δ‖Du‖2

y g = u, obtendremos una expresión de la función curvatura

media en función del operador divergencia. Vamos a calcular Df para comprobar que esto es cierto.

SeaX ∈ X(M), entonces, teniendo en cuenta que en (1.18) ya calculamos el valor deX

(
1√

1+δ‖Du‖2

)
y usando (1.23), obtenemos lo siguiente:

〈Df,X〉M = X(f) = X

(
1√

1 + δ‖Du‖2

)
= −δ 〈DXDu,Du〉M

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

= −δ 〈DDuDu,X〉M
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

.

En consecuencia,

Df = −δ DDuDu

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

.

Aśı, hemos obtenido una nueva expresión para la función curvatura media:

Hδ =
1

n
div

(
Du√

1 + δ‖Du‖2

)
.
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De esta manera, obtenemos que la curvatura media obtenida a partir de la métrica 〈 , 〉R es

HR =
1

n
div

(
Du√

1 + ‖Du‖2

)
,

mientras que la curvatura media obtenida a partir de la métrica 〈 , 〉L en el caso de los grafos

espaciales es

HL =
1

n
div

(
Du√

1− ‖Du‖2

)
.

Por tanto, es evidente la demostración de los siguientes resultados.

Proposición 1.5. Dado Σu un grafo sobre M
n+1
R , el grafo será minimal si, y solo si, la función u

satisface la siguiente ecuación en derivadas parciales sobre el dominio Ω:

div

(
Du√

1 + ‖Du‖2

)
= 0.

Usualmente nos referiremos a esta ecuación como la ecuación de las hipersuperficies minimales.

Proposición 1.6. Dado Σu un grafo espacial sobre M
n+1
L , el grafo será maximal si, y solo si, la

función u satisface la siguiente ecuación sobre el dominio Ω:

div

(
Du√

1− ‖Du‖2

)
= 0 y ‖Du‖2 < 1.

Usualmente nos referiremos a esta ecuación como la ecuación de las hipersuperficies maximales.

1.3.5. Curvatura media de grafos cuando Mn = Rn.

A continuación vamos a tomar Mn = Rn con el objetivo de calcular las funciones curvatura media

en función de las métricas 〈 , 〉R y 〈 , 〉L para grafos expresados en coordenadas. Para ello,

recordemos que, en general, la función es de la forma

Hδ =
1

n
div

(
Du√

1 + δ‖Du‖2

)
.

Sea {∂x1, . . . , ∂xn} la base ortonormal usual de campos coordenados enRn. Entonces, la divergencia

puede escribirse como

div(X) =

n∑
i=1

〈D∂xiX, ∂xi〉 =

n∑
i=1

∂Xi

∂xi
.

Antes de continuar, recordemos la notación usual

uxi =
∂u

∂xi
y uxixj =

∂2u

∂xi∂xj
,

donde (x1, x2, . . . , xn) son las coordenadas canónicas en Rn.
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De esta manera, si Du = (ux1 , . . . , uxn) en dicha base, obtenemos

div

(
Du√

1 + δ‖Du‖2

)
=

∂

∂x1

(
ux1√

1 + δ‖Du‖2

)
+ . . .+

∂

∂xn

(
uxn√

1 + δ‖Du‖2

)
. (1.27)

Vamos a calcular cada uno de los sumandos.

∂

∂xi

(
uxi√

1 + δ‖Du‖2

)
=
uxixi

(
1 + δ‖Du‖2

)
− δu2

xiuxixi −
∑

j 6=i δuxjuxjxiuxi

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

=
uxixi +

∑
j 6=i δuxixiu

2
xj −

∑
j 6=i δuxjuxjxiuxi

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

.

Por tanto, volviendo a la expresión obtenida en (1.27), tenemos

div

(
Du√

1 + δ‖Du‖2

)
=

∑n
i=1 uxixi +

∑n
i=1

(∑
j 6=i δuxixiu

2
xj −

∑
j 6=i δuxjuxjxiuxi

)
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

=

∑n
i=1 uxixi

(
1 + δ

∑
j 6=i u

2
xj

)
− 2δ

∑n
i=1

∑
i<j uxiuxjuxixj

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

.

Aśı que las ecuaciones en coordenadas de las funciones curvatura media con respecto a las métricas

〈 , 〉R y 〈 , 〉L son, respectivamente, las siguientes:

HR =

∑n
i=1 uxixi

(
1 +

∑
j 6=i u

2
xj

)
− 2

∑n
i=1

∑
i<j uxiuxjuxixj

n (1 + ‖Du‖2)
3
2

y (1.28)

HL =

∑n
i=1 uxixi

(
1−

∑
j 6=i u

2
xj

)
+ 2

∑n
i=1

∑
i<j uxiuxjuxixj

n (1− ‖Du‖2)
3
2

. (1.29)

1.4. El principio del máximo.

Recordemos en esta sección algunas propiedades de los operadores lineales y cuasi-lineales eĺıpticos,

centrándonos principalmente en el estudio de los principios del máximo fuerte y del máximo interior.

Estos principios serán necesarios más adelante en el siguiente caṕıtulo. Como referencias para esta

sección puede consultarse [GT] (véase también [Fe]).

1.4.1. El principio del máximo fuerte.

Definición 1.7. Sea Ω un dominio regular en Rn y sea L un operador diferencial dado por

L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω)

u 7−→ L(u) =
∑n

i,j=1 bij(x)uxixj +
∑n

i=1 ci(x)uxi ,
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donde los coeficientes bij(x) y ci(x) son funciones continuas definidas sobre Ω y B(x) = (bij (x))ij
es una matriz simétrica para cada x ∈ Ω. Diremos que dicho operador es un operador lineal de tipo

eĺıptico si la matriz B(x) es definida positiva.

Una forma equivalente de describir la actuación del operador L dado en la Definición 1.7 sobre una

función u ∈ C∞(Ω) es

L(u) = 〈B(x), D2u〉+ 〈c(x), Du〉,

donde c(x) = (c1(x), . . . , cn(x)) y D2u es la matriz hessiana de u con respecto a la métrica eucĺıdea

de Rn. Es necesario destacar que, por simplificar la notación, se ha denotado indistintamente por

〈 , 〉 tanto el producto escalar en el espacio de las matrices simétricas, que viene definido por

〈A,B〉 = tr(AB), como el producto escalar en Rn.

A continuación vamos a ver una serie de propiedades de los operadores lineales de tipo eĺıptico.

Entre ellas, veremos el llamado principio del máximo débil.

Proposición 1.8. Dado un operador lineal L de tipo eĺıptico definido sobre un dominio regular

Ω ⊆ Rn, si u ∈ C∞(Ω) y se verifica que L(u) > 0 en Ω, entonces u no puede alcanzar un máximo

local en ningún punto de Ω.

Demostración. Supongamos que x0 es un máximo local de u en Ω. En ese caso se tendrá que

Du(x0) = 0 y que D2u es semidefinido negativo en x0, por lo que el operador L sobre u en el punto

x0 se queda de la siguiente forma:

L(u)(x0) =
〈
B(x0), D2u(x0)

〉
. (1.30)

Como sabemos que la matriz B(x0) es simétrica por la definición de operador de tipo eĺıptico, se

puede diagonalizar. Por tanto, supongamos que {λ1(x0), . . . , λn(x0)} es el conjunto formado por

sus valores propios y que {e1, . . . , en} son sus vectores propios asociados.

Entonces, respecto de la base formada por los vectores propios, la igualdad (1.30) puede expresarse

como

L(u)(x0) =

n∑
i=1

λi(x0)D2u(x0)(ei, ei),

donde λi(x0) > 0, 1 ≤ i ≤ n, por ser B definida positiva. Como consecuencia, L(u)(x0) ≤ 0, por

lo que se contradice la hipótesis de que L(u) > 0 en Ω. Por tanto, u no puede alcanzar un máximo

local en ningún punto de Ω.

Proposición 1.9 (Principio del máximo débil). Dado un operador lineal L de tipo eĺıptico definido

sobre un dominio regular Ω ⊆ Rn, si Ω es acotado y la función u ∈ C∞(Ω) cumple que L(u) > 0,

entonces u ≤ máx∂Ω u.
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Demostración. Es consecuencia inmediata de la Proposición 1.8 anterior, ya que al ser Ω acotado,

se tiene que Ω es compacto. Por tanto, debe existir x0 ∈ Ω tal que u(x0) = máxΩ u. Sin embargo,

dicho x0 debe pertenecer a la frontera del dominio, es decir, x0 ∈ ∂Ω, puesto que no puede haber

un máximo en el interior de Ω.

Lema 1.10. Sea L un operador lineal de tipo eĺıptico definido sobre un dominio regular Ω ⊆ Rn.

Si Ω es acotado y las funciones u, v ∈ C∞(Ω) cumplen L(u) ≥ 0 y L(v) < 0 en Ω, entonces

u ≤ v en ∂Ω ⇒ u ≤ v en Ω.

Demostración.

Vamos a aplicar el principio del máximo débil (Proposición 1.9), a la función u − v. Para ello,

veamos si se cumplen las hipótesis necesarias.

Ω es acotado.

L(u− v) = L(u)− L(v) > 0, puesto que L(u) ≥ 0 y L(v) < 0.

Entonces, u− v ≤ máx∂Ω(u− v).

Ahora, si suponemos que u ≤ v en ∂Ω, entonces u− v ≤ 0 en ∂Ω, por lo que tenemos

u− v ≤ máx
∂Ω

(u− v) ≤ 0 en Ω.

Aśı que u ≤ v en Ω como queŕıamos probar.

Los siguientes dos lemas darán lugar al principio del máximo fuerte.

Lema 1.11. Sea A(r1, r2) = {x ∈ Rn : r1 < ‖x‖ < r2} con r1 y r2 verificando 0 < r1 < r2 y

sea L un operador lineal de tipo eĺıptico definido sobre C∞(A(r1, r2)). Entonces, existe una función

v ∈ C∞(A(r1, r2)) que verifica las siguientes propiedades:

a) v = 0 sobre el conjunto {x ∈ Rn : ‖x‖ = r2}.

b) v es constante sobre el conjunto {x ∈ Rn : ‖x‖ = r}, para cada r con r1 ≤ r ≤ r2.

c) ∂v
∂r > 0 en [r1, r2], donde r = ‖x‖. En particular, v < 0 en [r1, r2).

d) L(v) < 0.

Demostración. Dado un número real α > 0 sin determinar, vamos a considerar la función

v(x) = e−αr
2
2 − e−α‖x‖2 = e−αr

2
2 − e−αr2 .

Para comenzar, observemos que es evidente que la función v(x) verifica tanto la condición del

apartado a) como la del apartado b).
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Por otro lado, la función v definida crece estrictamente a lo largo de r, puesto que

∂v

∂r
= 2αre−αr

2
> 0.

Entonces, como v(x) = 0 si ‖x‖ = r2, la función cumple v < 0 en [r1, r2) y también queda

demostrado el apartado c).

Para el apartado d), obsérvese en primer lugar que, como

v = f ◦ r con r(x) = ‖x‖ y f(r) = e−αr
2
2 − e−αr2 ,

el gradiente eucĺıdeo de v se puede expresar como

Dv(x) = f ′(r(x))Dr(x). (1.31)

Además, dados dos campos X e Y en Ω, el operador hessiano eucĺıdeo de la función v sobre dichos

campos puede expresarse de la siguiente forma:

D2v(X,Y ) = 〈DXDv, Y 〉 = 〈DX(f ′(r)Dr), Y 〉

= X(f ′(r))〈Dr, Y 〉+ f ′(r)〈DXDr, Y 〉

= 〈D(f ′(r)), X〉〈Dr, Y 〉+ f ′(r)D2r(X,Y )

= f ′′(r)〈Dr,X〉〈Dr, Y 〉+ f ′(r)D2r(X,Y ).

(1.32)

Para poder seguir calculando el gradiente y el hessiano de v, antes necesitamos conocer tanto las

dos primeras derivadas de la función f como el gradiente y el hessiano eucĺıdeo de r.

Las derivadas de f pueden calcularse fácilmente, y son las siguientes:

f ′(r) = 2αre−αr
2

y f ′′(r) = 2αe−αr
2
(1− 2αr2).

Por otro lado, el gradiente de r(x) = ‖x‖ es Dr = x
r , ya que

Dr =

(
∂r

∂x1
, . . . ,

∂r

∂xn

)
=

(
x1√

x2
1 + . . .+ x2

n

, . . . ,
xn√

x2
1 + . . .+ x2

n

)
=
(x1

r
, . . . ,

xn
r

)
=
x

r
.

Por tanto, si i 6= j, tenemos
∂2r

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(xj
r

)
= − 1

r3
xixj ,

mientras que, si i = j,
∂2r

∂x2
i

=
∂

∂xi

(xi
r

)
=
r2 − x2

i

r3
=

1

r3

∑
j 6=i

x2
j .

Es decir, que tomando la base de campos canónica {∂x1, . . . , ∂xn} en Rn, obtenemos

D2r(∂xi, ∂xj) = − 1

r3
xixj si i 6= j y D2r(∂xi, ∂xi) =

1

r3

∑
j 6=i

x2
j si i = j.
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Entonces, si volvemos al cálculo del gradiente de v que teńıamos en (1.31), obtenemos

Dv(x) = 2αr(x)e−αr(x)2 x

r(x)
= 2αe−αr(x)2x.

En el caso del hessiano, que hab́ıamos comenzado a calcular en (1.32), si i 6= j llegamos a

D2v(∂xi, ∂xj) = 2αe−αr(x)2(1− 2αr(x)2)
1

r(x)2
xixj − 2αr(x)e−αr(x)2 1

r(x)3
xixj

= 2αe−αr(x)2 1

r(x)2
xixj(1− 2αr(x)2 − 1) = 2αe−αr(x)2(−2αxixj),

mientras que, si i = j, obtenemos

D2v(∂xi, ∂xi) = 2αe−αr(x)2(1− 2αr(x)2)
1

r(x)2
x2
i + 2αr(x)e−αr(x)2 1

r(x)3

∑
j 6=i

x2
j

= 2αe−αr(x)2 1

r(x)2

x2
i − 2αr(x)2x2

i +
∑
j 6=i

x2
j


= 2αe−αr(x)2 1

r(x)2

(
r(x)2 − 2αr(x)2x2

i

)
= 2αe−αr(x)2(1− 2αx2

i ).

Es decir, resumiendo,
Dv(x) = 2αe−αr(x)2x,

D2v(∂xi, ∂xj) = 2αe−αr(x)2(−2αxixj) si i 6= j, y

D2v(∂xi, ∂xi) = 2αe−αr(x)2(1− 2αx2
i ) si i = j.

Como consecuencia, la matriz hessiana de v se puede descomponer como

D2v(x) = 2αe−αr(x)2(I − E(x)),

donde I es la matriz identidad de orden n y A(x) = (aij(x))ij es una matriz simétrica dada por

aij(x) = 2αxixj para i, j = 1, . . . , n.

Por tanto, el operador L actuando sobre la función v es de la siguiente forma:

L(v) = 〈B(x), D2v〉+ 〈c(x), Dv〉

= 〈B(x), 2αe−αr(x)2(I −A)〉+ 〈c(x), 2αe−αr(x)2x〉

= 2αe−αr(x)2 (〈B(x), I〉 − 〈B(x), A(x)〉+ 〈c(x), x〉)

= 2αe−αr(x)2
(

tr(B(x))− 2αx>B(x)x+ 〈c(x), x〉
)
,

(1.33)

donde x> denota la matriz fila x> = (x1 . . . xn).

Ahora, observemos que podemos escribir cada x 6= 0 como

x = x′ · ‖x‖ con x′ =
x

‖x‖
.
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Usando la notación anterior, como B(x) es definida positiva y A(r1, r2) es compacto, sabemos que

existirá una constante µ > 0 tal que (x′)>B(x)x′ ≥ µ > 0 en A(r1, r2). Es decir, que para todo x

se verifica que existe un µ > 0 tal que

x>B(x)x ≥ µ‖x‖2.

Teniendo esto en cuenta y retomando (1.33),

L(v) ≤ 2αe−αr(x)2(tr(B(x))− 2αµ‖x‖2 + 〈c(x), x〉)

≤ 2αe−αr(x)2(tr(B(x))− 2αµ‖r1‖2 + 〈c(x), x〉).

Finalmente, como tr(B(x)) y 〈c(x), x〉 están acotados en A(r1, r2), podemos tomar un α > 0 lo

suficientemente grande como para que el miembro de la derecha sea estrictamente negativo en

A(r1, r2) tal y como queŕıamos.

A continuación, tengamos en cuenta que si Ω ⊆ Rn es un dominio regular, su frontera ∂Ω es una

hipersuperficie de Rn. Entonces, podemos definir sobre ella un campo normal unitario y exterior

ν : ∂Ω −→ Sn

que verifique ν ⊥ ∂Ω y x+ tν ∈ Ω para todo x ∈ ∂Ω si −ε < t < 0 para un cierto ε = ε(x) > 0.

Observemos ahora que si Ω está acotado y u ∈ C∞(Ω) cumple que u < 0 y L(u) > 0 en Ω, entonces

el principio del máximo débil (Proposición 1.9) implica que

u ≤ máx
∂Ω

u ≤ 0

por continuidad, ya que u < 0 en Ω. Si además existe un punto x0 ∈ ∂Ω con u(x0) = máx∂Ω u = 0,

entonces
∂u

∂ν
(x0) = νx0(u) = 〈Du(x0), ν(x0)〉 ≥ 0, (1.34)

donde la última desigualdad se debe a que como Du siempre apunta en la dirección de máximo

crecimiento, u(x0) = 0 con x0 ∈ ∂Ω y u < 0 , entonces Du(x0) apunta hacia el exterior como ν(x0).

El siguiente lema nos dice que, aún debilitando la hipótesis L(u) > 0 a L(u) ≥ 0, la igualdad en

(1.34) no puede darse.

Lema 1.12. Dado un operador lineal L de tipo eĺıptico definido sobre un dominio regular Ω ⊆ Rn

y dada una función u ∈ C∞(Ω) tal que u < 0 y L(u) ≥ 0 en Ω, si existe un punto x0 ∈ ∂Ω tal que

u(x0) = 0, entonces ∂u
∂ν (x0) > 0.

Demostración. Como Ω es un dominio regular, sabemos que existe una bola B ⊂ Ω de radio r > 0

tal que ∂B y ∂Ω son tangentes en x0. Bastará con probar el lema sobre la bola B que, sin pérdida

de generalidad, supondremos que está centrada en el origen.
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Por el Lema 1.11, existe una función radial v ∈ C∞
(
A
(
r
2 , r
))

que verifica las siguientes condiciones:

v(x) = 0 si ‖x‖ = r,
∂v

∂r
> 0 en

[r
2
, r
]
, v < 0 en

[r
2
, r
)

y L(v) < 0.

Figura 1.2: Dominio Ω con la bola B y el conjunto A
(
r
2
, r
)
.

Ahora, definamos los conjuntos

Cr/2 =
{
x ∈ Rn : ‖x‖ =

r

2

}
y Cr = {x ∈ Rn : ‖x‖ = r}.

Por un lado, como Cr/2 es compacto y u < 0 por hipótesis, tenemos

u
∣∣
Cr/2
≤ máx

Cr/2
u < 0. (1.35)

Entonces, existe un número real ε > 0 tal que

máx
Cr/2

u ≤ εv
(r

2

)
, (1.36)

y por tanto, uniendo (1.35) y (1.36), obtenemos que u ≤ εv en Cr/2.

Por otro lado, como v(r) = 0 en Cr y u ≤ 0, también se verifica que u ≤ εv en Cr.

De esta forma, si aplicamos el Lema 1.10 teniendo en cuenta que

u ≤ εv en ∂A
(r

2
, r
)
, L(u) ≥ 0 y L(εv) < 0,

obtenemos que u ≤ εv en A
(
r
2 , r
)
.

Finalmente, vamos a comparar las derivadas de las funciones u y v en la dirección de ν(x0). Para

ello, si definimos f = u− εv ≤ 0 en A( r2 , r), observemos que L(f) = L(u)− εL(v) > 0, por lo que

el principio del máximo débil (Proposición 1.9) nos dice que

f ≤ máx
∂A( r2 ,r)

f ≤ 0.
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Como x0 ∈ ∂A
(
r
2 , r
)

y f(x0) = máx∂A( r2 ,r)
f = 0, entonces

∂f

∂ν
(x0) = νx0(f) = 〈Df(x0), ν(x0)〉 ≥ 0,

luego
∂u

∂ν
(x0) ≥ ε∂v

∂ν
(x0) > 0,

donde la última desigualdad se debe a que r y ν apuntan en la misma dirección y ∂v
∂r > 0.

Teorema 1.13 (Principio del máximo fuerte). Sea L un operador lineal de tipo eĺıptico definido

sobre un dominio regular Ω ⊆ Rn. Si una función u ∈ C∞(Ω) cumple que u ≤ 0 y L(u) ≥ 0 en Ω,

entonces o bien u < 0 en Ω o bien u = 0 en Ω.

Demostración. Demostraremos este resultado por reducción al absurdo suponiendo que u 6= 0 y

que se anula en algún punto de Ω. Entonces, si consideramos el conjunto S = {x ∈ Ω : u(x) = 0},
es evidente que S 6= Ω y S 6= ∅.

Ahora, recordemos que un espacio Ω es conexo si, y solo si los únicos subconjuntos de Ω que son

abiertos y cerrados son el vaćıo y el total. Teniendo en cuenta esto, como S es cerrado y Ω es conexo

por ser regular, entonces S no puede ser abierto, aśı que existe un punto x ∈ S \ int(S).

Aśı, como Ω es abierto, sabemos que existe un ε > 0 tal que la bola B(x, 2ε) de centro x y radio 2ε

está contenida en Ω. Al mismo tiempo, como x /∈ int(S), cualquier entorno de x contiene puntos

que no pertenecen a S. Es decir, existe un punto y ∈ B(x, ε) \ S que verifica lo siguiente:

dist(y, ∂Ω) > ε y dist(y, S) ≤ dist(y, x) < ε.

Si definimos δ = dist(y, S) y el conjunto Ω′ = B(y, δ) tenemos, por un lado, que como u ≤ 0 en Ω

por hipótesis, u = 0 en S y Ω′ ⊂ Ω \ S, entonces u < 0 en Ω′. Por otro lado, por la definición de δ,

sabemos que existe un punto x0 ∈ ∂Ω′ ∩ S con u(x0) = 0.

Figura 1.3: Dominio Ω con los conjuntos S, Ω′ y las bolas B(x, 2ε), B(x, ε).
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Entonces, teniendo en cuenta el párrafo anterior, obtenemos que la función u alcanza un máximo

en x0 ∈ ∂Ω′ ⊂ Ω. Esto es, Du(x0) = 0.

Finalmente, aplicando el Lema 1.12 a la función u en el conjunto Ω′, llegamos a que ∂u
∂ν (x0) > 0,

con ν el vector normal unitario exterior definido sobre ∂Ω′. Sin embargo, al mismo tiempo,

∂u

∂ν
(x0) = νx0(u) = 〈Du(x0), ν(x0)〉 = 0,

por lo que ya hemos encontrado la contradicción que buscábamos y hemos demostrado el teorema.

1.4.2. El principio del máximo interior.

Definición 1.14. Dado Ω un dominio regular en Rn, decimos que una aplicación Q es un operador

cuasilineal de tipo eĺıptico si viene dada por

Q : C∞(Ω) −→ C∞(Ω)

u 7−→ Q(u) =
∑n

i,j=1 bij(Du)uxixj +
∑n

i=1 ci(Du)uxi ,

donde, para cada 1 ≤ i, j ≤ n, bij y ci son aplicaciones diferenciables definidas en Rn, siendo

B(y) = (bij(y))ij

una matriz simétrica y definida positiva para cada y ∈ Rn.

Una forma equivalente de describir la actuación del operador Q sobre una función u ∈ C∞(Ω) es

Q(u) = 〈B(Du), D2u〉+ 〈c(Du), Du〉,

donde c = (c1, . . . , cn).

Un primer ejemplo de operador cuasilineal eĺıptico es el operador curvatura media de un grafo.

Para ver esto, vamos a comenzar recordando que, tal y como vimos en el Caṕıtulo 1, sabemos que

la función curvatura media de un grafo viene dada por la ecuación (1.28), es decir, viene dada por

H(u) =
1

n (1 + ‖Du‖2)
3
2

 n∑
i=1

uxixi

1 +
∑
j 6=i

u2
xj

− 2
n∑
i=1

∑
i<j

uxiuxjuxixj

 . (1.37)

El objetivo es ver que la expresión (1.37) puede escribirse como

H(u) = 〈B(Du), D2u〉,

donde B(y) = (bij(y))ij viene dada por:

bii(y) =
1 +

∑
j 6=i y

2
j

n (1 + ‖y‖2)
3
2

y bij(y) = − yi yj

n (1 + ‖y‖2)
3
2

si i 6= j.
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Obsérvese que el producto B(Du) ·D2u expresado en forma matricial es de la forma

1

n (1 + ‖Du‖2)
3
2



1 +
∑
k 6=1

u2
xk

−ux1ux2 . . . −ux1uxn

−ux2ux1 1 +
∑
k 6=2

u2
xk

. . . −ux2uxn

...
...

. . .
...

−uxnux1 −uxnux2 . . . 1 +
∑
k 6=n

u2
xk


·


ux1x1 ux1x2 . . . ux1xn
ux2x1 ux2x2 . . . ux2xn

...
...

. . .
...

uxnx1 uxnx2 . . . uxnxn

 .

(1.38)

Por tanto, como 〈B(Du), D2u〉 = tr(B(Du) ·D2u), si tomamos la traza de la matriz resultante del

producto (1.38), obtenemos

〈B(Du), D2u〉 =
n∑
i=1

uxixi + uxixi
∑
j 6=i

u2
xj −

∑
j 6=i

uxjxiuxiuxj

 · 1

n (1 + ‖Du‖2)
3
2

= H(u).

Por otro lado, es evidente que la matriz B(Du) es simétrica y definida positiva, por lo que acaba-

mos de demostrar que, efectivamente, el operador función curvatura H es un operador cuasilineal

eĺıptico.

El siguiente resultado, que relaciona los operadores lineales eĺıpticos con los cuasilineales eĺıpti-

cos, nos servirá para poder acabar demostrando el principio conocido como principio del máximo

interior.

Proposición 1.15. Dado Ω ⊆ Rn un dominio regular, sea Q : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) un operador

cuasilineal eĺıptico y sean u, v dos funciones diferenciables sobre Ω. Entonces, existe un operador

lineal eĺıptico L, que depende de u y v, tal que

Q(u)−Q(v) = L(u− v).

Demostración. Tomando ut = tu+ (1− t)v con 0 ≤ t ≤ 1, se tiene

Q(u)−Q(v) =

∫ 1

0

d

dt
Q(ut) dt =

∫ 1

0

d

dt

(
〈B(Dut), D

2ut〉+ 〈c(Dut), Dut〉
)

dt

=

∫ 1

0

〈
d

dt
(B(Dut)) , D

2ut

〉
dt +

∫ 1

0

〈
B(Dut),

d

dt

(
D2ut

)〉
dt

+

∫ 1

0

〈
d

dt
(c(Dut)) , Dut

〉
dt +

∫ 1

0

〈
c(Dut),

d

dt
(Dut)

〉
dt.

(1.39)

Por otro lado, como

Dut = tDu+ (1− t)Dv y D2ut = tD2u+ (1− t)D2v,
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entonces tenemos

d

dt
(Dut) =

d

dt
(tDu+ (1− t)Dv) = Du−Dv = D(u− v) y

d

dt
(D2ut) =

d

dt

(
tD2u+ (1− t)D2v

)
= D2u−D2v = D2(u− v).

Ahora, dada una función cualquiera f : Rn −→ R, veamos qué expresión tiene d
dtf(Dut). Para ello,

tengamos en cuenta lo siguiente:

f(Dut) = f (tDu+ (1− t)Dv) = f

(
t
∂u

∂x1
+ (1− t) ∂v

∂x1
, . . . , t

∂u

∂xn
+ (1− t) ∂v

∂xn

)
.

Aśı, obtenemos

d

dt
(f(Dut)) =

n∑
k=1

∂f

∂yk
(Dut) ·

d

dt

(
t
∂u

∂xk
+ (1− t) ∂v

∂xk

)

=

n∑
k=1

∂f

∂yk
(Dut) ·

(
∂u

∂xk
− ∂v

∂xk

)
=

n∑
k=1

∂f

∂yk
(Dut) ·

∂(u− v)

∂xk

(1.40)

Por tanto, aplicando la expresión (1.40) al i-ésimo término del vector c(Dut) se tiene

d

dt
(c(Dut)) =

d

dt
(ci(Dut)) =

(
n∑
k=1

∂ci
∂yk

(Dut) ·
∂(u− v)

∂xk

)
, (1.41)

mientras que si la aplicamos al ij-ésimo término de la matriz B(Dut), obtenemos

d

dt
(B(Dut)) =

d

dt
(bij(Dut)) =

(
n∑
k=1

∂bij
∂yk

(Dut) ·
∂(u− v)

∂xk

)
.

Teniendo en cuenta (1.41), el tercer sumando de la expresión (1.39) verifica∫ 1

0

〈
d

dt
(c(Dut)) , Dut

〉
dt =

∫ 1

0

n∑
i=1

(
n∑
k=1

∂ci
∂yk

(Dut) ·
∂(u− v)

∂xk

)
∂ut
∂xi

dt

=

∫ 1

0

n∑
k=1

(
n∑
i=1

∂ci
∂yk

(Dut) ·
∂ut
∂xi

)
∂(u− v)

∂xk
dt

=

∫ 1

0

n∑
k=1

〈
∂c

∂yk
(Dut) , Dut

〉
· ∂(u− v)

∂xk
dt.

Análogamente, el primer sumando de (1.39) verifica∫ 1

0

〈
d

dt
(B(Dut)) , D

2ut

〉
dt =

∫ 1

0

n∑
k=1

〈
∂B

∂yk

(
D2ut

)
, Dut

〉
· ∂(u− v)

∂xk
dt.
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Por tanto, lo obtenido en (1.39) es igual a∫ 1

0

n∑
k=1

〈
∂B

∂yk
(Dut) , D

2ut

〉
· ∂(u− v)

∂xk
dt +

∫ 1

0

〈
B(Dut), D

2(u− v)
〉

dt

+

∫ 1

0

n∑
k=1

〈
∂c

∂yk
(Dut) , Dut

〉
· ∂(u− v)

∂xk
dt +

∫ 1

0
〈c(Dut), D(u− v)〉 dt.

De esta manera,

Q(u)−Q(v) =
〈
B,D2(u1 − u2)

〉
+ 〈c,D(u− v)〉 ,

donde

B =

∫ 1

0
B(Dut) dt y

c =
n∑
i=1

(∫ 1

0

(〈
∂B

∂yi
(Dut) , D

2ut

〉
+

〈
∂c

∂yi
(Dut) , Dut

〉)
dt

)
+

∫ 1

0
c(Dut) dt.

Aśı, Q(u)−Q(v) = L(u− v), donde L(v) =
〈
B,D2v

〉
+ 〈c,Dv〉. Entonces, como B es simétrica y

definida positiva por serlo B, el operador lineal L es eĺıptico.

Teorema 1.16. Dado Ω ⊆ Rn un dominio regular, sea Q : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) un operador

cuasilineal eĺıptico y sean u, v dos funciones diferenciables definidas sobre Ω y tales que Q(u) ≥ Q(v)

en Ω. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

a) Si u− v alcanza un máximo local en x0 ∈ Ω, entonces la función u− v es constante.

b) Si u− v alcanza un máximo en x′0 ∈ ∂Ω, entonces, o bien u− v es constante o bien

∂u

∂ν
(x′0) >

∂v

∂ν
(x′0),

donde ν es el campo normal unitario exterior definido sobre ∂Ω.

Demostración. Aplicando la Proposición 1.15 al operador cuasilineal eĺıptico Q del enunciado,

sabemos que existe un operador lineal eĺıptico L tal que Q(u) − Q(v) = L(u − v). Usando este

operador vamos a demostrar las dos propiedades.

a) En primer lugar, supongamos que existe un punto x0 ∈ Ω en el que u− v alcanza un máximo

y sea M = (u− v)(x0) dicho valor máximo. Entonces, si definimos w ∈ C∞(Ω) como

w = u− v −M,

tenemos que en Ω se verifica

w ≤ 0 y L(w) = L(u− v)− L(M) = Q(u)−Q(v)− L(M) ≥ 0,

ya que Q(u)−Q(v) ≥ 0 por hipótesis y L(M) = 0 porque M es constante.
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De esta manera, el principio del máximo fuerte (Teorema 1.13) nos indica que o bien w < 0

en Ω o bien w = 0 en Ω. Por tanto, como w(x0) = 0 con x0 ∈ Ω, sabemos que estamos en el

segundo caso. Aśı, u− v es constante tal y como queŕıamos.

b) Supongamos ahora que el punto en el que se alcanza un máximo es x′0 ∈ ∂Ω y definamos la

función w′ = u− v−M ′ con M ′ el valor máximo. Observemos que, puesto que u− v alcanza

un máximo en x′0, se tiene w′ ≤ 0 en Ω.

Ahora, por un lado, si w′ también alcanzara un máximo local en Ω, entonces w′ seŕıa constante

por el apartado a) de este teorema y como consecuencia u− v también lo seŕıa.

Por otro lado, si suponemos que w′ no alcanza un máximo local en Ω, tenemos w′ < 0 y, como

x′0 ∈ ∂Ω, podemos aplicar el Lema 1.12 a w′, obtenemos ∂w′

∂ν (x′0) > 0, lo que implica

∂u

∂ν
(x′0)− ∂v

∂ν
(x′0)− ∂M ′

∂ν
(x′0) > 0,

y por tanto,
∂u

∂ν
(x′0) >

∂v

∂ν
(x′0).

Teorema 1.17. Dado Ω ⊆ Rn un dominio regular acotado, sea Q : C∞(Ω) −→ C∞(Ω) un operador

cuasilineal eĺıptico y sean u, v dos funciones diferenciables definidas sobre Ω y tales que Q(u) ≥ Q(v)

en Ω. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

a) Si u ≤ v en ∂Ω, entonces u ≤ v en Ω.

b) Si Q(u) = Q(v) en Ω y u = v en ∂Ω, entonces u = v en Ω.

Demostración.

a) Supongamos, por reducción al absurdo, que existe x0 ∈ Ω tal que u(x0) > v(x0). Es decir, tal

que u(x0)− v(x0) > 0.

Como Ω es acotado, entonces Ω es compacto, aśı que u − v alcanza un máximo en Ω. Sin

embargo, como u− v ≤ 0 en ∂Ω por hipótesis y u(x0)− v(x0) > 0 con x0 ∈ Ω, sabemos que

dicho máximo se alcanzará en Ω. Ahora, usando la propiedad a) del Teorema 1.16, tenemos

que la función u− v es constante. Finalmente, como u ≤ v en ∂Ω, entonces u ≤ v en Ω.

b) Esta propiedad es consecuencia directa de la anterior. Simplemente hay que aplicarla dos

veces a las funciones u y v para obtener u ≤ v y v ≤ u en Ω.

Si tenemos dos hipersuperficies del espacio eucĺıdeo, M y M ′, que son tangentes en un punto común

p ∈ M ∩M ′, entonces podremos expresarlas localmente como grafos sobre el mismo abierto del
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espacio tangente TpM = TpM
′ alrededor del origen. Denotemos por u y u′ las funciones tales que

M = Σu y M ′ = Σu′ y consideremos en ambas hipersuperficies la misma orientación, esto es,

N(p) = N ′(p). Además, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = (0, u(0)) = (0, u′(0)).

Definición 1.18. En la situación descrita antes, se dice que M está por debajo de M ′ en p, si

u ≤ u′ en un entorno de 0. Esto se denota por M ≤M ′ (véase la Figura 1.4).

Figura 1.4: M está por debajo de M ′ en el punto p.

Obsérvese que si M ≤M ′ en p ∈M ∩M ′, entonces la función v = u′ − u alcanza un mı́nimo local

en 0. Por tanto,

v(0) = 0, Dv(0) = 0 y D2v(0) ≥ 0.

Teniendo esto en cuenta, si tomamos la expresión de la curvatura media de (1.37), tenemos

H(v)(0) =
1

n
tr(D2v(0)) ≥ 0,

donde H(v) es la curvatura media del grafo Σv.

Por tanto, las curvaturas medias H(u) y H(u′) evaluadas en el punto 0 verifican la desigualdad

H(u′)(0) ≥ H(u)(0).

Teorema 1.19 (Principio del máximo interior). Sean M y M ′ hipersuperficies en Rn+1 cuyas

curvaturas medias respectivas, H y H ′, verifican H ≥ H ′. Si M y M ′ tienen los mismos vectores

normales en un punto p ∈ M ∩M ′, entonces M ′ no puede estar por encima de M en un entorno

de p, a menos que las hipersuperficies coincidan localmente.

Demostración. Tal y como se ha hecho antes, expresemos localmente alrededor de p ambas hi-

persuperficies como grafos sobre el mismo abierto del espacio tangente, denotando por u y u′ las

funciones tales que M = Σu y M ′ = Σu′ .
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Ahora, si suponemos que M ≤ M ′ en el punto p, obtenemos que u ≤ u′ en un entorno de 0 y

u(0) = u′(0). Como consecuencia, la función v = u−u′ alcanza un máximo interior en 0. Entonces,

si aplicamos el Teorema 1.16 al operador curvatura media que, por hipótesis, verifica H ≥ H ′,

obtenemos que v es constante. Por tanto, M y M ′ coinciden en un entorno de p.
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Hipersuperficies en el espacio de

Lorentz-Minkowski

Sumario. En este caṕıtulo estudiaremos en detalle cómo es la geometŕıa de las hipersuper-
ficies espaciales en Ln+1 que tienen la misma curvatura media riemanniana y lorentziana,
es decir, tales que HR = HL. Aśı, entre otros resultados se obtendrá que dichas hipersuper-
ficies no pueden tener puntos eĺıpticos, lo cual dará lugar a interesantes consecuencias. A
continuación, nos centraremos en el estudio de la ecuación de las hipersuperficies espaciales
con HR = HL y veremos que es una ecuación en derivadas parciales cuasilineal y eĺıptica
salvo en los puntos en los que el gradiente se anula. Después, nuestro siguiente objetivo
será estudiar el caso particular de los grafos enteros espaciales rotacionalmente invariantes
con respecto a un eje vertical. De esta manera, se obtendrá que si dichos grafos verifican
HR = HL, entonces son hiperplanos horizontales. Tras esto, y volviendo al caso general de
los grafos espaciales, pasaremos a obtener una cota para el supremo del conjunto de los pun-
tos en los que el gradiente no se anula. Por último, veremos qué sucede cuando suponemos
que el factor Mn de nuestra variedad producto es parabólico.

2.1. Hipersuperficies espaciales en el espacio de Lorentz-Minkowski.

En esta sección introduciremos algunos resultados que serán necesarios más adelante para poder

demostrar los enunciados principales de este caṕıtulo. El primero de ellos es uno muy conocido,

que nos asegura que toda hipersuperficie espacial en Ln+1 es localmente un grafo sobre un dominio

abierto del hiperplano xn+1 = 0, que puede ser identificado con Rn.

Proposición 2.1. Toda hipersuperficie espacial en Ln+1 es, localmente, un grafo sobre el hiper-

plano xn+1 = 0.

Demostración. Sea Σ una hipersuperficie espacial en Ln+1 y sea π la proyección de Ln+1 = Rn×R
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sobre Rn. Esto es,

π : Ln+1 −→ Rn

(x1, . . . , xn+1) 7−→ (x1, . . . , xn).

Nuestro objetivo es demostrar que π
∣∣
Σ

: Σ −→ Rn es, localmente, un difeomorfismo. Para ello, sea

α = (α1, . . . , αn+1) : I −→ Σ una curva diferenciable definida sobre un intervalo abierto I y con

condiciones iniciales α(0) = p y α′(0) = v = (v1, . . . , vn+1) ∈ TpΣ. Entonces(
dπ
∣∣
Σ

)
p

(v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

π(α(t)) =
(
α′1 (0) , . . . , α′n (0)

)
= (v1, . . . , vn) .

Aśı, 〈(
dπ
∣∣
Σ

)
p

(v),
(
dπ
∣∣
Σ

)
p

(v)
〉

= v2
1 + . . .+ v2

n ≥ v2
1 + . . .+ v2

n − v2
n+1 = 〈v, v〉L.

Con lo cual, si
(
dπ
∣∣
Σ

)
p

(v) = 0 entonces 0 ≥ 〈v, v〉L, y puesto que v es espacial por serlo Σ, se

tiene v = 0, por lo que
(
dπ
∣∣
Σ

)
p

(v) : TpΣ −→ Tπ(p)R
n es inyectiva. Más aún, como las dimensiones

de los espacios de salida y llegada son iguales, la aplicación diferencial es una biyección. Ahora,

por el teorema de la función inversa, se tiene que π
∣∣
Σ

es un difeomorfismo local como queŕıamos

demostrar.

Nótese que, en general, una hipersuperficie espacial es localmente un grafo sobre cualquier hiper-

plano espacial, ya que la demostración de la Proposición 2.1 es válida al sustituir el hiperplano

xn+1 = 0 por cualquier hiperplano espacial.

Por tanto, para cada p ∈ Σ existen un entorno abierto del punto U ⊆ Σ, un dominio regular Ω ⊆ Rn

y una función diferenciable u ∈ C∞(Ω) tales que U = Σu en dicho entorno, es decir,

U = Σu = {(x1, . . . , xn, u(x1, . . . , xn)) : (x1, . . . , xn) ∈ Ω}.

Recordemos que, tal y como vimos en la Sección 1.3 del Caṕıtulo 1, Σu es una hipersuperficie

espacial si, y solo si, ‖Du‖ < 1. En nuestro caso, como estamos tomando Mn = Rn, tenemos que

D y ‖ · ‖ son el operador gradiente y la norma en el espacio eucĺıdeo respectivamente. Además, en

dicha sección también calculamos las siguientes expresiones para los vectores normales NL y NR

correspondientes, respectivamente, a las métricas 〈 , 〉L y 〈 , 〉R y que usaremos a lo largo de esta

tesis,

NL =
(Du, 1)√
1− ‖Du‖2

y NR =
(−Du, 1)√
1 + ‖Du‖2

. (2.1)

Por otro lado, en la misma Sección 1.3, también obtuvimos expresiones para las funciones curvatura

media, HL y HR, en términos de la función u. Concretamente, las fórmulas obtenidas fueron:

HL =
1

n
div

(
Du√

1− ‖Du‖2

)
y HR =

1

n
div

(
Du√

1 + ‖Du‖2

)
, (2.2)

donde div denota el operador divergencia en Rn.
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A continuación observemos que, a partir de (2.1), es posible obtener otras expresiones que determi-

narán tanto el coseno del ángulo entre NR y ∂t como el coseno hiperbólico del ángulo hiperbólico

entre NL y ∂t.

Proposición 2.2. Dado Σn
u un grafo espacial en Ln+1, se verifican las siguientes relaciones:

cos(θ) =
1√

1 + ‖Du‖2
y cosh(ψ) =

1√
1− ‖Du‖2

,

donde θ y ψ representan el coseno del ángulo entre NR y ∂t y el coseno hiperbólico del ángulo

hiperbólico entre NL y ∂t, respectivamente.

Demostración. Denotando

‖X‖R =
√
〈X,X〉R y ‖X‖L =

√
|〈X,X〉L|

obtenemos, por un lado,

1√
1 + ‖Du‖2

=

〈
(Du, 1)√
1 + ‖Du‖2

, (0, . . . , 0, 1)

〉
R

= 〈NR, ∂t〉R

= cos(θ) ‖NR‖R ‖∂t‖R = cos(θ),

y por otro lado,

−1√
1− ‖Du‖2

=

〈
(−Du, 1)√
1− ‖Du‖2

, (0, . . . , 0, 1)

〉
L

= 〈NL, ∂t〉L

= −cosh(ψ) ‖NL‖L ‖∂t‖L = −cosh(ψ),

ya que ‖NR‖R = ‖∂t‖R = 1 y ‖NL‖L = ‖∂t‖L = −1.

Más aún, si vemos Ln+1 como la variedad producto Rn × R1, recordemos que en (1.3) vimos que

cada campo X ∈ X(Ln+1) puede expresarse como X = X̂ − 〈X, ∂t〉L∂t con X̂ ∈ X(Rn). Gracias a

esta descomposición, podemos dar el siguiente resultado.

Proposición 2.3. Dada Σ una hipersuperficie espacial en Ln+1, para todo X ∈ X(Ln+1) a lo largo

de Σ se verifica lo siguiente:
〈X,NL〉L
cosh(ψ)

= −〈X,NR〉R
cos(θ)

.

Demostración. Por la Proposición 2.1, Σ puede expresarse localmente como el grafo determinado

por una función diferenciable u sobre un dominio Ω ⊆ Rn. Además, dado X ∈ X(Ln+1), tal y como

se ha indicado, podemos escribirlo como

X = X̂ + α∂t =
(
X̂, α

)
con X̂ ∈ X(Rn) y α = −〈X, ∂t〉L.
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Entonces, en el entorno U ⊆ Σ para el cual U = Σu se tiene, por un lado

〈X,NL〉L =

〈(
X̂, α

)
, (Du, 1)

〉
L√

1− ‖Du‖2
= cosh(ψ)

(〈
X̂,Du

〉
Rn
− α

)
= cosh(ψ)S,

y por otro lado,

〈X,NR〉R =

〈(
X̂, α

)
, (−Du, 1)

〉
R√

1 + ‖Du‖2
= cos(θ)

(
−
〈
X̂,Du

〉
Rn

+ α
)

= cos(θ)(−S),

donde, en ambos casos, S =
〈
X̂,Du

〉
Rn
− α.

Es decir, 〈X,NL〉L = cosh(ψ)S y 〈X,NR〉R = cos(θ)(−S). Aśı, despejando S e igualando, se obtiene

〈X,NL〉L
cosh(ψ)

= −〈X,NR〉R
cos(θ)

. (2.3)

Observemos que, aunque el razonamiento se haya realizado localmente, la expresión (2.3) no depen-

de de la función u, viniendo determinada únicamente por los vectores normales a la hipersuperficie

y los ángulos que estos forman con ∂t, por lo que en realidad se trata de una igualdad global.

De acuerdo con Osserman [Os], una hipersuperficie Σ en el espacio eucĺıdeo Rn+1 satisface la

propiedad de la envoltura convexa si todo subconjunto compacto D ⊆ Σ está contenido en la

envoltura convexa de su frontera. En ese mismo art́ıculo, muestra también la siguiente condición

geométrica que caracteriza dichas hipersuperficies usando el concepto de punto eĺıptico. Recordemos

que los puntos eĺıpticos de una hipersuperficie en Rn son aquellos puntos en los que todas las

curvaturas principales tienen el mismo signo.

Teorema 2.4 (Osserman, [Os]). Una hipersuperficie Σ en Rn+1 verifica la propiedad de la envoltura

convexa si, y solo si, no hay puntos eĺıpticos en Σ.

Usando el siguiente lema, vamos a demostrar que el Teorema 2.4 de Osserman también se verifica

para hipersuperficies espaciales en Ln+1.

Lema 2.5. Sea Σ una hipersuperficie espacial en Ln+1. Dados p ∈ Σ y v ∈ TpΣ, denotemos por

κRv (p) y κLv (p) las curvaturas normales en p en la dirección de v con respecto a 〈 , 〉R y 〈 , 〉L,

respectivamente. Entonces,

‖v‖2R
cos(θ(p))

κRv (p) = −
‖v‖2L

cosh(ψ(p))
κLv (p).

Demostración. Dados p ∈ Σ y v ∈ TpΣ, sea α una curva diferenciable en Σ tal que α(0) = p y

α′(0) = v. Entonces, por definición, obtenemos lo siguiente:

κRv =
〈
∇tRtR, NR

〉
R

y κLv =
〈
∇tLtL, NL

〉
L
,

siendo tR = α′

‖α′‖R y tL = α′

‖α′‖L .
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Ahora, tengamos en cuenta que

〈
∇tRtR, NR

〉
R

=

〈
∇ α′
‖α′‖R

α′

‖α′‖R
, NR

〉
R

=
1

‖α′‖R

〈
∇α′

α′

‖α′‖R
, NR

〉
R

=
1

‖α′‖R

(〈
1

‖α′‖R
∇α′α′, NR

〉
R

+

〈
α′
(

1

‖α′‖R

)
, NR

〉
R

)
=

1

‖α′‖2R

〈
∇α′α′, NR

〉
R
.

Por tanto, 〈
∇α′α′, NR

〉
R

= κRv ‖α′‖2R,

y de forma análoga también tenemos la igualdad

〈
∇α′α′, NL

〉
L

= κLv ‖α′‖2L.

Entonces, usando la Proposición 2.3 y tomando en ella X = ∇α′α′, obtenemos

κLv ‖α′‖2L
cosh(ψ)

= −
κRv ‖α′‖2R

cos(θ)
.

Aśı que

‖v‖2R
cos(θ)

κRv (p) = −
‖v‖2L

cosh(ψ)
κLv (p).

Consecuentemente, κRv y κLv siempre tienen signos opuestos. Y entonces, todas las curvaturas prin-

cipales de Σ con respecto a 〈 , 〉R son positivas si, y solo si, todas sus curvaturas principales con

respecto a 〈 , 〉L son negativas, y viceversa. Equivalentemente, un punto en Σ es eĺıptico con res-

pecto a la métrica 〈 , 〉L si, y solo si, es eĺıptico con respecto a 〈 , 〉R. De esta forma, hemos probado

la versión lorentziana del Teorema 2.4.

Teorema 2.6. Una hipersuperficie espacial Σ en Ln+1 verifica la propiedad de la envoltura convexa

si, y solo si, no hay puntos eĺıpticos en Σ.

El resultado anterior permite obtener una generalización del Teorema 3 de [AC], ya que gracias a

él se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Si Σn es una hipersuperficie espacial y compacta en Ln+1 que no está contenida en

la envoltura convexa de su frontera, entonces necesariamente tiene un punto eĺıptico.
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2.2. Hipersuperficies espaciales con HR = HL.

Pasemos ahora a establecer y demostrar el primer resultado principal de esta tesis, que nos dice

que si en una hipersuperficie espacial de Ln+1 se verifica la condición HR = HL, entonces en dicha

hipersuperficie no existen puntos eĺıpticos. Sin embargo, antes de llegar a ese teorema, necesitaremos

el siguiente resultado previo.

Lema 2.8. Dada una hipersuperficie Σ en Ln+1 y un punto p ∈ Σ, consideremos una base or-

tonormal de TpΣ formada por las direcciones principales {e1, . . . , en}. Entonces, para todo vector

unitario v =
∑n

i=1 aiei, la curvatura normal en la dirección del vector v puede expresarse como

κLv = a2
1k
L
1 + . . .+ a2

nk
L
n ,

donde kLi = 〈ALei, ei〉L para todo i = 1, . . . , n.

Demostración. Dados p ∈ Σ y v ∈ TpΣ, sea α una curva diferenciable en Σ tal que α(0) = p y

α′(0) = v. Ahora, recordemos que, por definición, κLv =
〈
∇tLtL, NL

〉
L

con tL = α′

‖α′‖L . Entonces,

como NL y tL son ortogonales, obtenemos que

tL (〈tL, NL〉L) = 0,

es decir, 〈
∇tLtL, NL

〉
L

+
〈
tL,∇tLNL

〉
L

= 0.

De esta forma, para un vector v unitario obtenemos la relación

κLv = −
〈
v,∇vNL

〉
L
. (2.4)

Ahora, usando las hipótesis y teniendo en cuenta que ∇eiNL = −ALei = −kLi ei, concluimos que

para todo i 6= j se verifica〈
∇eiNL, ej

〉
L

= 〈−ALei, ej〉L = −kLi 〈ei, ej〉L = 0. (2.5)

Uniendo lo obtenido en (2.4) y en (2.5) obtenemos que

κLv = −
〈
∇vNL, v

〉
L

= −
〈
∇a1e1+...+anenNL, a1e1 + . . .+ anen

〉
L

= −
(
a2

1

〈
∇e1NL, e1

〉
L

+ a2a1

〈
∇e2NL, e1

〉
L

+ . . .+ a2
n

〈
∇enNL, en

〉
L

)
= −

(
a2

1

〈
∇e1NL, e1

〉
L

+ . . .+ a2
n

〈
∇enNL, en

〉
L

)
= a2

1k
L
1 + . . .+ a2

nk
L
n .

Teorema 2.9. Sea Σ una hipersuperficie espacial en Ln+1 tal que HR = HL. Entonces no todas

las curvaturas principales tienen el mismo signo. Es decir, no existen puntos eĺıpticos.
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Demostración. Vamos a trabajar localmente, aśı que podemos suponer que para todo p ∈ Σ existen

un entorno abierto del punto U ⊆ Σ, un subconjunto abierto Ω ⊆ Rn y una función diferenciable

u ∈ C∞(Ω) tales que U = Σu. Es decir, tales que

U = {(x1, . . . , xn, u(x1, . . . , xn)) : (x1, . . . , xn) ∈ Ω}.

Definamos ahora Σ∗ como el grafo de u sobre el conjunto

Ω∗ = {(x1, . . . , xn) ∈ Ω : Du (x1, . . . , xn) 6= 0}.

Dado p ∈ Σ∗, consideremos la hipersuperficie de nivel pasando por π(p) y contenida en Rn, S̃c, y

llamemos

Sc = {(x1, . . . , xn, c) : u (x1, . . . , xn) = c}

a su levantamiento en Σ. Al estar trabajando en un entorno de p, podemos suponer que dicho

levantamiento está contenido, al menos localmente, en Σ∗.

Como Du 6= 0 en Ω∗, su distribución es integrable, por lo que podemos considerar la curva integral

a través de π(p), α̃, denotando por α su levantamiento a Σ∗ (véase la Figura 2.1).

Figura 2.1: Hipersuperficies de nivel y curvas integrales de Du.

Vamos a expresar ahora el tangente a α en función de Du. Para ello, comenzaremos tomando una

base de TpΣ de la forma {v1, . . . , vn} con

v1 = (1, 0, . . . , 0, ux1), v2 = (0, 1, 0, . . . , 0, ux2), . . . , vn = (0, 0, . . . , 0, 1, uxn).

Entonces α′ vendrá dado por

(Du, ?) = α′ = a1v1 + a2v2 + . . .+ anvn.
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Es decir,

(ux1 , . . . , uxn , ?) = (a1, . . . , an, a1ux1 + . . .+ a2uxn),

por lo que los coeficientes son ai = uxi y por tanto α′ = (Du, ‖Du‖2) ◦ π.

Ahora, sea {e1, . . . , en−1} una base de TpSc que se puede considerar ortonormal simultáneamente

con respecto a ambas métricas 〈 , 〉R y 〈 , 〉L. Además, los vectores de esta base también son

ortogonales a α′ con respecto a las dos métricas. De esta forma, tenemos dos subvariedades definidas

en un entorno de p, Sc y α, que son ortogonales en p con respecto a las dos métricas que estamos

considerando.

Observemos que el Lema 2.5 y la Proposición 2.2 nos permiten obtener

κRei = −
‖ei‖2L
‖ei‖2R

cos(θ)

cosh(ψ)
κLei = −

√
1− ‖Du‖2
1 + ‖Du‖2

κLei

para todo i = 1, . . . , n− 1 y también

κRα′ = −
‖α′‖2L
‖α′‖2R

cos(θ)

cosh(ψ)
κLα′ = −‖Du‖

2 − ‖Du‖4

‖Du‖2 + ‖Du‖4

√
1− ‖Du‖2
1 + ‖Du‖2

κLα′ = −
(

1− ‖Du‖2

1 + ‖Du‖2

) 3
2

κLα′ .

Es decir, si denotamos A =
√

1−‖Du‖2
1+‖Du‖2 hemos llegado a

κRei = −AκLei para todo i = 1, . . . , n− 1 y κRα′ = −A3κLα′ . (2.6)

Ahora, como estamos trabajando con direcciones ortogonales en p con respecto a las dos métricas

〈 , 〉R y 〈 , 〉L, y por hipótesis tenemos que HR = HL, entonces podemos aplicar las fórmulas de

(1.11) y (1.13) para obtener

−κLe1 − . . .− κ
L
en−1
− κLα′ = κRe1 + . . .+ κRen−1

+ κRα′ .

Teniendo en cuenta (2.6), llegamos a

−κLe1 − . . .− κ
L
en−1
− κLα′ = −AκLe1 − . . .−Aκ

L
en−1
−A3κLα′ ,

por lo que

(A− 1)κLe1 + . . .+ (A− 1)κLen−1
= −(A3 − 1)κLα′ .

Finalmente,

κLe1 + . . .+ κLen−1
= −

(
A3 − 1

A− 1

)
κLα′ = −(A2 +A+ 1)κLα′ . (2.7)

De esta forma, obtenemos (
κLe1 + . . .+ κLen−1

)
κLα′ ≤ 0,
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es decir, no todas las curvaturas normales tienen el mismo signo. Si usamos esto junto con el hecho

de que en el Lema 2.8 se ha visto que podemos expresar la curvatura normal en la dirección dada por

un vector unitario en función de las curvaturas principales, si suponemos que todas las curvaturas

principales kLi tienen el mismo signo llegaremos a contradicción.

De esta forma, si p ∈ Σ∗ hemos probado que no todas las curvaturas principales tienen el mismo

signo y, por tanto, no pueden existir puntos eĺıpticos en Σ∗.

Por el contrario, si p ∈ Σ \ Σ∗, podemos distinguir dos casos:

Si p ∈ int(Σ \Σ∗), entonces Σ es localmente un hiperplano, aśı que kLi = kRi = 0 para todo i.

Si p ∈ ∂Σ∗ entonces no todas las curvaturas principales tienen el mismo signo por un argu-

mento de continuidad.

Acabamos de demostrar que una hipersuperficie espacial Σ con HR = HL no tiene puntos eĺıpticos.

Si juntamos este hecho con el Teorema 2.4 llegamos a algunas consecuencias geométricas interesan-

tes. La primera de ellas es inmediata usando ambos resultados.

Teorema 2.10. Sea Σ una hipersuperficie espacial compacta en Ln+1 con frontera (necesaria-

mente) no vaćıa y tal que HR = HL. Entonces Σ está contenida en la envoltura convexa de su

frontera.

Recordemos que en la Proposición 2.1 vimos que toda hipersuperficie espacial es localmente un

grafo Σu sobre un subconjunto abierto Ω ⊆ Rn. Desde ahora, nos centraremos en grafos espaciales.

A continuación veamos un resultado de unicidad para grafos que son asintóticos a un hiperplano

espacial, donde el término asintótico se define como sigue.

Definición 2.11. Decimos que dos grafos enteros Σu y Σv sobre Rn son asintóticos si para cada

ε > 0 existe un conjunto compacto K ⊆ Rn tal que

‖u(x1, . . . , xn)− v(x1, . . . , xn)‖ < ε

para todo (x1, . . . , xn) ∈ Rn \K.

Obsérvese que, sin pérdida de generalidad, podemos considerar que los conjuntos compactos de la

definición anterior son bolas eucĺıdeas de un cierto radio. Si definimos el inradio de un conjunto

en Rn como el supremo del radio de las bolas cerradas contenidas en él, el concepto de grafos

asintóticos está bien definido no solo en el caso de grafos enteros, sino que también lo está en

el caso de grafos sobre un dominio simplemente conexo de inradio infinito, es decir, un dominio

que contiene bolas cerradas de cualquier radio. Obsérvese también que este concepto de inradio

generaliza el concepto de inradio de la geometŕıa clásica.
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Teorema 2.12. Los únicos grafos espaciales Σu en Ln+1 definidos sobre un subconjunto abierto

simplemente conexo Ω ⊆ Rn de inradio infinito, con HR = HL, y asintóticos a un hiperplano

espacial, son (trozos de) hiperplanos espaciales.

Demostración. Veamos en primer lugar que Σu es un grafo sobre un dominio simplemente conexo

de cualquier hiperplano espacial y, en particular, del hiperplano al que es asintótico. Para verlo,

supongamos por reducción al absurdo que existe un hiperplano espacial sobre el que la proyección

ortogonal no es sobreyectiva. En ese caso existirá una recta temporal que interseque a Σu al menos

dos veces. Entonces el plano con vector director en+1 = (0, . . . , 0, 1) y que contiene esa recta cortará

a Σu en una curva que es temporal al menos en un punto, lo cual es una contradicción.

Denotemos por π el hiperplano al que Σu es asintótico y sea v ∈ C∞(Ω′) la función tal que Σu = Σv,

siendo Ω′ ⊆ π el dominio de definición de v. Obsérvese que el inradio de Ω′ es también infinito.

Por definición de grafos asintóticos, para todo ε > 0 existen y ∈ Ω′ y R > 0 tales que

‖v(x)‖ < ε

para todo x ∈ Ω′ \By(R), siendo By(R) la bola centrada en en el punto y y de radio R.

Entonces, por argumentos de continuidad tenemos que

‖v(x)‖ ≤ ε

para todo x ∈ ∂By(R).

Ahora, usando el Teorema 2.10, sabemos que el grafo de la restricción de v a By(R) está contenido

en la envoltura convexa de su frontera, aśı que la desigualdad

‖v(x)‖ ≤ ε

es cierta también para todo x ∈ By(R), luego la desigualdad se cumple de forma global en Ω′.

Finalmente, tomando ĺımites cuando ε tiende a 0, concluimos que Σu = Ω′.

2.3. Una EDP cuasilineal asociada a las hipersuperficies espaciales con

HR = HL.

Tal y como se ha mencionado en varias ocasiones, toda hipersuperficie espacial es, localmente,

un grafo Σu sobre un subconjunto abierto Ω ⊆ Rn. Entonces, gracias a (2.2), si consideramos el

operador diferencial dado por

Q(u) = div

((
1√

1− ‖Du‖2
− 1√

1 + ‖Du‖2

)
Du

)
,
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los grafos espaciales que satisfacen HR = HL van a ser soluciones de la ecuación

Q(u) = 0 (2.8)

con ‖Du‖ < 1. Nos referiremos a la ecuación (2.8) como la ecuación de las hipersuperficies espaciales

con HR = HL.

La ecuación de las hipersuperficies espaciales con HR = HL es una EDP cuasilineal y eĺıptica salvo

en los puntos en los que Du = 0. Para demostrar esto vamos a ver que podemos escribir

Q(u) = 〈B(Du), D2u〉,

con B una matriz simétrica que depende de Du y que es definida positiva salvo si Du = 0.

Para ello, sea la función

fδ =
1√

1 + δ‖Du‖2
con δ = ±1.

Entonces,

Q(u) = div(f−1Du)− div(f1Du).

Veamos ahora que podemos asociar a cada uno de los dos términos anteriores una matriz Bδ

simétrica y dependiente de Du, de forma que

div(fδDu) = 〈Bδ(Du), D2u〉 (2.9)

y aśı tendremos que la matriz que buscamos es de la forma B = B−1 −B1.

Para ello, observemos que la divergencia se puede expresar de la siguiente manera:

div(fδDu) = fδ∆u+Du(fδ). (2.10)

A continuación vamos a desarrollar el segundo sumando de (2.10), pero para ello primero necesita-

mos conocer la expresión ∂i(fδ), puesto que

Du(fδ) =
∑
i

uxi∂i(fδ).

Entonces,

∂i(fδ) = ∂i

(
1√

1 + δ‖Du‖2

)
= −δ 〈Du, ∂iDu〉

(1 + δ‖Du‖2)
3
2

,

donde se ha usado que ∂i
(
‖Du‖2

)
= 2〈Du, ∂iDu〉.

Observemos ahora que

〈Du, ∂iDu〉 =

〈∑
j

uxj∂j , ∂i

∑
j

uxj∂j

〉 =

〈∑
j

uxj∂j ,
∑
j

uxixj∂j

〉
=
∑
j

uxjuxixj .



50 Hipersuperficies en el espacio de Lorentz-Minkowski

Aśı que

∂i(fδ) = −δ 〈Du, ∂iDu〉
(1 + δ‖Du‖2)

3
2

= −δf3
δ

∑
j

uxjuxixj ,

y por tanto,

div(fδDu) = fδ∆u+
∑
i

uxi

−δf3
δ

∑
j

uxjuxixj

 . (2.11)

Para hallar la matriz Bδ que verifica (2.9), basta con obtener los coeficientes que acompañan a uxixj ,

con i, j = 1, . . . , n, en (2.11). En el caso i = j, el coeficiente viene dado por fδ + uxi
(
−δf3

δ uxi
)
,

mientras que si i 6= j es inmediato comprobar que su expresión es f3
δ

(
−2δuxiuxj

)
.

Entonces, en consecuencia, la matriz Bδ es de la forma

Bδ(Du) = f3
δ



1 + δ
∑
j 6=1

u2
xj −δux1ux2 . . . −δux1uxn

−δux1ux2 1 + δ
∑
j 6=2

u2
xj . . . −δux2uxn

...
...

. . .
...

−δux1uxn −δux2uxn . . . 1 + δ
∑
j 6=n

u2
xj


.

Luego, como B(Du) = B−1(Du)−B1(Du), obtenemos

B(Du) =



(
f3
−1 − f3

1

)
−
(
f3
−1 + f3

1

)∑
j 6=1

u2
xj . . .

(
f3
−1 + f3

1

)
ux1uxn

...
. . .

...(
f3
−1 + f3

1

)
ux1uxn . . .

(
f3
−1 − f3

1

)
−
(
f3
−1 + f3

1

)∑
j 6=n

u2
xj

 .

Es inmediato observar que B es una matriz simétrica, y será definida positiva si, y solo si, para

todo v 6= 0 se tiene que vBv> > 0. Por tanto, vamos a tomar v = (v1, . . . , vn) para calcularlo.

vBv> =
∑
i

v2
i

f3
−1

1−
∑
j 6=i

u2
xj

− f3
1

1 +
∑
j 6=i

u2
xj

+ 2
(
f3
−1 + f3

1

)∑
i<j

vivjuxiuxj

=
∑
i

v2
i

(
f3
−1

(
1

f2
−1

+ u2
xi

)
− f3

1

(
1

f2
1

− u2
xi

))
+ 2

(
f3
−1 + f3

1

)∑
i<j

vivjuxiuxj

= (f−1 − f1) ‖v‖2 +
(
f3
−1 + f3

1

)∑
i

v2
i u

2
xi + 2

∑
i<j

vivjuxiuxj


= (f−1 − f1) ‖v‖2 +

(
f3
−1 + f3

1

)
〈Du, v〉2 ≥ 0,

puesto que f−1 ≥ f1 > 0. Obsérvese que, si ‖v‖ > 0, entonces vBv> = 0 si, y solo si, Du = 0.
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De esta forma hemos demostrado que la ecuación Q(u) = 0 es cuasilineal y eĺıptica en todo punto

salvo en los que Du = 0 tal y como queŕıamos demostrar.

Es bien sabido que las soluciones de una ecuación en derivadas parciales de segundo orden cuasilineal

y eĺıptica, determinada por un operador anaĺıtico Q son siempre anaĺıticas (véase [Ho]). Por tanto,

si u es una solución de la ecuación (2.8) con 0 < ‖Du‖ < 1, va a ser necesariamente anaĺıtica. Sin

embargo, en general, la analiticidad de las soluciones de (2.8) no puede ser garantizada.

Sea ahora Ω un dominio acotado de Rn y sea ψ ∈ C0(∂Ω). El problema de Dirichlet asociado

a la ecuación de las hipersuperficies espaciales con HR = HL consiste en encontrar una solución

u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) para el problema con frontera
Q(u) = 0 en Ω

‖Du‖ < 1 en Ω

u = ψ en ∂Ω.

(2.12)

Como consecuencia de un teorema de unicidad para el problema de Dirichlet asociado a operadores

eĺıpticos cuasilineales ([GT], Teorema 10.2), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.13. Sea Ω ⊂ Rn un dominio acotado con frontera diferenciable y sea ψ ∈ C0(∂Ω) tal

que el problema de Dirichlet (2.12) admite una solución u sin puntos cŕıticos. Entonces la solución

es única.

Demostración. Es consecuencia directa del Teorema 10.2 de [GT]. Sin embargo, es importante ob-

servar que dicho teorema se verifica bajo cuatro hipótesis sobre el operador que define la ecuación

y que una de ellas no se verifica en nuestro caso. Como estamos suponiendo la condición de espa-

cialidad, ‖Du‖ < 1, los coeficientes de Q no están bien definidos en todo Ω × R × Rn tal y como

pide la última hipótesis, sino que lo están para todo punto en Ω×R×B0(1). Aún aśı, estudiando

en detalle la prueba del citado teorema podemos darnos cuenta de que es suficiente con considerar

los coeficientes definidos en Ω×R×B0(1).

Es todav́ıa más interesante hacer énfasis en el hecho de que la demostración no funciona si la

elipticidad falla en algún punto. Por tanto, no podemos omitir la hipótesis sobre el gradiente de u.

Sin embargo, como consecuencia del Teorema 2.10, obtenemos el siguiente resultado de unicidad

del problema de Dirichlet bajo unas apropiadas condiciones sobre la frontera.

Teorema 2.14. Las únicas soluciones al problema de Dirichlet (2.12) con valores afines en la

frontera son las funciones afines.

Demostración. Sea u una solución de (2.12) con u = ϕ en ∂Ω siendo ϕ una función af́ın y sea Σu

su grafo asociado. Por el Teorema 2.10, Σu está contenido en la envoltura convexa de su frontera,

la cual está contenida en un hiperplano. Por tanto, el grafo espacial Σu debe estar contenido en un
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hiperplano y, consecuentemente, u es af́ın. Para este razonamiento seguido, obsérvese que es crucial

observar que el que Teorema 2.10 también funciona para hipersuperficies que son C2.

2.4. Grafos espaciales rotacionalmente invariantes.

En esta sección vamos a considerar grafos espaciales rotacionalmente invariantes con respecto a un

eje vertical. De esta forma, podremos suponer sin pérdida de generalidad que los grafos Σu van a

estar determinados por una función de la forma

u(x1, . . . , xn) = f(r), r = x2
1 + . . .+ x2

n, (2.13)

donde f ∈ C∞(I) para un cierto intervalo I ⊆ [0,+∞).

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.14, obtenemos el siguiente resultado de unicidad

para los grafos espaciales enteros, rotacionalmente invariantes con respecto a un eje vertical y que

verifican la condición HR = HL.

Teorema 2.15. Los únicos grafos enteros espaciales Σu determinados por una función u dada por

la ecuación (2.13) y tales que HR = HL son los hiperplanos horizontales.

Demostración. Dada una constante positiva R, cualquier solución entera a la ecuación de las hi-

persuperficies HR = HL verificando (2.13) es solución del siguiente problema de Dirichlet:
Q(u) = 0 en B0(R)

‖Du‖ < 1 en B0(R)

u = cte en ∂B0(R).

Por el Teorema 2.14, la función u debe ser constante en B0(R). El resultado se demuestra tomando

ĺımites cuando R tiende a infinito.

Obsérvese que el teorema anterior no solo funciona para grafos enteros, sino que también puede

usarse con grafos definidos sobre una bola centrada en el origen de Rn.

A continuación vamos a ver que localmente śı existen soluciones a la ecuación HR = HL rotacio-

nalmente invariantes con respecto a un eje vertical y que no son hiperplanos, para lo cual vamos a

hacer uso de las ecuaciones (1.28) y (1.29) que nos dan la expresión en coordenadas de la función

curvatura media de grafos.

En primer lugar, tengamos en cuenta que si u satisface (2.13), entonces

uxi = 2xif
′, uxixi = 2f ′ + 4x2

i f
′′ y uxixj = 4xixjf

′′ si i 6= j.
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Aśı, el numerador de las expresiones (1.28) y (1.29) será de la forma

n∑
i=1

uxixi

1 + δ
∑
j 6=i

u2
xj

− 2δ

n∑
i=1

∑
i<j

uxiuxjuxixj =

=

n∑
i=1

(
2f ′ + 4x2

i f
′′)1 + δ

∑
j 6=i

4x2
j

(
f ′
)2− 2δ

n∑
i=1

∑
i<j

2xif
′2xjf

′4xixjf
′′

= 2f ′n+ 8δ
(
f ′
)3 n∑

i=1

∑
j 6=i

x2
j + 4rf ′′ + 16δf ′′

(
f ′
)2 n∑

i=1

∑
j 6=i

x2
ix

2
j − 32δf ′′

(
f ′
)2 n∑

i=1

∑
i<j

x2
ix

2
j

= 2f ′n+ 8δ
(
f ′
)3 n∑

i=1

(
r − x2

i

)
+ 4rf ′′ = 2

(
f ′n+ 4δr

(
f ′
)3

(n− 1) + 2rf ′′
)
.

En cuanto al denominador,

(
1 + δ‖Du‖2

) 3
2 =

(
1 + δ

(
4x2

1

(
f ′
)2

+ . . .+ 4x2
n

(
f ′
)2)) 3

2
=
(

1 + δ4
(
f ′
)2
r
) 3

2
.

Es decir,

HR =
2
(
f ′n+ 4r (f ′)3 (n− 1) + 2rf ′′

)
n
(

1 + 4 (f ′)2 r
) 3

2

y HL =
2
(
f ′n− 4r (f ′)3 (n− 1) + 2rf ′′

)
n
(

1− 4 (f ′)2 r
) 3

2

.

Por tanto, si queremos resolver la ecuación HR = HL tendremos que resolver la ecuación diferencial

de segundo orden

f ′n+ 4r (f ′)3 (n− 1) + 2rf ′′(
1 + 4 (f ′)2 r

) 3
2

=
f ′n− 4r (f ′)3 (n− 1) + 2rf ′′(

1− 4 (f ′)2 r
) 3

2

. (2.14)

Además, observemos que por ser Σu un grafo espacial se debe verificar ‖Du‖2 = 4 (f ′)2 r < 1.

Mediante operaciones básicas a partir de (2.14) obtenemos la siguiente expresión para la segunda

derivada de la función f :

f ′′ =

(
f ′n− 4r (f ′)3 (n− 1)

)(
1 + 4 (f ′)2 r

) 3
2 −

(
f ′n+ 4r (f ′)3 (n− 1)

)(
1− 4 (f ′)2 r

) 3
2

2r

((
1− 4 (f ′)2 r

) 3
2 −

(
1 + 4 (f ′)2 r

) 3
2

) . (2.15)

Si nos fijamos, el denominador de f ′′ se anula si r = 0 o si f ′ = 0, aśı que dadas unas condiciones

iniciales (r0, f(r0), f ′(r0)) tales que r0 > 0, f ′(r0) 6= 0 y 4 (f ′ (r0))2 r0 < 1, la ecuación (2.15) estará

bien definida en un entorno de r0.
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Entonces, tomando g = f ′, podemos transformar la ecuación (2.14) en el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias
g′ =

(
ng − 4rg3 (n− 1)

) (
1 + 4rg2

) 3
2 −

(
ng + 4rg3 (n− 1)

) (
1− 4 (f ′)2 r

) 3
2

2r
(

(1− 4rg2)
3
2 − (1 + 4rg2)

3
2

)
g = f ′

,

el cual tiene solución local por el teorema de Peano para las condiciones iniciales antes especifica-

das. Es interesante observar que estos ejemplos no son enteros debido al Teorema 2.15. Además,

tengamos también en cuenta que, dado que f ′(r0) 6= 0, la solución obtenida no es localmente un

hiperplano.

2.5. Sobre el inradio en el dominio de soluciones.

Como otra consecuencia, dado un grafo espacial satisfaciendo HR = HL podemos determinar el

inradio de Ω∗, siendo Ω∗ el conjunto de los puntos en los que el gradiente de la función no se anula,

tal y como ya se definió en el Teorema 2.9, o equivalentemente, los puntos en los que el hiperplano

tangente a la hipersuperficie no es horizontal. Sin embargo, antes de nada necesitamos un resultado

que nos va a relacionar la curvatura media de dichas hipersuperficies y la curvatura media de sus

hipersuperficies de nivel.

Lema 2.16. Sea Σu un grafo espacial en Ln+1 sobre un dominio Ω ⊆ Rn tal que HR = HL. Si S̃c

denota la hipersuperficie de nivel u = c en Ω∗ y Hc es su función curvatura media, entonces

|HL| <
n− 1

n
√

2
|Hc| ◦ π.

Demostración. Para esta demostración seguiremos la notación del Teorema 2.9. En este marco,

recordemos que Sc denota el levantamiento en Σ∗ de S̃c, y dado un punto p ∈ Σ∗, α̃ es la curva

integral de Du a través de π(p) y α denota su levantamiento en Σ∗. Consideremos una base orto-

normal {ẽ1, . . . , ẽn} de S̃c en π(p). Ahora, para cada i = 1, . . . , n, tomemos una curva en S̃c, α̃i,

con α̃i(0) = π(p) y α̃i
′ = ẽi. Sean αi sus levantamientos a Sc. Observemos que α′i = (α̃i

′, 0). Por

otro lado, sean ti =
α′i
‖α′i‖L

y t̃i = α̃i
′

‖α̃i′‖
.

Teniendo en cuenta esta notación, y denotando ei = (ẽi, 0), es posible relacionar la curvatura normal

con respecto a la métrica 〈 , 〉L de Σu en p en la dirección de α′i, κ
L
ei , con la curvatura normal de

S̃c en π(p) en la dirección de α̃i
′, denotada por κcẽi , de la siguiente forma.

κLei = 〈∇titi, NL〉L =

〈
∇titi,

(Du, 1)√
1− ‖Du‖2

〉
L

=
1√

1− ‖Du‖2
〈
Dt̃i

t̃i, Du
〉
Rn
◦ π

=
−‖Du‖√
1− ‖Du‖2

〈
Dt̃i

t̃i,
−Du
‖Du‖

〉
Rn
◦ π = − ‖Du‖√

1− ‖Du‖2
κcẽi ◦ π,
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donde recordemos que D y 〈 , 〉Rn son, respectivamente, la conexión de Levi-Civita y la métrica

usual del espacio eucĺıdeo Rn, y −Du
‖Du‖ es el campo de vectores unitario y normal a S̃c en Rn.

Entonces, si recordamos la ecuación (2.7) del Teorema 2.9 llegamos a la igualdad

−κLα′ =
1

A2 +A+ 1

(
κLe1 + . . .+ κLen−1

)
. (2.16)

Teniendo en cuenta (2.16) junto con el hecho de que, por definición, se tiene

(n− 1)Hc = κcẽ1 + . . .+ κcẽn−1
,

obtenemos

nHL = −κLe1 − . . .− κ
L
en−1
− κLα′ =

−(A2 +A)

A2 +A+ 1

(
κLe1 + . . .+ κLen−1

)
=

A2 +A

A2 +A+ 1

‖Du‖√
1− ‖Du‖2

(
κcẽ1 + . . .+ κcẽn−1

)
◦ π

=
A+ 1

A2 +A+ 1

‖Du‖√
1 + ‖Du‖2

(n− 1)Hc ◦ π.

Es decir,

n|HL| = (n− 1)
A+ 1

A2 +A+ 1

‖Du‖√
1 + ‖Du‖2

|Hc| ◦ π = (n− 1)f(‖Du‖)|Hc| ◦ π,

donde f(t) =
A(t) + 1

A(t)2 +A(t) + 1

t√
1 + t2

con 0 < t < 1 y A(t) =
√

1−t2
1+t2

.

Sabemos que f(t) es positiva, ya que recordemos que, por estar trabajando en Ω∗, u no tiene puntos

cŕıticos, luego ‖Du‖ 6= 0. Vamos a ver que es creciente y vamos a buscar una cota superior. Para

ello, observemos que

f(t) = g(t)h(t) con g(t) =
A(t) + 1

A(t)2 +A(t) + 1
y h(t) =

t√
1 + t2

.

En primer lugar, está claro que, para 0 < t < 1, g(t) > 0 y h(t) > 0. Ahora, si calculamos la

derivada de la función h(t), obtenemos

h′(t) =
1

(1 + t2)
3
2

> 0,

por lo que h(t) es creciente. Por otro lado, podemos expresar la función g(t) como

g(t) = (l ◦A)(t) con l(x) =
x+ 1

x2 + x+ 1
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y observar que, para x > 0 y 0 < t < 1,

l′(x) =
−x2 − 2x

(x2 + x+ 1)2
< 0 y A′(t) =

−2t

(1 + t2)2
√

1−t2
1+t2

< 0.

Entonces, como g(t) = l(A(t)), si usamos la regla de la cadena llegamos la desigualdad

g′(t) = l′(k(t))k′(t) > 0,

puesto que t = ‖Du‖ ∈ (0, 1) y A(t) > 0 para todo t ∈ (0, 1). Aśı, obtenemos que g(t) también es

una función creciente.

Por tanto, por ser el producto de dos funciones positivas y crecientes, tenemos que f(t) es cre-

ciente para 0 < t < 1. De esta forma, como ‖Du‖ < 1, para obtener una cota superior podemos

simplemente tener en cuenta que f(1) = 1√
2
.

Finalmente, para todo p ∈ Ω∗ se verifica

|HL(p)| < n− 1

n
√

2
|Hc(π(p))|.

Teorema 2.17. Sea u una solución a la ecuación de las hipersuperficies espaciales con HR = HL

definida en un conjunto abierto Ω ⊆ Rn. Entonces

inradio(Ω∗) ≤ n− 1

n
√

2 ı́nfΩ∗ |HL|
.

Demostración. Si ı́nfΩ∗ |HL| = 0, entonces inradio(Ω∗) ≤ ∞ y no hay nada que probar.

En cualquier otro caso, tenemos |HL| ≥ ı́nfΩ∗ |HL| = c > 0 en Σ∗u y, como consecuencia del Lema

2.16, tenemos
n− 1

n
√

2
|Hc| > |HL| ≥ c > 0,

por lo que

|Hc| >
n
√

2 c

n− 1
> 0 en Ω∗. (2.17)

Observemos además que Ω∗ es un conjunto abierto de Rn. Vamos a considerar todas las hipersu-

perficies de nivel en Ω∗ ordenadas según el valor de u en cada una de ellas y las vamos a orientar

de forma que los vectores normales apunten en la dirección en la que u disminuye.

Procederemos por reducción al absurdo suponiendo que el inradio de Ω∗ es mayor que la cota

propuesta en (2.17). Es decir, supondremos que

inradio(Ω∗) >
n− 1

n
√

2 c
.
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En ese caso, existirá necesariamente un punto q ∈ Ω∗ tal que

Bq

(
n− 1

n
√

2 c

)
⊂ int(Ω∗) = Ω∗.

Como la bola Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
es compacta, entonces u alcanza un máximo en ella. Más aún, como Du

no se anula en Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
, sabemos que dicho valor extremo se alcanza en la frontera de la bola.

Sea p ∈ Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
el punto en el que se alcanza el máximo. En ese caso, la hipersuperficie de nivel

a través de p es tangente a la frontera de la bola, ∂Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
, y está contenida en Ω∗ \Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
,

ya que en caso contrario llegaŕıamos a contradicción porque el máximo se alcanzaŕıa en el interior

de la bola pero al mismo tiempo Du no se anula en ella (véase la Figura 2.2).

Figura 2.2: Bola Bq

(
n−1

n
√
2 c

)
en Ω∗.

Por tanto, según la terminoloǵıa introducida en la Definición 1.18, ∂Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
está por encima

de la hipersuperficie de nivel en p, Sc. En consecuencia, teniendo en cuenta que ∂Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
tiene

curvatura media constante n
√

2c
n−1 , el principio del máximo interior (Teorema 1.19), implica que

Hc(p) <
n
√

2c

n− 1
,

lo que junto con (2.17) nos permite concluir que

Hc(p) < −
n
√

2c

n− 1
.

Análogamente, también puede demostrarse que Hc(p) ≥ n
√

2 c
n−1 , siendo p el punto en el que u alcanza

un mı́nimo en Bq

(
n−1
n
√

2 c

)
.

Finalmente, por un argumento de continuidad, concluimos que existe un punto en la bola en el cual

Hc se anula, lo cual entra en contradicción con (2.17).

Como consecuencia directa del Teorema 2.17 obtenemos los siguientes resultados.
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Corolario 2.18. Sea u una solución de la ecuación de las hipersuperficies espaciales con HR =

HL definida sobre un conjunto abierto Ω ⊆ Rn y supongamos que Ω∗ definido como antes es

un conjunto con inradio infinito. Entonces, ı́nfΣu |HL| = 0. Equivalentemente, no existen grafos

espaciales satisfaciendo HR = HL, |HL| ≥ c para cierta constante c > 0 e inradio(Ω∗) =∞.

Corolario 2.19. Sea u una solución de la ecuación de las hipersuperficies espaciales con HR = HL

definida en un conjunto abierto Ω ⊆ Rn con curvatura media constante. Entonces

inradio(Ω∗) ≤ (n− 1)

n
√

2 |HL|
.

2.6. Parabolicidad.

En esta última sección del Caṕıtulo 2, para una variedad riemanniana Mn satisfaciendo ciertas

hipótesis que describiremos más adelante, consideraremos hipersuperficies espaciales en el espacio

producto M
n+1
δ = Mn × R con las métricas 〈 , 〉R y 〈 , 〉L definidas en el Caṕıtulo 1 y tales que

HR = HL. Sin embargo, antes de enunciar el resultado principal de esta sección, necesitaremos

tener en cuenta los siguientes cálculos.

A partir de la expresión (1.25) obtenida en el primer caṕıtulo de esta tesis, se tiene lo siguiente:

nHδ

(
1 + δ‖Du‖2

) 3
2 =

(
1 + δ‖Du‖2

)
∆u− δD2Du(Du,Du).

Por tanto, particularizando en el caso δ = 1, y por tanto considerando la métrica 〈 , 〉R, obtenemos

HR =
∆u+ ‖Du‖2∆u−D2Du(Du,Du)

n

√
(1 + ‖Du‖2)3

=
∆u− Pu

n

√
(1 + ‖Du‖2)3

, (2.18)

donde Pu = −‖Du‖2∆u+D2Du(Du,Du).

Análogamente, al considerar δ = −1, es decir, la métrica 〈 , 〉L, llegamos a

HL =
∆u− ‖Du‖2∆u+D2Du(Du,Du)

n

√
(1− ‖Du‖2)3

=
∆u+ Pu

n

√
(1− ‖Du‖2)3

,

donde Pu es el mismo operador que interviene en la expresión (2.18).

Ahora, si despejamos Pu en las dos expresiones anteriores e imponemos la condición de que H =

HR = HL, tenemos lo siguiente:

∆u− nH
√

(1 + ‖Du‖2)3 = nH

√
(1− ‖Du‖2)3 −∆u.

Es decir,

H =
2 ∆u

n

(√
(1 + ‖Du‖2)3 +

√
(1− ‖Du‖2)3

) . (2.19)
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Para la siguiente definición, recordemos que se dice que una función es subarmónica si ∆u ≥ 0,

mientras que se dice que es superarmónica si ∆u ≤ 0.

Definición 2.20. Decimos que una variedad Mn es parabólica si toda función subarmónica (resp.

superarmónica) acotada superiormente (resp. inferiormente) es constante.

Bajo la hipótesis de parabolicidad de Mn, puede demostrarse el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 2.21. Sea Mn una variedad riemanniana parabólica. Los únicos grafos enteros espaciales

Σu en M
n+1
δ tales que HR = HL = H, que están acotados superiormente (resp. inferiormente), y

tales que H ≥ 0 (resp. H ≤ 0) son los slices.

Demostración. Supondremos que Σu está acotado superiormente y que H ≥ 0, puesto que el otro

caso es análogo. Entonces, bajo estas hipótesis, la expresión (2.19) nos permite obtener ∆u ≥ 0.

Aśı, teniendo en cuenta que Mn es parabólica, llegamos a que u es constante y que por tanto Σu

es un slice.

El Teorema 2.21 puede generalizarse de la siguiente forma.

Teorema 2.22. Sea Mn una variedad riemanniana parabólica. Los únicos grafos enteros espaciales

Σu en M
n+1
δ tales que HR = HL = H ≥ 0 (resp. H ≤ 0) y con la función u acotada superiormente

por una función v superarmónica (resp. subarmónica) son las traslaciones verticales de Σv, siempre

que Σv sea espacial con HR = HL.

Demostración. Supongamos el caso en el que tenemos u ≤ v con v una función superarmónica y

H ≥ 0, ya que el otro es análogo. Entonces, a partir de (2.19), obtenemos

0 ≤ H =
2 ∆u

n

(√
(1 + ‖Du‖2)3 +

√
(1− ‖Du‖2)3

) ≤ 2 ∆(u− v)

n

(√
(1 + ‖Du‖2)3 +

√
(1− ‖Du‖2)3

) .
Por tanto, como el denominador es positivo, tenemos que ∆(u − v) ≥ 0. Si además tenemos en

cuenta que por hipótesis u − v ≤ 0 y que Mn es parabólica, obtenemos que u − v es constante,

llegando aśı al resultado del enunciado.

Es un hecho bien conocido que R2 es una superficie parabólica, mientras que Rn con n ≥ 3 no lo

es (véase por ejemplo [Gr]). En consecuencia, en el caso particular en el que M = R2, podemos

obtener el siguiente corolario.

Corolario 2.23. Los únicos grafos enteros espaciales en L3 tales que HR = HL = H, que están

acotados superiormente (resp. inferiormente) por un plano espacial y tales que H ≥ 0 (resp. H ≤ 0)

son los planos espaciales.





Caṕıtulo 3

Hipersuperficies en espacios productoHipersuperficies en espacios producto

Sumario. En este caṕıtulo, dada una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio

producto M
n+1

= Mn × R, se estudiará qué relación existe entre su geometŕıa cuando se
le otorga la métrica 〈 , 〉R y cuando tiene la métrica 〈 , 〉L. Concretamente, se estudiará
qué relación existe entre los campos vectoriales normales y unitarios NR y NL, entre los
operadores forma AR y AL, y entre las funciones curvatura media HR y HL. A continua-
ción, y usando los resultados obtenidos a lo largo del caṕıtulo, se demostrará que si una
hipersuperficie no degenerada verifica HR = HL = 0, entonces las hipersuperficies de nivel
de su función altura son subvariedades minimales. Además, dicho resultado nos permitirá
obtener una caracterización para las superficies regladas. Después, se darán algunos ejem-
plos de hipersuperficies que verifican HR = HL = 0 y se obtendrá otra caracterización. Por

último, se estudiará qué relación existe entre las curvaturas de Gauss de superficies en M
3

R

y en M
3

L para llegar a otro teorema de caracterización.

Sea M
n+1
δ la variedad pseudo-riemanniana definida en el Caṕıtulo 1, es decir, M

n+1
R si δ = 1 y

M
n+1
L si δ = −1, y consideremos Σ una hipersuperficie no degenerada en M

n+1
L . En las primeras

secciones de este caṕıtulo nos proponemos relacionar la geometŕıa de (Σ, 〈 , 〉L) con la de (Σ, 〈 , 〉R).

Para ello, comencemos por obtener las siguientes relaciones interesantes entre la métrica 〈 , 〉R de

MR y la métrica 〈 , 〉L de ML.

Proposición 3.1. Dados dos campos tangentes X,Y ∈ X
(
M

n+1
δ

)
, se verifican las siguientes

relaciones:

〈X,Y 〉R − 〈X,Y 〉L = 2〈X, ∂t〉R〈Y, ∂t〉R.

〈X,Y 〉R − 〈X,Y 〉L = 2〈X, ∂t〉L〈Y, ∂t〉L.
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Demostración. Tal y como hemos hecho otras veces, vamos a ver M
n+1
δ como una variedad producto

para aśı poder descomponer los campos X e Y de la siguiente forma:

X = X̂ + 〈X, ∂t〉R∂t, y Y = Ŷ + 〈Y, ∂t〉R∂t,

X = X̂ − 〈X, ∂t〉L∂t y Y = Ŷ − 〈Y, ∂t〉L∂t,

donde 〈X̂, ∂t〉δ = 0 y 〈Ŷ , ∂t〉δ = 0.

Entonces, teniendo en cuenta la Proposición 1.2,

〈X,Y 〉R − 〈X,Y 〉L = 〈X̂, Ŷ 〉+ 〈X, ∂t〉R〈Y, ∂t〉R〈∂t, ∂t〉R − 〈X̂, Ŷ 〉 − 〈X, ∂t〉L〈Y, ∂t〉L〈∂t, ∂t〉L
= 〈X, ∂t〉R〈Y, ∂t〉R + 〈X, ∂t〉L〈Y, ∂t〉L
= 〈X, ∂t〉R〈Y, ∂t〉R + 〈X, ∂t〉R〈Y, ∂t〉R
= 2〈X, ∂t〉R〈Y, ∂t〉R.

La demostración de la otra igualdad es análoga.

3.1. Los vectores normales.

A continuación, y tal y como vimos en la Sección 1.2, dada una hipersuperficie no degenerada en

M
n+1
L , podemos considerarla con la métrica 〈 , 〉L o con la métrica 〈 , 〉R. Esto dará lugar a que

podamos considerar su vector normal en M
n+1
L , denotado por NL, y su vector normal en M

n+1
R ,

denotado por NR. El siguiente resultado establece la relación existente entre ambos campos.

Lema 3.2. Sea ψ : Σn →M
n+1
L una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio producto

lorentziano M
n+1
L con campo vectorial normal y unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0. Entonces

NR =
1

ωL

(√
2(ω2

L − ε)∂t −NL

)
(3.1)

define el único campo vectorial normal en Σn con respecto a la métrica riemanniana 〈 , 〉R tal que

〈NR, ∂t〉R ≥ 0, donde

ω2
L = ε+ 2〈NL, ∂t〉2L ≥ 1 > 0. (3.2)

Demostración. Vamos a comenzar comprobando que el campo NR del enunciado es unitario con

respecto a la métrica 〈 , 〉R. Para ello, calculemos lo siguiente:

〈NR, NR〉R =
1

ω2
L

(
2(ω2

L − ε)〈∂t, ∂t〉R − 2
√

2(ω2
L − ε)〈NL, ∂t〉R + 〈NL, NL〉R

)
. (3.3)

Puesto que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0, se sigue de (3.2) que

〈NL, ∂t〉L = −

√
ω2
L − ε√
2

= −

√
2(ω2

L − ε)
2

, (3.4)
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y usando la Proposición 1.2 obtenemos

〈NL, ∂t〉R = −〈NL, ∂t〉L =

√
2(ω2

L − ε)
2

. (3.5)

Por otro lado, teniendo en cuenta la Proposición 3.1 también obtenemos

〈NL, NL〉R = 〈NL, NL〉L + 2〈NL, ∂t〉2L = ε+ 2〈NL, ∂t〉2L = ω2
L. (3.6)

Como 〈∂t, ∂t〉R = 1, si volvemos a (3.3) teniendo en cuenta (3.5) y (3.6), llegamos a

〈NR, NR〉R =
1

ω2
L

(
2(ω2

L − ε)− 2(ω2
L − ε) + ω2

L

)
= 1.

A continuación, para comprobar si 〈NR, ∂t〉R ≥ 0, simplemente hay que usar la definición de NR

junto con (3.5) para comprobar que

〈NR, ∂t〉R =
1

ωL

√2(ω2
L − ε)−

√
2(ω2

L − ε)
2

 =

√
2(ω2

L − ε)
2ωL

≥ 0.

Por último, para todo X ∈ X(Σ) se tiene

〈NR, X〉R =
1

ωL

(√
2(ω2

L − ε)〈X, ∂t〉R − 〈NL, X〉R
)

=
1

ωL

(
−
√

2(ω2
L − ε)〈X, ∂t〉L − 2〈NL, ∂t〉L〈X, ∂t〉L

)
= −〈X, ∂t〉L

ωL

(√
2(ω2

L − ε)−
√

2(ω2
L − ε)

)
= 0,

donde se ha usado (3.4) junto con el hecho de que, por la Proposición 3.1,

〈NL, X〉R = 〈NL, X〉L + 2〈NL, ∂t〉L〈X, ∂t〉L = 2〈NL, ∂t〉L〈X, ∂t〉L,

ya que 〈NL, X〉L = 0. Esto acaba la demostración.

A continuación, vamos a considerar el caso particular de los grafos espaciales en M
n+1
L para com-

probar que el resultado que acabamos de demostrar coincide con lo obtenido en la Sección 1.3.

Ejemplo 3.3. Sea Ω ⊆ Mn un dominio conexo y sea u ∈ C∞(Ω) una función diferenciable que

determina un grafo espacial Σu = {(x, u(x)) : x ∈ Ω} ⊆Mn+1
L .

Tal y como vimos en (1.15), el vector normal con respecto a la métrica 〈 , 〉L es de la forma

NL =
1√

1− ‖Du‖2
(Du+ ∂t) .
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Vamos a calcular, en primer lugar, la expresión de ω2
L. Para ello, como ε = −1 se tiene

ω2
L = −1 + 2〈NL, ∂t〉2L = −1 + 2

(
−1√

1− ‖Du‖2

)2

= −1 +
2

1− ‖Du‖2
=

1 + ‖Du‖2

1− ‖Du‖2
.

Entonces, √
2
(
ω2
L + 1

)
=

√
4

1− ‖Du‖2
=

2√
1− ‖Du‖2

y ωL =

√
1 + ‖Du‖2
1− ‖Du‖2

.

Teniendo esto último en cuenta,

NR =
1

ωL

(√
2
(
ω2
L + 1

)
∂t −NL

)
=

√
1− ‖Du‖2
1 + ‖Du‖2

(
2∂t√

1− ‖Du‖2
− Du+ ∂t√

1− ‖Du‖2

)
=

1√
1 + ‖Du‖2

(−Du+ ∂t).

El siguiente resultado es una recolección de varias fórmulas útiles que serán usadas a lo largo de

este caṕıtulo. Algunas de ellas incluso ya han aparecido en la demostración del Lema 3.2.

Lema 3.4. Sea ψ : Σn −→M
n+1
L una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio producto

lorentziano M
n+1
L con campo vectorial normal y unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0. Definiendo NR

como el dado por (3.1), se tienen las siguientes relaciones:

a) 〈NL, NL〉L = ε

b) 〈NL, NL〉R = ω2
L

c) 〈NR, NR〉L =
ε

ω2
L

d) 〈NR, NR〉R = 1

e) 〈NL, NR〉L = −ωL

f) 〈NL, NR〉R = − ε

ωL

g) 〈NL, ∂t〉L = −

√
2
(
ω2
L − ε

)
2

h) 〈NR, ∂t〉R =

√
2
(
ω2
L − ε

)
2ωL

.

Demostración. Únicamente vamos a demostrar los apartados c), e) y f), puesto que las otras

relaciones ya han salido con anterioridad.

Para el apartado c), calculemos la expresión directamente teniendo en cuenta la definición de NR

junto con (3.4), y se llega a que

〈NR, NR〉L =
1

ω2
L

(
2(ω2

L − ε)〈∂t, ∂t〉L − 2
√

2(ω2
L − ε)〈NL, ∂t〉L + 〈NL, NL〉L

)
=

1

ω2
L

(
−2(ω2

L − ε) + 2(ω2
L − ε) + ε

)
=

ε

ω2
L

.

En la demostración del apartado e), de nuevo hay que usar lo obtenido en (3.4), de modo que

〈NL, NR〉L =
1

ωL

(√
2(ω2

L − ε)〈NL, ∂t〉L − 〈NL, NL〉L
)

=
1

ωL

(
−
(
ω2
L − ε

)
− ε
)

= −ωL.
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Por último, para el apartado f) se usarán las expresiones (3.5) y (3.6) para concluir que

〈NL, NR〉R =
1

ωL

(√
2(ω2

L − ε)〈NL, ∂t〉R − 〈NL, NL〉R
)

=
1

ωL

((
ω2
L − ε

)
− ω2

L

)
= − ε

ωL
.

Observemos que el Lema 3.2 expresa cómo escribir el campo vectorial NR, normal a la hipersuperfi-

cie con respecto a la métrica 〈 , 〉R, en términos del campo vectorial NL, normal a la hipersuperficie

con respecto a la métrica 〈 , 〉L. Lo contrario también es posible. De hecho, de (3.1) tenemos

NL =
√

2(ω2
L − ε)∂t − ωLNR =

1

ωR

(√
2
(
1− εω2

R

)
∂t −NR

)
, (3.7)

donde, por definición,

ωR =
1

ωL
, y por tanto ω2

L − ε =
1− εω2

R

ω2
R

.

Además, teniendo en cuenta el apartado h) del Lema 3.4, tenemos

2〈NR, ∂t〉2R = 1− εω2
R,

de donde

ωR =
√
ε
(
1− 2〈NR, ∂t〉2R

)
.

Más aún, en términos de ωR, el apartado c) del Lema 3.4 se escribe como

〈NR, NR〉L = εω2
R,

en analoǵıa con la relación del apartado b) del mismo lema.

De ahora en adelante, siempre supondremos que toda hipersuperficie no degenerada Σn del espacio

producto lorentziano M
n+1
L está orientada por un único campo vectorial normal y unitario NL tal

que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0. Como se ha observado anteriormente, cuando la hipersuperficie es espacial NL

está globalmente definido en Σn, mientras que si la hipersuperficie es temporal entonces NL está al

menos localmente definido. Teniendo eso en cuenta, si vemos dicha hipersuperficie Σn en el espacio

producto riemanniano M
n+1
R , Σn siempre estará orientada por el campo vectorial normal y unitario

NR dado por (3.1) y con 〈NR, ∂t〉R ≥ 0. En este contexto, denotaremos por h la función altura,

esto es, h : Σn −→ R es la proyección de Σn en R, h = πR ◦ ψ, donde recordemos que πR es la

proyección de M
n+1
δ = Mn×R sobre R. Cuando h = t0 es constante para un cierto t0 ∈ R, decimos

que Σn está contenida en el slice Mn × {t0} de M
n+1
δ .

Por otro lado, dados los campos normales NR y NL, obsérvese que el campo ∂t puede descomponerse

de las siguientes formas:

∂t = ∂>
R

t + 〈NR, ∂t〉RNR y ∂t = ∂>
L

t + ε〈NL, ∂t〉LNL, (3.8)
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donde >R y >L denotan, respectivamente, las componentes tangentes de un campo vectorial a lo

largo de la inmersión ψ : Σn −→ M
n+1
δ con respecto a las métricas 〈 , 〉R y 〈 , 〉L. En particular,

se tienen las expresiones

1 = 〈∂t, ∂t〉R =
〈
∂>

R

t , ∂>
R

t

〉
R

+ 〈NR, ∂t〉2R (3.9)

y − 1 = 〈∂t, ∂t〉L =
〈
∂>

L

t , ∂>
L

t

〉
L

+ ε〈NL, ∂t〉2L. (3.10)

Es interesante observar que, si tomamos las partes tangentes del vector ∂t con respecto a ambas

métricas, dichas partes tangentes no tienen por qué ser iguales tal y como vamos a ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.5. Sea u ∈ C∞(R2) una función que determina un grafo espacial ψ : R2 −→ L3 de la

forma ψ(x, y) = (x, y, u(x, y)). Vamos a calcular ∂>
R

t y ∂>
L

t usando las expresiones dadas en (3.8)

para ver que tienen valores distintos.

Antes de nada, veamos la expresión de los campos normales con respecto a las métricas 〈 , 〉R y

〈 , 〉L, que no es más que adaptar a nuestro ejemplo la expresión de (1.15) como se hizo en el

Ejemplo 3.3.

NR =
1√

1 + u2
x + u2

y

(−ux,−uy, 1) y NL =
1√

1− u2
x − u2

y

(ux, uy, 1).

Entonces, por un lado,

∂>
R

t = ∂t − 〈NR, ∂t〉RNR = (0, 0, 1)− 1

1 + u2
x + u2

y

(−ux,−uy, 1)

=

(
ux

1 + u2
x + u2

y

,
uy

1 + u2
x + u2

y

,
u2
x + u2

y

1 + u2
x + u2

y

)
=

1

1 + u2
x + u2

y

(
ux, uy, u

2
x + u2

y

)
,

mientras que por otro lado, y puesto que ε = −1,

∂>
L

t = ∂t + 〈NL, ∂t〉LNL = (0, 0, 1)− 1

1− u2
x − u2

y

(ux, uy, 1)

=

(
−ux

1− u2
x − u2

y

,
−uy

1− u2
x − u2

y

,
−u2

x − u2
y

1− u2
x − u2

y

)
=

−1

1− u2
x − u2

y

(
ux, uy, u

2
x + u2

y

)
.

Por tanto, ∂>
R

t 6= ∂>
L

t en general tal y como se afirmaba.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, es posible obtener una relación entre los gradientes

de la función altura y las partes tangentes del campo ∂t con respecto a las métricas 〈 , 〉R y 〈 , 〉L.
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Proposición 3.6. Sea Σn una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio producto lo-

rentziano M
n+1
L con función altura h. Entonces, se verifican las siguientes relaciones:

∇Rh = ∂>
R

t y ∇Lh = −∂>Lt .

Demostración. Para demostrar estas relaciones usaremos la Proposición 1.1 y tendremos en cuenta

que la componente tangente de la proyección πR con respecto a ambas métricas es igual a la función

altura h. Aśı,

∇Rh =
(
∇RπR

)>R
= ∂>

R

t y ∇Lh =
(
∇LπR

)>L
= −∂>Lt .

Obsérvese que si combinamos las expresiones de (3.8) junto con la Proposición 3.6, obtenemos lo

siguiente:

∇Rh = ∂t − 〈NR, ∂t〉RNR y ∇Lh = −∂t + ε〈NL, ∂t〉LNL. (3.11)

Más aún, también es posible relacionar entre śı los dos gradientes de la función altura de nuestra

hipersuperficie Σn.

Lema 3.7. Sea Σn una hipersuperficie no degenerada en M
n+1
L y sea h la función altura sobre Σn.

Entonces,

∇Rh = − ε

ω2
L

∇Lh = −εω2
R∇Lh.

Equivalentemente,

∇Lh = − ε

ω2
R

∇Rh = −εω2
L∇Rh. (3.12)

Demostración. Teniendo en cuenta los apartados g) y h) del Lema 3.4, tenemos

〈NR, ∂t〉R = − 1

ωL
〈NL, ∂t〉L. (3.13)

Entonces, si tenemos en cuenta la expresión (3.13) junto con la definición de NR dada en (3.1), el

apartado g) del Lema 3.4 y la observación de (3.11), obtenemos

〈NR, ∂t〉RNR =
1

ω2
L

〈NL, ∂t〉LNL −
1

ω2
L

〈NL, ∂t〉L
√

2(ω2
L − ε)∂t =

1

ω2
L

〈NL, ∂t〉LNL +
ω2
L − ε
ω2
L

∂t

= ∂t +
ε

ω2
L

(−∂t + ε〈NL, ∂t〉LNL) = ∂t +
ε

ω2
L

∇Lh.

Por último, volviendo a usar (3.11), concluimos que

∇Rh = − ε

ω2
L

∇Lh. (3.14)

El resto de expresiones se obtienen directamente de (3.14).
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De acuerdo con el Lema 3.7, podemos inferir los siguientes hechos.

1. Una hipersuperficie en M
n+1
δ = Mn ×R es un slice en M

n+1
R si y solo si es un slice en M

n+1
L

(y por tanto espacial).

2. Denotando por θ ≥ 0 el ángulo riemanniano entre NR y ∂t, es decir, cos(θ) = 〈NR, ∂t〉R, de las

definiciones de los ángulos hiperbólicos (1.8) y (1.9), la relación dada en (3.13) y recordando

que cosh2(ϕ)− senh2(ϕ) = 1, es inmediato lo siguiente:

cos(θ) =


senh(ϕ)√

senh2(ϕ) + cosh2(ϕ)
si ε = 1

cosh(ϕ)√
senh2(ϕ) + cosh2(ϕ)

si ε = −1.
(3.15)

Se dice que una hipersuperficie orientable Σn en una variedad producto Mn × R tiene ángulo

constante si su campo vectorial normal tiene un ángulo constante con respecto a la dirección fijada

por la recta real R. En los últimos años, muchos geómetras han estado estudiando esta propiedad

obteniendo importantes resultados de clasificación (véase por ejemplo [DFVV], [DM], [FN], [NRS],

[To]). Teniendo en cuenta el segundo hecho observado sobre los ángulos en (3.15), tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 3.8. Una hipersuperficie no degenerada en M
n+1
L tiene ángulo constante si y solo si

tiene ángulo constante como hipersuperficie en M
n+1
R .

3.2. Los operadores forma.

Al igual que sucede con los vectores normales, dada una hipersuperficie no degenerada en M
n+1
L ,

podemos considerar su operador forma en M
n+1
L , que denotamos por AL, y su operador forma como

hipersuperficie en M
n+1
R , que denotamos por AR. En el siguiente resultado vamos a establecer una

relación entre ambos operadores forma que resultará muy útil en lo sucesivo.

Teorema 3.9. Sea Σn una hipersuperficie no degenerada inmersa en M
n+1
L con campo vectorial

normal y unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0. Sea NR el único campo vectorial unitario y normal

sobre Σn con respecto a la métrica producto riemanniana 〈 , 〉R con 〈NR, ∂t〉R ≥ 0 y dado por

(3.1). Entonces, los correspondientes operadores forma de Σn con respecto a NL y NR, AL y AR

respectivamente, están relacionados de la siguiente manera:

ARX = − 1

ωL
ALX −

2ε

ω3
L

〈AL∇Lh,X〉L∇Lh. (3.16)

Equivalentemente,

ALX = − 1

ωR
ARX +

2ε

ω3
R

〈AR∇Rh,X〉R∇Rh. (3.17)
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Demostración. Vamos a comenzar demostrando la ecuación (3.16). Para ello, deberemos tener en

cuenta la expresión (3.1) de NR y la fórmula de Weingarten de (1.12) para obtener

ARX = −∇XNR = ∇X
(

1

ωL

(
NL −

√
2(ω2

L − ε)∂t
))

= X

(
1

ωL

)
NL −X

(
1

ωL

)√
2(ω2

L − ε)∂t −
1

ωL
ALX

− 1

ωL
X

(√
2(ω2

L − ε)
)
∂t −

1

ωL

√
2(ω2

L − ε)∇X∂t

(3.18)

Sin embargo, como ∂t es paralelo tanto en M
n+1
R como en M

n+1
L , se tiene que ∇X∂t = 0 para todo

X ∈ X(Σ). Entonces, la expresión de (3.18) queda de la siguiente forma:

ARX = X

(
1

ωL

)
NL −X

(
1

ωL

)√
2(ω2

L − ε)∂t −
1

ωL
ALX −

1

ωL
X

(√
2(ω2

L − ε)
)
∂t. (3.19)

A continuación vamos a calcular todas las derivadas que aparecen en (3.19). Pero antes, obsérvese

que

X (〈NL, ∂t〉L) = 〈∇XNL, ∂t〉L + 〈NL,∇X∂t〉L = −〈ALX, ∂t〉L. (3.20)

Entonces,

X(ωL) = X
((
ε+ 2〈NL, ∂t〉2L

) 1
2

)
=
−2〈ALX, ∂t〉L

ωL
〈NL, ∂t〉L.

Por tanto,

X

(
1

ωL

)
=
−X(ωL)

ω2
L

=
2

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L〈NL, ∂t〉L. (3.21)

Ahora, usando el apartado g) del Lema 3.4 obtenemos

X

(√
2(ω2

L − ε)
)

= X (−2〈NL, ∂t〉L) = 2〈ALX, ∂t〉L. (3.22)

De esta manera, partiendo de (3.19) y teniendo en cuenta (3.21) y (3.22), llegamos a lo siguiente:

ARX =
2

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L〈NL, ∂t〉LNL −
2

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L〈NL, ∂t〉L
√

2(ω2
L − ε)∂t

− 1

ωL
ALX −

2〈ALX, ∂t〉L
ωL

∂t.

(3.23)

Para continuar con esta cuenta, vamos a sumar algunos términos de (3.23) por separado para

intentar que las operaciones sean más sencillas visualmente. Para ello, asignemos los siguientes
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números y volvamos a usar el apartado g) del Lema 3.4:

[1] = − 2

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L〈NL, ∂t〉L
√

2(ω2
L − ε)∂t =

2(ω2
L − ε)
ω3
L

〈ALX, ∂t〉L∂t

[2] = −2〈ALX, ∂t〉L
ωL

∂t

Usando la notación anterior, observemos que

[1] + [2] =
2

ωL
〈ALX, ∂t〉L

(
ω2
L − ε
ω2
L

− 1

)
∂t = − 2ε

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L∂t.

Finalmente,

ARX = − 1

ωL
ALX −

2ε〈ALX, ∂t〉L
ω3
L

(−ε〈NL, ∂t〉LNL + ∂t)

= − 1

ωL
ALX −

2ε

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L∂>
L

t

= − 1

ωL
ALX −

2ε

ω3
L

〈AL∇Lh,X〉L∇Lh,

donde para la última igualdad se ha tenido en cuenta la Proposición 3.6 y se ha usado que

〈ALX, ∂t〉L =
〈
ALX, ∂

>L
t

〉
L

= −〈ALX,∇Lh〉L = −〈X,AL∇Lh〉L.

La demostración de la relación (3.17) es similar, pero empezando por la expresión de NL dada en

(3.7) y la ecuación de Weingarten de (1.10).

Corolario 3.10. Sea Σn una hipersuperficie no degenerada inmersa en M
n+1
L con campo vectorial

normal y unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0. Sea NR el único campo vectorial unitario y normal

sobre Σn con respecto a la métrica producto riemanniana 〈 , 〉R con 〈NR, ∂t〉R ≥ 0 y dado por (3.1).

Entonces, para todo X,Y ∈ X(Σ), se tiene la relación

〈ARX,Y 〉R = − 1

ωL
〈ALX,Y 〉L. (3.24)

Equivalentemente,

〈ALX,Y 〉L = − 1

ωR
〈ARX,Y 〉R. (3.25)

Demostración. Usando (3.16) junto con la expresión (3.12) del Lema 3.7, la Proposición 3.6 y la
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Proposición 1.2, obtenemos lo siguiente:

〈ARX,Y 〉R =

〈
− 1

ωL
ALX −

2ε

ω3
L

〈AL∇Lh,X〉L∇Lh, Y
〉
R

= − 1

ωL
〈ALX,Y 〉R +

2ε

ω3
L

〈AL∂t, X〉L〈∇Lh, Y 〉R

= − 1

ωL
〈ALX,Y 〉R +

2ε

ω3
L

〈ALX, ∂t〉L〈−εω2
L∇Rh, Y 〉R

= − 1

ωL
〈ALX,Y 〉R −

2

ωL
〈ALX, ∂t〉L〈∇Rh, Y 〉R

= − 1

ωL
〈ALX,Y 〉R −

2

ωL
〈ALX, ∂t〉L〈∂t, Y 〉R

= − 1

ωL
〈ALX,Y 〉R +

2

ωL
〈ALX, ∂t〉L〈Y, ∂t〉L

(3.26)

Por otro lado, usando la Proposición 3.1, tenemos

1

ωL
〈ALX,Y 〉R =

1

ωL
〈ALX,Y 〉L +

2

ωL
〈ALX, ∂t〉L〈Y, ∂t〉L, (3.27)

y utilizando (3.27) en la última igualdad de (3.26) se tiene

〈ARX,Y 〉R = − 1

ωL
〈ALX,Y 〉L.

Para obtener (3.25) simplemente hay que partir de (3.24) y tener en cuenta que ωR = 1
ωL

.

3.3. Las curvaturas medias.

Una vez conocida la relación entre los operadores forma AR y AL, podemos estudiar qué relación

existe entre las correspondientes funciones curvatura media.

Teorema 3.11. Sea Σn una hipersuperficie no degenerada inmersa en M
n+1
L con campo vectorial

normal y unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0. Sea NR el único campo vectorial unitario y normal

sobre Σn con respecto a la métrica producto riemanniana 〈 , 〉R con 〈NR, ∂t〉R ≥ 0 y dado por (3.1).

Entonces, las funciones curvaturas medias HL y HR dadas, respectivamente, por las métricas 〈 , 〉L
y 〈 , 〉R, están relacionadas por

nHL = − nε
ωR

HR +
2

ω3
R

〈AR
(
∇Rh

)
,∇Rh〉R. (3.28)

Equivalentemente,

nHR = −nε
ωL

HL −
2ε

ω3
L

〈AL
(
∇Lh

)
,∇Lh〉L. (3.29)
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Demostración. Como el operador AR siempre es diagonalizable, fijemos un punto p ∈ Σn y sea

{E1, . . . , En} un referencial ortonormal en un entorno de p ∈ Σn con respecto a la métrica 〈 , 〉R
y tal que diagonaliza el operador forma AR, es decir, tal que AREi = kRi Ei. para todo 1 ≤ i ≤ n.

Entonces, tomando X = Ei en la expresión del Teorema 3.9, llegamos a

ALEi = − 1

ωR
AREi +

2ε

ω3
R

〈AR∇Rh,Ei〉R∇Rh

= −k
R
i

ωR
Ei +

2εkRi
ω3
R

〈Ei,∇Rh〉R
n∑
j=1

〈∇Rh,Ej〉REj .
(3.30)

Por otro lado, sabemos que ALEi =
∑n

j=1 a
L
ijEj con los aLij = 〈ALEi, Ej〉R. Entonces, teniendo en

cuenta (3.30), obtenemos

aLii = −k
R
i

ωR
+

2εkRi
ω3
R

〈Ei,∇Rh〉2R y aLij =
2εkRi
ω3
R

〈Ei,∇Rh〉R〈Ej ,∇Rh〉R si i 6= j. (3.31)

Ahora, observemos que, como ∇Rh =
∑n

i=1〈∇Rh,Ei〉REi, tenemos

AR(∇Rh) =
n∑
i=1

〈∇Rh,Ei〉RAREi =
n∑
i=1

〈∇Rh,Ei〉RkRi Ei,

por lo que

〈AR
(
∇Rh

)
,∇Rh〉R =

n∑
i=1

kRi 〈Ei,∇Rh〉2R.

De esta manera, teniendo en cuenta que
∑n

i=1 k
R
i = tr(AR) = nHR, obtenemos

nεHL = tr(AL) =
n∑
i=1

aLii = − 1

ωR

n∑
i=1

kRi +
2ε

ω3
R

n∑
i=1

kRi 〈Ei,∇Rh〉2R

= − 1

ωR
nHR +

2ε

ω3
R

〈AR
(
∇Rh

)
,∇Rh〉R,

de donde

nHL = − nε
ωR

HR +
2

ω3
R

〈AR
(
∇Rh

)
,∇Rh〉R.

Para la obtener la relación (3.29), vamos a partir de (3.28) pero teniendo en cuenta que ωR = 1
ωL

y el Lema 3.7. Aśı,

nHR = −nεωRHL +
2ε

ω2
R

〈AR
(
∇Rh

)
,∇Rh〉R

= −nε
ωL

HL +
2ε

ω2
R

〈
AR

(
− ε

ω2
L

∇Lh
)
, − ε

ω2
L

∇Lh
〉
R

= −nε
ωL

HL +
2ε

ω2
L

〈AR
(
∇Lh

)
,∇Lh〉R.
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Ahora, teniendo en cuenta el Corolario 3.10 llegamos al resultado que queŕıamos, es decir,

nHR = −nε
ωL

HL −
2ε

ω3
L

〈AL
(
∇Lh

)
,∇Lh〉L.

3.4. Aplicaciones.

El propósito de esta sección es dar algunas aplicaciones geométricas de los resultados obtenidos hasta

el momento en este caṕıtulo. Desde ahora, Σn siempre denotará una hipersuperficie no degenerada

inmersa en el espacio producto lorentziano M
n+1
L para la cual existe un campo vectorial normal y

unitario NL tal que 〈NL, ∂t〉L ≤ 0 y NR denotará su único campo vectorial normal con respecto a

la métrica producto riemanniana 〈 , 〉R satisfaciendo 〈NR, ∂t〉R ≥ 0 y dado por (3.1).

El primer resultado de esta sección nos garantiza que si HR = HL = 0, entonces toda hipersuperficie

de nivel de la función altura de Σn es una subvariedad minimal de M
n+1
δ .

Lema 3.12. Si Σn es una hipersuperficie no degenerada en la variedad producto lorentziano M
n+1
L

que tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas (HR = HL = 0), entonces las

hipersuperficies de nivel de su función altura son subvariedades minimales en M
n+1
L (o en M

n+1
R ).

Demostración. Comenzamos con el caso lorentziano, con el objetivo de demostrar que las hipersu-

perficies de nivel de la función altura son subvariedades minimales de M
n+1
L . Para ello, consideremos

el conjunto Ω = {p ∈ Σn : ∇Lh(p) 6= 0} y, para cada c ∈ R, definamos la hipersuperficie de nivel

de la función altura,

Sn−1
c = Ω ∩ (Mn × {c}) = {p ∈ Ω : h(p) = c},

y denotemos por η = ∇Lh
‖∇Lh‖L

al campo vectorial normal de Sn−1
c en Σn.

Observemos que, usando la Proposición 3.6 y la expresión (3.10), se obtiene

〈∇Lh,∇Lh〉L = 〈−∂>Lt ,−∂>Lt 〉L = −1− ε〈NL, ∂t〉2L.

En particular, si ε = 1 (es decir, si la hipersuperficie Σn es temporal), entonces

〈∇Lh,∇Lh〉L = −1− 〈NL, ∂t〉2L ≤ −1 < 0

y por tanto Σn = Ω y 〈η, η〉L = −1. Consecuentemente, Sn−1
c es una hipersuperficie espacial en Σn.

Sin embargo, si ε = −1 (es decir, si Σn es espacial), entonces

〈∇Lh,∇Lh〉L = −1 + 〈NL, ∂t〉2L > 0

en Ω y 〈η, η〉L = 1.
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Como consecuencia, siempre tendremos 〈η, η〉L = −ε y Sn−1
c es una subvariedad espacial con

codimensión dos en M
n+1
L .

Ahora, vamos a ver que Sn−1
c es una subvariedad espacial minimal de M

n+1
L . De hecho, denotando

por ∇ la conexión de Levi-Civita de Sn−1
c , a partir de las fórmulas de Gauss y Weingarten (1.12)

podemos escribir

∇XY = ∇LXY + ε〈ALX,Y 〉LNL = ∇XY − ε〈AηX,Y 〉Lη + ε〈ALX,Y 〉LNL (3.32)

para todo X,Y ∈ X(Sc).

Por otro lado, por la relación dada en (3.11) tenemos ∂t = −∇Lh+ε〈NL, ∂t〉LNL. Si derivamos con

la conexión de Levi-Civita del ambiente, ∇, y usamos (1.10) obtenemos que, para todo X ∈ X(Σ),

∇X∂t = −∇X(∇Lh) + ε∇X (〈NL, ∂t〉LNL)

= −∇LX
(
∇Lh

)
− ε〈ALX,∇Lh〉LNL + εX (〈NL, ∂t〉L)NL + ε〈NL, ∂t〉L∇XNL

= −∇LX
(
∇Lh

)
− ε〈ALX,∇Lh〉LNL + εX (〈NL, ∂t〉L)NL − ε〈NL, ∂t〉LALX.

(3.33)

Entonces, como al mismo tiempo sabemos que ∇X∂t = 0, la parte tangente de la expresión (3.33)

debe ser igual a cero, esto es,

∇LX
(
∇Lh

)
= −ε〈NL, ∂t〉LALX. (3.34)

Más aún, y aunque no nos hace falta ahora mismo, tomando la parte normal y teniendo en cuenta

que también debe ser igual a cero, se tiene

X (〈NL, ∂t〉L) = 〈ALX,∇Lh〉L,

expresión análoga a la que ya obtuvimos en (3.20).

Aśı, teniendo en cuenta (3.34), obtenemos

X

(
1

‖∇Lh‖L

)
= −

X
(
‖∇Lh‖L

)
‖∇Lh‖2L

= −
X

(
〈∇Lh,∇Lh〉

1
2
L

)
‖∇Lh‖2L

= −
X
(
〈∇Lh,∇Lh〉L

)
2‖∇Lh‖3L

= −
2〈∇LX

(
∇Lh

)
,∇Lh〉L

2‖∇Lh‖3L
=
ε〈NL, ∂t〉L〈ALX,∇Lh〉L

‖∇Lh‖3L
.

Por tanto, el operador forma Aη de Sn−1
c en Σn viene dado por

AηX = −∇LXη = −∇LX
(
∇Lh
‖∇Lh‖L

)
= −X

(
1

‖∇Lh‖L

)
∇Lh− 1

‖∇Lh‖L
∇LX

(
∇Lh

)
= −ε〈NL, ∂t〉L〈ALX,∇Lh〉L

‖∇Lh‖3L
∇Lh+

ε〈NL, ∂t〉LALX
‖∇Lh‖L

=
ε〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

(
−〈ALX,∇

Lh〉L
‖∇Lh‖2L

∇Lh+ALX

)
=
ε〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

(−〈ALX, η〉Lη +ALX) ,

(3.35)
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y consecuentemente, a partir de (3.32) y (3.35), para todo X,Y ∈ X(Sc), la segunda forma funda-

mental αL : X(Sc)× X(Sc) −→ X(Sc)
⊥ de Sn−1

c en M
n+1
L es la siguiente:

αL(X,Y ) = −ε〈AηX,Y 〉Lη + ε〈ALX,Y 〉LNL

= −〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

(
− 〈ALX, η〉L〈η, Y 〉L + 〈ALX,Y 〉L

)
η + ε〈ALX,Y 〉LNL

= −〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

〈ALX,Y 〉Lη + ε〈ALX,Y 〉LNL

= −〈ALX,Y 〉L
(
〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

η − εNL

)
.

Sea {E1, . . . , En−1, En = η} un referencial ortonormal de Σn adaptado a la métrica 〈 , 〉L con

E1, . . . , En−1 tangentes a Sn−1
c . Denotando por HcL el campo de vectores curvatura media de Sn−1

c

en M
n+1
L , podemos obtener la siguiente fórmula.

(n− 1)HcL =
n−1∑
i=1

αL(Ei, Ei) = −
n−1∑
i=1

〈ALEi, Ei〉L
(
〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

η − εNL

)
. (3.36)

Ahora, puesto que Σn tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas, del Teorema 3.11

obtenemos que 〈AL
(
∇Lh

)
,∇Lh〉L = 0. Entonces, sumando y restando el término

〈ALη, η〉L
(
〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

η − εNL

)
= 0

a la ecuación (3.36), obtenemos

(n− 1)HcL = −
n∑
i=1

〈ALEi, Ei〉L
(
〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

η − εNL

)
= −nεHL

(
〈NL, ∂t〉L
‖∇Lh‖L

η − εNL

)
= 0,

por lo que las hipersuperficies de nivel de la función altura son subvariedades espaciales minimales

en M
n+1
L .

A continuación, vamos a considerar en M
n+1
R el conjunto Ω̂ = {p ∈ Σn : ∇Rh(p) 6= 0}. Sin embargo,

si tenemos en cuenta el Lema 3.12, nos damos cuenta de que, en realidad, Ω̂ = Ω. Aśı, para cada

c ∈ R, las hipersuperficies de nivel Sn−1
c serán las definidas en el caso anterior pero ahora el campo

vectorial normal será de la forma η̂ = ∇Rh
‖∇Rh‖R

.

Entonces, a partir de las fórmulas de Gauss y Weingarten (1.12) podemos escribir

∇XY = ∇RXY + 〈ARX,Y 〉RNR = ∇XY + 〈Aη̂X,Y 〉Rη̂ + 〈ARX,Y 〉RNR (3.37)

para todo X,Y ∈ X(Sc).

Por otro lado, un cálculo similar al del caso anterior teniendo en cuenta (3.11) y (1.12) nos lleva a

que, para todo X ∈ X(Σ),

∇X∂t = ∇RX
(
∇Rh

)
+ 〈ARX,∇Rh〉RNR +X (〈NR, ∂t〉R)NR − 〈NR, ∂t〉RARX.
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Entonces, como ∇X∂t = 0, igualando partes tangentes obtenemos

∇RX
(
∇Rh

)
= 〈NR, ∂t〉RARX. (3.38)

Aśı, teniendo en cuenta (3.38), obtenemos

X

(
1

‖∇Rh‖R

)
= −

X
(
〈∇Rh,∇Rh〉R

)
2‖∇Rh‖3R

= −
2〈∇RX

(
∇Rh

)
,∇Rh〉R

2‖∇Rh‖3R
=
〈NR, ∂t〉R〈ARX,∇Rh〉R

‖∇Rh‖3R
.

Por tanto, el operador forma Aη̂ de Sn−1
c en Σn viene dado por

Aη̂X = −∇RX η̂ = −X
(

1

‖∇Rh‖R

)
∇Rh− 1

‖∇Rh‖R
∇RX

(
∇Rh

)
=
〈NR, ∂t〉R
‖∇Rh‖R

(〈ARX, η̂〉Rη̂ −ARX) ,

(3.39)

y consecuentemente, a partir de (3.37) y (3.39), para todo X,Y ∈ X(Sc), la segunda forma funda-

mental αR : X(Sc)× X(Sc) −→ X(Sc)
⊥ de Sn−1

c en M
n+1
R es la siguiente:

αR(X,Y ) = 〈Aη̂X,Y 〉Rη̂ + 〈ARX,Y 〉RNR = −〈ARX,Y 〉R
(
〈NR, ∂t〉R
‖∇Rh‖R

η̂ +NR

)
.

Sea ahora {E1, . . . , En−1, En = η̂} un referencial ortonormal de Σn adaptado a la métrica 〈 , 〉R
con E1, . . . , En−1 tangentes a Sn−1

c . Denotando por HcR el campo de vectores curvatura media de

Sn−1
c en M

n+1
R , obtenemos

(n− 1)HcR =

n−1∑
i=1

αR(Ei, Ei) = −
n−1∑
i=1

〈AREi, Ei〉R
(
〈NR, ∂t〉R
‖∇Rh‖R

η̂ +NR

)
.

Entonces, teniendo en cuenta el Teorema 3.11 y procediendo de forma análoga al caso anterior,

llegamos a

(n− 1)HcR = −
n∑
i=1

〈AREi, Ei〉R
(
〈NR, ∂t〉R
‖∇Rh‖R

η̂ +NR

)
= −nHR

(
〈NR, ∂t〉R
‖∇Rh‖R

η̂ +NR

)
= 0,

por lo que las hipersuperficies de nivel de la función altura también son subvariedades minimales

en M
n+1
R .

A partir del Lema 3.12 concluimos lo siguiente.

Teorema 3.13. Sea Σn una hipersuperficie no degenerada en la variedad producto lorentziano

M
n+1
L y que tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas (HR = HL = 0).

a) Si Σn es temporal, entonces está foliada por hipersuperficies espaciales que son subvariedades

minimales de M
n+1
L .
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b) Si Σn es espacial y no es un slice, entonces está foliada por hipersuperficies que son subva-

riedades minimales de M
n+1
L .

Demostración. Comencemos por el caso en el que Σn es temporal, es decir, cuando ε = 1. En este

caso, retomando la notación usada en la demostración del Lema 3.12, tenemos que Ω = Σn, porque

∇Lh(p) 6= 0 y 〈∇Lh(p),∇Lh(p)〉L < 0 para todo p ∈ Σn. Entonces, para cada c ∈ R, el conjunto

Sc = {p ∈ Σ : h(p) = c} es un conjunto vaćıo o es una hipersuperficie espacial de Σn con HcL = 0

(donde recordemos que HcL denota el campo de vectores curvatura media de Sn−1
c en M

n+1
L ). Por

tanto, Σn está foliada por hipersuperficies espaciales que son subvariedades minimales de M
n+1
L .

Por otro lado, si consideramos el caso en el que Σn es espacial, es decir, cuando ε = −1, tenemos

que el conjunto Σn \ Ω = {p ∈ Σ : ∇Lh(p) = 0} puede ser no vaćıo, pero como Σn no es un slice

entonces debe ser necesariamente int(Σ \ Ω) = ∅. Esto es debido a que si int(Σ \ Ω) 6= ∅ entonces

tendŕıamos que h seŕıa constante en int(Σ \Ω) y por lo tanto int(Σ \Ω) seŕıa un trozo de slice. Por

tanto, como HL = 0, Σn seŕıa una hipersuperficie maximal de M
n+1
L que coincide con un slice en

un abierto y, por unicidad, Σ debeŕıa ser toda ella un slice. En definitiva, int(Σ \ Ω) = ∅. Ahora,

por el mismo razonamiento que en el caso temporal, Σ está foliada por las hipersuperficies Sc que

son subvariedades minimales en M
n+1
L .

Recordemos que se dice que una hipersuperficie es reglada si existe una foliación por hipersuperficies

que son subvariedades totalmente geodésicas del espacio ambiente (véase la introducción de [BDJ]).

En este contexto, el siguiente resultado nos da una caracterización en dimensión dos.

Corolario 3.14. Si Σ2 es una superficie no degenerada (que no es un slice) en la variedad producto

lorentziano M
3
L y que tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas, entonces está

reglada por geodésicas espaciales.

Demostración. Por el Teorema 3.13, tenemos que Σ2 está foliada por subvariedades minimales de

M
3
L, pero en dimensión dos estas subvariedades son curvas en Σ2. Por tanto, como además son

minimales, estas curvas son geodésicas en M
3
L y consecuentemente Σ2 es reglada.

Ejemplo 3.15 (Slices y cilindros sobre geodésicas en S2 ×R1 y H2 ×R1). El ejemplo más simple

de superficies minimales y maximales en S2 ×R1 y en H2 ×R1 son los slices espaciales, los cuales

se obtienen haciendo que la función altura h sea constante. Otro ejemplo es el cilindro sobre una

geodésica, que no es más que la superficie parametrizada por φ(s, t) = (γ(s), t), donde γ es una

geodésica en S2 o H2.

Ejemplo 3.16 (Helicoides en R3 y L3). El helicoide clásico parametrizado por

φ(u, v) = (u cos v, u sen v, av) , a > 0, (3.40)

es la única superficie completa en R3 reglada y minimal (véase [Cat]).
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Veamos que (3.40) también satisface HL = 0 como una superficie de L3. Con este fin, comencemos

por calcular el vector normal con la métrica lorentziana 〈 , 〉L. Para ello, observemos primero que

φu(u, v) = (cos v, sen v, 0) y φv(u, v) = (−u sen v, u cos v, a) ,

por lo que

φu ∧ φv =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j −~k

cos v sen v 0

−u sen v u cos v a

∣∣∣∣∣∣∣ = (a sen v,−a cos v,−u)

y también

‖φu ∧ φv‖L =
√
|a2 sen2 v + a2 cos2 v − u2| =

√
|a2 − u2|.

Entonces, el campo vectorial normal es de la forma

NL =
1√

|a2 − u2|
(a sen v,−a cos v,−u) .

Por otro lado, los coeficientes de la primera forma fundamental son los siguientes:

E = 1, F = 0 y G = u2 − a2.

En cuanto a los coeficientes de la segunda forma fundamental, primero observemos que

φuu(u, v) = (0, 0, 0), φuv(u, v) = (− sen v, cos v, 0) y φvv(u, v) = (−u cos v,−u sen v, 0) .

Por tanto,

e = 0, f = − a√
|a2 − u2|

y g = 0.

Teniendo todo esto en cuenta, obtenemos que el helicoide verifica

HL =
ε (eG− 2fF + gE)

2 (EG− F 2)
= 0.

Más aún, obsérvese que las regiones abiertas de (3.40) en las que u > a > 0 o u < −a < 0 son

maximales (es decir, espaciales con HL = 0), mientras que la región abierta en la que −a < u < a

es minimal (esto es, temporal con HL = 0).

Ejemplo 3.17 (Helicoides en S2×R y S2×R1). Consideremos R4 con las coordenadas (x1, x2, x3, t)

y equipado con la métrica riemanniana estándar dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 + dt2. Si vemos S2 ×R como la

hipersuperficie de R4 que satisface la ecuación x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1, de acuerdo con [Ma], la superficie

reglada parametrizada por

φ(u, v) = (cosu cos v, senu cos v, sen v, bu) , b > 0, (3.41)
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es un helicoide en S2 ×R con HR = 0. Vamos a comprobar que, cuando vemos esta misma hiper-

superficie en S2 ×R1 con la métrica dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 − dt2 de R4

1, también tenemos HL = 0.

Comencemos observando que los vectores tangentes son de la siguiente forma:

φu(u, v) = (− senu cos v, cosu cos v, 0, b) y φv(u, v) = (− cosu sen v,− senu sen v, cos v, 0) .

El campo vectorial normal de S2 × R1 en R4
1 no es más que el vector posición pero tomando la

última componente nula. Es decir, es de la forma

η(u, v) = (cosu cos v, senu cos v, sen v, 0) .

Entonces, el campo vectorial normal NL de φ(u, v) en S2 ×R1 viene dado por

NL(u, v) =
1√

|b2 − cos2 v|
(−b senu, b cosu, 0, cos v) ,

puesto que

φu ∧ φv ∧ η =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k −~l

− senu cos v cosu cos v 0 b

− cosu sen v − senu sen v cos v 0

cosu cos v senu cos v sen v 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−b senu, b cosu, 0, cos v) .

Los coeficientes de la primera forma fundamental son los siguientes:

E = cos2 v − b2, F = 0 y G = 1.

En cuanto a los coeficientes de la segunda forma fundamental, antes necesitamos observar que

φuu(u, v) = (− cosu cos v,− senu cos v, 0, 0) ,

φuv(u, v) = (senu sen v,− cosu sen v, 0, 0) y

φvv(u, v) = (− cosu cos v,− senu cos v,− sen v, 0) .

Por tanto,

e = 0, f = − b sen v√
|b2 − cos2 v|

y g = 0.

Finalmente,

HL =
ε (eG− 2fF + gE)

2 (EG− F 2)
= 0.

Más aún, obsérvese que la región de (3.41) en la que cos v > b > 0 o cos v < −b < 0 es maximal

mientras que cuando −b < cos v < b es minimal.
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Ejemplo 3.18 (Helicoides en H2 × R y H2 × R1). Consideremos ahora H2 × R como la hiper-

superficie espacial embebida en el espacio de Lorentz-Minkowski R3
1 × R que verifica la ecuación

−x2
1 +x2

2 +x2
3 = −1 con x1 > 0, donde R3

1×R está equipado con la métrica −dx2
1 +dx2

2 +dx2
3 +dt2.

Por otro lado, también podemos ver H2 × R1 como una hipersuperficie embebida en el espacio

pseudo-euclidiano R3
1 × R1 dotado con la métrica pseudo-euclidiana −dx2

1 + dx2
2 + dx2

3 − dt2. De

acuerdo con las Observaciones 3.6 y 4.6 de [KKSY] (véase también [Ma]), las siguientes superficies

en H2 × R son regladas y tienen HR = 0. Nosotros vamos a ver que, además, vistas en H2 × R1,

verifican HL = 0.

a) El helicoide eĺıptico parametrizado por

φ(u, v) = (cosh v, cosu senh v, senu senh v, bu) , b > 0. (3.42)

Los vectores tangentes son de la siguiente forma:

φu(u, v) = (0,− senu senh v, cosu senh v, b) y

φv(u, v) = (senh v, cosu cosh v, senu cosh v, 0) .

En este caso, el campo vectorial normal de H2 ×R1 en R3
1 ×R1 es de la forma

η(u, v) = (cosh v, cosu senh v, senu senh v, 0) .

Entonces, un campo vectorial normal de φ(u, v) en H2 ×R1 viene dado por

φu ∧ φv ∧ η =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−~i ~j ~k −~l
0 − senu senh v cosu senh v b

senh v cosu cosh v senu cosh v 0

cosh v cosu senh v senu senh v 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0, b senu,−b cosu,− senh v) ,

por lo que

NL(u, v) =
1√

|b2 − senh v|
(0, b senu,−b cosu,− senh v) .

En este caso, si tenemos en cuenta que

φuu(u, v) = (0,− cosu senh v,− senu senh v, 0) ,

φuv(u, v) = (0,− senu cosh v, cosu cosh v, 0) y

φvv(u, v) = (cosh v, cosu senh v, senu senh v, 0) ,

los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental son los siguientes:

E = senh2 v − b2, F = 0, G = 1,

e = 0, f =
−b cosh v√
|b2 − senh v|

y g = 0.
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Aśı que, como se afirmaba,

HL =
ε (eG− 2fF + gE)

2 (EG− F 2)
= 0.

Obsérvese también que la región de (3.42) en la que senh v > b > 0 o senh v < −b < 0 es

maximal, mientras que la región en la que −b < senh v < b es minimal.

b) El helicoide parabólico parametrizado por

φ(u, v) =

(
cosh v +

u2e−v

2
, senh v +

u2e−v

2
, ue−v, bu

)
, b > 0. (3.43)

En este caso, para calcular el vector normal, deberemos tener en cuenta que

φu(u, v) =
(
ue−v, ue−v, e−v, b

)
,

φv(u, v) =

(
senh v − u2e−v

2
, cosh v − u2e−v

2
,−ue−v, 0

)
, y

η(u, v) =

(
cosh v +

u2e−v

2
, senh v +

u2e−v

2
, ue−v, 0

)
.

Entonces, un campo vectorial normal de φ(u, v) en H2 ×R1 viene dado por

φu ∧ φv ∧ η = −
(
bue−v (cosh v + senh v) , bue−v (senh v + cosh v) , b, e−v

)
y por tanto

NL(u, v) = − 1√
|b2 − e−2v|

(
bue−v (senh v + cosh v) , bue−v (senh v + cosh v) , b, e−v

)
.

Ahora, si tenemos en cuenta que

φuu(u, v) =
(
e−v, e−v, 0, 0

)
,

φuv(u, v) =
(
−ue−v,−ue−v,−e−v, 0

)
y

φvv(u, v) =

(
cosh v +

u2e−v

2
, senh v +

u2e−v

2
, ue−v, 0

)
,

entonces los coeficientes son de la forma

E = e−2v − b2, F = 0, G = 1− u2e−2v,

e = 0, f = −be−v y g = 0.

Aśı que, de nuevo,

HL =
ε (eG− 2fF + gE)

2 (EG− F 2)
= 0.

Además, obsérvese que la región de (3.43) en la que e−v > b > 0 es maximal, mientras que la

región en la que e−v < b es minimal.
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c) El helicoide hiperbólico parametrizado por

φ(u, v) = (coshu cosh v, senhu cosh v, senh v, bu) , b > 0. (3.44)

El campo vectorial normal de este helicoide en H2 ×R1 viene dado por

NL(u, v) =
1√

|b2 − cosh2 v|
(b senhu, b coshu, 0, cosh v) ,

ya que

φu(u, v) = (senhu cosh v, coshu cosh v, 0, b) ,

φv(u, v) = (coshu senh v, senhu senh v, cosh v, 0) y

η(u, v) = (coshu cosh v, senhu cosh v, senh v, 0) ,

y por tanto

φu ∧ φv ∧ η = (b senhu, b coshu, 0, cosh v) .

En este caso, los coeficientes son:

E = cosh2 v − b2, F = 0, G = 1,

e = 0, f =
−b senh v√
|b2 − cosh2 v|

y g = 0,

puesto que

φuu(u, v) = (coshu cosh v, senhu cosh v, 0, 0) ,

φuv(u, v) = (senhu senh v, coshu senh v, 0, 0) y

φvv(u, v) = (coshu cosh v, senhu cosh v, senh v, 0) .

Entonces,

HL =
ε (eG− 2fF + gE)

2 (EG− F 2)
= 0.

Obsérvese que, en esta hipersuperficie, la región de (3.44) en la que cosh v > b > 0 es maximal

y que la región en la que cosh v < b es minimal.

Teniendo en cuenta los ejemplos anteriores, vamos a considerar el espacio producto lorentziano

M
3
L = M2(c) × R1, donde M2(c) es el plano eucĺıdeo R2 cuando c = 0, la esfera eucĺıdea cuando

c = 1 y el plano hiperbólico cuando c = −1. A partir del Corolario 3.14 obtenemos la siguiente

consecuencia.

Teorema 3.19. Los trozos abiertos de slices, cilindros sobre geodésicas y helicoides son las úni-

cas superficies no degeneradas en el espacio producto lorentziano M
3
L = M2(c) × R1 que tienen

curvatura media igual a cero con respecto ambas métricas (HR = HL = 0).
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Demostración. Sea Σ2 una superficie no degenerada tal que HR = HL = 0 en M2(c) × R1 con

c = 0, 1,−1. Si no es un slice, por el Corolario 3.14 debe ser una superficie reglada.

Cuando c = 0, puesto que HR = 0, usamos el resultado clásico debido a Catalan (véase [Cat])

para concluir que Σ2 es isométrica a un trozo de plano o a un helicoide.

Por otro lado, para c = 1, puesto que HR = 0 podemos aplicar el Teorema 3.4 de [KKSY]

para obtener que Σ2 es isométrica a un trozo de cilindro sobre una geodésica o a un helicoide.

Finalmente, si c = −1, como HR = 0 podemos aplicar el Teorema 4.4 de [KKSY] y obtenemos

que Σ2 es isométrica a un trozo de un cilindro sobre una geodésica o a un helicoide.

Observación 3.20. El resultado del Teorema 3.19 puede verse como una aproximación alternativa

y unificada de los resultados previamente obtenidos por Kobayashi (véase [Ko]) para el caso en el

que c = 0 y las superficies son espaciales, y los obtenidos por Kim et al. (véase [KKSY]) para el

caso en el que c 6= 0 y las superficies son espaciales. En realidad, en esta aproximación extendida

se consideran, en vez de superficies espaciales, superficies no degeneradas, incluyendo tanto las

superficies espaciales como las temporales. Más aún, la aproximación de esta tesis es paramétrica,

mientras que la suya es no paramétrica y está basada en la ecuación diferencial de la curvatura

media para grafos espaciales.

3.5. Las curvaturas de Gauss.

Otra aplicación del método usado en este caṕıtulo es la relativa al estudio de la curvatura de Gauss

de superficies no degeneradas en el espacio producto M
3

= M2 ×R dotado con las métricas 〈 , 〉R
y 〈 , 〉L. A partir de ahora, KR y KL denotarán la curvatura seccional de M

3
relativa al plano

tangente a Σ2 con respecto a la métrica 〈 , 〉R o a la métrica 〈 , 〉L, respectivamente. Si recordamos

la notación que se ha usado a lo largo de esta tesis, vamos a denotar 〈 , 〉δ = 〈 , 〉M + δdt2

con δ = 〈∂t, ∂t〉 = ±1. Por tanto, si δ = 1 tendremos 〈 , 〉δ = 〈 , 〉R, y si δ = −1 tendremos

〈 , 〉δ = 〈 , 〉L.

Teniendo en cuenta la Proposición 7.42 de [ON], el tensor curvatura de Riemann de un espacio

producto M
3

= M2 ×R con el tensor métrico 〈 , 〉δ viene dado por

R(X,Y )Z = κM (πM ) (〈X,Z〉δY − 〈Y,Z〉δX)− δκM (πM ) 〈Z, ∂t〉δ (〈X, ∂t〉δY − 〈Y, ∂t〉δX)

− δκM (πM ) (〈X,Z〉δ〈Y, ∂t〉δ − 〈Y,Z〉δ〈X, ∂t〉δ) ∂t,
(3.45)

para todo X,Y, Z ∈ X(M), donde κM es la función curvatura de Gauss de M2. Entonces, si {E1, E2}
es un referencial local y ortonormal de Σ2 con respecto a la métrica 〈 , 〉L, teniendo en cuenta (3.45)
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y (3.10) obtenemos

KL = 〈R(E1, E2)E1, E2〉L = κM + κM 〈E1, ∂t〉2L + κM 〈E2, ∂t〉2L

= κM

(
1 + 〈∂>Lt , ∂>

L

t 〉L
)

= −εκM 〈NL, ∂t〉2L.
(3.46)

De forma análoga, si {E1, E2} es un referencial local y ortonormal de Σ2 con respecto a la métrica

〈 , 〉R, a partir de (3.45) y (3.9) obtenemos

KR = 〈R(E1, E2)E1, E2〉R = κM − κM 〈E1, ∂t〉2R − κM 〈E2, ∂t〉2R

= κM

(
1− 〈∂>Rt , ∂>

R

t 〉R
)

= κM 〈NR, ∂t〉2R.
(3.47)

Por tanto, de (3.13), (3.46) y (3.47), obtenemos la siguiente relación entre las curvaturas seccionales

del espacio producto con respecto a ambas métricas:

KR = κM 〈NR, ∂t〉2R = κM ·
1

ω2
L

〈NL, ∂t〉2L = − ε

ω2
L

KL. (3.48)

Ahora, denotando por KR la curvatura de Gauss de Σ2 con respecto a la métrica 〈 , 〉R y por KL

la curvatura de Gauss con respecto a la métrica 〈 , 〉L, el siguiente resultado garantiza una relación

entre ellas.

Proposición 3.21. Sea Σ2 una superficie no degenerada inmersa en el espacio producto lorentziano

M
3
L. Entonces, las curvaturas de Gauss están relacionadas de la siguiente forma:

KR = − 1

ω4
L

KL +

(
ω2
L − ε

)2
2ω4

L

κM .

Demostración. Primero vamos a demostrar la igualdad

det(AR) = −εω4
Rdet(AL).

Para ello, de (3.31) sabemos que

aLii = −k
R
i

ωR
+

2εkRi
ω3
R

〈Ei,∇Rh〉2R y aLij =
2εkRi
ω3
R

〈Ei,∇Rh〉R〈Ej ,∇Rh〉R si i 6= j,

donde {E1, E2} es un referencial ortonormal de Σ2 adaptado a la métrica 〈 , 〉R y tal que AREi =

kRi Ei. Entonces, al calcular el determinante del operador forma AL obtenemos lo siguiente:

det(AL) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−k

R
1

ωR
+

2εkR1
ω3
R

〈E1,∇Rh〉2R
2εkR1
ω3
R

〈E1,∇Rh〉R〈E2,∇Rh〉R

2εkR2
ω3
R

〈E2,∇Rh〉R〈E1,∇Rh〉R −k
R
2

ωR
+

2εkR2
ω3
R

〈E2,∇Rh〉2R

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
kR1 k

R
2

ω2
R

− 2εkR1 k
R
2

ω4
R

〈E2,∇Rh〉2R −
2εkR1 k

R
2

ω4
R

〈E1,∇Rh〉2R

=
kR1 k

R
2

ω2
R

− 2εkR1 k
R
2

ω4
R

(
〈E2,∇Rh〉2R + 〈E1,∇Rh〉2R

)
=

1

ω2
R

det(AR)− 2ε

ω4
R

det(AR)‖∇Rh‖2R.
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Por otro lado, (3.11) y el Lema 3.4 nos dan

2ε‖∇Rh‖2R = 2ε− 2ε〈NR, ∂t〉2R = 2ε− 2ε ·
ω2
L − ε
2ωL

= 2ε−
εω2

L − 1

ω2
L

=
εω2

L + 1

ω2
L

,

aśı que

det(AL) =
1

ω2
R

(
1− 2ε

ω2
R

‖∇Rh‖2R
)

det(AR) =
1

ω2
R

(
1− 1

ω2
R

·
εω2

L + 1

ω2
L

)
det(AR)

=
1

ω2
R

(
−εω2

L

)
det(AR) = −εω4

Ldet(AR).

(3.49)

Ahora, recordemos que la ecuación de Gauss de Σ2 en M
3

con respecto a ambas métricas viene

dada por

KR = KR + det(AR) y KL = KL + εdet(AL). (3.50)

Por tanto, combinando (3.48), (3.49) y (3.50), obtenemos

KR = − ε

ω2
L

KL −
ε

ω4
L

det(AL)

= − ε

ω2
L

KL −
1

ω4
L

(
KL −KL

)
= − 1

ω4
L

KL −
ε

ω4
L

(
ω2
L − ε

)
KL.

(3.51)

Por otro lado, de (3.46) y del Lema 3.4,

KL = −εκM 〈NL, ∂t〉2L = −
ε
(
ω2
L − ε

)
2

κM . (3.52)

Por último, insertando (3.52) en (3.51) obtenemos lo que queŕıamos demostrar:

KR = − 1

ω4
L

KL +
ε

ω4
L

(
ω2
L − ε

) ε (ω2
L − ε

)
2

κM = − 1

ω4
L

KL +

(
ω2
L − ε

)2
2ω4

L

κM .

De acuerdo con la Proposición 3.21, si se verifica KR = KL = K (no necesariamente constante),

entonces tenemos la siguiente igualdad:

K =

(
ω2
L − ε

)2
2
(
ω4
L + 1

)κM . (3.53)

En otras palabras, esto significa que en ese caso la curvatura de Gauss K de la superficie tiene el

mismo signo que la curvatura de Gauss de la fibra. Este hecho da lugar a la siguiente consecuencia.
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Teorema 3.22. Los trozos de planos, conos, cilindros y superficies tangentes desarrollables son

las únicas superficies no degeneradas en el espacio tridimensional de Lorentz-Minkowski que tienen

la misma curvatura de Gauss (no necesariamente constante) con respecto a ambas métricas.

Demostración. En este caso, tenemos M2 = R2, por lo que κM = 0. Entonces, (3.53) implica que

Σ debe ser una superficie llana en el espacio eucĺıdeo R3. Como es bien sabido, las superficies llanas

en R3 están caracterizadas por planos, cilindros, conos y superficies tangentes desarrollables (véase

[Spi]). Por superficie tangente desarrollable nos referimos a una superficie parametrizada por

φ(s, t) = γ(s) + tγ′(s), (s, t) ∈ I ×R,

con t (γ′′(s)× γ′(s)) 6= (0, 0, 0) y siendo γ : I ⊂ R −→ R3 una curva regular.

Por otro lado, si c 6= 0 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.23. Las únicas superficies no degeneradas inmersas en el espacio producto lorentziano

M
3
L = M2(c)×R y satisfaciendo KR = KL = c 6= 0 son los slices.

Demostración. Puesto que c 6= 0 y KR = KL = c, de (3.53) obtenemos

2
(
ω4
L + 1

)
=
(
ω2
L − ε

)2
,

de donde ω4
L+ 1 + 2εω2

L = 0 y por tanto
(
ω2
L + ε

)2
= 0. Entonces, obtenemos que ε = −1 y ωL = 1.

Ahora, sustituyendo en la definición de ωL dada en (3.2), obtenemos:

1 = −1 + 2〈NL, ∂t〉2L,

aśı que 〈NL, ∂t〉2L = 1 y por tanto NL = ∂t.

Finalmente, teniendo en cuenta (3.11), llegamos a

∇Lh = −∂t + ε〈NL, ∂t〉LNL = −NL + ε · εNL = 0.

Es decir, Σ2 debe ser un slice de M
3
L.
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[Cat] E. Catalan, Sur les surfaces régleées dont l’aire est un minimum, J. Math. Pures Appl. 7

(1842), 203-211.



88 Bibliograf́ıa

[CY] S.Y. Cheng y S.T. Yau, Maximal spacelike hypersurfaces in Lorentz-Minkowski space, Ann.

of Math. 104 (1976), 407-419.

[Che] S.S. Chern, On the curvatures of a piece of hypersurface in euclidean space, Abh. Math.

Sem. Univ. Hamburg 29 (1965), 77-91.

[DFVV] F. Dillen, J. Fastenakels, J. Van der Veken y L. Vrancken, Constant angle surfaces in

S2 ×R, Monatsh. Math. 152 (2007), 89-96.

[DM] F. Dillen y M. I. Munteanu, Constant angle surfaces in H2 × R, Bull. Braz. Math. Soc.

40 (2009), 85-97.

[Fe] M.C. Fernández Moya, Tesina de Licenciatura: Hipersuperficies de curvatura media cons-

tante. El teorema de Alexandrov y sus generalizaciones. Tesina de licenciatura. Universidad

de Murcia, Murcia, 2004.

[Fla] H. Flanders, Remark on mean curvature, J. London Math. Soc. 41 (1966), 364-366.

[FN] Y. Fu y A.I. Nistor, Constant Angle Property and Canonical Principal Directions for

surfaces in M2(c)×R1, Mediterr. J. Math. 10 (2013), 1035-1049.

[GT] D. Gilbarg y N.S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,

Classics in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 2001, reprint of the 1998 edition.

[Gr] A. Grigor’yan, Analytic and geometric background of recurrence and non-explosion of the

Brownian motion on Riemannian manifolds, Bull. Amer. Math. Soc. 36 (1999), 135-249.
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[Ho] E. Hopf, Über den funktionalen, insbesondere den analytischen der Lösungen elliptischer
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