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Introduccion

La teorfa de las subvariedades minimales es una de las ramas mas antiguas de la geometria dife-
rencial y uno de los campos maés fascinantes estudiados en dicho dambito. En general, la teoria de
subvariedades minimales involucra la mayoria de las ramas mas importantes de las matematicas.
Entre ellas, y por mencionar simplemente unas pocas: analisis, topologia diferencial y algebraica,
célculo de variaciones y ecuaciones en derivadas parciales. Como ejemplos clasicos de subvariedades
minimales en el espacio euclideo podemos encontrar geodésicas, planos, catenoides y helicoides. Uno
de los principales resultados de la geometria global de superficies minimales es el conocido teorema

de Bernstein (véase [Ber]), demostrado en 1915, que establece que
los tinicos grafos minimales enteros en R® son los planos.

Se dice que una hipersuperficie en el espacio de Lorentz-Minkowski es no degenerada si la métrica
inducida es una métrica no degenerada. En ese caso, la hipersuperficie puede ser tanto espacial
como temporal (véase el Capitulo [1| para més detalles). Teniendo eso en cuenta, décadas més tarde
del resultado de Bernstein, en el afio 1970, Calabi (véase |Cal]) demostré una versiéon analoga a
dicho resultado para superficies espaciales en el espacio L3 de Lorentz-Minkowski. Recordemos que
se dice que una superficie en I3 es espacial si su métrica inducida es riemanniana, y se dice que es
mazimal si ademds tiene curvatura media igual a cero. Teniendo esto en cuenta, el llamado teorema

de Calabi-Bernstein en su versién no paramétrica nos dice que
los 1inicos grafos mazimales enteros en I3 son los planos espaciales.

Un gran diferencia entre estos dos resultados es que, tal y como demostraron Bombieri, De Giorgi y
Giusti (véase [BGQ]), el resultado de Bernstein puede extenderse a grafos minimales en R"! pero
solo hasta n = 7, puesto que para dimensiones mayores ya no es cierto. Sin embargo, el teorema
de Calabi-Bernstein si puede extenderse a una dimensién arbitraria tal y como fue demostrado por
Cheng y Yau (véase [CY]).

Es interesante observar que toda hipersuperficie espacial y completa en L"*! es necesariamente un
grafo entero sobre cualquier hiperplano espacial (véase [ARS]). Consecuentemente, el teorema de

Calabi-Bernstein también puede expresarse de una forma paramétrica asegurando que

las inicas hipersuperficies mazimales completas en L' son los hiperplanos

espaciales.
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La versiéon andloga riemanniana al teorema anterior no es cierta, puesto que existe una amplia

familia de hipersuperficies minimales completas en R™*1.

Dada una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio de Lorentz-Minkowski, podemos
otorgarle la métrica heredada del espacio euclideo y, teniendo eso en cuenta, podemos considerar
dos funciones curvatura media: la obtenida a través de la métrica inducida del espacio euclideo y la
del espacio de Lorentz-Minkowski. Como una consecuencia inmediata del resultado anterior, puede

concluirse que

las nicas hipersuperficies completas que son simultdineamente minimales en R y

mazimales en "L son los hiperplanos espaciales.

Por otro lado, y sin suponer la hipétesis de completitud, Kobayashi (véase [Ko|) estudié el problema
para hipersuperficies con Hg = Hy, = 0 en el espacio I3 de Lorentz-Minkowski. En este sentido,

demostro que

las tnicas superficies que son simultdneamente minimales en R® y mazimales en I3

son los planos espaciales y los trozos espaciales de helicoides.

En realidad, lo que Kobayashi demostré fue que dichas superficies deben ser regladas, donde recor-
demos que se dice que una hipersuperficie es reglada si admite una foliaciéon por hipersuperficies
que son subvariedades totalmente geodésicas del espacio ambiente. Sin embargo, tal y como se sabe
gracias a un resultado de Catalan, las tinicas superficies minimales y regladas en R? son los planos

y los helicoides.

Yendo un paso méas adelante, podemos considerar hipersuperficies espaciales que tienen las mis-
mas funciones curvatura media Hgr y Hj, constantes. En 1955, como una consecuencia directa del

teorema clésico de la divergencia, Heinz (véase [He|) demostrd que

dado un grafo en R? definido sobre un disco en R? de radio R y centrado en el origen,

Bo(R), si |[Hg| > ¢ > 0 para una constante c, entonces necesariamente R < 1.

Anos més tarde, Chern y Flanders (véase [Che, [Fla]) extendieron este resultado a dimensién ar-
bitraria de forma simultianea e independiente. Como consecuencia, los Unicos grafos enteros con
curvatura media constante Hr en R"! son minimales. La versién lorentziana de este resultado no
es cierta, puesto que hay ejemplos de grafos enteros y espaciales con curvatura media constante Hp,
en IL"T! que no son maximales, como por ejemplo los espacios hiperbélicos. Sin embargo, teniendo
en cuenta el teorema de Calabi-Bernstein (en su versién paramétrica), podemos concluir de nuevo

que

las unicas hipersuperficies espaciales completas en L™ con las mismas funciones

curvatura media Hr y Hy, constantes son los hiperplanos espaciales.

El siguiente paso natural es considerar superficies que tienen la misma curvatura media Hg y Hy, en
R3 y en IL3 pero no necesariamente constante. As{, Albujer y Caballero (véase [AC]) continuaron con

este estudio y demostraron que dichas superficies tienen curvatura de Gauss no positiva con respecto
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a la métrica inducida de R? en todos sus puntos, y obtuvieron varias consecuencias interesantes

acerca de la geometria de dichas superficies.

Recapitulando, hasta ahora se ha realizado un breve resumen de algunas de las lineas de investi-
gacion referentes al estudio de las superficies que tienen la misma curvatura media Hgr y H. Para
el caso en el que son iguales a cero o a una constante tenemos resultados para hipersuperficies
en dimensiones arbitrarias. Sin embargo, para el caso de hipersuperficies con la misma curvatura
media pero no necesariamente constante sélo hemos mencionado resultados en dimensiéon n = 2.
Asi, lo interesante seria continuar con el estudio de este tipo de problemas para hipersuperficies
en variedades (n + 1)-dimensionales. Por ello, como un primer objetivo de esta tesis nos plantea-
remos generalizar los resultados de [AC|, obteniendo ademas algunas propiedades geométricas de
las hipersuperficies espaciales en IL"*! con Hr = Hj. Concretamente, se demostrard que las hi-
persuperficies espaciales en IL"*! con Hp = Hj, no tienen puntos elipticos. Este hecho, junto con
un resultado cldsico de existencia de puntos elipticos debido a Osserman (véase [Os]), dara lugar a
varias consecuencias sobre la geometria de las hipersuperficies que estamos considerando. Por otro
lado, teniendo en cuenta que toda hipersuperficie espacial en L"t! es localmente un grafo sobre
cualquier hiperplano espacial (véase el Capitulo |2| para més detalles), las hipersuperficies que esta-
mos estudiando con Hr = Hj, estaran localmente determinadas por las soluciones de una ecuacién

en derivadas parciales que sera estudiada y para la cual se daran algunos resultados de unicidad.

Una vez realizado el estudio anterior, el siguiente paso seria estudiar qué resultados pueden darse
en los espacios producto. Siguiendo esa linea, y en relacién a los espacios producto $2 x R y H? x R,

Masal’tsev (véase [Mal]) demostré que

las superficies regladas minimales y completas son los slices, los cilindros sobre

geodésicas y los helicoides.

Unos anos después, Kim, Koh, Shin y Yang (véase [KKSY]), haciendo uso de una aproximacién
intrinseca, volvieron a obtener el resultado de Masal’tsev y encontraron helicoides que no estaban

descritos en [Mal]. En particular, demostraron que

las unicas superficies simultaneamente minimales y mazximales en el espacio producto
riemanniano M? x R, con M? una variedad riemanniana orientable, son

horizontalmente regladas.
Como una aplicacion, obtuvieron que

las Uunicas superficies que son simultdneamente minimales y mazimales en 32 x R y en

H? x R son los slices y los helicoides.

En dimensién general, Barbosa, Dajczer y Jorge (véase [BDJ]) describieron todas las subvarie-
dades minimales regladas en los espacios riemannianos modelo de curvatura seccional constante.

Demostraron que

toda subvariedad minimal reglada es, localmente, parte de un helicoide generalizado.
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Recientemente, Lee y Lee (véase [LL]) también presentaron ejemplos no planos de grafos espacia-
les que son simultdneamente minimales y maximales en el espacio de Lorentz-Minkowski. Dichos
ejemplos pueden ser vistos como superficies regladas generalizadas. De hecho, son la generalizacién

natural de los helicoides.

Teniendo en cuenta lo anterior, el segundo objetivo de esta tesis serd estudiar qué resultados pueden
darse en espacios producto con dimensién arbitraria. Por ello, se estudiara la geometria extrinseca
de hipersuperficies ¥ no degeneradas inmersas en el espacio producto M™ x R, con (M™,(, )ar)
una variedad riemanniana, a las que se les otorgara dos métricas: la métrica riemanniana estandar
(, Yar +dt? y la métrica lorentziana ( , ) —dt?. Asi, podremos considerar dos curvaturas medias y
dos curvaturas de Gauss, una asociada a cada métrica. Entonces, suponiendo que X" tiene curvatura
media igual a cero con respecto a ambas métricas, se demostrara que estd foliada por hipersuperficies
que son subvariedades minimales del espacio ambiente. Ademads, como una aplicacién, también se
demostrara que las superficies no degeneradas en el espacio producto lorentziano Mi = M?(c) xRy
(donde M?(c) es el plano euclideo R? cuando ¢ = 0, la esfera euclidea cuando ¢ = 1 y el plano
hiperbélico cuando ¢ = —1) con curvatura media igual a cero con respecto a ambas métricas deben
ser trozos abiertos de slices, cilindros sobre geodésicas o helicoides. Mas atn, también se estudiard
el caso en el que estas superficies no degeneradas tienen la misma curvatura de Gauss con respecto

a ambas métricas.

Una vez presentado el contexto en el que se enmarca esta tesis y una vez expuestos los principales
objetivos de esta, pasemos a describir cémo se encuentra estructurada. La tesis estd dividida en
tres capitulos, siendo el primero de ellos un capitulo preliminar dedicado a presentar los conceptos

y propiedades generales que se necesitaran a lo largo de esta memoria.

Comenzaremos el primer capitulo definiendo los espacios producto M = M xR y dos métricas,
(O Vr={(, m+d?y (, ) ={, )u— dt?, generalizando las métricas de R"*! y L1
respectivamente, y con las cuales trabajaremos a lo largo de toda la tesis. Esto hard necesario
distinguir los espacios producto como M%Jrl cuando estemos trabajando con la primera métrica
y MEH cuando estemos con la segunda. Sin embargo, en ocasiones trabajaremos simplemente
con M?H teniendo en cuenta que si § = 1 estamos en el primer caso y si § = —1 estamos en
el segundo. Con esta notacién, se estudiard qué relacién existe entre los operadores gradiente de
la aplicacién proyeccién 7 y el campo vectorial y unitario 0;. Asimismo, se demostrara que las
conexiones de Levi-Civita de M?{H y Mzﬂ son en realidad la misma. A continuacién, se procederd
a introducir las hipersuperficies espaciales y temporales como los elementos que seran objeto directo
de estudio. Asimismo, se recordaran tanto las férmulas de Gauss y Weingarten como la definicién de
funcién curvatura media y conceptos tales como hipersuperficies minimales y maximales. En este
mismo primer capitulo también se estudiaran los grafos de M?H en profundidad, centrandonos
en su métrica y en la expresién de su vector normal, su operador forma y su funcién curvatura

media. Ademads, para la curvatura media se analizard el caso particular en el que la variedad M™
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es el espacio euclideo R™. Por 1ltimo, se recordaran las definiciones y algunas propiedades de los
operadores lineales y cuasi-lineales elipticos, prestando especial atencién al principio del méaximo
fuerte y al principio del méaximo interior, puesto que ambos resultados seran necesarios mas adelante

en la tesis.

A lo largo del segundo capitulo se analizard la geometria de las hipersuperficies espaciales en
"+ que verifican que tienen la misma curvatura media tanto con la geometria de la métrica
(, )r como con la geometria de la métrica ( , )r. Es decir, aquellas que verifican Hr = H,.
Asi, se comenzard recordando que toda hipersuperficie espacial puede ser vista localmente como
un grafo sobre un hiperplano espacial, el cual puede suponerse sin pérdida de generalidad que es
el hiperplano z,4+1 = 0. Por tanto, también se describiran los campos vectoriales normales y las
funciones curvatura media con respecto a ambas métricas en términos de los operadores diferenciales
de la funcién que describe localmente la hipersuperficie. A continuacion, se recordara un resultado
de caracterizacion de Osserman (véase [Os]) para hipersuperficies en R"™! sin puntos elipticos y se

demostrar4 su versién lorentziana para hipersuperficies espaciales en I"*! (Teorema [AAC2|):

Una hipersuperficie espacial ¥ en L™ werifica la propiedad de la envoltura conveza

si, y solo si, no hay puntos elipticos en 2.

A partir de ese momento comenzaremos a estudiar las hipersuperficies espaciales con Hr = Hjp,,
obteniendo que dichas hipersuperficies no pueden tener puntos elipticos y llegando a varias conse-

cuencias geométricas como por ejemplo la siguiente (Teorema [AAC2)):

Sea Y una hipersuperficie espacial compacta en " con frontera (necesariamente) no
vacia y tal que Hr = Hy,. Entonces X estd contenida en la envoltura convexa de su

frontera.

A continuacién, se mostrara la ecuacién de las hipersuperficies espaciales con Hgr = Hp, ya que
toda hipersuperficie objeto de nuestro estudio estara localmente determinada por una solucién de
esta ecuacion satisfaciendo |[Dul| < 1, donde Dy || -|| son el gradiente euclideo y la norma euclidea
en R”, respectivamente. Se demostrara que dicha ecuacién es una ecuacion en derivadas parciales
cuasilineal y eliptica salvo en los puntos en los que Du = 0. Ademaés, se demostrard la unicidad del

problema de Dirichlet asociado a esta ecuaciéon bajo unas ciertas condiciones de frontera.

El siguiente objeto de estudio serd el caso particular de los grafos espaciales rotacionalmente in-
variantes con respecto a un eje vertical y que verifiquen Hr = Hp. Se obtendra un resultado de
unicidad para ellos que nos dice lo siguiente (Teorema [AAC2)):

Los unicos grafos enteros espaciales rotacionalmente invariantes con respecto a un eje

vertical y tales que Hr = Hp, son los hiperplanos horizontales.

Sin embargo, es importante mencionar que, tal y como se mostrara, localmente si existen soluciones

a la ecuacion Hr = H, rotacionalmente invariantes y que no son hiperplanos.
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Continuaremos el estudio con otra consecuencia geométrica de los grafos espaciales que verifican
nuestra ecuacién. En esta ocasion comenzaremos relacionando la curvatura media de dichas hiper-
superficies y la curvatura media de sus hipersuperficies de nivel para acabar obteniendo una cota
para el supremo del radio de las bolas contenidas en el conjunto de los puntos en los que el gradiente

de la funcién que define el grafo no se anula.

. . . ——n+1 - ,
Terminaremos este estudio suponiendo que el factor M™ del producto M ZJF es parabodlico. Asi,
entre otros, se obtendra un resultado de unicidad que nos dice (Teorema [2.22)):

Sea M™ una variedad riemanniana parabdlica. Los unicos grafos enteros espaciales 3,
—n+1 . .

en Ms = tales que Hr = Hy, = H > 0 y con la funcion u acotada superiormente por

una funcion v superarmonica son las traslaciones verticales de ¥, siempre que >, sea

espacial con Hr = Hry,.

Por ultimo, en el tercer capitulo trabajaremos con hipersuperficies no degeneradas X" inmersas en
el espacio producto M"™ x R y a las que les otorgaremos las dos métricas, (, )ry (, )1, con las que
se ha estado trabajando a lo largo de la tesis. Para ello, dada una hipersuperficie no degenerada en
Mzﬂ con campo vectorial normal y unitario Ny, tal que (Np,d;)r < 0, comenzaremos estudiando
qué relacién existe entre dicho campo y el campo Ngi que se obtiene al considerar la hipersuperficie
inmersa en mﬂ. A continuacién, se hard notar un hecho interesante, y es que si tomamos el
campo 0 y lo descomponemos en su parte tangente y normal cuando lo consideramos en mﬂ y
en mﬂ, sucedera que las partes tangentes no tienen por qué ser iguales. De hecho, se propondra
un ejemplo en el que puede observarse que son distintas. Después, se estudiara qué relacién existe
entre los gradientes de la funcién altura y esto dara lugar a dos consecuencias. La primera de ellas
es que una hipersuperficie es un slice en mﬂ si y solo si es un slice en MZ+1, mientras que la
segunda es que una hipersuperficie tiene angulo constante como hipersuperficie en mH si y solo
si lo tiene viéndola como hipersuperficie en mﬂ (Corolario [AAS]). Siguiendo con el estudio
de las relaciones existentes al considerar las dos métricas, el siguiente paso sera estudiar tanto los

operadores forma como las funciones curvatura media.

Posteriormente, en la peniltima seccion, se usardn los resultados anteriores para demostrar lo

siguiente (Lema [AAS]):

Si X" es una hipersuperficie no degenerada que tiene curvatura media igual a cero con
respecto a ambas métricas, entonces las hipersuperficies de nivel de su funcidon altura

. . w5 n+1 w5 n+1
son subvariedades minimales en M7~ yen Mp .

Como consecuencia, también se obtendra el siguiente resultado acerca de dicha hipersuperficie
(Teorema [AAS]):

w Si X" es temporal, entonces estd foliada por hipersuperficies espaciales que son

. . w5 n+1
subvariedades minimales de My .
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= 51 X" es espacial y no es un slice, entonces estd foliada por hipersuperficies que

. . w5 n+1
son subvariedades minimales de M .

En particular, cuando n = 2, el resultado anterior caracterizara las superficies regladas como las
Unicas superficies no degeneradas que tienen curvatura media igual a cero con respecto a ambas
métricas en M? x R (Corolario [AAS]).

A continuacién, se estudiaran algunos ejemplos de hipersuperficies en distintos espacios producto
y que tienen curvatura media igual a cero con respecto a las dos métricas estudiadas. Mas aun, se
caracterizaran los trozos abiertos de slices, los cilindros sobre geodésicas y los helicoides como las
Unicas superficies no degeneradas en los espacio producto Mi = M?(c) x Ry que tienen curvatura
media igual a cero con respecto a ambas métricas (Teorema [AAS]). Tal y como se indica
en la tesis, este resultado puede verse como una aproximacién alternativa y unificada de resulta-
dos previamente obtenidos por Kobayashi y por Kim et al. (véase [Ko, [KKSY]). Sin embargo, es
importante destacar que en esta tesis se consideraran no solo superficies espaciales, sino que se
extenderd a superficies no degeneradas (incluyendo, por tanto, tanto las superficies espaciales como

las temporales).

Por ultimo, se estudiard qué relacién existe entre las curvaturas de Gauss de superficies en M y
en M para terminar estableciendo el siguiente teorema de caracterizaciéon (Teorema [AAS]):

Los trozos de planos, conos, cilindros y superficies tangentes desarrollables son las
unicas superficies no degeneradas en el espacio tridimensional de Lorentz-Minkowsk:
que tienen la misma curvatura de Gauss (no necesariamente constante) con respecto a

ambas métricas.

Maés aun, en el caso de que dicha curvatura de Gauss sea una constante no nula, tendremos el

siguiente resultado (Teorema [AAS]):

Las inicas superficies no degeneradas inmersas en el espacio producto lorentziano
=3 . . .
M = M?(c) x R y satisfaciendo Kr = K1, = ¢ # 0 son los slices.






Capitulo 1

Preliminares

Sumario. El objetivo de este primer capitulo es introducir los conceptos basicos que van a
ir apareciendo a lo largo de la tesis. Concretamente, se introduciran los espacios producto
M = MR y las dos métricas, (, Y)ry (, )L, con las cuales se trabajard. Esto permitira
definir las hipersuperficies espaciales y temporales, que seran estudiadas en profundidad en
los capitulos posteriores. Asimismo, también se introducirdn los grafos y se estudiard su
geometria en detalle. Por 1ltimo, se estudiarédn los operadores lineales y cuasi-lineales, los

cuales nos permitiran llegar al principio del maximo.

1.1. Las variedades producto riemanniano y lorentziano.

——n+1 . . . .
Sea M~ = M"™ x R una variedad producto (n + 1)-dimensional en la que M" es una variedad
riemanniana n-dimensional con métrica riemanniana (, )js. A lo largo de esta tesis, dotaremos a
N L. .. . . . , =—n+1
esta variedad producto de dos métricas distintas, una riemanniana y una lorentziana. Asi, M p

denotard la variedad producto M™ x R con la métrica riemanniana usual para productos

()r =7y (0 ar) + g (dE),

. —n+1 . . . s .
mientras que M; = denotard la misma variedad producto M™ x R pero con la métrica lorentziana

para productos
2
(e =m (()u) —m (dt?)
. [ . 1 :
Cuando sea conveniente, se denotara también m+ = M"™ x Ry para enfatizar que en el segundo
factor estamos trabajando con la signatura lorentziana.

Obsérvese que en la expresion de ambas métricas intervienen las proyecciones s : M xR — M™
y mr : M™ x R — R de los espacios producto sobre los factores M™ y R, respectivamente. No

obstante, y con el fin de simplificar, haremos un abuso de notacién y escribiremos, como es usual,

(r=( ) m+d® vy (,)p={,)u— dt*
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Por otro lado, con el fin de poder trabajar con las dos métricas al mismo tiempo, en ocasiones

sl i
usaremos la notaciéon Mg — y la métrica

<7>5:<7>M+6dt2’

. . . —n+1 Sy .
teniendo en cuenta que si 6 = 1 estaremos trabajando en My =~ con la métrica ( , )r y que si

ot .
d = —1 estaremos en M = con la métrica (, )r.

. . , . . Sn+1
En particular, cuando M™" sea el espacio euclideo n-dimensional, R", tendremos que M % = Rt
—n+1 . . . , . .
y M; = 1IL""! Es decir, estaremos trabajando con el espacio euclideo (n + 1)-dimensional y con

el espacio de Lorentz-Minkowski (n + 1)-dimensional, respectivamente.

COIIIO una primera ObSGI‘V&CiéH tengamos en cuenta que
0 1
Oy = <) , (z,t) e My,
M) (2)

. . . . . 1 .
es un campo vectorial unitario y globalmente definido sobre los espacios HSH que verifica la

condicién (0, 0¢)s = 0. Esto nos permite descomponer todo campo vectorial U en M?H como
U=0U+6(U,0)50,, (1.1)

donde (U, 8;)5 = 0.

A continuacion, vamos a ver una serie de resultados que nos van a ser utiles para demostrar que
las conexiones de Levi-Civita de las métricas (, )r v (, )1 que estamos considerando van a ser en

realidad la misma.

Proposicién 1.1. Se verifican las siguientes igualdades:

donde VR Y ﬁL denotan, respectivamente, el operador gradiente en Mp y My, y la aplicacion

R : M x R — R dada por mr(z,t) =t es la proyeccion sobre R.

Demostracién. Como M es una variedad producto, dado ¢ = (z,t) € Ms = M xR, podemos tomar
un referencial ortonormal {F1, ..., E,, d;}, donde {E1, ..., E,} es un referencial local de campos en
X(M™) y Oy es el campo natural de R. Entonces, como VRW]R es tangente a Mg, podemos expresarlo
a partir de este referencial de la siguiente forma:
n
Vi =Y (V'rr, B mEi + (V' 1w, 0)0;

=1
n

= Z Ez(TrIR)El + at(ﬂ']R)at = at(ﬂ-]R)at

=1

d

= 209, = .
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Anélogamente,

ViR = Z<§L7T1Rv E)mE; — <§L7T1R> Ot) O
i—1
- d
= ZEz‘(FR)Ei — (7RO = —O(7R)Or = ——(t) 0y = —O}.

i=1
O

Ahora, teniendo en cuenta la Proposicién si tenemos un vector v € T(m)ﬂg y tomamos la

métrica (, )g, obtenemos
(dR) (2,0 (v) = v(7R) = (V" 7R, V)R = (00, V).

Por otro lado, con la métrica lorentziana y de forma analoga obtenemos
=L
(dTR) (2,0)(v) = v(TR) = (V 7R, V) = — (O, V) L.
Asi, hemos demostrado la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2. Para todo X € X(Mjs) se verifica (X,0,)r = —(X, 9)r.

Como hemos adelantado antes, es interesante observar que las conexiones de Levi-Civita de las dos
métricas que estamos considerando son la misma, por lo que a lo largo de toda la tesis no haremos

distincién entre ellas y las denotaremos simplemente por V. Vedmoslo en la siguiente proposicién.

.« os . . .. —n+1 —mn+l1 .
Proposicién 1.3. Las coneziones de Levi-Civita de M~ y Mp ~, denotadas respectivamente por

v* Y VR, verifican v = ﬁR, por lo que de ahora en adelante las denotaremos por V.
Demostracion. Dados X,Y € X(M) y denotando por D la conexién de Levi-Civita en (M, (, )ar),
la Proposicién 56 del Capitulo 3 del libro de [ON] nos da las siguientes igualdades:

= V0 =0=Vyo

" VO =Vy X =0=VaX=Vyo, .

. ViV = Dyy = Viy,
Por la unicidad de la conexién de Levi-Civita, se sigue que VL = vR en los casos anteriores.

Para el caso general, es decir, tomando X,Y € X(Mj), obsérvese que cuando estamos trabajando

con respecto a la métrica (, )r podemos expresarlos a partir de (1.1)) como
X=X+(X,00p0 ¢ Y=Y+ (Y,0,)r0, (1.2)
mientras que en el caso de la métrica (, )7 tenemos

X=X-(X,0).0, ¢ Y=Y —(Y,0,)10, (1.3)
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. S 212 . ..
Usando las expresiones ([1.2)) y (1.3), vamos a calcular VY para ver que efectivamente coincide
=L
con VyY.

7R o~

VXY - V(X+<X,8t)36t) (Y + <Y? at>Rat>
=i (ff Y, at>Rat) + (X, 0) RV (ff (Y, at>Rat) (1.4)
= V5 (V+ (,0000.) — (X,0)155, (V + (Y, 0)r0)

Ahora, vamos a calcular por separado cada uno de los dos sumandos.

TR (V+(v.0)50.) = TRV + X ((v,005) 0+ (V,0) 5V 50
= V5V — X ((Y,8)1) 0 — (Y, 8V 30, (15)

=V (V- (v.0010,) = V&Y.

Vo (V+ (Y. 00R0:) = Vg,V + 0 (Y, ) ) 0 + (Y, 0V 4,0
= V5V = 0,((Y,0)1) 0 — (Y, 0,) .V 1,0 (1.6)
=5, (V- (V.0020.) = V5.

Entonces, si insertamos los resultados de (1.5)) y (1.6)) en la expresién (1.4]), obtenemos

R L L L L
VXY = VX\Y — <X, 8t>Lv8tY = V(X—<X78t>Lat)Y = VXY

, . .. iy s s . <R L
Asi, teniendo en cuenta la unicidad de la conexion de Levi-Civita, se sigue que V'' = V' como

queriamos demostrar. O

1.2. Hipersuperficies en las variedades producto.

. . . . . . —5n+1 .
Se dice que una variedad conexa n-dimensional X" es una hipersuperficie no degenerada en M~ si
. . . . . ——n+1 . . L. .
existe una inmersion diferenciable ¢ : ¥ — M = que induce, a partir de la métrica lorentziana
“7n+1 o
(, )z sobre M, una métrica no degenerada sobre X" y que, como suele ser usual, denotaremos

también por (, )r. En ese caso, tenemos dos posibilidades:

1) La métrica inducida sobre X" es riemanniana, en cuyo caso diremos que X" es una hipersu-

. . —n+1
perficie espacial sobre M .

2) La métrica inducida sobre X" es lorentziana, en cuyo caso diremos que X" es una hipersuper-

ficie temporal sobre MZH.
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De esta forma, en el primer caso el hiperplano tangente di,(7,¥) es un hiperplano espacial de

Tw(p)ML para todo p € ¥, mientras que en el segundo caso es un hiperplano temporal.

En el caso en que la hipersuperficie X" sea espacial, como d; es un campo vectorial temporal,
unitario y globalmente definido sobre MZH v el hiperplano tangente es espacial en cada punto
de X", puede demostrarse que existe un inico campo vectorial unitario, normal a 3" y temporal,
definido globalmente sobre X", que tiene la misma orientacién temporal que d; y al que denotaremos

por Ny. Asi, podremos suponer que X" estd orientada por Ny. Vamos a demostrar esto.

Proposicion 1.4. Las hipersuperficies espaciales en MLH son orientables en el sentido de que

admiten un campo normal globalmente definido.

Demostracion. Sea ™ una hipersuperficie espacial y sea p € 3. Consideremos también el hiperplano
tangente di,(T,Y), que sabemos que es espacial. Existe entonces un vector N(p) normal a dicho

hiperplano, temporal y unitario.

Haciendo uso, con los vectores N(p) y O, de la desigualdad invertida de Cauchy-Schwarz para

vectores temporales, ocurre que

(N (p): 0oLl = IN(P)lz - 19l = 1,
siendo || - || la norma de un campo de vectores en M, con respecto a la métrica (, )r.
Esto nos da dos opciones:

1) (N(p),0r)r < —1 y ambos vectores estan en el mismo cono temporal (en este caso diremos

que N apunta hacia el futuro).

2) (N(p),0:)r > 1y el vector temporal N(p) pertenece a la orientacién temporal opuesta a 0y

(en este caso diremos que N apunta hacia el pasado).

Elegimos entonces, para cada p € X, el vector normal N(p) que verifica la primera condicién, esto

es, aquel que apunta hacia el futuro. O

. . . . ——n+1
De esta forma, siempre que tengamos una hipersuperficie espacial en M; =~ tomaremos como Np,

el vector normal del resultado anterior que apunta hacia el futuro.

Por otro lado, una consecuencia que se tiene del hecho de que

(NL(p), Oy < —1, (1.7)

y de acuerdo con [ON], es que existe un tinico nimero ¢ > 0, llamado dngulo hiperbdlico entre N,
y O, tal que
(NL,0:) 1, = —cosh(yp). (1.8)

Por otro lado, en el caso en que la hipersuperficie X" sea temporal, no podemos asegurar la exis-

tencia de un campo vectorial unitario, normal a 3" y globalmente definido satisfaciendo (|1.7)). No
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obstante, si que es posible la elecciéon de un campo normal verificando dicha condicién en casi toda

la hipersuperficie. En concreto, consideremos la regién abierta de 3" dada por
o= {p € " : existen Uy,, N1, de modo que (Ny,0;)r <0 en U},

donde U, C X" es un entorno de p y Ny es un campo vectorial normal en X". Es inmediato
comprobar que $" es un subconjunto abierto y denso de ™, y que la eleccién de Ny, que en este
caso serad espacial, se puede hacer de modo global sobre cualquier componente conexa de Sn de
modo que

(Nr,0r <0.

En este caso, y de acuerdo con [FN|, sabemos que en cada componente conexa de X" existe un

Unico nimero ¢ > 0, llamado también dngulo hiperbdlico entre N y 0, tal que

(N, 0r) = —senh(p). (1.9)

A modo ilustrativo, en la Figura [I.1] se ha representado una superficie temporal de revolucién con
respecto al eje temporal en L3 de modo que S tiene dos componentes conexas y %\ S consiste en

una circunferencia.

Figura 1.1: Ejemplo de $" con dos componentes conexas.

Denotaremos por ¢ el signo de (N, Ny}, esto es,

—1 si X" es espacial,
E =
1 si X" es temporal.

Teniendo eso en cuenta, si denotamos por V¥ la conexién de Levi-Civita en " con respectoa ( , )z,
tendremos que dados dos campos tangentes X,Y € X(X), las formulas de Gauss y Weingarten para

. . —n+1 . -
la hipersuperficie ¢ : ¥ — M z son, respectivamente, las siguientes:

VxY = VXY +e(ALX,Y) Ny y ALX = -VxNp, (1.10)
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donde Ar, : X(X) — X(X) es el operador forma de ¥" con respecto a Ny,. Observemos ademés que

Ay es autoadjunto con respecto a la métrica (, )z, es decir, se verifica la igualdad
(ALX,Y)L = (X, ALY)y

para todo X,Y € X(X). Sin embargo, Ay, no tiene por qué ser diagonalizable en el caso de que X"
sea temporal (ver [ON], Capitulo 9). Por otro lado, la funcién curvatura media de ™ con respecto
a N, estd definida por

Hp = %tr(AL),

y diremos que X" es minimal (en el caso € = 1) o mazimal (en el caso ¢ = —1) si Hy, = 0.

Ademds, en el caso en que X" sea espacial, el operador Ay, serd diagonalizable y la funcién curvatura

podré expresarse como
-1
donde kiL, i =1,...,n son las curvaturas principales de (X", (, )1).

Maés aun, en el mismo caso en el que X" es espacial, es interesante observar que la funcién curva-
tura media tiene una expresion en términos de las curvaturas normales de cualquier conjunto de

direcciones ortogonales. Esto es,

-1
Hp = — (Kl +...+&L), (1.11)
donde {vi,...,v,} es una base ortonormal de 7),% con respecto a (, )1 y ky, denota la curvatura

normal en la direccién dada por v;.

Centrandonos en "1, es bien conocido que no existen hipersuperficies espaciales compactas sin
frontera (véase [AA] o [ARS]). Por tanto, toda hipersuperficie espacial compacta X" en el espacio

de Lorentz-Minkowski necesariamente tiene frontera no vacia.

—n+1 . . .
Observemos ahora que, dada ¢ : ¥ — M; = una hipersuperficie no degenerada e inmersa en
. . ——n+1 oy ——n+1 T
la variedad lorentziana M; ~, podremos verla tanto con la métrica de M; = como con la métrica
—n+1 1. . . . s
heredada de M ~. En este ultimo caso, tendremos garantizada la existencia de un dnico campo
vectorial local, normal y unitario, Ng. Ademas, de forma andloga al caso lorentziano, denotaremos
por V la conexién de Levi-Civita en " con respecto a { , ). Por tanto, la férmula de Gauss y

la formula de Weingarten ahora son de la forma:
VxY =VEY + (ArX,Y)grNr y ArX = —VxNg, (1.12)

donde Ar : X(X) — X(X) es el operador forma de X" con respecto a Ng. Ademds, Ag es

autoadjunto con respecto a la métrica (, ), es decir,
(ArRX,Y)r = (X, ARY)r

para todo X,Y € X(X). En contraste con el caso lorentziano, Ar siempre es diagonalizable.
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Por otro lado, la funcién curvatura media de X" con respecto a Ng estd definida en este caso por

1 1
Hp = *tl"(AR) = — (k‘{%#—...—kkﬁ),
n n
donde kF, i = 1,...,n son las curvaturas principales de (X", ( , )g). Ademds, diremos que la

hipersuperficie %" es minimal si Hr = 0.

De forma andloga a lo que sucedia al considerar la métrica (, )z, la funcién curvatura media puede
expresarse en términos de las curvaturas normales de cualquier conjunto de direcciones ortogonales.

Es decir,
1
Hp = — (K, + -+ 4yl (1.13)
con {v1,...,v,} una base ortonormal de T, con respecto a ( , )r ¥ ky, denota la curvatura normal

en la direccién dada por v;.

1.3. Grafos en las variedades producto.

R . . . ——n+1 ..
Dado que en el siguiente capitulo de esta tesis trabajaremos con grafos en My , el objetivo de
esta seccién es ver cémo son los grafos en dicha variedad. Asi, estudiaremos su métrica y veremos

c6mo es la expresién de su vector normal, su operador forma y su funcién curvatura media.

1.3.1. Meétrica.

Consideremos € C M™ un dominio conexo. Se verifica que toda funcién diferenciable u € C*>(2)

determina un grafo sobre 2 dado por

S = B(u) = {(z, u(z)):z € Q} C My

Es interesante observar que todo grafo ¥, puede verse como la imagen de la inmersién

fur Q@ — M

x —  fulx) = (z, u(x)).

A continuacién, como se ha indicado antes, vamos a estudiar la geometria de estos grafos, y para

ello calcularemos en primer lugar la aplicacién diferencial de la inmersién f,,.

Dados z € Q y v € T, M™, por definicién se tiene que

d

dul) = 5| fula)

para cualquier curva diferenciable o : I — €, con I un intervalo abierto, tal que «(0) = z y

o/(0) = v. Entonces,

d d

dfu(v) = — fula(t)) = dtli—o

- dt lt=0 (a(t)’ U(Oé(t))) = (1}, duz(U)) = ('U, <U,l)’u,>]\4)7 (114)
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donde Du denota el gradiente de u sobre Q con respecto a la métrica (, ).

A partir de la expresion obtenida para df,, se comprueba inmediatamente que f, es, como se ha

afirmado, una inmersion.

Veamos cémo queda la expresion general de la métrica inducida sobre €2 via el grafo 3,. Dados
v,w € T, M™, usando ((1.14]) se tiene

<an>5 = <dfu(v)adfu(w)>5 = <(U7 <U’DU>M)7 (’LU, <w7Du>M)>5
= (v,w)p + 6(v, Du) pr(w, Du) pr,

es decir, la métrica inducida sobre €2 de la métrica del espacio ambiente Mg“ via el grafo ¥, viene
dada por
(e =1, )m +ddu?,

donde (, )s =(, )penelcasod =—1y (, )s =(, )r en el caso 6 = 1 representan las métricas
inducidas de HTLLH y HTIL%H respectivamente.
1.3.2. Vector normal.

Definamos ahora el campo vectorial
n(z) = (—0Du(x), 1) = —0Du(x) + 0.
Este campo es normal a la superficie, ya que para todo v € T, M™ se verifica

{dfu(v),n(2))s = ((v; (v, Du(x))n), (=6 Du(z), 1))s
= —0(v, Du(x)) pm + 0(v, Du(zx))pr = 0.

Por otro lado, como
(n(x),n(x))s = {(=6Du(x), 1), (=6Du(x), 1))s = || Dul*6* + & = || Dul* + 4,

o . ——ntl . . .
entonces, en el caso § = —1, f, determinard un grafo espacial en M Z+ si, y solo si, se verifica
la desigualdad ||Du||? < 1 en todo , siendo ||Dul| la norma del gradiente de u con respecto a la

Lo . ~—n+1
métrica (, )ps sobre £ C M™. Supondremos en lo que resta de esta seccién que en el caso de M L+

vamos a trabajar solo con grafos espaciales.

De esta forma, trabajaremos con el siguiente vector normal:

—0D 1 1
Ny(z) = @) _ (F0Du@), 1) _ (—0Du(z) + ), (1.15)
In@)l  /1+6[Dul?2  /1+ 6] Dul]?
donde Ng = Ny, en el caso 6 = —1 y N5 = Np en el caso d = 1 representaran, respectivamente, el

vector normal con respecto a la métrica (, )1 y el vector normal con respecto a la métrica ( , )g.
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Es necesario mencionar que, por simplificar la notacién, no vamos a poner ||n||s, pero téngase en

cuenta que

/1 —||[Dul|? al trabajar con la métrica (, )r.
1+ ||Dul]? al trabajar con la métrica (, )g.

Inll = linlls = v/1 + 6| Dul]* =

Obsérvese ademas que

J

Nj, 8)s = ————a
< d t>6 1—|—5HD’LL||2

serd positivo cuando estemos trabajando con la métrica (, )g (es decir, con 6 = 1), mientras que

serd negativo al trabajar con la métrica (, ) (esto es, con § = —1).

1.3.3. Operador forma.

Nuestro objetivo ahora es calcular el operador forma de 3, apoyandonos en la férmula de Weingar-
ten para hipersuperficies que, de acuerdo con ((1.10)) y (1.12) nos asegura que, dada una variedad
M, para todo X € X(M) se verifica

Va0 Ns = —dfu(45X), (1.16)

siendo As = A sid=—-1y As = Apsid=1.

Teniendo en cuenta las propiedades bésicas de la conexién de Levi-Civita y la definicién de Ng

— 1 1
\V4 =V df (X)) | — —V 1.17
) Ns = Vg, (x (Hn\l ) ul )<H77\> HnH ()" (117)

Para calcular el valor del primer sumando, tendremos en cuenta que df,(X) = X + (Du, X) 0

debido a (1.14) y que 0 (1+51||D||2> = 0 porque u no depende de t. Entonces,
u

1 1 !
dfu(X) (Hnl!) = dfu(X) (1-1-5||Du||2> =X <1+5\|Du||2>

—26(Dx Du, Du) pr B _5<DXDu, Du) s
1+ 0] Dul?(1 + 6| Dul|?) (1+ 8| Duf?)?’

tenemos

(1.18)

donde hemos usado que
X (| Dull®) = 2{Dx Du, Du)

Ahora, para continuar con nuestro célculo del operador forma, debemos tener en cuenta que, usando
las expresiones de Levi-Civita que aparecen en el Proposicién 56 del Capitulo 3 de [ON] y que ya

se nombraron en la demostracién de la Proposicién puede demostrarse que para cualesquiera
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U y V campos de vectores tangentes sobre MSH, la conexion de Levi-Civita del espacio ambiente

producto, V, se expresa en funcién de la conexién de Levi-Civita de la hipersuperficie M™, D, como
VuV = Dy+V*,

donde U* =73,(U) e X(M) y V* =m3,(V) € X(M) son las proyecciones de U y V sobre M".

Teniendo esto en cuenta obtenemos

?dfu(x)n = v(X,(X,DwM)(_(sDU? 1) = —6DxDu. (1.19)

Por tanto, usando (1.18)) y (1.19) en la expresion (1.17]), obtenemos

<DXDu,Du>M DxDu

Var.x)Ns = =0 (=6Du+0y) — §——e—. (1.20)
) (1+ 6] Dull?) 1+ 0] Dul?
Al mismo tiempo, si usamos , tenemos que
dfu(A(;X) = As X + <DU,A5X>Mat. (1.21)

Finalmente, si combinamos la férmula de Weingarten ([1.16)) con las ecuaciones (1.20) y (1.21)),

llegamos a la expresion

DxDu, D DxD
_5w(_5pu+ 8) — 628 AsX — (Du, AsX) a0y,
(14 6||Du|?)z 1+ || Dul?

de donde, igualando partes tangentes, obtenemos que para todo X € X({2), el operador forma tiene

la siguiente expresién:

DxD DxDu, D
AX = o DxDu__ (DxDu, D (1.22)

VI+6[Dul2 (14 6] Dulf?)?

1.3.4. Curvatura media.

Sea {E1, Ea, ..., E,} un referencial ortonormal local de X(€2) con respecto a la métrica usual de

M™. Si denotamos por D? el operador hessiano en (M™,(, )5), observemos que

(D, Du, Du)yr = D*u(E;, Du) = D*u(Du, E;) = (Dp,Du, E;) . (1.23)

Asimismo, obsérvese también que el operador laplaciano en (M™,( , )ps) de una funcién puede

verse de la siguiente forma:

Af =div(Df) = te(D(Df)) = tr(X = DxDf) = > (Dp,Df, E)u, (1.24)
i=1

siendo div el operador divergencia en (M™, (, )ar).
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A continuacién vamos a tomar trazas en ([1.22)) teniendo en cuenta tanto (1.23)) como (|1.24]).

tI‘(Ag) _ 52i:1<DEz‘Du7 E7«>M o Zz 1<DE _DU DU>

(

1+ 6| Dulf? (1+ 8||Dulf?)2

-5 Au . Z?:1<DDUDU7EZ> < E2>M
1+ 6] Dul? (1 + 6| Dulj?)?

B Au (DpyDu, Du) g

=9 a
L+0[Dull2 (14 4]/ Dul?)?

Du, E;) pr

3

Ahora, recordemos que

nHs = 6tr(A5),
siendo Hs = Hp sid=—-1y Hy=Hprsi§d=1.
Por tanto, la funcién curvatura media vendra dada por

1 1
Hy=——o Au—6———(DpyDu, Du) . 1.25
1+ 0] Dul? (1+ 5| Dul2)2 (1.25)

Esta 1dltima expresién puede reescribirse de un modo més compacto usando que el operador diver-

gencia verifica
div(fX) = X(f) + f div(X),
Yy que por tanto
div(f - Dg) = Dg(f) + fdiv(Dg) = (Df,Dg)nm + f Ag. (1.26)

Si comparamos las expresiones 1 ) v (1.26)), observamos que son muy similares y que todo parece

,/1+5||Du|2 y9=

media en funcion del operador divergencia. Vamos a calcular D f para comprobar que esto es cierto.

indicar que, tomando f = u, obtendremos una expresion de la funcién curvatura

Sea X € X(M), entonces, teniendo en cuenta que en (1.18]) ya calculamos el valor de X <1>

\/1+6||Dul|?
y usando (|1.23)), obtenemos lo siguiente:

(Df, X)u = X(f) =X % = —5<DXDU’DU>A§ - —5<DD“D“7X>A§.
1+ 6| Dul (14 6||Dul|?)> (14 6| Dul?)?
En consecuencia,
Df = _5%“3'
(14 6| Dul|?)2

Asi, hemos obtenido una nueva expresién para la funcién curvatura media:

1 D
Hy =~ div | ——t .
n 1+ 6| Dul|?
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De esta manera, obtenemos que la curvatura media obtenida a partir de la métrica (, )r es

1 Du
Hp=—div| —— |,
n V14 ||[Dul?
mientras que la curvatura media obtenida a partir de la métrica ( , )1 en el caso de los grafos

espaciales es

I 1 di < Du )
L = — 1V —_— .
n V1= |Dul?

Por tanto, es evidente la demostracion de los siguientes resultados.

o oo ——n+1 . .. . . .,
Proposicion 1.5. Dado X, un grafo sobre M ~, el grafo serd minimal si, y solo si, la funcion u

satisface la siguiente ecuacion en derivadas parciales sobre el dominio §2:

Du
V| ————= | =0
<\/1+ ||Du”2)

Usualmente nos referiremos a esta ecuacion como la ecuacion de las hipersuperficies minimales.

Proposicion 1.6. Dado X, un grafo espacial sobre MZJF , el grafo serd mazimal si, y solo si, la

funcion u satisface la siguiente ecuacion sobre el dominio €):

D
v————]=0 y |DuP<L
V1= |Dul?

Usualmente nos referiremos a esta ecuacion como la ecuacion de las hipersuperficies maximales.

1.3.5. Curvatura media de grafos cuando M" = R".

A continuacién vamos a tomar M™ = R" con el objetivo de calcular las funciones curvatura media
en funcién de las métricas ( , )p v ( , ) para grafos expresados en coordenadas. Para ello,

recordemos que, en general, la funcién es de la forma

1 D
Hy = = div | ————— .
n /14 0|/ Dul?
Sea {0z, ...,0x,} la base ortonormal usual de campos coordenados en R". Entonces, la divergencia

puede escribirse como

div(X) = f}Daxix, 0s) = f: 0x"

i=1 i=1
Antes de continuar, recordemos la notacién usual

ou 0%u
‘ 31,‘@ Y Titg 8%@81}3 ’

Uy

donde (z1,x2,...,2,) son las coordenadas canénicas en R".
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De esta manera, si Du = (ug,,...,uy,) en dicha base, obtenemos

Du 8 uzl a uCC
vl — | =— | ——— | +...+ n . (1.27)
/1 + 6] Dul? 0z1 \ \/1+ §||Dul? Oxpn \ /1 + 6| Dul?
Vamos a calcular cada uno de los sumandos.

i < Ug, ) | Uga, (1 + (5||DuH2) — 6“371“1'1-1’1 — Z#i O Uy o U,
Ori \ /1+6[Dul? ] (1+ ]| Dul2)?
Uiy + D jopg Ol W — D sy Oy Ui, Uy,

(1+ 0] Dul]2)? |

Por tanto, volviendo a la expresién obtenida en (|1.27]), tenemos

Du D it Uz + D (Zj;éi Oy U3, — D iz 5“%“%%“%)

( 1+MDMP)_ (1+ 6] Dul]?)?

D it Uaya (1 T “i) =203 25001 D i Uy U Uy,
(1+ 6] Dul?)2 '

Asi que las ecuaciones en coordenadas de las funciones curvatura media con respecto a las métricas

(, Yry (, )L son, respectivamente, las siguientes:

Z?:l Uz;a; (1 + Zj;éi U’g]) -2 Z?:l Zi<j Ug; Uz Uy

3
n (1+ [ Dul?)?

Z?:l Uz, (1 - Zj;éi u%g) +2 Z?:l Zi<j Ug; Uz j U5
n (1 —||Dul]?)2 '

Hp = y (1.28)

Hj, = (1.29)

1.4. El principio del maximo.

Recordemos en esta seccion algunas propiedades de los operadores lineales y cuasi-lineales elipticos,
centrandonos principalmente en el estudio de los principios del maximo fuerte y del maximo interior.
Estos principios seran necesarios mas adelante en el siguiente capitulo. Como referencias para esta

seccién puede consultarse [GT] (véase también [Fel).

1.4.1. El principio del maximo fuerte.

Definiciéon 1.7. Sea ) un dominio regular en R™ y sea L un operador diferencial dado por

L: @) — @)
U — L(u) = Z?,jzl bl](x)uﬂczxj + Z?:l ¢i (@),
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donde los coeficientes b;j(z) y c;(x) son funciones continuas definidas sobre Q y B(z) = (b;; (@),
es una matriz simétrica para cada x € €. Diremos que dicho operador es un operador lineal de tipo

eliptico si la matriz B(x) es definida positiva.

Una forma equivalente de describir la actuacién del operador L dado en la Definicién [1.7] sobre una

funcién u € C*(Q2) es

L(u) = (B(x), D*u) + (c(x), Du),

donde ¢(x) = (c1(x),...,cn(z)) y D?u es la matriz hessiana de u con respecto a la métrica euclidea
de R™. Es necesario destacar que, por simplificar la notacién, se ha denotado indistintamente por
(, ) tanto el producto escalar en el espacio de las matrices simétricas, que viene definido por
(A, B) = tr(AB), como el producto escalar en R".

A continuacién vamos a ver una serie de propiedades de los operadores lineales de tipo eliptico.

Entre ellas, veremos el llamado principio del maximo débil.

Proposicién 1.8. Dado un operador lineal L de tipo eliptico definido sobre un dominio regular

QCR", siueC®() y se verifica que L(u) > 0 en 2, entonces u no puede alcanzar un mdzimo

local en ningun punto de 2.

Demostracion. Supongamos que zg es un maximo local de u en 2. En ese caso se tendrd que
Du(zg) = 0y que D?u es semidefinido negativo en zg, por lo que el operador L sobre u en el punto

xo se queda de la siguiente forma:

L(u)(w0) = (B(wo), D*u(o)) - (1.30)

Como sabemos que la matriz B(zg) es simétrica por la definicién de operador de tipo eliptico, se
puede diagonalizar. Por tanto, supongamos que {A1(zg),..., \n(z0)} es el conjunto formado por

sus valores propios y que {ei,...,e,} son sus vectores propios asociados.

Entonces, respecto de la base formada por los vectores propios, la igualdad (1.30]) puede expresarse
como
n
L(u)(wo) = Y _ i(wo) D*ulwo) (e, €:),
i=1
donde A;(zg) > 0, 1 < i < n, por ser B definida positiva. Como consecuencia, L(u)(z¢) < 0, por
lo que se contradice la hip6tesis de que L(u) > 0 en . Por tanto, u no puede alcanzar un maximo

local en ningtin punto de €. O

Proposicién 1.9 (Principio del méximo débil). Dado un operador lineal L de tipo eliptico definido
sobre un dominio regular 2 C R™, si Q es acotado y la funcion u € C®(Q) cumple que L(u) > 0,

entonces u < Maxyo U.
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Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Proposicién anterior, ya que al ser {2 acotado,
se tiene que € es compacto. Por tanto, debe existir zg € Q tal que u(zg) = maxg u. Sin embargo,
dicho xy debe pertenecer a la frontera del dominio, es decir, xy € 02, puesto que no puede haber

un maximo en el interior de 2. O

Lema 1.10. Sea L un operador lineal de tipo eliptico definido sobre un dominio reqular 0 C R".
Si Q es acotado y las funciones u,v € C°(Q) cumplen L(u) >0 y L(v) <0 en Q, entonces

u<v en 00 = u<wv en .

Demostracion.

Vamos a aplicar el principio del maximo débil (Proposicién [1.9), a la funcién u — v. Para ello,

veamos si se cumplen las hipdtesis necesarias.

= () es acotado.

» L(u—v)= L(u) — L(v) > 0, puesto que L(u) >0y L(v) < 0.
Entonces, u — v < maxpq(u — v).

Ahora, si suponemos que u < v en 0f2, entonces u — v < 0 en Jf2, por lo que tenemos
u—v <mix(u—v) <0 en €.
o0
Asi que u < v en €2 como querfamos probar. O

Los siguientes dos lemas daran lugar al principio del méximo fuerte.

Lema 1.11. Sea A(ri,7m2) = {x € R" : r1 < ||z]| < r2} con r1 y ro verificando 0 < r1 < 12 y
sea L un operador lineal de tipo eliptico definido sobre C*°(A(r1,r2)). Entonces, existe una funcion

v € C®(A(r1,m2)) que verifica las siguientes propiedades:

a) v =0 sobre el conjunto {xr € R™ : ||z|| = ra2}.

C

)
b) v es constante sobre el conjunto {x € R" : ||z|| = r}, para cada r con ri <r <rj.
) v >0 en [r1,72], donde r = ||z||. En particular, v <0 en [ry,72).

)

d) L(v) <

Demostracion. Dado un nimero real a > 0 sin determinar, vamos a considerar la funcion

2 2
—ary _ g—ars

—ar} _ g—alall? .

v(z)=e =e

Para comenzar, observemos que es evidente que la funcién v(z) verifica tanto la condicién del

apartado a) como la del apartado b).
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Por otro lado, la funcién v definida crece estrictamente a lo largo de r, puesto que

ov
= =2are " > 0.
or
Entonces, como v(z) = 0 si ||z| = r2, la funcién cumple v < 0 en [r1,r2) y también queda

demostrado el apartado c).

Para el apartado d), obsérvese en primer lugar que, como
—ar2 _
v=for con r(x)=|z| y f(r)=e 2 -
el gradiente euclideo de v se puede expresar como

Dv(z) = f'(r(x))Dr(z). (1.31)

Ademas, dados dos campos X e Y en (Q, el operador hessiano euclideo de la funcién v sobre dichos
campos puede expresarse de la siguiente forma:
D?v(X,Y) = (DxDv,Y) = (Dx(f'(r)Dr),Y)
= X(f'(n)(Dr,Y) + f'(r)(DxDr,Y)
= (D(f'(r)), X)(Dr,Y) + f'(r) D*r(X,Y)
= f"(r)(Dr, X)(Dr,Y) + f'(r)D*r(X,Y).

(1.32)

Para poder seguir calculando el gradiente y el hessiano de v, antes necesitamos conocer tanto las

dos primeras derivadas de la funcion f como el gradiente y el hessiano euclideo de r.

Las derivadas de f pueden calcularse facilmente, y son las siguientes:

Fr)=2are™ vy f'(r) =20 (1 - 201?).

Por otro lado, el gradiente de r(x) = ||z|| es Dr = 7, ya que

D <8r 87“) 1 T, (acl xn) z
r=\7——...,5— | = IR =\ )T
Oz Oy, Vst 4.+ a2 2+ a2 r r r

Por tanto, si i # j, tenemos

0?r 0 (xj 1
- ()=~
Ox;0x;  Ox; \r T
mientras que, si ¢ = j,
or_ 0 (%) - A S S
ox?  Ox; \r 73 r3 L=
J#i
Es decir, que tomando la base de campos canénica {0x1,...,0z,} en R"™, obtenemos
1 1
D?*r(9z;,0x;) = — 3% si i#£]j y D?r(dx;, 0x;) = 3 Zx? si i=7.

j#i
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Entonces, si volvemos al célculo del gradiente de v que tenfamos en ([1.31]), obtenemos
D -9 7ar(:r)2i -9 —ar(z)? ]
v(z) = 2ar(x)e ) ae x

En el caso del hessiano, que habiamos comenzado a calcular en ((1.32), si i # j llegamos a

1 2 1
D2 ; N =9 —ar(z)? 1-9 2 ) —ar(z)® - T
v(0z;,0x;) = 20e ( ar(x) )r(m)Qx xj — 2ar(x)e r(x)3$ x;
= 20e~ (@)’ 1 zizi(1 —2ar(z)? —1) = 2ae*ar(x)2(—2axixj),

r(z)?

mientras que, si ¢ = j, obtenemos

D?v(dx;, dx;) = 2046_‘”(:0)2(1 - 20[1"(:1:)%*3022 + 2(17“(:5)6_0”(3”)27“(;1)3 Z 1:?

2
r(@) #i

1

= 2@6_0”(36)272 x? — 2ar(x)?2? + ng
r(@) i#i

1

= 20e 0" (@)? (2)? (r(z)? — 2ar(z)%z?) = 20 @ (1 — 2a2?).
Es decir, resumiendo,
Dv(x) = 20 (@),

D?v(dx;, 0zj) = 20e—0r(®)?
D*v(0x;, 01;) = 20ie ()

(—2amiz;) si i#g, vy
“(1-20x2) si i=j.
Como consecuencia, la matriz hessiana de v se puede descomponer como
D?v(z) = 2ae @ (I — B(x)),

donde I es la matriz identidad de orden n y A(z) = (ai;j(x))i; es una matriz simétrica dada por

a;j(r) = 20wz para i, j =1,...,n.

Por tanto, el operador L actuando sobre la funcién v es de la siguiente forma:

L(v) = (B(x), D*v) + (¢(x), Dv)

= (B(x),2ae @ (I — A)) + (c(z), 20e > ) ;)
= 20e~"™" ((B(2), 1) — (B(x), A(z)) + {c(2), 7))
= 2qe (@)’ (tr(B(:r)) — 20z B(z)z + (c(x), x)) ,

(1.33)

donde T denota la matriz fila 27 = (21...2,).

Ahora, observemos que podemos escribir cada x # 0 como

r=a2|z| con z'=_-"—.
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Usando la notacién anterior, como B(x) es definida positiva y A(r1,r2) es compacto, sabemos que
existird una constante u > 0 tal que (2') " B(x)2’ > u > 0 en A(r1,72). Es decir, que para todo

se verifica que existe un g > 0 tal que

T B(x)z > ||

Teniendo esto en cuenta y retomando ([1.33]),

L(v) < 20e™" @ (t2(B(2)) — 2ap]|z|]* + (c(z), z))
< 2ae*ar(x)2(tr(B(3:)) — 2ap||r]|? + (c(x), x)).

Finalmente, como tr(B(z)) y (c(x),z) estdn acotados en A(ry,r2), podemos tomar un « > 0 lo
suficientemente grande como para que el miembro de la derecha sea estrictamente negativo en

A(ry,re) tal y como querfamos. O

A continuacién, tengamos en cuenta que si 2 C R™ es un dominio regular, su frontera OS2 es una

hipersuperficie de R"™. Entonces, podemos definir sobre ella un campo normal unitario y exterior
v:o0Q — §"

que verifique v 1 0Q y x + tv € Q) para todo z € 92 si —¢ < t < 0 para un cierto € = e(x) > 0.

Observemos ahora que si §2 esta acotado y u € C*°(€2) cumple que u < 0y L(u) > 0 en €, entonces

el principio del maximo débil (Proposicién [1.9) implica que
uw<mixu <0
oN

por continuidad, ya que u < 0 en . Si ademds existe un punto xg € 9 con u(xg) = mixggu = 0,
entonces
- (20) = vy (u) = (Du(o), v(z0)) > 0, (1.34)

donde la tltima desigualdad se debe a que como Du siempre apunta en la direccién de méaximo

crecimiento, u(xg) = 0 con zg € 9Ny u < 0, entonces Du(zp) apunta hacia el exterior como v(xg).

El siguiente lema nos dice que, ain debilitando la hipétesis L(u) > 0 a L(u) > 0, la igualdad en

(1.34) no puede darse.

Lema 1.12. Dado un operador lineal L de tipo eliptico definido sobre un dominio regular Q C R™

y dada una funcion v € C*(Q) tal que u < 0 y L(u) > 0 en Q, si existe un punto xo € 0 tal que
ou

u(xg) = 0, entonces 5. (xg) > 0.
Demostracion. Como 2 es un dominio regular, sabemos que existe una bola B C {2 de radio r > 0
tal que 9B y 0f) son tangentes en xg. Bastara con probar el lema sobre la bola B que, sin pérdida

de generalidad, supondremos que esta centrada en el origen.



30 Preliminares

Por el Lemal|l.11] existe una funcién radial v € C*° (A (%, r)) que verifica las siguientes condiciones:

v

or

v(z) =0 si [jz|]| =, >0 en {g,r} , v <0 en [%,r) y L(v) <0.

Figura 1.2: Dominio €2 con la bola By el conjunto A (5,7).

Ahora, definamos los conjuntos

n T n
CT/zz{xeR:\|x||:§} vy Cr={zeR":|z|=r.

Por un lado, como C}./; es compacto y u < 0 por hipdtesis, tenemos

u < méaxu < 0. (1.35)

CT/2 CT‘/Q

Entonces, existe un nimero real £ > 0 tal que

maxu < ev (g) , (1.36)

C4’r/2
y por tanto, uniendo (1.35) y (1.36), obtenemos que u < ev en C, 5.
Por otro lado, como v(r) =0 en C, y u < 0, también se verifica que u < ev en Cj.

De esta forma, si aplicamos el Lema teniendo en cuenta que

u <evendA (g,r) , L(u) >0 y L(ev) <0,

obtenemos que u < v en A (g, 7’).

Finalmente, vamos a comparar las derivadas de las funciones u y v en la direccién de v(zgp). Para
ello, si definimos f = u —ev < 0 en A(5,r), observemos que L(f) = L(u) — eL(v) > 0, por lo que
el principio del maximo débil (Proposicién [1.9) nos dice que
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Como zg € DA (5,7) y f(z0) = méxaA(%’r) f =0, entonces

of

5(%) = Voo (f) = (D f(@0),v(20)) = 0,
luego
ou v
e >0
v (I’O) = 681/ (1’0) > 07
donde la ultima desigualdad se debe a que r y v apuntan en la misma direccion y g—ﬁ > 0. O

Teorema 1.13 (Principio del maximo fuerte). Sea L un operador lineal de tipo eliptico definido

sobre un dominio regular  C R™. Si una funcion u € C*(Q) cumple que u < 0 y L(u) > 0 en Q,

entonces o bien u < 0 en Q o bien u =10 en (.

Demostracion. Demostraremos este resultado por reduccién al absurdo suponiendo que u # 0 y
que se anula en algiin punto de . Entonces, si consideramos el conjunto S = {x € Q : u(x) = 0},
es evidente que S # Q y S # 0.

Ahora, recordemos que un espacio {2 es conexo si, y solo si los tinicos subconjuntos de 2 que son
abiertos y cerrados son el vacio y el total. Teniendo en cuenta esto, como S es cerrado y €2 es conexo

por ser regular, entonces S no puede ser abierto, asi que existe un punto x € S \ int(S).

Asi, como €2 es abierto, sabemos que existe un € > 0 tal que la bola B(x,2¢) de centro x y radio 2¢
estd contenida en . Al mismo tiempo, como x ¢ int(S), cualquier entorno de = contiene puntos

que no pertenecen a S. Es decir, existe un punto y € B(z,¢) \ S que verifica lo siguiente:

dist(y,0Q2) > ¢ y dist(y, S) < dist(y, z) < e.

Si definimos § = dist(y, S) y el conjunto Q' = B(y,d) tenemos, por un lado, que como u < 0 en 2
por hip6tesis, u =0en Sy Q' C Q\ S, entonces u < 0 en . Por otro lado, por la definicién de 6,

sabemos que existe un punto xy € 9Q' NS con u(xy) = 0.

Figura 1.3: Dominio Q con los conjuntos S, Q' y las bolas B(z, 2¢), B(z,¢).
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Entonces, teniendo en cuenta el parrafo anterior, obtenemos que la funcién u alcanza un méximo
en xo € 09 C Q. Esto es, Du(zg) = 0.

Finalmente, aplicando el Lema a la funcién u en el conjunto €', llegamos a que %(mo) > 0,

con v el vector normal unitario exterior definido sobre 9€Y'. Sin embargo, al mismo tiempo,

ou
%(xo) = Ugo(u) = (Du(zo),v(x0)) = 0,
por lo que ya hemos encontrado la contradiccion que buscdbamos y hemos demostrado el teorema.

O]

1.4.2. El principio del maximo interior.

Definicion 1.14. Dado €2 un dominio regular en R", decimos que una aplicacion @) es un operador

cuasilineal de tipo eliptico si viene dada por
Q: C®(Q) — C>®(Q)
u — Qu) = 223:1 bij(Du)ug,a; + > iy Gi(Du)ug,,

donde, para cada 1 <1i,j < n, b;; y ¢; son aplicaciones diferenciables definidas en R", siendo

B(y) = (bi;(y)),

una matriz simétrica y definida positiva para cada y € R™.

Una forma equivalente de describir la actuacién del operador @ sobre una funcién u € C*°() es
Q(u) = (B(Du), D*u) + (c¢(Du), Du),

donde ¢ = (c1,...,¢p).
Un primer ejemplo de operador cuasilineal eliptico es el operador curvatura media de un grafo.

Para ver esto, vamos a comenzar recordando que, tal y como vimos en el Capitulo [1} sabemos que

la funcién curvatura media de un grafo viene dada por la ecuacién (1.28]), es decir, viene dada por

n

n
H(u) = 1 Zuwm 1+ Zui] — QZ Zumiux].uxixj . (1.37)

n(1+ | Dul?)2 \im i i—1 i<y

njw

El objetivo es ver que la expresiéon ((1.37]) puede escribirse como
H(u) = (B(Du), D),

donde B(y) = (bi;(y)),; viene dada por:
L+ Yi Yj o
p)= U ) = —— P i
n(1+lyl[%) n (14 lyl[%)



1.4 El principio del maximo. 33

Obsérvese que el producto B(Du) - D?u expresado en forma matricial es de la forma

2
1+ E Uz, U Ugy ... —Ug Ug,
k#1
# ) Upiz;  Uzizo -+ Uz,
—Ugpo U 1 E U —Ugpo U
1 T2 + Tk w2 Ugozy  Uzozs -+ Uzozy,
. kA2
2\3 . . .
n (1 + [ Dul?)> :
2 U,z U,z e Ugpa
— Uy, Uz, —Ug, Ugy ... 1+ g Uz, n¥l n®2 n¥n
k#n
(1.38)

Por tanto, como (B(Du), D?u) = tr(B(Du) - D?u), si tomamos la traza de la matriz resultante del
producto (1.38)), obtenemos

n
1
(B(Du), D2u> = Z Ug;z; + Uz Zuiy — Zuzjxiuxiuzj . 5 = H(u).
i=1 i i n (1 + || Dul?)>

Por otro lado, es evidente que la matriz B(Du) es simétrica y definida positiva, por lo que acaba-
mos de demostrar que, efectivamente, el operador funcién curvatura H es un operador cuasilineal
eliptico.

El siguiente resultado, que relaciona los operadores lineales elipticos con los cuasilineales elipti-
cos, nos servira para poder acabar demostrando el principio conocido como principio del méaximo

interior.

Proposicién 1.15. Dado Q@ C R™ un dominio regular, sea Q : C°(Q) — C*(Q) un operador
cuasilineal eliptico y sean u, v dos funciones diferenciables sobre Q). Entonces, existe un operador

lineal eliptico L, que depende de u y v, tal que

Q(u) — Q(v) = L(u — v).

Demostracion. Tomando uy = tu + (1 —t)v con 0 <t < 1, se tiene
1

d Ld
Qu) — Qv) = ; - @) dt:/o a(<B(1m),1)2ut>+<c(mt),Dut>) dt

_/01 <§;(B(Dut)),D2ut> dt+/01 <B(Dut),;f (D2ut)> dt (1.39)

—|—/01<5t(c(Dut)),Dut> dt+/01 <C(Dut),jt(Dut)> d.

Por otro lado, como

Duy = tDu+ (1 —t)Dv y D?u; = tD?*u + (1 — t)D?v,
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entonces tenemos

d

d
dt(Dut) pn (tDu+ (1 —t)Dv) =Du—Dv=D(u—v) y

d

@(Dzut) =

d
o7 (tD*u+ (1 — t)D*v) = D*u — D*v = D?*(u — v).

Ahora, dada una funcién cualquiera f : R™ — R, veamos qué expresién tiene % f(Duy). Para ello
tengamos en cuenta lo siguiente:

) o ) )
f(Duy) = f (tDu+ (1 —t)Dv) = f (t 8%1 +(1 —t)8:1 ot 871 (1 —t)a;n>

Asi, obtenemos

d " af d [ Ou v
D = — (D t — 1—-t
i P = 32 50 (D) i (o ra-ngs)
- of , o) (1.40)
u u—v
=N"Lp o2 (Duy) - 22— Y
=1 Yk (D) (33% 39%) Z ayk ) Oz,
Por tanto, aplicando la expresién ((1.40)) al i-ésimo término del vector ¢(Duy) se tiene
d d oc; CO(u—w)
LD (D (Duy) - 28— 1.41
7 (€(Du) = o (ei(Duy) (Z o L) " ) (141)
mientras que si la aplicamos al ij-ésimo término de la matriz B(Dwu;), obtenemos
d d " Ob;; 8(u —v)
— (B(Dw)) = — (bij(D L (Duy) - ——|.

Teniendo en cuenta ((1.41)), el tercer sumando de la expresién ((1.39) verifica

/01<CZ( (Duy)), Dut> dt—/ ; (Z %i (D) - 3<“_“)> Ot g4

oc¢; Oug \ O(u —v)
/0 < , (Dut) 8mi>8xkdt

LS o) A

Andlogamente, el primer sumando de (|1.39) verifica

/01<Z<B(Dut)) ut> dt = /0 <8yk (D), Dut>'a(u_v)dt,

oxy,
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Por tanto, lo obtenido en ([1.39) es igual a

/o <8yk (Due) DQut> ) dt+/01 (B(Dw), D*(u —v)) dt

8mk

/0 <8yk (Duy), Dut>.a(uv)dt+/01 (e(Duy), D(u— v)) dt.

oxy

De esta manera,

Q(u) — Q(v) = (B, D*(uy — u2)) + (¢, D(u — v)),

:/OIB(Dut) dt vy
([ (o) (00 ) [

=1

donde

Asf, Q(u) — Q(v) = L(u — v), donde L(v) = (B, D*v) + (¢, Dv). Entonces, como B es simétrica y

definida positiva por serlo B, el operador lineal L es eliptico. ]

Teorema 1.16. Dado Q C R"™ un dominio regular, sea Q : C®(Q) — C>®(Q) un operador
cuasilineal eliptico y sean u, v dos funciones diferenciables definidas sobre Q y tales que Q(u) > Q(v)

en . Entonces, se verifican las siguientes propiedades:
a) Siu— v alcanza un mdzimo local en xg € Q, entonces la funcion u — v es constante.
b) Siu—wv alcanza un mdzimo en x| € OX), entonces, o bien u — v es constante o bien

ou, , ov, ,
ay(x()) > ay(x0)7

donde v es el campo normal unitario exterior definido sobre 0S2.

Demostracion. Aplicando la Proposicién al operador cuasilineal eliptico ) del enunciado,
sabemos que existe un operador lineal eliptico L tal que Q(u) — Q(v) = L(u — v). Usando este

operador vamos a demostrar las dos propiedades.

a) En primer lugar, supongamos que existe un punto xg €  en el que u — v alcanza un maximo

y sea M = (u — v)(xg) dicho valor maximo. Entonces, si definimos w € C*°(Q) como
w=u—v— M,
tenemos que en € se verifica
w<0 y  L(w) = Liu—v) - L(M) = Q(u) — Q(v) — L(M) > 0,

ya que Q(u) — Q(v) > 0 por hipétesis y L(M) = 0 porque M es constante.
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De esta manera, el principio del méximo fuerte (Teorema [1.13) nos indica que o bien w < 0
en {2 o bien w = 0 en Q. Por tanto, como w(xg) = 0 con xy € 2, sabemos que estamos en el

segundo caso. Asi, u — v es constante tal y como queriamos.

b) Supongamos ahora que el punto en el que se alcanza un maximo es z(, € 0 y definamos la
funcién w’ = u —v — M’ con M’ el valor méximo. Observemos que, puesto que u — v alcanza

un maximo en x(, se tiene w’ < 0 en .

Ahora, por un lado, si w’ también alcanzara un méximo local en 2, entonces w’ seria constante
por el apartado a) de este teorema y como consecuencia u — v también lo seria.

Por otro lado, si suponemos que w’ no alcanza un maximo local en €2, tenemos w’ < 0y, como

z( € 092, podemos aplicar el Lema m a w', obtenemos %—“V’l(x{)) > 0, lo que implica

ou, , o, ,. oM ,
5(1’0) - 5(370) - W(%) >0,

y por tanto,
ou, , ov, ,
5(%) > g(iﬂo)-

O

Teorema 1.17. Dado 2 C R™ un dominio reqular acotado, sea Q : C*°(2) — C*°(Q2) un operador
cuasilineal eliptico y sean u, v dos funciones diferenciables definidas sobre Q y tales que Q(u) > Q(v)

en §). Entonces, se verifican las siguientes propiedades:
a) Siu<wv en df), entonces u < v en ).

b) Si Q(u) =Q(v) en Q yu=wv en 0, entonces u=1v en Q.

Demostracion.

a) Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe zg € €2 tal que u(xg) > v(x). Es decir, tal
que u(zg) — v(xg) > 0.
Como  es acotado, entonces € es compacto, asi que u — v alcanza un maximo en . Sin
embargo, como u — v < 0 en 9 por hipétesis y u(xg) — v(zg) > 0 con zy € £, sabemos que
dicho maximo se alcanzara en €. Ahora, usando la propiedad a) del Teorema tenemos

que la funcién u — v es constante. Finalmente, como u < v en 0f2, entonces u < v en §2.

b) Esta propiedad es consecuencia directa de la anterior. Simplemente hay que aplicarla dos

veces a las funciones u y v para obtener u < vy v < wu en (.

O]

Si tenemos dos hipersuperficies del espacio euclideo, M y M’, que son tangentes en un punto comtin

p € M N M’, entonces podremos expresarlas localmente como grafos sobre el mismo abierto del
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espacio tangente T, M = T,M’ alrededor del origen. Denotemos por w y u’ las funciones tales que
M =%,y M = X, y consideremos en ambas hipersuperficies la misma orientacién, esto es,

N(p) = N'(p). Ademés, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = (0,4(0)) = (0,4/(0)).

Definicién 1.18. En la situacién descrita antes, se dice que M estd por debajo de M’ en p, si
u < v’ en un entorno de 0. Esto se denota por M < M’ (véase la Figura|1.4)).

Tp(M) = TP(M/)

\

ip
N

Figura 1.4: M estd por debajo de M’ en el punto p.

Obsérvese que si M < M’ en p € M N M’, entonces la funcién v = v/ — u alcanza un minimo local
en 0. Por tanto,
v(0) =0, Dv(0)=0 y D?v(0)>0.

Teniendo esto en cuenta, si tomamos la expresién de la curvatura media de ((1.37]), tenemos

H()(0) = %tr(DQU(O)) >0,

donde H (v) es la curvatura media del grafo ¥,,.

Por tanto, las curvaturas medias H(u) y H(u') evaluadas en el punto 0 verifican la desigualdad

H(u')(0) > H(u)(0).

Teorema 1.19 (Principio del maximo interior). Sean M y M’ hipersuperficies en R"™! cuyas
curvaturas medias respectivas, H y H', verifican H > H'. Si M y M’ tienen los mismos vectores
normales en un punto p € M N M’, entonces M’ no puede estar por encima de M en un entorno

de p, a menos que las hipersuperficies coincidan localmente.

Demostracion. Tal y como se ha hecho antes, expresemos localmente alrededor de p ambas hi-
persuperficies como grafos sobre el mismo abierto del espacio tangente, denotando por u y v’ las

funciones tales que M =X, y M' = X,.
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Ahora, si suponemos que M < M’ en el punto p, obtenemos que u < v« en un entorno de 0 y
u(0) = 4/(0). Como consecuencia, la funcién v = v — ' alcanza un méximo interior en 0. Entonces,
si aplicamos el Teorema al operador curvatura media que, por hipétesis, verifica H > H’,

obtenemos que v es constante. Por tanto, M y M’ coinciden en un entorno de p. ]



Capitulo 2

Hipersuperficies en el espacio de
Lorentz-Minkowski

Sumario. En este capitulo estudiaremos en detalle cémo es la geometria de las hipersuper-
ficies espaciales en IL”t! que tienen la misma curvatura media riemanniana y lorentziana,
es decir, tales que Hr = Hp,. Asi, entre otros resultados se obtendra que dichas hipersuper-
ficies no pueden tener puntos elipticos, lo cual dard lugar a interesantes consecuencias. A
continuacion, nos centraremos en el estudio de la ecuacién de las hipersuperficies espaciales
con Hr = Hp y veremos que es una ecuacién en derivadas parciales cuasilineal y eliptica
salvo en los puntos en los que el gradiente se anula. Después, nuestro siguiente objetivo
sera estudiar el caso particular de los grafos enteros espaciales rotacionalmente invariantes
con respecto a un eje vertical. De esta manera, se obtendrda que si dichos grafos verifican
Hpr = Hp, entonces son hiperplanos horizontales. Tras esto, y volviendo al caso general de
los grafos espaciales, pasaremos a obtener una cota para el supremo del conjunto de los pun-
tos en los que el gradiente no se anula. Por ultimo, veremos qué sucede cuando suponemos
que el factor M™ de nuestra variedad producto es parabdlico.

2.1. Hipersuperficies espaciales en el espacio de Lorentz-Minkowski.

En esta seccién introduciremos algunos resultados que seran necesarios més adelante para poder
demostrar los enunciados principales de este capitulo. El primero de ellos es uno muy conocido,
que nos asegura que toda hipersuperficie espacial en "1 es localmente un grafo sobre un dominio

abierto del hiperplano z,4+1 = 0, que puede ser identificado con R".

Proposicién 2.1. Toda hipersuperficie espacial en L™t es, localmente, un grafo sobre el hiper-

plano x,+1 = 0.

Demostracién. Sea ¥ una hipersuperficie espacial en "1 y sea 7 la proyeccién de L™ = R” x R
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sobre R"™. Esto es,
T Lt — R"

(1, «ov yZpt1) — (21, ..., Tp).

Nuestro objetivo es demostrar que 71"2 : 3 — R es, localmente, un difeomorfismo. Para ello, sea

a = (a1, ..., apt1) : I — ¥ una curva diferenciable definida sobre un intervalo abierto I y con
condiciones iniciales a(0) =py ¢/(0) = v = (v1, ..., Upy1) € TpX. Entonces
d
(dnls), () = 2| _ 7(a(®) = (2} (0), ... @ (0)) = (v, ... vn).
Asi,

<(d7r’2)p (v), (dﬂ"E)p (v)> =vf+.. +vi >l 02— 02 = (v,0)L

Con lo cual, si (dﬂ}z)p (v) = 0 entonces 0 > (v,v)r, y puesto que v es espacial por serlo X, se
tiene v = 0, por lo que (dw‘z)p (v) T — T, x(p)R" es inyectiva. Mds ain, como las dimensiones
de los espacios de salida y llegada son iguales, la aplicacién diferencial es una biyeccién. Ahora,
por el teorema de la funcién inversa, se tiene que 77‘2 es un difeomorfismo local como queriamos

demostrar. O

Notese que, en general, una hipersuperficie espacial es localmente un grafo sobre cualquier hiper-
plano espacial, ya que la demostracién de la Proposicion [2.1] es valida al sustituir el hiperplano

Zp+1 = 0 por cualquier hiperplano espacial.

Por tanto, para cada p € X existen un entorno abierto del punto &/ C ¥, un dominio regular Q C R"

y una funcién diferenciable u € C*°(Q2) tales que U = X, en dicho entorno, es decir,

U=%,={(x1,...,zp,u(z1,...,20)) : (T1,...,2,) € Q}.

Recordemos que, tal y como vimos en la Seccion del Capitulo [I ¥, es una hipersuperficie
espacial si, y solo si, ||[Du|| < 1. En nuestro caso, como estamos tomando M™ = R", tenemos que
Dy || - || son el operador gradiente y la norma en el espacio euclideo respectivamente. Adem4s, en
dicha seccién también calculamos las siguientes expresiones para los vectores normales Ny yv Ng
correspondientes, respectivamente, a las métricas (, )r y (, )r y que usaremos a lo largo de esta
tesis,

(Du, 1) _ (=Du,1) 2.1)

Np=—F——=—= v Nr :
V1= |Dul? V1 || Dulf?

Por otro lado, en la misma Seccién también obtuvimos expresiones para las funciones curvatura

media, Hy y Hpg, en términos de la funcién u. Concretamente, las férmulas obtenidas fueron:

1 Du 1 Du
Hy=—-div| ———— y Hpi = —div () , (2.2)
n <\/1 IIDUI|2) n V 1+ ([ Dul?

donde div denota el operador divergencia en R™.



2.1 Hipersuperficies espaciales en el espacio de Lorentz-Minkowski. 41

A continuacién observemos que, a partir de (2.1]), es posible obtener otras expresiones que determi-
naran tanto el coseno del angulo entre N y 0; como el coseno hiperbdlico del angulo hiperbélico

entre Ny, y O;.

Proposicién 2.2. Dado X7 un grafo espacial en 1", se verifican las siguientes relaciones:

cos(f) = - y cosh(y) = !

1+ || Dull? V1= [[Dul?’

donde 6 y 1 representan el coseno del dngulo entre N y 0, y el coseno hiperbolico del dngulo

hiperbdlico entre N, y Oy, respectivamente.
Demostracion. Denotando
I Xl[r =X, X)r vy  |X]L= VKX, X)Ll

obtenemos, por un lado,

1 B (Du,1)
1+ ||Dul? \/1+ | Dul]?’

= cos(0) [| Nrl[r [|0¢]| r = cos(6),

(O,...,0,1)> = (Ng,0)r
R

y por otro lado,

L EPel) g 01> — (N1, 0,
1= || Dull? < 1—HDuH2’(’ ”)L NE, Oz

= —cosh(¥) [| N ||L |0¢]| . = —cosh(4)),

ya que |[Ng|[r = 10:lr = 1y [[NLl[L = |0 = —1.
O

Més atin, si vemos IL"*! como la variedad producto R™ x Ry, recordemos que en (I.3]) vimos que
cada campo X € X(L""!) puede expresarse como X = X — (X,8,).0; con X € X(R"). Gracias a

esta descomposicion, podemos dar el siguiente resultado.

Proposicién 2.3. Dada X una hipersuperficie espacial en L™, para todo X € X(IL"*1) a lo largo

de ¥ se verifica lo siguiente:
(X,Np)p _ (X,Nr)r

cosh(y)) cos(6)

Demostracion. Por la Proposicion 3 puede expresarse localmente como el grafo determinado
por una funcién diferenciable u sobre un dominio Q C R™. Ademaés, dado X € X(IL"*1), tal y como
se ha indicado, podemos escribirlo como

~

X:)?—l—a(?t:()?,a) con XeXR") vy a=—(X,0)r.
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Entonces, en el entorno ¢/ C ¥ para el cual U = ¥, se tiene, por un lado

(X,Np)L = <(X7 (11)_’ ‘(;:;)>L = cosh(v) <<)?, Du>Rn - a) = cosh(¢)S,

y por otro lado,

(X,Ng)p = ((X.0) on 1)>R = cos(6) (- <X,Du>Rn +a) = cos(0)(=S),

V14 ||[Dul?

donde, en ambos casos, S = <)?,Du>R - a.

Es decir, (X, Nr)1, = cosh(¢)S y (X, Nr)r = cos(0)(—S). Asi, despejando S e igualando, se obtiene
(X, Np)p (X, Nr)r

cosh(1)) T cos(f) (23)

Observemos que, aunque el razonamiento se haya realizado localmente, la expresién (2.3]) no depen-
de de la funcién u, viniendo determinada tnicamente por los vectores normales a la hipersuperficie

y los dngulos que estos forman con 0, por lo que en realidad se trata de una igualdad global. [

De acuerdo con Osserman [Os], una hipersuperficie ¥ en el espacio euclideo R"*! satisface la
propiedad de la envoltura convera si todo subconjunto compacto D C ¥ estd contenido en la
envoltura convexa de su frontera. En ese mismo articulo, muestra también la siguiente condiciéon
geométrica que caracteriza dichas hipersuperficies usando el concepto de punto eliptico. Recordemos
que los puntos elipticos de una hipersuperficie en R™ son aquellos puntos en los que todas las

curvaturas principales tienen el mismo signo.

Teorema 2.4 (Osserman, [Os]). Una hipersuperficie ¥ en R" ! verifica la propiedad de la envoltura

convezxa si, y solo si, no hay puntos elipticos en 2.

Usando el siguiente lema, vamos a demostrar que el Teorema [2.4) de Osserman también se verifica

para hipersuperficies espaciales en L™t

Lema 2.5. Sea X una hipersuperficie espacial en L. Dados p € ¥ y v € T,%, denotemos por
kX(p) y kL (p) las curvaturas normales en p en la direccion de v con respecto a { , Yp y {, )L,
respectivamente. Entonces,
[ S U A7
cos(f(p)) " cosh(¢(p)) *
Demostracion. Dados p € ¥ y v € T,X, sea o una curva diferenciable en ¥ tal que a(0) = p y

a/(0) = v. Entonces, por definicién, obtenemos lo siguiente:

i = (Viptr. Nr)p vy kb = (Vi tr,NL),

siendo tr = e Y 4L = ;-
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Ahora, tengamos en cuenta que

(Vintr, NR) <v O/N> ! <v O/N>
trURy4{VR - [T ITERE R - TR R
f R Carieas g e\ R R
1 1 — 1
= jare (g ¥+ (! () ), )
[o/[[r \\ [l/[|r R /]| r R
1
L (Vwd NR),.
1% R

Por tanto,

<§a’alaNR>R = K’f ||O/H%%7

y de forma andloga también tenemos la igualdad

<va’0/aNL>L = '%1[)/ ||O/||%

Entonces, usando la Proposicion y tomando en ella X = V', obtenemos

rgllofll _ sl IR
cosh(y)) ~ cos()
Asi que
Wl m, oIl o
cos(0) i (p) = cosh(v)) o (p)

O]

Consecuentemente, /@f y 55 siempre tienen signos opuestos. Y entonces, todas las curvaturas prin-
cipales de ¥ con respecto a ( , )g son positivas si, y solo si, todas sus curvaturas principales con
respecto a (, )z son negativas, y viceversa. Equivalentemente, un punto en ¥ es eliptico con res-
pecto a la métrica ( , )1, si, y solo si, es eliptico con respecto a ( , )g. De esta forma, hemos probado

la versién lorentziana del Teorema 2.4]

Teorema 2.6. Una hipersuperficie espacial ¥ en "+ verifica la propiedad de la envoltura conveza

st, Y solo si, no hay puntos elipticos en 2.

El resultado anterior permite obtener una generalizacién del Teorema 3 de [AC], ya que gracias a

él se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Si X" es una hipersuperficie espacial y compacta en L™ que no estd contenida en

la envoltura convexra de su frontera, entonces necesariamente tiene un punto eliptico.
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2.2. Hipersuperficies espaciales con Hy = H;.

Pasemos ahora a establecer y demostrar el primer resultado principal de esta tesis, que nos dice

que si en una hipersuperficie espacial de L"*! se verifica la condicién Hr = Hp, entonces en dicha
i uperfici X1 u ipticos. Si r I itar

hipersuperficie no existen puntos elipticos. Sin embargo, antes de llegar a ese teorema, necesitaremos

el siguiente resultado previo.

Lema 2.8. Dada una hipersuperficie ¥ en L™ y un punto p € X, consideremos una base or-
tonormal de TpyY formada por las direcciones principales {e1, ..., en}. Entonces, para todo vector
unitario v =Y | a;e;, la curvatura normal en la direccion del vector v puede expresarse como
L_ 2L 2L
Ky, = atky + ...+ ayk;;,

donde k‘ZL = (Are;,e;)p para todoi=1,... ,n.

Demostracion. Dados p € ¥ y v € T,X, sea o una curva diferenciable en ¥ tal que a(0) = p y

o' (0) = v. Ahora, recordemos que, por definicién, k& = <ﬁtLtL,NL>L con ty = Ha‘th. Entonces,
como Ny, v t;, son ortogonales, obtenemos que
tr ((t, Np)r) = 0,
es decir,
<vtLtL, NL>L + <tL7ﬁtLNL>L =0.
De esta forma, para un vector v unitario obtenemos la relacion
Kl = — <U,§1,NL>L . (2.4)
Ahora, usando las hipétesis y teniendo en cuenta que Vo, Ny = —Ape; = —k:Z-Lei, concluimos que
para todo i # j se verifica
<v€iNL, €j>L = <—AL6i, ej>L == —k‘iL<€i, ej>L =0. (25)
Uniendo lo obtenido en (2.4) y en (2.5)) obtenemos que
55 = - <ﬁUNL7 'U>L = - <ﬁalel+...+aneﬂ,NLa aie; + ...+ anen>L
= — (a% <W61NL, €1>L + asa1 <W62NL, €1>L +...+ CL?L <VenNL, en>L)
= — (a% <§61NL, 61>L + ...+ ai <$5nNL7 6”>L)
= a2kl + .. +d2kL.
O

Teorema 2.9. Sea ¥ una hipersuperficie espacial en L™ tal que Hr = Hy,. Entonces no todas

las curvaturas principales tienen el mismo signo. Fs decir, no existen puntos elipticos.
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Demostracion. Vamos a trabajar localmente, asi que podemos suponer que para todo p € ¥ existen
un entorno abierto del punto & C 3, un subconjunto abierto 2 C R™ y una funcién diferenciable
u € C*(Q) tales que U = X,,. Es decir, tales que

U=A{(x1,...,zn,u(x1,...,2y)) : (x1,...,2,) € Q}.

Definamos ahora >* como el grafo de u sobre el conjunto

O ={(zx1,...,20) € Q: Du(x1,...,2,) # 0}.

Dado p € ¥*, consideremos la hipersuperficie de nivel pasando por 7(p) y contenida en R", S~c, y
llamemos

Se=A{(x1,...,xn,¢) s u(z1,...,2,) =}
a su levantamiento en Y. Al estar trabajando en un entorno de p, podemos suponer que dicho

levantamiento esta contenido, al menos localmente, en >*.

Como Du # 0 en *, su distribucién es integrable, por lo que podemos considerar la curva integral

a través de 7(p), a, denotando por « su levantamiento a 3* (véase la Figura [2.1]).

Figura 2.1: Hipersuperficies de nivel y curvas integrales de Du.

Vamos a expresar ahora el tangente a a en funcién de Du. Para ello, comenzaremos tomando una

base de T,X de la forma {v1,...,v,} con

v = (1,0,...,0,ug, ), wv2a=1(0,1,0,...,0,uzy), ..., v, =1(0,0,...,0,1,uy, ).

Entonces o/ vendra dado por

(Du,?) = o = ayv1 + agve + ... + ayv,.
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Es decir,

(Ugyy vy Uz, ) = (A1, .., Gp, Q1UL, + ... + a2Uy, ),

por lo que los coeficientes son a; = u,, y por tanto o/ = (Du, | Dul|?) o7

Ahora, sea {e1,...,e,—1} una base de 7,5, que se puede considerar ortonormal simultdneamente
con respecto a ambas métricas ( , Y)rp y ( , )r. Ademds, los vectores de esta base también son
ortogonales a o’ con respecto a las dos métricas. De esta forma, tenemos dos subvariedades definidas
en un entorno de p, S. y «, que son ortogonales en p con respecto a las dos métricas que estamos

considerando.

Observemos que el Lema y la Proposicion nos permiten obtener
KR HelHL cos(6 1 — || Du? L
“ 7 el cosh(v) T+ [ Dul2"™
para todo i =1,...,n — 1y también
Ay (S LTI € HDuH2) ’
“ [lo[|% cosh(dp) | DulZ+ [Duf*\| T+ || Dul2 " 1+ [Duf?/)
g _ /1=|[Du)?
Es decir, si denotamos A = T Dul? hemos llegado a

k= Akl paratodo i=1,...,n—1 y kE = —Agmg,. (2.6)

€i €i

Ahora, como estamos trabajando con direcciones ortogonales en p con respecto a las dos métricas

(,)rY (, )L,y por hipétesis tenemos que Hr = HJ, entonces podemos aplicar las férmulas de

(T11) v (-13) para obtener

—Kg, — — K£n71 — mgl = Iii + + Iif:kl + H(Ij/.
Teniendo en cuenta (2.6)), llegamos a
L L L L 3.L
—Kg — o= R — Ky = —Akg — Akg | — A%Kg,
por lo que
(A-Drl + .+ (A-Drl  =—(4% 1)KL,
Finalmente,
L L A -1\ 2 L
iy +ov kg, = = Ky =—(A"+ A+ 1)k, (2.7)

De esta forma, obtenemos
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es decir, no todas las curvaturas normales tienen el mismo signo. Si usamos esto junto con el hecho
de que en el Lema2.8|se ha visto que podemos expresar la curvatura normal en la direccién dada por
un vector unitario en funcién de las curvaturas principales, si suponemos que todas las curvaturas

principales le tienen el mismo signo llegaremos a contradiccion.

De esta forma, si p € ¥* hemos probado que no todas las curvaturas principales tienen el mismo

signo y, por tanto, no pueden existir puntos elipticos en »*.
Por el contrario, si p € ¥\ ¥*, podemos distinguir dos casos:
» Sip e int(X\ X*), entonces X es localmente un hiperplano, asi que k:f = kZR = 0 para todo i.

= Si p € 0¥* entonces no todas las curvaturas principales tienen el mismo signo por un argu-

mento de continuidad.

O]

Acabamos de demostrar que una hipersuperficie espacial ¥ con Hr = Hj, no tiene puntos elipticos.
Si juntamos este hecho con el Teorema [2.4] llegamos a algunas consecuencias geométricas interesan-

tes. La primera de ellas es inmediata usando ambos resultados.

Teorema 2.10. Sea Y una hipersuperficie espacial compacta en "1 con frontera (necesaria-
mente) no vacia y tal que Hr = Hp. Entonces X estd contenida en la envoltura convexa de su

frontera.

Recordemos que en la Proposicién [2.1] vimos que toda hipersuperficie espacial es localmente un

grafo ¥, sobre un subconjunto abierto 2 C R™. Desde ahora, nos centraremos en grafos espaciales.

A continuaciéon veamos un resultado de unicidad para grafos que son asintéticos a un hiperplano

espacial, donde el término asintético se define como sigue.

Definiciéon 2.11. Decimos que dos grafos enteros X, y X, sobre R son asintdticos si para cada

€ > 0 existe un conjunto compacto K C R” tal que
|lu(zy, ..., xn) —v(x1,...,20)]| < €

para todo (z1,...,x,) € R"\ K.

Obsérvese que, sin pérdida de generalidad, podemos considerar que los conjuntos compactos de la
definicién anterior son bolas euclideas de un cierto radio. Si definimos el inradio de un conjunto
en R™ como el supremo del radio de las bolas cerradas contenidas en él, el concepto de grafos
asintoticos esta bien definido no solo en el caso de grafos enteros, sino que también lo estd en
el caso de grafos sobre un dominio simplemente conexo de inradio infinito, es decir, un dominio
que contiene bolas cerradas de cualquier radio. Obsérvese también que este concepto de inradio

generaliza el concepto de inradio de la geometria clasica.
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Teorema 2.12. Los tnicos grafos espaciales ¥, en L' definidos sobre un subconjunto abierto
simplemente conexo 2 C R™ de inradio infinito, con Hgr = Hp, y asintdticos a un hiperplano

espacial, son (trozos de) hiperplanos espaciales.

Demostracion. Veamos en primer lugar que X, es un grafo sobre un dominio simplemente conexo
de cualquier hiperplano espacial y, en particular, del hiperplano al que es asintético. Para verlo,
supongamos por reduccién al absurdo que existe un hiperplano espacial sobre el que la proyeccién
ortogonal no es sobreyectiva. En ese caso existird una recta temporal que interseque a ¥, al menos
dos veces. Entonces el plano con vector director e, 11 = (0,...,0,1) y que contiene esa recta cortara

a Y, en una curva que es temporal al menos en un punto, lo cual es una contradiccién.

Denotemos por 7 el hiperplano al que X, es asintético y sea v € C*°(') la funcién tal que X, = X,

siendo €' C 7 el dominio de definicién de v. Obsérvese que el inradio de )’ es también infinito.

Por definicién de grafos asintéticos, para todo € > 0 existen y € Q' y R > 0 tales que
lo(z)] <e

para todo z € '\ By (R), siendo By (R) la bola centrada en en el punto y y de radio R.

Entonces, por argumentos de continuidad tenemos que

lo(@)]| <e

para todo = € B, (R).
Ahora, usando el Teorema sabemos que el grafo de la restriccién de v a By(R) estd contenido
en la envoltura convexa de su frontera, asi que la desigualdad

lo(@)]| <e

es cierta también para todo z € By(R), luego la desigualdad se cumple de forma global en €.

Finalmente, tomando limites cuando ¢ tiende a 0, concluimos que X, = €V'. ]

2.3. Una EDP cuasilineal asociada a las hipersuperficies espaciales con
Hp = Hy.
Tal y como se ha mencionado en varias ocasiones, toda hipersuperficie espacial es, localmente,

un grafo ¥, sobre un subconjunto abierto @ C R™. Entonces, gracias a (2.2)), si consideramos el

operador diferencial dado por

1 1
u) = div o Du .
Q(u) << E 1+ IIDUHQ) )
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los grafos espaciales que satisfacen Hr = Hj, van a ser soluciones de la ecuacién

Q(u) =0 (2.8)
con || Dul| < 1. Nos referiremos a la ecuacién (2.8)) como la ecuacidon de las hipersuperficies espaciales
con H R = H L-
La ecuacién de las hipersuperficies espaciales con Hr = Hp, es una EDP cuasilineal y eliptica salvo
en los puntos en los que Du = 0. Para demostrar esto vamos a ver que podemos escribir

Q(u) = (B(Du), D*u),

con B una matriz simétrica que depende de Du y que es definida positiva salvo si Du = 0.

Para ello, sea la funcién

1
ff=——- " con 5=+l

1+ 0| Dul?

Entonces,

Q(u) = div(f-1Du) — div(f1 Du).

Veamos ahora que podemos asociar a cada uno de los dos términos anteriores una matriz Bj

simétrica y dependiente de Du, de forma que
div(fsDu) = (Bs(Du), D*u) (2.9)

y asi tendremos que la matriz que buscamos es de la forma B = B_; — Bj.

Para ello, observemos que la divergencia se puede expresar de la siguiente manera:

div(fsDu) = fsAu+ Du(fs). (2.10)

A continuacién vamos a desarrollar el segundo sumando de (2.10)), pero para ello primero necesita-

mos conocer la expresion 9;( fs5), puesto que
Du(fs) =Yz, 0i(fs).
i

Entonces,

I

0i(fs) = 0; ( 1 ) - _5W

L+ 6] Dull” 1+ 8| Dul)2
donde se ha usado que ; (|[Dul|?) = 2(Du, 8;Du).

Observemos ahora que

(Du, 9;Du) = <Z Uy, 05, 0 Z%J‘aj > = <Z Uy, 0j, Zuxix‘76j> = Zuxjuxixj.
J J J J J
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Asi que
Du, 0;Du
Oi(fy) = —6—DODY 5NN
(1 + 6| Dul[?)? j

y por tanto,

div(fsDu) = fsAu + Zuzz _6f(§zu$ju$i$j . (2.11)
i J

Para hallar la matriz Bs que verifica (2.9)), basta con obtener los coeficientes que acompanan a g,z ,
coni,j =1,...,n, en (2.11)). En el caso i = j, el coeficiente viene dado por fs + uy, (—5f§uxi),

mientras que si i # j es inmediato comprobar que su expresion es f(;3 (—26umiuxj).

Entonces, en consecuencia, la matriz By es de la forma

1496 Z uij —OUp Ugy oo —OUg, Ug,
#1
—0Ugp Uy, 1+0 Z uij cee —O0Ugy Uy,
B;s(Du) = f} i#2
—0Ug, Uy, —0UpyUy, ... 146 Z uij
j#n

Luego, como B(Du) = B_1(Du) — B1(Du), obtenemos
(2= ) = (F+ ) Y _ui, - (F21 4 17) tay s,
J#1
(fil"i_fls)umuzn (fél_flzg)_(fﬁl"i_ff)zug]
J#n

Es inmediato observar que B es una matriz simétrica, y serd definida positiva si, y solo si, para

todo v # 0 se tiene que vBv' > 0. Por tanto, vamos a tomar v = (v1,...,vy,) para calcularlo.

UBUT:z:vi2 fil I—Zuij —f13 1+Zu§j +2(f§1+f§)szjuxiuxj

i J#i J#i 1<J
:ZU? (fil (fé ) fl (f i))+2(f§1+f§)zvivjumul‘j

i<j

= (f-1— f) lol* + f31+f1 sz xl+2zvzvjuxzuzj

1<J

= (fo1 = fO) o[>+ (f21 + f7) (Du,v)* >0,

puesto que f_1 > fi > 0. Obsérvese que, si ||v|| > 0, entonces vBv' = 0 si, y solo si, Du = 0.
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De esta forma hemos demostrado que la ecuacién Q(u) = 0 es cuasilineal y eliptica en todo punto

salvo en los que Du = 0 tal y como queriamos demostrar.

Es bien sabido que las soluciones de una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden cuasilineal
y eliptica, determinada por un operador analitico () son siempre analiticas (véase [Ho|). Por tanto,
si u es una solucién de la ecuacién (2.8) con 0 < ||Du|l < 1, va a ser necesariamente analitica. Sin

embargo, en general, la analiticidad de las soluciones de (2.8)) no puede ser garantizada.

Sea ahora Q un dominio acotado de R™ y sea v € C°(9Q). El problema de Dirichlet asociado
a la ecuacién de las hipersuperficies espaciales con Hr = Hj consiste en encontrar una solucién
u € C?(2) N C°(Q) para el problema con frontera

Qu)=0 en
|Dul] <1 en (2.12)
u=1 en O

Como consecuencia de un teorema de unicidad para el problema de Dirichlet asociado a operadores

elipticos cuasilineales ([GT], Teorema 10.2), obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.13. Sea ) C R"™ un dominio acotado con frontera diferenciable y sea 1 € C°(0R) tal
que el problema de Dirichlet (2.12) admite una solucion u sin puntos criticos. Entonces la solucion

es unica.

Demostracion. Es consecuencia directa del Teorema 10.2 de [GTJ. Sin embargo, es importante ob-
servar que dicho teorema se verifica bajo cuatro hipétesis sobre el operador que define la ecuacién
y que una de ellas no se verifica en nuestro caso. Como estamos suponiendo la condicién de espa-
cialidad, ||Du|| < 1, los coeficientes de @ no estan bien definidos en todo 2 x R x R™ tal y como
pide la ultima hipétesis, sino que lo estan para todo punto en Q x R x By(1). Atn asi, estudiando
en detalle la prueba del citado teorema podemos darnos cuenta de que es suficiente con considerar
los coeficientes definidos en © x R x By(1). O

Es todavia mas interesante hacer énfasis en el hecho de que la demostracion no funciona si la
elipticidad falla en algiin punto. Por tanto, no podemos omitir la hipétesis sobre el gradiente de u.
Sin embargo, como consecuencia del Teorema [2.10] obtenemos el siguiente resultado de unicidad

del problema de Dirichlet bajo unas apropiadas condiciones sobre la frontera.

Teorema 2.14. Las tunicas soluciones al problema de Dirichlet (2.12)) con walores afines en la

frontera son las funciones afines.

Demostracion. Sea u una solucién de (2.12) con u = ¢ en Jf2 siendo ¢ una funcién afin y sea %,
su grafo asociado. Por el Teorema [2.10] X, estda contenido en la envoltura convexa de su frontera,

la cual estd contenida en un hiperplano. Por tanto, el grafo espacial 3, debe estar contenido en un
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hiperplano y, consecuentemente, u es afin. Para este razonamiento seguido, obsérvese que es crucial

observar que el que Teorema también funciona para hipersuperficies que son C2. O

2.4. Grafos espaciales rotacionalmente invariantes.

En esta seccién vamos a considerar grafos espaciales rotacionalmente invariantes con respecto a un
eje vertical. De esta forma, podremos suponer sin pérdida de generalidad que los grafos ¥, van a

estar determinados por una funcién de la forma
u(xy,...,xn) = f(r), r=gzi+... +22, (2.13)

donde f € C*°(I) para un cierto intervalo I C [0, +00).

Como consecuencia inmediata del Teorema obtenemos el siguiente resultado de unicidad
para los grafos espaciales enteros, rotacionalmente invariantes con respecto a un eje vertical y que

verifican la condiciéon Hg = Hj,.

Teorema 2.15. Los unicos grafos enteros espaciales ¥, determinados por una funcion u dada por
la ecuacion (2.13)) y tales que Hr = Hp, son los hiperplanos horizontales.

Demostracion. Dada una constante positiva R, cualquier solucién entera a la ecuacién de las hi-

persuperficies Hp = H, verificando (2.13)) es solucién del siguiente problema de Dirichlet:

Q(u)=0 en By(R)
|Dul| <1 en  Boy(R)
u=cte en JBy(R).

Por el Teorema la funcién u debe ser constante en Bo(R). El resultado se demuestra tomando

limites cuando R tiende a infinito. O

Obsérvese que el teorema anterior no solo funciona para grafos enteros, sino que también puede

usarse con grafos definidos sobre una bola centrada en el origen de R™.

A continuaciéon vamos a ver que localmente si existen soluciones a la ecuacion Hgr = Hj, rotacio-
nalmente invariantes con respecto a un eje vertical y que no son hiperplanos, para lo cual vamos a
hacer uso de las ecuaciones (1.28) y (1.29) que nos dan la expresién en coordenadas de la funcién

curvatura media de grafos.

En primer lugar, tengamos en cuenta que si u satisface (2.13)), entonces

Uy, = 22 f, Uz, = 2f" + 4x12f” y Uy, = Qi f" st # g
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Asi, el numerador de las expresiones (|1.28) y (1.29) serd de la forma

n n
2
E Ugiz; | 1+ 0 E uy. | — 26 E g Ugp U, Uy =
i=1 JAi i=1 i<j
n

=Y (2f +4aif") [ 1+6) 4a? ( M2 —26 zn: > 2y f 2 f dwi

i=1 i i=1 i<j
=2fn+85 (F)° 3D a?+arf 166" (£)° >3 ata? =325 ()2 D] ata?
i=1 j#i i=1 j#i i=1 i<j
=2+ 85 (f)* D (r—ad) +4rs" =2+ 400 ()’ (0= 1) + 20 ")
=1

En cuanto al denominador,

(1+ 8| DulP)? = (140 (40} ()" 4.+ a2 (f’)2)>g = (1404 (f/)%)g
Es decir,
2 (f’n+4r (f’)3 (n—1) +27“f”> 92 (f’n _ 4T’(f/)3 (n—1) +2rf”>
Hr = 3 y Hp= 5 )
(e A

Por tanto, si queremos resolver la ecuacion Hg = Hp, tendremos que resolver la ecuacién diferencial

de segundo orden
4 () (=1 +2rf"  fu—4r(f)° (n—1)+2rf"

- . (2.14)
(1+4(f’)2r) (1—4(f’)2r>

ol
o

Ademds, observemos que por ser ¥, un grafo espacial se debe verificar |Dul|? = 4 (f')*r < 1.

Mediante operaciones bésicas a partir de (2.14]) obtenemos la siguiente expresién para la segunda

derivada de la funcion f:

3
2

Njw

o (Fn=ar (/P =1) (1+40)7r)* = (Fa+ar (P (n=1)) (1-4()r) s

or ((1_4@”)27«)g = (1+4(f/)27~)3>

Si nos fijamos, el denominador de f” se anula si 7 = 0 o si f/ = 0, as{ que dadas unas condiciones

iniciales (1o, f(ro), f'(r0)) tales que 7o > 0, f'(ro) # 0y 4 (f' (r0))* o < 1, la ecuacién (2.15) estard
bien definida en un entorno de rq.
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Entonces, tomando g = f’, podemos transformar la ecuacién ([2.14)) en el sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias

3
2

(g —4rg* (n 1)) (1 +4r9%)? — (ng + 479" (n 1) (1~ 4()?7)

2r ((1 — 41”92)% - (14 4rg2)%> ’

/

g:

g=1r
el cual tiene solucion local por el teorema de Peano para las condiciones iniciales antes especifica-
das. Es interesante observar que estos ejemplos no son enteros debido al Teorema Ademas,
tengamos también en cuenta que, dado que f'(rg) # 0, la solucién obtenida no es localmente un

hiperplano.

2.5. Sobre el inradio en el dominio de soluciones.

Como otra consecuencia, dado un grafo espacial satisfaciendo Hr = Hj podemos determinar el
inradio de Q*, siendo Q2* el conjunto de los puntos en los que el gradiente de la funcién no se anula,
tal y como ya se definié en el Teorema [2.9] o equivalentemente, los puntos en los que el hiperplano
tangente a la hipersuperficie no es horizontal. Sin embargo, antes de nada necesitamos un resultado
que nos va a relacionar la curvatura media de dichas hipersuperficies y la curvatura media de sus

hipersuperficies de nivel.

Lema 2.16. Sea X, un grafo espacial en L™ sobre un dominio 2 C R™ tal que Hg = Hy,. Si 5~'C

denota la hipersuperficie de nivel u = c en Q* y H. es su funcion curvatura media, entonces

n—1
|HL‘ < T|Hc| o T.

V2

Demostracion. Para esta demostraciéon seguiremos la notacion del Teorema En este marco,
recordemos que S, denota el levantamiento en ¥* de §c, y dado un punto p € X*, & es la curva
integral de Du a través de 7(p) y a denota su levantamiento en ¥*. Consideremos una base orto-
normal {é1,...,€é,} de §C en m(p). Ahora, para cada i = 1,...,n, tomemos una curva en S~'c, QG

con ;(0) = 7(p) y @ = &. Sean o sus levantamientos a S.. Observemos que o} = (&;’,0). Por

&7

(6% N
otro lado, sean t; = —— v t; = =i,
) i = Tz Y b ]

Teniendo en cuenta esta notacién, y denotando e; = (€3, 0), es posible relacionar la curvatura normal
con respecto a la métrica (, )z de ¥, en p en la direccién de o, né, con la curvatura normal de

S, en 7(p) en la direccién de @;’, denotada por K, de la siguiente forma.

_ — Du, 1 1 ~
kY = (Viti, NL) L = <Vtitia W> = <Dt7-ti’D“>Rn on
L

V1= ||Dul? V1= ||Dul?
—|[Dul < ~ DU> | Dul|
- D’V_t‘, oM = — RE,_ o,
i 1DulE \P5 [Dull/ e Vi—DupP"e
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donde recordemos que D y (, )rn son, respectivamente, la conexién de Levi-Civita y la métrica

usual del espacio euclideo R", y ﬁ es el campo de vectores unitario y normal a S. en R™.

Entonces, si recordamos la ecuacién (2.7 del Teorema llegamos a la igualdad

1
L L L
_HOL, e 71424'_14_’_1 (Hel +"'+K’€n_1) . (216)

Teniendo en cuenta (2.16)) junto con el hecho de que, por definicién, se tiene

(n—=1)He=kKg + ...+ K¢

en—1’

obtenemos
—(A2+ A
nHy = b b b= A (it )
A+ A | Dull (c
= o+ .+ C~>o
A4 A+ /i |Dup \' Fei) O
A+1 || Dul|
= n—1)H.om.
A2+A+1,/1+|1Du\|2( e
Es decir,
A+1 | Dul|
n|Hpl=(n—1 Hlom=(n-1 Dul|))|H¢| o,
Hel = (= )" 1 el o7 = (0= DA DA o
A(t)+1 t 112

donde f(t) = con0<t<lyAlt)=

1412

A(t)? + A() +1 V1 + 2
Sabemos que f(t) es positiva, ya que recordemos que, por estar trabajando en *, u no tiene puntos
criticos, luego ||Du|| # 0. Vamos a ver que es creciente y vamos a buscar una cota superior. Para

ello, observemos que

Alt) +1 ot
Arrant1 Y "= A

f@) = g()h(t) con ¢(t) =

En primer lugar, estd claro que, para 0 < ¢t < 1, g(¢t) > 0 y h(t) > 0. Ahora, si calculamos la

derivada de la funcién h(t), obtenemos

1
W(t) = ——5 >0,
(1+12)3

por lo que h(t) es creciente. Por otro lado, podemos expresar la funcién g(t) como

r+1

g(t) = (o A)(t) con I(x)= Prarl
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y observar que, parax >0y 0 <t <1,

—z? — 22 —2t
l/(w) = m <0 y A/(t) = o T < 0.
(1+2)2, /=22

Entonces, como g(t) = I(A(t)), si usamos la regla de la cadena llegamos la desigualdad

g'(t) =T (k) (t) >0,

puesto que t = ||Dul| € (0,1) y A(t) > 0 para todo t € (0,1). Asi, obtenemos que g(t) también es

una funcién creciente.

Por tanto, por ser el producto de dos funciones positivas y crecientes, tenemos que f(t) es cre-

ciente para 0 < ¢ < 1. De esta forma, como ||Du|| < 1, para obtener una cota superior podemos

simplemente tener en cuenta que f(1) = .

V2
Finalmente, para todo p € Q* se verifica

n—1

|Hp(p)| < W)

|He(m(p))]

O

Teorema 2.17. Sea u una solucion a la ecuacion de las hipersuperficies espaciales con Hgr = Hf,

definida en un comjunto abierto Q@ C R™. Entonces

-1
inradio(2*) < o

nv2infq« HL|'

Demostracion. Si infg- |[Hp| = 0, entonces inradio(2*) < oo y no hay nada que probar.

En cualquier otro caso, tenemos |Hy| > infg« |[Hr| = ¢ > 0 en X y, como consecuencia del Lema

[2.16], tenemos

-1
n |H.| > |Hp| > ¢ >0,

nv2

por lo que

2
"‘flc >0 en Q. (2.17)
n —

|H.| >
Observemos ademéds que €2* es un conjunto abierto de R™. Vamos a considerar todas las hipersu-
perficies de nivel en 2* ordenadas segin el valor de u en cada una de ellas y las vamos a orientar

de forma que los vectores normales apunten en la direccién en la que u disminuye.

Procederemos por reduccién al absurdo suponiendo que el inradio de ©2* es mayor que la cota
propuesta en (2.17)). Es decir, supondremos que

-1
inradio(Q*) > n

n2e
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En ese caso, existird necesariamente un punto g € Q* tal que

B, <Z\fc> C int(QF) = Q.

Como la bola B, ( ”\/%1 ) es compacta, entonces u alcanza un maximo en ella. Més atn, como Du
n (&

no se anula en By (J—\EC), sabemos que dicho valor extremo se alcanza en la frontera de la bola.

Seap € Eq (71"7_216) el punto en el que se alcanza el maximo. En ese caso, la hipersuperficie de nivel

a través de p es tangente a la frontera de la bola, 9B, (mf ) y esta contenida en Q*\ By ( 26)

ya que en caso contrario llegariamos a contradiccién porque el méximo se alcanzaria en el interior

de la bola pero al mismo tiempo Du no se anula en ella (véase la Figura .

Figura 2.2: Bola B, (

nﬁc)enQ.

Por tanto, segtin la terminologfa introducida en la Definicién [1.18, 9B, (n"\;§16> estd por encima

de la hipersuperficie de nivel en p, S.. En consecuencia, teniendo en cuenta que 8§q <n"\;§1€) tiene
nv2c

n—1"

curvatura media constante

el principio del méximo interior (Teorema [1.19)), implica que

nv2e

n—1’

H.(p) <

lo que junto con (2.17) nos permite concluir que
n\@c

n—1

Hc(p) < =

n\/§

-1

Andlogamente, también puede demostrarse que H.(p) > siendo p el punto en el que u alcanza

un minimo en B ( fc)

Finalmente, por un argumento de continuidad, concluimos que existe un punto en la bola en el cual
H, se anula, lo cual entra en contradiccién con (2.17]). O

Como consecuencia directa del Teorema obtenemos los siguientes resultados.
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Corolario 2.18. Sea u una solucion de la ecuacion de las hipersuperficies espaciales con Hr =
Hj, definida sobre un comjunto abierto 2 C R™ y supongamos que * definido como antes es
un congunto con inradio infinito. Entonces, infy, |Hp| = 0. Equivalentemente, no existen grafos

espaciales satisfaciendo Hr = Hy,, |HL| > ¢ para cierta constante ¢ > 0 e inradio(2*) = oc.

Corolario 2.19. Sea u una solucion de la ecuacion de las hipersuperficies espaciales con Hr = Hj,

definida en un conjunto abierto @ C R™ con curvatura media constante. Entonces
(n—1)

inradio(Q*) < ——————.
nv/2 |Hp|

2.6. Parabolicidad.

En esta ultima seccion del Capitulo 2, para una variedad riemanniana M™ satisfaciendo ciertas
hipétesis que describiremos mas adelante, consideraremos hipersuperficies espaciales en el espacio
producto M?H = M" x R con las métricas (, )r y (, ) definidas en el Capitulo |l] y tales que
Hgr = Hy. Sin embargo, antes de enunciar el resultado principal de esta seccién, necesitaremos

tener en cuenta los siguientes cédlculos.

A partir de la expresién ((1.25) obtenida en el primer capitulo de esta tesis, se tiene lo siguiente:
2\5 2 2
nHs (14 6||Du||?)? = (1 + 8| Dul|*) Au— §D*Du(Du, Du).
Por tanto, particularizando en el caso § = 1, y por tanto considerando la métrica ( , ), obtenemos

= ) 2.18
ny/ (1+ || Dul?)’ ny/ (1+ || Dul?)? (219

donde P, = —| Du||*Au + D*Du(Du, Du).

i Au + || Dul|?Au — D? Du(Du, Du) Au— P,
R ==

Anélogamente, al considerar 6 = —1, es decir, la métrica (, )7, llegamos a

ny/(L— | Dul?)? /(= |Dulp)

donde P, es el mismo operador que interviene en la expresion (2.18)).

5, Au—||Du|*Au+ D*Du(Du, Du) Au + P,
L =

Ahora, si despejamos P, en las dos expresiones anteriores e imponemos la condicién de que H =

Hpr = Hj, tenemos lo siguiente:
Au—nH\/(1 + ||Du||?)* = nH\/(1 — || Du|?)® — Auw.

2A
H= “ . (2.19)

n (\/(1 + | Dul|2)® + \/(1 - IIDull2)3)

Es decir,
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Para la siguiente definicién, recordemos que se dice que una funcién es subarmdnica si Au > 0,

mientras que se dice que es superarmonica si Au < 0.

Definicién 2.20. Decimos que una variedad M™ es parabdlica si toda funcién subarménica (resp.

superarmonica) acotada superiormente (resp. inferiormente) es constante.
Bajo la hipétesis de parabolicidad de M™, puede demostrarse el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 2.21. Sea M" una variedad riemanniana parabolica. Los unicos grafos enteros espaciales
Y en Mﬁ}“ tales que Hr = Hy, = H, que estan acotados superiormente (resp. inferiormente), y
tales que H > 0 (resp. H < 0) son los slices.

Demostracion. Supondremos que X, estd acotado superiormente y que H > 0, puesto que el otro
caso es andlogo. Entonces, bajo estas hipdtesis, la expresién (2.19) nos permite obtener Au > 0.
Asi, teniendo en cuenta que M"™ es parabdlica, llegamos a que u es constante y que por tanto X,

es un slice. O
El Teorema puede generalizarse de la siguiente forma.

Teorema 2.22. Sea M™ una variedad riemanniana parabdlica. Los unicos grafos enteros espaciales
—n+1 Iy :

Yy en Mg = tales que Hp = Hp, = H > 0 (resp. H < 0) y con la funcién u acotada superiormente

por una funcion v superarmonica (resp. subarmdnica) son las traslaciones verticales de ¥, siempre

que X, sea espacial con Hr = Hy,.

Demostracion. Supongamos el caso en el que tenemos v < v con v una funciéon superarménica y

H >0, ya que el otro es andlogo. Entonces, a partir de (2.19]), obtenemos
2 Au 2A(u—v)

< .
o (Ve IDal® + =10 ) o (s ipue® - oae)?)

Por tanto, como el denominador es positivo, tenemos que A(u — v) > 0. Si ademds tenemos en

0<H=

cuenta que por hipétesis u — v < 0y que M™ es parabdlica, obtenemos que u — v es constante,

llegando asi al resultado del enunciado. O

Es un hecho bien conocido que R? es una superficie parabélica, mientras que R™ con n > 3 no lo
es (véase por ejemplo [G1]). En consecuencia, en el caso particular en el que M = R2, podemos

obtener el siguiente corolario.

Corolario 2.23. Los tnicos grafos enteros espaciales en I3 tales que Hp = Hy, = H, que estdn
acotados superiormente (resp. inferiormente) por un plano espacial y tales que H > 0 (resp. H <0)

son los planos espaciales.






Capitulo 3

Hipersuperficies en espacios producto

Sumario. En este capitulo, dada una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio
producto M= Mo R, se estudiard qué relacién existe entre su geometria cuando se
le otorga la métrica ( , )r y cuando tiene la métrica ( , )r. Concretamente, se estudiara
qué relacién existe entre los campos vectoriales normales y unitarios Ng y N, entre los
operadores forma Ar y Ay, y entre las funciones curvatura media Hr y Hy. A continua-
cién, y usando los resultados obtenidos a lo largo del capitulo, se demostrard que si una
hipersuperficie no degenerada verifica Hr = Hy = 0, entonces las hipersuperficies de nivel
de su funcién altura son subvariedades minimales. Ademds, dicho resultado nos permitira
obtener una caracterizacién para las superficies regladas. Después, se daran algunos ejem-
plos de hipersuperficies que verifican Hg = Hy, = 0 y se obtendra otra caracterizacién. Por
dltimo, se estudiard qué relacién existe entre las curvaturas de Gauss de superficies en M;}

—3 . s
y en M} para llegar a otro teorema de caracterizacién.

Sea M?H la variedad pseudo-riemanniana definida en el Capitulo [1} es decir, M%ﬂ sid =1y
Hzﬂ si § = —1, y consideremos ¥ una hipersuperficie no degenerada en Hzﬂ. En las primeras
secciones de este capitulo nos proponemos relacionar la geometria de (X, (, )z) conlade (3, (, )r).
Para ello, comencemos por obtener las siguientes relaciones interesantes entre la métrica ( , ) de

Mg y la métrica (, ) de M.

Proposicion 3.1. Dados dos campos tangentes X, Y € X (M?Jrl), se wverifican las siguientes

relaciones:
(X,Y)r —(X,Y) =2(X,0,)r(Y, O¢)R-

(X, Y)r —(X,Y)r =2(X,0,) (Y, 0¢) L.



62 Hipersuperficies en espacios producto

. S n+1 .
Demostracion. Tal y como hemos hecho otras veces, vamos a ver M s~ como una variedad producto

para asi poder descomponer los campos X e Y de la siguiente forma:
X = X + (X, 8)rd;, Y =Y + (Y, 0)r0:,

X=X (X000, vy Y=Y-(,0).0,
donde (X,0;)s =0y (Y,0;)5 = 0.
Entonces, teniendo en cuenta la Proposicién [1.2]

(X,Y)r —(X,Y)r = (X,Y) + (X, 0)r(Y, ) r{(0, O)r — (X,Y) — (X,0) (Y, ) (D, D)1
= (X, 0)r(Y,0) R + (X,8) (Y, 81
= <X, 8t)R<Y, 815>R =+ <X, 8t)R<Y, at)R

= 2(X,0)r(Y, O¢)R-

La demostracién de la otra igualdad es andloga. O

3.1. Los vectores normales.

A continuacién, y tal y como vimos en la Seccion dada una hipersuperficie no degenerada en

—n+1 . ) ryoe ;

M; ~, podemos considerarla con la métrica (, )z, o con la métrica ( , )r. Esto dard lugar a que
. ——n+1 —mn+1

podamos considerar su vector normal en M ~, denotado por Nz, y su vector normal en Mp

denotado por Ng. El siguiente resultado establece la relacién existente entre ambos campos.

Lema 3.2. Sea ¢y : X" — Mzﬂ una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio producto

lorentziano Mzﬂ con campo vectorial normal y unitario Ny, tal que (N1, 0;)r < 0. Entonces

Np=— < 2(w? — )9 — NL) (3.1)

wL

define el inico campo vectorial normal en X" con respecto a la métrica riemanniana { , g tal que
(NR,Or)r > 0, donde
wi =e+2(Np,0)% >1>0. (3.2)

Demostracion. Vamos a comenzar comprobando que el campo Np del enunciado es unitario con

respecto a la métrica (, )g. Para ello, calculemos lo siguiente:

<NR3NR>R = w% <2(w% — 5)<8t,8t>R — 2\/2(0.)% — €)<NL,at>R =+ <NLaNL>R) . (3.3)

L

Puesto que (N, 0;)1 <0, se sigue de (3.2)) que

(NL,Op) 1, = — =- ; (3.4)
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y usando la Proposicién [I.2] obtenemos

(NL,O)p = —(NL,O)p = ——F—. (3.5)

Por otro lado, teniendo en cuenta la Proposicion también obtenemos

<NL, NL)R = <NL, NL)L + 2<NL,6t>% =€+ 2<NL, 8t)% = w%. (36)

Como (0, 0¢)r = 1, si volvemos a (3.3)) teniendo en cuenta ({3.5) y (3.6, llegamos a
1

(Nr, Nr)R =z
wr

(2(w? —e) —2(wi —e) +wi) = 1.

A continuacién, para comprobar si (Ng,0;)r > 0, simplemente hay que usar la definicién de Np

junto con (3.5 para comprobar que

(Np. 00 Jawr —o - V2 i SN

2wy, -
Por ultimo, para todo X € X(X) se tiene
1
(¥, X} = o (/206 ~ X 00n — (80, X))
1

- = (— 2(w? —e)(X,0) 1 — 2(Np, 0 (X, 3t>L>

:want <\/2 &)~ /2(w? > 0,

donde se ha usado (3.4) junto con el hecho de que, por la Proposicién

(N, X)r = (Nr, X) £ + 2(N1,0) 1.(X, Oi) . = 2(NL, 0) (X, Oy) L,
ya que (N, X)r, = 0. Esto acaba la demostracién. O

. .2 . . . ——n+1
A continuacién, vamos a considerar el caso particular de los grafos espaciales en M; = para com-

probar que el resultado que acabamos de demostrar coincide con lo obtenido en la Seccién

Ejemplo 3.3. Sea @ C M™ un dominio conexo y sea u € C*(Q2) una funcién diferenciable que
ﬂ—l—l

determina un grafo espacial ¥, = {(z,u(x)) : x € Q} C M, .
Tal y como vimos en ((1.15)), el vector normal con respecto a la métrica (, )z es de la forma

1

Np=———
V1= [[Dul?
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Vamos a calcular, en primer lugar, la expresion de w%. Para ello, como ¢ = —1 se tiene
LY 2 1t |Duf?
2 2 - + U
WL:—1+2<NL,815>L:—1+2 —_— = -1+ — )
1 — || Dul? 1—|Dul*  1—|Dul?

Entonces,

<

1Dy
L=\~ moe
1= | Dul?

/ 4 2
(wL ) 1— HDuHQ /1 — ”DU||2

Teniendo esto ultimo en cuenta,

Ng = wlL <«/2 (w? +1)0, — NL>

o 1-— HD’LL||2 28t _ DU+8t
L+ [Dul* \ /T~ [Dul? /1~ Dul]?

1
= (~Du+d).

V14 ||[Dul?

El siguiente resultado es una recoleccién de varias férmulas ttiles que seran usadas a lo largo de

este capitulo. Algunas de ellas incluso ya han aparecido en la demostracién del Lema [3.2

Lema 3.4. Sea ) : X" — MZH una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio producto
lorentziano MZ—H con campo vectorial normal y unitario Ny, tal que (Np,,0;)r, < 0. Definiendo Ng

como el dado por (3.1)), se tienen las siguientes relaciones:

a) (NLaNL>L:5 d) <NR7NR>R: 1 Q(w%—s)
9) (N )y =~
b) (Np,Np)p = w? e) (N, Nr), = —wrL
e c 2 (wf —¢)
¢) (Np:NR)p, = — f) (NL,NR)p = —— h) (N0 = ~—
L wr wr

Demostracién. Unicamente vamos a demostrar los apartados c¢), €) y f), puesto que las otras

relaciones ya han salido con anterioridad.

Para el apartado ¢), calculemos la expresién directamente teniendo en cuenta la definiciéon de Ng
junto con (3.4)), y se llega a que

(Nr,NR)L = w% (2(‘*’% =)0 001 — 2\/2(%7—5)@\@, Ou) (N NL>L>
r
= w% (—2(wi —e) +2(wf —¢) +¢) = w%
2 I

En la demostracion del apartado e), de nuevo hay que usar lo obtenido en ({3.4]), de modo que

(NL, NR)L = L ( 2(w} — €)(NL, )1 — (NL,NL>L> -1 (—(wi—¢)—¢) = —wr.

WL wr
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Por ultimo, para el apartado f) se usardn las expresiones (3.5)) y (3.6) para concluir que

(Ni, Nr)r = - ( 2(wf — )N, 0n)r — <NL7NL>R) - L (Wi —¢) —wi) = _—

wr wL wr

O]

Observemos que el Lema [3.2| expresa cémo escribir el campo vectorial Ng, normal a la hipersuperfi-
cie con respecto a la métrica ( , )g, en términos del campo vectorial Nz, normal a la hipersuperficie

con respecto a la métrica (, ). Lo contrario también es posible. De hecho, de (3.1]) tenemos

Np =1/2(w? — )0y —w N = wlR <, /2 (1 —ew?)o, — NR) , (3.7)

donde, por definicién,

1 9 1 —ew
WR = —, y por tanto Wy —€=—5—
wr, wp

Ademds, teniendo en cuenta el apartado h) del Lema tenemos
2(Ng, 0 = 1 — ew,

de donde

WR = \/8 (1 — 2<NR,6t>%).

Més aun, en términos de wg, el apartado c¢) del Lema se escribe como
Ng, Np)p = ew?
(Nr, NR)L = ewg,

en analogia con la relacién del apartado b) del mismo lema.

De ahora en adelante, siempre supondremos que toda hipersuperficie no degenerada X" del espacio
producto lorentziano M?JH esta orientada por un Unico campo vectorial normal y unitario Ny, tal
que (Ng,0;)r, < 0. Como se ha observado anteriormente, cuando la hipersuperficie es espacial Ny,
esta globalmente definido en >, mientras que si la hipersuperficie es temporal entonces Ny, esta al
menos localmente definido. Teniendo eso en cuenta, si vemos dicha hipersuperficie ™ en el espacio
producto riemanniano mﬂ, 3™ siempre estara orientada por el campo vectorial normal y unitario
Np dado por (3.1)) y con (Ng,d;)r > 0. En este contexto, denotaremos por h la funcién altura,
esto es, h : ¥ — R es la proyeccién de X" en R, h = wR o 1, donde recordemos que R es la
proyeccién de M?H = M"™ xR sobre R. Cuando h = tj es constante para un cierto ty € R, decimos

que X" estd contenida en el slice M™ x {to} de M?H.

Por otro lado, dados los campos normales Nr y Ny, obsérvese que el campo 9; puede descomponerse

de las siguientes formas:

at:0JR+(NR,8t>RNR y 8t:6tTL+€<NL,6t>LNL, (3.8)
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donde T# y T denotan, respectivamente, las componentes tangentes de un campo vectorial a lo
. s Sn+1 P .
largo de la inmersion v : 3" — M Z* con respecto a las métricas (, Yg y (, )r. En particular,

se tienen las expresiones

L= 0 0)n=(00"0/") +(Nr. ok (3.9)

v 1= @0 = (07" 0]") +e(Ne a0t (3.10)

Es interesante observar que, si tomamos las partes tangentes del vector d; con respecto a ambas
métricas, dichas partes tangentes no tienen por qué ser iguales tal y como vamos a ver en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.5. Sea u € C°°(R?) una funcién que determina un grafo espacial ¢ : R? — L2 de la
forma ¢ (z,y) = (z,y,u(z,y)). Vamos a calcular 9, Ty o, * usando las expresiones dadas en (13.8)

para ver que tienen valores distintos.

Antes de nada, veamos la expresién de los campos normales con respecto a las métricas (, gy
(, )L, que no es mas que adaptar a nuestro ejemplo la expresién de (|1.15) como se hizo en el
Ejemplo [3.3

1 1
N = ————(ug, uy, 1).

(e, —uy, 1)y
1+ u2+u 1 —uZ —u

Entonces, por un lado,

Np =

TR_ o 1
0, —Gr%NmQMNR—mﬁﬂ)—Tiagﬁg@w%—%J)
Uy Uy ug’_‘_ugz/ 1 ( 2+ 2)
- ) b = u7u 7u u )
T2 +u2’ 1+u2 +u2’ 14w +u? ) T4ud4u2 0070 W

mientras que por otro lado, y puesto que € = —1,

L 1
d’:@+wpwuw:m@n—f—7—7mw%n
— Uz — Uy

2 2

= s Yy T = -1 (u Uy, U +u2)
= - N ‘
T—w2—u2’1—u2—u2’1—u2—u? -2 —q2 Ve

Y Y T Y T y
TR TL
Por tanto, 0,/ # 0, ~ en general tal y como se afirmaba.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores, es posible obtener una relacién entre los gradientes

de la funcién altura y las partes tangentes del campo 9; con respecto a las métricas (, )r v (, )r-
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Proposicion 3.6. Sea X" una hipersuperficie no degenerada inmersa en el espacio producto lo-

. —n+1 . . . . .
rentziano My~ con funcion altura h. Entonces, se verifican las siguientes relaciones:
R L
VEh =0 y  Vih=-9".

Demostracion. Para demostrar estas relaciones usaremos la Proposicién |1.1]y tendremos en cuenta
que la componente tangente de la proyeccién mr con respecto a ambas métricas es igual a la funcién
altura h. Asi,

VEp = (vaR)TR = LTR y Vih = <VL7T]R)TL = — ;FL.
O

Obsérvese que si combinamos las expresiones de (3.8]) junto con la Proposicién obtenemos lo
siguiente:

VEh =0, — (Ng,0)pkNr y  VIih=—-08,+e(Np,0)LNy. (3.11)

Mas ain, también es posible relacionar entre si los dos gradientes de la funcién altura de nuestra

hipersuperficie 3".

Lema 3.7. Sea X" una hipersuperficie no degenerada en mﬂ y sea h la funcién altura sobre 3",

Entonces,
Vb = -5 VEh = —ewdVEh.
w
L
Equivalentemente,
€
Vih = IT?VRh = —ew? VD, (3.12)
R

Demostracion. Teniendo en cuenta los apartados g) y h) del Lema tenemos

1

N —
(NR,O)R o1

(NL, 0L (3.13)

Entonces, si tenemos en cuenta la expresion (3.13)) junto con la definicién de Np dada en ({3.1)), el
apartado g) del Lema y la observacion de (3.11]), obtenemos

1 1 1 w? —¢
(Nr,0)rRNR = —5 (N1, 0) LNL — —5 (N1, 01/ 2(w} — €)0r = —5 (N1, 8) L NI, + ~L—5—0,
wr wr, wr wr

S 15
= 875 + 3 (—815 + 8<NL, 8t)LNL) = 3t + Tth‘
wr, wr,

Por tltimo, volviendo a usar (3.11)), concluimos que

3
Vih = ——VIh. (3.14)

wr

El resto de expresiones se obtienen directamente de (3.14)). ]
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De acuerdo con el Lema podemos inferir los siguientes hechos.

. . S 5n+1 . ——n+1 . . . ——5n+1
1. Una hipersuperficie en M5 = M"™ x R es un slice en M p = si y solo si es un slice en M,

(y por tanto espacial).

2. Denotando por § > 0 el 4ngulo riemanniano entre Ny y 0, es decir, cos(f) = (Ng, O¢) g, de las
definiciones de los angulos hiperbdlicos (|1.8) y (1.9)), la relacién dada en (3.13]) y recordando

que cosh?(p) — senh?(p) = 1, es inmediato lo siguiente:

senh(yp) G el
senh? cosh?
cos(9) = / wh(ia) v G e—_1 19

\/senhz(tp) + cosh?(y)

Se dice que una hipersuperficie orientable ¥™ en una variedad producto M™ x R tiene dngulo
constante si su campo vectorial normal tiene un dngulo constante con respecto a la direccién fijada
por la recta real R. En los tltimos anios, muchos geémetras han estado estudiando esta propiedad
obteniendo importantes resultados de clasificacién (véase por ejemplo [DFVV], [DM], [EN], [NRS],
[To]). Teniendo en cuenta el segundo hecho observado sobre los dngulos en (3.15), tenemos el

siguiente resultado.

Corolario 3.8. Una hipersuperficie no degenerada en Hzﬂ tiene dngulo constante st y solo si

. . . . ——n+1
tiene angulo constante como hipersuperficie en M p .

3.2. Los operadores forma.

. . . ——n+1
Al igual que sucede con los vectores normales, dada una hipersuperficie no degenerada en M
g q ) p p g L >
. ——n+1
podemos considerar su operador forma en M, que denotamos por Ay, y su operador forma como
. . ——n+1 ..
hipersuperficie en M ~, que denotamos por Ag. En el siguiente resultado vamos a establecer una

relacion entre ambos operadores forma que resultara muy ttil en lo sucesivo.

Teorema 3.9. Sea X" una hipersuperficie no degenerada inmersa en MZH con campo vectorial
normal y unitario Ny, tal que (Np,0;)r < 0. Sea Ng el inico campo vectorial unitario y normal
sobre X" con respecto a la métrica producto riemanniana { , Yr con (Ng,0)r > 0 y dado por
(3.1). Entonces, los correspondientes operadores forma de ¥™ con respecto a Np y Nr, Ar y Ar

respectivamente, estan relacionados de la siguiente manera:

1 2
ApX = ——ALX — S (ALY h, X) V. (3.16)
Wi, wL
Fquivalentemente,
1 2
ALX = ——ApX + —(AgV®h, X) V7. (3.17)
WR wp
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Demostracion. Vamos a comenzar demostrando la ecuacién (3.16|). Para ello, deberemos tener en
cuenta la expresién (3.1)) de Ng y la férmula de Weingarten de (|1.12)) para obtener

_ — 1 /
ARX = —VxNR = VX (UJL (NL - Q(W% - 5)815))
(1 1 o, 1
1 1 7/ =

Sin embargo, como J; es paralelo tanto en M?{H como en Mz+1, se tiene que Vxd; = 0 para todo
X € X(X). Entonces, la expresién de (3.18) queda de la siguiente forma:

—x (Vv o x () o —oe, - La,x - L 2 _
ARX =X <wL> NL X (WL) 2(wL 5)8t wLALX wLX ( 2(wL €)> 8t. (319)

A continuacién vamos a calcular todas las derivadas que aparecen en (3.19)). Pero antes, obsérvese

que
X ((Np,0)1) = (VxNr,0) + (N, Vo) = —(ALX, 04) L. (3.20)
Entonces,
1 —2(A1 X, 0,
X(wp) =X <(€ + 2<NL,8,5>%)2) e t>L<NL73t>L
wr,
Por tanto,
1 —X((,L)L) 2
X|—)=—7=—=({AX,0 Np, 0. .
(5) == - Staxonun.on 321

Ahora, usando el apartado g) del Lema obtenemos

X < 2(wi - 5)) =X (=2(N,0)1) = 2(ALX, 0. (3.22)

De esta manera, partiendo de (3.19) y teniendo en cuenta (3.21)) y (3.22]), llegamos a lo siguiente:

2 2
ARX = w73<ALX7 ) .ANr,0)LNL — w73<ALX> ) L(NL,0p) L/ 2(w? —€)0y
L L (3.23)
_ LALX _ M@t.
wr, wr,

Para continuar con esta cuenta, vamos a sumar algunos términos de (3.23]) por separado para

intentar que las operaciones sean mas sencillas visualmente. Para ello, asignemos los siguientes
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nimeros y volvamos a usar el apartado g) del Lema

2 2(wj —¢)
1= X, 00) (N1 )\ 2( — ) (ALK a0,

o _AALX 001,

wr

Usando la notacién anterior, observemos que

2
=

[1] + [2] (AL X, 81, <°"%w I 1> 0 =

L

Finalmente,

2€<ALX, 8t>L
3

1
ApX = ——Ap X —
wr, wL

(—e(Np, 0 LNL + O)

1 2¢e
= - —ALX — |
wr, wL

1 2
— A X — (A VR, X)) Vi,
wr, wL

ALX, 00"

donde para la tltima igualdad se ha tenido en cuenta la Proposicién [3.6] y se ha usado que

(AL X, ) = <ALX, atTL>L = (AL X,VERY = —(X, ALVER) L.

La demostracién de la relacién (3.17)) es similar, pero empezando por la expresiéon de Ny, dada en
(3.7) y la ecuacién de Weingarten de (1.10)). O]

Corolario 3.10. Sea >™ una hipersuperficie no degenerada inmersa en MZH con campo vectorial
normal y unitario Ny, tal que (Np,0;)r < 0. Sea Ng el inico campo vectorial unitario y normal
sobre £™ con respecto a la métrica producto riemanniana { , Yr con (Ng,dy)r > 0 y dado por (3.1)).
Entonces, para todo X,Y € X(X), se tiene la relacion

b

(ArX,Y)r = o (ALX,Y) L. (3.24)
Equivalentemente,
1
(AL X,)Y)r = —@(ARX, Y)r. (3.25)

Demostracion. Usando ([3.16]) junto con la expresién (3.12) del Lema la Proposicién y la
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Proposicion |1.2, obtenemos lo siguiente:
(ARX,Y)p = <—ALX — —<ALVLh X)VEh, Y>
Wwr, wL R

:_7<ALX Y>R+ <AL8t7 X) (VR Y)R
wL L

= —7<ALX,Y>R + T(ALXa 8t>L<—€w%VRh, Y>R

WL “L (3.26)
1 2
= —— (A X,Y)p — —(ALX, o)L (VERY)R
wL Wi,
=——(A; X, Y)p — — (AL X, Y
uJL< L )R o ( X, 00)(0,LY )R
= _7<ALX7Y>R + 7<ALX7 at>L<Y7 at>L
wr, wr,

Por otro lado, usando la Proposicién [3.1], tenemos

1 1 2
— (AL X, Y)p = —(ALX,)Y) + —(ALX,0) (Y, 00) 1, (3.27)
wr, wr, wr,

y utilizando (3.27)) en la ultima igualdad de (3.26|) se tiene

1
<ARX7 Y>R = _7<ALX7 Y>L
wr,

Para obtener ([3.25) simplemente hay que partir de (3.24]) y tener en cuenta que wgr = i O

3.3. Las curvaturas medias.

Una vez conocida la relacién entre los operadores forma Ar v Ay, podemos estudiar qué relacion

existe entre las correspondientes funciones curvatura media.

Teorema 3.11. Sea X" una hipersuperficie no degenerada inmersa en Mzﬂ con campo vectorial
normal y unitario Ny tal que (Np,0¢)r < 0. Sea Ng el unico campo vectorial unitario y normal
sobre " con respecto a la métrica producto riemanniana { , )i con (Ng,d)r > 0 y dado por (3.1).
Entonces, las funciones curvaturas medias Hy, y Hr dadas, respectivamente, por las métricas ( , ),

y (, )R, estdn relacionadas por

2
nHj = ——HR + =5 (AR (VER) ,VER)R. (3.28)
YR
Equivalentemente,
€ 2e
nHp=—"5H, — (AL (VER) , VER) L. (3.29)
wr, wy
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Demostracion. Como el operador Apr siempre es diagonalizable, fijemos un punto p € X™ y sea
{E1, ..., Ep} un referencial ortonormal en un entorno de p € 3™ con respecto a la métrica ( , g
y tal que diagonaliza el operador forma Apg, es decir, tal que AgE; = kFE;. para todo 1 < i < n.

Entonces, tomando X = F; en la expresion del Teorema [3.9] llegamos a

ALE; = ——ARE 42 5 C (ARVEh, B) gVER
YR
3.30)
k:R 2ek " (
= LB (B, VR R Y (VER, Ej)
WR wR —
Ji
Por otro lado, sabemos que ApE; = Z] 1 amE con los aX 7 = (ALE;, Ej)r. Entonces, teniendo en
cuenta (3.30)), obtenemos
kR 2ekF 2eklt .
ab = -2 4 (B, ViR, vy aly =" (E, VR R(E;, VER)R si i#j.  (3.31)
WR wR Wr

Ahora, observemos que, como VZh = 3" (Vh E;)gE;, tenemos
Ap(VEh) = zn}th, E)RARE; = iw% E)pklE;,
i=1 i=1
por lo que
(Ag (VER) ,VER) R = f: kB, VIR,
i=1

De esta manera, teniendo en cuenta que » = tr(Ag) = nHpg, obtenemos

7,12

neHy = tr(Ar) = Yok = —— > kf + =03 KRB, VR
— WR < w &=
1 2
— ——nHp+ — (A (V7h), VER)g,
WR Wy
de donde
nHy = —7HR + — (AR (VRh) VRh>R.
WR R

Para la obtener la relacién (3.29)), vamos a partir de (3.28|) pero teniendo en cuenta que wr = i
y el Lema Asi,

nHp = —newpHy, + o = (Ar (VRR) , VER) R
R

2
R T <AR (—ith) , —ith>
wL “R “L “L R
ne 2e
= ——H + 5 (Ar (VR) , VIR .
wr, wry,
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Ahora, teniendo en cuenta el Corolario llegamos al resultado que queriamos, es decir,

€ 2¢e
nHR: _7HL_ 73(

n
wr, wy

Ap (VER) ViR,

3.4. Aplicaciones.

El propésito de esta seccién es dar algunas aplicaciones geométricas de los resultados obtenidos hasta
el momento en este capitulo. Desde ahora, X" siempre denotard una hipersuperficie no degenerada
. . . ——n+1 . .

inmersa en el espacio producto lorentziano M; = para la cual existe un campo vectorial normal y
unitario Ny, tal que (Np,0:)r, < 0y Npg denotard su tinico campo vectorial normal con respecto a

la métrica producto riemanniana (, ) satisfaciendo (Ng, d¢)r > 0 y dado por (3.1)).

El primer resultado de esta seccién nos garantiza que si Hgr = Hy, = 0, entonces toda hipersuperficie

de nivel de la funcién altura de X" es una subvariedad minimal de MSLH.

Lema 3.12. Si X" es una hipersuperficie no degenerada en la variedad producto lorentziano MTLZH

que tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas (Hr = Hp = 0), entonces las

. . . ., . . ——n+1 ——n+1
hipersuperficies de nivel de su funcion altura son subvariedades minimales en M~ (o en Mp ).

Demostracion. Comenzamos con el caso lorentziano, con el objetivo de demostrar que las hipersu-
perficies de nivel de la funcién altura son subvariedades minimales de MZH. Para ello, consideremos
el conjunto Q = {p € ¥" : VFh(p) # 0} y, para cada c € R, definamos la hipersuperficie de nivel
de la funcion altura,

S11 = QN (M7 x {e}) = {p € Q: h(p) = e},

VvEihn
IVER]L

Observemos que, usando la Proposicion y la expresién (3.10)), se obtiene

y denotemos por 1 = al campo vectorial normal de S?~! en X",

(VIR VIR = (=87, —0] ") = =1 — &(Np,, 8,)2.
En particular, si e = 1 (es decir, si la hipersuperficie ¥" es temporal), entonces
(VER, VPR = =1 — (N, 0) < 1 <0

y por tanto " = Q y (n,n), = —1. Consecuentemente, S”~! es una hipersuperficie espacial en ¥".

Sin embargo, si ¢ = —1 (es decir, si £" es espacial), entonces
(VER,VERY L, = =1+ (Np,9)% >0

en Qy (n,m)r = 1.
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Como consecuencia, siempre tendremos (n,7);, = —e y S?! es una subvariedad espacial con

codimensién dos en MZH.
Ahora, vamos a ver que S”~! es una subvariedad espacial minimal de MTLH_I. De hecho, denotando
por V la conexién de Levi-Civita de S?71, a partir de las férmulas de Gauss y Weingarten ((1.12))
podemos escribir

VxY =VLY + (A X, Y) N = VxY — (4, X, Y)n +e(ALX,Y) LN (3.32)
para todo X,Y € X(S.).

Por otro lado, por la relacién dada en (3.11)) tenemos 0; = —V*h+¢e(Np, ;)L Nr. Si derivamos con
la conexién de Levi-Civita del ambiente, V, y usamos ((1.10]) obtenemos que, para todo X € X(X),

Vx0; = —Vx(VER) +eVx (N1, ) NL)
= —V% (V*h) — e(ALX,VER) LN + eX (N, 04)1) No + (N, 9) L Vx N (3.33)
= —V% (VER) — (AL X, VERY LN + X ((NL, ) 1) N, — e(Np,,9) L ALX.

Entonces, como al mismo tiempo sabemos que Vxd; = 0, la parte tangente de la expresién (3.33))

debe ser igual a cero, esto es,

V% (VER) = —e(Np, 0) L ALX. (3.34)

Ma4s aun, y aunque no nos hace falta ahora mismo, tomando la parte normal y teniendo en cuenta
que también debe ser igual a cero, se tiene
X ((Np,0)1) = (AL X, VEh) L,
expresion analoga a la que ya obtuvimos en .
Asi, teniendo en cuenta , obtenemos

,
X< 1 ) _x (e ¥ (WLh’ VLW) X ((VEh, VR
IVER| L IVERIZ IVERZ 2||VER|?
VL (VER) VPR e(Ng, ) L(ALX, VER)L

- 2[VER|} N IVER|E

Por tanto, el operador forma A, de S7~1 en ¥" viene dado por

VEin 1 1
A X =— L = — L PR =X Lh _ L Lh
7 = VAN = VX <||VLh||L) (Hv%nL) Vih = gy, VX (VTR)

_ (N1, O L(ALX, VEh) L e(NL, 0 LALX

vin+
V2RI [VE; 55
8<NL,at>L< <ALX,th>L L )
= - V*h + A X
VAL IVERIZ -
e(Nr,01)1

= 2 (—(A X Ar X
HthHL ( < L 777>L77+ L )7
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y consecuentemente, a partir de (3.32)) y (3.35), para todo X,Y € X(S.), la segunda forma funda-
mental oy, : X(S,) x X(S.) — X(S.)* de S7~! en MZH es la siguiente:

ar(X,Y) = —e(A4,X,Y)in+ (AL X,Y) LN,
N..O
= _<\|VLLhT|>LL< —(ALX,mr(n,Y)L + (ALX, Y>L)77 +e(ALX,Y) N

N0
= (VL t>L<ALX7Y>L77+€<ALX7Y>LNL

IVER|L
(NL,01)1,
= —(ALX,Y) | S
Ak Y < i

n—- €NL> .
Sea {Fi,...,E,_1,E, = n} un referencial ortonormal de X" adaptado a la métrica ( , ) con
Fh, ..., E,_1 tangentes a Sgil. Denotando por H} el campo de vectores curvatura media de S’?il
—n—+1 . . ,

en M; , podemos obtener la siguiente férmula.

n—1 n—1

N, o)L
(n—1)H] = ZaL(Ei,Ei) =— Z<ALEi7Ei>L <<Hth1’:’>L77 —eNp ). (3.36)

i=1 i=1

Ahora, puesto que X" tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas, del Teorema [3.11

obtenemos que (Ay, (VLh) ,VIh) = 0. Entonces, sumando y restando el término

(Nr,00)1

Apn, AR
(Acmmz ( 2

a la ecuacion ([3.36)), obtenemos

" (Np,0:) 1 (N,0)r
—1 C:—E:AEi,Ei L Ry eNp ) = —neHp [ S22 Y0 —eNL | =0,
(n—1)H} (AL >L<HthHL17 eNL neHr, HthHLn eNL 0

=1
por lo que las hipersuperficies de nivel de la funcién altura son subvariedades espaciales minimales

—mn+1
en ML

77—€NL> =0

. . . 1 . ~ .
A continuacién, vamos a considerar en M}? el conjunto Q = {p € X" : VEh(p) # 0}. Sin embargo,
si tenemos en cuenta el Lema nos damos cuenta de que, en realidad, Q=0 Asi, para cada
c € R, las hipersuperficies de nivel S?~! serdn las definidas en el caso anterior pero ahora el campo
VER

vectorial normal sera de la forma 7 = s

Entonces, a partir de las formulas de Gauss y Weingarten (|1.12)) podemos escribir
VxY = VRY + (AgX,Y)rNg = VxY + (45X, Y)r0) + (ArX,Y)rNg (3.37)

para todo X,Y € X(S,).

Por otro lado, un cédlculo similar al del caso anterior teniendo en cuenta (3.11)) y (1.12)) nos lleva a
que, para todo X € X(%),

vxat = Vf} (th) + <ARX, VRh>RNR + X ((NR,6t>R) Np — <NR,8t>RARX.
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Entonces, como Vxd; = 0, igualando partes tangentes obtenemos

VE (VER) = (Ng, 0))rARX. (3.38)

Asi, teniendo en cuenta (3.38]), obtenemos

¥ 1 _ X ((VER,VER)R) _ _2<v§ (VEh) ,VER) R _ (NR, %) R(ARX, VEh) r
IVER| g 2|VER|% 2| VBR[| IVER|%

Por tanto, el operador forma Az de S7=1 en ¥" viene dado por

1 1
AX = VB —X (— VA - — VR (VR
X =~ = X (gmpy ) T e v 7
Va0 (3.39)
RO R S
= W ((ArX,m)rN — ARX),

y consecuentemente, a partir de (3.37)) y (3.39), para todo X,Y € X(S.), la segunda forma funda-
mental ap : X(S:) x X(S.) — X(S.)* de S?~! en M;}H es la siguiente:

o~ N ) a o~
ar(X,Y) = (AsX,Y)pii + (ArX,Y)rNg = —(ArX,Y)r <<‘$R}J|>:n + NR) .
Sea ahora {Fi,...,E,_1,E, = 7} un referencial ortonormal de X" adaptado a la métrica (, )r
con Ey,...,E, 1 tangentes a S?~!. Denotando por H$ el campo de vectores curvatura media de
Sn=1en M%H, obtenemos
n—1 n—1
NRr,0i)R
(n—1VH, =Y ar(Bi E)=—Y (ApE;, E)g (Mn + NR) .

i=1 i=1

Entonces, teniendo en cuenta el Teorema y procediendo de forma andloga al caso anterior,
llegamos a

= <NRvat>R
~ M = — > (ARE;, B | e B
0=t ==t Eie i

~ Ng, 0,
77+NR>:—TLHR(< 0
=1

LR TURG L N ) =0
VERR R) ’

por lo que las hipersuperficies de nivel de la funcién altura también son subvariedades minimales
—mn+1

€1 MR . O]
A partir del Lema [3.12] concluimos lo siguiente.

Teorema 3.13. Sea X" una hipersuperficie no degenerada en la variedad producto lorentziano

——n+1 . . ,y
M7} y que tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas (Hgr = Hr, =0).

a) Si X" es temporal, entonces estd foliada por hipersuperficies espaciales que son subvariedades

. 5 n+1
minimales de M7 .
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b) Si X" es espacial y no es un slice, entonces estd foliada por hipersuperficies que son subva-

. L 5 n+1
riedades minimales de My, .

Demostracion. Comencemos por el caso en el que X" es temporal, es decir, cuando € = 1. En este
caso, retomando la notacién usada en la demostracién del Lema[3.12] tenemos que 2 = X", porque
VEn(p) # 0y (VER(p), VIR(p))L < 0 para todo p € X". Entonces, para cada ¢ € R, el conjunto
Sc ={p € £ : h(p) = ¢} es un conjunto vacio o es una hipersuperficie espacial de £" con H{ =0
(donde recordemos que H¢ denota el campo de vectores curvatura media de S?~! en Mzﬂ). Por

tanto, X" esta foliada por hipersuperficies espaciales que son subvariedades minimales de MT_ .

Por otro lado, si consideramos el caso en el que X" es espacial, es decir, cuando € = —1, tenemos
que el conjunto X"\ Q = {p € ¥ : VEh(p) = 0} puede ser no vacio, pero como X" no es un slice
entonces debe ser necesariamente int(X \ ) = (. Esto es debido a que si int(X \ 2) # () entonces
tendriamos que h seria constante en int(X \ Q) y por lo tanto int(X\ 2) serfa un trozo de slice. Por
tanto, como Hj, = 0, X" seria una hipersuperficie maximal de MZH que coincide con un slice en
un abierto y, por unicidad, 3 deberfa ser toda ella un slice. En definitiva, int(X \ ) = (. Ahora,
por el mismo razonamiento que en el caso temporal, 3 estd foliada por las hipersuperficies S. que

. - S 7n+1
son subvariedades minimales en M7 . O

Recordemos que se dice que una hipersuperficie es reglada si existe una foliacion por hipersuperficies
que son subvariedades totalmente geodésicas del espacio ambiente (véase la introduccion de [BDJ]).

En este contexto, el siguiente resultado nos da una caracterizacion en dimensién dos.

Corolario 3.14. Si ¥? es una superficie no degenerada (que no es un slice) en la variedad producto
. -3 . . Y p
lorentziano M7 y que tiene curvatura media cero con respecto a ambas métricas, entonces estd

reglada por geodésicas espaciales.

Demostracion. Por el Teorema tenemos que Y2 estd foliada por subvariedades minimales de
=3 . ., . [
M7, pero en dimensién dos estas subvariedades son curvas en ¥2. Por tanto, como ademds son

. L =3
minimales, estas curvas son geodésicas en M y consecuentemente .2 es reglada. O

Ejemplo 3.15 (Slices y cilindros sobre geodésicas en $2 x Ry y H? x R;). El ejemplo més simple
de superficies minimales y maximales en $2 x Ry y en H? x Ry son los slices espaciales, los cuales
se obtienen haciendo que la funcién altura h sea constante. Otro ejemplo es el cilindro sobre una
geodésica, que no es més que la superficie parametrizada por ¢(s,t) = (v(s),t), donde v es una

geodésica en $2 o H2.

Ejemplo 3.16 (Helicoides en R? y IL3). El helicoide cldsico parametrizado por
¢(u,v) = (ucosv,usenv,av), a >0, (3.40)

es la tinica superficie completa en R? reglada y minimal (véase [Cat]).
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Veamos que ([3.40) también satisface Hj, = 0 como una superficie de I.3. Con este fin, comencemos

por calcular el vector normal con la métrica lorentziana ( , ). Para ello, observemos primero que

¢u(u,v) = (cosv,senw,0) y ¢u(u,v) = (—usenv,ucosv,a),
por lo que
i FA—
Ou N\ Py = COS vV senv 0 | = (asenv,—acosv,—u)
—usenv uUcosv a
y también

pu A bollz = Va2 sen2 v + a2 cos? v — u2| = +/|a2 — u?|.
Entonces, el campo vectorial normal es de la forma

1
N = ——— (asenv, —acosv, —u) .
a2 — 2

Por otro lado, los coeficientes de la primera forma fundamental son los siguientes:

E=1, F=0 y G =u?—d?

En cuanto a los coeficientes de la segunda forma fundamental, primero observemos que

Guu(u,v) = (0,0,0), ¢up(u,v) = (—senv,cosv,0) v ¢yp(u,v) = (—ucosv, —usenv,0).

Por tanto,
a
e=20 f=——— y g=20.
’ [ =2

Teniendo todo esto en cuenta, obtenemos que el helicoide verifica

(eG — 2fF + gF)

2(BG—F2)

Hy =<

M4s atin, obsérvese que las regiones abiertas de (3.40) en las que v > a > 0 o u < —a < 0 son
maximales (es decir, espaciales con Hy, = 0), mientras que la regién abierta en la que —a < u < a

es minimal (esto es, temporal con Hy, = 0).

Ejemplo 3.17 (Helicoides en $2 xR y $?xR1). Consideremos R?* con las coordenadas (x1, z2, 23, 1)
y equipado con la métrica riemanniana estandar dz? + dr3 + dx% + dt?. Si vemos $2 x R como la
hipersuperficie de R* que satisface la ecuacién 2 + 2 + x% = 1, de acuerdo con [Mal, la superficie

reglada parametrizada por

¢(u,v) = (cosucosv,senucosv,senv,bu), b>0, (3.41)
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es un helicoide en $2 x R con Hp = 0. Vamos a comprobar que, cuando vemos esta misma hiper-

superficie en $2 x Ry con la métrica dz? + dz3 + dz3 — dt? de R}, también tenemos Hj, = 0.

Comencemos observando que los vectores tangentes son de la siguiente forma:

¢y (u,v) = (—senucosv,cosucosv,0,b) y ¢y(u,v) = (—cosusenv, —senusen v, cosv,0).

El campo vectorial normal de $2 x Ry en ]Rff no es mas que el vector posiciéon pero tomando la

dltima componente nula. Es decir, es de la forma

n(u,v) = (cosucos v, senucosv,senv, 0) .

Entonces, el campo vectorial normal Ny, de ¢(u,v) en $2 x Ry viene dado por

1

Np(u,v) = ——= (—bsenu, bcosu,0,cosv),
|b% — cos? v|
puesto que
i j ko =l
—SenuCcosv  COSUCOSV 0 b
Ou NPy A1) = = (—bsenwu,bcosu,0,cosv).

—cosusenv —senusenv cosv 0
COS U COS V senucosv senv 0

Los coeficientes de la primera forma fundamental son los siguientes:

E =cos’v —b?, F=0 y G=1.

En cuanto a los coeficientes de la segunda forma fundamental, antes necesitamos observar que

Gun(u,v) = (= cosucosv, —sen u cos v, 0,0),
Guv(u,v) = (senusenv, —cosusenv,0,0) y

v (U, v) = (— cosucosv, —sen u cos v, —sen v, 0) .

Por tanto, )
Sen v
AR - rer-rrr B A A
Finalmente, . .
eglet —
Hy = (2(EGf—}fj_2)g '

M34s aun, obsérvese que la region de (3.41) en la que cosv > b > 0 0 cosv < —b < 0 es maximal

mientras que cuando —b < cosv < b es minimal.
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Ejemplo 3.18 (Helicoides en H? x R y H? x R;). Consideremos ahora H? x R como la hiper-
superficie espacial embebida en el espacio de Lorentz-Minkowski R} x R que verifica la ecuacién
—2?+23+12% = —1 con 71 > 0, donde R} x R est4 equipado con la métrica —dz? + dx3 + da3 + dt?.
Por otro lado, también podemos ver H? x R; como una hipersuperficie embebida en el espacio
pseudo-euclidiano IR:I’ x R1 dotado con la métrica pseudo-euclidiana —dm% + dx% + da:% — dt?. De
acuerdo con las Observaciones 3.6 y 4.6 de [KKSY]| (véase también [Ma]), las siguientes superficies
en H? x R son regladas y tienen Hg = 0. Nosotros vamos a ver que, ademds, vistas en H? x Ry,

verifican Hy, = 0.

a) El helicoide eliptico parametrizado por
&(u,v) = (cosh v, cosusenhv,senusenhwv,bu), b > 0. (3.42)

Los vectores tangentes son de la siguiente forma:

¢u(u,v) = (0, —senusenhv,cosusenhv,b) vy

¢y (u,v) = (senh v, cosu cosh v, senucoshv,0) .
En este caso, el campo vectorial normal de H? x R; en Ri’ x RR; es de la forma
n(u,v) = (coshv, cosusenh v, sen usenh v, 0).

Entonces, un campo vectorial normal de ¢(u,v) en H2 x Ry viene dado por
—i i k —I
0 —senusenhv cosusenhv b

Gu Ny A1) = = (0,bsenu, —bcosu, —senhv) ,
senhv cosucoshv senwcoshv 0

coshv cosusenhv senusenhwv 0

por lo que

1
Np(u,v) = ———=(0,bsenu, —bcosu, — senhv) .
|b? — senh v|

En este caso, si tenemos en cuenta que
¢uu(u,v) = (0, — cosusenh v, —senusenhv,0),

Guv(u,v) = (0, —senwu coshv, cosucoshv,0) y

¢vp(u,v) = (cosh v, cosusenh v, sen usenhv,0),
los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental son los siguientes:

E = senh?v — b?, F=0, G=1,

—bcoshv
e=0, — ot — 0.
/ |b?> — senh v| o
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Asi que, como se afirmaba,

e(eG—2fF + gE)

H =
r 2(EG — F?)

=0.

Obsérvese también que la region de (3.42) en la que senhv > b > 0 o senhv < —b < 0 es
maximal, mientras que la regién en la que —b < senh v < b es minimal.
El helicoide parabdlico parametrizado por

2,—v 2,—v
o(u,v) = (coshv + %,senhv + 28

,ue” ", bu) , b>0. (3.43)

En este caso, para calcular el vector normal, deberemos tener en cuenta que

Ou(u,v) = (uefv,ueﬂ’,e*”,b) ,

2, —v 2, —v
U

——,coshv —

ou(u,v) = (senhv - ,—ue_”,0> .y

u2

—v u2€—v
n(u,v) = (coshv+ —,senhv + 5 ,ue”,O) i

[\)

Entonces, un campo vectorial normal de ¢(u,v) en H? x Ry viene dado por
¢u A by A1) = — (bue™ (coshv + senhv) , bue™ " (senh v + coshv) ,b,e™")

y por tanto

1
Np(u,v) = —m (bue™ (senhv + coshv) , bue™" (senhv + coshv) ,b,e™").

Ahora, si tenemos en cuenta que

quu (u7 'U) = (67v7 671)7 07 0) ’

G (u,v) = (—ue_”, —ue” Y, —e_U,O) y

2 _—v 2 _—v
u‘e u‘e
Guw(u,v) = (coshv + T,senhfu + 5 ,ue ", 0> ,
entonces los coeficientes son de la forma

E=ec¢% b F =0, G=1-u?e?,

e=0, f=—-be™" y g=0.

Asi que, de nuevo,
(eG —2fF + gF)

g
Hr = 2(EG — F?)

=0.

Ademis, obsérvese que la region de (3.43) en la que e™¥ > b > 0 es maximal, mientras que la

region en la que eV < b es minimal.
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¢) El helicoide hiperbdlico parametrizado por

¢(u,v) = (coshu cosh v, senh v cosh v, senhv,bu), b > 0. (3.44)

El campo vectorial normal de este helicoide en H? x R; viene dado por

Np(u,v) = 1 (bsenh u, bcoshu, 0, coshv),
b2 — cosh? v|
ya que
¢u(u,v) = (senhu cosh v, coshu coshv,0,b),
¢y (u,v) = (coshusenhv,senhusenhv,coshv,0) y
n(u,v) = (coshu cosh v, senh u cosh v, senh v, 0) ,
y por tanto

¢du N oy A = (bsenhu, bcoshu, 0, coshv) .
En este caso, los coeficientes son:

E = cosh? v — b2, F=0, G =1,

—bsenh
e=0, f=-——nl vy 9=0,
b2 — cosh? v|
puesto que
¢uu(u,v) = (coshu cosh v, senh u coshv,0,0),
¢Guv(u,v) = (senhusenhv, coshusenhv,0,0) y
¢uu(u,v) = (coshu cosh v, senh u cosh v, senhv,0) .
Entonces,

e(eG—2fF + gE)
2(EG — F?)

Obsérvese que, en esta hipersuperficie, la regién de ([3.44]) en la que coshv > b > 0 es maximal

Hp = =0.

y que la regién en la que coshv < b es minimal.

Teniendo en cuenta los ejemplos anteriores, vamos a considerar el espacio producto lorentziano
Mi = M?(c) x Ry, donde M?(c) es el plano euclideo R? cuando ¢ = 0, la esfera euclidea cuando
¢ = 1 y el plano hiperbdlico cuando ¢ = —1. A partir del Corolario obtenemos la siguiente

consecuencia.

Teorema 3.19. Los trozos abiertos de slices, cilindros sobre geodésicas y helicoides son las uni-
. . . -3 .
cas superficies no degeneradas en el espacio producto lorentziano M; = M?(c) x Ry que tienen

curvatura media igual a cero con respecto ambas métricas (Hr = Hp = 0).
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Demostracion. Sea Y2 una superficie no degenerada tal que Hr = Hy = 0 en M?(c) x Ry con

c=20,1,—1. Si no es un slice, por el Corolario debe ser una superficie reglada.

» Cuando ¢ = 0, puesto que Hr = 0, usamos el resultado clasico debido a Catalan (véase [Cat])

para concluir que ¥? es isométrica a un trozo de plano o a un helicoide.

» Por otro lado, para ¢ = 1, puesto que Hr = 0 podemos aplicar el Teorema 3.4 de [KKSY]

para obtener que X2 es isométrica a un trozo de cilindro sobre una geodésica o a un helicoide.

» Finalmente, si ¢ = —1, como Hr = 0 podemos aplicar el Teorema 4.4 de [KKSY] y obtenemos

que X2 es isométrica a un trozo de un cilindro sobre una geodésica o a un helicoide.

O]

Observacién 3.20. El resultado del Teorema [3.19| puede verse como una aproximacion alternativa,
y unificada de los resultados previamente obtenidos por Kobayashi (véase [Ko|) para el caso en el
que ¢ = 0 y las superficies son espaciales, y los obtenidos por Kim et al. (véase [KKSY]) para el
caso en el que ¢ # 0 y las superficies son espaciales. En realidad, en esta aproximacion extendida
se consideran, en vez de superficies espaciales, superficies no degeneradas, incluyendo tanto las
superficies espaciales como las temporales. Mas aun, la aproximacién de esta tesis es paramétrica,
mientras que la suya es no paramétrica y estd basada en la ecuacion diferencial de la curvatura

media para grafos espaciales.

3.5. Las curvaturas de Gauss.

Otra aplicacion del método usado en este capitulo es la relativa al estudio de la curvatura de Gauss
de superficies no degeneradas en el espacio producto M° = M? x R dotado con las métricas (,)r
y (, )r. A partir de ahora, K y K denotardn la curvatura seccional de M velativa al plano
tangente a $? con respecto a la métrica (, )g o a la métrica (, )1, respectivamente. Si recordamos
la notacién que se ha usado a lo largo de esta tesis, vamos a denotar { , )s = ( , ) + 6dt?

con § = (0;,0;) = £1. Por tanto, si 6 = 1 tendremos (, )s = (, )r, y si § = —1 tendremos
< ) >(5 = < s >L-

Teniendo en cuenta la Proposicién 7.42 de [ON], el tensor curvatura de Riemann de un espacio

producto M’ = M2 x R con el tensor métrico (', )s viene dado por

R(X,Y)Z = ky () (X, Z)sY — (Y, Z)5X) — 0kps (mar) (Z,06)5 ((X, Or)sY — (Y, 01)5X)

(3.45)
—0km(mar) (X, Z)6(Y, Or)s — (Y, Z)s(X, Op)s) O,

para todo X, Y, Z € X(M), donde r es la funcién curvatura de Gauss de M?2. Entonces, si { E1, Eo}

es un referencial local y ortonormal de 2 con respecto a la métrica ( , )1, teniendo en cuenta ([3.45))
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y (3.10) obtenemos
K1 = (R(Ey, B2)Er, Eo)p, = kipg + kg (B, 00)3 + ke (Ba, 01)3

(3.46)
- (1 n <aJL,aJL>L) — —erpr(NL, )2

De forma andloga, si {E1, E»} es un referencial local y ortonormal de 2 con respecto a la métrica

(, )r, a partir de (3.45) y (3.9 obtenemos
Kr = (R(E1,E2)Er, Eo)r = king — ki (E1, 00)% — ki (B2, 0%

(3.47)
= rar (10" 0/ ")) = ks (N 00

Por tanto, de (3.13]), (3.46) y (3.47)), obtenemos la siguiente relacién entre las curvaturas seccionales

del espacio producto con respecto a ambas métricas:

I 1 £ —
Kgr=km{(Ng, 0% = k- — (N, 0); = ——5 K. (3.48)
Wi, wr,

Ahora, denotando por Kp la curvatura de Gauss de ¥? con respecto a la métrica (, Yg y por K,
la curvatura de Gauss con respecto a la métrica ( , ), el siguiente resultado garantiza una relacién

entre ellas.

Proposicién 3.21. Sea X2 una superficie no degenerada inmersa en el espacio producto lorentziano

=53 , . .
M7 . Entonces, las curvaturas de Gauss estdn relacionadas de la siguiente forma:
2
1 w% —€
Kgr= *TKL + %I{M.
w 2w

L L

Demostracion. Primero vamos a demostrar la igualdad

det(AR) = —ewhdet(Ayr).
Para ello, de (3.31)) sabemos que

kR 2ekR 2ekl . )
afi = ——— + =SB, V% vy af; = =3 (Ei, VIR Rr(E;, VIR si i # ],
WR Wp Wp

donde {E1, Es} es un referencial ortonormal de Y2 adaptado a la métrica (, )r v tal que ArE; =

klREZ Entonces, al calcular el determinante del operador forma Ay, obtenemos lo siguiente:

ko 2ekf 2kl
L R VR, SR (B VIR (s, VERY R
det(Ay) = oo YR “R
2e kL R R kS 2eklt Ri\2
3 (B9, V™h)r(E1,V"™h)r ———+—3 (B2, VD)%
Wg WR W
ERER 2ekRER 2ekRLEE
_ 122 =€ 14 2 <E2,VRh>%{— € 14 2 <E1,VRh>%z
YR YR YR

ERER ockBELR
== 22 - 14 2 (<E27VRh>%% + <Elath>%%)
Wr Wr
1 2e
= —ydet(Ag) — —pdet(AR)[|Vh|%.
Wr Wr
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Por otro lado, (3.11)) y el Lema nos dan

2 2 2
—€ ews —1 ¢ 1
22(|VRA|% = 2 — 2(Np, )% = 2 — 26 - YL =5 _ 9o SUL “rtl
2wy, Wi Wt

asi que

1 2e 1 1 ewi 41
R R
1
w

2
R

=— (—Ew%) det(AR) = —ewidet(AR).
R

. =3 I .
Ahora, recordemos que la ecuacién de Gauss de % en M~ con respecto a ambas métricas viene

dada por
Kgr ZXR-i-det(AR) vy Kp ZKL—i-Edet(AL). (3.50)

Por tanto, combinando (3.48)), (3.49) y (3.50)), obtenemos

€ €
Kp=——K— —det(A
R 2K et(Ar)
__f L (K~ &)
= w% L w% L L (351)
1 € _
N Y
L L
Por otro lado, de (3.46|) y del Lema
2
_ e(ws —e
K; = —6/€M<NL,(915>% = —([é)&M. (3.52)

Por tltimo, insertando (3.52]) en (3.51)) obtenemos lo que querfamos demostrar:

g
KR: K; + —
w

1
T4
wr,

e

h
)
&

e

O]

De acuerdo con la Proposicién si se verifica Kr = K; = K (no necesariamente constante),

entonces tenemos la siguiente igualdad:

I e)” oy (3.53)

En otras palabras, esto significa que en ese caso la curvatura de Gauss K de la superficie tiene el

mismo signo que la curvatura de Gauss de la fibra. Este hecho da lugar a la siguiente consecuencia.
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Teorema 3.22. Los trozos de planos, conos, cilindros y superficies tangentes desarrollables son
las unicas superficies no degeneradas en el espacio tridimensional de Lorentz-Minkowski que tienen

la misma curvatura de Gauss (no necesariamente constante) con respecto a ambas métricas.

Demostracién. En este caso, tenemos M? = R2, por lo que xy; = 0. Entonces, (3.53)) implica que
¥ debe ser una superficie llana en el espacio euclideo R?. Como es bien sabido, las superficies llanas
en R? estan caracterizadas por planos, cilindros, conos y superficies tangentes desarrollables (véase

[Spi]). Por superficie tangente desarrollable nos referimos a una superficie parametrizada por
o(s,t) =v(s) +t9'(s), (s,t) €I xR,

con t (v"(s) x 7'(s)) # (0,0,0) y siendo v : I C R — R3 una curva regular. O

Por otro lado, si ¢ # 0 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.23. Las unicas superficies no degeneradas inmersas en el espacio producto lorentziano
Mi = M?(c) x R y satisfaciendo Kr = K1, = ¢ # 0 son los slices.

Demostracion. Puesto que ¢ # 0y Kr = K1, = ¢, de (3.53]) obtenemos
2(&;%4—1) = (w%—e)Q,

de donde w% +1+ 250.)% = 0 y por tanto (w% + 6)2 = 0. Entonces, obtenemos que e = —1 y wy, = 1.

Ahora, sustituyendo en la definicién de wy, dada en (3.2)), obtenemos:
1=—1+42(Ng,8)%,

asf que (Np, ;)2 =1y por tanto Nj, = 0.
Finalmente, teniendo en cuenta (3.11]), llegamos a

Vih = —08, +e(Np,0)LNL = —Np +¢-eNp = 0.

Es decir, %2 debe ser un slice de M?i O
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