Arboles modales para KB, KE y SO.5

Por Alfredo BURRIEZA MUNIZ

1. En este articulo presentaremos procedimientos de decision para los siste-
mas modales proposicionales KB, KE y S0.5, que constituyen una extension
del método de arboles de Jeffrey paralalégica proposicional clésica. Los pro-
cedimientos expuestos son una adaptacion del utilizado por Copeland en [1] para
el sistema de logica temporal Ky de Lemmon. En lo que sigue, supondremos
a lector familiarizado con d método de Jeffrey [4]. Por otro lado, mediante
«8» denotaremos indistintamente a los sistemas KB, KE y S0.5.

2. Lasintéxis de S es estandar. No obstante, utilizaremos esquemas de axio-
mas en vez de axiomas. Lalistade los esquemas de axiomas y las reglas de infe-
rencia es la siguiente:

Esquemas de axiomas

(al) A, donde A es una tautologia veritativo-funcional
(a2) LA — A

(a3) L(A —> B) —>» (LA —> LB)

(a) ™ L/ LA — A

(as)—™ L/ LA —> LA

Reglas de inferencia

MP:S Fedy re¢A —> B, entonces t¢B
N: S gA, entonces LA
N*: S A es una tautologia veritativo-funcional, entonces gL A

Contamos ademas con las definiciones habituales para /\(el conjun-
tor), V (d disyuntor), €< (d equivaledor), —3(el implicador estricto), =
(el equivaledor estricto) y M (el operador de posibilidad).
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L as definiciones son comunes a los tres sistemas. Respecto de los esquemas
de axiomas y reglas tenemos lo siguiente:

KB: (@), (a4), MP y N
KE: (al), (a5), MPy N
S0.5: (al) - (a3), MPy N*

3. Los &boles que vamos a utilizar difieren de los &rboles proposicionales de
Jeffrey en que cada linea de un arbol contendra un indice asociado a la fbf
correspondiente a la linea. La notacién A/i significaque la fbf A s halla
asociada d indicei; diremos, también, que A/i es una «fbf indizada» (por
i).

Las reglas para las constantes |6gicas no modalesy lasreglas (L) y
(/™ M) son las mismas en los tres sistemas. ASi:

(—— ) — —A/i
A/i
(—> ) A —> B/i
—1A/i B/i
(—/ —=>): (A —> B)/i
A/i
—/B/i
(—L): —/LA/i
M—/A/
{(—IM): —IMA/i
L—/A/i

Por otro lado, laregla(M) escomin aKB y KE pero difiererespectodeS0.5;
mientras que (L) es distinta en cada sistema. Asi:
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(MKB)/(MKE): MA/i

A/j <i,j> dondej > i Yy j no aparece previamen-
te en d arbol.
(MSO.5): MA/i

A/j i,j> donde i esd indiceinicia del arbal vy,
ademés, j > i y j no aparece previamente en € arbol.

(LKB): LA/

A/j Paracuaquier j tal que, anteriormente a A//,
aparezca en larama  {i> o (i)

(LKE): LA/i

A/jdondej = i, —paraagin k— apareceen lara
ma, anteriormenteaA/j, <k, i> ;0jescuaquier indicetal que, anteriormen-
teaA/j, aparezcaenlarama <i,j> o bien—paraalgink— <k, i» 0 <k
i
(LSO.5): L,|4 /i

AYj dondei esd indiceinicia dd arbol y, j=i 0
j es cualquier indice para d cual, anteriormente a A/j, aparezca en la
rama i/

Enlaregla(M), d par ordenado <i,j> forma parte delaconclusion. A ex-
presiones de este tipo las denominaremos ** marcadores™, Informalmente, puede
considerarse que los indices que ocurren en un arbol representan ** mundos posi-
bles" y quelos marcadores expresan larelacidn de accesibilidad entre dichos mun-
dos. Asi, un marcador como <i, j> significa, entonces, que e mundo (posible)
j es accesible al mundo (posible) i.

L arelacién de accesibilidad es simétrica en KB, esto es, siempre gue en una
linea dada ocurra un marcador, sea <, j » , implicitamente se cumple también
gqueiesaccesibleaj. En KE, larelacion de accesibilidad es euclidiana; de forma
que, paracualquier marcador <i,j> gue aparezca en una rama, setienede rs)-
%} implicito que j es ademés accesible a si mismo; y para cualesguiera <i,j ,

i,k> gue ocurran en una rama, se cumple implicitamente que k es accesible
aj. En $0.5, dicharelacion esreflexivapor 1o que respecta a los " mundos nor-
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males'*. En cambio, ninglin mundo es accesible a un mundo **no normal** (ni
siquiera é1 mismo). En un érbol S0.5 habra siempre un Unico indice que repre-
sente — informalmente— un mundo normal, a saber, € que denominaremos ' in-
diceinicial del arbol** en los procedimientos de decision expuestos segui damente.
El resto de los indices de un arbol S0.5 —s los hay — pueden pensarse intuitiva-
mente como s fueran mundos no normales.

4. Para construir un érbol para una fbf dada de S, indizarnos dicha fbf con
un indice arbitrario (el indiceinicial del arbol), aplicamoslaregla apropiada
alafbf indizada, luego a las fbfs resultantes, y asi sucesivamente. El orden
en € cual apliquemos las reglas es irrelevante. Al aplicar una regladeinfe-
rencia, que no sea (L), a una fbf indizada, sea A/i, escribimos la (s) lista
(s) de conclusiones de esa regla a final de cada rama abiertade la cual A/i
esun miembro. S lareglaaplicada fuera (L), laconclusion sélo puede escri-
birse en aquellas ramas que previamente contengan € indice perteneciente
a esaconclusién. A continuacién marcamos (Y ) A/i, a menos que la regla
aplicada sea (L), en cuyo caso escribimos a laizquierda de A/i & indice co-
rrespondiente a la conclusién de laregla y marcamos dicho indice. En S0.5
marcamos igualmente A/i s fuera de la forma MB/i, aunque la regla (M)
no fuese aplicable por no ser i d indice inicial.

Unaregladeinferencia no puede aplicarse a unafbf indizada marcada,
y una aplicacion de (L) a una fbf indizada no puededar lugar a una conclu-
sién con un indice ya marcado a laizquierda de dicha fbf indizada. De mo-
do que, cada aplicacion de (L) a una linea en particular conduce a una con-
clusion con un indice diferente en cada ocasion.

Puesto que la fbf indizada inicial de un érbol es finitaen longitud y da-
dalanaturalezade (L), el nimero de aplicacionesde(L) a unalineadetermi-
nada es limitado; lo cual significa que & ndmero de indices disponibles en
el arbol es finito. Por otro lado, la (s) conclusion (es) de cada regla es (son)
siempre —excepto en d caso de (— L) y (— M)— de menor longitud que
la premisa correspondiente. Por tanto, sélo se necesita un nimero finito de
aplicaciones de las reglas para producir un arbol **completo™: un arbol fini-
toen d cual todafbf indizada que ocurraen una rama abierta estd marcada
excepto s se trata de (i) una variable proposicional indizada o su negacién,
o (i) una fbf indizada de laforma LA /i. En este Gltimo caso, a laizquierda
de LA/i se halla marcado todo indice " elegible™ de acuerdo con las condi-
ciones impuestas a (L) —segun sea d caso para cada sistema. [Trivialmente
se cumpl e (ii) cuando ningln indice esta marcado alaizquierda de LA /i con
tal de que no haya ningun indice disponible en la rama de acuerdo con las
estipulaciones de (L)].
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En KB y KE, diremos que una rama esta cerrada s contiene una variable

proposicional y su negacién, asociadas ambas a mismo indice; y abierta en otro
caso. En S0.5 diremos que una rama esta cerrada 9 contiene una fbf y su nega-
cién, asociadas ambas a mismo indice; y abierta en otro caso. Un érbol S esta
cerrado s tor'a rama en él estd cerrada, y abierto en otro caso.

4.

Ejemplos: La fbf “L(Lp —> L—/— p)’’ no es un teorema de S0.5.

1.V | Lap = L——pio

2.V M—Lp —> L/ —p)/0 de 1 por (—L)

3.V 7 (lp — L/ p)/l <0, 1> de 2 por (MSO.5)
4. Lp/1 de 3 por (M —+)
SAV_|L—1——|p/f de 3 por (1 —>)
6 M—/—/—1p/l de 5 por (—L)

y d &rbol no cierra. La siguiente fbf ""(LMLp —> LLp)’’ es un teorema
de KE pero no de KB, como se muestra a continuacion:

Y, uMLp = LLp/o

|

2 1 LMLp/0 delpor(— =)
3. —/LLp/0 delpor (—m —=)
4.V M—Lp/o de 3 por (—1L)

5. V. —p/1 (o, 1> de 4 por (MKB)

6. 1/ M—p/1 de 5 por {(—L)

7. —p2 1,2 de 6 por (MKB)

8. 7, Mip/ de 2 por (LKB)

9. 1 Lp3 {1, de 8 por (MKB)
10. p/1 de 9 por (LKB)

Este arbol no cierra en KB, como puede comprobarse, pero s en KE.
En este dltimo caso, € &rbol contiene las lineas 1-8 anteriores y ademas:
9. "2 Lp/3 {1,3>
10'. p/2
11 X

de 8 por (MKE)
de 9' por (LKE)
de7y 10

Adecuacion: Esbozaremos la prueba de Adecuacion comosigue: A es un teo-
remadeS (t ¢A4) si ysolo s hay un arbol (completo) para—/ A que esta
cerrado.

Para probar d teorema de izquierda a derecha es suficiente mostrar: (i)
la negacion de cada axioma de S tiene un arbol (completo) cerrado, (ii) s
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—Ay— (A —> B) tiene&boles (completos) cerrados, también lo tiene—1B,
(ili) 9 /™ A tiene un arbol (completo) cerrado, igualmente lo tiene—LA, y (iv)
s —/A4,donde A esunatautologia veritativo-funcional, tiene un arbol (com-
pleto cerrado, también lo tiene1LA.

Para cada sistema S hay que probar (i) y (ii). ParaKB y KE, ademas (iii);
y para S0.5, (iv).

Para probar d teorema de derecha aizquierda vamos a hacer uso de los mé-
todos de Kripke {5]. Asi pues, para cada etapa de la construccion de un arbol
obtendremos una fbf asociada(ho indizada) denominada fbf caracteristica'* (fbfc)
del arbol en esaestapa, que seradelaforma £;\/ E,V .... VE}, donde El,
E,,... Ejson todaslas fbfcsde lasdistintas ramasdel arbol en estaetapa, y donde
cadaEjl = | = i)esdelaformaD;/N\ Dy/N... ANDy(l = K), siendo
Dy, Dy,...., Dy todas las fbfs obtenidas tras la eliminacion de los indices de la
rama.considerada.

Laregla (M) esla reglaintroductora de indicesen d &rbol. Es més, diremos
propiamente que un indice ha sido ((introducido))en una rama cuando resulte de
una aplicacion de (M).

A continuacién describiremos un procedimiento paraconstruir la fbfc de un
arbol. Eliminaremos los indices de cada ramaen una etapaen particular siguien-
do un orden de mayor a menor: esto es, cuando nos dispongamos a eliminar un
indice determinado, todos los indices mayores que él ya habran sido eliminados
delaramaen esaetapa. Consideremosahoraunaramaen unaetapadada, donde
i es un indice cualquiera introducido por aplicacion de (M) a una fbf asociada
al indicej. Llamemos 4 al conjunto de todas las fbfs indizadas a esa rama
en la etapa en cuestion; por /\  entenderemos d conjunto de fbfs indizadas
gue resulta de la eliminacion de todos los indices mayores que i (pero no i). For-
memosentonces /N —dondeyano ocurred indicei— apartirde A co-
mo sigue:

@) formamos la conjuncion de todas lasfbfsen /\ asociadasal indicei;
(i) prefijamos a dicha conjuncion € operador M y la asociamos al indicey;
(iij) afiadimos € resultado anterior a A\ ;y

(v borramosde /N todas las ocurrencias del indicei.

Cuando en unarama, en unaetapa cuaquiera, hayamos eliminado todoslos
indicesintroducidos por (M), Unicamente aparecera € indiceinicial en d resulta-
do de dicha eliminacion. Acto seguido, podemos suprimir € indiceinicial y for-
mar la fbfc de laramaen dicha etapa, y finalmente, tras hacer lo propio con to-
das las ramas, lafbfc del arbol.

En los casos que vamos a probar del lema enunciado més adelante haremos
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uso de lo siguiente (comun a los tres sistemas excepto (b14), propio de KE):

(bl) ANB— A

(b2) A4 —>B > (B >0 —>A —>0)

(b)) A4 —>B) —>UANC —>BANO

() (A—>BNO)—> A >0

(b)Y (A —>B) >A —> AN B)

(b)) A —>B >0O)—> (ANB —> 0

(b)) ANB—>0 —>ANB —>AN0

(b8 (A —>B) —>(DANA —> D ANB)

(b9) A —>BANC) —>(B —>D) — (4 —> D))

(b10) (A —>BAC) =>DANA —>DNO

(b1l) (A —>B) —>(B —>A) —> (4 <> b))

(b12) MANB) —> MAAMB

(b13) LA —=> (MB D MAAB)®

(b14) M(LAAN B) <> M((ILA NA) AB) @

(b15) S F;AYy r—‘SC% D, y B s diferenciade A Unicamente en tener D
en uno o mas lugares en los que A tiene C, entonces t ¢B.

En lo que sigue, haremos abstraccién del orden de los componentes de las
conjunciones (disyunciones) de las fbfcs.

Lema: Seafbfc; lafbf caracteristica de |la etapa inicial de la construccion de un
arbol para una fbf dada, y seafbfc' lafbf caracteristica de una etapa cuaquiera
de dicho arbol. Entonces +¢fbfc; —> fbfc'.

Prueba: Por induccion. Obviamente gfbfc; —> fbfcy. Lahipotesisinductiva
es ¢fbfc; — fbfe, parafbfc’ = fbfc,> donde fbfc, eslafbf caracteristica
de la n-ésima etapa. Demostraremos que esto mismo se cumple para lafbfc de
laetapasiguiente, esto es, para fbfc’ = fbfc,,+ ;. A partir deagui, por transitivi-
dad de la implicacion, se sigue fécilmente d lema.

Sea P unaramaabiertaen la n-ésimaetapa, en lacual se haaplicado laregla
que hadado lugar ala (n+ 1)-ésmaetapa. A continuacion trataremos inicamen-
te los casos para (L) como gjemplo. Ad pues, sea LA/i la fbf indizada de P a
laque s le haaplicado (L); sea4// laconclusion (luego j aparece en P). Llame-
mos ahora P a la rama que resulta a partir de P en la (n+ 1)-ésima etapa tras
dicha aplicacién. P s ha extendido, pues, a P, de modo que P' es P més A/j.
Por f&fc,, entenderemos lafbfc de Py por fbfcp,, lafbfc de P'. Seguidamente
probaremos primero que Fyfbfe, <> fbfcp:, y luego mostraremos d resulta:
do para d arbol.
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Sistema KB:

j esun indice parad cual aparece en P un marcador como <i,j> 0 bien como
< iy

(1) s/> i, entonces j hasido introducido en P a partir de i; de modo que j

se elimina de P (y por supuesto también de P’) antes que i. El resultado de la

eliminacién de j de la rama P contendra una fbf como MB indizada por i. Asi

pues. fbfcy, serd ---LA /A MB--- y finalmente Sbfepr sera--LA AM(A A B)---.

De manera que:

I. LA+ (MB —>M(AAB) (b13)

2. LAAMB —> M(A AB) (b6), MP (1)

3. LAAMB —> LA AM(A AB) (b7), MP (2)

4. M(ANB) —> MA/AMB (b12)

5. LANAMMAANB) —> LA/ MB (b10), MP (4)
6. LANMB<>LAN MA/ B) (b11), MP (3, 5)

A partir de aqui, por (bl5), obtenemos = w/Ofcp <= fbfcp. Ahora bien,
P es una rama abierta cualquiera, luego una justificacién similar vale para cual-
guier rama abierta —en la n-ésima etapa— que pase por LA/ y se extienda a
una nueva rama —en la etapa nt 1— mediante la adicion de 4/j. Obviamente,
puede haber alguna rama en la n-ésima etapa que no se extienda trasla aplicacion
de (LKB), con lo cual, la fbfc que dicha rama posea enfbfc, no sufriratransfor-
macion alguna a construir fbfc, + ;. Asi pues, a considerar |as fbfcs del arbol
en ambas etapas tendremos —por (bl15)— t,,/bfc,, —> fbfc,+ ;.
(2 §i> J, entonces i ha sido introducido en P a partir de j; tenemos, por
tanto, que i se elimina de P antes que j y en d resultado de dicha eliminacion
habra una fbf como M(LA /N B) indizada por j. De manera que ﬂ)fcp sera
---M(LA /\ B)--- y fbfc, sera --M(LA N\ B) /\ A---. Ahora;

l. MLANB) —> MLA AMB (b12)

2. MLA —> A (ad), Def. M

3. M(LANB) —>A4 (b9), MP (1, 2)
4. M(LANB) —>MLANBNA (b5), MP (3)

5. M(LANBINA —>MLAANB) (bl)

6. M(LANB) <>MALA/\B)/\A (b11), MP (4, 5)

Y por & mismo razonamiento que antes, +,,/bfc, —> Sfbfc,+ .
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Sistema KE:

(1) s/ = i, entonces — paraalgun k— apareceen P <k, i> . De modo que
j (= i) seeliminade Pantes que K. Luegoﬂ)fcp serd ---M(LA N\ B)--- yjbfcp:
sera ---M(LA N\ A) N\ B)---. El resultado se justifica por (bi14) y (bl15).
(2)  seaj#i, entonces:
(@) s <i, j) apareceen P, tenemos € mismo caso que en (1) para KB.
(b)s jestal que, paraagun k, aparecen en P <k, D vy <k, j> , enton-
ces j ei han sido introducidos en P a partir de k y se eliminan de P antes que
k. El resultado de la eliminacién de i de la rama P contendra una fbf como
M(LA N\ B) indizada por k, y € resultado de la eliminacién de j de esa misma
rama contendra una fbf, digamos MC, indizada por k. Asi, ﬂ)fcp sera ---
M(LA /\ B)/\ MC--- yjbfcp» sera ---M(LA /\ B) AM(A /N C)---. Entonces:

. M(LAANB) —>MLA AMB (b12)

2. MLA — LA (a5), Def. M

3. M(LANB) —LA (b9), MP (1, 2)

4. M(LANB)N\ MC —> LA N\ MC (b3), MP (3)

5. LA—>MC —>MMANANC) (b13)

6. LAAMC —> M(A AC) (b6), MP (5)

7. M(LA/\B) AMC —> M(A AC) (b2), MP (4, 6)

8. M(LAN B)ANMC —> M(LA/N B) AM(A N C) (bT), MP (7)

9. MA/NC) —> MA/\ MC (b12)

10. M(A/\ C) — MC _ (b4), MP (9)

11. M(LA ANB)/A\MANC) —> M(LA/\ B) A\ MC (b8), MP (10)

12. M(LA N\ B)/\ MC <> M(LA/\B) /\ M(A N\C) (bll), MP (8, 11)
Y finalmente, al igual que en los casos anteriores, t—,/bfc,, —> fbfcy, 4 ;-

Sistema SO.5:

Enestecaso, en LA/i, i esel indiceinicia. Asipues: (1) S j= i,entoncesfbfcP
es --LA--- y fbfcp €s —-LA/N A--. Luego:

LA—>A (a2)

I

2. LA— LA N A (b5), MP (1)

3. LAAA—LA (b1)

4, LA<€>LANA (b11), MP (2, 3)
De modo que g, 5/bfcy, —> fbfey+ ;.

2) S j #i, entonces procedemos como en (1) para KB

Ahora ya estamos en disposicion de completar la prueba del teorema de Ade-
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cuacion. Consideremos E;V E,V ...V E; como la fbfc de un arbol completo
(cerrado) para una fbf A de s, donde E;, E,..., E; son las fbfes de todas las
ramas del érbol, todas €ellas cerradas. Cada Ej (l = | = i)contendra —en
el caso de KB y KE— alguna fbf atémica B tal que B A — B sélo ocurre bajo
el alcance de/\ M. En d caso de S0.5, sucede o mismo excepto que B no
es necesariamente una fbf atémica. Por induccién, obtenemos |—5EJ-<—>B/\ —/ B
(I = | = i);ydado, por (al), =g— (B A—B),llegamos, por (al) nue-
vamente y MP, at-¢— Ej. A partir de este resultado tenemos, por
@), r—E; ATEN . NTE) Y de aqui, otra vez por (al), y
MP, t=—(E;V E}V ...V Ej). Ahora, por e lema ante-
rior, A —+ (E;N EyV ... 1] Ej), y por altimo, por (al) y M P de nue-
vo, .
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NOTAS

D Las demostraciones de (b12) y (b13) —como teoremas y no como esguemas de teoremas—
aparecen en [3], en € sistema 7, con los nimeros 10 y 17 respectivamente. Dichas demostra-
ciones valen iguamente en los sistemas KB, KE y S0.5.

2 (b14) se obtiene facilmente a partir del conocido esquema de teorema “L{4 —» A)" de KE,
(al), (a3), (b12) y usosde Ny MP.

*RESUMEN

En este articulo se muestran procedimientos de decision muy simples para
los sistemas modales proposicionales KB, KE y S0.5. Los métodos se basan en
e sistema de arboles de Jeffrey parala l6gica proposicional clasica.

ABSTRACT

I nthis paper very simpledecision procedures are expounded for the proposi-
tional modal systems KB, KE and SO.5. The methods are grounded on the Jef-
frey’s tree system for classical propositional logic.

Alfredo Burrieza Muiiiz.



